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Resumo 

A presente tese visa a apresentar um claro entendimento de alguns fenômenos não

lineares importantes que ocorrem tanto em plasmas espaciais quanto em plasmas de la

boratório. Especificamente os estudos analíticos e numéricos apresentados focalizam as 

propriedades eletromagnéticas turbulentas bem como as estruturas coerentes e os compor

tamentos caóticos em um magnetoplasma de multi-componentes. Enfatiza-se a geração 

de ondas eletromagnéticas, devido à presença de fluxos de plasma de cisalhamento em um 

magnetoplasma não-uniforme que contém um gradiente de densidade no equilíbrio. Dois 

cenários são considerados. Primeiramente são estudadas as flutuações eletromagnéticas de 

alta-freqüência (em comparação com a freqüência de plasma dos íons e da giro-freqüência 

dos íons, mas menor do que a giro-freqüência dos elétrons) e do comprimento de onda 

longo (em relação ao raio de giro dos elétrons) envolvendo somente o movimento dos 

elétrons; os íons são considerados estacionários, compondo o fundo de plasma, porque em 

uma escala de tempo curta, eles não respondem aos distúrbios eletromagnéticos. Deduz

se então um conjunto de equações não-lineares, onde as equações de fluido são usadas 

com a aproximação da velocidade de deriva para os elétrons, suplementadas pelas leis 

de Ampere e Faraday. De outro modo, a resposta dos íons foi incluída para as ondas 

de freqüências baixas (em referência à giro-freqüência dos íons) e comprimento de onda 

longo (em comparação com o ralo de giro dos íons, p;) bem como para as de comprimen

to de onda curto (referente a p;). As equações não-lineares apropriadas para o caso de 

comprimento de onda longo são obtidas, considerando o modelo de dois-fluidos, enquanto 

que para comprimentos de onda curto emprega-se o modelo híbrido com a cinética dos 

íons. As relações de dispersão locais são deduzidas, desprezando os termos não-lineares do 

sistema das equações dinãmicas, considerando que o comprimento das flutuações são mais 

curtos do que as escalas de comprimento dos gradientes de densidade e de velocidade. As 

análises numéricas das relações de dispersão visam exibir as variações das taxas de cresci

mento para os parâmetros típicos de sistemas de plasma espacial. Demonstra-se que os 

fluxos do plasma de cisalhamento podem provocar flutuações de alta e baixa freqüência, 

mesmo na ausência do gradiente de densidade. 

As flutuações dos fluxos de plasma de cisalhamento adquirem grandes amplitudes e 

começam a interagir entre si. Tal acoplamento não-linear provê a possibilidade de auto-
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organização na forma de diversos tipos de estruturas vorticais em um magnetoplasma 

não-dissipativo. 

Atribui-se a formação de vórtices às não linearidades vetoriais que aparecem devido à 

deriva de polarização não-linear dos elétronsfíons e ao acoplamento da velocidade de fluido 

paralelo com a perturbação do campo magnético de cisalhamento. Os perfis específicos do 

vórtice di polar, das cadeias de vórtices e de vórtices rotacionais são encontrados analítica e 

numericamente. Os resultados são então aplicados na ionosfera terrestre e na magnetosfera 

a fim de se entender as características salientes dos vórtices curtos e longos que existem 

em associação com os fluxos de plasma de cisalhamento. A teoria de vórtices é também 

estendida para os sistemas de plasma de multi-componentes, onde a presença de grãos de 

poeira carregados ( "dusty plasmas"), mesmo estacionários, possibilitam o aparecimento 

de corrente E x B 0 • Esta última é responsável por novos auto-modos, contribuindo para 

uma melhor localização do vórtice dipolar de Alfvén em um plasma de multi-espécies. 

O comportamento caótico da turbulência eletromagnética tem sido estudada, retendo 

os efeitos dissipativos (resistividade, viscosidade, etc.). No presente trabalho mostramos 

pela primeira vez que as equações dinâmicas para as ondas eletromagnéticas não-linea

res acopladas podem ser representadas na forma das equações de Lorenz-Stenfio. Estas 

últimas admitem trajetórias caóticas e atratores estranhos que dependem fortemente dos 

parâmetros do plasma. Também é examinada a estabilidade dos pontos fixos. 

Finalmente, discute-se a possibilidade do aparecimento de campos magnéticos espon

tâneos em um plasma com poeiras carregadas e portando gradientes de densidade de 

número e de temperatura. Os campos magnéticos podem ser mantidos por vórtices que 

são criados pelo vetar baroclínico. A fim de demonstrar este fenômeno, o equilíbrio auto

consistente não-linear do "dusty plasma" é discutido, empregando uma descrição cinética 

e invocando um modelo Hamiltoniano. São encontrados perfis de equilíbrio do número 

de densidade do plasma, do fluxo de velocidade, da densidade de corrente, do campo 

magnético e do potencial elétrico para parâmetros que são relevantes para plasmas de 

laboratório e astrofísicos. Observações recentes mostram conclusivamente a presença de 

vórtices em um experimento de "dusty plasma", considerando a microgravidade, apesar 

do plasma ser fortemente acoplado. 
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Abstract 

The objective of this thesis is to present a clear understanding of some important 

nonlinear phenomena that are common in space and laboratory plasmas. Specifically, 

the present analytical and numerical studies have focused on the properties of electro

magnetic turbulence as well as associated coherent structures and chaotic behaviors in a 

multi-component magnetoplasma. The emphasis is on the generation of electromagnetic 

waves by sheared plasma flows in a nonuniform magnetoplasma containing an equilibri

um density gradient. Two scenarios are considered. First, it is studied high-frequency (in 

comparison with the ion plasma and ion gyrofrequencies, but smaller than the electron 

gyrofrequency), long wavelength (in comparison with the electron gyroradius) electromag

netic fluctuations involving only the electron motion; the ions are considered as stationary 

background because on a short time-scale of our interest they do not respond to electro

magnetic disturbances. A set of nonlinear equations is then derived by employing the 

hydrodynamic equations with the electron fluid velocity in drift approximation, supple

mented by the Ampere and Faraday laws. On the other hand, the response of the ions in 

our analysis has been included for low-frequency (in comparison with the ion gyrofrequen

cy) and long wavelength (in comparison with the ion gyroradius p;) as well as for short 

wavelength ( «: p;) waves. The appropriate nonlinear equations for the long wavelength 

case are obtained by means of the two-fluid approach, while the short wavelength case 

involves a hybrid approach with kinetic ions. The local dispersion relations are derived by 

neglecting the nonlinear terms and assuming that the wavelength of the fluctuations are 

shorter than the scalelengths of the density and velocity gradients. Numerical analysis 

of the dispersion relations are performed in arder to exhibit the variations of the growth 

rates for typical space plasma parameters. lt is found that sheared plasma flows can drive 

both high- and low-frequency fluctuations, even in the absence of the density gradient. 

Sheared plasma flow driven fluctuations acquire large amplitudes and start interact

ing among themselves. Such a nonlinear mode coupling provides the possibility of self

organization in the form of various types of vortical structures in a non-dissipative mag

netoplasma. The formation of vortices is attributed to the vector nonlinearities that arise 

from the nonlinear electronfion polarization drift and the coupling of the parallel electron 

fluid velocity with the perturbed sheared magnetic field. Specific profiles of the dipolar 
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vortex, the vortex street, and counter-rotating vortices are found both analytically and 

numerically. The results are then applied to the Earth's ionosphere and magnetosphere 

in order to understand the salient features of large and short scale coherent vortices that 

exist in association with sheared plasma fiows. The theory of vortices has also been 

extended for a multi-component dusty plasma in which the presence of even stationary 

charged dust grains gives rise to a finite E x B 0 current. The latter is responsible for new 

eigenmodes as well as contribute to a better localization of the di polar Alfvén vortex in a 

multi-species plasma. 

The chaotic behavior of the electromagnetic turbulence has been studied by retaining 

the dissipative effects (viz, resistivity, viscosity, etc). It was shown for the first time 

that the dynamical equations for the nonlinearly coupled electromagnetic waves can be 

represented in the form of Lorentz-Stenfio equations. The latter admit chaotic trajectories 

and strange attractors which strongly depend on the plasma parameters. The stability of 

the fixed points are also examined. 

Finally, it was discussed the possibility of spontaneous magnetic fields in a dusty 

plasma with non-parallel density and temperature gradients. The magnetic fields can be 

maintained by vortices which are created by the baroclinic vector. ln order to demonstrate 

this phenomena, it was investigated a self-consistent stationary nonlinear dusty plasma 

equilibria by employing a kinetic description and invoking the Hamiltonian approach. It 

was found profiles of the plasma number density, the fiow velocity, the current density, the 

magnetic field, and the electric potential for parameters that are relevant for laboratory 

and astrophysical plasmas. Recent observations conclusively show the presence of vortices 

in a microgravity dusty plasma experiment, although the plasma there is strongly coupled. 
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Capítulo 1. Introdução 

Os plasmas encontrados na natureza ou nos laboratórios quase nunca estão em equilíbrio 

termodinâmico. Sendo assim, há sempre, uma ou outra fonte de energia livre que se 

transforma em um ou outro modo coletivo de oscilação do plasma que cresce no tempo. 

São as instabilidades. Existe uma grande variedade de tipos diferentes de instabilidade 

em plasmas, o que faz com que o estudo deste estado de matéria seja conduzido de 

forma diferente em relação ao de outros estados da matéria. Nos últimos 40 anos vimos 

acontecer um surto de pesquisas experimentais e teóricas em física de plasmas. A cada 

dia novos efeitos dos plasmas são encontrados em uma diversidade de situações, tais 

como, na astrofísica, na magnetosfera, na ionosfera, nos laboratórios, e principalmente na 

pesquisa de fusão termonuclear controlada. Um modo coletivo pode se tornar instável 

em alguns casos tendo energia livre para sustentá-lo. As flutuações podem se desenvolver 

próximo ou acima do nível térmico das partículas. As instabilidades nem sempre são 

vistas como prejudiciais. Dependendo das circunstâncias, elas podem favorecer alguns 

efeitos desejados, mas em outras situações são destrutivas. Como exemplo, podemos citar 

o aquecimento turbulento de plasmas conduzindo o sistema a condições instáveis para 

poder atingir temperaturas de fusão nuclear. É o caso de instabilidade desejável. Mas, 

por outro lado, as instabilidades que destroem o plasma ou aumentam a perda de energia 

têm sido um grande obstáculo no desenvolvimento da fusão termonuclear controlada. 

Naturalmente, as instabilidades não são da mesma natureza nos dois casos. 

As instabilidades fazem com que alguns modos de oscilação cresçam e atinjam valores 

que começam a modificar as propriedades locais do plasma. Nestes casos a descrição do 

plasma, somente do ponto de vista da teoria linearizada, não é mais válida. Precisam-se 

incorporar nas equações componentes não lineares para entender melhor o seu compor

tamento. Só muito recentemente o estudo dos efeitos não-lineares tem feito um avanço 

considerável, que são tão importantes para um bom entendimento dos fenômenos de 

plasmas. A aproximação linear, exaustivamente trabalhada e ainda hoje importante nos 

estudos de modos de oscilação, não responde à questão fundamental: são as instabilidades 

um fator crucial para o sistema, ou o seu desenvolvimento provoca apenas leves distorções 

nos parâmetros do plasma? Importa saber, por exemplo, qual a fração de energia livre 

que é utilizada no desenvolvimento da instabilidade. A constatação de um grande número 
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de instabilidades indica a ineficiência da teoria linear para a descrição de certos plasmas, 

pois o rápido crescimento exponencial das perturbações invalida esta teoria. Se o cresci

mento das perturbações for rapidamente limitado por efeitos não-lineares que inibem o 

crescimento da instabilidade e se o plasma entrar em um tipo de estado quase-estacionário 

que difere, apenas levemente, do estado estacionário inicial, então, podemos afirmar que 

essas instabilidades não produzem grandes efeitos. Mas, se o estado final é drasticamente 

diferente do estado inicial, como, por exemplo, o caso da temperatura aumentada, então 

o efeito é relevante. Sob esta perspectiva, vemos que só a análise dos efeitos não-lineares 

pode completar o estudo do fenômenos. Um dos efeitos não-lineares mais estudados é 

a turbulência. É o resultado final de se ter um espectro amplo de modos instáveis com 

fatores de crescimento comparáveis. Esses tipos de instabilidades aparecem, por exemplo, 

devido a uma não-uniformidade termodinâmica do plasma, ou as partículas têm uma dis

tribuição de velocidade não-Maxwelliana ou o plasma é espacialmente não-homogêneo. As 

instabilidades devido a distribuições de velocidade não-Maxwellianas são chamadas de mi

croinstabilidades e podem acontecer em plasmas homogêneos. Se há não-homogeneidades 

no plasma, chamamos, então, instabilidades de não-homogeneidade ou instabilidades de 

gradiente. O conhecimento dessas últimas é relevante para a solução do problema da fusão 

termonuclear controlada. As intabilidades de gradiente ocorrem, em geral, em um plasma 

na presença de um campo magnético. Geralmente as componentes perpendiculares (em 

relação ao campo magnético) dos gradientes são as responsáveis por estas instabilidades. 

As instabilidades de gradiente são fortemente afetadas por alguns parâmetros que 

caracterizam o estado do plasma. Dentre esses parâmetros, indicaremos alguns mais 

importantes: 
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a) O {3 (a razão entre a pressão cinética p e magnética B 2 /87r). 
b) O grau de não-homogeneidade do plasma. É caracterizado pela 

razão entre o raio de Larmor da partícula, p, e a escala de compri
mento da não-homogeneidade do plasma "L", definida como inverso 
da derivada espacial logarítimica da grandeza. 

c) O grau de não-homogeneidade do fluxo de plasma. Um plasma 
pode conter fluxos de velocidade que variam no espaço. 

d) O grau de colisionalidade. A razão entre a freqüência de colisão e 
a freqüência de modos de oscilação é importante. 

e) A curvatura das linhas de força do campo magnético. Este 
parâmetro pode ser caracterizado pela razão da escala de compri
mento do gradiente do plasma sobre o raio de curvatura L/ R. A 
natureza das instabilidades depende fortemente do sinal da cur
vatura e a relação entre os parâmetros L/ R e (P/ L )2 . 

f) O efeito de um campo elétrico estático ou quasi-estático. Este cam
po pode ter uma componente ao longo ou perpendicular ao campo 
magnético. Também podem ter a presença dos dois componentes. 

g) O fluxo de cisalhamento devido à componente perpendicular do 
campo magnético perturbado. Nos casos mais simples isto pode 
ser caracterizado pelo ângulo entre as linhas de força do campo 
magnético separadas entre si por uma distância da ordem de "L". 

A resposta do sistema às flutuações do plasma caracteriza-se pelo tensor dielétrico, 

usado para a dedução da relação de dispersão. Podemos classificar os possíveis modos 

de oscilação no plasma examinando a relação entre a freqüência angular de oscilação w 

e o vetar de onda k. Se, para um dado k, w apresentar parte imaginária positiva, o 

modo é instável. Estes modos que são excitados pelas instabilidades já anteriormente 

explicadas, são os responsáveis diretos pelo transporte de energia e momento do sistema. 

A inclusão de não-linearidades pode resultar no surgimento de estruturas coerentes e 

não-coerentes. Estas podem acumular ou dispersar uma quantidade muito grande de 

energia, proporcionando uma forte aceleração de partículas, bem como a ocorrência de 

fortes atenuacões dos modos. Podemos citar como estruturas não-lineares os sólitons, 

cávitons e vórtices ordenados e caóticos, entre outras. 

Atualmente, as propriedades lineares e não-lineares de ondas de baixa freqüência com 

características Alfvénicas são objeto de importantes pesquisas, com possíveis aplicações a 

plasmas de laboratório, nas regiões próximas da Terra e no espaço, considerando baixas 

temperaturas. A teoria linear prediz a relação de dispersão, que mostra o espectro de 

freqüências da onda, tendo como objetivo principal identificar as regiões de instabilidade 
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do espectro. A análise não-linear, por outro lado, considera o desenvolvimento da tur

bulência eletromagnética. 

As ondas de Alfvén (AW) são ondas eletromagnéticas dentro de um fluido magnetizado. 

Em AW a tensão da linha do campo magnético provê uma força restauradora, onde a 

massa do íon fornece a inércia. Após a descoberta teórica realizada por Alfvén em 1942 

[1], a confirmação, através de técnicas experimentais, aconteceu só dez anos mais tarde. 

Uma frente de onda foi observada primeiro por Bostik e Levine [2]. A partir desta época 

um sem número de experimentos confirmaram a eficácia e facilidade com que este tipo de 

onda atua dentro de um sistema magnetizado. 

A magnetohidrodinâmica ideal (MHD ideal), por definição, não tem um campo elétrico 

paralelo ao campo magnético e, assim, as ondas não podem fazer uma energização de 

partículas consideradas como responsáveis pelo acoplamento entre a ionosfera e mag

netosfera, por exemplo. Depois que Stefant [3] demonstrou que a inclusão de efeitos 

cinéticas relacionados ao raio de giro do íon produz uma dispersão de ondas de Alfvén, na 

presença de um campo elétrico paralelo ao campo magnético, as ondas de Alfvén disper

sivas (DAW) tornaram-se importantes no estudo de interações entre a magnetosfera e a 

ionosfera. O campo elétrico paralelo é produzido por DAW de baixa freqüência (w < wci) 

quando o comprimento de onda perpendicular ao campo magnético é comparável ao raio 

de giro dos íons na temperatura do elétron, p, = Jr.jm;jwci, o raio de giro térmico, 

p; = ,jT;fm;jwci, ou à profundidade de penetração não colisional >.. = cjwpe· 

O ambiente mais natural para a existência de AW situa-se na presença de fluxos de 

cisalhamento perpendicular ao campo magnético. Um exemplo típico de tal fenômeno 

ocorre na expansão do plasma nas regiões internas da magnetosfera terrestre durante as 

tempestades magnéticas ou pela força executada no limiar da magnetopausa pelos ventos 

solares. As ondas criadas em tais processos propagam-se na ionosfera gerando estruturas 

filamentárias extendendo-se ao longo das linhas do campo magnético que conectam gra

dientes espaciais na magnetosfera e na ionosfera, possibilitando um acoplamento eficiente 

entre a magnetosfera e a ionosfera. 

Existem dois tipos principais de DAW. Chamamos de AW inerciais (IAW) às ondas 

de baixa freqüência que navegam em um meio onde a velocidade térmica do elétron 

(vre = Jr.jm. é muito menor do que a velocidade de Alfvén (vA = Boh/47rn;m;), onde 
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B0 é o campo magnético no equilíbrio e p, a densidade do plasma). O campo elétrico 

é suportado pela inércia dos elétrons. Por sua vez, quando consideramos um meio onde 

VTe > vA, chamamos de AW cinéticas (KAW). Neste caso a força do campo elétrico é 

contra-balançada pelo componente paralelo do gradiente de pressão dos elétrons. Logo, 

resumindo, para um plasma com baixo beta, (3 < me/m;, temos IAW, aqui T =Te+ T;, 

e para um plasma com me/m; < (3 < 1, aparecem KAW. 

As propriedades dispersivas das ondas tornam-se cada vez mais importantes, quan

do o comprimento de onda perpendicular ou quando as escalas características de não

homogeneidades tornam-se comparáveis a p., p; ou Àe, 

Em relação à teoria não-linear, alguns autores, principalmente na década de 80, ini

ciaram a pesquisa teórica de estruturas Alfvénicas não-lineares [4, 5, 6]. Em particular, 

foram mostrados vários tipos de vórtice de Alfvén com aplicações na astrofísica, mais 

especificamente, magnetosfera, ionosfera, ventos solares entre outros e em laboratórios de 

baixa-freqüência. Basicamente, no final dos anos 80 e início dos anos 90 começaram a sur

gir evidências observacionais que comprovaram as previsões teóricas, devido à utilização 

de satélites portando equipamentos de medida de mais alta resolução, que possibilitaram 

medidas novas e mais completas dos fenômenos em análise [7, 8]. 

Entre as várias medidas de diversas grandezas físicas, a nós nos interessa a flutuação 

da densidade e dos campos elétrico e magnético. A razão entre os campos elétrico e 

magnético nos informa a velocidade do plasma no ponto observado, vil = EJ./ BJ.. 

Um grande número de medidas das flutuações dos campos nas regiões de Aurora Boreal 

nos mostram EJ./BJ. ~ VA(~ 107 m/s). 

Há pesquisas com AW ou DAW em várias áreas de suma importância na física de 

plasmas, enunciaremos algumas destas: 

• Transportes de energia; 
• Oscilações e ressonâncias globais; 
• Acoplamento magnetosfera-ionosfera; 
• Turbulências, energias em cascatas em escalas espaciais de largo 

alcance; 
• Criação de vórtices e sólitons, filamentações, caos; 
• Efeitos ponderomotivos; 
• Aquecimentos e 
• Campos elétricos paralelos, aceleração de partículas. 
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Estes são alguns exemplos em que uma grande parte da comunidade científica de 

plasmas atua. Dentro dos trabalhos por nós desenvolvidos aparecem vários exemplos de 

acoplamentos de DAW com outros tipos de onda [9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16]. 

As freqüências de IAW e KAW são [4, 17, 18, 19, 20]: 

IAW 

KAW 

Apesar das oscilações Alfvénicas serem abundantes e relevantes para a estabilzação 

ou acúmulo de energias do plasma, temos exemplos de medidas das perturbações de 

grandezas físicas nos vários domínios do espectro. Podemos classificar de ondas curtas e 

ondas longas. Estas últimas são correlacionadas a ondas íon-acústicas e as ondas curtas 

a ondas eletron-acústicas. Mas quase não ouvimos falar nas ondas eletron-acústicas. Por 

que? 

Em plasmas espaciais [21], "theta-pinches", em alguns espelhos magnéticos e outras 

máquinas de fusão [22], a temperatura dos íons é geralmente maior do que a temperatura 

dos elétrons. Quando isto ocorre e se o plasma é magnetizado, aparece um novo modo 

normal, o modo eletron-acústico. Essas oscilações são devidas à pressão iônica e à inércia 

dos elétrons, em contraste com o modo íon-acústico altamente amortecido por "Landau

damping" neste tipo de plasma. 

As ondas eletron-acústicas não têm estado em evidência na pesquisa da física devido 

principalmente às suas raras condições de existência. Entretanto, em um plasma com 

T. « Ti e na configuração de ondas curtas, só este tipo de onda acústica é que se propaga. 

Logo a sua importância não pode ser assim tão subestimada. A relação de dispersão para 

um plasma com B0z uniforme onde há a presença de ondas curtas é [23, 24, 25] 

w2 - k~ T; =O. 
me 

(1) 

Se o plasma não é uniforme, temos 

(2) 
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Aqui vniD = cT;jeB0âln no/âx é a velocidade diamagnética de deriva no equilíbrio. 

Em relação à aplicação em plasmas espaciais, podemos destacar a dinâmica do plasma 

na magnetosfera e na ionosfera terrestre, incluindo a região de "bow shock" [26, 27, 28, 

29, 30, 31]. Geralmente no plasma espacial temos um sistema de multi-fluidos composto 

por distribuições de íons frios e dois tipos de distribuição eletrônica uma com elétrons 

quentes e outra com elétrons frios. Nestes casos o elétron quente é o responsável pela 

presença dos modos eletron-acústicos. 

Na parte de fusão é freqüente encontrarmos este modo em sistemas onde acontecem 

instabilidades paramétricas [32]. A onda eletron-acústica pode ser facilmente excitada 

quando empregadas ondas eletromagnéticas para aquecer ou confinar o plasma. Assim, 

ela seria uma das ondas decaídas. 

Dependendo da densidade das espécies, o modo eletron-acústico pode ser amortecido 

rapidamente, ou propagar-se em uma aproximação linear ou, então, não-linear [33]. 

A teoria linear nos mostra que as flutuações não-térmicas podem ser geradas, devido 

à existência de energias livres na forma de distribuições de partículas anisotrópicas no 

equilíbrio, gradientes de pressão e de velocidade, etc. Sob condições específicas e apro

priadas, estas energias livres do sistema podem ser acopladas em modos eletrostáticos ou 

eletromagnéticos em plasmas não-uniformes. Alguns autores [34, 35, 36, 37] têm investi

gado a instabilidade de células convectivas e ondas acústicas eletrostáticas de deriva, bem 

como ondas eletromagnéticas Alfvén cinéticas de deriva de baixa-freqüência (em relação 

à freqüência de giro dos íons) e de comprimento de onda longo (em comparação com o 

raio de giro dos íons) na presença de gradientes do fluxo de plasma alinhado ao campo 

magnético. 

Os dados experimentais de sistemas de plasma mostram que as ondas eletromagnéticas 

observadas em plasmas magnetizados não-uniformes apresentam um amplo espectro de 

freqüências. Mais claramente, podemos dizer que as freqüências das ondas podem ser 

maior ou menor do que a freqüência de giro dos íons, enquanto que os comprimentos de 

onda poderiam ser localizados na faixa entre a profundidade de penetração não-colisional 

dos elétrons (Ae) e o raio de giro dos íons ou até em escalas menores. As ondas acom

panham simultaneamente as perturbações perpendiculares do campo magnético de cisa

lhamento e da densidade finita. Assim, elas podem ser classificadas como ondas do tipo 
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Alfvénico de cisalhamento ou cinéticas. 

Os sistemas de multi-fluido de plasma magnetizado não-uniforme também podem a

presentar perturbações ou turbulências com propriedades Alfvén-cinéticas. Um ítem im

portante é a dinâmica de plasma na presença de grãos de poeira carregados [38, 39]. A 

área de plasmas com microgrãos carregados ( "dusty plasmas") tem despertado atualmente 

grande interesse pela comunidade científica. Um "dusty plasma" é um gás parcialmente 

ou altamente ionizado de baixa temperatura, consistindo de átomos neutros, elétrons, 

íons e grãos de matéria sólida altamente massivos em relação a íons, apresentando di

mensões na faixa de mícron e sub-mícron. Um dos principais aspectos deste novo sistema 

é a introdução de fortes não-homogeneidades no plasma nas escalas de comprimento de 

Debye, >.n, e perturbações em longas escalas. Os grãos de poeira podem agir como 

fontes ou sumidouros para o plasma, possivelmente introduzindo mudanças dinâmicas. 

As partículas de poeira estão sujeitos a forças eletromagnéticas e não-eletromagnéticas, 

tais como gravidade, fricção e pressão de radiação. 

Esta área recebeu uma maior atenção nos anos 80, quando a Voyager detectou caracte

rísticas mais peculiares dos anéis de Saturno, que não poderiam ser explicadas simples

mente utilizando termos puramente gravitacionais. As recentes observações das sondas 

Ulysses e Galileo, como altas velocidades esporádicas de poeiras da ordem de sub-mícron 

emanando de Júpiter, levanta o interesse do contínuo estudo desta área. 

Há numerosos efeitos do grão de poeira carregado dentro do plasma e dos campos 

eletromagnéticos. Podemos citar, por exemplo, efeitos não-lineares associados a fortes 

perturbações locais devido aos grãos, afetando as suas opacidades e suas propriedades 

químicas, como em nuvens interestelares, ondas de choque devido à inércia e corrente dos 

grãos, amortecimento de ondas de Alfvén, transferindo momento dentro do ambiente do 

plasma. Um dos tratamentos de "dusty plasmas" é a formação de células de convecção 

com o aparecimento de vórtices. 

Um outro aspecto importante refere-se ao fenômeno de "gyrophase" (fase de rotação) 

em "dusty plasmas" tênues. Isto leva a novos aspectos, tais como "gyrophase drift" e 

"gradient drifts". O "gyrophase drift" ocorre, porque um grão de poeira não pode ser 

carregado instantaneamente até atingir o seu equilíbrio: há um atraso na fase, obrigando 

a força eletromagnética a mudar a excentricidade e a energia das órbitas da partícula. 
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Efeitos similares ocorrem quando há gradientes na temperatura, densidade ou na com

posição do plasma. Como são fenômenos que só agora começam a ser altamente explo

rados, há grandes possibilidades de se descobrir novos modos de oscilação. 

Outra característica que está relacionada com o sistema de "dusty plasma", é a pos

sibilidade de aplicar esta teoria a vórtices com comportamento caótico [10]. 

As interações de "dusty plasmas" não ocorrem somente no espaço, mas também em 

laboratórios. Por exemplo, o processamento por plasma está sendo agora muito utilizado 

na produção de semicondutores. A condensação e o transporte de partículas finas de 

poeira inseridas em sistemas de plasma de altas densidades e de baixas temperaturas, 

têm levado a significativas perdas de energia do sistema. Inicia-se agora um amplo estudo 

para solucionar este efeito, que significaria uma efetiva economia nesta indústria bilionária. 

Nesta tese nos concentraremos no estudo das propriedades lineares e não-lineares das 

ondas eletromagnéticas com características Alfvénicas de baixa-freqüência, considerando 

ondas curtas e longas em um plasma não uniforme que contém um gradiente de densidade 

eletrônica no equilíbrio e fluxos de cisalhamento no equilíbrio. Para este propósito, em

pregamos as equações de dois fluidos, consistindo da equação da continuidade dos elétrons 

e da equação de momento, complementado pela lei de Ampere. Este conjunto de equações 

é necessário para derivar as equações não-lineares. Para as ondas com comprimento-de

onda longo, podemos dizer que os íons estão fixos e usamos a equação de Poisson para 

eliminar a perturbação da densidade de número de elétrons. Para a análise das ondas cur

tas, usamos a distribuição de Boltzmann para a perturbação de densidade de número dos 

íons. No limite linear obtemos a relação de dispersão em várias aproximações locais. No 

caso não-linear discutimos as possíveis soluções estacionárias e não-estacionárias para as 

novas equações não-lineares. As equações não-lineares modo-acopladas que são derivadas 

excluem efeitos dissipativos. Enquanto que, no caso do comportamento temporal do nos

so sistema não-linear, sem considerar o gradiente de densidade no equilíbrio, estes efeitos 

são imprescindíveis. Para tanto, seguimos Lorenz [40] e Stenflo [41] para derivarmos um 

sistema caótico de equações não-lineares. 

No capítulo 2 apresentamos o modelo de multi-fluidos e fazemos um breve relato 

sobre as principais velocidades de deriva, que foram trabalhadas nesta tese. No capítulo 3 

apresentamos a dedução das equações dinâmicas. São equações modo-acopladas de baixa-
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freqüência e não-lineares. Fazemos uma análise para as ondas com comprimento de onda 

longo e curto. O fluxo de cisalhamento também é fator preponderante deste sistema não 

uniforme e dissipativo, portando também gradientes de densidade e de velocidade do fluxo 

no equilíbrio. A relação de dispersão linear é derivada e detalhadamente analisada para 

as várias situações físicas possíveis. Pesquisamos também, as soluções não-lineares, onde 

demonstramos a possível existência de diversos tipos de vórtices de ondas longas e curtas. 

Encerramos este capítulo com o estudo do comportamento não-estacionário das equações 

dinâmicas não-lineares considerando a inclusão da dissipação, mostrando a possibilidade 

do aparecimento de estruturas caóticas. Desenvolvemos no capítulo 4 as investigações 

para o modelo de multi-fluido com a inclusão no plasma de poeira ou a presença de 

dois íons. Todas as conclusões são expostas no capítulo 5. Finalmente, apresentamos 

no apêndice uma breve introdução sobre vórtices e caos, bem como, os artigos, (entre os 

treze publicados em revistas internacionais durante o curso de doutoramento), que melhor 

representam o tema desta tese. 
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Capítulo 2. Teoria de deriva 

Neste capítulo apresentamos inicialmente as fórmulas gerais empregadas em sistemas de 

plasma de baixa freqüência. 

As soluções para as ondas de baixa freqüência em plasmas (w « Wpe' kc, onde Wpe é 

a freqüência de plasma para os elétrons) podem ser obtidas das equações de momento de 

multi-fluidos para espécies j = {e, i, d, ... }. Onde e representa os elétrons, i os íons e d as 

poeiras ou grãos de poeira carregados [ 42]. 

ÔVj qj ( Vj ) 1 1 · -+v· ·V' v· = - E+ - x B - --V'n T - --V' · 1r1 - vv ·, 
&t 3 3 m · c nm · 3 3 nm · 3 

J J J 

combinadas com as respectivas equações de continuidade 

e as equações de pré-Maxwell 

8n· 
&tJ +V'· (nivj) =O, 

8B 
V' xE= --, 

c&t 

V' x B = 47r J . 
c 

V'· E= 47rpq 

V'·B=O. 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

Aqui, vi representa a velocidade de fluido das espécies j, ni é a densidade de número de 

partículas das espécies, qi a carga da partícula, Ti a temperatura, 7ri é o tensor stress, in

cluindo viscosidade [43], v é a freqüência de colisão entre os elétrons e íons, J = Lj niqivi 

a densidade da corrente elétrica, pq = Lj qini é a densidade de carga e c é a velocidade 

da luz. 

É conveniente expressar os campos elétrico e magnético em função do potencial escalar 

tjJ e do potencial vetor A, como 

8A 
E= -V',P-

c&t 

B=V'xA, (9) 

Para w « wci, os movimentos perpendiculares das partículas podem ser bem aproxi

madas para a teoria de deriva ( "drift-theory"). 
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2.1 Velocidades de deriva 

Existem no plasma não uniforme fontes adicionais de energia livre associadas às variações 

espaciais das quantidades físicas não constantes. Há uma tendência natural nestes sis

temas não uniformes a se desfazer dessas energias excedentes, para tentar um estado 

uniforme de equilíbrio termodinâmico. O campo magnético aplicado ao plasma usual

mente insere certos vínculos no movimento das partículas carregadas. Normalmente, os 

processos de relaxação devido às colisões, não provêem um mecanismo efetivo e suficiente 

para que se alcance um equilíbrio desejável. As instabilidades, então, são um dos processos 

pelo qual essas energias livres extras se dispersam. 

A natureza dessas instabilidades depende fortemente da interação entre o campo 

magnético e as não-homogeneidades espaciais. Em muitos casos, os efeitos dos campos de 

força sobre o movimento das partículas também podem influenciar no sistema. Podemos 

citar a gravidade, o campo elétrico e a força centrífuga devido à curvatura das linhas de 

força do campo magnético. Todas essas forças e não -homogeneidades, atuando conjun

tamente com o campo magnético, produzem vários movimentos de deriva das partículas 

carregadas. Descreveremos abaixo alguns tipos de velocidades de deriva mais comumente 

surgidas em magnetoplasmas. 

2.1.1 Deriva diamagnética 

A deriva diamagnética aparece devido à interação entre a não-homogeneidade espacial e 

o raio de Larmor. Quando há um gradiente de densidade, as contribuições da corrente 

das órbitas ciclotrônicas da parte mais densa excedem àquelas que vêm da parte menos 

densa; um fluxo de corrente aparece. Analogamente, quando o gradiente de temperatura 

é envolvido, a diferença média das velocidades entre as regiões de temperatura alta e de 

temperatura baixa acarreta no aparecimento de um fluxo de corrente. Ver Fig. 1. 
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Fig. 1. Correntes diamagnéticas. No {l'f'áfico superior a espessum 
das linhas dos círeulos indica o número de partículas contidas em 
cada órbita, sendo a contribuição da camada de círeulo mais espes
sa, maior que a camada menos densa, implicando em um jf'll!l!o de 
corrente pam a direita. No {l'f'áfico inferior, a 'llelocidade é maior na 
região de tempemtum mais ele'l!ada, resultando no aparecimento de 
uma corrente. 

No caso de considerarmos uma distribuição de velocidade Maxwelliana localizada, a 

velocidade média das partículas envolvidas, vD, associada com a corrente diamagnética é 

[44] 

cT (V'n V'T) 
VD =- qB2 -;:;:- + T X B. 

Como p = nT, a equação (10) fica 

c 
VD = --B2 V'p X B. 

nq 

(10) 

(11) 

Portanto, a velocidade de deriva aparece como um resultado do gradiente de pressão. 

2.1.2 Efeitos de forças externas constantes 

Quando um campo de forças externo é aplicado ao plasma magnetizado, aparece uma deri

va de partículas carregadas na direção perpendicular a F e a B. A equação de movimento 

da partícula é 

dv q 
m-=F+-vxB. 

dt c 
(12) 
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Para as componentes paralelas ao campo magnético, a equação (12) descreve um simples 

movimento de aceleração constante. · Para as componentes perpendiculares ao campo 

magnético, temos 

dv1 q 
m-d = -v1 x B, 

t c 
(13) 

onde v 1 =v .L - VF é a perturbação da componente perpendicular da velocidade, sendo 

vF = (cjqB2)F .L x B. A equação (13) descreve um movimento ciclotrônico trivial. 

Percebemos que há uma superposição entre o movimento uniforme de deriva VF e o 

movimento ciclotrônico v 1 . 

Para F = qE, a equação torna-se 

ExB 
VE =C B2 (14) 

que é a bem conhecida deriva E x B. 

Se a gravidade também é relevante, então 

me 
v9 = qB2 gxB, (15) 

que é a deriva gravitacional [ 44]. 

Analisemos agora o significado físico dessas derivas. Para E x B, uma partícula gira 

na direção que depende do sinal da carga. O seu raio é proporcional à v .L. Ela é acelerada 

também pelo campo elétrico. No lado em que a energia cinética da partícula aumenta, 

devido ao campo elétrico, a órbita da partícula apresenta um raio maior de curvatura. No 

caso oposto o raio de curvatura é menor. Como consequência, um movimento de deriva 

aparece. Se há uma inversão do sinal da carga, ambas as direçôes de giro e de aceleração 

são invertidas. Logo não há mudança na direção da deriva. Resolvemos a equação (12), 

considerando a massa dos elétrons igual a 1 e a massa dos prótons igual a 2. Comprovamos 

graicamente esta solução na Fig. 2. Para a deriva gravitacional a idéia é análoga, mas 

neste caso, o sinal da carga é importante e a direção da deriva é invertida. 
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m=2, q>O 

V EB 
---~-

m=1, q<O 

Fig. 2. A deriva E x B paro m = 1, a carga negativa e m = 2, paro a 
carga positiva, VEB é a velocidade média da deriva Ex B. 

2.1.3 Deriva devido à curvatura das linhas de força do campo magnético 

Quando as linhas do campo magnético que confinam o plasma têm um raio de curvatura 

finito, podemos observar uma deriva específica a esse problema. Como o raio de curvatura, 

R é dado por [44] 

(16) 

Uma partícula carregada movendo-se ao longo do campo magnético sofre uma força cen

trífuga 

(17) 

A curvatura também envolve o gradiente do campo nas direções perpendiculares às linhas 

de força do campo magnético. Assim, tal gradiente de campo produz uma força efetiva 

nas direções perpendiculares como dado em 

(18) 

onde V' 1. é o operador nas direções perpendiculares ao campo magnético. Invocando 

V' x B = O para o caso do vácuo, que podemos utilizar aqui por ser uma afirmação bem 

razoável para um sistema de confinamento de plasma [a) instável; b) estável], encontramos 

(19) 
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Então, considerando as duas forças, (17) e (18), podemos escrever 

w.L + 2wu R __ ( 2 vi) V' .LB 
m R2 - vil + 2 B , 

onde w .L e w11 são as energias perpendicular e paralela. 

(20) 

Além disso, podemos dizer que um sistema de confinamento de plasma devido ao 

campo magnético, como ilustrado na Fig. 3, é instável quando R está direcionado do 

plasma para o vácuo, Fig. 3a. Para o caso contrário, o sistema é estável, Fig. 3b. 

Vacuo 

--------
I I ,' I J D ,' I I 

I I 11 I .J;' I I I 

.• ' I I I I 1 I 

Pla ma 

a) 

B 

Plasma 
,'//,'/,///,, 

I ,' 1 I / ,' 

~ 
~B 

R 
Va uo 

b) 

Fig. 3. Estabilidade de um confinamento magnético. 

2.1.4 Deriva de polarização 

Se tivermos um campo elétrico oscilante em uma direção e um magnético constante em 

direção perpendicular ao elétrico, iremos presenciar para um sistema de plasma uma deriva 

oscilante que apresenta duas direções: uma perpendicular a ambos os campos e outra 

paralela ao campo elétrico. Denominamos de deriva de polarização ( "drift polarization") 

à componente que se arrasta paralelamente a E [45]. 

Supondo E(t) = E 0y coswt e B = B0z, a solução da equação (12) produz uma função 

que é uma combinação de senos e cossenos com frequüências angulares w e Wcj, onde 

Wcj = qjBo/mjc, onde j indica elétrons ou íons. Supondo que Wcj » w podemos usar o 

conceito de centro de guia e cancelar todas as oscilações com freqüência Wcj· 

desta operação dá como solução da equação (12): 

1 [ • dE(t)] 
v 9j = mj(w~i _ w2 ) Wcii%1E(t)x + qi""dt 

O resultado 

(21) 

A componente x é a derivada Ex B e a componente y é a chamada deriva de polarização. 

Observa-se que ambas as componentes oscilam com a freqüência w do campo elétrico E. 
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No caso limite de w ser desprezível em comparação com Wcj teremos 

lqil c ( )' r?mi dE Vgj=--B Etx+-B2 -d. 
qj o o t 

(22) 

Observamos que em um plasma quasineutro a deriva E x B não produz corrente 

elétrica, pois as contribuições de íons e de elétrons se cancelam. Entretanto, na direção 

do campo elétrico E, a deriva de polarização produz a corrente chamada corrente de 

polarização, dada pela equação (23) no caso de ne = ni = n; qi = -e 

nc2 dE 
jp = ne(v;p- Vep) = Bff (m; + m.)dt. (23) 

A Fig. 4 ilustra o caso em que w é pequena, mas não desprezível, ou seja, Wce = 1, 

Wci = 0.25, w = 0.03 e mostramos que neste caso a corrente devido a E x B, embora 

pequena, existe. A corrente de polarização, no entanto é bem maior. 

E Vp 

4 1\ 4 ~ 
Wce=l 0.2 

~ 
Wc 1-0. 25 

w =O. 03 0.1 

~VEB 
o (!)B 

-0.1 

-0.2 

-0.2 -0.1 o 0.1 0.2 

Fig. 4. A deriva de polarização, calculada para Wce = 1, wci = 0.25 e 
w = 0.03 

Assim, consideramos as derivas mais importantes e gerais para um sistema de plasma 

magnetizado. 
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As velocidades de deriva geralmente utilizadas para elétrons e íons são : 

( )
Bj_ A 

Vj=VEB+v9 +vnj+Vpj+ Vjo+Vjz Bo +ZVjz, (24) 

onde VEB = (c/B0)z X \7</>, v 9 = (m/qB5)(g X B), VDj = -(cTi/%Bonj)z X \lnj, Vpj = 

(c/ BoWcjH8t + Vjo8z- J.li \73._ + (vEB + Vnj) · \7 +v 9 · \7 + Vjz8.]\l _]_</>são as velocidades de 

deriva de Ex B, gravitacional, diamagnética e de polarização, respectivamente. Aqui, J.li 

é a giro-viscosidade da espécie j. No caso de considerarmos um plasma girante, podemos 

acrescentar em (24) VR · \7, que representa a velocidade rotacional de deriva do plasma, 

VR = cEr x z/B0 , onde Er(r) = -B0í!r/c é o campo elétrico radial no equilíbrio, sendo 

S1 "'ílÔ a velocidade angular constante do plMma [46]. 

A componente paralela da perturbação do fluido de velocidade dos elétrons é obtida 

através da lei de Ampere. 

Vez~ (c/41rne)'Y}Az. (25) 

2.2 Como obter as soluções lineares e não-lineares gerais? 

Obedecendo sempre M características do p!Mma, ou também, dependendo da faixa de 

freqüência que estamos analisando, vários termos podem ser desprezados. Nós substitu

ímos (24) nM equações de continuidade (4) e de momento (3). Considerando também 

(25), derivamos as equações não-lineares dM epécies "j" na presença dos campos eletro

magnéticos. 

Dependendo do número de variáveis que caracterizam o sistema em análise, suple

mentamos o sistema de equações de acordo com o modelo. Por exemplo na Ref. [12, 46], 

utilizamos a equação de conservação da densidade de corrente \7 • J = O. 

Um dos pontos mais importantes na configuração dos modêlos de multi-fluidos é a 

condição de neutralidade de carga no equilíbrio. Por exemplo, nos modelamentos de 

plasma com grãos de poeira carregados a condição de quase-neutralidade é 

(26) 

onde Zdo representa o número de cargas negativas carregadas ao grão de poeira no 

equilíbrio e ndO é o número de densidade dos grãos no equilíbrio. 
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Para a Ref. [12], plasma com dois íons, a condição de quase-neutralidade no equilíbrio 

-z~~ zhh neo - iniO + i niO, (27) 

onde o superescrito l (h) significa a componente do íon mais leve (pesado) e Z; a carga 

dos íons. 

Após obtermos as equações dinâmicas não-lineares, através da linearização e da trasfor

mação de Fourier das equações, obtemos a relação de dispersão do plasma. Analiticamente 

várias aproximações são necessárias para a obtenção de uma solução. Mas, geralmente, 

obtemos uma visão razoável das condições de estabilidade e instabilidade do sistema do 

plasma em estudo. Como expressado em [9, 10, 11, 12, 46, 47]. 

A solução não-linear é mais complexa. Analisamos dois tipos de solução; a solução 

para estruturas coerentes, (no nosso ca.so, vórtices) e para estrutura.s caótica.s. Nos nossos 

modelos encontramos como solução de estrutura.s regulares, em relação à ordem, três tipos 

de vórtice; vórtices dipolares, cadeias de vórtices [9, 10, 12, 46] e vórtices duplos [12]. Na 

Ref. [47] discutimos um interessante tema pouco discutido pela literatura científica, ou 

seJa, os perfis de equilíbrio para a geração de vórtices, que criam campos magnéticos 

espontâneos. 

Apesar de não podermos obter a solução geral da.s equações não-lineares que originam 

os vórtices, podemos discutir algumas soluções estacionária.s levando em conta alguma.s 

limitações. Nós devemos apresentar soluções considerando que (ô/ôx)njo =O, (ô/ôt) « 
w~ e ( ô / ôt) « V3_. Estas são as três condições básicas, além de algumas mais peculiares 

ao sistema em estudo. Um novo espaço de referência é introduzido, Ç = y +a- ut, onde a 

e u são constantes. Consideramos que rjJ e A. são funções de Ç e x somente. A introdução 

deste novo espaço em um meio não-homogêneo é bem conhecido para os casos em que 

estão presentes vórtices de Rossby e de deriva ( "Rossby" e "drift-vortices"). 

Por outro lado, também podemos obter soluções caóticas, dependendo dos parâmetros 

adotados no plasma. Para analisar o comportamento temporal, podemos aplicar a equação 

de Lorenz, com o objetivo de analisar a interação entre duas ondas eletromagnéticas 

bi-dimensionais em um magnetopla.sma colisional onde não consideramos gradientes de 

densidade [9, 11, 13]. 
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Capítulo 3. Dinâmica não-linear de ondas eletromag
néticas em plasmas magnetizados não u
niformes 

3.1 Modelo teórico 

Nesta tese nós consideramos a propagação não-linear das ondas eletromagnéticas de baixa

freqüência (em comparação com a girofreqüência dos elétrons Wce = eB0/m.c, onde e é 

a magnitude da carga eletrônica, B0 é a magnitude do campo magnético externo, m. é 

a massa do elétron e c é a velocidade da luz) em um plasma magnetizado não uniforme 

contendo um gradiente de densidade no equilíbrio on0 j ox e um gradiente de velocidade 

no equilíbrio ovk0jox, onde n0 é a densidade de número do plasma no equilíbrio, vko é 

a velocidade não perturbada do fluxo das partículas de espécie k ( k igual a e para os 

elétrons e i para os íons) alinhada ao campo magnético. A direção do campo magnético 

não perturbado segue o eixo z, B0z; ii é o vetor unitário ao longo deste eixo. Consideramos 

desprezíveis as correntes no equilíbrio produzidas pela diferença entre as velocidades de 

deriva dos elétrons e dos íons que levam a um pequeno cisalhamento do campo magnético 

no equilíbrio. Podemos dizer, por exemplo, que encontramos esse fato em fenômenos locais 

na ionosfera terrestre e em laboratórios de plasma, onde a componente principal do campo 

magnético é milhares de vezes maior do que a componente de cisalhamento do campo 

magnético. Afirmamos, também, que o gradiente de densidade no equilíbrio é mantido por 

campos externos (campos elétricos externos, forças gravitacionais, etc.), apesar que tais 

fontes não sejam requeridas para a existência de V'vko, pois vko · V'vko = O e vko x B 0 = O 

quando vko = iivko(x). Assim, a injeção não uniforme de partículas carregadas ao longo 

das linhas do campo magnético externo criam os fluxos de cisalhamento. 

Neste modelo, o campo elétrico é tratado em função dos potenciais como 

orjJ oAz 
Ell=-az- 8t 
E.L =-V' .LrP, (28) 

onde os subescritos 11 e ..L são as componentes paralela e perpendicular em relação ao 

campo magnético, respectivamente. 

Para os campos magnéticos de baixa-freqüência e comprimentos de onda longos (em 

comparação com o raio de giro dos elétrons Pe) em um plasma isotérmico, a perturbação 
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da velocidade do fluido dos elétrons é dada por 

V e~ VEB +V De+ Vpe + (veo + Vez)B.L/ Bo + ZVez' (29) 

onde VEB = (c/Bo)z x 'ilc/J, V De= -(cTe/eBone)z x 'ilne e Vpe = (c/Bowce)[ât + VeoÔz

Me 'Vl + (vEB +V De) · 'V+ VezÔz]'il.LcP- A temperatura dos elétrons Te é constante, Me = 

0.51VeP~ é a giro-viscosidade dos elétrons, onde lle é a freqüência de colisão dos elétrons, 

Pe = JTe/me/Wce o raio de giro eletrônico e B1. = 'VAz x z é a perturbação do campo 

magnético bi-dimensionaL 

Devido às mudanças que acontecem nas linhas de força do campo magnético, aparece 

um modo que se comporta como um campo elétrico de corrente contínua. Este é o efeito 

que a giroviscosidade provoca. Quando o comprimento de onda da perturbação é maior 

do que o raio de giro dos elétrons, este modo tem um tempo de vida longo e pode até 

a causar uma convecção macroscópica no plasma. Entretanto, quando o comprimento 

de onda já é comparável ao raio de giro dos elétrons, este modo amortece rapidamente 

e não causa problema nenhum. Na presença de um campo magnético os componentes 

do tensor "stress", 1r af3 têm o seguinte sistema de coordenadas com o eixo z paralelo ao 

campo magnético [43]: 

'Trzz - -ryoWzz, 

1rxx - - ~ (Wxx + Wyy)- ~ 1 (Wxx- Wyy)- T/3Wxy, 

1ryy - - ~ (Wxx + Wyy) - ~ 1 
(Wyy - Wxx) + 1'/3 Wxy, 

1rxy - 1ryx = -ry1 Wxy + ~ (Wxx - Wyy) , 

1rxz 'Ir zx = -7)2 Wxz - 1'/4 Wyz , 

1ryz - 1r zy = -7)2 Wyz + 1'/4 Wxz . (30) 

Aqui, Waf3=ÔVa/âx13 + âV13/âxa- (2/3)Óaf3'il ·V representa a taxa de força do tensor. 

Os coeficientes de viscosidade eletrônica, rye, são ( Z = 1) 

1'/~ = 4ry~ 
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e 1 11e1'e 
113 = ----

2 Wce 
,.,e- 4n• 
'f4- 'f3. (31) 

Se V 1. • v = O e Bz v = O os termos que contém 1/Õ em 1r desaparecem. Além disto 

11~ domina sobre o resto nos casos de nosso interesse. Então, chegamos ao valor da 

giroviscosidade J.Le = 1fr/(mene) = 0.51v.p~, como já acima assinalado. 

Adotando a aproximação de (3 baixo, desprezamos a parte compressional do campo 

magnético perturbado ao longo da direção z. Lembramos que a componente paralela da 

velocidade da perturbação do fluido eletrônico é 

(32) 

Para a dedução específica das equações não-lineares modo-acopladas dos elétrons na 

presença do campo eletromagnético, nós substituimos a equação (29) na equação de con

tinuidade e fazendo uso da equação (32), obtemos radialmente no limite em que p~V 2 « 1 

( 
cno 2 ) 2 cno ( 2 ) 2 c • Lt nel + -B v J.q; -De V _Lnel- -B J.Le v J. q;- -B z X Vno. vq; 
oWce oWce O 

- B
1 

Z X V Jeo · VAz + 
4

c Lz Vi Az = O, (33) 
oe ne 

onde Lt = Ot + VeoOz + VEB ·V+ VezOzo Lz = Oz + Bõ1VAz X z · V, Jeo = -noev.o, 

De = v.p~ é o coeficiente de difusão eletrônica e n.1 ( = 11e - no « no) é a densidade de 

número perturbada dos elétrons. 

Analogamente se nós substituirmos a componente paralela do campo elétrico Ez -

-o. fi;- c-1BtAz na componente paralela da equação de momento resistiva dos elétrons e, 

novamente, usando (29) e (32), obteremos, então 

(c4 + vvo · V)Az- À~(.Ct + v.)VlAz + c(Bz + Svo · V)f/;- (c1'./e11o).Cznel =O, (34) 

onde dt = Bt+VEB' V, vv0 = -(c1'./eB0n0 )z x Vn0 é a velocidade de deriva diamagnética 

dos elétrons no equilíbrio, Àe = c/wpe é a profundidade de penetração não-colisional dos 

elétrons, Wpe = ..j4n110e2 /me é a freqüência de plasma eletrônica e S.0 = z x Vv.o/Wce· 

Notamos que o termo À~Lt V}Az em (34) é a contribuição linear e não-linear das forças 

inerciais dos elétrons. 

Agora consideraremos dois tipos de resposta do plasma. Primeiro, quando o período 

da onda é mais curto do que os dos giro-períodos dos íons e do plasma de fundo. Assim, 
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os íons podem ser considerados como fundo do plasma e eles não têm tempo para res

ponder às perturbações eletromagnéticas. Dentro deste contexto, os fenõmenos lineares 

e não-lineares ocorrem em escalas muito mais baixas do que o comprimento de inércia 

dos íons c/ Wp;, onde a dinâmica do plasma é governada pelos fluxos eletrõnicos e seus 

campos magnéticos auto-consistentes. Neste caso, podemos aproximar, usando a equação 

de Poisson, ne1 para (1/47re)'V2 <;b e escrever as equações (33) e (34) para as perturbações 

de comprimento de onda longo como 

C, (v2 + w~e Vi) <;b- De ('\72 + 0.51 w~e Vi) Vi <;b- w~e z x 'V no · 'V <;b 
Wce Wce noWce 

- ~: Z X 'Vjeo ·'VAz+ cCz'ViAz =O, (35) 

e 

Considerando agora, as ondas com comprimento de onda curto (em relação ao raio 

de giro p; e Àb; » >-i), n; "" no exp( -e<;b/T;) é a densidade de número dos íons, onde 

T; é a temperatura constante dos íons. Portanto, da equação de Poisson nós temos 

ne = (1/47re)['V2 <;b + (T;>-[;Ve) exp( -e<;b/T;)], onde ÀDi = (T;/47rnoe2)
1

/
2 é o comprimento 

de onda Debye. Analogamente podemos obter para este caso das equações (33) e (34) 

C, (1- p~Vi) <;b- Dc(l- 0.51p~'Vi)Vi<fl + p~Wce (z x 'Vn0 ) • 'V<;b 
no 

47r Àb; (. ..., . ) '"'A ,2 r ...,2 A o 
+~ z X v )eo · v z - CAv;.<..z v .L z = , (37) 

e 

(d, + vv0 • 'V)Az- À~ (.C,+ v.) ViA.+ c(ô. + Svo · 'V)<;b + caC.<;b =O. (38) 

onde Pa = c./wc., Ca = (T;/m.) 112 é a velocidade elétron-acústica e cr = T./T;. Em (37), 

consideramos que '\72 Àb; « 1 e que ô,<;b2 « WceP! lz X 'V <;b . V 'V}. <PI-
As equações (35) e (36) governam a dinâmica não-linear para as ondas "longas", 

enquanto que (37) e (38) para as ondas "curtas" em um plasma magnetizado resistivo 

não uniforme apresentando fluxos de cisalhamento. Agora podemos dizer que (35)-(38) 

governam e percorrem todo o espectro dos distúrbios do sistema, na forma de ondas eletro

magnéticas modo-acopladas. Assim, é possível ter a transferência de energia em cascata 
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da região de ondas curtas para o setor de ondas longas do espectro, devido à interação 

não-linear das oscilações de comprimento de onda curto. Assim, a física de interação 

modulada [15] permanece válida em relação ao nosso formalismo. Por exemplo, em plas

ma com íons fixos de fundo, os modos de deriva para o elétron magnetizado poderiam 

ser excitados não-linearmente por células convectivas de elétrons do tipo Alfvénico. O 

acoplamento entre os modos de deriva de elétrons magnetizados e as células convectivas 

de elétrons do tipo Alfvénico têm uma influência muito grande na magnetohidrodinâmica 

eletrõnica (EMHD) [9], onde o fenômeno não-linear ocorre em uma escala de tempo cur

to (em comparação com os íons e os seus giro-períodos) considerando escalas típicas da 

ordem da profundidade de penetração não-colisional dos elétrons. 

3.2 Ondas lineares e relação de dispersão 

Considerando os modos de onda "longos" e "curtos", vamos derivar as relações de dis

persão, mas sem levar em conta a influência dos termos não-lineares das equações dinâmicas 

e afirmamos que, os comprimentos de onda das perturbações são muito menores do que 

a escala de comprimento de gradientes da velocidade e da densidade no equilíbrio. As 

equações são Fourier-transformadas, supondo que as quantidades perturbadas rjJ e Az são 

proporcionais a exp( ik · r - iwt), onde k e w são o veto r de onda e a freqüência, respecti

vamente. Assim, (35) e (36) ficam 

(rl- W 0 , + ifc)tfl = (
4
~ 0 •

0 k, · k + ck.ki) kõ2 A., (39) 

e 

( 
k.v.obe . ) ( )-1 ( S ) w - 1 + b. - Wm• + zr m A. = 1 + b. c k. + k . vO tfl , (40) 

onde fl = w-kzVeo, Wc• = awcekn·k/kÕ, a= W~e~W~e' kÕ = k2+aki, kn = ZX\7ln no, kJ = 
z X V ln j.o, fc = (k2 + 0.51akl)DcklfkÕ, Wm• = w.,/(1 + b.), w., = k · Vvo, be = 

kiÀ~, r m = b.v./(1 + b.) e kiÀbe ~ 1. 

Combinando (39) e (40), obtemos a relação de dispersão linear para as ondas eletro

magnéticas de comprimento de onda longo 
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A equação ( 41) exibe um acoplamento linear entre as células convectivas de deriva dos 

elétrons (o primeiro termo entre parênteses no lado esquerdo) e os modos de deriva mag

netostáticos (o termo entre colchetes no lado esquerdo), devido ao k, finito e o fluxo de 

cisalhamento no equilíbrio. Na ausência do último, os dois modos degeneram e obtemos 

w = Wc• -ire e w = (w,.- ib,v,)/(1 + b,), que são modos eletromagnéticos normais 

amortecidos do plasma de elétrons magnetizados que contém um gradiente de densidade 

no equilíbrio. 

Por outro lado, para os modos eletromagnéticos de comprimento de onda curto, as 

equações (37) e (38) tornam-se 

( . ) >.~)i (4nj.o 2 ) !1-w;.+tr, q,= 
1

+ba ~kJ·k+k,ck.L A., (42) 

e 

( 
k, Veobe . ) ( )-1 [( ) ] w - 1 + b, - Wm• + 1r m A. = 1 + b, c 1 + a k, + k · Svo r/J , (43) 

onde W;. = ~Wcek. kn/(1 + b.), b. = k}.~ e r, = Dc(l + 0.51b.)kl/(1 + b.). 

Combinando (42) e (43), nós obtemos a equação de dispersão linear para as ondas 

eletromagnéticas de comprimento de onda curto 

( . . ) c>.t, (47rj,o 2 ) !1- w,. + tr,) (w + b,O- w •• + tb,v, = 
1 
+ b. ~kJ. k + ck.k.L 

X [(1 + a)kz + k · Svo]. (44) 

A equação (44) nos mostra que um k. finito e um fluxo de cisalhamento podem causar um 

acoplamento linear entre os modos de deriva de íons (o primeiro termo no lado esquerdo 

no parênteses) e magnetostáticos. Na ausência do fluxo de equilíbrio, a freqüência da 

onda de deriva dos íons amortecida do tipo flauta é w = w;.- ir,. 

Para as perturbações do tipo flauta (k. = 0), as equações (41) e (44) tornam-se, 

respectivamente 

( . )( . ) _ k~w;. 8v,o 8j,o 
W- Wc• +Ire W- Wm• + 1r m - k2 (1 )(1 b ) 2 8 -8 ' 

.L +a + e wcenoe x x 
(45) 

e 
. . ) _ k~Àb;w;. 8v.o 8j.o 

(w- w;. + 1r,)(w- wm• + 1r m - ( 1 b )(1 b) 2 8 8 . + a + e Wc,noe X X 
(46) 

Na ausência do gradiente de densidade no equilíbrio (wc• = w;. =wm• = O) e da 

dissipação, as equações (45) e (46) admitem instabilidades puramente crescentes se os 
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gradientes de velocidade e de corrente opõem-se entre si. As taxas de crescimento para 

modos com comprimento de onda longo e curto são, respectivamente, 

Wpe 1 av.o BJeo 
[ ] 

1/21 . 11/2 
/c "'=' Wce (1 + a)(1 + be)noe Bx Bx ' 

(47) 

e 
I ""' k À v Wpe 1 av.o BJeo 

[ ] 
1/21 . 11/2 

5 y 'Wce (1 + ba) (1 + be)noe 8x Bx 
(48) 

É evidente que das equações ( 4 7) e ( 48) as taxas de crescimento são diretamente propor

cionais à raiz quadrada do produto dos gradientes da velocidade e da corrente de equilíbrio. 

Assim, o fluxo de cisalhamento no equilíbrio é o responsável pela instabilidade . 

•• 

15 

y 
10 

5 

•L-----~~~~~~~~~~~~~~~~ 0.001 0.0011.002 0.003 0.005 0.007 0.01 0.0150.02 

Fig. 5. Taxa de crescimento paro os modos de comprimento de onda 
longo. As maiores instabilidades são paro ky baixo e vai diminuindo 
na medida que se dirige aos valores mais altos de ky. 

Na Fig. 5 vemos a taxa de crescimento para as ondas longas, equação (48). Notamos 

que há uma instabilidade maior para os números de onda de menor valor. O efeito do 

fluxo torna-se mais fraco para os valores de ky maiores. 

Para entender o efeito do k. finito e da não-homogeneidade, nós reescrevemos ( 41) 

e (44), dizendo que w >> k.v.o,rc,rm. Assim, em um plasma sem colisões, nós temos, 

respectivamente 

(49) 
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onde Sz = [c/k~(1 + b.)][(41l"ky(8J.o/8x)/ B0 ) + ck,k~.J[k, + ky(8v.0 /8x)/wc.] e 

(50) 

onde S, = [cÀb;/(1+b.)(l+b.)][(41rky(8jeo/8x)/ Bo) +ck,k3_][(1+a)k.+ky(8v.0 /8x)/wcel· 

Ambas as ondas eletromagnéticas "longas" e "curtas" são estáveis quando 81 e S, 

são positivos. Entretanto, para Sz, S, < O e ISzl > (wc• - wm.) 2 /4 e IS, I > (wi• -

wm.) 2/4, as equações (49) e (50) prevêem instabilidades de corrente convectiva oscilatórias. 

Fisicamente, estas instabilidades aparecem porque na presença do gradiente de velocidade 

da componente paralela da velocidade perturbada dos elétrons e do potencial da onda 

há um defasamento, tão longo quanto os comprimentos de onda que são extremamente 

grandes. 

Notamos, também, que existem instabilidades resistivas quando w.,.., k,v.o « w << 
b,v,. Neste caso, ( 41) e ( 44) levariam a w = Wc•- ir c- iSz/v,b, e w = w;.- ir,- iS,/v,b,, 

respectivamente. Logo, para Sz,Ss <O e ISzl > v,b,rc e ISsl > v,b,r, temos a excitação 

de células convectivas de deriva de elétrons de escala longa e ondas de deriva de íons 

em plasmas não uniformes colisionais. Além disso, notamos que os modos magnéticos de 

deriva também tornam-se instáveis se lw - Wc•l « r c, lw - Wj.l « r s e Sz, S, < o. As 

taxas de crescimento acima do limite são ISzl/rc e IS, l/r., respectivamente. 

Analisemos agora o espectro para as ondas curtas, considerando a temperatura dos 

íons maior que a temperatura dos elétrons, Ti > T •. Para este caso específico estudamos 

detalhadamente as propriedades lineares do sistema. Como temos um conjunto de íons 

quentes, então o raio de Larmor, p;, torna-se uma medida importante, pois não podemos 

desprezá-lo em relação às dimensões perpendiculares ao campo magnético. Na maioria 

dos sistemas experimentais com uma razão p;f L 0 (Lo sendo a dimensão característica das 

não-homgeneidades) grande, suficiente para termos (vA/c) 2 < (Pi/ L0 )
2 , a instabilidade 

do tipo flauta é estabilizada. O efeito da instabilidade eletron-acústica pode provocar 

difusão anômala. 

Mostramos na Fig. 6 o acoplade modos de onda curta w versus k, com ky = -0.2 cm-1
, 

que dá o valor máximo da taxa de crescimento w; no plasma. Notamos que o acoplamento 

inicia-se em k, ~ O e termina em k. = 0.00015. A linha cheia representa a parte real Wr 

que percebemos ser uma onda eletron-acústica e a parte imaginária wi, linha tracejada, 
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representa a taxa de crescimento. Para este caso, T. = l,OeV, T; = lO,OeV, ne = n; = 
2 x 106cm-3 , B 0 =O, 4 x 10-4 G. 

ky=-0.2 
6r----,------------------~r----, 

~5 

"' M 4 
o ..... 
... 3 
:0 

2 

1 

o 
o 0.05 0.1 0.15 

kz [lO"" cm -I ] 

0.2 

Fig. 6. Acoplamento entre modoB formado por uma onda eletron
ac-úBtica {linha cheia) e a ta;~:a de creBcÍmento (linha tracejada} para 
ky = -0.2 cm- 1 é o valor para o qual a ta;~:a de creBCÍmento é máa;ima. 

A Fig. 7 nos mostra a taxa de crescimento máxima em kz para cada valor da com

ponente perpendicular do número de onda ky. Percebemos que o máximo deste gráfico 

acontece em ky = ±0.2cm-I, cujo modo é mostrado na Fig. 6. Em ky "" O observa

mos uma aparente descontinuidade. Acontece que neste ponto onde o comprimento de 

onda perpendicular vai para infinito, a aproximação não vale, o que mostra a coerência 

da análise analítica e numérica em relação à teoria. Esta instabilidade só é válida para 

modos com comprimento de onda curto. 
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Fig. 7. Taxa de crescimento maxtma w; em kz como função do 
número de onda ky. Para melhor visualização, o ponto do valor 
máximo da taxa de crescimento na Fig. 6 é o ponto ky = 0.2 cm- 1 

onde wim = 2, 6 x 103 s-1 e kzm = O, 75 x 10-6 cm-1 • 

Plotamos na Fig. 8 os valores das freqüências nos pontos de máxima taxa de cresci

mento do modo eletron-acústico Wrm em relação à ky. Notamos que este modo apresenta 

simetria em relação à origem. O mesmo acontece na Fig. 9, onde plotamos os valores de 

kz quando wi atinge o seu valor máximo wim = wi(kzm)· 

20000 

10000 

Wrm O 1-----~o;;:-------l 

-10000 

-20000 

-2 -1 1 2 

Fig. 8. Parte real de w para a parte imaginária má:l:ima em função 
de ky· T; = 10T. = 10 e V 
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Fig. 9. Mostra a relação entre os valores da componente paralela 
do número de onda k.m, onde a ta:~:a de crescimento é má:z:ima para 
cada valor de ky. 

3.3 Ondas não-lineares 

Na seção anterior, vimos que o gradiente de velocidade pode causar a instabilidade das 

ondas eletromagnéticas. A interação não-linear entre os modos de amplitude finita podem 

ser os responsáveis para a formação de estruturas ordenadas ou caóticas, dependendo do 

estado dos parâmetros. Apesar da solução geral estacionária e da solução não-estacionária 

das equações (35)-(38), não poderem ser encontradas analiticamente, discutimos aqui 

algumas soluções aproximadas. Primeiro, apresentamos as soluções para os vórtices de um 

sistema magnetizado não homogêneo e dissipativo, dizendo que CWceiY'}A.8.1 « w~.lz x 

V' <P . V' I e a; « V'3_. Especificamente, nós procuramos soluções não-lineares localizadas 

que se deslocam em um referencial inercia!, definido por Ç = y + az - ut. Agora <jJ e A. 

estão em função de x e Ç somente. 

3.3.1 Vórtices de ondas longas 

No quadro estacionário, as equações (35) e (36) podem ser escritas como 

(51) 
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e 

.Cq,(A. - >.~V}_ A.) + v.+ O:Veo aeA• - co:o aeP = O, (52) 
Ua Ua 

onde .Cq, =a{- (cfuaBo)(axl/>a{- a{l/>ax), .CA = ae- (1/o:Bo) (axAza{- a{Azax), 

Vi= a2 jax2 +a2 ;ae, Uc = awce/ Ln(1 +a)ua, Ua = u-o:v.o, UJ = 4·n"Jeol LJBo(1 +a)ua, 

Ln = nof(anofax), LJ = Jeof(aj.ofax), V. = cT./eBoLn e o:o = o:+ (av.ofax)fwce = 

Atualmente ainda é muito difícil encontrar as soluções gerais de (51) e (52). Logo, 

consideramos dois casos limites. Primeiro, dizemos que >.~Vi A. « A. de tal forma que as 

dimensões dos vórtices são muito menores do que a profundidade de penetração eletrônica 

sem colisões , Assim, de (52) temos 

.Cq,u. [A.- c:.o 4>] = 0, 
onde .Cq,u. =a{- (c/u.Bo)(axl/>ae- a{l/>ax) eu.= u +V.. 

Segundo, dizemos que u » V. e o:v.0 , tal que (52) simplifica para 

.Cq,u [ (1- >.~Vi) A. - c:o 4>] = O, 

aqui .Cq,u =a{- (c/uBo)(axl/>a{- a{l/>ax)· 

Uma solução típica localizada de (53) é 

A - co:o"' z- !.p, 
u. 

enquanto que a equação (54) é satisfeita pelo "ansatz" 

2 1( co:o) V .L A. = >.~ A. - ---;;4> , 

Inserindo (55) em (51), vem 

[1 _ o:o:o2 ] ae Vi 1/> + UWce (_!.,_ _ O:oVeo) a{l/> 
Uau.(1 +a) ua(1 +a) Ln u.LJ 

c [ o:~2 ] 2 ) 
-uaBo 1 -u~(l+a) J(I/>,V.LI/> =O, 

onde J(l/>, Vil/>)= axl/>a{Vil/>- a{l/>axVil/>. 

A equação (57) do tipo Hasegawa-Mima é satisfeita por 
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(54) 

(55) 

(56) 

(57) 

(58) 



onde as constantes F1 e F2 são relacionadas por 8F1 + (cfu.,B0 )(1- a~c 2 /u;(1 + a))F2 + 
[awcefu,(1 + a)](L;;- 1 - a0v.0 /u.LJ) =O e onde 8 = 1- aa0c2 /u,u.(1 +a). 

A equação (58) admite uma solução de vórtice dipolar do tipo 

(59) 

na região externa definida por r = (x2 + e) 1i 2 > R, onde R é o raio do vórtice, r/Jo é uma 

constante, K1 é a função modificada de Bessel, k? = [awce/u,(1 + a)][(aoVeo/u.euJ8) -

1/ Ln] >O ecos li= xfr. na região interna (r< R), a solução é 

(60) 

onde r/J; é uma constante, J1 é a função de Bessel de primeira ordem e [1- a~c 2 /u *2 (1 + 
a)]F2; = 8(k? + k~)u,B 0 /c. 

As cantantes r/Jo, r/J; e F2; são determinadas obedecendo a continuidade em R 

(61) 

(62) 

onde J2 e K 2 são a função de Bessel e a função de Bessel modificada de segunda ordem, 

respectivamente. Para um dado valor de k1 , a equação (62) determina k2. 

Na Fig. 10 plotamos as curvas de nível de um vórtice dipolar, equações (59) e (60), 

considerando valores da ionosfera. 
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Fig. 10. Vórtice dipolar, apresentando os contornos da curva. As 
curvas cheias são valores positivos, crescendo para o centro e as 
tracejadas são valores negativos decrescendo para o centro. Supondo 
the a direção do campo magnético é saindo do plano do gráfico, na 
região das curvas cheias a rotação do vórtice é anti-horário e na re
gião das curvas tracejadas a rotação é horária. A direção da rotação 
se determina pela deriva V' r/> x B. 

Por outro lado, quando Ln :::,; L1 u.j a.0v.0, então (57) fica da forma da equação esta

cionária de Euler, ou seja 

(63) 

onde J.Lz = [1- a.~c2 ju~(1 + a)]/8 >O. A equação (63) é satisfeita por 

...,2"' _ 4r/>zK[ [ 2 ("' UaBo )] v .L 'I'- 2 exp -- 'I'- --x , 
a1 r/>z p.zc 

(64) 

onde r/>z, K 1 e a1 são constantes arbitrárias. A solução de (64) é dada por 

UaBo [ ( 1) ] r/>= --x + r/>zln 2 cosh(Kzx) + 2 1- 2 cos(KzÇ) . 
J.LzC a1 

(65) 

Para a~ > 1, o perfil do vórtice dado por ( 65) representa urna cadeia de vórtices conhecida 
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como "street vortex". A Fig. 11 nos mostra uma curva de nível das cadeias de vórtices 

em questão. 
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Fig. 11. Cadeia de vórtices conhecida como "street vortez". As 
linhas cheias representam valores positivos e as tracejadas represen
tam valores negativos. A rotação é sempre anti-horária para B sain
do do plano do gráfico. 

Uma outra solução acontece quando substituimos V}. A, de (56) em (51), obtendo 

(66) 

vemos que a= a 0 + (4nj. 0 >.~/B 0 cLJ). Aqui, o tamanho do vórtice é da ordem de>. •. 

Abaixo mostramos uma solução possível que atende a (66) 

2 ( uBo ) V J. </> + !3!</>- fJ2Az = F3 </>- -x , 
Jl.tC 

(67) 

onde {31 = [2aa 0 /u
2 (1+a)>.~]+awce/u(l+a)Ln, (32 = a 0 c/u(l+a)>.~ e F3 é uma constante 

de integração arbitrária. 

Combinando (56) e (67), obtemos uma equação diferencial de quarta ordem 

(68) 
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onde C1 = {31 + Fa -1/ À~ e C2 = [(Fa- {31) +cf32ao/u]/ À~. A equação (68) admite soluções 

de vórtice dipolar espacialmente limitado. Na região externa (r > R), fazemos F3 = O e 

escrevemos a solução de (68) como 

(69) 

Aqui, a 1 = f31 -À;2 e a 2 = -({3J/À~)+cf3 2 a 0 /uÀ~. Assim, u 2 » aa0 é condição necessária 

para a localização da solução externa. na região interna (r< R), a solução é 

(70) 

onde Q3 e Q4 são constantes [9, 20]. Nós definimos sa,4 = [(Cr - 402)112 ± C1]/2 para 

C2 < O. Naturalmente, os perfis dos vórtices eletromagnéticos inerciais da região externa 

e interna são diferentes daqueles dos vórtices não-inerciais. É importante ressaltar que 

o fluxo eletrônico de cisalhamento é o responsável pela completa localização do vórtice 

di polar na região externa. Sem a presença deste fluxo, teremos a 0 = a e C2 = O na região 

externa e a solução de (68) apresenta uma longa cauda. 

As constantes Q 1, Q 2, Q3, Q 4 e F3 podem ser determinadas com o casamento das 

soluções internas e externas de ifJ e A. e seus operadores V' f/J, V'}. f/J, V' .LAz e V'}. A. na 

interface do vórtice em r= R. Procedimento análogo como foi realizado em (61) [4, 48]. 

3.3.2 Vórtices de ondas curtas 

Vamos agora analisar as soluções de vórtice das equações (37) e (38), não considerando a 

dissipação. Então, em um quadro estacionário, reescrevemos (37) e (38) como 

,. [ - 2t"72 - ~] "'- 411"JeoÀb;a A caÀb; C '\72 A =O 
1..-q, 1 Pa v .L L '+' B L ç z + A .L z , 

Ua n O JUa Ua 

(71) 

e 

,. (1 À2t"72 )A (V. + av.o) a A CQo a "' caa ,. "' - o 1..-q, - e v .L z + ç z-- Ç'l'- --~.-A 'I'- · 
U 0 U 0 U 0 

(72) 

onde Ca = p~Wce· 

É bom ressaltar que estes vórtices que estamos ora deduzindo, contém a velocidade 

eletron-acústica. Estes tipos de vórtices estão sendo pela primeira vez relacionados às 
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velocidades eletron-acústicas. Sugerimos que estas estruturas não-lineares podem justi

ficar os fenômenos que acontecem nos sistemas descritos no capítulo da introdução, no 

parágrafo onde descrevemos as ondas eletron-acústicas. No caso em que é prevista a apro

ximação não-linear. Necessitamos de mais estudos para podermos analisar a influência 

da velocidade eletron-acústica nas estruturas por nós derivadas. 

Quando a escala perpendicular da estrutura não-linear é menor do que >.., (72) é 

aproximada para 

L. [A _ c(ao +aa) ..~..] = 0 c/Ju* z tp l u. 
(73) 

Uma solução possível da eq. (73) é 

A, = c( ao+ a a) </J = ca0 </J. 
u. u* 

(74) 

Se embutirmos (74) em (71), obtemos 

( p~ _ aa 0 t?>.~;) ô{Y'l</J _ ( 1 - ~ _ 47rcaô>.~âeo) ô{</J 
u"'u* u"'Ln Bou"'u.LJ 

- cp~ (1-aô2~À~;)J(</J,Y'l</J)=O. (75) 
u"'Bo u.t?. 

A equação (75) é satisfeita considerando o seguinte "ansatz" 

(76) 

Aqui as constantes Fi e F2 são relacionados por 6* Fj-(c~/u"'B 0 )(1-a 0
2 t? >.~;/u~p~)F2-

[1 - (c./u"'Ln) - 47rca 0 >.~;].o/ Bou"'u.LJ] = O, onde 6* = p~ - aa0t? >.~;/u"'u.. Para 

[1- (c./u"'Ln)- 47rca 0 >.~;]. 0 /B 0 u"'u.L 1 ]/6* = P/6* >O, a solução do vórtice dipolar de 

(75) é semelhante à (59) e (62). 

Quando P = O, estado em que a solução dos vórtices duplos é proibida, a equação 

(76) toma a seguinte forma 

(77) 

onde J.l* = (~ - a02t? >.~;/u~)/(p~- aa0c2 >.~;/u"'u.) > O. A equação (77) é novamente 

satisfeita por 
...,2 ..~.. _ 4</J;K*

2 
[ 2 (..t.. uBo )] v '~-'- exp -- '~-'- --x , 

.L a•2 <P; J.l*c 
(78) 
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onde f/J;, K* e a* são constantes arbitrárias. A solução de (78) é, por sua vez, familiar à 

equação (65), sendo que a condição em que as cadeias de vórtice curto aparecem, é bem 

diferente. Então, temos 

f/J = uBo x + f/J: ln [2 cosh(K*x) + 2 (1- .!._) cos(K*Ç)] 
p*c - a* 

(79) 

Por último, apresentamos as soluções das equações (71) e (72), considerando que 

u » V., aveo e a « 1. Aqui, a equação (72) é também satisfeita por (56), tal que (71) 

pode ser colocada na seguinte forma 

obedecendo a seguinte relação VeoPaCa/c? LJ = (a>.bJ),~) - a0 . Uma possível solução da 

equação ( 80) é 

V'lf/J + /3if/J- /32Az = F3 (QJ- uBo x) , (81) 
Jl.*C 

onde /3~ = (c?a:a: 0 >.b;/u
2 f?.>.~) + (c.fup~Ln) - 1/ p~, /32 = a:oc>.~;/up~).~, Jl.* = (1 -

c2 a:02 X};;/ p~u~)/(1- c2a:a: 0 >.~;/u.u.,) e F:i é uma constante arbitrária de integração. 

Relacionando (65) e (81), obtemos uma equação diferencial de quarta ordem 

.-r4 "' C* .-rz "' C*"' F:i uBo O v .L 'I'+ 1 v .L 'I'+ 2'1'- \z --x = , 
lle Jl.*C 

(82) 

onde Cj = f3i- F:i- 1/>.~ e q = [(F:i- f3r) + cf32a:o/u]f>.~. A equação (82) admite 

também soluções de vórtice espacialmente limitadas, que são similares ao caso dos vórtices 

longos. 

Um estudo mais cuidadoso dos vórtices nos diz que as constantes u e a estão relaciona

dos com os gradientes de velocidade e densidade, entre outros parâmetros. Então, para 

alguns valores das escalas de comprimento do gradiente de velocidade e da densidade, 

percebemos que u é completamente determinado por uma escolha específica de a e certos 

valores para a densidade de número não perturbado do plasma, a temperatura do plasma 

e a intensidade do campo magnético externo. As escalas de comprimento dos vórtices, que 

foram aqui analisados, são tipicamente da ordem de >.. e p., que são muito menores do 

que as escalas de comprimento dos gradientes da densidade e da velocidade no equilíbrio. 

Estes vórtices podem ser encontrados no espaço e em laboratório de plasmas. 
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3.4 Aplicação de Ondas não-lineares na Aurora Boreal e na mag
netopausa 

Pretendemos falar um pouco sobre onde podemos aplicar esta teoria das ondas não-lineares 

acima derivadas. Uma aplicação mais prática seria nas regiões de aurora. Observações 

recentes proporcionadas pelos satélites Freja e Fast demonstraram a existência de vórtices 

de diversas escalas na região de aurora [49]. 

Fig. 12. Estruturas discretas na região da Aurora Boreal {49}. 

Estruturas auto-organizadas na forma de vorticidades e cadeias de vórtices foram 

observadas nos arcos aurorais discretos, como podemos ver nas Fig. 12 e 13. Estas 

estruturas podem ser descritas em termos de modelos de ondas de Alfvén inerciais. A 

evolução dinâmica das formas dos arcos aurorais podem ser o resultado da instabilidade 

do fluxo não-linear de cisalhamento. 
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Fig. 13. Medida obsef"'Jacional detalhada das cadeias de vó'T'tice 
most'T'adas na fi(J'IJ.'T'a ante'T'ior. 

As soluções estacionárias do vórtice das equações não-lineares podem representar um 

estado estacionário ideal. Equações modo-acopladas para as ondas de Alfvén dispersivas 

são desenvolvidas e podem ser utilizadas para o estudo de energias em cascata e para as 

propriedades dos vórtices de Alfvén. 

As estruturas aurorais são tipicamente da ordem de, (ou menor), lkm de largura na 

direção N-S e se extende até 1000 km na direção E-0. 

Sugerimos que as formas raiadas observadas da aurora podem ser entendidas em termos 

de ondas de Alfvén não-lineares em plasmas frios. 

Fisicamente, o acoplamento de diferentes modos das flutuações Alfvén inerciais se 

auto-organiza em estruturas de dimensões grandes, que, eventualmente, quebram-se em 

estruturas coerentes de vórtice de escalas menores. A energia transferida das estruturas 

maiores para as estruturas menores é evidente num magnetoplasma de baixo (3 que con

tenha turbulência de ondas de Alfvén. Estes resultados têm uma enorme relevância nas 

estruturas que são observadas na Aurora Boreal. 

Uma outra aplicação de vórtice é a formação de vórtices duplos na ionosfera, devido 

à influência do vento solar. 

A interação do vento solar com as linhas do campo magnético da Terra determina 

mudanças em seu campo magnético, bem como na velocidade do plasma e em sua den

sidade. Este é um fenômeno de um grande dinamismo, que está atraindo a atenção de 

vários pesquisadores teóricos e experimentais [50, 51, 52, 53]. As mudanças súbitas da 
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dinâmica da pressão do vento solar provoca urna compressão de toda a rnagnetosfera do 

lado do dia, originando mudanças no balanço do equilíbrio localizado na rnagnetopausa. 

Corno conseqüência, são criadas perturbações no sistema de corrente da rnagnetopausa, 

( 6J). Em outras palavras, um pulso de pressão localizado é associado por modos pertur

bativos de Alfvén. O pulso de Alfvén é acompanhado por correntes alinhadas ao campo 

com direção para baixo (para cima) no lado do dia da rnagnetosfera e correntes para cima 

(para baixo) no lado da noite, se a perturbação é devida a dilatação (compressão). 

Dawn 

Noon 

Fig. 14. Representação esquemática dos processos físicos observa
dos em 24 de dezembro de 1 g78. Sãos mostrados dois tubos de ff:uzo 
magnético portando correntes auto-alinhadas, como sugeridas pelas 
observações magnéticas da Terra. Os movimentos de subida e desci
da desses tubos de fluxo originam os dipolos elétricos, representando 
os vórtices duplos. 

Estas estruturas de corrente são as responsáveis pelas perturbações do campo magnético 

que acarreta o aparecimento de vórtices duplos localizados. Este par de correntes com 

magnitudes praticamente semelhantes, mas com sentidos invertidos distam entre si 600 km. 

Estes vórtices duplos são eventos similares ao observados na zona auroral, sendo que por-



tam tamanhos superiores. Sua ordem de magnitude é algumas dezenas de nT. Apresen

tamos na Fig. 14 [52] uma representação esquemática deste fenômeno. 
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Fig. 15. Dados do vento solar medidos por IMP-8. De cima 
para bai.:co são mostrados as componentes do campo magnético in
terplanetário, a velocidade do vento solar, a densidade de número e 
a pressão do vento solar em nanopascal. 

Na Fig. 15 vemos um magnetograma típico da perturbação do campo magnético 

nesta região e a Fig. 16 [53] nos mostra os vetares da perturbação do campo magnético 

horizontal correspondendo às variações da Fig. 15. 
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Ground Equivalent Current System 79-06-oe 4:56-5:09 
North 

' ........... . 
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3000 kt!l 
East 

Fig. 16. Distribuição dos vetares de corrente de junho de 1979. A 
parte superior nos mostra a distribuição original da corrente. Em
baixo vemos uma medida utilizando a técnica de interpolação. 
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3.5 Comportamento caótico da turbulência eletromagnética 

Atualmente várias medidas de satélites na magnetosfera terrestre e no sistema solar 

apresentam em determinadas partes do seu espectro de freqüência uma característica 

caótica. Da mesma forma existem teorias exemplificando uma possível trajetória caótica 

das partículas próxima à parede externa do tokamak ("edge") [54]. Nesta seção apresen

tamos um sistema caótico que pode ser aplicado nestas situações. É uma generalização 

das equações de Lorenz, conhecidas como as equações generalizadas de Lorenz-Stenfio. 

Primeiro discutiremos uma introdução ao sistema de Lorenz e depois a aplicação ao sis

tema de equações de Lorenz-Stenfio. 

3.5.1 Equação de Lorenz 

Imagine uma caixa retangular fechada, portando um gás homogêneo e que sofreu um pro

cesso de aquecimento. Como já sabemos as porções do gás que estão próximas ao local 

aquecido sobem, enquanto as que estão do lado oposto descem. Depois de uma deter

minada temperatura, o gás começará a apresentar uma configuração cilíndrica. Com a 

aplicação de uma temperatura constante e considerando o sistema totalmente hermético, 

espera-se um movimento circular uniforme e previsível do gás. Só que a natureza não é 

regular e nem previsível. Este movimento circular é caótico. Os rolos de gás se movimen

tam em várias direções com diferentes velocidades. A explicação para este movimento 

irregular deve-se às características moleculares do gás, que obviamente não é linear. A 

justificativa encontra-se na dependência sensível do gás às condições iniciais. 

Depois de apresentar o "Efeito Borboleta" (ver apêndice B), Lorenz iniciou uma formu

lação matemática para o sistema caixa-gás acima descrito. Como ferramenta ele utilizou 

as equações de "Navier-Stokes". Após derivações apropriadas ele chegou ao sistema de 

equações 

dx 
8(y- x) 

dt -

dy 
(83) 

dt - rx- y- xz 

dz 
xy- bz, - -dt 

onde 8 representa o "número de Prandtl". Este número é a razão da viscosidade do fluido 

de uma substância para a sua condutividade térmica. Lorenz usou como valor 8 = 10; 
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r é a diferença de temperatura entre o topo e o fundo do sistema gasoso. Normalmente 

usamos r = 28. A variável b é a razão entre a largura e a altura da caixa. Lorenz escolheu 

b = 8/3. Por sua vez x representa a razão de rotação do rolo de gás, y, a diferença de 

temperatura nos lados opostos do cilindro e z é o desvio do sistema para uma função 

linear que repesenta uma temperatura de referência. 

O si tema de Lorenz, equação (84) tem dois tipos de pontos fixos. A origem (x*, y*, z*) = 

(0, O, O) é um ponto fixo para todos os valores dos parâmetros. Para r > 1 há também 

um par simétrico de pontos fixos x* = y* = ±,jb(r- 1), z* =r- 1. Lorenz os chamou 

de c+ e c-. Quando T --t 1 +, c- e c+ representam uma bifurcação de forcado. 

Linearizando (84) e derivando a sua equação característica, percebemos que z(t) --tO 

rapidamente. As outras duas direções são governadas por 

dx 
-dx + d'y 

dt -

dy 
rx- y, 

dt 
- (84) 

com traço r= -ó- 1 <O e determinante~= u(1- r). Para r< 1 todas as trajetórias 

se aproximam da origem quando t-+ oo. A origem é globalmente estável. Para r > 1, a 

origem é um ponto de sela ( "saddle point"). Analisando mais detalhadamente este caso, 

percebemos que entre 1 <r< r H= [ó(ó+b+3)]/(6-b-1) o sistema é linearmente estável. 

Definimos rH como o ponto onde c+ e c- perdem estabilidade em uma bifurcação de 

"Hopf". Assim, para r > r H o sistema é instável. Mas como o sistema (de equações) 

de Lorenz é dissipativo, em r > rH as trajetórias se aproximam de um atrator distante. 

Lorenz em seu artigo (40] prova isso, através de um método indireto e cuja solução não 

é trivial. Mostramos na Fig. 17 um gráfico esquemático das bifurcações e estados de 

equilíbrio de um sistema de Lorenz genérico. 
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Fig. 17. Repre11entação e11qu.emática do 11Í11tema da11 regiõe11 de e11ta· 
bilidade e in11tabilidade de um I!ÍI!tema de Lorenz. Linha cheia repre· 
senta o estado estável e a linha tmcejada indica o estado instável 

No nosso cw:;o, para mostrar um comportamento caótico de um plw:;ma com ou sem 

grãos de poeira carregados utilizamos o sistema de equações de Lorenz com algumas 

modificações. O que fizemos é só uma introdução e um simples exemplo de aplicação de 

teoria da complexidade em sistemw:; de plw:;ma. 

3.6 Aplicação em magnetoplasmas 

Seguindo Lorenz [40] e Stenflo [41], derivamos um conjunto de equações que são apropri

adw:; para o estudo do comportamento temporal do movimento caótico envolvendo ondas 

eletromagnéticas não-lineares bi-dimensionais de baixa-freqüência em um magnetoplasma 

dissipativo sem gradientes de densidade. Iniciamos introduzindo a seguinte relação 

(85) 

e 

(86) 

onde Kx e Ky são parâmetros constantes e <P1. A1 e A2 são as amplitudes que são funções 

do tempo. 
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Para facilitar, consideremos o comportamento caótico da interação de ondas eletro

magnéticas curtas do tipo flauta. Assim, substituindo (85) e (86) em (37) e (38), temos 

( 
2 2) . 2 c [ 2 2 2 2] 1 + K >-. A1 = -ryK A1 - rY1Kyt/>1 + Bo 1 + K >-e - 6Kx>-e KxKyA2t/>1 

+a2KxKyl/J1A2, (88) 

e 

(89) 

onde }11 = J.1eP~, 81 = 4tr>."i;;(8j.0 j8x)/B0 , 82 = c>."jy;/Bo, 83 = v.p~, 'f/ =v.>.~, é a resis

tividade do plasma, a1 = c(8veo/8x)/wce e r;2 = ca/Bo. A derivada temporal é definida 

por um ponto sobre t/>1, A1 e A2 • Vemos que os termos que contém sin(3Kxx) são despreza

dos na dedução das equações (87)-(88). Esta aproximação, que é freqüentemente usada 

por muitos autores na derivação das equações do tipo de Lorenz, pode ser generalizada 

para descrever mais realisticamente as soluções de dependência espacial. Ao deduzirmos 

(87) e (88), consideramos, também, que 8t » V.8y, p~wceKn8y, onde V.= -(cT./eBo)Kn 

e Kn = nõ18n0/8x, que justifica termos excluído o gradiente de densidade das equações 

(37) e (38). As equações (87)-(89) são normalizadas de tal forma que possam se amoldar 

à estrutura das equações de Lorenz-Stenflo. Temos, então 

(90) 

que descrevem o acoplamento não-linear entre várias amplitudes. Aqui, u = (f.l1K 2 + 83) 

b;/rt(1 + K 2 p~), r = -81u1K; fryK 4 (J.l1K 2 + 83), b = 4K;b;/(1 + 4K;>.~)K 2 e o novo 

parãmetro s = -o2a2a3(K2-4K;)b;KxKy fa 1 ry(1+K
2 p~), com K 2 = K;+K; e r= tfto; 

onde t0 = ryK2 /b; e b; = 1 + K 2 ).~. 

É fácil demonstrar que, se s = O, que acontece quando K; = 4K;, a equação (90) 

reduz-se à equação do tipo Stenflo. Foram adotadas as seguintes normalizações 
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Al = a2Y = v'2TJK4Bo(J.LlK2 + 6s) y 
c61KxK';Jb:(b:- 6K;À~ + Boo-2/c)[1 + u2Bo/c(1 + 4K;À~)] ' 

e 

Observamos que (90) são as equações generalizadas de Lorenz, cujas propriedades 

podem ser analisadas analitica e numericamente, utilizando técnicas já conhecidas. Os 

pontos de equilíbrio de (90) são 

rbX0 
Yo = (b + Xff) , (92) 

e 

Z 
_ XoYo 

o- b . (93) 

Se não considerarmos os termos que contém s, vemos que para lrl > 1, os pontos 

fixos de equilíbrio [X0 = Yo = ±v'b(irl- 1)112 , e Z0 = lrl- 1] são instáveis devido aos 

movimentos de células convectivas. Assim, a instabilidade linear deveria saturar pela 

atração de um desses novos estados fixos. 

A estabilidade dos estados estacionários podem ser estudados aplicando uma análise 

linear. Fazendo X= X,+ X 1 , Y = Y. + Y1 e Z = Z, + Z1 , o sistema linearizado é 

(94) 

onde X 1 « X., Y1 « Y. e Z1 « Z, e (X., Y., Z,) representam um estado estacionário. 

A equação característica correspondente é 

(95) 

que governa a estabilidade linear do estado estacionário. Se tomarmos r < 1, a origem é 

um sumidouro hiperbólico e, então, estável. Por outro lado, para r = 1, os auto-valores 

são À= -b e À= -(1 + u) que são sempre negativos. Finalmente, no caso em que r> 1, 

os pontos não-triviais são Xi' = Y/ = ±Jb(r- 1) e Z, = r - 1. Os auto-valores de 
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(95) são À = -(a+ b + 1) e ±i,)2a(a + 1)/(a- b- 1), tal que os estados estacionários 

(Xi', Y.±,Z8 ) são sumidouros para r E (1,rH), onde rH = a(a+b+3)/(a-b-1). Uma 

bifurcação de Hopf ocorre em rH· Para a > 1 + b, as raízes imaginárias são possíveis e 

para r> rH, os pontos fixos não-triviais são selas ("saddles") com instabilidades de duas 

dimensões. Assim, para r > rH todos os três pontos fixos são instáveis, mas o atrator 

ainda existe [9]. A inclusão de não-homogeneidades da densidade de equilíbrio pode levar 

a mudanças na dinâmica caótica da turbulência eletromagnética. 

Ainda não encontramos medidas efetivas sobre sistemas caóticos em plasmas espaci

ais, apesar de sabermos que é bem provável estes fenômenos neste espaço. Em [55] são 

mostrados os resultados e discussões sobre o movimento de uma partícula viajando na 

cauda magnética terrestre. Foi considerada a possível influência da dinâmica da partícula 

na dinâmica do plasma. Se a cauda magnética, inicialmente em equilíbrio térmico, for 

sujeita a mudanças devido às condições externas, por exemplo, as condições do campo 

magnético interplanetário (IMF), a magnetopausa, etc., então, a discussão acima sugere 

que o plasma da cauda magnética pode desenvolver aspectos não-Maxwellianos que podem 

provocar um forte aumento na instabilidade. Este processo pode se manifestar através 

de rápidas reconexões seguindo às mudanças das condições na IMF. Isto acarreta uma 

distribuição de partículas não-trivial, devido à dinâmica muito complicada do movimento 

da partícula. 
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Capítulo 4. Outros modelos de plasma 

Apresentaremos aqui modelos de multi-fluido. No caso seria a aplicação em plasmas com 

grãos de poeira carregados e plasmas contendo dois tipos de íons. 

4.1 Sistemas de plasmas de poeira 

Baseados no modelo apresentado nos capítulos anteriores, desenvolvemos também, o es

tudo de plasmas que portam grãos de poeira carregados. 

As propriedades das ondas eletrostáticas e eletromagnéticas de baixa freqüência são 

analisadas. Utilizamos o modelo de plasma de multi-fluido com os grãos de poeira car

regados, onde B 0 (x)z é o campo magnético no equilíbrio. Há gradientes de densidade 

e de velocidade no equilíbrio, (8n10 /8x e 8v10 /8x, respectivamente). Aqui j = e para 

elétrons, i para os íons e d para os grãos. 

A condição de neutralidade no equilíbrio pode ser expresso por 

(96) 

onde ZdiJ representa o número de cargas elétricas aderidas aos grãos. Os grãos de poeira são 

considerados cargas pontuais e seus tamanhos e os espaços entre grãos são muito menores 

do que os comprimentos de escala característicos do plasma. Além disso o número de 

grãos situados na esfera de Debye é significativo, de forma que podemos considerar um 

comportamento coletivo para esses grãos de poeira. Na presença de ondas de baixa 

freqüência, adotamos a aproximação de velocidade de deriva para os elétrons e os íons 

(l8el « Wci = eBo/mic), ou seja, 

(97) 

e 

Vi ~ VEB + Vip + VioB 1./ Bo , (98) 

Para os nossos propósitos, adotamos a equação de conservação de carga, 

8e(n.- ni) + Ve,d(ne- neo)- vi,d(ni- nw) +V'· (n.v.- nivi) =O, (99) 

a equação de Poisson, 

(100) 
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e a componente paralela da equação de momento dos elétrons, 

(Bt + lle + VeoBz +v •. V')v •• = -(e/m.) [E.+~ (v. X B.L). z] , (101) 

onde v. é a freqüência de colisão dos elétrons. Na equação (99) nós incluimos os termos das 

partículas do plasma que compensam as suas perdas devido à recombinação na superfície 

dos grãos [56]. As freqüências efetivas de colisão para as distribuições Maxwellianas das 

partículas são lle,d = ll;,d(1 + P) = llchP(T + ry)/ry(1 + T + ry), onde P = ndoZdo/n.o, T = 

T./T;, T) = Zdoe2 faT., e llch = w;;a (1 + T + T) ) / Vti .J2if. Aqui a é o tamanho 

do grão, Wp; a freqüência de plasma dos íons, Vt; a velocidade térmica dos íons e T.(T;) a 

temperatura dos elétrons (íons). Para P ~ 1, temos lle,d ~ v;,d = 110 • 

A relação de dispersão geral para as ondas eletromagnéticas é 

[ 
. k;c?(k.v;o- iv;)] [ . v.k;À~ ] 

w- w,. + tllo - 2 (k2 k2 2 / 2 ) (w- k,v.0 ) + t ( ) 
VA + .,C VA 1 + k2Ã2 

• Y e 

= [k2v2 + 47rckyk,cBx(J.;/ Bo)] (1 + k · Svofk,) (102) 
• A (k 2 +k~c2fv~) (1+k~À~) ' 

onde w,. = 47reckyB.,(Zdondo/ Bo)/(P + k;c2 fv~) é a freqüência da célula convectiva dos 

grãos, v A(= cwcdwpi) a velocidade de Alfvén e k2 = k; + k~. 

A solução geral para as equações não-lineares, considerando o mesmo método adotado 

na capítulo 3 (~ = y + IZ- ut), é 

u;.a{ V'}. 1/! - uAI/! - (c/ Bo)J( 1/!, V'}. 1/!) - (v~/ c)! [ {V'}. 

- ~ Bx(J.JBo) }a{Az + (1/JBo)J(A., V'}. A,)] =O, (103) 

e 

onde Ud = -47recw;.a.,(Zdondo/ Bo)fw;, , J(f, g) = (Bxf a{g- Bxg Bd ) é o Jacobiano, 

lo= 1 + (Bxveo)/wce e Uj• = u -IVjo· 

Seguindo as deduções do capítulo 3, chegamos às seguintes equações para os diversos 

tipos de vórtices: 

(105) 
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Quando udu •• -4?r"'foviôx(J.;jcBo)JI( u;.u •• -"Y"Yovi) > O, a equação (105) admite soluções 

para o vórtice dipolar e também para a cadeia de vórtices. A cadeia de 

aparece para a seguinte condição: ud = (47r"'fovifcu •• )ôe(J.;/B0 ). Assim, 

"dust-vórtices" 

ôeY'l</>- cvB J(</>, V'i</l) = 0. 
Ui* O 

(106) 

Para v > O, a equação (106) é satisfeita por 

...,2 "' _ 4</loK
2 

[ 2 ("' u;.Bo ) ] v .L'+'- exp -- '+'- --x 
a~ </>o J.LC ' 

(107) 

onde </lo, K and a0 são parãmetros constantes. Uma possível solução para a equacão acima 

é 

u;.Bo [ ( ) ( 1 ) ] 4> = ---;;;-x +</lo ln 2 cosh Kx + 2 1- a~ cos (KÇ) . (108) 

Esta equação representa uma cadeia de vórtices, semelhante à Fig. 10. Ela só é válida 

quando a0 
2 > 1. 

Uma outra aplicação para esse modelo seria a possibilidade da existência de órbitas 

caóticas. Seguimos Lorenz [40] e Stenflo [41] e desenvolvemos um conjunto de equações 

que representam uma análise de um comportamento temporal de movimentos caóticos, 

envolvendo interações entre ondas eletromagnéticas não-lineares bi-dimensionais de baixa 

freqüência em um meio dissipativo. 

Como já conhecido de capítulos anteriores, adotamos a seguinte relação: 

(109) 

e 

(llO) 

onde Kx e Ky são parâmetros constantes. </>1. A 1 e A2 representam as amplitudes que 

são em função do tempo somente. Apesar da diferença entre os sistemas de plasma 

apresentados aqui e no capítulo 3, adotamos métodos análogos de derivação das equações. 

Considerando que Ôxln(Zvondo) = ÔxlnBo, obtemos 

· K (K2 - 4K2) 
</>1 = -ao</>1 + 011 K~A1- a2KxKy K 2 x A1A2 

ryK
2 

ó1Ky cKxKy [ 12K;A~ ] 
A!= l+K2,\~A~-l+K2,\~4>1+ Bo l-l+K2,\~ A24>1 

· cKxKy ryK; ( ) 
A2 = 2Bo </>1A1- 41 + 4 KiA~A2, lll 
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onde ao= ZJo +v;, a 1 = 41rv3,.(BJ.;f8x)/Boc2, a2 = v3,_jc2, TI= v.À~, é a resistividade do 

plasma, <51 = c(Bv.0 /8x)/wce e <52 = cB0 . A derivada temporal é definida com um ponto 

sobre rP1, A1 and A2. 

Após uma apropriada normalização, chegamos a 

(112) 

que descreve o acoplamento linear entre as várias amplitudes. Aqui, c5 = a0b;!TJK2, 

s = -aÕa2(K2- 4K;)b;K2 B 0 /ca~K;(b; -12K;À~), r= -a1ó1K; /TJK4
, b = 4K;b;/(1 + 

4K;À~)K 2 , com K 2 = K; + K; e T = t/t0 ; onde to = ryK2 /b: e b; = 1 + K 2 À~. 

Se s = O, (112) obedece à seguinte normalização: 

vf2ryK2 Bo 
rP1 = a1X = X, 

cKxKyJb:(b:- 12K;À~)] 

e 

A2 = a3Z = -aoryK4 Bo Z. 
[ca1KxK;(b:- 12K;À~)] 

X0 = ±[b(r- 2 + sr2 /<5) + J(r- 2 + sr2 /<5) 2 + 4(r- 1))/2]112
, Y0 = rbX0 /(b + XJ) e 

Z0 = X0 Y0 /b são os pontos de equilíbrio para a equação (112). 

Para s = O, notamos que quando lrl > 1, os pontos fixos de equilíbrio [X0 = Yo = 

±Yb(lrl - 1)112 , e Zo = lrl - 1] são instáveis, resultando em movimentos de células 

convectivas. A instabilidade linear deve saturar pela atração a um desses novos estados 

fixos. 

Assim, comprovamos a possibilidade de estruturas caóticas para sistemas de plasmas 

que portam grãos de poeira carregados. 

4.2 Ondas de Alfvén dispersivas lineares e não-lineares em plas
mas de dois íons 

Aqui, derivamos, via o modelo de multi-fluido, um conjunto de equações não-lineares 

acopladas para as ondas de Alfvén dipersivas, (DAW), em magnetoplasmas não uniformes 
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com duas espécies de íon. Consideramos que a freqüência das DAW localiza-se entre as 

freqüências de giro dos dois íons. 

Novamente, Bo(x)z é o campo magnético no equilíbrio. Há gradientes de densidade 

e de velocidade no equilíbrio, (8njo/8x e avjo/8x, respectivamente). Aqui j = e para 

elétrons, i para os íons. 

No equilíbrio, a divergência da densidade de corrente do plasma é zero e a condição 

de neutralidade de carga leva a 

Z z z zh h neo = iniO + i niO, (113) 

onde l(h) representa os componentes dos íons mais leves(pesados) e Z;, a carga do íon. 

Consideramos que a freqüência das DAW é muito menor do que a giro-freqüência dos 

íons mais leves (!lct = ZleB0 /m\c). 

Adotamos para esse sistema as velocidades de deriva para os elétrons, 

(114) 

e para os íons 

(115) 

Após obtermos as equações não-lineares gerais, considerando a equação de continuidade 

para os elétrons e íons, a equação de momento do componente paralelo dos elétrons e, 

também, da condição de conservação de densidade de corrente total, (V'· J = 0), levanta

mos a equação geral para a relação de dispersão, isto é, 

(116) 

onde 

sendo Wph e Wpl a freqüência do plasma dos íons mais pesados e mais leves, respectivamente. 

Além disso, definimos J~ = 8Jo/8x, r;,;= (8nf0 /8x) /nf0 , S = (av.o/8x) /Slce = v:o/Slce, 
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nce é a freqüência de giro dos elétrons, !1ct(f1ch) a freqüência de giro dos íons mais 

leves(pesados) e o parâmetro de cisalhamento dos elétrons é Svo = (z x Vv.o) fwce· 

Para as soluções não-lineares podemos encontrar vários tipos de vórtices. Só para 

exemplificar discutiremos uma destas possíveis soluções. Fazemos estas considerações: 

a,n;o =o, l8tl «: nch, CWceiV}A.a.l «: w;.lz X V<f;. VI e a~«: V}.. 
Fazendo uso das definições e métodos anteriores, chegamos a 

(117) 

onde fl-s = (1- 2aUau2
) / (1- c2aaofau2

). 

A equação (117) é satisfeita por 

n2 _. _ 4</J,K; [ 2 (-1. uBo )] v.l'l'- 2 exp -- '1'---x , 
a, <f;, Jl-sC 

(118) 

onde <f;., K, e a, são constantes arbitrárias. A solução para (118) é 

<f; = uBo x + <Ps ln [2 cosh(K,x) + 2 (1- 1
2 ) cos(K,Ç)] , 

~c ~ 

(119) 

que representa uma cadeia de. vórtices, já discutida em detalhes no capítulo 3, quando 

a~> 1. 
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4.3 Perfis de equilíbrio de um plasma de poeira não-linear 

Nós consideramos a geração e manutenção de campos magnéticos em plasmas com grãos 

carregados. Quando o gradiente de pressão dos íons e o gradiente de densidade dos grãos 

de poeira não são paralelos entre si, nós temos a possibilidade da geração de campos 

magnéticos espontâneos neste tipo de plasma. Mostramos as equações correspondentes. 

Após a constatação deste fenômeno, discutimos uma classe de perfis de equilíbrio auto

consistentes, não só considerando o perfil do campo magnético criado, bem como os perfis 

do número de densidade, do potencial elétrico e das correntes do plasma não-linear em 

estudo. Para entendermos este assunto aplicamos o modelo Hamiltoniano e do centro 

de guia ( "guiding center") para as partículas de plasma e, assim, construimos as devidas 

funções de distribuição. Estas funções nos habilitam ao cálculo da densidade de número 

do plasma e das densidades de corrente. A condição de quase-neutralidade e a lei de 

Ampere são introduzidas para deduzir no equilíbrio a densidade, o potencial e o campo 

magnético gerado. A importância da nossa investigação para plasmas de laboratório e 

espaciais é discutida. 

Consideremos um plasma de multi-componentes formado por elétrons, íons e grãos de 

poeira. No estado de equilíbrio temos nw = neo + Zdndo, onde n;o é a densidade de múero 

não perturbado das partículas de espécie j (j é e para os elétrons, i para os íons e d para 

os grãos de poeira) e Zd é o número de cargas agregadas nos grãos. Quando a maioria dos 

elétrons está acoplada aos grãos, podemos dizer que há um esvaziamento completo dos 

elétrons de fundo do plasma, levando à condição de quase-neutralidade geral n;o ~ ZdndO· 

Em uma situação dessas, o "dusty" plasma pode ser considerado como um sistema de 

dois componentes. 

Seguindo a lei de Faraday, o campo magnético B em um plasma pode ser gerado 

quando o rotacional do campo elétrico é relevante. Logo a equação determina a evolução 

do campo magnético. 

a,B =-v x E, (120} 

onde o campo elétrico devido à separação de cargas da equação de momento dos íons 

V'p· m· 
E= --' -v; x B + -' d,v; , (121) 

eni e 

onde p; = n;T; é a pressão iônica, n; e T; são a densidade de número e a temperatura do 
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íon, respectivamente. A velocidade do fluido iônico é v;, que é obtida da lei de Ampere 

n;v; = Zdndvd + (1/ef.J-o)'V x B, onde vd é a velocidade de fluido dos grãos. Por isso, de 

(120) e (121) temos 

â, (1- >.~V 2 ) B =- z; 2 'Vp; X 'V(Zdnd) +'V X (vd X B) 
e dnd 

+-'V X V; X 'V X Vd- -' 'V2B + __ d'V X [('V X B) X B] , m; ( e>.
2 

) eZd>.2 

e mi md 
(122) 

onde >.d = cfwpd é a profundidade de penetração do grão, Wpd = (ZJe2nd/mdEo)112 a 

freqüência de plasma do grão, c a velocidade da luz e .À; a profundidade de penetração 

dos íons. O primeiro termo do lado direito de (122) é o vetor baroclínico para o plasma 

com os grãos de poeira, que é a fonte para a geração do campo magnético e permanece 

atuante quando o gradiente de pressão dos íons e o gradiente de Zdnd não são paralelos 

entre si. O segundo termo é um tipo de efeito Hall (dínamo) que implica na vorticidade 

dos grãos. O terceiro e quarto termo são acoplamentos não-lineares entre a vortidade dos 

grãos e o fluxo J x B com os dos íons, bem como o rotacional de J x B onde J é a corrente 

do plasma. O dínamo e os termos não-lineares são importantes na evolução dos campos 

magnéticos espontâneos. Seguindo [57], apresentamos uma classe de perfis de equilíbrio, 

considerando a dinâmica não-linear. 

Considerando que o movimento das partículas dentro dos campos magnéticos seja 

governado pela Hamiltoniana 

Hd= 2 ~d [(~ +ZdeAr +p~] -Zder/J, (123) 

onde md é a massa do grão, A é a componente IJ do potencial vetorial, r/J o potencial 

escalar e o momento angular canônico é dado por 

(124) 

e PR= mdR, sendo R e IJ as coordenadas radial e azimutal na configuração cilíndrica. 

A função de distribuição dos grãos !d (p8, PR, IJ, R) = !d (H, pg) é 

(125) 

onde Td é a temperatura do grão e ad uma constante. 
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Agora podemos calcular a densidade e a corrente dos grãos de uma forma direta, isto 

é, nd(R) e a componente() da densidade de corrente Jd(R). 

(126) 

(127) 

Para os íons consideramos que o seu raio de Larmor é muito menor do que a escala do 

sistema e, portanto, podemos adotar 

H; = J.LWci + er/J , (128) 

onde 1.1. (= mivif2wci) é o momento magnético. As variáveis canônicas são como /.1., () = 

J wcidt, R, e e. Para os íons R e() correspondem às coordenadas do centro de guia e H 

e R são considerados constantes de movimento. A função de distribuição é da forma 

n;owci [ 1 ] fi (1.1., (),R, 8) =fi (H;, R) = 
2

7rT; exp - T; (!.l.wci + er/J) + g (R) (129) 

aqui g(R) atua na função para R. 

É fácil agora determinar a densidade de número, de corrente e de magnetização dos 

íons. Assim temos, respectivamente 

(130) 

(131) 

e 

e1.1.o d j 
/.l.oJm = mi dR !.l.fid/.l.d() 

= _ w~d _1_ ( Ti dlnwci + _.!.._ drP _ T; 'T}detdR ) exp [- erjJ + g (R)] . (132) 
c? Wcd Zde dR zd dR Zde (1 + CidR2 ) Ti 

O primeiro e segundo termo do lado direito de (132) correspondem à derivas V'B e Ex 

B, respectivamente. Utilizamos RiJ = (BH/BR) jeB e a condição de quase-neutralidade 

para o plasma de dois componentes. 
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A lei de Ampere em termos do potencial vetor em coordenadas cilíndricas é 

(133) 

onde J, = J; + Jd + Jm. 

O campo magnético é dado por 

1 d 
R dr (RA) = B. (134) 

No momento em que um vórtice aparece a força centrífuga do grão deve ser balanceada 

pelo gradiente de pressão. O campo magnético auto-gerado deve ser nulo quando R -+ oo. 

O valor da densidade no centro do vórtice é bem baixo e aumenta, saturando em um valor 

próximo do seu valor no equilíbrio em R-+ oo. Quando IBioo -+O, A deve ser limitado. 

Aplicando a condição de quase-neutralidade e o potencial I.Pioo -+ Td/[(2Zde) ln (1 + 
adR2 )], nós rapidamente obtemos 

onde T/d = Td/(ZlT;). Logo, a densidade e o potencial são 

[ 
T/d adZâe2 R2 A2 

] 
Zdnd = n; = no exp - 1 + TJd 2mdTd (1 + adR2 ) ' 

(135) 

e 

e.P TJd I (1 R2) TJd [ adZJe
2 
R

2 
A

2 
] - - - n + ad + ..,....-'::...._ 

T; - 2 1 + T/d 2mdTd (1 + adR2 ) • 
(136) 

Substituindo (127), (131) e (132) em (133), obtemos 

~A 1 dA A 
dR2 +R dR- R2 = 

w~d 1 ( Td R RA) [ ( adZJe
2
R

2
A

2 
)] - ad - exp -rd 

c2 1 + adR2 wcdZJe 2mdTd (1 + adR2 ) · 
(137) 

onde rd = TJd/(TJd + 1). 

Achamos conveniente definir r = Rwpd/../2c, Ao = J[(1 + TJd)/TJd]2mdTd/Zde, ao = 

2c2ad/w:d e introduzir os símbolos A* =A/Ao, Ad = Wpd/(wcdcZd)JTJdTd/[2md(1 + TJd)], 

Ç = r 2 , and u =r A*, de tal forma que a equação (137) pode ser expressada por 

~u ao [ 
4dÇ2 = 1+aoÇ(u-Ad)exp (138) 
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Desprezando o lado esquerdo de (138), o valor assintótico da solução do vórtice de 

(138) é Ad· Assim, o potencial vetar torna-se constante e a densidade 

n00 = noexp [ ( T/d )] . 
2 1 + T/d 

(139) 

Nós integramos a equação (138) de fora para dentro na escala logarítmica de log~ = 10. 

Escolhendo valores típicos para o plasma espacial, temos nd f'::: 5 x 104 cm-3 , o tamanho do 

grão de 1 micron, Zd"' 1000, a densidade de massa é 1 g/cm3 , md "' w-14 g, Td "' 300 K, 

T; "' 0.2 eV. A Fig. 14 exibe o perfil do campo magnético em função de R. Na Fig. 15 

são mostradas os perfis normalizados da densidade de corrente Jd, o potencial escalar rp, 

a densidade de íons n e o potencial vetaria! vezes raio r A. 

10r---------------------------------~ 

8 

4 

2 

04-----~~--~--~~~~~~~ 
3 5 1 10 15 R[km~o 

Fig. 14. O perfil do campo magnético auto gerado por grãos de 
poeira carregados no plasma. O valor do campo na região central é 
da ordem de 7, 5 mG e o raio do perfil é da ordem de 7 km. 
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Fig. 15. A variação da densidade de corrente total normalizada, Jd, 
o potencial escalar cp, a densidade dos íons n e o potencial vetorial 
vezes raio u = RA em função do raio R. A escala de u é diference 
para as outras quantidades; ela começa com -1 no ponto R = 3 e 
termina com O no ponto R= 20. 

Nossos resultados podem ser úteis para o entendimento do equilíbrio de sistemas de 

plasma no espaço intersideral com poeira carregados. Com parâmetros diferentes esta 

teoria pode ser aplicada a plasmas produzidos por laser intenso. 
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Capítulo 5. Conclusões 

Nesta tese são investigadas as propriedades lineares e não-lineares das ondas eletro

magnéticas de baixa-freqüência em um sistema de plasma magnetizado e dissipativo na 

presença de densidade de fluxo não uniforme. Estas propriedades são analisadas utilizan

do o modelo de fluidos. Estuda-se plasmas de dois fluidos, plasmas que portam dois tipos 

diferentes de íons e plasmas de poeira ( "dusty plasmas"). 

No modelo de dois fluidos mostra-se que flutuações eletrostáticas e eletromagnéticas 

que crescem rapidamente e que cobrem todo o espectro de freqüências (de comprimen

tos de onda longos e comprimentos de onda curtos em relação ao raio de giro dos íons) 

são excitados por fluxos de plasma de cisalhamento. No regime linear e no não-linear 

derivam-se ondas eletron-acústicas que se acoplam com outros modos de ondas, como, 

por exemplo, as ondas de Alfvén dispersivas. O acoplamento não-linear de ondas eletro

magnéticas podem levar a um magnetoplasma não uniforme e com presença de fluxos de 

cisalhamento a vários tipos de vórtices. As condições explícitas para a existência destes 

diferentes tipos de vórtices são obtidas. Assim, pode-se justificar o acúmulo localizado 

de energias livres, que são observados tanto em plasmas espaciais como em plasmas de 

laboratório. É possível descrever estruturas caóticas, devido aos efeitos dissipativos con

tidos nas equações dinâmicas não-lineares. Estas equações em um sistema de equações 

de Lorenz-Stenflo. Atualmente, enfatiza-se os estudos de trajetórias caóticas próximas 

às paredes do tokamak, onde há um aumento de entropia, que causa um movimento to

talmente irregular das partículas nesta região do tokamak. Também aplica-se esta teoria 

na astrofísica e física espacial, como na cauda magnética terrestre que pode ser pertur

bada, devido aos fatores externos, como o campo magnético interplanetário (IMF) e a 

magnetopausa. Estas perturbações podem ser tão fortes que provocam aspectos não

Maxwellianos no sistema, ocasionando uma dinâmica complicada, que resulta em uma 

distribuição não-trivial de partículas. Uma das consequências é o aparecimento de re

conexões rápidas, seguindo às mudanças das condições de IMF. 

No modelo de plasma de dois-íons, percebe-se a forte influência das flutuações de estru

turas de Alfvén. A nossa investigação esclarece alguns fenômenos ionosféricos. Sugere-se 

a presença marcante de vários tipos de vórtices com características Alfvénicas na Aurora 

Boreal, como vórtices dipolares e cadeias de vórtices, de acordo com as inúmeras medidas 
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observacionais já realizadas nesta região. 

É estudada, também, a possibilidade de haver estruturas não-lineares vorticosas ou 

caóticas em plasmas de poeira. Os modos lineares instáveis saturam-se devido ao modo 

de acoplamento, formando estruturas coerentes não-lineares em magnetoplasmas não dis

sipativos. As estruturas coerentes consistem de vórtices di polares e de cadeias de vórtices. 

As não-linearidades vetoriais associadas com a deriva de polarização dos íons e do acopla

mento entre o fluxo eletrônico paralelo com as linhas do campo magnético causam estas 

estruturas não-lineares. Se for considerado o efeito dissipativo, mais uma vez podemos 

aproxímar a dinâmica às estruturas caóticas. 

A presença do fluxo de cisalhamento em sistemas de plasma é crucial para a formação 

de vórtices localizados de diversos tamanhos. 

Há pouca referência sobre as condições de equilíbrio necessárias à exístência de vórtices. 

Sob esta perspectiva, são levantados os perfis de equilíbrio de um sistema não-linear de um 

plasma de poeira. Nota-se que gradientes de densidade e de temperatura não-paralelos 

podem gerar campos magnéticos espontâneos em um plasma de poeira. A manutenção 

desses campos magnéticos depende diretamente da existência das vorticidades. Para 

entender este fenômeno são levantados os perfis de equilíbrio da densidade de número, 

das correntes do sistema de plasma de poeira e do campo magnético. É discutida a 

importância deste tema para laboratórios de plasma de poeira de baixa temperatura e, 

também, para plasmas espaciais. 

A nossa teoria tem aplicações para as estruturas não-lineares que são observadas por 

diversos foguetes e satélites na magnetosfera e ionosfera terrestre e por diversos plasmas 

em laboratórios de baixa temperatura. 
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Apêndice A. Vórtices. Introdução 

Diferentes formas de estruturas coerentes, como vórtices dipolar e monopolar, bem como 

cadeias de vórtices originados da auto-organização de plasmas espaciais e de fusão têm 

atraido a atenção dos físicos nos últimos 20 anos. Estas estruturas coerentes podem apare

cer em sistemas não-lineares, tais como em vários processos de aquecimento de plasmas, 

com pertubações de baixa freqüência, no desenvolvimento de diferentes tipos de insta

bilidades, etc. Uma vez que eles podem efetivamente carregar partículas, investigações 

de vórtices podem ser de grande importância em problemas de transporte de partículas 

em plasmas de fusão. Sabe-se que em plasmas com gradientes de densidades e/ou tem

peraturas, modos eletromagnéticos podem existir, localizados junto à uma profundidade 

de penetração em sistemas não-colisionais ( "collisionless skin depth"). Eles fornecem a 

auto-geração de um campo magnético localizado [47]. 

Os vórtices dipolares são uma classe especial de soluções estacionárias de um certo 

tipo de equações diferenciais parciais freqüentemente encontradas no estudo da dinâmica 

da atmosfera planetária, oceanografia, fluidos girantes em laboratórios experimentais e no 

fenômeno de ondas não-lineares em plasmas confinados magneticamente [19]. Fisicamente, 

estes vórtices aparecem quando a velocidade do movimento de fluido associada com as 

ondas tornam-se localmente maiores do que a velocidade de fase da onda, devido a efeitos 

não-lineares, causando um curvamento da frente de onda e, eventualmente, levando a uma 

estrutura de frente de onda bi-dimensional. 

Historicamente, foi Charney [58] que derivou uma equação diferencial parcial não

linear para os vórtices de "Rossby", (RV), em um fluido girante. Esta equação, que é 

similar a de Hasegawa-Mima, (HM), também possui a propriedade de não apresentar 

uma analogia uni-dimensional. Ela contém uma não-linearidade na forma de um produto 

vetaria! bi-dimensional (Jacobiano), 

[F, GJ = J(F, G) = z x v> F. v>G = a,FayG- ByFa.c (140) 

onde as funções genéricas F e G situam-se no plano (x,y). 

A solução da equação de Charney foi resolvida só mais tarde por Larichev & Reznik 

[59] que, em seu trabalho pioneiro, descobriram uma técnica para solucionar a equação 

de Charney e acharam vórtices dipolares como soluções estacionárias. 
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Invocando a similaridade entre as equações de Charney e HM, Taniuti & Hasegawa 

[60] construiram as soluções de vórtice dipolar em simulações numéricas em plasma não 

uniformes magnetizados para ondas de deriva não-lineares. Desde então, um grande 

número de artigos, apresentando soluções de vórtices dipolares para vários modos em 

plasmas confinados magneticamente têm sido publicados. 

A turbulência devido a vórtices está despontando como um novo conceito na física 

não-linear. Portanto, precisamos entender as propriedades dessas entidades não-lineares 

que estão fascinando a ciência da física moderna. 

A.l Ondas de "Rossby" 

Mostraremos aqui a derivação da equação das ondas de Rossby e a sua solução. Chamamos 

a atenção que este é um dos modelos básicos dentro da teoria de vórtice. Entretanto, 

geralmente, os outros tipos, como vórtice de deriva ("drift-vórtice"), vórtice monopolar, 

cadeias de vórtice, apresentam um mecanismo de solução similar. 

Para a turbulência da onda de Rossby, consideremos o movimento da atmosfera de 

um planeta girante. O campo de velocidades bi-dimensionais v(x, y, t) de uma atmosfera 

girante no plano horizontal (x, y), cuja escala é muito menor do que a do comprimento 

de onda, obedece a equação de movimento 

(â,+v· 'V)v = -g'ilH + fv x z, (141) 

onde g é a constante gravitacional, H é a escala de comprimento da altura da atmosfera 

na direção vertical ( z), f ( x) é o parâmetro de coriolis ( = 2w0 sin O, w0 sendo a freqüência 

angular de rotação e O o ângulo latitudinal) que varia em relação a direção x (norte-sul). 

'V H aparece em (141) devido ao balanço quase-estático entre a gravidade e o gradiente 

vertical da pressão. A quantidade H também representa a densidade de superfície da 

atmosfera sob condições isotérmicas; portanto ela obedece a equação de continuidade. 

â,H +'V· (H v)= O. (142) 

Notando a semelhança estrutural entre (141) e o balanço de momento da partícula 

em um plasma frio magnetizado, podemos resolver (141) para v. Fazendo H= H 0 +h, 

onde H 0 é a profundidade média da atmosfera e h é a perturbação da escala de altura. 
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Se (!) at « 1, nós definimos de (141) 

v= E.z x v x h- .!!....(a1 + E.z x V h. V) V h 
f F f ' 

(143) 

onde < f > ( ~ w0 ) é o valor local do parâmetro de coriolis a latitude média, onde () = 30°. 

Por outro lado, (142) torna-se 

ath+Ho\7 ·v+v · Y'(Ho +h)= O, 

Eliminando v de (143) em (144), obtemos 

81(1- p~\7 2 )h + v*ayh- g~Ho 
3 

J(h, V' h) =O, 
< > 

(144) 

(145) 

onde v*= -gHo(dxlnHo/ < f >)e Po = (gHo) 112 j < f >são a velocidade e o raio 

de Rossby, respectivamente. A equação (145) é a equação de Charney [58]. Desconsi

derando o termo não-linear e expressando h em termos da amplitude de Fourier, h(x, y, t)+ 

hk exp( ik ·r- iwt) +c. c., obtemos a relação de dispersão para as ondas de Rossby como 

k v* 
W = .,..-..!!.Y.,-:c-~ 

1 +ki~. (146) 

A equação (146) mostra-nos que as ondas de Rossby se propagam na direção y (longitu

dinal). 

Agora consideremos um exemplo de um sistema de plasma magnetizado portando 

ondas de deriva, na presença de uma não-homogeneidade de densidade \7n0 (x) e com 

temperatura constante. Nosso modelo de equações não-lineares será 

a ( 2 2 ) ·a 2 c ( z ) r. a 
t Ps \7 .L r/J + Ve yr/J- p,-B J r/J, \7 .Lr/J +- zViz =O, 

o e 
(147) 

[at + Bc z x V rjJ · V'] v;. = - .!_a.rjJ , 
o m; 

(148) 

onde v; = -O;p;Kn, ~ = cT. (x) feB0 e Kn = dx ln n0(x). Desprezando o movimento 

paralelo de íons, nós imediatamente percebemos características familiares entre (144) e a 

equação HM (147) com v;z =O. Entretanto, a equação HM governa a dinâmica das ondas 

de deriva não-lineares em um plasma magnetizado não-uniforme. 

Em seguida, apresentamos as soluções quase-estacionárias do nosso sistema acoplado 

(147) e (148) que governa os modos acústicos de deriva não-lineares no plasma. Procu

ramos por frentes de onda, considerando que as variáveis rjJ e v;. são funções somente de 
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x e Ç = y + az- ut. Aqui, a eu são constantes. No espaço estacionário Ç, (147) e (148) 

podem ser escritos como 

(149) 

c ae 
[Be- -B [c/>,v;.]v;. = --Bec/>, 

u o m;u 
(150) 

onde V' J. = ( Bx, Be) e definimos 

(151) 

Facilmente notamos que v;. = (ae/m;u)c/> é uma solução exata para (150). Então, a 

equação (149) torna-se 

(152) 

onde 

(153) 

Note que no limite a-tO, (152) transforma-se exatamente em (145). Assim, as soluções 

para as ondas de deriva e de Rossby são idênticas. Além do mais (152) é uma equação 

diferencial parcial não-linear complicada. Até hoje não existe uma solução analítica bem 

comportada (localizada) para (152). Entretanto, é utilizada a seguinte expressão 

(154) 

que foi estabelecida por Larichev & Reznik [59]. Eles resolveram (152) argumentando que 

as constantes C1 e C2 interagem entre si segundo a seguinte relação 

c 
C1 -A+ -C2 = O . 

uBo 
(155) 

Assim, impondo as condições de contorno apropriadas para as perturbações localiza

das, no caso cl e c2, podemos, finalmente, solucionar (152). 

Seguindo Larichev & Reznik, conseguimos obter soluções analíticas bem comportadas. 

Introduzindo as coordenadas polares r = (x2 + Ç2) 112 e () = arctan(Ç/x), e dividindo o 
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plano (r,(}) em duas regiões: uma externa r > R e uma interna r < R; R significa os 

valores da estrutura localizada. 

Impondo as condições de contorno 

rjJ(r, (}) -+O, r -+ oo 

rjJ(r, (}) -+regular, r =O 

então, (154) pode ser dividida em duas regiões como 

V~ rjJ(r, (}) - C~rjJ(r, (}) = O , r > R 

V}.rjJ(r,B)- Cicf>(r,B)- C~rcosB =O, r< R 

(156) 

(157) 

(158) 

onde os superescritos 'O' e 'i' denotam as regiões externas e internas e o Laplaciano na 

configuração cilíndrica é escrito como Vi = r-1ar(r8r) + r- 2a;_ Para existir soluções 

localizadas na região externa, precisamos que cg =O. Assim, (154) é 

Co-A=a2 1- - . (159) 

Por outro lado, dizendo que Ci = -bn2 já é conhecido (mais tarde isso tornar-se-á óbvio), 

de (154) encontramos 

(160) 

As soluções do vórtice dipolar de (157) e (158) podem ter a forma 

rjJ(r, (}) = rjJ(r) cos(}. (161) 

Inserindo (161) em (157) e (158), obtemos 

1 1 
-8r(r8rr/J)- ( 2 + a2 )rjJ =O, r> R, 
r r 

1 1 2 . 
-8r(r8rr/J)- h- b ) - qr =O, r <R, 
r r 

(162) 

que são as equações de Bessel. As soluções espaciais para (162) são, respectivamente 

obtidas por Larichev & Reznik [59] 

(163) 
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. . c~ 
<P'(r) = A'J1 (br) + fjir, (164) 

onde J1 e K 1 são as funções de Bessel e a modificada de Bessel de primeira ordem, 

respectivamente, e A0 e Ai são as constantes que são determinadas pelo casamento das 

soluções internas e externas e suas derivadas na interface do vórtice r = R. Por exemplo, 

a continuidade de <P e \72 </J em r = R dá, respectivamente 

o . q 
A Kt(aR) = A'J1(bR) + fjiR, (165) 

(166) 

Usando (163), podemos eliminar </1° de (166), obtendo 

Ao= qR . 
(a2 + b2)Kt(aR) 

(167) 

Substituindo A0 de (167) em (165) temos 

Ai= (168) 

Finalmente, a continuidade de 8r<P em r = R leva a 

(169) 

onde o primo denota a primeira derivada em relação a R. Substituindo os valores de A0 

e Ai de (167) e 168) em (169), temos 

K2(aR) 
-

aRKt(aR) 
(170) 

onde usamos a seguinte fórmula recursiva 

K;(aR) = -K2(aR) + (aR)-1K1 (aR), 

e J; (bR) = -J2(aR) + (bR)-1 lt(bR) , 

aqui h e K2 são as funções de Bessel e a modificada de Bessel de segunda ordem, respec

tivamente. Note que para um dado valor de aR, (170) determina bR. Não há soluções 

para (170) com b puramente imaginário, neste caso (170) fica 

I2(1biR) 
JbJRJt(lbJR) ' 
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aqui o sinal do lado esquerdo de (171) é positivo, enquanto que do lado direito é negativo. 

Entretanto para cada aR há um conjunto infinito de raizes discretas Rbn (aR) satisfazendo 

(171). 

Quando aR é grande (aR -+ oo), a formação assintótica da função de primeira ordem 

K1 é 

(172) 

Devido às soluções localizadas precisamos impor a > O. Para os vórtices acústicos de 

deriva, ternos 

(173) 

Para ondas de Rossby ou de deriva ("drift"), colocamos a-+ O e (173) é substituida por 

u(u- v;) >O. (174) 

Em um plasma uniforme, os vórtices iônicos acústicos aparecem sob a seguinte con

dição 

(175) 

De (173) a (175) deduzimos que os vórtices dipolares têm urna velocidade oposta à 

velocidade de fase dos modos lineares. 
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Apêndice B. Síntese sobre caos ou teoria da com
plexidade 

Caos é umas das mais recentes teorias. Esta ciência consegue ser aplicada a todas as áreas 

científicas e pode moldar o perfil da ciência no futuro. 

Qualquer sistema que se desenvolve no tempo de uma forma não-trivial pode ser 

considerado um sistema dinâmico não-linear. A teoria da dinâmica não-linear considera, 

também, os efeitos que contêem não-linearidades. Discutiremos isso mais vêzes no decorrer 

deste tema. 

Uma definição precisa de caos ainda estar por vir. Mas quase todos concordam que caos 

tem um comportamento aperiódico de longo-termo em um sistema pseudo-determinístico 

que exibe dependência sensitiva sobre as condições iniciais. Basicamente um comporta

mento aperiódico de longo-termo significa que não podemos definir pontos fixos, órbitas 

periódicas ou quase-periódicas quando t -+ oo. Determinístico significa que o sistema não 

aceita entradas ou parâmentros randômicos, apesar de que considerar um caos puramente 

determinístico, também não é correto. O movimento irregular aparece devido às não

linearidades do sistema. Uma sensível dependência às condições iniciais significa que duas 

trajetórias mesmo situadas muito próximas, rapidamente divergem entre si, perfazendo 

caminhos totalmente diferentes. 

lnô 

Fig. Bt. Evolução de duas trajetórias inicialmente muito pró:z:i.mas 
que divergem em junção de À. 

Suponha que x(t) seja um ponto e próximo a ele encontra-se um outro ponto x(t) + 
ó(t), sendo ó um pequeno deslocamento no espaço, como podemos visualizar na Fig. 

Bl. Digamos que no início ó = 10-12 . Em estudos numéricos do atrator de Lorenz, 

encontramos que ó(t) ~ ó0 exp (Àt), onde À~ 0.9, o que possibilita uma rápida mudança 

em sua trajetória. Por isso que as trajetórias vizinhas se afastam exponencialmente muito 
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rápido, como podemos ver na Fig. Bl; À, que é conhecida como expoente de Liapunov, é 

representada por um valor médio dos deslocamentos em função do tempo. 

Quando um sistema tem um valor positivo para À, constatamos que é difícil fazer 

previsões da evolução das trajetórias dentro de um intervalo de tempo prolongado. Um 

exemplo clássico da sensibilidade às condições iniciais é o "Butterfly Effect" (Efeito Bor

boleta). Uma pequena alteração no início, pode ocasionar grandes transformações no 

sistema. Lorenz define isso como o "Efeito Borboleta". As pertubações desprezíveis do 

movimento das asas de uma borboleta provocadas na atmosfera em um dos hemisférios 

da Terra, pode provocar verdadeiros tornados no outro lado do planeta. Como caos é 

altamente sensível às condições iniciais, um sinal praticamente desprezível na entrada de 

um sistema não-linear pode apresentar na saida uma forma e uma intensidade muitas 

vezes amplificadas. 

Caos também é conhecido como Teoria de Sistemas Complexos, Teoria da Complexi

dade, Teoria dos Sistemas Dinâmicos ou Estudos de Sistemas Não-lineares. O termo Caos 

é largamente adotado devido ao livro de James Gleick (1987), "Chaos: Making a New 

Science". Como veremos adiante, o termo Teoria da Complexidade ou Teoria de Sistemas 

Complexos representa com mais eficácia este sistema, pelo menos hoje em dia. 

A maioria dos estudos científicos anteriores ao desenvolvimento da teoria das com

plexidades tentava entender o mundo através de modelos lineares. Iniciando com Sir 

Isaac Newton, a física tem adotado o modelamento da natureza. Mas, nem tudo que se 

previa teoricamente demonstrava ser correto no ponto de vista da natureza. A natureza 

não se comporta linearmente. Atualmente percebemos que o "ruido" é uma informação 

importante no processo experimental. Quando adicionamos o ruido, os resultados já não 

são tão lineares e previsíveis. Este ruido é o que era originalmente referido como um caos 

no experimento. A análise mais detalhada deste ruido, isto é, caos, foi um dos primeiros 

conceitos para o estudo da teoria de sistemas complexos. 

Primeiramente, precisamos entender o que é complexidade. O prêmio Nobel Ilya 

Prigogine explica que complexidade de um sistema é definido pela necessidade do modelo 

prever efetiva e realmente o comportamento deste sistema. Quanto mais próximo do 

sistema real, mais complexo será o modelo. O exemplo mais complexo que podemos 

citar são as condições meteorológicas. Segundo Edward Lorenz, o único modelo que poça 
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prever as condições reais do tempo seria uma duplicação exata do mesmo. A teoria de caos 

representa um esforço para descrever um mundo não-linear mais preciso. Isto significa 

incluir muito mais informações ao nosso modelo convencional. Estão sendo desenvolvidas 

certas pesquisas cujo objetivo é tentar mapear cada ponto de uma determinada dinãmica. 

Isto implica em obter novas variáveis para cada ponto no espaço. Um aumento de variáveis 

implica em um aumento de dimensões. Para cada variável extra significa introduzir um 

novo eixo no gráfico, ou seja um aumento nos graus de liberdade. Isto envolve um grande 

aumento na quantidade de informações a ser considerada. Se analisarmos, por exemplo, 

um espaço com sete dimensões, precisaríamos de milhões, quiçá, bilhões de pontos de 

informação. Mesmo cientes de que necessitamos de novos métodos para calcular sistemas 

de altas dimensões, ainda estamos arraigados à nossa natureza material que não permite 

que nossos pensamentos poçam alçar vôos em dimensões maiores. Ainda não sabemos 

como projetar isso na teoria, pois nao concebemos cientificamente tais características, só 

conseguimos trabalhar com métodos numéricos para baixas dimensões. 

A tendência atual é a pesquisa considerando ORDEM e CAOS, (criticalidade). A 

interação entre as duas teorias prevê um modelo não perfeito, mas muito mais próximo 

da realidade dos fenômenos. 

Uma questão agora aparece: o que faz com que um sistema caótico não se disperse até o 

infinito? A resposta seria a influência dos atratores. Considerando um pêndulo de relógio, 

podemos dizer que o seu ponto de repouso seria um atrator. Um atrator é uma região 

espacial de um sistema dinãmico que converge todas as trajetórias vizinhas. Ele pode 

ser desde um ponto fixo até uma vasta região. Buracos negros são exemplos de atratores 

gigantes. Não há restrições espaciais, um atrator pode ser de infinitas configurações. 

Vemos alguns exemplos na Fig. B2. 
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a) b) 

c) 

Fig. B2. a} atrator pontual, b) atrator limite de círculo. As tra
jetórias começam fora do atrator, mas terminam em um movimento 
circular contínuo ao redor do círculo e c) três atratores com as suas 
respectivas regiões de domínio. 

B.l Birfucações 

Os sistemas dinâmicos são normalmente regulados por parâmetros. Quando os parâmetros 

mudam, as propriedades de um sistema tendem também a mudar. Como sabemos, a es

tabilidade de um sistema pode ser investigada considerando os resultados de pequenos 

deslocamentos a partir do perfil de equilíbrio. Se estas perturbações se desvanecem com 

o tempo, o sistema é estável. Se estas perturbações crescem, o sistema é instável. V árias 

sistemas dinâmicos não-lineares perdem estabilidade por motivos não óbvios, acarretan

do uma mudança drástica dos padrões dinâmicos. Este tipo de fenômeno é conhecido 

como bifurcação. De uma maneira genérica dizemos que um sistema tem bifurcação se 

e somente se o comportamento global de um sistema, que depende de um parâmetro de 

controle, muda quando este parâmetro varia. Em particular, os pontos fixos (os valores do 
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parâmetro em que estas mudanças ocorrem) podem ser criados ou destruidos, ou quando 

o sistema muda de estado em relação a estes pontos, por exemplo, de estáveis podem se 

tornar instáveis. 

As bifurcações são importantes cientificamente. Elas fornecem modelos de transições e 

instabilidades quando algum parâmetro de controle é variado. Existem vários tipos de bi

furcação. As mais famosas são entre outras "pitchfork bifurcation" (bifurcação de forcado), 

"saddle-node bifurcation" (bifurcação nó de sela), "transcritical bifurcation" (bifurcação 

transcrítica) e "Hopf bifurcation" (bifurcação de "Hopf"). Mostramos esquematicamente 

o gráfico de uma bifurcação de forcado na Fig. B3. 

X 

estavel 

r 

Fig. B3. Representação esquemática de uma bifurcação de forcado. 

Estamos interessados mais nas bifurcações "saddle-node" e "Hopf". 

A bifurcação "saddle-node" é o mecanismo básico onde os pontos fixos são criados 

e destruidos. Quando o parâmetro de contrôle varia, os pontos fixos movem-se um em 

direção ao outro, colidem e se aniquilam mutualmente. Esta bifurcação pode ser analizada 

até em sistemas uni-dimensionais. Na Fig. B4 mostramos um exemplo protótipo de uma 

bifurcação nó de sela para um sistema de primeira ordem, cuja equação é :i; = r + x2 , 
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onde r é o parâmetro de controle. Quando r é negativo há dois pontos fixos, um estável 

(ponto cheio) e outro instável (ponto cinza). Quando r= O os pontos se unem formando 

um único ponto meio estável. Este ponto é extremamente sensível, pois quando r = o+ 
ele desaparece, fazendo com que em r > O não haja mais pontos fixos. 

- -
a) r<O b)r=O c) r>O 

Fig. B4. Em a) r é negativo e temos dois pontos fixos, um estável 
(ponto preto) e outro instável (ponto cinza escuro); em b), r = O, 
temos só um ponto que "vê" a esquerda um sistema estável e a direita 
um sistema instável; e, finalmente em c) r é positivo e não há mais 
pontos fi':I!os. 

A bifurcação de "Hopf" aparece em sistemas de, pelo menos, duas dimensões. Imagine 

um sistema bi-dimensional que tenha um ponto fixo estável. Quais são as possibilidades 

para que este ponto perca estabilidade quando um parâmetro f.J, varia? A solução está nos 

auto-valores da equação linear característica. Se o ponto fixo é estável, os auto-valores À1 e 

À2 precisam estar localizados no lado esquerdo do espaço [Im À , Re À]. Se os À 's satisfazem 

uma equação quadrática com coeficientes reais, há duas possibilidades: ou os autovalores 

são ambos reais e negativos ou são ambos conjugados complexos. Para desestabilizar o 

ponto fixo, precisamos que pelo menos um dos auto-valores passem para o sub-espaço 

direito quando f.J, varia. A Fig. 85 exemplifica esquematicamente uma bifurcação de 

"Hopf" trivial. Quando o parâmetro de contrôle f.J, é negativo ou nulo formam-se espirais 

estáveis e o ponto fixo é também estável. No caso de f.J, > O o ponto fixo torna-se instável 

e surgem espirais instáveis partindo do ponto até alcançar um ciclo estável. 
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Fig. A5. Vemos que para J1 negativo temos dois atratores um círculo 
e um ponto estável. Entre eles encontramos um círculo instável. 
Para 11 positivo a origem é instável e alcançam um círculo limite 
estável que estrutura o sistema. 
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Apêndice C. Nonlinear dynamics of electromagnetic 
turbulence in a nonuniform magnetized 
plasma. Referência [9] 
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By using the hydrodynamic electron response with fixed (kinetic) ions along with Poisson's 
equation as well as Amptre's law. a system of nonlinear equations for low-frequency (in 
comparison with the electron gyrofrequency) long-(short-) wavelength electromagnetic waves in a 
nonunifonn resistive magnetoplasma has been derived. The plasma contains equilibrium density 
gradient and sheared equilibrium plasma flows. ln the linear limit, local dispersion relations are 
obtained and analyzed. It is found that sheared equilibrium flows can cause instability of Alfvén-like 
electromagnetic waves even in the absence of a density gradient. Furthennore, it is shown that 
possible stationary solutions of the nonlinear equations without dissipation can be represented in the 
fonn of various types of vortices. On the other hand, the temporal behavior of our nonlinear 
dissipative systems without the equilibrium density inhomogeneity can be described by the 
generalized Lorenz equations which admit chaotic trajectories. The density inhomogeneity may lead 
to even qualitative changes in the chaotic dynamics. Thc results of our investigation should be 
useful in understanding the linear and nonlinear properties of nonthennal electromagnetic waves in 
space and Jaboratory plasmas. © 1998 American lnstitute of Physics. [Sl070-664X(98)00403-0) 

I. JNTRODUCTION 

Recently, there has been a great deal of interest1- 3 in 
understanding the linear and nonlinear properties of finite 
amplitude low·frequency Alfvén-Like waves in low
temperature space and laboratory plasmas. The linear 
theory4

- 6 focuses on the derivation of the dispersion relation 
and identifying the unstable wave spectra. whereas the non· 
linear analyses1- 3•6- 8 compute the saturation levei of fl.uctua· 
rions as well as develop mode coupling equations which are 
needed for predicting the salient features of fully developed 
electromagnetic turbulence in nonunifonn magnetized plas
mas. 

Finite amplitude dispersive Alfvén-like electromagnetic 
waves accompany an electric field parallel to the externa! 
magnetic field !ines. Intense electric fields may cause ener· 
gization of electrons. which may produce interesting phe· 
nomena. The dispersive kinetic Alfvén waves9 cannot be ob
tained within the framework of the ideal 
magnetohydrodynamic (MHD) equations and one has to in
voke either a kinetic theory or a two-fluid model in arder to 
include the dispersion caused by finite Lannor radius or elec
tron inertial effects. 

Linear theory dictates that nonthermal fluctuations can 
be generated provided that there exist free energy sources in 
the fonn of equilibrium anisotropic particle distributions, 
pressure and velocity gradients, etc. Under appropriate con
ditions, free energy of the system can be coupled to both the 

•lPennanent address: Department of Physics, Quaid-i-Azam University, 
lslamabad 45320. Pakistan. 

blPermanent address: Instituto de Física "Gieb Wataghin," Universidade 
Estadual de Campinas, 13083-970. Campinas, SP. Brazil. 
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electrostatic and electroma2netic modes in nonunifonn mag
netoplasmas. Severa! authors3

-
6 have investigated the insta~ 

bility of low-frequency (in comparison with the ion gyrofre
quency). long waveiength (in comparison with the ion 
gyroradius) electrostatic convectivc; cells and drift-acoustic 
waves3 as well as of electromagnetic kinetic Alfvén-drift 
waves6 in the presence of magnetic fieldaaligned plasma ftow 
gradients. The nonlinear mode coupling equations excluding 
dissipative effects have also been derived and analyzed. 3'

6 

The results have been applied to understand the nonlinear 
structures in the auroral region of the Earth's ionosphere. 

However, the experimental data from space10 and 
laboratory11 plasmas exhibit that the observed electromag
netic waves in nonunifonn magnetoplasmas have a broad 
frequency and wavevector spectra. Specifically, the wave 
frequencies could be smaller ar larger than the ion gyrofre
quency, whereas wavelengths could be in the range between 
the collisionless electron skin depth and the ion gyroradius 
scale or even shorter. The waves accompany simultaneously 
finite density and sheared magnetic field perturbations. Thus. 
they can be categorized as sheared or kinetic Alfvén-like 
waves.9 

ln this paper, we focus on the linear and nonlinear prop-
erties of low-frequency (in comparison with the electron gy
rofrequency) long as well as short wavelength electromag
netic Alfvén-like waves in a nonuniform magnetoplasma 
containing an equilibrium electron density gradient and 
sheared equilibrium plasma flows. For this purpose, we have 
employed the electron MHD equations consisting of the 
electron continuity and the parallel component of the elec
tron momentum equations, supplemented by Ampêre's law, 
in arder to derive a set of nonlinear equations. For long 

© 1998 American lnstitute of Physics 
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wavelength disturbances in an electron plasma with fixed ion 
background, we use Poisson's equation to eliminate the elec· 
tron number density perturbation. On the other hand, for 
short wavelength waves, we use the Boltzmann response for 
the ion number density perturbation. ln the linear limit, we 
obtain dispersion relations in the local approximation, 
whereas in the nonlinear case we discuss possible stationary 
and non·stationary solutions of the newly derived nonlinear 
equations. 

The manuscript is organized as follows. ln Sec. II, we 
present a derivation of the three·dimensional nonlinear mode 
coupling equations for low·frequency (in comparison with 
the electron gyrofrequency), long and short wavclengths 
sheared electromagnctic waves in a nonunifonn dissipative 
magnetoplasma having an equilibrium density gradient and 
sheared equilibrium plasma flows. The linear dispersion re
lations are derived and analyzed in Sec. III. Section IV con· 
tains stationary solutions of the nonlinear cquations when the 
dissipation is ignored. ln Sec. V we study the non·stationary 
behavior of lhe nonlinear dynamical equations including dis
sipation. Finally, the maio results of our investigation are 
summarized in Sec. VI. 

11. GOVERNING NONLINEAR EQUATIONS 

Let us consider the nonlinear propagation of low
frequency (in comparison with the electron gyrofrequency 
wu=eBolm~c, where e is the magnitude of the electron 
charge, 8 0 is the strength of the externa! magnetic field, m~ 
is the electron mass, and c is the speed of light) electromag· 
netic waves in a nonuniform magnetized plasma containing 
the equilibrium density gradient an0 I ax and the equilibrium 
velocity gradient avi0 /ax, where n0 is the equilibrium 
plasma number density, v iO is the magnetic field-aligned un
penurbed plasma flow velocity of the particle species j (j 
equals e for the electrons and i for the ions) in a direction 

transverse to the equilibrium magnetic field B 0i:; i: being the 
unit vector along the z axis. We assume that the equilibrium 
currents produced by the difference between the electron and 
ion drift velocities lead to a negligible shear component of 
the equilibrium magnetic field. This is justified, for example, 
for local phenomena in the Earth's ionosphere and in severa! 
laboratory devices, where the main component of the mag
netic field is thousand times larger than the sheared equilitr 
rium magnetic field component. Furthermore, it is supposed 
that the equilibrium density gradient is maintained by exter
na! sources (e.g. externa} electric fields, gravitational forces, 
etc.), although no such sources are required for a non-zero 
gradient of vi0 to exist because vi0 • Vvi0!$0 and V·oXBo 

• . J 
5 0 when Vjo=zu jo(x). Thus, non-continuous injection of 
charged particles along the externa) magnetic field tines es· 
tablishes sheared plasma flows. 

For low·frequency, long wavelength (in comparison 
with the electron gyroradius p~) electromagnetic fields in an 
isotherrnal plasma, the electron ftuid velocity perturbation is 
given by 

V~""'VE 8 +v 0 ~ +vp~ + (v~ 0 + V~z.)B 1 .l!8 0 +i:v~z, (1) 
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where vE8 =(c/B0)i:xvrp, v 0 ~= -(cT~IeB 0 n~)ixVnt, 
and vP~= (c/ B 0 wc~)[a 1 + v~oa:- .u~ Vi+ (vE8+ v 0 ~) ·V 
+v ~zaz]V .1 rfJ are the EX Bo. the diamagnctic, and the polar· 
ization drift velocities, respectively, E=- V cP- c- 1a,A,i is 
the electric field vector, cP is the electrostatic potential, and 
Az is the component of the vector potential along the z axis. 
Furthermore, nt is the electron number density, T~ is the 
constant electron temperature, p.~=0.51v~p; is the electron 
gyro-viscosity,12 vt is the electron collision frequency, and 

Bu. =VAzXi: is the two-dimensional magnetic field pertur· 
bation. By adopting the low·f3 approximation, the compres· 

sional magnetic field perturbation along the i: direction has 
been neglected. 

The z·component of the electron fluid velocity perturba· 
tion is obtained from the Ampêre's law 

(2) 

To derive the appropriate nonlinear mode coupling equa· 
tions for the electrons in the presence of the electromagnetic 
fields, we substitute Eq. (1) into the electron continuity equa· 
tion and make use of Eq. (2), and radially obtain in the limit 
of p;v 2ce 1 

( 
cno 2 ) 2 cno 4 $, n~,+- 8 --VJ..cP -D,V.ln~ 1 - 8--p.~V_l_cP orua oWc~ 

c ... 1 ... 
--

8 
zXVn0 ·Vt/>--

8 
zXVj,0 ·VA, 

o 0 e 

c 2 + 4-YJ,V LA,=O. 
'Tre 

(3) 

where Sf,= a,+v~oaz+VEs'V+v~:a:• 51:= a: 
+Bõ 1VAzXi:·V, j~ 0 =-n 0 ev~o· D,=v~p; is the coeffi· 
cient of the electron diffusion, and n~ 1 ( =n~ -n 0 ~n 0 ) is the 
perturbed electron number density. 

Similarly if we substitute the z·component of the electric 
field E:=-a:cP-c- 1 a,Az into the z-component of the re· 
sistive electron momentum equation and use Eqs. (1) and (2), 
then we have 

(d,+v00 • V)A,- li.;(YJ,+ v,)Vi_A,+c( a,+Svo · V)t/> 

- (cTtleno)2':n~ 1 =0, (4) 

where d1=a1+vEB' V, v00 = -(cT~/eB 0 n 0 )i:xVn 0 is the 
equilibrium electron diamagnetic drift velocity, X~=clwp~ is 
the collisionless electron skin depth, wP~ = ( 4?Tn 0 e

2 Jm~) 112 

is the electron plasma frequency, and Sv 0 =i:xVv~ 0 1wct· 
We note that the À;.2'1ViA: tenn in Eq. (4) is the contribu· 
tion of the linear and nonlinear electron inertial forces. 

ln the following, we consider two types of plasma re
sponse. First, when the wave period is shorter than the ion 
plasma and ion gyroperiods. the ions can be regarded as a 
static charge neutralizing background and they do not have 
time to respond to electromagnetic disturbances. Thus, the 
linear and nonlinear phenomena occurs on scales much be· 
low the ion inertial length c/ wpi, where the plasma dynam· 
ics is governed by electron flows and their seJf.consistent 
magnetic fields. The ion plasma frequency is denoted by 
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wp;· Here, we can approximate nel by (l/47Te)V 2 ~ and 
write Eqs. (3) and (4) for long wavelength perturbations as 

..2i:(V2 + w;'v')-~.-D (V2+05lw;,V 2 )V 2 .< r 2 .l. '+' c • 2 J. J.'f' 
Wct Wct 

(5) 

and 

(d,+v00 • V)A,- l\;(.2:',+ v,)ViA, +c(a, +S,o· V)</> 

-cl\l,,.W,V2 </>=0. (6) 

Second, for short wavelength (in comparison with the 
ion gyroradius p;). the ion number density is given by n; 
=n0 exp(-ec/iT1), where T1 is the constant ion temperature. 
Hencc, from Poisson's equation we have nt 
= ( li47Te)[V2<f>+(T1l\0[ie)exp( -e.f>'T1)], where l\ 01 
=(T/47Tn0e 2) 112 is the ion Debye length. Accordingly, for 
this case Eqs. (3) and (4) can be cast in the fonn 

2:',( 1- p~V~)</>- D,( 1-0.Slp~Vi)Vi </> 

and 

(d,+v00 • V)A,- l\;(.2:',+ v,)ViA,+c(a,+S,0 ·V)</> 

+cu.W,</>=0, (8) 

where Pa=calwct• c0 =(T11me) 1
f2 is the electron-acoustic 

velocity, and u= Te!T1 • ln Eq. (7), we have assumed that 

V2 l\l,1<l! 1 and a,</>2-<l!w"p:JzxV 4>· V Vi 4>1-
Equations (5) and (6) govem the nonlinear dynamics of 

long wavelength electromagnetic waves. whereas Eqs. (7) 
and (8) are for nonlinearly interacting short wavelength dis
turbances in a nonuniform resistive magnetized plasma with 
sheared plasma flows. We note that Eqs. (5)-(8) govern the 
mode coupling within the electromagnetic wave spectra. We 
thus have the possibility of energy cascading from short 
wavelength part of the spectrum to long wavelengths due to 
the nonlinear interactions of shon wavelength oscillations. 
Thus, the physics of the modulation interaction 13 remains in 
tact within our formalism. For example. in an electron 
plasma with fixed ion background, magnetic electron drift 
modes could be nonlinearly excited by Alfvén-like electron 
convective cel1s. Thus, nonlinearly coupled magnetic elec
tron drift modes and Alfvén-like electron convective cells 
can play a very important role in the electron magnetohydro
dynamics (EMHD}, 14 where the nonlinear phenomena occur 
on a short time (in comparison with the ion plasma and ion 
gyroperiods) scale over a typical scale size of the arder of the 
collisionless electron skin depth Àt. 
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111. LOCAL DISPERSlON RELATlONS 

ln the following, we obtain the local linear dispersion 
relations for both the long and shon wavelength electromag
netic modes. Accordingly, we neglect the nonlinear terms in 
Eqs. (5)-(8) and assume that lhe wavelengths of the pertur
bations are much smaller than the scalelengths of the equi
librium velocity and density gradients. The goveming Eqs. 
(5)-{8) are then Fourier transformed by supposing that the 
perturbed quantities r:P and A z are proportional to exp(ik ·r 
-iwt), where k and w are the wavevector and the fre
quency, respectively. Thus, Eqs. (5) and (6) give 

(9) 

and 

(lO) 

where fi= w-kzVtO• Wc*=awak, 1 ·k/k~, a=w;t/w~t• 

k~=k 2 +aki, kn=ixv ln no. k,=ixv lnjtO. r,=(k 2 

+~5~a"}.)DckJ1k~, wm*=we*I(I 2 +~e), We*=k·v00 , 
bt-klÀt, fm-btvr/(l+be), and k ÀDt<õ€1. 

Combining Eqs. (9) and (lO) we obtain the linear disper
sion relation for long wavelength electromagnetic waves 

(fi- w,* +if ,)[ w+ben- wt* + ibrvr] 

c (41Tj,. ') = 2 -
8
-krk+ck,kL (k,+k·S,0 ). 

k 0 o 
(11) 

Equation (11) exhibits a linear coupling between the electron 
drift-convective cells (the first term in the parenthesis on the 
left-hand side) and the magnetostatic drift modes (the tenn in 
the square bracket on the left-hand side) due to finite k: and 
the equilibrium sheared flow. ln the absence of the latter, the 
two modes degenerate, and we obtain w= w,*- ;r, and w 

= (wt*- ibevt)/( 1 +h e), which are damped nonnal electro
magnetic modes of the magnetized electron plasma contain
ing an equilibrium density gradient. 

On the other hand. for short wavelength electromagnetic 
modes, Eqs. (7) and (8) yield 

(12) 

and 

k,v,0b, . ) 
w- l+bt -wm*+zrmAz 

=( 1 +b,) - 1c[( 1 + u)k,+k·S,o]<f>, (13) 

where wi*=p~w,t'k·knl(l+ba), ba=kip~. and r! 
=De( 1 +0.5lb.)kil( 1 +b.). 

Combining Eqs. (12) and (13), we obtain the linear dis
persion equation for shon wavelength electromagnetic waves 
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(14) 

Equation (14) shows that finite kz and the equilibrium 
sheared plasma ftow can cause a linear coupling between the 
ion-drift (the first tenn on the left-hand side in the parenthe
sis) and magnetostatic drift modes. ln the absence of the 
equilibrium ftow, lhe frequency of a ftute-like damped ion
drift wave is w=wi*-if1 • 

For flute perturbations (viz. k,=O), Eqs. (II) and (14) 
beco me, respectively, 

( w- wc,..+ifc)( w- Wm,..+if m) 

(15) 

and 

(w- wi,..+ifs)( w- wm,..+if m) 

k;x~iw;t auto ajto 

2 a ax· (l+b,)(!+b,)O>"n0e x 
(16) 

ln the absence of the equilibrium density gradient (viz. 
wc,..=O,w;* and wm,..=O) and dissipation, Eqs. (15) and 

( 16) admit purely growing instabilities, provided that the ve
locity and current gradients oppose each other. The growth 
rates for long and short wavelength modes are, respectively, 

wP, [ l ]'
12
1 av ,0 aj ••1'

12 
r,~"'" (!+a)(! +b,)noe "Tx ax 07) 

and 

"'P•[ l ]'121av,oai,ol'l2 
'Ys""'kyÀ.Di Wct (1 +ba)(l +bt)noe ~ ax . 

(18) 

It is evident from Eqs. (17) and (18) that lhe growth rates are 
directly proportional to the square root of the product of the 
equilibrium velocity and current gradients. Thus, the equilib
rium sheared plasma flow is responsible for the instability. 

ln order to understand the effect of finite kz and the 
density inhomogeneity, we rewrite Eqs. (11) and (14) by 
assuming that w~kz.Ueo.f r ,f m. Thus, in a nonunifonn col
lisionless plasma, we have, respectively, 

(19) 

where S1= [c/ ki< I + b ,) ][ ( 4"1Tk,( aj ,0 I ax)l 8 0) + ck,ki,][ k, 
+ky(aut0 /ax)lwct], and 

(20) 

where S,=[cÀb/(1 +b,)(l +b,)][(4"1Tk,(aj,olax)IB0 ) 

+ ck,ki_][ (I+ u)k, + k,( av ,0 I ax)l "'"]. 
lt tums out that both the long and short scale electromag

netic waves are stable when S1 and Ss are positive. However, 
for s,,S,<O and IS,I>(w,.- .. m.) 2/4, and IS,I>( .. ,. 
- "'m•) 2/4, Eqs. (19) and (20) predict oscillatory current 
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convective instabilities. Physically, the latter arise because in 
the presence of velocity gradient the parallel component of 
the electron velocity perturbation and the wave potential are 
out of phase, as long as the parallel wavelengths are ex
tremely large. 

Next, we note that there also exist resistive instabilities 
when wm* .k~vf! 0 4w4.btvt. ln this case, Eqs. (11) and (14) 
would lead to w=wr*-ifr-iS 1 1veb~ and w=w;*-ifi 
-iSslvtbf!, respectively. Thus, for S1,S.f<O and 
IS11> v~btr c and IS.~I > v,btf s, we have the excitation of long 
scale electron drift-convective cells and short scale ion drift 
waves in nonuniform collisional plasmas. Furthennore, the 
magnetic drift modes also become unstable if lw- wc*l 
~r c, lw- w;*l~rs, and S1 ,Ss <0. The growth rates above 
threshold are IS1Itr, and IS,IIf, respectively. 

IV. VORTEX SOLUTIONS 

ln the preceding section, we have seen that velocity gra
dient can cause the instability of electromagnetic waves 
which attain finite amplitude. The nonlinear interaction be
tween finite amplitude modes can be responsible for the for
mation of either ordered structures or a chaotic state depend
ing upon various plasma parameters. Although the general 
stationary and non-stationary solutions of Eqs. (5)-(8) can
not be found analytically, we discuss here some approximate 
solutions. First, we present vortex solutions of a non
dissipative inhomogeneous magnetized system, by assuming 

that c"'"IVi,A,a,l"".,;,lzx v <P· VI and a;""vi. Specifi
cally, we seek traveling localized solutions of our governing 
equations by letting2

·
15

•
16 Ç=y+az-ut, where a and u are 

constants, and assume that <P and A;:: are functions of x and Ç 
only. Conditions for the formation of different types of vor
tices as well as their structures are presented below. The 
introduction of the new reference frame Ç with constant a 
and u for an inhomogeneous medium is a well established 
fact for cases involving Rossby and gravity dipolar vortices 
in ftuids2.IS as well as drift-acoustic16 and drift-Aifvén2•

7
•8 

vortices in nonuniform magnetized plasmas. Therefore, it 
does not make sense to allow a and u to be a function of x, 
as Ç is an independent variable (characteristic Iine) which 
depends only on y and z. The physical field variables are 
certainly functions of x and Ç. as indicated above. 

A. Long scale vortices 

ln the stationary frame, Eqs. (5) and (6) may be written 
as 

(21) 

and 

2 2 V*+avto ca0 
$ 0(A,-À, V "A,)+ a,A,- -a,.p=O, 

Ua «a 
(22) 

where $ 0= a,- (clu.B 0 )(a,.pa,- a,.pa,), .5!/A =a, 
-(llaB0 )(a,A,a,-a,A,a,), vi_ =a'tax'+a'ta€'. u, 
=awct!Ln(l +a)ua, Ua=u- autO• u,=47Tjto!L1Bo( 1 
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+a)u(l, L,=n0 1(8n0 /ax), L1=je0 t(ajt0 18x). V* 
=cTtleBoLn, and a 0 =a+(ave0 /ax)lw,..eea+u;0/wcr. 

It is somewhat difficult to find the general solutions of 
Eqs. (21) and (22). Thus, we consider two limiting cases. 
First, we consider À;vi_ A z ~A z so that the scale sizes of the 
vortices are much smaller than the collisionless electron skin 
depth. Here, Eq. (22) gives 

[ 
cao l Sff~, A,- -4> =0, . "• 

(23) 

where st~ •• =a1-(clu.B0)(a,<Pa1-a1<Pa,), and "•=" 
+V*. 

Second, we take u~ V* and av "o so that Eq. (22) sim
plifies as 

where Sff~, .. a1- (cluB 0 )(a,<Pa1- a1<Pv,). 
A typical localized solution of Eq. (23) is 

ca0 A,=-</>, 
"• 

whereas Eq. (24) is satisfied by the ansatz 

lnserting Eq. (25) into Eq. (21), we obtain 

[ 

2 2 l c a0c 
2 

_ 
--

8 
1- 2 J(<f>,V"</>)-0, 

Ua O u*(l +a) 

where J( <f>, vi_</>)= a,<t>a1vi_ 4>- a1<t>a, vi_</>. 
Equation (27) is satisfied by the ansatz 

Vi_<P=F 1<f>+F2x, 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

where the constants F 1 and F 2 are related by ôF 1 

+ (clu.B0)[1- a~c 2 tu;(l + a)]F2 + [aw"lu.(l +a)] 
X(L; 1-a0vt0 /u*L1 )=0, and where O=l-aa0c 2/ 

uau*(I +a). 
1t can be readily shown 15- 18 that Eq. (28) admits a dip<>

lar vortex solution, the form of which is 

(29) 

in the outer region defined by r= (x2+ Ç2) 112> R, where R is 
the vortex. radius, r/Jo is a constant. K 1 is the modified Bessel 
function, ki=[awct'luaO +a)][(aoVeolu*eu1 ó) -l/Ln] 
>0, and cos ()=xfr. ln the inner region (r< R), the solution 
reads 

</>;.=( </>,J,(k2r)+ :í' r )cose. (30) 

where ,P1 is a constant, J 1 is the Bessel function of the first 
order, and [ 1- a~c 2 /u* 2 ( 1 +a)]F21 = ô(ki+ k~)uaBo /c. 
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The constants ,P0, q,i and F 21 are determined from the 
equations that come from the matching conditions of the 
inner and outer q,, Vi t/J and V 1. t/J at r= R. One finds that 
</>0 = RF21 /(k;+k;)K 1(k 1R), </>1= -kiRF 21 /k;(k;+k;) 
J 1(k 2R), and 

where h and K2 are the Bessel function and the modified 
Bessel function of the second arder, respectively. For a given 
value of k 1, Eq. (31) determines k 2 • 

On the other hand, when Ln=L1u*/a0veo• then Eq. 
(27) takes the form of a stationary Navier-Stokes equation, 
namely, 

(32) 

where 1'1=[ 1- a~c 2 tu!(l +a)]/ 8>0. Equation (32) is sat
isfied by 

(33) 

where q,1, K1 and a1 are arbitrary constants. The solution of 
Eq. (33) is given by3 

u.Bo [ ( I ) l 4>=--x+<f>1 1n 2cosh(K1x)+2 1--, cos(K,g). 
JLtC a1 

(34) 

For af> 1 the vortex profile given by Eq. (34) resembles the 
Kelvin-Stuart .. cat's eyes" that are chains of vortices. 

Next, we substituting for VfAz from Eq. (26) into Eq. 
(21), we have 

.'iff~(Vi_ </>+ /31 </>- /32A,) =0, (35) 

provided that a=a0 +(47Tje0 h;tB0 cL1 ). Here, the vortex 
size is of the order of À,. A possible solution of Eq. (35) is 

(36) 

where /3 1 =[c2aa0 /u 2(1 +a)À;]+aw"lu(1 +a)L •• /32 
= a 0clu( 1 +a)h;, and F3 is an arbitrary constant of inte
gration. 

Combining Eqs. (26) and (36), we obtain a fourth order 
differential equation 

(37) 

where C1=/3 1+F3-l/Ã; and C2=[(F3-/3 1)+c/32a 0 / 

u]/À;. Equation (37) admits spatially-bounded dipolar vor
tex solutions. ln the outer region (r> R), we set F 3=0 and 
write the solution of Eq. (37) as 

<f>=[Q 1K1(s 1r)+Q2K 1(s 2r)]cos e. (38) 
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where Q 1 and Q2 are constants and s~ 2 =[-a 1 ±(a~ 
-4a2) 112]/2 for a 1 <O and a~>4a 2 >0 .. Here, a 1 = {3 1 

- >..; 2 and a 2=- (f3 1 />..;)+c{J2 a 0 /u)\;. Thus, u 2 ~aa 0 is 
required for the localization of the outer solution. ln the inner 
region (r< R), the solution reads 

(39) 

where Q 3 and Q4 are constants.3 We have defined s34 

=[(Cl-4C2) 112=: C,]/2 for C2<0. Evidently, the outer and 
inner region profiles of inertial electromagnetic vortices are 
different from those of non-inertial vortices. It is worthwhile 
to mention here that the sheared equilibrium electron fl.ow is 
responsible for complete localization of lhe dipolar vonex in 
the outer region. Without the sheared plasma fl.ow, we have 
a0 = a and C2 =0 in the outer region and the solution ofEq. 
(37) has a long tai1.19 

The constants Q 1, Qz, Q3, Q 4 and F 3 can be determined 
by matching the inner and outer solutions of c/J and A z and 
the higher derivatives Vtf.J, Vft/J, V.!Az and Vi,Az at the 
vortex interface r= R. This exercise has been canied out by 
Mikhailovskii et al. 7 and Liu and Horton,7 and exp1icit ex
pressions for the various constants had been found. 

B. Short scale vortices 

Here, we discuss the vortex soiutions of Eqs. (7) and (8) 
by ignoring dissipation. Thus, in the stationary frame, we 
rewrite Eqs. (7) and (8) as 

z 1- 2V 2 - -'- ,~.,_ ~ 'a A [ 
c l 4.,.,. oll-'o· 

ri> Pa .l. UaLn '+' BoLJUa ~ ~ 

and 

caÀ 2
. 

+~..2?V 2 A =O Ua A .1 ~ 

cau 
--..2?A<f>=O, 

"· 
where ca=p;wct· 

(40) 

(41) 

When the perpendicular scale size of the non1inear struc
ture is smaller than À,, Eq. (41) is then approximated by 

c(a0 +ua) l ....:..._-"----____:, "' =o, 
"• 

A possible localized solution of Eq. (42) is 

lf we insert Eq. (43) into Eq. (40), we obtain 

(42) 

(43) 
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(44) 

Equation (44) is satisfied by the ansatz 

Vf<f>=Ff</>+Fjx. (45) 

Here the constants Ff and Fi are related by 8* Ff 
-(cp;luaBoH I- a6'

2
c 2 X~Ju!Pa)F~ -[ 1- (cnluaL,) 

-4'1tca~Àbdro1B 0 uau*L 1 ]=0, where 8*=p 2-aa0* 2 2 a 
Xc X0 Juau*. Clearly, for [l-(c 0 /u 0 L,)-4'7Tccr6 
x>..bJ~oiBouau,.L,]Jô*e.PJô*>O. the dipolar vortex so
lution of Eq. (45) is also similar to Eqs. (29) and (30). 

On the other hand, when P =O ( where the double vortex 
solutions are forbidden), Eq. (45) takes the fonn 

(46) 

where p. *= (p;- aci' 2 c 2 À~/u;)/(p;- aaci'c 2 X~Juau*) 
>O. Equation (46) is again satisfied by 

2 4</>: K*
2 

[ 2 ( u80 ) l V"<f>= exp -- q,---x , 
a*2 4>i JL*C 

(47) 

where tf.Ji • K* and a* are arbitrary constants. The solution 
of Eq. (47) is again similar to Eq. (34), but the condition 
under which the short scale vortex street arises is completely 
different. 

Finally, we present the vortex solutions ofEqs. (40) and 
(41) by assuming that u~v •. auto and u~1. Here, Eq. 
(41) is also satisfied by Eq. (26), so that Eq. (40) can be cast 
in the fonn 

(48) 

provided that VeoPnCalc 2 L,=(aX~J>..;)-a 0 • A possible 
solution of Eq. (48) is 

(49) 

where f3f=(c 2 aaoXb/u 2 p~À;)+(c 0 1up;L 11 )-IIp;, /3! 
- d 1 2,2 *-(I- 2 *2,2 I' 2)l(l 2 * -aoc"-Di "Pa"'r• JL - c ao "-Di Pa"* -c aao 
X >..bJu*ua). and Ff is an arbitrary constant of integration. 

Combining Eqs. (26) and (49), we obtain a fourth order 
differential equation 
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4 * 2 * Fj uBo -V ,_</>+C 1 V ,_</>+C2 </>- 2 --x-0, 
Àlf' JL *c 

(50) 

where Cf=j3f-FJ-ltÀ; and Cf=[(Fj-/3f} 
+c f3i a0 I u ]/À;. Equation (50) also admits spatially
bounded dipolar vortex solutions,7

•8 which are similar to the 
long wavelength case, as discussed in Sec. IV B. An exami
nation of the vortex analyses reveals that the constants u and 
a are related in terms of the density and velocity gradients as 
well as other plasma parameters. Thus, for gi ven values of 
constant density and velocity gradient scalelengths we find 
that u is completely determined by a specific choice of a and 
prescribed values for the unperturbed plasma number den
sity, the plasma temperature and the externa! magnetic field 
strength. The scale sizes of the vortices, as found here, are 
typically of the arder of Àt and Pa, which are smaller than 
the scale length of the equilibrium density and velocity gra
dients. Such scenarios are common in space10 and laboratory 
plasmas.11 Finally, we note that the present methods of solu
tions do not allow to construct vortices whose scale sizes are 
of the arder of the inhomogeneity scale lengths. However, 
we anticipate that in such a situation, the goveming Eqs. 
(5)-(8) may admit global vortex pattems8 provided that the 
profiles of the density and velocity inhomogeneities are 
known. A detailed investigation of this problem is beyond 
the scope of the present paper. 

V. CHAOTIC BEHAVIOR OF ELECTROMAGNETIC 
TURBULENCE 

ln the following, we follow Lorenz20 and Stenflo21
•
22 and 

derive a set of equations which are appropriate for studying 
the temporal behavior of chaotic motion involving two
dimensional low-frequency nonlinearly interacting electro
magnetic waves in a dissipative magnetoplasma without the 
density gradient. Accordingly. we introduce the Ansatz 

</>= <f> 1(t)sin(K_.x)sin(K,y) (51) 

and 

A,=A 1(t)sin(K_.x)cos(K,y)- A2(t)sin(2K_.x), (52) 

where Kx and Ky are constant parameters, and .P 1 , A 1 and 
A 2 are amplitudes which are only functions of time. 

As an illustration, we consider in detail the chaotic be
havior of nonlinearly interacting fiute-like short wavelength 
electromagnetic waves. Thus, by substituting Eqs. (51) and 
(52) into Eqs. {7) and (8), we readily obtain 

Ji.,.,K2B0 

and 
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(I+ K21'.;)Ã1 =- 17K2A1- uiKy<f>I +;,[I +K21'.; 

-6K;h;]KxK,A,<f>I + u,KxK,<f>IA,, 

(54) 

2 2 . c 2 2 
( 1 +4Kxh,)A,=-

280 
( 1 +4Kxh,)KxKy<f>IAI 

-41)K;A,-u,KxKy<f>IAI/2, (55) 

where p. 1 =J.L~p:, 81=47rXbi(ajt0 1Bx)IB0 , 0 2 =cX~;f8 0 , 
03=vtp;, 7J=vtx;, is the plasma resistivity, u 1 
=c(dvt0 /dx)lwct and u 2=cu/B0 • The tim.e derivative is 
defined by a dot on </> 1 , A 1 and A2• We note that the terms 
proponional to sin(3K~) have been dropped in the derivation 
of Eqs. (53)-(55). This approximation, which is often em
ployed by many authors for deriving the relevant Lorenz-like 
equatiuns in many branches of physics, can easily be 
generalized21 to describe more realistic space dependence so
lutions. Furthermore, we note that in deriving Eqs. (53) and 
(54) we have assumed that a,>> V 

1
aY, p:wuKnay. where 

V*=-(cT~IeB 0 )Kn and Kn=nõ an 0 /ax, which justify 
the neglection of the density gradient from Eqs. (7) and (8). 

Equations (53)-(55) can be appropriately normalized so 
that they can be put in a form which is similar to that of 
Lorenz and Stenflo. We have 

(
d,X) (-u u+sZ 
d,Y = r-Z -1 

d,Z Y O 

(56) 

which describes the nonlinear coupling between various am
plitudes. Here, u=(JL 1K2+ô3) b;/1)(1+K2p;), r 
=- ôiuiK;t 1)K4(JLIK2 + ô,), b=4Kxb*l(l +4K;h;)K2 

and the new parameter s=- ô 2 a 2 a 3 (K~-4K;)b: KxK/ 
a TJ( l + K2p 2

) with K 2 = K 2+ K 2 and r=tlt · where t I o • x y 0• 0 
=nK2/b: andb:=l+K2À;. 

A comment is in order. lf we set s=O, which happens 
for K;=4K;, Eq. (56) then reduce to the Stenflo type equa
tions. However, the norrnalizations used here are 

</> 1=a 1X= X, 
KxKy .Jbi(bi -6K;À;+ Bou21c)[ I+ u 2B0/c( I +4K;À;)] 

Ji. 1)K4Bo(JL 1K
2+ 83) 

A 1=a2Y= Y, 
cô1KxK;.Jbi(bi- 6K;I'.;+ B0u 21c)[ I+ u 2B0 /c( 1 +4K;À;)] 
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and 

- TJK4 8 0 (/.L 1K2 + 83) 

2 * 2 2 z. [c81K,Ky(b, -6K,À,+B0u 2 1c)] 

Equations (56) are the generalized Lorenz equations, 
whose properties can be studied both analytically as well as 
numerically by means of standard techniques.23 We observe 
that the equilibrium points of Eq. (56) are 

and 

x,= :!:[b((r-2+sr21u) 

+~(r 2+sr2!u)2+4(r 1))/2]112, (57) 

rbXo 
y =-- (58) 0 

(b+XÕ)' 

x,r, 
z,=-b-. (59) 

ln the absence of the s-term, we note that for I ri> I, the 
equilibrium fixed points [X0 = Yo=:!: v'h<lrl-1) 112, and Z0 
=I rl-1] are unstable resulting in convective cell motions. 
Thus, the linear instability should saturate by attracting to 
one of these new fixed states. Furthermore, it is worth men
tion~g that a detailed behavior of chaotic motion for K Y * ..j3K, can be studied by numerically solving Eqs. (53)
(55). However, this investigation is beyond the scope of this 
paper. 

The stability of the stationary states can be studied by a 
simple linear analysis. Letting X= X 1 +X 1, Y = Y 1 + Y 1 and 
Z=Z1 +Z1, the linearized system is 

whereX 1 ~Xso Y 1 ~Ys and Z 1 ~Zs and (X1 , Yso Z 5 ) repre
sents a stationary state. The corresponding characteristic 
equation is thus 

(À +b)[(À 2 + (I +u)À +( 1- r)u)]=O, (61) 

which governs the linear stability of the stationary state. For 
example, if we take r< 1, the origin is a hyperbolic sink and 
is thus stable. On the other hand, for r= 1, the eigenvalues 
are Ã=-b and Ã=-(l+u), which are always negative. 
Finally, for r> 1. the nontrivial stationary points are x;= 
= Y~=:!: ~b(r-1) and Z 5 =r-l. The eigenvalues of Eq. 
(61) are À=-(u+b+l) and :!:i~2u(u+l)/(u b 1), 
so that the stationary states (X~ ,Y~ ,Z5 ) are sinks for r 

e(l,rH), where rH"'<T(u+b+3)/(u-b-l). A Hopf bi
furcation occurs at rH. For u> I +b. imaginary roots are 
possible and that for r>rH the nontrivial fixed points are 
saddles with two-dimensional unstable manifolds. Thus, for 
r> r H ali the three fixed points are unstable but the attractor 
set still exists.20 Further bifurcations at larger r values even
tually lead to chaotic behavior.20 The inclusion of the equi-
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librium density inhomogeneity may lead to even qualitative 
changes in the chaotic dynamics of electromagnetic turbu
lence, as discussed here. 

VI. DISCUSSION ANO CONCLUSIONS 

ln this paper, we have investigated the linear as well as 
nonlinear propenies of low-frequency electromagnetic waves 
in a nonuniform dissipative magnetized plasmas. For this 
purpose, we have employed the electron MHD equations 
supplemented by Ampere' s law as well as the electron (ion) 
response given by Poisson's equation (the Boltzmann distri
bution) and have derived a set of nonlinear mode coupling 
equations. ln the linear regime. our analyses show that elec
tromagnetic disturbances of various scale sizes can be driven 
on account of the free energy stored in the sheared equilib
rium plasma ftows. The physical mechanism of the present 
instabilities is similar to the current convective electrostatic 
instability.4- 6 Furthennore, we have shown that the nonlinear 
mode coupling of finite amplitude electromagnetic waves in 
nonuniform magnetoplasmas with sheared plasma flows can 
lead to self-organization in the form of various types of vor
tex patterns. Explicit conditions for the existence of different 
types of vortices are obtained. For example. we have found 
that the electron magnetohydrodynamic (EMHD) equations 
in an electron plasma with stationary ions admit vortices 
whose characteristic transverse (to i) scale length À..1 satis
fies the inequality À~~ À .L <iii À;, where À;=c/wp; is the col
lisionless ion skin depth. lnclusion of the Boltzmann ion dis
tribution allows shoner scale (in comparison with the ion 
gyroradius) dipolar vortices. Since the vortex solutions exist 
locally, our theory requires that the vortex sizes are much 
smaller than the scalelengths of the equilibrium density and 
velocity gradients. Furthermore, weakly interacting flute-like 
electromagnetic waves in a dissipative system without the 
density gradient are shown to obey the generalized Lorenz
Stenflo equations, which admit a chaotic state. The param
eter regimes for the onset of chaos have been identified. We 
have thus pointed out the possibility of different classes of 
solutions including ordered structures as well as a chaos in a 
fully developed electromagnetic turbulence in nonuniform 
magnetoplasmas. Unfortunately, we are unsuccessful writing 
our complete set of Eqs. (5)-(8) in tenns of the generalized 
Lorenz-Stenflo equations in the presence of the density gra
dient and the magnetic field-aligned variation terms. There
fore. the role of the latter on the chaotic motion could not be 
rigorously identified. lt may well tum out that inclusion of 
the equilibrium density inhomogeneity may lead to even 
qualitative changes in the chaotic dynamics of electromag
netic turbulence, in contrast to what has been described here. 

The present paper neither includes the sheared magnetic 
fields nor addresses the issue of the vonex stability. ln the 
presence of equilibrium magnetic shear, the parallel 
wavevector is a function of position and one encounters an 
eigenvalue problem for the linear electromagnetic waves, 
which may also have a discrete spectrum. Furthermore, a 
criticai evaluation of the literature24 reveals that long-Iived 
vonices can indeed exist around the mode rational surfaces 
when the magnetic shear is incorporated. On the other hand, 
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a number of investigations25- 27 h as been carried out in order 
to answer the question of the stability of dipolar vortices and 
the vortex chain, which are stationary solutions of the non
linear partial differential equations. The latter are somewhat 
different from ours. Clearly, the procedure of those investi
gations can be utilized to examine the stability of long and 
short scale electromagnetic vortices. We anticipate that these 
nonlinear structures should remain stable, because the struc
tureS of our nonlinear equations are similar in form to those 
of earlier investigations.25- 27 A complete stability analysis of 
the vortices would lead us far beyond the scope of this paper. 

ln closing, we stress that the results of the present inves
tigation, which is complementary to Ref. 3, shall provide a 
complete and better view of the linear and nonlinear features 
of long and short wavelenglh electromagnetic turbulence in 
magnetized plasmas with equilibrium density and velocity 
gradients, which are common in space and laboratory plas
mas. Specifically, the measurements of broadband electric 
and magnetic fluctuations peaked in the current layer10 do 
support lhe current as the source of lhe fiuctuations. 
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Thc linear and nonlinear properLies of low-frequency (in comparison with the ion gyrofrequency) electro
stati<.: •mJ clectromagnctic waves in nonuniform, magnetized dusty plasmas with sheared plasma llows are 
cxamincd. For this purpose. thc multiftuid dusty plasma model is employed to derive the relevam nonlinear 
equations for the modified dust-convective cel\s as well as for the coupled dust Alfvén waves and dust
convecfivc cells. ln the linear limit, we obtain dispersion relations which e;o;hibit instabilities of both the 
erectrostatic and electromagnetic waves. ln the nonlinear case. it is shown that the newly derived dynamical 
cquations for weakly coupled waves admit various types of vorte;o; solutions. The resuhs can have relevance to 

thc undcrstanding of thc salient features of nonthermal nuctualions and cohercnt vortcx structures in nonuni
form dusty magnctoplasmas such as those in the Earth's ionosphere as well as in cometary tails and interstellar 
douds. [SI063-651X(98)11101-7] 

PACS number(s): 52.25.Vy 52.35.Lv 52.35.Mw 

L INTRODUCIION 

A dusty plasma is a low-temperature partially or fully 
ioni7cd ga.~õ. consisling of neutral atoms, electrons, ions, and 
micron-si1.cd l:hargcd particulates of solid matter (dust 
!!raios). Thc lattcr. which are extremely massive, could be 
~ithcr ncgativcly or positivcly charged to a high dcgree. The 
clectrostatk charging or Lhe dust grains rcsuhs from various 
processes such us thc clectron and ion collection from the 
amhicnt plasma. thc photoelcctric emission, the secondary 
clcctron and ion cmission. the fleld emission, etc. The dust 
grains c.:an acquirc a hugc clcctric charge (up to tens of thou
sands o r an clcctron chargc). Dusty plasmas are ubiquitous in 
sp:.1cc cnvironmcnts as well as in laboratory discharges [ 1-
3]. 

Rcccntly. considcrablc attention has been focused on 
studics of wavcs [4-R] and instahilities [9-13], as wcll as 
thc nonl inca r structurcs [ 13-15] in dusty plasmas. Charged 
dust g:rains can givc rise to new normal medes, in addition to 
modil"ying thc cxisting plasma wave spectra. For example, it 
lms hccn found that considcration of thc dust dynamics is 
rcsponsihlc for thc dust-acoustic waves [5], which are now 
cxpcrimentally ohscrved [I I, 16]. Linear properties of elec
trostatic and clcctromagnetic waves and mechanisms for 
thcir cxcitation in a uniform dusty plasma were reviewed by 
Vcrhccsl [17]. 

ln tllis papcr. wc study linear as well as nonlinear prop
crtics of low-frcqucncy (in comparison with the ion gyrofre
qucncy) clcc.:trostatic and electromagnetic waves in a nonuni
form magncti7.ed dusty gas. The latter waves contain 
cquilihrium dcnsity and magnetic field gradients as well as 
shcarcd pl<.~sma flows. ll is found that free energy stored in 

*Pcrrmmcnt addrcss: Dcpartmcnt of Physics. Quaid-i-Azam Uni
vcrsity. lslamah;u.l 45320. Pnkistan. 

·:·Pcrmancnt addrcss: Instituto de Fisica. Universidade Estadual de 
C.unpituiS. 130R3-970 Campinas. São Paolo Brazil. 

'Pcrmancnt addrcss: Department of Physics. Quaid-i-Azam Uni
vcr:.ity. bramah;~d 45320. Pakistan. 

r 063-65 r XNS/57( r J/ 1047(6)/$15.00 

the latter is coupled to modified dust-convective cells and to 
linearly coupled dust-Aifvén waves and the dust-convective 
cells. On the other hand, finite amplitude electrostatic and 
electromagnetic waves interact nonlinearly. Accounting for 
convective and Lorentz force nonlinearities, we derive a set 
of nonlinear Huid equations in the presence of sheared 
plasma nows. 11 is found that the nonlinear equations admit 
new classes of coherent vortex structures. 

The manuscript is organized in the following fashion. ln 
Sec. II, we derive the relevam nonlinear equations for both 
the electrostatic and electromagnetic waves, by assuming 
that the wave frcquencies are much smaller than the ion gy
rofrequency. The effects of dust charge penurbations are also 
incorporated. However, for simplicity, we discuss in Secs. III 
and IV, the linear and nonlinear results, respectively, when 
the dust charge pcrturbations are ignored. Finally, Sec. V 
contains a brief summary and applications. 

II. DERIV ATION OF EQUA TJONS 

Let us consider a nonuniform multicomponcnt dusty 
plasma immersed in an inhomogeneous magnetic field 

8 0(x)i, where 8 0 is the strength of the externa! magnetic 

field, and Z is the unit vector along the z axis. The dusty 
plasma also has equilibrium density (iln10 /dx) and velocity 
(r7vjolr1x) gradients, which are maintained by some externa! 
sources. Here n jO and v jO are lhe equilibrium density and the 
magnetic field aligned How velocity of the particle species j 
(j equals e for the electrons, i for the ions, and d for the dust 
grains). 

The charge neutrality condition at equilibrium can be ex
pressed as 

ll;o= ll,.o+ Z,fQIIdO• (I) 

where Z,10 reprcsents the number of charges residing on the 
dust grains. The dust particles are supposed to be point 
charges, and their sizes and the intergrain spacings are much 
smaller than the characteristic scale lengths (viz. gyroradii, 
Debye radius, etc.) of the dusty plasma. Furthermore, there 

1047 ú !998 The American Physical Society 



!0-lX MIRZA. FARIA. SHUKLA. AND MURTAZA 

are surfil:icnt numhcrs of dust grains in a Dchye sphcrc, so 
that thc ~:ollcctivc intcractions. as dcscribcú bclow, are intuct. 

ln thc rrcscncc of low-frequcncy wavcs. thc clectron and 
ion lluiú vclocity pcrturhations in the drift approximation 
(iá,l~w,.;=eH 0 /m;c) are 

(2) 

and 

(3) 

wherc vr.n=cixV$/80 and V;p=-(c/80we;)[fl1+v,.+vE8 
·V+ v ;o.'l:]V L cP are thc usual EX B0 and the ion polariza

tion drifts. rcspectively; E= -V f/J-( llc)d,Azi is the elec
tric field vector: </>(AJ is the electrostatic (z component of 

thc vector) potential and B.l = VAzxi: is the perpendicular 
c.:omponcnt or thc wave magnetic field, c is the speed of 
light. and v,. is the ion collision frequency. The compres
sional magnctic ficld perturbation has been neglected in view 
of thc Jow-{3 approximation. For electrostatic waves. we can 
sct n =0. 

Thc pamllcl componcnt of the electron lluid velocity per
turbation is dctcrmined from the z component of Ampére's 
law, giving 

(4) 

whcrc v~ =;,_~+ri~. 
Thc dynamics of wavcs in our dusty plasma systcm is 

govcrncd hy thc cquations of the continuity. and the momen
tum. which are supplcmcntcd by Poisson's cquation andAm
pérc's law. For our purposes, for thc conservation of the 
chargc dcnsity wc havc 

~o. (5) 

Poisson · s cquation 

(6) 

and thc parallcl component of the electron momentum equa
tion. 

(ll1+ 11,.+ v,.0fl;+ v,.· V)v,-;= -(e/mt')[ E:+ ~(vf!"XB.l) -z]. 
(7) 

whcrc v,. is thc clcctron collision frequency and the ions are 
assumed to hc singly charged. ln Eq. (5) we include [18] the 
sourcc of thc plasma panicles which eompensates for their 
losses due to thc rccomhination on the surface of the dust 
gn.tins. The e!Tectivc collision frequencies for thermal Max
wcllian plasma parti ele distributions are v/!",,1= v;.J( I + P) 
=vchP(r+ TJ)ITJ(I +r+TJ), where P=n,10ZJ0 1nl!"0 ,r=T,) 
T,, TJ=Z,10e'!laT,.. and vch=w~;a( I+ r+ TJ)Ivti ,J2;. 
Hcre a is the si7.C of thc dust grain, wp; the ion plasma 
frcqucncy. v 1; lhe ion thcrmal velocity, and T(. (T;) the elec
tron (ion) lcmpcraturc. For p4, I, we have v1!".d= v;.Jr=a v 0. 

ln ordcr to derive nonlinear set of equations, we write 
n 1=n 10(.r)+n.i 1 , where nil~niO(x). Thus, substituting for 

lhe !luid velocitics from Eqs. (2) and (3) into Eq. (5), we 
obtain, for eleetrostatic waves (D..!.. =0), 

(8) 

where v t'Z is given by 

Here d 1= ;;1+ Vcs ·V. and D 1e=d1+ (v ro+ v r:.:)(}:. 
The dust charging equation for P~ l is given by [18] 

( 10) 

whcre I; 1 = f CT1V Judv is the perturbed current in the pres
ence of disturbances, and CT; ,= 1ra 2( I ::!: 2Z 1e

21m· .u 2 a) is 
thc charging collision cross. section; the pÍus crr:i~u~·) sign 
stands for the ions (electrons). The first arder distribution 
functionf 1i (=[1-F1) is given hy 

X(80-ixVAJ]·VJ; 

~ -n ,10u 1j v )v[! 11 ( vj)- F;( v)]. (li) 

where F.i is the equilibrium velocity distribution function. It 
appears that the charging equation (I O) is quite tedious for 
clectromagnetic waves in nonuniform magnetized dusty 
plasmas. 

11 is straightforward to derive the relevant equations for 
electromagnetic waves from Eqs. (1)-(7). We have 

(
ZJiiJ) ? 47TA 

XV B'; ·V</J+cd:VJ...Az-
80

zXVAz·Vle; 

+47TenJo( ;;1+ VJo· V)ZJt =O, ( 12) 

and 

D1e( 1-À;Vi)A:- v,x;viA:+c(;;:+Svo V)</1=0, 
( 13) 

where wpi=(47Tn;oe2/m;) 112 is the ion plasma frequency, 
À~:=cl wpe the collisionless electron skin depth, wpe the 
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clcctron plasma frcquency, J e;= e(n ;0 v ;o- n .. ou ,.0), and 

Sr·o= ixVv,. 11 1<ur~·· Wc havc dcnoted d::::az+VA:xifBo. 
Thc orig:in of various tcrms in Eqs. (8)-( 13) is now clear. 

Thc tirst thrcc tcrms in Eqs. (8) and ( 12) wme, respcctivcly, 
from thc dcviation from the qua-.ineutrality and the linear 
and nonlincar ion polarization drifts, whcreas lhe fourth term 
in Eqs. (R) and ( 12) originatcs from the EXB convection of 
the cquilihrium dust churge density, as the divergence of the 
diffcrence of the clectron and ion fluxes in nonuniform dusty 
rnagnctoplasmas remains linite. The fifth and sixth terms in 
Eq. ( 12) originare due to the coupling of the eguilibrium 
plasma currents with the perturbed magnetic field: these 
tcrms do not appear in the electrostatic model (8). On the 
other hand, lhe nonlinearity on the left-hand side of Eq. (9) is 

due to lhe Ex i convection of the parallel (to i) electron 
velocity pcrturbation, whereas the important nonlinear terms 
in Eq. ( 13) come from the nonlinear parallel electron inertia 
as wcll as thc nonlinear Lorentz force. The parallel phase 
velocily of thc disturhance~ is assumed to be much larger 
thun thc clcctron thermul velocity. 

III. DISPERSION RELATIONS 

Thc locul dispersinn rclution for clectromagnetic waves is 
nnw dcrivcd hy neglecting the nonlinear terms in Eqs. (12) 

and ( 13) and thc dust chargc lluctuations. We suppose that rjJ 
anJ A: are proporti(lnal to cxp(ikr.v+ik:z-iwt), where k,. and 
k: are thc cornponcnts of Lhe wavc vector k, and w is the 
f"rcqucncy nf thc oscillations. and that the scale lengths of the 
cquilihriLlm inhornogcncitics are much larger than thc wnve. 
lcngth. Thc rcsultant dispcrsion rclation is of the form 

I I +k·S,0 ik,) 

X (I +k~À;.) 
(14) 

whcrc üJ, 1 .=4rreck,.(1_ 1 (Zclollc~oiB 0 )/(k 2 +k~c 2 1u~) is the 
dust <:(mvcctivc ccll rrcqucncy, vA(=cwc)wp;) represents 
thc usual Alfvén \·clocity, and k 2 =k~+k~. We note that for 
a highly dissipativc <.:ase. the medeS are damped. Also, for 
k~c~/v~Pk~. thc convcctive ccll modes and Alfvén waves 
are lincarly couplcd. lt should hc notcd hcre that thc presence 
o r(!)\{. is attrihutcd to thc prcscncc of the static charged dust 
grains. and would not arisc otherwise. 

ln thc cnllisionlcss case. the dispersion relation (14) he· 
comes 

Equation (15) predicts an oscillatory instability. For w 
> k:v .. 0 , the threshold condítion is 

On the olher hand. for a highly colli):;ional plasma in 

whieh t'ck.~h;P(I +k~h;)X(w-k:Ueo) and v 1 ~k:ViO• we 
have 

( 16) 

Equation (16) exhibits an instability if k·SL. 0 /k~> I and 
4-rrk,.k,cnxCJeJBo)l(k 2 +k:.c 2 1u~)>k~v~ as well as both 
thc density and velocity gradients are negative. Thc threshold 
condition is 

(
. 2 2 4-rrk,.k,cii,(J,,t80 ))( I +k·S,0ik,) 
k.uA.+ 2 , ' ' 2 · (k + k-c 2tv-) v k-À ' y A <' ,. ,. 

Next. we focus our attention on sheared flow driven dust· 
convective cells. The appropriate dispersion relation for the 
laner can be directly derived either from Eqs. (8) and (9), or 
hy setting k_~x.;~ I in Eq. (14). We have 

w 1
- w[ W_q1 +k,(v co+ v ;0)- i( v0 + v,.+ v;)] 

, ~·~ 4-rrii,(.J,,i80 )]1' k·S,o)· =w- I+ I+--
LHk2 k k-c k. ' 

\" .I • I • 

( 17) 

where wLH~ ( Wccwc;) 
112 is the Jower·hybrid resonance fre

quency, and wp;~wci has been assumed. An inspection of 
Eq. (17) reveals that the dust·convective cells are driven at 
nonthermal levei on account of free energy stored in the 
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magnctic lic/d aligncd velocity gradient and the density in
homogcncity. Thc mnximum growth rate of the dust
çonvcctivc ccll instahility is roughly wLH(k-/k,.)l[ 1 
+4-rrii,(J,.;//10 )/(k,k,c)]( I +k·S,0 ik,)i 1n for S,0<o and 
lk·S,oi>L. 

IV. NONUNEAR SOLUTIONS 

ln this scr.:tion. wc present the nonlincar coherent vortex 
solutions of Eqs. ( 12) and ( 13). Accordingly, we look for the 
stationary solution of the nonlinear equations ( 12) and (t 3) 
in thc stationary frame ~=y+yz-ut, by assuming that 

lixV<P·VI~(cwL.Jwpi 2 )VlA/.lz; where ')'is a constant 
and 11 is the translational speed of the vortex, by ignoring 
dissipativc terms. For V 2 ~w~iVi/w~i and a~~ V~, Eqs. 
(12) and (13) c:m then be rewritten in the following fonns: 

11; ,JlfV~ cb-uclfJE4)- (c! 8 0 )1( rjJ, V~ QJ)- (v~/ c) y 

X[! v;-~~ ii,(J,;IBo>)n;A, 

+(1/yR,)J(A,.ViAJ]=o (18) 

and 

=o. ( 19) 

whcrc u"=-47TCCC•J~/I,(Z, 10 n,~ 0 /8 0 )/w~i· J(f,g)=(dJ il~g 
-il,g (!~_f"l is thc Jar.:ohian, y0 =y+(a ... u,.o)/wce and uÍ* 
=u- ')'V 10 . 

Thc solutions of Eq. ( 19) r.:an hc obtained in two limiting 
r.:ascs. Finil. whcn thc scalc sizc of the nonlinear structure is 
much shortcr than thc collisionlcss electron skin depth, then 
lhe parai/c/ clcr.:tron incrtial force can bc neglected. For this 
case. Eq. ( 19) givcs 

(20) 

Suhstituting for A: from Eq. (20) into Eq. (I R), we obtain 

(21) 

2 2 2 2 whcrc y= ')'o+ 4 7r( X. ,.I c)O,.(J eJ Bo). f..L = (I - y 0v Alu"*)l O, 

and 8=( 1-'Y'YoV~Iu;*ll,.*). 
Equation (2 I) admits both the di polar vortex [ 19] and the 

vortcx street [20] solutions. The dipolar vortex appears 

rrovidcd that [/I""''*- 4 "1T')'oV ~ dr(J c/ c Bo) ]!( II;*U"* 

- 'Y'YoV~)> O. and that the vortcx proliles are similar to 
thosc givcn in RcL [19]. On the other hand. the dusty vortex 
strcct uriscs whcn lf,=(4"1Ty 0 v~lcu .. *)".tUeJB0). Here Eq. 
(21) rcduccs to 

(22) 

For JL>O. Eq. (22) is satisfied by 

(23) 

where r.P0 , K, and a 0 are some constant parameters. The 
solution of Eq. (23) is [20] 

u;.Bo [ ( I ) l 4>=--;;;:-x+tf>0 1n 2cosh(Kx)+2 1- aÕ cos(Kg), 

(24) 

which represents the Kelvin-Stuart "cat's eyes" that are 
chains of vortices for a 0

2> I. 
Second, we consider the case when the scale size of the 

nonlinear structure is of the order of the collisionless electron 
skin depth and that lhe vortex translation speed is much 
larger than yv jO· Here a typical bounded solution of Eq. (19) 
is 

(25) 

Substituting Eq. (25) into Eq. ( 18), we ohtain 

[a,- (c/ u80 )( li,t/>rl,-ii,tf>ii,) ][V~ 4>+ {3 14>- {32AJ =O. 
. (26) 

A possible solution of Eq. (26) is 

provided that y= y 0 +(4"1Tic)>..~;;,.(JeJB 0 ). Here /3 1 = 
-udlu+yy 0 v~lu 2 >..;, {3'2=- y 0 v~lcuÀ~, and {33 is an ar
bitrary constant of integration. 

Combining Eqs. (25) and (27), we obtain 

(28) 

where x,={3,-{3,-IIÀ; and xo=[({3,-{3,)+cf3,yol 
u]/À;. Equation (28) admits spatially bounded dipolar vor
tex solutions [21,22]. If we set {3:,=0 then the solution of 
Eq. (28) in the outer region (r> R) can be expressed as 

4>= [ C 1 K 1(s 1 r)+ C 2K 1 (s 2r)]cos0. (29) 

where C 1 and C 2 are constants, K 1 is the modified Bessel 
function of the first order, and sT.2=[- y 1 .:!:( 'Y~ -4 y2 ) 

112 ]12 
for y 1<0 and y?>4y2>0. Here y 1={3 1-Ã,-: 2 and y2= 
-({3 1/À;)+cf32y0 /uÀ;. ln the inner region (r< R), we 
write the solution as 
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whcrc J 1 ( / 1 ) is thc Bcsscl function of the first order having 
real (imaginury) argumem. and C3 and C4 are constants. 
Hcrc. s~, 4 ~Hx~-4x 2 ) 112 ±x 1 ]/2 for x2<0. Evidently. the 
outcr and inncr rcgion profiles of inertial electromagnetic 
vorticcs are different from those of noninertial vortices for 
which thc vortex scale sizes are much smaller than h e. It is 
worthwhilc to mention here thot the sheared equilibrium 
clcctron llow i !>i rcsponsihle for a complete Jocalization of the 
dipnlar vortcx in the outer region. Furthermore. the constants 
C 1• c 2• c~. C4 • and {33 can be determined by matching the 
inner and outcr solutions of <P and A t and the higher deriva
tivcs Vd>. V~_q,, V 1 A:, and V~A: at thc vortex interface 
(r= R). Mikhailovskii et ai. [22] perfonned this calculation. 
and prcscntcd cxplicit expressions for the various con
stants. 

ln passing. wc mcntion that stationary solutions of 
Eqs. (R) and (9) c.:an also he rcadily ohtained in the moving 

framc Ç=r+y::-ur, with jixVc{J·Vj~(8 0 /c)ve~n.~. ln 
thc ~-h~CIH.:c or dissipativc clfects from Eq. (9), WC have 
u,.:=-(ey0 1m,.u,.*)c/J, which can then he inserted into Eq. 
(R) to yicld 

whcrc wc again assumcd that w;;!Vl1Pw~;V 2 , and dis
cardcd tllc dust chargc llw.:tuation. It turns out that for 
n,.,~u,*-u,., 1 ,u,~+yy 0 cuf_H>O. Eq. (31) admits dipolar vor
tcx or thc typc discussed in Ref. [19]. whcreas for u, 
= YJiocoi_ 111 u ,. ,1, • Eq. (31) rcduccs to the Navicr-Stokes equa
tion which is idcntical to Eq. (22) ex:ccpt that here J.t= I. 
Clcarly. for this case. we wi\1 havc a chain of vortices that 
are givcn hy Eq. (24). 

V.SUMMARY 

ln this parcr. wc invcstigated linear as well as nonlinear 
propcrtics of couplcd Alfvén and convective cells modes in 
nonuniform multicomponent magnetized dusty gases. For 
this purp<1sc. wc cmployed the multilluid dusty plasma 
modcl. and dcrivcd a p<1ir of coupled nonlinear equations for 
hoth thc clcctrostatic and clectromagnetic waves in dusty 
plasm;.J.s that havc cquilihrium density, magnetic field, and 
magnctic-licld~aligncd velocity gradients. ln the linear limit, 
wc havc dcrivcd loc~d dispcrsion rclations. The latter are 
o.malytically analyzcd in ordcr to dcmonstratc the ex:istence of 
hoth thc collisionlcss and collisional instabilities of dust
convcctivc cclls and dust-Aifvén waves. Physically, the cur
rcnt convcctivc instahility arises hecausc there appears a 
phasc lag hctwccn thc parallcl clectron vclocity perturhation 
aml Lhe wavc potcntial on account of the electron velocity 
gradicnt. 

Finite amplitude disturbances in nonuniform dusty gases 
weakly interact among themselves, and the nonlinear mode 
coupling can lead to the formation of dipolar vortices and 
vortex: streets. This has hecn analytically shown by seeking 
the stationary solutions of the governing nonlinear equations 
(12) and (13). We find that dusty vortex: strects appear in a 
region wherc the dipolar vortices are forbidden. 

The present investigation of the dusty plasma wave gen~ 
eration and the nonlinear mode coupling leading to the for
mation of coherent vortex structures does not account for the 
dust charge fluctuations. However, it is expected that the 
latter should introduce a non-Landau-type dissipation [I O]. 
Accordingly, the growth rate of the instability has to over
come the damping associated with the dust charge perturba
tion, whereas vorticcs might be amplified [20] in a dissipa
tive dusty medium. Furthennore, the dust grains are assumed 
to be immobile, which is justified as Jong as the typical os
cillation frequency is much larger than the dust plasma and 

dust gyrofrequencies. However, for lo,l~wnl and P3!Vil 
P I , where wc,/ and Pd are the dusty gyrofrequency and the 
dust gyroradius, respectively, the dust grains would follow a 
straight-line orhit across lhe externa! magnctic field direc
tion. The corresponding dust numhcr density is nd 

= 11 , 0exp(Z,10ecP/T11), wherc T" is thc dust temperature. Thus 
thc inc.:Jusion of the dust dynamics shali give ri se to a new set 
of nonlinear equations and ncw classes of unstablc waves 
and cohcrent nonlinear structures whose studics are beyond 
lhe scope of the present paper. Finally, the stability of the 
di polar vortices and vortex streets, as found here, has to be 
analyzcd. 

ln conclusion, wc stress that we havc reported possible 
mechanisms for the generation of electrostatic as well as 
clectromagnctic nuctuations in the presence of sheared 
plasma flows in nonuniform magnetized dusty gases. We 
havc also shown that the nonlinear mode coupling provides 
the possibility of the formation of dusty plasma vortices 
which can have different scale sizes. Thus, the results of the 
present work should be useful in identifying the frequency 
and wave-number spectra of fluctuations and the features of 
coherent nonlinear structures which are produced hy sheared 
plasma Hows in nonunifonn dusty gases. The latter are fre
quently found in cometary tails and interstellar clouds, as 
well as in many low-temperature laboratory devices. 
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Abstract 

lt is well k:nown that sheared plasma flows can be built up both in astro-
physical caviromncnts as wcn as in laboratory dusty plasmas. Our objec
tive 11= is 10 understaDd lhe c:oUJ>linl< of volocicy grad;mt eaetKY 10 
elcctrostatic and elcctromagDetic waves in nonuniform. dusty mapto
plasma. For this purpoae. we employ the multi-fluid dusty plasma model 
llDd derive the relevant nODlinear equatioas for low-frequency (in c:ompari
son with lhe ion gyrofrequency) waves iD the pn:scnce of sheared plasma 
flows. Linear dispersion relatioDS are derived lUld analyzed. It is found that 
both thc clcctrostatic 8Dd. clcctromagnctk: wava are drivn by shearcd 
pluma floWI. Furtbcrmoro. thc acwty dcrivcd modc coupq equatiODS 
provide tbe possibility of seJI-orpnized IJld chaotic statcs in dusty plasmas. 
The resulta of our invcstigation should be he1pfu1 in understanding the 
propcrties of dusty plasma microturbulence whe:n soun:es and links are 
simultaneously prcsmt. 

1. Introductioo 

Recently there has been a great deal of interest in studying 
the linear and nonlinear evolution of instabilities in dusty 
plasmas. The presence of dust in the plasma modifies its col
lective properties. This kind of configuration can be found 
in space environments as well as in laboratory discharges 
[1-3]. ln this paper, we study the linear as well as nonlinear 
properties of low-frequency (in comparison with the ion 
gyrofrequency) electrostatic and electromagnetic waves in a 
nonuniform magentized dusty gas [ 4]. The latter cootains 
equilibrium density and magnetic field gradients as well as 
sbeared plasma ftows. We show that nonlinearly coupled 
electromagnetic modes in nonunifonn magnetoplasma can 
have a chaotic behavior. lbe three coupled nonlinear equa
tions can be represented as a generalization of tbe Lorenz 
[5] and Stenfto [6] equations, which admit chaotic fluid 
behavior of electromagnetic turbulence in nonuniform mag
netoplasmas. 

2. Derivatioo of basic equatioos 

Let us consider a nonuniform multi.component dusty 
plasma immersed in an inhomogeneous magnetic fi.eld 
B0(x)i, pointing in the z-axis direction. The dusty plasma 
also has the equilibrium density and velocity gradients. The 
charge neutrality condition at equilibrium. ca.n be expressed 
as n10 = nco + Z110 ndo, where Z 110 represents the number of 
charges residing on the dust grains. 

1 Perm.anent addR:ss: Instituto de Físü:a, Universidade Estadual de Cam
pinas, 13083-970 Campinas, SP, Brazil. 

2 Perm.anent address: Dcpartmcnt. of Physics, Quaid-i-Azam University, 
lslamabad 45320, Pakistan. 
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ln the presence of low-frequency waves, the electron and 
ion fluid velocity perturbations in drift-approximation are 
~'c~ ~'u + (Vco + Vr;t)BJ..IB0 + Vu-i, and tti ~ ~'EB + l';p 

+v,0 BJ..!B0 , where llu=cixVcjJjB0 and 1'1P= 

-(cfB0 ro,J[õ, + v1 +o,.· V+ v10 õ,]V .L</> are the usual E 
x B0 and the ion polarization drifts, respectively; E= 
-V</>- (1/c)il, A, i is the electric field vector; </>(A,) is the 
electrostatic (z-component of the vector) potential and 
B J.. = VAz x i is the perpendicular component of tbe wave 
magnetic field, c is the speed of ligbt. and v1 is tbe ion colli
sion frequency. Tbe parallel component of the electron ftuid 
velocity perturbation is detennined from the z-component 
of the Ampére law, giving Vez ~ (c/4nneo e)Vi Az, where 
Vi=ô;+a;. 

The dynamics of waves in tbe dusty plasma system. is gov
emed by the equations of cootinuity, momentum, supple
meoted by Poisson's equation and Ampére's law. We 
linearize n1• Tbus, taking into account ~'c• ~'i• the continuity 
and the parallel component of tbe electron momentum 
equations, respectively, we bave 

(d, + v0 J V2 + ~ Vi)c/J + ~ (v; + V10 Ôz)Vi c/J 
\ t»ci a>e; 

- 4neci X v(z~:d). Vt/J + cdtViAt 

-~:i x VA, • VJ,; + 4nen.0(õ, + o•• • V)Z., =O, (I) 

and 

D.,(l-l; Vi)A,- v,l;ViA, + c(õ, + S,0 ·V)</>= O, (2) 

where d, = ô, + ~'EB • V, D,e = d, + (veo + Vez)Ô:, COpi = 
(47m10 e

2 /~nt) 1 ' 2 is the ion plasma frequency, ).e= cjmpc is the 
collisionless electron slcin depth, a>pe is the electron plasma 
frequency, Jei = e(nettc- nioi), and sf10 =i X Vveofrucc· We 
bave denoted dz = ôt +VAz x i/B0 . 

I t is straightforward to derive similar equations for the 
electrostatic case, considering sheared ftow plasma. 

3. Dispersioo relations 

Tbe local dispersion relation for electromagnetic waves can 
be derived from eqs (I) and (2). Assuming that </> and A, are 
proportional to exp (ikJI y + ik: z - imt), and tbat the scale
lengths of the equilibrium. inhomogeneities are much larger 
than the wavelength, the resultant dispersion relation has 
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tbe following form 

[ 
. k; c

2
(k, v10 - i•J]w. 

co - con + IVo - 2 K2 • 
VA ' 

_ [k2 2 47<ck,k,ci!..(J,JB0 )] S: 
- % VA + K2 b ' . ,. (3) 

where cos. = 4neck,O.J..ZdondofB0 )/K'! is the dust convective 
cell frequency, v A( =cOJ,JOJ,J represents the usual Alfvéo 
velocity, W. = co- k, v,0 + i( v,~ l~)/(b,..), K~ = k' 
+k;cl!vi, P=k;+k;, s:=l+k·S.0 fk: and b7c=1 
+ ~ l~. Notice that for a highly dissipative case, the modes 
are damped. Also, for k; rf /vi ~ ~, the convective cell 
modes and Alfvén waves are Iinearly coupled. It should be 
noted here that the presem:e of 01" is attributed to tbe pres
eoce of the static chaoged dust grains, aod would oot arise 
otherwise. 

lo the collisiooless case, the dispersioo relatioo eq. (3) 
becomes 

ru2 - w{kz Vco + W!) + k: Vco W! 

_ (k' 2 47<k,k,ci!..(J,JB0 )) s: = 0 
% VA + K2 b ' . ,. (4) 

wbere W! = rusv + k; c2k: v10/d. K'!. Equation (4) predicts 
ao oscillatory instability. Forco> k,v,0 , the threshold codi
tion is 

Oo the other haod, for a highly collisiooal plasma in 
whicb v,~;.; ~ b7c(co - k: Vco) and V1 ~ kz v10 , we bave 

·[ ~C
2

V; co = cosv- 1 v0 + 2 K 2 
VA • 

(5) 

Equatioo (7) exhibits ao instability if k • S,o/k, > 1 aod 
47<k1 k,ci!..(J,JB0 )/K! >~v; as well as both the deosity 
aod velocity gradients are negative. The threshold condition 
is 

(k
2 2 47<k,k,ci!..(J.JB0 )) s: k; c2v1 
:v A+ K 2 k2 l2 > Vo + 2 K' · * V c y Ac VA • 

Next, we focus on sheared fl.ow driven dust.convective 
cells. The appropriate dispersion relation for the latter can 
be either directly derived from eqs (1) aod (2), or by settiog 
k; l; i> 1 in eq. (3). We have 

' . ] 2 k; [ 47<iJ..(J,JBoJl •• 
ru -w(run+k:Vo-tl'. =CULH~ 1 + k,k:C r•• 

(6) 

where V0 = Vco + v10 , v• = v0 +v c+ V;, cuLH = (wcccocJI'2 is 
the lower-hybrid resonance frequency, and O.Jp; ~ roei has 
beeo assumed. Ao inspectioo of eq. (6) reveals that the dust
convective cells are driven at nonthennallevel on account of 
the free eoergy stored in the magoetic field aligoed velocity 
gradient and the density inhomogeneity. The maximum 
growth rate of the dust-convective cell instability is rougbly 

wLH(k,fk,) I [1 + 4n<J.(J.JB0)/(k,k,c)](1 + k · S,ofk,) 1'12 for 
S,0 < Oaod lk · S.ol > k,. 

4. Cbaotic bebavior of eledromagaetic turbaleace 

lo the following, we follow Lorenz [5] aod Steoflo [6] aod 
derive a set of equations which are appropriate for studying 
the temperai behavior of cbaotic motion involving two
dimensional low-frequency nonünearly interacting electro
magnetic waves in a dissipative magnetoplasma. 
Accordiogly, we introduce the Ansatz ,P = ,P1(t) sio (K,x) 
sin (K,y) aod A,= A 1(t) sin (K.x) cos (K,y)- A2 (t) sio 
(2K;~~:x), where K:~~; and K, are constant parameters, and ,P1, 

A 1 and A2 are amplitudes which are only functions of time. 
Substitutiog ,P aod A, into (1) aod (2), aod coosideriog that 
i!. lo (ZDo n40) = i!x lo B0 we readily obtain 

K (K'- 4K;) 
4>,=-~ 0 1/J 1 +~ 1 ~A 1 -~,K.K, K' A 1A 2 ,(7) 

À 
_ _ ~K 2 

_ ó,K, cK.K, 
~- 1+K2).;At l+K2).;tf>t+ Bo 

(8) 

aod 

. cK;"(;K, ,x; 
A2=- 280 t/J 1At-4 1 + 4K;_l;A2, (9) 

wbere a:0 = V0 + V1, «1 = 4nvi(ôJcJôx)jB0 c2
, a:2 = vi/c2

, 

'7 =v e).; is the plasma resistivity, c5 1 = c(ôveofôx)froce and 
c52 = cB0 • The time derivative is defined by a dot on t/J 1, A 1 

andA2 . 

Equatioos (7)-(9) cao be appropriately oormalized so that 
they can be put in a form which is similar to that of Lorenz 
aod Steoflo. We have 

(d X) ( -ó d:Y = r-Z 

d,Z Y 
(10) 

which describes the nonlinear coupling between various 
amplitudes. Here, lJ = «ob:f'IK2

, r= -a 1c5 1K;f'IK4
, b = 

4K; b:/(1 + 4Ki ;.;)K2 and the new parameter a= 
-«~« 2 (K

2 - 4K;,)b: K 2B0 jcaiK;(b:- 12K;_l;), with 
K2 = K! + K; and 't = t/t0 ; where t0 = rrK2fb: and b: = 1 
+ K2..t;. 

If we set <T =O, which happeos for K; = 2K., eq. (lO) 
then reduces to the Stenfio type equations. However, tbe 
normalizations used here are 

.JZ~K'Bo X· 
cK"K,Jb:(b:- 12Kil;) ' 

.JZ~ 0 ~K 4 B 0 Y; 
C!X1K%K; Jb:(b:- 12Ki ).:) 

-~ 0 ~K
4

B 0 z 
C1X1K:cK;(b:- 12K;.t;) . 

X 0 = ±[b(r- 2 + <TT' fó) + .Jr,:(r,---;;2-+:-êf?=;"õ")2-c+:-4(=r -,1"')/2] 112, 

Y0 = rbX 0/(b + X~). aod Z0 = X 0 Yofb are the equilibrium 
points of eq. (1 0). 

Physica Scriptll T7S 
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For u =O, we note that for I r I > 1, the equilibrium fixed 
points [X0 = Y0 = ±Jb(lrl- 1)112

, and Z 0 =Ir i- I] are 
unstable resulting in convective cell motions. Thus, the 
linear instability should saturate by attracting to one of 
these new fixed states [7]. 

S. Summary 

ln this paper, we have investigated tbe linear as well as non
linear properties of coupled Alfvén and convective cells 
modes in nonuniform multi-component magnetized dusty 
gases. For this purpose, we have employed the multi-fiuid 
dusty plasma model. ln the linear limit, we have derived 
local dispersion relations. The latter is analytically analyzed 
in order to demonstrate the existence of both collisionless 
and collisional instabilities of dust-convective cells and dust
Alfvén waves. Physically, the current convective instability 
arises hecause there appears a phase lag between the parai
lei electron velocity perturbation and the wave potential on 
account of the electron velocity gradient. 

Finite amplitude disturbances in nonuniorm dusty gases 
weakly interact am.ong themselves and self-organize in the 
form of the generalized Lorenz-Stenfio equations, which 

Physica Script11 T75 

admit a chaotic state. Tbe parameter regimes for the onset 
of chaos have been identified and fully analyzed. 
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A set of coupled nonlinear equations for dispersive Alfvén waves (DA Ws) in nonunifonn 
magnetoplasmas with two-ion species is derived by employing a multiftuid model. The DAW 
frequency is assumed to lie between the gyrofrequencies of the light and heavy ion impurities. ln the 
linear limit. a local dispersion relation (LDR) is derived and analyzed. The LDR admits a new type 
of DA W in two-ion plasmas. Furthermore. it is found that stationary solutions of the nonlinear mode 
coupling equations in two-ion plasmas can be represented in the fonn of different types of coherent 
vortex structures. The relevance of our investigation to space and laboratory plasmas is pointed out. 
© /998 American lnstitute of Physics. [Sl070-664X(98)02408-2] 

I. INTRODUCTION 

The Alfvén wave is one of the important normal modes 
of a two-component electron ion plasma that is embedded in 
a uniform magnetic field. The dynamics of nondispersive 
Alfvén waves is normally governed by ideal magnetohydro
dynamic (MHD) equations. ln the Alfvén wave, the restoring 
force comes from the equilibrium magnetic pressure. and the 
ion mass provides the inertia. The inclusion of nonideal 
effects,1- 3 such as the perpendicular (parallel) inenial force 
of the ions (electrons) and the Hall force, is responsible for 
dispersion of the Alfvén wave. The dispersive Alfvén wave 
(DA W), which is also referred to as the kinetic (or shear) and 
inertial Alfvén waves!·3 accompanies a finite parallel (along 
the ambient magnetic field lines of force) electric field, and 
the DA W dynamics is either govemed by gyrokinetic equa
tions or by two ftuid equations that include the ion polariza
tion drift and the parallel electron inertial force. The linear 
and nonlinear properties of the kinetic Alfvén and inertial 
Alfvén waves in a two-component electron-ion plasma have 
been discussed in depth by several authors.2.4-

7 It is widely 
thought that the DAW can energize both the electrons and 
ions. and that it can also be associated with numerous scale 
low-frequency (in comparison with the ion gyrofrequency) 
electromagnetic waves in both the laboratory and in spaceJ 
cosmic plasmas. 

However. most of the laboratory (such as the tokamak) 
as well as space and astrophysical (such as those in Earth's 
ionosphere and magnetosphere. the solar wind. cometary 
tails, etc.) plasmas contain multiple ion species8

-
10 and inho

mogeneities. Accordingly. it is of practical interest to exam
ine the properties of linear and nonlinear DAWs in nonuni
form multicomponent magnetized plasmas with equilibrium 
density gradients and sheared plasma ftows. 

•lPermanent address: Instituto de Fisica, Universidade Estadual de Campi
nas, 13083-970 Campinas, SP, Braz.il. 

b)Pennanent address: Dcpartment of Physics, Quaid-i-Azam University, ls
lamabad 45320, Pakistan. 

c)Pennanent address: lnstitute of Physics of the Earth, 123810 Moscow, 
Russia. 

1 070-664X/98/5(8)/294 7 /SJ$15.00 

ln this article. we shall employ a multiftuid model to 
derive a set of nonlinear equations for the DA W in a non
unifonn magnetoplasma, by assuming that the frequency of 
the DAW is much smaller (either smaller. comparable, or 
larger) than the gyrofrequency of the heavier or inertial 
(lighter or inertialess) ions. The mode coupling equations 
consist of the electron continuity equation, the parallel com
ponent of the electron momentum equation, the conservation 
of the charge current density. as well as an equation which 
governs the dynamics of perpendicular velocity of the 
heavier ion component. ln the linear limit. the four fi.eld 
equations are Fourier transformed and a general local disper
sion relation is derived and analyzed in several limiting 
cases. lt is found that sheared plasma flows can excite the 
DAMlike waves in plasmas without the density gradient. On 
the other hand. the nonlinear coupling between finite ampli
tude DAMiike waves can produce coherent vortex structures. 
Conditions under which the latter appear are given. The rel
evance of our investigation to space and laboratory plasmas 
is pointed out. 

11. DERIVATION OF THE NONLINEAR EOUATIONS 

We consider a nonuniform multicomponent plasma im

mersed in a homogeneous magnetic field B0i. where 8 0 is 

the strength of the extemal magnetic field, and i is the unit 
vector along the z axis. The equilibrium density (ni0) and 
velocity (v iO) have gradients along the x axis. Here, the 
subscript j is e for the electrons and i for the ions. The 
equi1ibrium gradients are maintained by body forces and by 
noncontinuous injection of charged particles into plasmas. 
We assume that the strength of sheared magnetic fields, 
which are produced by the equilibrium parallel current, is 
negligibly small in comparison with the strength of the am
bient magnetic field. 

At equilibrium, the divergence of the equilibrium plasma 
current density is zero, and the charge neutrality condition 
reads 

(I) 

2947 © 1998 American lnstitute of Physics 
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where the superscript I (h) stands for the lighter (heavier) 
ion component, and Z; is the ion charge. The negative ion is 
characterized by Zi<O. 

We assume that the frequency of the DAW is much 
smaller than the gyrofrequency ( !lc~= Z!eB0 lnr:c) of the 
lighter ions, where e is the magnitude of the electron charge, 
m: is the mass of the lighter ions, and c is the speed of light. 

Thus, the perpendicular (to i) components of the electron 
and lighter ion ftuid velocity perturbations in the electromag
netic fields of the DAW are, respectively, 

and 

B" 
vü -vEs+Vot+(vto+vn)

80 
• (2) 

(3) 

where vE8 =cixv t/J/80 , and v 0 t=- (cTtleB0nt)ixVnt 
are the ExB0, and the diamagnetic drift velocities, respec

tively, E=-V,P-(1/c)a,A,i is the electric field vector, 
cf> (A,) is the electrostatic (z component of the vector) po

tential, and 8.1 =VAtxi is the perpendicular component of 
the wave magnetic field. Furthermore, nt is the electron 
number density and Tt is the constant electron temperature. 
The compressional magnetic field perturbation along the i 
direction has been neglected in view of the low-,8( <i! I) ap
proximation. For simplicity. the motion of cold ions along 

the i direction has been neglected. 

The parallel (to i) component of the electron fluid ve
locity perturbation (v tt) can be obtained from the z compo
nent of Ampere•s Jaw, 

(4) 

where Vi=a;+a;. 
The relevant equations for nonlinear dispersive Alfvén 

waves in plasmas with two-ion components can easily be 
derived by substituting Eqs. (1)-(4) into the continuity equa
tions for the electrons and ions, and into the parallel compo
nent of the electron momentum equations. Thus, by substi
tuting Eq. (2) into the electron continuity equation and by 
eliminating v tt by means of Eq. (4), we obtain 

c • 1 • 
D~nt 1 --=-ZB XVnt0 ·Vt/J+-::-z

8 
xVAz·VJto 

o e o 

c 2 
+ 4-D,V"A,=O, (5) ,.. 

where D~ = a,+vtoaz+ VEB' v +(c/47rntoe)ViA~:az. Dz 
=a~:+Bõ 1 VA;zxi-V, Jt0=-ent0vt0 is the equilibrium 
electron current density, and nt 1 ( = nt- nt04l:nto) is the per
turbed electron number density. 

lnserting Eqs. (2) and (4) into the parallel component of 
the electron momentum equation, and noting that E t 
=-aztP-c- 1a,At• we readily obtain 

(D,- Ã;vrv;)A,+v00 · VA,+c(a,+S, 0 • V)cf> 

(6) 

Faria et a/. 

where Dr= ar+ Vt.:s• v. Voo=- (cTt'leBonto)ixv nto is the 
equilibriurn electron diamagnetic drift, 'A..t =c/ wpt is the col
lisionless electron skin depth, wpt=(41Tn0e2/mt) 112 is the 
electron plasma frequency, and S110 =(ixVvt0 )1wrt is the 
electron shear parameter. 

From the conservation of the charge current density, 

viz., V·J=V .L ·J.1 +i·Vltz=O, we obtain 
h I I 

cZ;e.. h cZ;en;0 2 h h h 
---:::---ZXVn;0 ·Vt/J+-

8 
!1 DtlV.Lt/J-Z;eV·(n;oV;.L) 

Bo o c1 

1 .. c 2 
- a;-xVJ0 • VA~:+ 4 '"dzV .LAz=O. (7) 

where Dtl=a,+v~oaz+vEs·V, lo=e(n;ov;o-ntovto) is 
the unperturbed total plasma current density, and v7.L is the 
perpendicular component of the heavier (ar inertial) ion fluid 
velocity perturbation. The latter is detennined from 

2 2 h zfe cfl~h .. 
(D,.+Och)vú +-. a,V",p----s-'xV,P=O, (8) 

m; o 

where D,h=a,+v7oaz+v7.l· V and !1ch=Zfe80tm7c is the 
gyrofrequency of the heavier ion component. 

Equations (5)-(8) are the desired nonlinear equations for 
the study of dispersive Alfvén waves in nonunifonn plasmas 
with two distinct groups of ions. 

III. THE LOCAL DISPERSION RELA TION 

ln Sec. III, we shall present the local linear dispersion 
relation for the DA W in a nonuniform plasma by assuming 
that the wavelength of the disturbance is much smaller than 
the scale lengths of the equilibrium inhomogeneities. Ac
cordingly, we Fourier transform Eqs. (5)-(8) by assuming 
that the perturbed quantities nt 1 ,v7.L ,t:/J, and Azare propor

tional to exp(ik·r-iwt), where k(=Yky+ikz) and w are 
the wave vector and the frequency, respectively. The unit 

vector along the y direction is denoted by Y. 
We ftrst present a general dispersion relation for the 

DA W in the presence of an equilibrium density gradient and 
equilibrium sheared plasma flows. Accordingly. we Fourier 
transform Eqs. (5)-(8) by neglecting the nonlinear tenns. 
From Eq. (5) we have 

--~[k,cn; 0 (k,J;0 k;k,c) l 
n, 1- B cf>+ B + 4 A, ' w o e o 7re 

(9) 

where we have assumed that w~kzv jO and have denoted 
n;0 =ant0 tax and J;0=aJt0/Ux. 

On the other hand, we Fourier transform Eq. (6) and 
eliminate nt1 by means of Eq. (9). The resultant equation 
reads 

DmA,=k,c[ w( I+ k::) +w"k,K,p;],p, (lO) 

where Dm=( I +k;'A..;)w 2
- wk·Voo-k;c 2 k;x.~t 

- k,.kzp;nc~ ; 0/ entO• 'A..ot= (Ti47rntoe 2) 112 is the electron 
Debye length, pt=vulfla is the electron Lannor radius, 
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v,oe'(flc.e) is the electron thermal velocity (the electron gyro
frequency), Kl!=n;ofntO• and S=(avtolax)lnct 
5 v;olflrt. 

Finally, we combine Eqs. (7) and (8) and Fourier trans
form the resulting equation. The result is 

(II) 

where 

with wph and wp1 being the plasma frequency of the heavier 
and lighter ion components, respectively. Furthermore. we 
have denoted J~=aJ 0 /ax and K;=(an~lõx)ln~ 0 • 

From Eqs. (10) and (II) we can eliminate A, or </>, and 
obtain the general dispersion relation 

(12) 

ln the absence of the density gradients and equilibrium 
sheared plasma flows Eq. (12) reduces to 

(13) 

where V~ 1 =8~(47rp 1 ) is the Alfvén velocity and 
Pt( = n;0m;) represents the mass density of the light ions. 
Equation (13) shows that the dispersive Alfvén waves are 
linearly coupled with the ion-cyclotron waves involving the 
heavy ion component. For w-«:nch. Eq. (13) yields 

w 
k'v' k' 'k'" 2 ~ A+ ~C yi\Dt 

I +k2>. 2 

y ' 

(14) 

where V A= c/ .[ti is the Alfvén velocity in two-ion plasma, 
and a= L;=t.hw;;~n;i. Equation (14) shows that the phase 
velocity of the usual kinetic/inertial Alfvén wave is de
creased when an additional ion component is present in plas
mas. 

lt can be readily shown from Eq. (!2) that the DAW in 
two-ion plasmas can be driven by sheared plasma flows even 
in the absence of the density gradients. For k~vu-«:w 

~flch, the instability occurs provided that (k, + kyS) 
X(kyk,c+47TJ~/B 0 )<0. The latter is satisfied for 
avtolax=V;0<0 and lv;0 llwct>k,lky provided that 
kykz.c>4TrJóiB0. The growth rate of that current convective 
instability is k,VAikrVólk,wctl 112

• Finally. we would like to 
mention that when the density gradients and sheared plasma 
ftows are present simultaneously, then one has to resort to a 
numerical analysis of Eq. (12) in arder to deduce complete 
information regarding the growth of dispersive Alfvén-like 
waves in two-ion plasmas that are inhomogeneous. 
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IV. NONLINEAR SOLUTIONS 

The nonlinear interaction between finite amplitude dis
persive Alfvén waves in two-ion plasmas can be responsible 
for the formation of ordered structures. Although the general 
stationary and nonstationary solutions of Eqs. (5)-(8) cannot 
be found analytically, we discuss here stationary solutions in 
some limiting cases. Specifically, in the following, we shall 
present vortex solutions2.4-7

•
11

-
15 of Eqs. (5)-(8) by assum

ing that axnjo=O, lazl~flch• CúlctiVfA,azl 
~w;tlixv </J· VIanda;-«: v~. Accordingly, we introduce a 
new reference frame ~= y+ az- ut, where a and u are con
stants, and assume that 4J and A t are functions of X and e 
only. The introduction of the new reference frame g with 
constant a and u for an inhomogeneous medium is a well 
established fact for cases involving Rossby and gravity dipo
lar vortices in ftuids,2.l3-JS as well as for drift-acoustictl.l 2 

and drift-Aifvén2.4•
5

•
7 vortices in nonuniform magnetized 

plasmas. 
ln the stationary frame ~~ y + az- ut, we can replace a, 

by -ua,. ay by a,. anda, by aa,. ln the absence of the 
density gradients, Eq. (5) becomes 

[
nto v;0 c a 2 l 

D€t/Jntl=D~A -- 8 -A,+- 4 --V.~..A,, u 0 1Teu 
(15) 

where V 1 ~~a 1 -(clu8 0 )(ax<t>a,-a,<t>ax) and V 1 A~a 1 
+( llaB0 )(a,A,ax- axA,a1), and u'Pv iO has been assumed. 

From Eq. (6), we have 

[ 
2 2 cao l cTta 

V 10 (1->.,V,)A,--</> +--VIAn, 1 ~0, u entou 
(16) 

where ao=a+S. 
On the other hand, Eq. (7) gives 

(17) 

where V~=a(vto- ViQ)Iax. 
We now discuss analytical solutions ofEqs. (!5)-(!7) in 

some limiting cases. Let us focus on kinetic Alfvén waves 
which assume that the scale sizes of the vortices are much 
smaller than the collisionless electron sk.in depth. Here, we 
obtain from Eq. (16) 

( 
cao ) cT,a 

V10 A,--</> ~---VIA"•I· 
u entou 

(18) 

ln the ideal MHD limit, the Alfvén waves have insignifi
cant density perturbations. so we can approximate A z by 
(ca0 !u)</>. Substituting the latter into Eq. (17) we obtain 

(19) 

where J(j,g) = ax~a,g- axg8J". 
ln the absence of sheared plasma flows, Eq. (19) as

sumes the form of a stationary Navier-Stokes equation 
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2 CJ.Ls 2 a,VLq,--8 J(</J,VL</J)=O, 
u o 

where J.Ls = (1- c 2 a.~/au 2 )/( 1-c 2aa0/au 2). 
Equation (20) is satisfied by 

2 4</J,K; [ 2 ( u8 0 )] V L 4>= --2 -exp -- 4>- --x , 
a 3 <Ps J.LsC 

(20) 

(21) 

where 4>s, K 3 and a3 are arbitrary constants. The solution of 
Eq. (21) is given by'·" 

4>= :~>+<!>,ln[ 2cosh(K,x)+2( 1- :;)cos(K,g)]. 

(22) 

For a;> 1 lhe vortex profile given by Eq. (22) resembles the 
Kelvin-Stuart "cat's eyes" lhat are chains of vortices. 

ln lhe presence of sheared plasma ftows, Eq. (19) admits 
a double vortex solution, lhe profiles of which are similar to 
those given in Refs. 2 and 12. 

Next. we consider the case when u ~a v tt. Here, the last 
tenn on lhe left-hand side of Eq. (16) can be neglected and 
Eq. (15) becomes redundant. Thus, a typical solution of Eq. 
(16) is 

(23) 

Combining Eqs. (17) and (23) we obtain an equation 
whose solution is 

(24) 

where {3 1 = aa.0c2/au 2>..; ,{32 = a.0c/au>..;, and F 3 is a con
stant. ln deriving Eq. (24) we have assumed that a= a 0 

+ x;enro V~/ Bo. 
By substituting Eq. (23) into Eq. (24), we finally obtain 

4 2 F3uBo 
VL <f>+C1 V L <f>+C2<f>- --2-x=O, 

cl\, 
(25) 

where C 1 =/31-F3 -I/l\; and C2=[(F3 -/31)/l\;] 
+cf32a 0 /ul\;. Equation (25) is a fourth order differential 
equation, which admits spatially bounded dipolar vortex so
lutions. Specific forms of the latter are given in Refs. 4 and 
7. 

V. SUMMARY 

ln this article, we have investigated the linear as well as 
the nonlinear properties of dispersive Alfvén waves in a non
uniform multicomponent magnetized plasma. For this por
pose, we have employed the multifluid plasma model and 
have derived a set of coupled nonlinear equations for low
frequency long wavelength (in comparison with the ion gy
roradius) electromagnetic waves in plasmas that have equi
librium density and magnetic-fieJd aligned veJocity 
gradients. ln the linear limit, we have derived a local disper
sion relation. The latter is analytically analyzed in order to 
demonstrate the current convective instability of the DAW in 
plasmas without the density inhomogeneity. Physically, the 
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current convective instability arises because a phase lag be
tween the parallel electron velocity perturbation and the 
wave potential appears due to the equilibrium velocity gra
dients. 

Furthermore. it has been shown that finite amplitude DA 
disturbances in two-ion plasmas interact nonlinearly, giving 
rise to the vortex street and the dipolar vortex as possible 
stationary states. This has been shown analytically by seek
ing stationary solutions of the goveming nonlinear equations, 
Eqs. (5)-(8), in two limiting cases. 

We have thus reported a possible mechanism for the 
generation of dispersive Alfvén-like fluctuations in the pres
ence of sheared plasma flows in a magnetized plasma con
taining two-ion species. The nonlinear mode couplings be
tween finite amplitude DAWs provide the possibility of the 
fonnation of solitary vortices. We note that a vortex chain 
arises in the absence of the equilibrium sheared plasma 
flows, whereas the latter are required for the formation of a 
dipolar vortex. Thus, a possible saturated state of a current 
convective instability could appear as a dipolar vortex. How
ever, the existence of the vortex chain and the double vortex 
is only guaranteed if these nonlinear coherent structures are 
stable against two- or three·dimensional penurbations. ln ora 
der to investigate the stability of our nonlinear vortex solu
tions, we have to perturb the dynamical equations, Eqs. (5)
(8), around the zero order (vortex) solutions, and 
subsequently study the vortex stability by employing the 
method of Refs. 16 and 17. Although a complete stability 
analysis of our nonlinear equations is truly tedious, we an
ticipate that the coherent nonlinear structures should remain 
stable, because the form of the J acobean nonlinearity in ou r 
problem is similar to that in the hydrodynamic problem.16•

17 

ln conclusion, we stress that the results of the present 
investigation should be useful in identifying the frequency 
and wave number spectra of low-frequency electromagnetic 
fluctuations and the salient features of associated coherent 
nonlinear structures which are produced by sheared plasma 
flows in a nonuniform, low-temperature, magnetized plasma 
containing two-ion components. The latter are frequently 
found in tokamak edges as well as in space and cosmic en
vironments. 
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It is shown that nonparallel density and temperature gradients can produce magnetic fields in dusty 
plasmas. Spontaneously created magnetic fields can be maintained if there exists plasma vorticity. 
ln arder to understand this phenomena. a self-consistent dusty plasma equilibrium model is 
constructed by employing a kinetic description and invoking the Hamiltonian approach. Stationary 
nonlinear dusty plasma equilibria contain specific profiles for the plasma number density. the 
plasma current. and the magnetic field. The relevance of this investigation to low-temperature 
laboratory dusty and space plasmas is discussed. © 1999 American lnstitute of Physics. 
[SI070-664X(99)01407-X] 

It is well known 1
-

3 that the presence of charged dust 
grains in an electron-ion plasma introduces novel collective 
effects. The latter include dust-acoustic1 and dust 
ion-acoustic2 waves and their instabilities.4 as well as coher
ent nonlinear structures.5

•
6 New types of dusty plasma waves 

and vortex structures have been observed7•8 in low
temperature space and laboratory dusty plasmas. Specifi
cally. recent laboratory observations have conclusively dem
onstrated the fonnation of dusty plasma vortices without and 
with magnetic fields. Dusty plasma vortices are thought to be 
produced by sheared flows.9 

ln this Brief Communication, we consider the generation 
and maintenance of magnetic fields in a dusty plasma. First, 
it is shown that when the equi1ibrium ion pressure gradient 
and the gradient of the dust charge density Zdnd are nonpar
allel to each other, we have the possibility of spontaneous 
generation of magnetic fields in dusty plasmas. Second. we 
discuss a class of self-consistent dusty plasma equilibria in 
which spontaneously created magnetic fields are related with 
other field quantities, namely, the plasma number density. 
the electric potential. and the plasma currents. in a nonlinear 
fashion. ln arder to understand the stationary dusty plasma 
equilibria in electromagnetic fields. we have adopted the 
Hamiltonian and guiding center approaches for the plasma 
particles and have constructed appropriate distribution func
tions. The latter are then employed to calculate the plasma 
number and plasma current densities. The quasineutrality 
condition and Ampere's law are introduced to deduce the 
equilibrium density, the equilibrium potential and the sta
tionary magnetic fields. Numerical examples of various field 
quantities are worked out by choosing typical laboratory 
dusty plasma parameters. The relevance of our investigation 
to space and laboratory plasma has been discussed. 

Let us consider a multicomponent dusty plasma whose 
constituents are electrons, ions. and negatively charged mí
cron sized dust particulates. ln the unperturbed state. we 
have n;0"=neo+ Zdndo• where njo is the unperturbed number 

•lPermanent address: Instituto de Física "Gleb Wataghin," Universidade 
Estadual de Campinas, 13083-970Campinas, São Paulo, Brazil. 

density of the particle species j (j equals e for the electrons, 
i for the ions and d for the dust grains) and Zd the number of 
charges residing on the dust grains. When most of the elec
trons from the background plasma are attached to the dust 
grains, we might encounter a complete electron depletion. 
leading to the overall quasineutrality condition n10-Zdndo. 
ln such a situation, the dusty plasma can be considered as a 
two-component system. 

According to Faraday's Law, the magnetic field B in a 
plasma can be generated provided that the curl of the electric 
field E remains fi.nite. Thus, the induction equation deter
mines the evolution of the magnetic fi.eld 

a,B=-VXE, (l) 

where the electric field arising from the charge separation is 
detennined from the ion momentum balance equation 

Vpi mi 
E=--v-XB+-dv-, 

en; I e r ' 
(2) 

where p;=n;T1 is the ion pressure, n1 and T1 are the ion 
number density and the ion temperature. respectively. e the 
magnitude of the electron charge. and vi the ion fluid veloc
ity. The latter is obtained from Ampere·s Law n;V; 

=Zdndvd+(l!ep.0)VxB. where vd is the dust fluid veloc
ity. Hence, from (I) and (2) we obtain 

a,( 1->-fV 2)B 

(3) 

where Àd=clwpd is the dust skin depth. wpd 
=(Z~e 2 ndlmde 0 ) 112 the dust plasma frequency, c the speed 
of light. and Ài the ion skin depth. The origin of various 
tenns in (3) is obvious. The first term on the right hand-side 
of (3) is the baroclinic vector for the dusty plasma. which is 
the source for the magnetic field and remains finite when the 

1 070-664X/99/6(7)/2950/41$15.00 2950 C 1999 American lnstitute of Physics 
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ion pressure gradient and the gradient of Znnd are nonparal
lel to each other. The second term on the right-hand side is a 
kind of Hall term (the dynamo) involving the dust vorticity, 
whereas the third and fourth terms are associated with the 
nonlinear couplings between the dust vorticity and the J 
X B ftow with the ion flows, as well as with the Curl of the 
J X B flow, where J is the plasma current. The dynamo and 
the nonlinear tenns play very important roles in the evolution 
of spontaneously generated magnetic fields. The question 
now arises as how the latter are maintained in dusty plasmas. 
To answer this question, we follow Ref. 10 and present a 
class of stationary dusty plasma equilibria in which the 
plasma density, the electric potential, the plasma current deu
sities, and the magnetic fields are related in a nonlinear fash
ion. 

Let us suppose that the dust particulate dynamics in the 
electromagnetic fields is governed by the Hamiltonian 

I [(P• )' '] Hd=zmd R+ZdeA +p, -Zde,P, (4) 

where md is the dust mass, A is the theta component of the 
vector potential, tP the electric potential, and the canonical 
angular momentum is given by 

(5) 

Here, PR=mdR, and R and (}are the radial and azimuthal 
coordinates in the cylindrical geometry. 

The corresponding dust distribution function 
fd(p,,p,,O,R)=jd(H,p 9) is found to be 

!d 2

2;::;:x1- ;.( Hd+ z'::dp~) ]. (6) 

where T d is the dust temperature and ad is a constant. 
It is now an easy matter to determine the number density 

of the dust, nd(R), and the (} component of the current den
sity Jd(R). We have 

(I + adR2) li2 

[ 
I ( adZ~e

2
R

2
A 2 

Xexp - Td 2md(l + adR2) 
(7) 

(8) 

Next, we suppose that the Larmor radius of singly charged 
positive ions is much smaller than the scale size, and there
fore, use the guiding-center Hamiltonian for the ions 

(9) 
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where JL( = m;v~/2wc;) is the magnetic moment. The ca
nonical variables are as J.L, 8=fwc;dt, R, and 0. It is to be 
noted that for ions, R and 0 correspond to guiding center 
coordinates and H; and R are assumed as constants of mo
tion. The ion distribution function is taken to be of the form 

f 1(p.,O,R,0)= f 1(H1 ,R) 

n 10 wc~ [ I l = Z1rT; exp- T 1 (p.wc~+e,P)+g(R) . (10) 

Here, g(R) acts in the function at R larger. It wiJI be deter
mined later. 

The ion number density and the ion guiding center and 
magnetization current densities can be obtained in a straight
forward manner. The results are, respectively, 

n1= f f 1(H,R)dp.d8=n 10 exp[•:, +g(R)]. (II) 

P.of;= -ep.0 J Rilf1dp.de 

=~_I_(.!!_ d lnw,1 + _!_ d,P) 
c Wcd Zde dR zd dR 

xexp[•:, +g(R)]. (12) 

and 

ef.Lo d f 
P.olm= m; dR p.f1dp.d8 

=-~-~-(~ dlnwci+~ df/> 
c Wcd Zde dR zd dR 

- :.~ (I ~=:~ 2 )) exp[ •:. + g(R) ]. (13) 

The first and second terms on the right-hand side of (13) 
correspond to the VB and EXB drifts, respectively. We have 

also used RiJ=(BHIBR)IeB and the quasineutrality condi
tion for the two-component dusty plasma. 

Ampere's Law for the vector potential in cylindrical co
ordinates is 

( 14) 

where J,=J;+Jn+Jm · 
The magnetic field is given by 

I d 
R dr(RA)=B. (15) 

At the time, when a vortex is setup, the centrifugai force 
of the dust should be balanced by the pressure gradient. The 
self-generated magnetic field should be zero when R-oc. 
The value of density at the heart of vortex is reduced and 
varies as n(;OO) at R~'". When IBI.~o. A should be 
bounded there. Then, applying the quasineutrality condition 
and the potential [I ,PI.~ Td/(2Zde)ln(l +adR')], we readily 
obtain 
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where 7Jd=Tdi(ZdTi). Hence, the density and the potential 
assume the fonn 

(16) 

and 

etP 7Jd 2 Tld [ adZ~e2R2A2 l 
-=-ln(l+adR )+--
T, 2 I+ '7d 2mdTd(l +adR') . 

(17) 

By substituting (8), (12) and (13) into (14), we obtain 

d 2A 1 dA A 
dR2 + R dR - R' 

It is convenient to 
= ~( 1 + '7d)l '7d~2mdTd/Zde, 
duce the symbols 
(w,dcZd)..j'7dTdlmi 1 + '7d), 
Eq. (18) can be expressed as 

(18) 

define r=Rwpd!</1c, A0 

ao=2c 2adtw;d and intro
A*=A/A0, Ad=wpdf 

~=r 2 , and u=rA*, so that 

d
2
u a 0 [ a 0u

2 l 
4"JP= 1+ao~(u-Ad)exp- 2(1+aog). (19) 

Neglecting the left-hand side of (19), the asymptotic 
value of its vortex solution is Ad. For this assumption the 
vector potential becomes constant and the density becomes 

n~=noexp[- 2( 1 ~ '7J. (20) 

I 
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FIG. I. Thc variation of thc normalized number density. n, (solid line) and 
a proportional value of the potential 0.44o, (dashed line) against log t for 
atl:::::. 3 and Atl= L 
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FIG. 2. Thc variatioo of the nonnalized dust current density, Jtl (dashed 
line), lhe ion current density, J1 (dashed-dotted line), the magnetizatioo 
current density, lm (dotted line), and the total current density, J, (solid line) 
against log f for atl:::::.3 and At~= 1. 

We have integrated Eq. (19) radially inwards on a loga
rithm scale from log ~= 10, by choosing typical parameters 
that are relevant to low-temperature dusty plasma devices. 
Accordingly, we take "d-5X102cm-3; the dust size of 5 
microns; negatively charged grains have zd-4000; whereas 
the dust mass density is 1 g!cm3• Moreover, we have taken 
md-10-"g; T,-300K; T,-0.2eV; and T,-2eV. The 
next three figures show examples of stationary non1inear pro
files for the density, the electric potential, the plasma current 
density, and the magnetic fields in a dusty plasma. Figure 1 
is the normalized profiles of the density and the electric po
tential. Figure 2 depicts the nonnalized profiles for the cur
rent densities, Jd• J;, Jm, and Jro whereas Fig. 3 exhibits 
the nonnalized magnetic field. Ali the figures have the nor
malized profiles as a function of log g. 

Let us now discuss the effects of some normalized pa
rameters on various plasma and field quantities. First, in Eq. 
(19), for a 0> 1, we observe a decrease of n, whereas B 
practically does not change (in comparison to the one in Fig. 

0.3 

Q.25 

0.2 

B 0.15 

0.1 

0.05 

Iog ~ 

FIG. 3. The normalizcd magnetic field, 8, as a function of log € for atl 
= 3 and A.tl= I. 
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3), and }1 is dominated by J d. Second, for a 0 ~ 1, we have 
n-O. J,-Jd, and B remains unchanged. Third. for O<a0 
< 1, n increases, B decreases and 11 is dominated by J m. 
Fourth, when a 0 <!!ii 1, n-n0 and B-o. Finally, for O<Ad 
< 1, n decreases, whereas for Ad~ 1, we have n-o. B-0, 
and for Ad41, we have n-n0. 

To summarize, we have presenteei a class of stationary 
nonlinear dusty plasma equilibria in which the plasma num
ber density, the electric potential, the plasma current density, 
and the magnetic field are connected in a specific fashion. 
This problem has been addressed by employing the Hamil
tonian and guiding center models and by choosing appropri
ate dust and ion distribution functions that yield the desired 
form for a stationary dust vortex which is required for the 
maintenance of the magnetic fields that could be created by 
lhe baroclinic vector in a dusty plasma. The results of our 
investigation should be useful in understanding not only the 
dusty laboratory device equilibrium, but also the equilibrium 
of dusty stars and other astrophysical objects. 
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ERRATA 

Erratum: "A class of stationary nonlinear dusty plasma equilibria" 
[Phys. Plasmas 6, 2950 (1999)] 

R. T. Faria, Jr., Tahir Farid, P. K. Shukla, and P. H. Sakanaka 
Fokullaet .fitcr Physik und Astronomie, T!Jeoretische Physik. Lehrstuhl/V, D-44780 Bochwn. Gemtally 

(Rct:cived 30 Junc 1999; accepted 30 June 1999) 

(S 1070-664X(99)01710-3] 

lt is noticcd that thcre are errors in Eqs. (I 1)-(15) and 
(I RI of Rei. I. Now Eqs. (li)-( 15) are read as 

n ,= J f,( H.R) dp. dO= n10 exp[- e:+ g(R) ]. (I) 

J,J..o.l,=-eJ.Lof R~f,dJ.LdO 

= w1'" _1_( !c_ d ln w, 1 + ~ d</>) 
c~ w," '· Z,~e dR Zt~ dR 

I e</> l Xcxp- T,+g(R), (2) 

ant! 

T1 ""a"R ) I e</> l -- exp --+g(R) 
Z,e ( 1 +a dR~) T; . 

(3) 

Ampêrc's L;~w for thc vector potential in cylindrical co-
ordinatcs is 

1 070-664X/99/6( 1 0)/4129/1 /$15.00 

where J,=J;+Jd+Jm· 
The magnetic field is given by 

I I d ]· R dR(RA) e,=B. 

Now. Eq. (18) is read as 

d 1A I dA A 
-+----
dR' R dR R' 

[ 
'1.1 (' a,~Z~e

2

R"!A
2 

'J l Xexp ---
1 + Tld 2m,T,t( I+ cr"R 2) . 

(4) 

(5) 

(6) 

However, the graphic representation is correct. We are 
sorry to say that this errar was committed during the last 
transfer of the flle. 
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