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Resumo

O assunto deste estudo é a formagao de estruturas em grandes escalas em um universo plano dominado por
radiacao, matéria escura fria e constante cosmoldgica como modelo de energia escura no caso particular
de presenga de um gés degenerado de férmions (GDF) nao interagentes como fluido de teste. Nosso
modelo admite uma evolucgao linear das perturbagoes cosmoldgicas como também se limita a perturbacoes
escalares, responsaveis pela formacao de estruturas. O objetivo principal é analisar a contribuicao do
GDF no espectro de poténcias da matéria no presente apés uma evolucao isentrépica das perturbacoes
primordiais, e comparé-la com resultados obtidos para neutrinos cosmoldgicos. Neste caso, teremos uma
mudanga continua de comportamento do GDF de géas ultra-relativistico para nao relativistico, o qual

aconteceria durante o periodo de dominio da matéria.

Com o objetivo de obter expressoes analiticas para a evolugao temporal das perturbagoes do GDF tivemos
que fazer o estudo destas em quatro casos diferentes: no periodo de dominio da radiagao, no periodo de
dominio da matéria escura, na escala de super-horizonte durante a transicao entre estes dois periodos, e
finalmente no periodo de dominio da constante cosmoldgica. Fomos bem sucedidos ao chegar a resultados
consistentes utilizando dois caminhos diferentes: no primeiro, usando a equacao de conservacao do tensor
momento energia para um gas ideal de férmions totalmente degenerado e nao interagente, e no segundo,

usando a equacao de Boltzmann para um géas de férmions fortemente degenerado e também nao interagente.

Os dois métodos analiticos levam a mesma solucao para as perturbagoes do GDF quanto escritas até
primeira ordem em teoria de perturbacoes. De forma complementar, os nossos resultados numeéricos
mostram um aumento no espectro de poténcias da matéria para escalas intermedidrias se comparado

com a contribuicao dos neutrinos massivos.

Finalmente estendemos nossa andlise numérica ao substituirmos a matéria escura fria CDM e a constante
cosmologica A por um gés generalizado de Chaplygin GCG como modelo efetivo para o setor escuro do
universo, mantendo as condigoes de contorno que envolvem as densidades médias, e as condigoes iniciais

para as perturbacoes.

Palavras Chaves: Gas degenerado de férmions; gas generalizado de Chaplygin; perturbacoes cosmolégicas

escalares; calibre sincronico; calibre longitudinal.

Areas do conhecimento: Cosmologia.



Abstract

The subject of this study is the formation of large scale structures (LSS) in a flat universe dominated
by radiation, cold dark matter and cosmological constant - as a dark energy model - in presence of a
degenerate fermionic gas (GDF) as non-interacting test fluid. Our model assumes a linear evolution of
cosmological perturbations as well as merely scalar perturbations responsible for structure formation. Our
main objective is to analyze the contribution of the GDF in the matter power spectrum today, after an
isentropic evolution of primordial perturbations and a continuous change of behavior of ultra-relativistic

for non-relativistic GDF, which occurs during the matter domination era in our model.

To obtaining analytical expressions for temporal evolution of the GDF perturbations we did study them in
four different cases: during the radiation domination era, the dark matter domination, the super-horizon
scale limit during the transition between these first two periods and finally during the cosmological constant
domination era. We get these results using two different approaches: first, using the conservation equation
of the stress-energy tensor for a perfect and non-interacting and fully degenerated fermionic gas, and

second, using the Boltzmann equation for a non-interacting and strongly degenerated fermionic gas.

Both methods lead to the same analytical solution for GDF perturbations at first order on perturbation
theory. On the other hand, our numerical results show an increase in the power spectrum of matter for

intermediate scales if compared it with the contribution of massive neutrinos.

Finally, we show the change on the results of the standard model of cosmology (ACDM) when we ex-
changing the cold dark matter CDM and the cosmological constant A for a generalized Chaplygin gas

GCG how effective model of twice old fluids with the same mean density of energy.

Key words: Degenerate Fermi gas; GDF; generalized Chaplygin gas; GCG; scalar cosmological pertur-

bations; Synchronous gauge; Longitudinal gauge.

Area: Cosmology.
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Capitulo 1
Introducao

Um grande volume de dados experimentais que atualmente sao usados para testar as bases da cosmologia
é proveniente das medigoes das inomogeneidades na distribuicao de matéria e das anisotropias na radiacao
cosmolégica de fundo do universo. Isto pode ser teoricamente determinado a partir do crescimento de
perturbacoes iniciais tanto na métrica como no tensor momento energia na base de um universo homogéneo
e isotrépico [1]. O modelo cosmolégico padrao (ACDM) estuda a evolugao destas perturbagoes a partir
da teoria tensorial de Einstein, a qual introduz a possibilidade de se descrever trés tipos de perturbagoes
provenientes de campos escalares, vetoriais e tensoriais, todas como componentes irredutiveis de um tensor
generalizado. Esses trés tipos de perturbacoes até a primeira ordem evoluem de maneira independente
segundo o teorema da decomposicao [2, 3] e produzem efeitos diferentes: as perturbagdes escalares sao as
responsaveis pela formagao de estruturas, as perturbagoes vetoriais produzem efeitos gravito-magnéticos,

e a existéncia de perturbagoes tensoriais permitiria a propagacao de ondas gravitacionais.

Assumindo a solucdo mais geral da equacao de Einstein estacionaria com simetria esférica para um universo
isotrépico, homogéneo e em expansao uniforme (a métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW)) temos
que os dados experimentais apontam para uma densidade de energia do universo muito proxima da chamada
densidade critica pq [4], a qual estd associada a um universo espacialmente plano. No cenério para
grandes escalas (maiores que 100 Mpc [3]), onde o universo é muito préximo de ser homogéneo e isotrépico,
podemos aplicar a teoria de perturbagoes lineares nas equagoes de Einstein como boa aproximacao. HEsse
procedimento é aplicado assumindo-se que as perturbacoes iniciais sao geradas pelo processo de inflagao
[5, 6], de modo a se obter o nivel suficiente de uniformidade na temperatura dos fétons provenientes de

pontos muito distantes no universo [4].

Como variagoes do modelo cosmoldgico padrao, motivadas pela desconhecida natureza da matéria escura
fria (CDM) e da constante cosmoldgica (A) (as quais constituem respectivamente 21% e 74% da densidade
energética do universo no presente [7]) temos teorias que descrevem o comportamento da energia escura a
partir de potenciais de quintesséncia [8, 9, 10, 11], ou mesmo através de componentes exdticas como o gas
generalizado de Chaplygin (GCG) [12, 13, 14]. Ainda hé casos em que os autores atribuem massa varidvel

aos neutrinos[15, 16], ou mesmo introduzem tentativas de quantizar a gravidade para se ter uma teoria

1



compativel com o modelo padrao das interagoes eletro-fracas e das interacoes fortes.

Neste trabalho estudaremos o comportamento de um gas degenerado de férmions (GDF) [17, 18] néo in-
teragente introduzido como um fluido de teste (densidade média do GDF muito menor que a densidade
critica do universo) no contexto do modelo cosmolégico padrao ACDM. Em particular estamos interessa-
dos em estudar a contribuicao das perturbacées do GDF no espectro de poténcias da matéria no presente,
o que nos permitird determinar a inomogeneidade na densidade da matéria em funcao da escala obser-
vada. A idéia fundamental, além de acrescentar uma componente de GDF ao espectro de poténcia de
matéria, é parametrizar a transigao entre os regimes relativistico e nao-relativistico dos neutrinos de back-
ground cosmoldgico de maneira analitica, de forma a se identificar eventuais peculiaridades nesta transicao.
Usualmente, os neutrinos no cenario cosmoldgico sao descritos separadamente em dois casos distintos: nos
limites ultra-relativistico e nao-relativistico. De forma geral, obtivemos solugoes analiticas aproximadas
para a evolugao temporal das perturbagoes do GDF nos periodos de dominio da radiacao, da matéria e
da constante cosmoldgica, véalidas até primeira ordem em teoria de perturbacoes. Para descrever estes

resultados, nosso trabalho estd organizado da seguinte maneira:

e No segundo capitulo apresentaremos alguns elementos béasicos de geometria diferencial necessérios
para manipular a equacao de Einstein, e introduziremos o modelo de universo isotrépico, homogéneo
e em expansao uniforme. Logo depois, fazendo uso das equagoes de Einstein e da equagao de conser-
vacgao do tensor momento energia para gases ideais, observaremos como evoluem as densidades médias
de energia da radiacao, da matéria escura e da constante cosmolégica em funcao do fator de escala
do universo. E como evolui o fator de escala em funcao do tempo de maneira dinamica dependendo
do contetdo energético do universo no dominio de cada uma das componentes principais, isto é, no
caso em que a densidade da componente em questao seja muito maior que as densidades das outras
componentes do universo. Finalmente introduziremos as bases da teoria inflacionaria postulada para
resolver problemas tais como a grande uniformidade na temperatura dos fétons no presente, e que

pode também ser a causa do surgimento das perturbagoes iniciais.

e No terceiro capitulo - fazendo uso da teoria de perturbacoes lineares aplicavel para grandes escalas
do universo (maiores que 100 Mpc [3]) onde as inomogeneidades e anisotropias na densidade de en-
ergia s@o muito menores que a densidade media - vamos introduzir perturbagoes tanto na métrica
como no tensor momento energia, restringindo nossa andlise as perturbacoes escalares, as quais sao
as responsaveis pela formacgao de estruturas. Chegaremos as equagoes linearizadas de Einstein e de
conservagao do tensor momento energia, que sao as equagoes que regem a evolucao das perturbacoes
no background homogéneo e isotrépico estudado no capitulo 2. Devemos ressaltar que para peque-
nas escalas o contraste de densidade de energia dos fluidos presentes no universo é muitas ordens
de magnitude maior que a densidade média, razao pela qual nao é possivel de se desenvolver uma
andlise perturbativa. Com isto, o estudo perturbativo apresentado neste trabalho é valido s6 para
grandes escalas. Apresentaremos também a equagao de Boltzmann, a qual permite um tratamento

mais geral das perturbagoes como uma generalizacao das equagoes de conservacao do tensor momento



energia. Por fim, definiremos o espectro de poténcias de matéria, o qual indica a medida de quanto
o universo ¢ inomogéneo em funcao da escala de observacao, variavel esta, que pode se medir ex-
perimentalmente. Nao nos preocuparemos com perturbacoes vetoriais e tensoriais, ja que cada qual
evolui independentemente das perturbacgoes escalares, e, portanto nao vao interferir no processo de

formagao de estruturas.

No capitulo quatro apresentaremos as equacoes de evolucao das perturbagoes para cada um dos
fluidos componentes do universo no modelo ACDM, usando o calibre longitudinal e o formalismo
da equacdo de Boltzmann no espago de Fourier, incluindo as interacGes padrao entre bérions e
fotons. Um conjunto de equagdes equivalentes, mas escritas no calibre sincronico, sao resolvidas
pelo programa CAMB, o qual foi usado para a obtenc¢ao dos graficos numéricos da evolucao temporal
das perturbagoes e do espectro de poténcia da matéria no presente, apresentados no capitulo 8. Nao
apresentamos estas equagoes no calibre sincrénico [19] pelo fato de nossas solugoes analiticas dos
capitulos cinco e sete estarem no calibre longitudinal. Isto se deve a facilidade de se manipular
analiticamente algumas varidveis e equagoes para o cenario de perturbacoes escalares no calibre
longitudinal. Trabalharemos no espago de Fourier se devido a facilidade de se manipular as equacoes
que no espaco de coordenadas sao equacoes diferenciais parciais com derivadas temporais e espaciais,
mas que transformam-se em equagoes diferenciais no tempo parametrizadas pelo vetor de onda k
no espaco de Fourier; e a que devido a linearidade da teoria de perturbacgoes os diferentes modos k

evoluem independentemente.

No capitulo cinco vamos resolver as equagoes de evolucao das perturbagoes da radiacao e da matéria
escura (desconsiderando termos de estresse anisitrépico nas perturbagoes do tensor momento ener-
gia) para cinco casos diferentes: primeiro para o periodo de dominio da radiagdo sobre as outras
componentes do universo, segundo para o periodo de dominio da matéria escura, terceiro caso para
o dominio da constante cosmolégica, quarto para escalas muito grandes (super-horizonte) no periodo
de transicao do dominio da radiacao para o dominio da matéria escura, e finalmente para o caso de

pequenas escalas (sub-horizonte) também no periodo de transi¢ao radiagao-matéria.

No capitulo seis nos reportamos aos fundamentos da teoria que descreve um GDF, de modo a obter a
sua equagao de estado em funcao da massa e do momento de Fermi do gés. Ao utilizarmos a equagao

de Boltzmann obteremos as equagcoes de evolugao das perturbacoes do GDF.

No capitulo sete apresentaremos as solugoes analiticas da evolucao das perturbagoes do GDF validas
no caso de super-horizonte radiagao-matéria e nos periodos de dominio da radiagéo, da matéria escura
e da constante cosmolégica, usando as equagodes de conservacao do tensor momento energia de um
gas ideal e a equacao de estado do GDF. Igualmente apresentaremos as solugoes das perturbacoes do
GDF utilizando o formalismo da equagao de Boltzmann (obtidas na segunda parte do capitulo seis) na
aproximacao de gas ultra-relativistico durante periodos de dominio da radiacéo, e na aproximacao de
gas nao-relativistico durante os periodos de dominio da matéria escura e da constante cosmoldgica.
Nos dois casos desconsideraremos os termos de estresse anisotropico nas perturbagoes do tensor

momento energia.



e Por fim, no capitulo 8 apresentaremos os resultados numéricos obtidos com o programa CAMB [20]
para a evolucdo temporal das perturbacoes dos diferentes fluidos do modelo ACDM incluindo um
GDF, e da sua contribuicao ao espectro de poténcia da matéria no presente. Para efeitos compara-
tivos, utilizaremos o mesmo procedimento para um cendrio cosmoldgico com o setor escuro descrito

pelo gés generalizado de Chaplygin em substituicao ao modelo ACDM.

e As conclusoes serao apresentadas no capitulo 9, em particular, referentes a inclusao do GDF como
fluido de teste no programa CAMB para obter o espectro de poténcia da matéria, as comparacoes
entre as solugoes analiticas e os resultados numéricos provenientes dos céalculos com o CAMB; no caso
da evolugao das perturbagdes restrita a certos periodos, e as diferengas entre os modelos ACDM e

GCG.

Finalmente, resta dizer que ao longo do trabalho usaremos unidades de h = ¢ = K = 1, e resolveremos

as equagoes diferenciais no espaco de Fourier.



Capitulo 2

Universo plano, homogéneo e isotropico

em expansao

Neste capitulo introduziremos os elementos que sao a base do modelo cosmolégico padrao, o modelo
ACDM. O eixo central deste modelo do universo é a relatividade geral, resumido através da equagao de
Einstein [21, 22], para um universo com fétons (), neutrinos (v) [23], barions (b), matéria escura fria ou

nao-relativistica (CDM) e constante cosmolégica (A) como modelo de energia escura.

Antes de introduzirmos a equagao de Einstein (a qual relaciona dinamicamente a geometria do universo com
seu conteido energético) apresentaremos alguns elementos de geometria diferencial que vao nos permitir
manipular e interpretar a modelagem geométrica da gravidade feita através desta equagao. Posteriormente
vamos descrever o cenario base do nosso modelo: um universo espacialmente plano em expansao muito
préximo de ser homogéneo e isotrépico em grandes escalas (da ordem de 100Mpc que é a distancia tipica

entre aglomerados de galaxias [3]).

Logo depois discutiremos o conteido energético do universo no modelo ACDM (cujas componentes prin-
cipais vao dominar a sua evolucdo, no caso, a radiacdo, a matéria escura e a energia escura) e da sua

modelagem mais simples neste cenério geométrico [2, 24, 25, 26, 27, 28].

O modelo matematico da geometria do universo interagindo com seu conteido energético nos levara a obter
expressoes para a evolucao das densidades médias de cada uma das componentes principais (radiacao,
matéria escura e constante cosmoldgica) em funcdo do parametro de expansao cosmolégica a. Com isto
serd possivel descrever a evolugao temporal do parametro de expansao durante os periodos de dominio de

cada um desses fluidos.
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2.1 Geometria do universo

Elementos basicos de geometria

A modelagem geométrica (tensorial) da gravitacdo (como em qualquer outro modelo ou teoria fisica)
deve nos permitir calcular observaveis fisicos (escalares) que sejam independentes do sistema inercial de
coordenadas escolhido. No caso da magnitude de um vetor em uma variedade, o elemento que nos permitira
fazer uma medida ou predicao que independa das coordenadas serd a métrica. Por exemplo, a medigao do

comprimento s de uma curva pode ser feita pela integracao do seu elemento de linha ds definido como:

ds?* = g, datda” (2.1)

onde g, é chamado de tensor métrico e é um tensor de grau (0, 2) simétrico g, = g, 1 e com determinante
diferente de zero, o qual permite a sua inversao como sendo ¢" g,o = grog™* = 4. O tensor métrico nio
¢é apenas utilizado para calcular escalares simples como magnitudes, mas também pode ser empregado na
determinacao da causalidade do espacgo tempo, permitindo calcular as trajetorias das particulas livres, ou

mesmo descrever uma fonte de gravidade (no caso de um universo espacialmente curvo).

Com a forma de medir distancias esclarecida, se define a derivada covariante como sendo uma derivada
que transforma tensores de grau N em tensores de grau IV 4 1, e que se reduz a derivada parcial em uma
variedade plana em coordenadas inerciais. Escrevemos, entao, a derivada covariante de um tensor de grau

(,7) como sendo:

P2 PR A2 i PANES. i P P2 M 1A
Tl/11/2 l/jl,a Tylyg 1/]1 - F Tl/11/2 .;L’U,J +F TV1y2 Vj ‘ +F TV1V2 (2 2)
A U142 A HIp2- i A 12 g )
FUVl T)\l/g 1/ FO'VQTyl)\Vg...I/j FO'V] Tllll/g...l/]'_l)\ ’

onde o ponto e virgula denotam a derivada covariante enquanto que a virgula s6 denota a derivada parcial.
Os simbolos I't, chamados de conezdo nao sdo tensores, e a derivada parcial de um tensor também nao
é em geral um tensor, mas a soma toda é definida para ser um tensor. Em geral a conexao depende da
curvatura da variedade (a conexao é intrinseca a variedade), mas a conexao pode, ou nao, depender da
métrica. No caso da relatividade geral, usualmente se utiliza a Unica conexao que é compativel com a

métrica (ou seja, g = 0) e que nao tem torcao (isto é Fgﬁ = Fga), a qual pode ser descrita como:

L
Fgg - 59” [8ﬂgau + aagﬂy - al/gaﬂ] . (23)

A derivada covariante (2.2) de um tensor é a taxa instantanea de variacao do tensor na dire¢do o com
respeito ao tensor inicial, se este tivesse sido transportado paralelamente ao longo da direcao o. Isto
introduz o conceito de transporte paralelo como sendo a generalizacao (para variedades arbitrarias) da
operagao que transporta um vetor de um ponto a outro em um espaco plano deixando suas componentes

constantes. Numa variedade arbitraria o transporte paralelo de um tensor depende da trajetéria escolhida

'Em geral poderia ter uma parte antissimétrica, mas esta nao contribuiria ao ds?, j& que o produto dz*dz” é simétrico
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(a diferenca de uma variedade plana), e justifica a interpretagdo de que na derivada covariante a conexao

é o que leva a informacao do transporte paralelo.

O conceito de transporte paralelo nasce da necessidade de comparar dois tensores que inicialmente es-
tao definidos em diferentes pontos da variedade. Para comparar dois vetores, primeiramente devemos
transporta-los até um mesmo ponto. Assim o transporte paralelo é definido simplesmente como o trans-
porte que conserva constantes cada uma das componentes de um tensor com respeito ao vetor tangente
a trajetéria de transporte (o que em coordenadas curvilineas em espagos planos nao é trivial, j& que os
versores da base podem variar ponto a ponto).

Assim, as componentes do tensor T},,% ;" transportado paralelamente ao longo da curva 2 (parametrizada

pelo parametro continuo \) respeitam a relagao:

D\ Mkt dgC ‘
(dAT> = DTk e =0, (2.4)

V1V2...Vj

e, para o caso de um vetor V7, tem a forma simples:

W d$avﬁ 0 2.5
D e T (2:5)
Esta definicao de transporte paralelo depende claramente da conexao. O que podemos fazer é impor que

a conexao seja compativel com a métrica, assim a métrica é sempre transportada paralelamente, ou seja:

D dz? 9
ﬁgm’ = @guu;a =0, Ja que Guvio = 0. (2'6)
o2

Fazendo o transporte paralelo do vetor V7 = N (é o vetor tangente & curva z7) ao longo de x7, obtemos
a condicao de transporte paralelo desse vetor, conhecida como equacao das geodésicas:
dz® dxP

A2zt "

a qual resulta na equacao de trajetéria para uma particula livre na variedade.

Agora, se fizermos o transporte paralelo do vetor V% ao longo do lago fechado A B (figura 2.1) no sentido
anti-horario, o vetor vai experimentar a mudanca:
§V* = Rg,, VP AB" (2.8)

que ¢ a defini¢ao do tensor de curvatura de Riemann RE‘W , 0 qual pode ser escrito em auséncia de torgao

COIMo:
A A
v = Dopy — Tago T Tial0s = Toalg (2.9)
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Figura 2.1: Laco infinitesimal definido pelos vetores A" e B

e que contraido com a métrica é chamado tensor de Ricci:
Ry =Ry, = g%R0s, . (2.10)

e mais uma vez contraido é chamado de escalar curvatura:
R=g"R,,. (2.11)

Este escalar é essencial na definicao da acao geométrica mais simples, a qual leva a origem da equagao de
Einstein. Lembremos que os escalares (tensores de ordem (0,0)) sdo invariantes, isto é, ndo dependem do

sistema de coordenadas inercial escolhido.

Expansao do universo

O¢
o

Figura 2.2: Expansao do universo
De esquerda para direita temos a mesma configuracao de galdxias para os tempos 11 < 172 < 713
respectivamente. A distancia comdvel entre as duas galdxias pretas independe do tempo, e é d..
Enquanto que a distancia prépria entre elas aumenta de acordo com o fator de escala para cada tempo:

dp(m) = a(m)de, dp(n2) = a(n2)de e dp(nz) = a(nz)de  com a(n) < a(nz) < a(ns)
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Em um universo em expansao uniforme, a distancia entre duas galdxias distantes era menor que a sua
distancia no presente, ou seja, as galaxias distantes estao se afastando umas das outras. Se o universo
esta se expandindo uniformemente, podemos tracar uma rede imagindria que cresce uniformemente com
o universo, como é mostrado na figura (2.2) para um universo espacialmente plano. Com respeito a essa
rede de coordenadas (coordenadas comdéveis), a distancia entre duas galdxias ndo muda em funcao do
tempo. Porém, a distancia fisica entre dois pontos no universo é a distancia comével multiplicada pelo
parametro de expansao, que chamamos de a e que cresce em funcao do tempo. Com isto, a relacdo entre
as coordenadas coméveis x# = (1, T) e as coordenadas préprias r* = (7,7) de um ponto no universo em

expansao uniforme é dada pela relacao:

or*  or Or 512
a E —_— = — .
de maneira que r é a distancia fisica, e x a distancia na rede comdvel,
r=2xa, r'=a2'a+ xd, (2.13)

onde o 7ndice denota a derivada com respeito ao tempo préprio. Em auséncia de movimento comével (com

x’ = 0 para o que chamamos de velocidade peculiar) a velocidade fisica sera:

!/ /
' =Laz = G—TEHT, (2.14)
a a

que corresponde a chamada lei de Hubble [29]. Se o universo esta se expandindo uniformemente (todos
os pontos nele estao se afastando uns dos outros) a lei de Hubble prediz que a velocidade instantanea
de afastamento das galdxias distantes aumenta linearmente com a distancia ao observador (2.14), onde a

constante de proporcionalidade é chamada de parametro de Hubble (2.15):

" _1da 1 da
M= w2

(2.15)

a
a?’

O ponto denota a derivada com respeito ao tempo conforme 7. Para ¢ = 1 temos que a velocidade aparente
de afastamento entre duas galdxias é maior que ¢ = 1 quando r > H~!, que chamaremos de raio de Hubble.
Por outro lado temos que distancia tem as mesmas unidades que o tempo, assim o tempo 7 equivale ao
horizonte comével: se dois pontos no espago tempo estao afastados por uma distancia maior que 7 estarao
desconectados causalmente, ja que n representa a distancia que um féton pode viajar (a velocidade ¢ = 1)

desde o inicio do universo.
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Com isto, a métrica para um universo plano em expansao uniforme fica:

-1 0 0 O
0 100
2
=q 2.16
Guv 010 ( )
0 0 01
2.2 Contetudo energético do universo
O tensor momento energia T} para um fluido ideal pode ser escrito na forma de:
T = Pgt” + (p+ P)UHU" , (2.17)
que em coordenadas comdveis e para velocidades peculiares zero se reduz a:
-p 0 0 O
0 P 0 O
T = , (2.18)
0O 0 P O
0o o0 o0 P

onde p ¢é a densidade de energia do fluido e P ¢ a sua pressao, ambas medidas em um sistema de coordenadas
coméveis. Se o fluido interage somente gravitacionalmente, a derivada covariante do tensor T}’ é zero. Isto

corresponde a equacao de conservacao do tensor momento energia:
Th = 9,T" +T%,T°° + Te,T% = 0. (2.19)
de modo que, da componente temporal desta equacao, teremos:

dp a
f+a[3p+373]:0, ou

dp  3p+3P
_—t =
on

. 2.2
Oa a 0 (2.20)

que, em associacao a equagao de estado de cada fluido, leva a solugdo da pressao e da densidade de energia
dos fluidos que compdem o universo (radiagdo, matéria escura e energia escura) em fungao do parametro
de expansao a. A componente espacial da equac¢ao do tensor momento energia (2.18) é identicamente nula

para um universo perfeitamente homogéneo e isotrépico.

e No caso da radiacao, cuja equagao de estado independe do tempo e é dada pela expressao P, =
pr/3, temos que a equagao de conservacao do tensor momento energia (2.20) (valida para qualquer
dependéncia temporal do fator de escala, ou seja, para qualquer que seja o contetido do universo,

mesmo fora do periodo de dominio da radiagao) pode ser reescrita como:

40 [pra’]
on

a
+ —4p, =a” =0. (2.21)
a

on
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Esta equacdo tem como solucio p, o< a4

, com a = a(n). Conforme explicamos anteriormente, esta
solucdo é valida para qualquer valor do fator de escala, particularmente para a = 1 (no presente), de
onde podemos fazer a medi¢cdo da densidade de energia da radiacao se comparada com a densidade
média do universo (préxima da chamada densidade critica associada a um universo plano no modelo

FRW). Escrevendo a densidade de energia da radiagdo em funcao da densidade critica, temos que:

_ QTPO
pr =70 (2.22)
e Em geral a equagao (2.20) pode ser reescrita como:
0 [pa3] a
-3
=-3-P. 2.23
¢ on a (2:23)

Para o caso da matéria escura modelada como sendo nao relativistica (chamada de matéria escura
fria), cuja equacao de estado pode ser escrita como P, = 0 (independe do tempo e da densidade
Pm), & equacao de conservacao do tensor momento energia fica:
3
38 [pma ]

e tem a solucdo p,, < a~>. Novamente, esta solucio é valida para qualquer que seja a dependéncia
temporal do fator de escala, ou seja, para qualquer que seja o fluido dominante no universo. Com isto,
podemos obter a constante de proporcionalidade da medicao da densidade de energia no presente em

funcao da densidade critica:

_ QmpO
pm - 3
a

. (2.25)

e Outra componente relevante do universo é a energia escura, que no modelo padrao tem a equagao
de estado simples Py = —pp. Esta pressao negativa seria a responsavel pela expansao acelerada do
universo observada atualmente [30]. A energia escura modelada por esta equagao de estado Py = —pa
é conhecida como constante cosmoldgica ji que a equacao de conservagao do tensor momento energia
deste fluido fica:

Opn

T 2.2

o qual tem a solugao py = cte, isto é, nao depende de a(n) (dai vem o nome de constante cosmoldgica).
Dos dados experimentais podemos obter a relagao da densidade de energia da constante cosmolégica
(que nao varia no tempo) com a densidade de energia critica (valor da densidade de energia total do

universo para que este seja espacialmente plano) no presente:

pA = pofla . (2.27)
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Figura 2.3: Densidade média de energia da radiagdo, da matéria escura fria, da energia escura e do GDF
em funcao do fator de escala a para o universo plano, homogéneo e isotrépico. Usando os valores da
ultima coluna da tabela 8.1 para as densidades no presente.

Das equagoes (2.22, 2.25, 2.27) temos que as densidades de energia da radiagdo, da matéria escura, e

3e pA X cte respectivamente. Portanto a

da constante cosmolégica evoluem como p, o a™%, p, x a”
densidade de energia da radiacao decresce mais rapidamente que a densidade da matéria com o aumento

do fator de escala, enquanto a densidade da constante cosmoldgica permanece invariante.

O modelo ACDM tem como fluidos dominantes a radiagao, a matéria escura modelada como sendo matéria
escura nao relativistica (matéria escura fria) C DM e a energia escura modelada como constante cosmoldgica
A. O modelo ACDM assume que inicialmente a densidade de energia da radiagdo foi muito maior que a
densidade de energia da matéria escura, e esta dltima por sua vez, muito maior que a densidade de energia

escura, ou seja, a densidade de energia da radiagdo dominava a evolu¢ao do universo (inicialmente).

Com estas condigoes iniciais (p, > pm > pa no comego da era da radiacdo) e devido a relagao entre as
taxas de decrescimento das diferentes densidades (p,/pr > pm/pm > pa/pa para qualquer valor do tempo
cosmoldgico) temos que o universo vai ser dominado inicialmente pela radiacao, depois pela matéria escura

e mais tarde dominado pela constante cosmoldgica.

Estes trés periodos da evolucdo do universo no modelo ACDM sado chamados de periodo de dominio
da radiagao, periodo de dominio da matéria e periodo de dominio da constante cosmolégica (se o modelo
AC' DM estiver certo, ainda estariamos em um periodo de transi¢io entre o dominio da matéria e o dominio
da constante cosmolégica). Chamamos de periodo de equilibrio a vizinhanga da superficie espago-temporal
ao redor do tempo de equilibrio 7.4, caracterizado pela igualdade nas densidades de energia da radiacao e

da matéria.
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2.3 Equacao de Einstein

A relatividade geral é uma teoria que descreve a maneira como a curvatura do espago-tempo (informagao
que podemos obter a partir do tensor métrico) atua sobre a matéria para se manifestar como gravidade, e
como a energia e o momento dos fluidos contidos no universo influenciam o espago-tempo para modificar a
curvatura. A equacao fundamental desta teoria é a equagao de Einstein (2.28), que relaciona dinamicamente
estas duas componentes do universo: o tensor momento energia 7}, que da conta do contetido energético
do universo, e o tensor de Einstein (lado esquerdo da equagao (2.28)) que leva a informacao da geometria
do universo. )

R, — iRgW =81GT),, . (2.28)

Esta equacao pode ser obtida fazendo pela da acao S com respeito a métrica g#":

1
S=—— [dazy/=gR+S 55 =0. 2.29
o [ davaRE Su, (229
Onde Sy é a agao do contetiido energético do universo que da origem ao tensor momento energia:

9 1 6Su
V=9 59

A componente tempo-tempo da equagao de Einstein (2.28) para a métrica do universo plano, homogéneo e

T =

(2.30)

isotrépico (2.16) e o tensor momento energia de um gas ideal com densidade de energia e pressao também

uniformes (2.18) é:
2

81Ga? a
= —_ . . 1
5P <a> (2.31a)

Esta equacao é conhecida como equacao de Friedmann. A componente espacgo-espaco que contribui ao

trago da equacao de Einstein (2.28) nas condigoes de homogeneidade e isotropia vem dada por:

9 a a ’
8rGa*P = —25+ - . (2.31b)

a

As equagbes (2.31) sao redundantes se a equagao de estado do fluido em consideragao P = P(p) é conhecida.

Finalmente, as componentes espago-tempo e espago-espaco sem traco da equacao de Einstein sao identica-

mente nulas para o tensor momento energia da equacao (2.18) nas condi¢oes de homogeneidade e isotropia.

O sistema de equagoes (2.20) e (2.31), se conhecida a equacao de estado, fornece a dependéncia da densidade
de energia com o parametro de expansao e fornece o parametro de expansao como funcao do tempo (em
nosso caso do tempo conforme). Vamos usar a dependéncia da densidade da radiacdo, da matéria e da
constante cosmolégica com o parametro de expansao para obter a dependéncia temporal do fator de escala

na presenga de cada um desses fluidos usando a equagao (2.31):
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e Dominio da radiacao

Durante o periodo de dominio da radiacao no universo (densidade de energia da radiagdo muito maior
que as densidades de energia da matéria e da energia escura, ou seja, para a < a.,) podemos resolver
aproximadamente a equagao de Einstein (2.31a) para obter a dependéncia temporal do fator de escala
a neste periodo. Para fazer isto vamos escrever a equacao de Friedman (2.31) com p = p,, isto é, em
um universo dominado pela radiacdo, e com p, dado pela expressao (2.22). Com isto obtemos uma

equacao diferencial para a na varidvel temporal 7:

2

a® o cte — a(n) < (n+mno) , ou  a(r) x (14 7)?%, (2.32)

onde 1 é o tempo conforme e 7 é o tempo préprio. Temos agora a expressao que da a evolugao

aproximada do fator de escala para a época de dominio da radiagdo, que escrita com as constantes

87 G pof,
a(n) ~ \/%n. (2.33)

Apés o periodo de dominio da radiagdo no universo, para a > ae; no modelo ACDM, temos o

apropriadas fica:

e Dominio da matéria escura fria

periodo de dominio da matéria (maiormente matéria escura fria). Neste periodo podemos aproximar
a densidade total do universo (igual a pg para um universo plano) como sendo a densidade da
matéria p,,, jd que neste periodo de tempo as densidades de energia da radiagao e da constante
cosmoldgica sao despreziveis se comparadas com a densidade de energia da matéria presente no
universo. Substituindo entao p =~ p,, dado pela equagao (2.25) na equagao de Friedman (2.31a)

obtemos uma equacao diferencial para a em funcao de 7:

a‘ xa — a(n) o< (n+ neq)2 , ou a(t) o< (17 + Teq)2/3 , (2.34)
onde o sub-indice “eq” se refere ao periodo de equilibrio da densidade da radiacao e da matéria. Com
as constantes adequadas, o fator de escala pode ser escrito aproximadamente durante o periodo de
dominio da matéria como:

21Gpoln,
a(n) ~ %nz : (2.35)

e Periodo conjunto da radiagao e da matéria

Para nosso conforto, as solucoes da equagao de Friedman (2.31a) que nos dao a dependéncia temporal
do fator de escala a(n) para o periodo de dominio da radiagao (2.33) e para o periodo de dominio
da matéria (2.35), sdo compativeis. Isto é, a solucdo da equacdo de Friedmann (2.31a) para p ~
Pr + pm =~ po, que nos di a dependéncia temporal do fator de escala para o periodo em que a
densidade da energia escura é desprezivel, se comparadas com a soma das densidades da radiacao e

da matéria, é:

9 81
~ wGpOQ 2 PO

- Q. 2.36
3 n 3 n (2.36)

a(n)
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Figura 2.4: Fator de escala a em funcao do tempo conforme 7
no modelo ACDM para o conteido da terceira coluna da tabela 8.1.

e Dominio da constante cosmoldgica

Apos os periodos de dominio do universo por parte da densidade de energia da radiacao e da matéria,
e devido a que a densidade de energia escura neste modelo permanece constante no tempo, teremos
um periodo de dominio da energia escura (constante cosmoldgica no modelo ACDM). Este periodo,
como ja foi dito, é caracterizado por um crescimento acelerado do parametro de expansao, o qual é
causado pela pressao negativa da constante cosmolégica. Vamos, entao, aproximar a densidade de

energia total do universo pela densidade de energia escura p ~ pj na equagao de Friedman (2.31a):
-2 4 1 cte. T
a“=a — a(n) o« —— ou a(t) x e . (2.37)

Com as devidas constantes temos que o parametro de expansao serd aproximadamente:

0% 40, 87GpoQin
N~ "o, ) VT3 7

_ (2.38)

a(n) ~

2.4 Inflagao

Dos dados experimentais [4] se tem que a temperatura dos f6tons da radiagdo césmica de fundo que chegam

a Terra de todas as diregoes do céu é muito uniforme. Isto é algo inesperado se reparamos que dois pontos

separados por uma distancia um pouco menor que o raio comével de Hubble (a/a) no presente, nao tiveram

tempo suficiente (apds entrarem no raio comével de Hubble do outro) para interagir e alcangar uma mesma

temperatura (mesmo que os pontos em questao estejam separados por uma distancia menor que o horizonte

comével hd muito tempo). Isto, dado que o raio comével de Hubble a/a é uma fungao crescente para os

periodos de dominio da radiacao e da matéria. Este é o chamado problema de horizontes.
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O problema de horizontes pode ser resolvido se consideramos a possibilidade de que antes da época de
dominio radiagao teve lugar outro periodo do universo dominado por um fluido com pressao negativa. Um
fluido com pressao negativa (na verdade com P < —p/3) permite um periodo de expansao acelerada (muito
parecido com o periodo de dominio da constante cosmolégica), o qual d4d um efeito muito especial no raio

comovel de Hubble:

& cte - n, (2.39)
a

com o qual, para um periodo de expansao acelerada (que chamaremos de periodo de inflagao, e que teve
lugar antes do periodo de dominio da radiagao) o raio comével de Hubble (a/a) diminui a medida que o
fator de escala cresce (o raio de Hubble 1/H = a?/a permanece constante durante o dito perfodo). Como
isto pode nos ajudar a explicar a homogeneidade da temperatura da radiacao césmica de fundo? Se o raio
comével de Hubble diminui em fungao do tempo da forma dada pela equacdo (2.39) quer dizer que este
era muito maior no passado (antes do periodo de inflagao), logo diminuiu durante a inflacao e finalmente
voltou a aumentar durante os periodos de dominio da radiagdo e da matéria. Com isto, dois pontos que até
a pouco tempo (ainda durante o periodo de dominio da matéria) entraram no raio comével de Hubble do
outro poderiam ter permanecido dentro dele durante um periodo anterior (antes do periodo de inflagao),
sempre que o periodo de inflacao for o suficientemente longo para fazer com que o raio de Hubble tivesse
sido bem maior do que é no presente (na maioria dos modelos precisa-se de aproximadamente 60 e-folds

para fazer com que o raio comdvel de Hubble antes da inflacao seja maior do que é no presente).
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Figura 2.5: Expansao do universo durante a inflagao
Esquema da maneira como o universo se expande uniformemente enquanto o raio de Hubble (a?/a)
permanece constante durante a inflagdo. A rede mostrada é a rede comével (invariante em fungao do
tempo), de onde fica evidente que o raio comével de Hubble (a/a) diminui a medida que o universo vai se
expandindo [25].



Capitulo 3

Perturbacoes

No capitulo anterior deduzimos as equacoes que descrevem a evolugao temporal de um universo espacial-
mente plano, homogéneo, isotropico e em expansao. Para aquela andlise se considerou um universo como

composto somente por radiagdo, matéria escura fria e constante cosmoldgica.

Estas equacoes sao: as componentes das equacoes de conservagao do tensor momento energia para a radi-
agao, a matéria e a constante cosmoldgica (as componentes espaciais sao identicamente nulas se assumirmos
isotropia e homogeneidade); as componentes da equagao de Einstein nao perturbada (duas sao nulas se
assumirmos isotropia e homogeneidade, as duas que restam sao redundantes se conhecemos as equagoes de
estado de cada fluido presente no universo); e as equagoes de estado P = P(p) para cada um dos fluidos

presentes no universo.

Se conhecermos as equacoes de estado para a radiagdo, a matéria e a constante cosmoldgica teremos entao
um sistema de 4 equagoes (a componente temporal da equacao de conservagao do tensor momento energia
para cada um dos trés fluidos, e uma componente da equagao de Einstein) e 4 incégnitas (a densidade para

cada fluido em funcao do fator de escala, e o fator de escala em fungao do tempo).

As trés equagoes de conservacao do tensor momento-energia podem ser resolvidas exatamente para qualquer
tempo, enquanto que a equacao de Einstein s6 tem solucoes analiticas em trés épocas desconexas: na época

de dominio da radiacao, da matéria e da constante cosmolégica.

As observagoes experimentais [3] mostram que o universo em grandes escalas (da ordem de 100 Mpc
ou maiores) é muito préximo de ser homogéneo e isotrépico, mas apresenta pequenas flutuagoes na sua
homogeneidade e isotropia, sendo assim podemos modelé-las usando teoria de perturbacoes lineares. Nesta
secao introduziremos perturbacgoes escalares no tensor métrico, e perturbacoes no tensor momento energia
da radiagao e a matéria para modelar o nosso universo em grandes escalas. Para estudar a evolucao destas
perturbagdes assumiremos que as equagoes até ordem zero (sem perturbagoes) sao validas e tém as solugdes

do capitulo anterior. Depois, a partir da equacao de conservacao do tensor momento-energia até primeira

17
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ordem para a radiacao e a matéria, e das componentes da equacao de Einstein também até primeira ordem,

obteremos as equacoes de evolugao das perturbagoes introduzidas.

De maneira complementar, no capitulo 5, vamos obter solugoes analiticas das perturbacoes em casos
restritos (usando algumas aproximagoes) e vamos compara-las (no capitulo 8) com resultados numéricos
obtidos usando o programa CAMB [20].

3.1 Perturbacoes escalares na métrica

Gragas a formulacao tensorial da gravitacao de Einstein, na qual estd baseado o modelo cosmoldgico padrao,
é possivel introduzir perturbagoes escalares, vetoriais e tensoriais no tensor métrico. Se as perturbagoes sao
pequenas vao evoluir independentemente [2, 3] produzindo efeitos diferentes. As perturbagoes escalares
vao contribuir a formagao de estruturas, as perturbagoes tensoriais vao produzir ondas gravitacionais,
enquanto que as perturbacoes vetoriais vao produzir efeitos gravitomagnéticos. Neste trabalho estamos
interessados na formacgao de estruturas em grandes escalas, portanto restringiremos nosso estudo a evolugao

das perturbacoes escalares.

A métrica de Friedman-Robertson-Walker é a solugao estaciondria e com simetria espacial esférica mais
geral as equagoes de Einstein para um universo homogéneo, isotrépico e em expansao uniforme. Esta
solucdo permite um universo com curvatura positiva (fechado), negativa (aberto) e sem curvatura (plano).

A métrica FRW nao perturbada pode ser escrita em coordenadas esféricas como:

dr?

2 _ 2 2
ds —(1(7') —dTt +1—7]€T2

+ r2dQ?| | (3.1)

onde k pode ser 1, —1 e 0 para um universo espacialmente fechado, aberto e plano respectivamente.

A métrica perturbada de Friedman-Robertson-Walker (em coordenadas Cartesianas) para um universo
espacialmente plano, em expansao, e muito préximo de ser homogéneo e isotrépico, pode ser parametrizada

na forma mais geral como:

goo = —a*(T){1 + 2¢(a#, 1)},
goi = a®(T)w;(z*, 1), (3.2)
gij = a*(1) {[1 = 2¢(x*, 7)]ds5 + xij (z*,7)} ,

sendo g,y = M + hy onde 1, € o tensor métrico nao perturbado (no caso de um universo plano é o tensor
métrico de Minkowski) e hy, é a perturbacao da métrica escrita como um tensor. Como o tensor h,, é
simétrico e de ordem 2, em quatro dimensoes terd no maximo 10 componentes independentes que podem
ser escritas como dois campos escalares (tensores de ordem zero) ¢ e 1) somando 2 graus de liberdade, um
trivetor w; (tensor de grau um em 3 dimensoes) com 3 graus de liberdade, e um tensor de ordem dois x;;

(em trés dimensoes) obviamente simétrico e com trago nulo o qual tem 5 graus de liberdade (o trago do
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tensor perturbagdo da métrica é dado sé pelos campos escalares ¢ e ¢). No total, os campos ¢, 1, w; € Xij

que compodem a perturbacdo ao tensor métrico somam 10 de graus de liberdade.

Teorema de decomposicao

Adicionalmente podemos decompor os campos w; e X;; em fungao de tensores irredutiveis como sendo:

w=wl+w,, onde Vxwl=v.wt=0. (3.3)

Assim, o campo w! pode ser reescrito como sendo o gradiente de um campo escalar wll = VB, portanto

1

terd s6 1 grau de liberdade. Isto deixa o vetor w— com 2 graus de liberdade (e ndo pode se escrever em

funcao de nenhum campo escalar, portanto é um vetor irredutivel).

Igualmente, o tensor simétrico sem traco x;; (lembrando que os indices latinos correm de 1 até 3, enquanto
que os indices gregos correm de 0 até 3) pode ser escrito como:

Xij = Xl‘] + ij + x?} ) com X = Xii s (3.4)

e onde as componentes longitudinal Xij» solenoidal Xf} e a componente transversal sem trago XZ'T]' estao

definidas como tendo as propriedades:
k0,00l =0, =0, vk =o0. (3.5)

Com isto, a componente longitudinal do tensor x pode ser reescrita em fungao de um campo escalar p (1
grau de liberdade) e a componente solenoidal pode ser escrita em fungdo de um campo vetorial A; (3 graus

de liberdade) como:

1
X = (3@ - 3%’V2> o Xij = QA = 0:4; + i Ai. (3:6)

Resumindo, a decomposicao da perturbacao do tensor métrico em tensores irredutiveis fica composta por

quatro campos escalares 1, ¢, u e B com 1 grau de liberdade cada, dois campos vetoriais transversos 4; e
1
i

de liberdade.

w:- cada um com 2 graus de liberdade, e finalmente um tensor transverso sem trago Xg; que sé tem 2 graus

Estas trés perturbacoes irredutiveis (escalares, vetores transversos e tensores transversos sem trago) evoluem
independentemente segundo o teorema de decomposigao [2, 3], e cada um é responsavel por um efeito per-
turbativo diferente: formacao de estruturas (perturbacoes escalares), gravitomagnetismo (perturbacoes

vetoriais) e ondas gravitacionais (perturbagoes tensoriais).
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Transformacgoes de calibre

Dos 10 graus de liberdade do tensor 7, somente 6 sao independentes e podem representar graus de
liberdade fisicos. J& que os observaveis fisicos devem ser invariantes por transformagoes de coordenadas
vamos ter 4 restrigoes e portanto 4 graus de liberdade nao fisicos que correspondem a 2 campos escalares
e 1 campo vetorial transversal. Assim, os 10 graus de liberdade do tensor 7, podem ser expressas em
funcao de 6 componentes independentes, o que nos da a liberdade de expressar o tensor 7, de formas

diferentes sem mudar os observaveis fisicos. Isto é chamado de liberdade de calibre.

As perturbagoes escalares sao estudadas usualmente no calibre longitudinal ou no calibre sincronico. Nés
trabalharemos no calibre longitudinal com excegao da anéalise numérica feita usando o programa CAMB

[20, 31] (escrito no calibre sincronico). As perturbagoes da métrica no calibre longitudinal sao dadas por:

—1—-2¢ 0 0 0
G = a° 8 ! _0% . 0% 8 (3.7)
0 0 0 1—2¢
Este calibre é particularmente simples para trabalhar, ja que temos somente perturbagoes diagonais.
3.2 Tensor momento energia para um gas ideal
Partiremos do novo do tensor momento energia para um gas ideal:
T =Pg" + (p+ P)UHU", (3.8)

onde U é a quadrivelocidade do fluido (lembrando que em coordenadas comdveis as suas componentes
espaciais sdo zero para um gas nao perturbado) e onde p e P sao sua densidade de energia e sua pressao
medidas todas por um observador comével. Se o fluido que possui uma velocidade peculiar pequena
v' = da'/dn diferente de zero, a qual consideraremos como uma perturbacio dependente do ponto de
medicao, esta pequena perturbacao na velocidade do gas vai gerar uma diferenca da pressao e de densidade
se comparadas com a pressio e densidade médias. Desta maneira p = p+dp e P = P+ P, onde dp e 6P,
assim como v, dependem do ponto de medicdo. Em geral, estas perturbacdes podem terminar afetando a

isotropia do tensor momento energia que, uma vez perturbado, pode ser parametrizado como:

T = —p=—(p+p), (3.9a)
1) = (p+ P)vi, Ts = (p+ P’ (3.9b)
T} = P8+ X% = (P + 6P)85 + X5, =0, (3.9¢)

onde E} ¢é a parte anisotrépica, e com trago nulo, da componente espacial do tensor momento energia.
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Conservacao do tensor momento energia

Assumindo a validade da equacao de Einstein, e usando uma derivada covariante compativel com a métrica,
a derivada covariante do lado esquerdo da equacao de Einstein é zero. Portanto, a derivada covariante do

lado direito da equacao de Einstein serd também zero:
Th = 9,T" +T% T +TeT% = 0. (3.10)

No caso de fluidos nao interagentes temos, adicionalmente, que a derivada covariante do tensor momento
energia para cada um dos fluidos é individualmente zero. No caso de fluidos interagentes teremos que

adicionar um termo de colisao a direita da equagao (3.10) se quisermos estudar os fluidos individualmente.

Para um fluido nao interagente a equacao de conservacdo do seu tensor momento energia perturbado
é escrita como (3.9). Usando as conexdes compativeis com a métrica perturbada (3.7) temos que as

componentes temporal e espacial da equagao (3.10) sao:

. . a ]
§=—(1 +w)(9—3¢)—3a(1+5)(1+w)—§(1+5), (3.11a)
. K2 5P ., G . (p+P\ 6

= — —ok? — 4- Y (LA 11
f 14w dp ok ae—i_wk D 14w’ (3-11)

onde definimos as perturbagoes espago-temporal, 6, e espacial anisotrépica, o, para cada fluido como:

(p+P)o =ik!oTy

_ 1 . . 5
(p+P)o=— (k:zkjg(?;) ¥ ¥ =T —EZT,f,

validas para fluidos individuais que nao interagem entre si. No caso especifico de um universo com
radiacdo e matéria escura, desconsiderando qualquer interacao entre elas, as equagoes de conservacao do

tensor momento energia ficam da seguinte forma:

Radiacao

Para o caso da radiacio, temos que a equacio de estado é w, = P,./p, = 1/3. Por outro lado, da equacao

4

. a
(2.21) temos que p, x a~*, com o que p, = —4p,—. Com isto, as equagoes (3.11a) e (3.11b) tornam-se:
a

5

.4 ) ) )
bt 50 —46=0 b,k <4

—ar+¢> =0, (3.12)

onde usamos cz ) = 0P, /0pr =~ w, = 1/3. Estas duas equagoes diferenciais acopladas de primeira ordem
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podem ser reescritas como equacoes diferenciais de segunda ordem desacopladas como:
2

.k
5+ o

2 .
3(5T—4or+4zp)—4£z;:o e ér+29r—k2<é+¢—2’“>. (3.13)

Matéria escura fria

Para o caso da matéria, temos que a equagao de estado é wy, = P,/pm = 0. Por outro lado, da equagao

. a
(2.24) temos que py, o< a~3, com o que p,, = —3p,,— Com isto, as equacoes (3.11a) e (3.11b) tornam-se:
a

: . . a
Om +0m =36=0 e Ont 0 — k2 (02 — o + ) = (3.14)

onde k%c? = k20P/6p ndo é necessariamente desprezivel. Como antes, estas duas equacdes diferenciais
acopladas de primeira ordem na varidvel temporal podem ser reescritas como uma equagao de segunda

ordem:

5m+f5 + k2 (Omc? —am+w)—3f¢ 36 =0. (3.15)

3.3 Componentes da equacao de Einstein

No calibre longitudinal e no espago de Fourier, onde 0; — ik; com k; sendo o vetor de onda na diregéo
[, temos que as componentes tempo-tempo, tempo-espaco, longitudinal espacial, e espacial sem trago das

equagoes de Einstein (2.28) ficam:

A i\’
8Ta*GTY = — () +6¢+6<> Y+ 2k%p, (3.16a)
a a a
AnGa*(p+ P)0 = k* <¢+ Z¢> : (3.16b)
. . 2 2
T ] ) PR RUL N (3.16c)
3T T a+2 a ’ e
120Ga®(p+ P)o = k*(¢ — ¥), (3.16d)

as vezes ¢é util usar as componentes tempo-tempo e tempo-espaco da equacgao de Einstein para obter uma

equacao algébrica para os parametros da perturbacao da seguinte forma:

2

g <Z> [k25 — 33(1 +w)f

Estas equagoes, junto com as equagoes de conservagao do tensor momento energia (ou as equagoes de

= kl¢. (3.17)

Boltzmann que introduziremos na se¢ao seguinte) constituem um sistema completo de equacoes diferenciais

que determina a evolugao temporal das perturbagoes ao tensor métrico e ao tensor momento energia.
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3.4 Equacao de Boltzmann

No espago de fase o nimero de particulas de uma determinada espécie de fluido em um diferencial de

volume da'dz?dx3dPydPydPs é dado pela sua funcdo distribuicdo da seguinte forma:
f(@',pj,m)da'dr?dx3dPidPad Py = N, (3.18)

igualmente, no espaco de fase podemos calcular o tensor momento energia como sendo:

_1/2PMPV
PO

T, — / dP,dPydPy(~g) @), (3.19)

Onde f(z',pj,n) é a fungao distribuicao estatistica do fluido em consideracao, e P; é o momento conju-
gado da coordenada comovel z*. Este momento conjugado P; é simplesmente a componente espacial do
quadrivetor momento P* = mU*. Agora, se reescrevermos f(2*,p;,n) como um termo nao perturbado

mais uma pequena perturbagao:

com f(p(n),n) = f(g,n) sendo a funcdo distribuicio ndo perturbada independente do ponto ¢ onde é

calculada e da direcao do momento p; do fluido nesse ponto:

1
F N Ys
f(q777) - f(e) - (27‘1’)3 6(6—M0)/TO +1 ’ (321)
onde T é a temperatura média do fluido, e onde:
e(q,a) = aB(p) = a/p? +m? = /@ + a®>m?, Ho = ap, To = aT . (3.22)

Com esta parametrizagao [19] podemos calcular as componentes da equacao (3.19), levando em conta que

no calibre longitudinal a raiz quadrada do determinante da métrica até primeira ordem em v e ¢ é:
(—9) a1 -9 +30), (3.23)
e que a magnitude do quadrimomento P é:

P? = g, P*P¥ = gooP'P’ + p* = mj, (3.24)

com p? = gijPin. Se escrevermos P’ = Cp' (onde p; é o momento préprio do fluido medido em coorde-
nadas coméveis) encontramos que C' ~ a~'p(1+ ¢) = a=2q(1 + ¢), com o que o momento conjugado pode

ser reeSCI‘itO COImao:
1+

Pl=q'—5—, P =q(1—9), (3.25)

a
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e usando gop = —(1 + 2¢)a? em (3.24) obtemos também que

1—1

a2

PO =¢ , Py=—e(1+7). (3.26)
Com isto, as expressoes para as diferentes componentes do tensor momento energia (3.19) perturbadas até

primeira ordem ficam:

TO — CL_4 / d‘?’qefi(q7 7’]) [1 + \IJ($17 q]’ Tl)] ’

T? :a4/d3qq¢f(q,n)‘P(ﬂfi7QJ777)7
| . | (3.27)
T; :a‘4/d3q€f(qﬂ7) [1 + \Il(:vz,qjm)] J

| i 1 . . 51 .
% —a 4/d3q6f(q, (', qj,m) <q 4% - 3]q2> '

Estas trés primeiras equagoes sao equivalentes as equagoes (3.11a) e (3.11b) sempre até primeira ordem
levando em conta que:
Ty Ty

—bp= 6Ty, 0P ==t 0(p+ P) = kiTa, o(p+P) = . kikIT!,  (3.28)

No entanto, das equagoes (3.11a) e (3.11b) podemos obter as equagoes de evolugao das perturbagoes 0 e
6 mais facilmente quando a equagao de estado do fluido é simples, é o caso da matéria e da radiacdo nao
interagentes. No caso em que a equagao de estado nao é simples é melhor deixar as equagoes (3.27) em

funcao de ¥ (2%, q, nj,n), cuja equagao de evolucdo pode ser obtida a partir da equagao de Boltzmann:

ﬂ:af dzt of dqdf dnlﬁf_<8f> | (3.29)
C

dn (377—'— dnaxi+dn8q+ dnon;  \ on

onde o quarto termo da primeira igualdade é de segunda ordem nas varidveis perturbativas, e a equagao é
toda igualada ao termo de colisao do fluido em questao, ou igualada a zero se nao interage com nenhum
outro fluido. Usamos também a defini¢do ap = ¢ = gn, onde ¢ é o momento comével (ndo depende do

tempo até ordem zero em teoria de perturbagoes).

Usando as equagoes (3.25) e (3.26), obtemos no calibre longitudinal:

ox'  gaijor
on on/or -

—%(1 o+, (3-30)

também, da componente temporal da equacao geodésica (2.7) e usando novamente as equagoes (3.25) e

(3.26) podemos obter a relacao:

% _ ey +ab. (3:31)
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Com isto, a equagao de Boltzmann (3.29) no espaco de Fourier (parametrizado pelo vetor de onda E)

usando o calibre longitudinal pode ser reescrita como:

. o . o dln f 0
b4k aw (¢—isk iy f_1(Y ; (3.32)
€ q dlng f\on),
com
U =U(k,qn), k= kk, 7= qn. (3.33)

Lembrando que o termo da direita é o termo de colisao, temos que a equagao de Boltzmann ¢é igual a zero
para um fluido que somente interage gravitacionalmente. De agora em diante vamos trabalhar no espago

de Fourier parametrizado pelo vetor de onda k, nao no espago de coordenadas.

Em geral f = f(g,n), com o que a equacdo (3.29) nio serd escrita como:

Oln f
on

. . S ol f 0
(1+\I/)+\Il+i%k-ﬁ‘li+(qu—iek-fub) (;;f:}(aj;) . (3.34)

3.5 Espectro de poténcia da matéria

Define-se o espectro de poténcia Pm(E, 1) da matéria no espago de Fourier como a média da funcao de

correlacao do contraste de densidade de dois pontos da seguinte maneira:

-

(08, (B, m)om (' m) ) = (27) P (k, m)6* (= ). (3.35)
com 9, é o contraste de densidade da matéria massiva:

¥ipidi
Yipi

Om (3.36)

Onde o indice i é somado sobre todos os fluidos massivos, no modelo padrao serdo a matéria escura fria, os
barions e os neutrinos massivos. O termo 63(k — k') surge pela independéncia na evolucio dos modos (k, k')
na teoria de perturbacoes lineares. As condicOes iniciais para o espectro de poténcia é parametrizado como

uma poténcia de ordem n — 1 em k:

k n—l
P — .
) (HO) , (3.37)

onde n =~ 0.96 [32, 33]. n =1 corresponderia a um espectro de poténcia inicial invariante de escala.

E de destacar que o espetro de poténcia da matéria como qualquer outro observavel fisico calculado a partir
das perturbacoes na equacao de Einstein depende do calibre escolhido para escalas de super-horizonte

(kn << 1) ja que a evolugao de essas escalas envolve fisica nao causal [19].



Capitulo 4
Conteudo do universo

Tanto as equagoes (3.11a) e (3.11b), obtidas usando a conservagao do tensor momento energia, como a
equacao de Boltzmann (3.29), nos fornecem a mesma informagao sobre a evolucao das perturbagoes do
tensor momento energia 6 e J; mas a obtencao destas equagoes é bem mais facil a partir das equacoes
(3.11a) e (3.11b) quando temos uma equagao de estado simples, é o caso da radiacdo e da matéria onde
P, = pr/3 € Py = 0. Isto é certo se desconsiderarmos multipolos de ordem superior a 1 nas equagoes de

Boltzmann.

Vamos entao obter as equagoes de evolucao das perturbagoes do tensor momento energia para cada um

dos fluidos presentes no universo no modelo cosmolégico padrao.

4.1 Matéria escura fria

E o modelo mais simples de matéria escura, no qual é considerada como sendo nao relativistica (inclusive
no periodo de dominio da radiacdo). De onde se origina o nome de matéria escura fria e cuja equagao de
estado é P ~ 0, dando como resultado o crescimento mondétono das suas flutuagoes de densidade. Para o
caso aproximado, onde desconsideramos o (com o que da equagao (3.16¢) temos que ¥ = ¢) e levando em
conta que a velocidade ¢ = §P/Sp é muito pequena para a matéria escura, entio as equacoes (3.14) vio

se simplificar a:

. . a
0e = —0c + 30, O = — 0. + k). (4.1)
a

4.2 Neutrinos sem massa

Na época do dominio da radiagao os neutrinos sao muito relativisticos, dessa forma sua massa é desprezivel
se comparada com a sua energia cinética portanto, é uma boa aproximagao modeld-los como radiagao.
Como a equagao de estado para a radiagdo é bem simples, podemos usar as equagoes (3.11a) e (3.11b),

mas também pelo fato da radiagao nao ter massa, podemos obter as equacoes de evolucao das perturbagoes

26
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a partir das equagoes (3.27):
Pv = 3P, = a_4/d3q Qfa (4.2)
0py, =36P, = a_4/d3q qf v,
(6T7), =a™* / dqqnifV, (4.3)
Zi _ -4 d3 [ 151 _\I/
(%), = [ @aq (nin; ~ 35 5
Para particulas nao interagentes e sem massa a equagao (3.32) fica:

. . Oln f
U 4 ikpW + (¢ . zk:/ub) Sy =" (4.4)

onde o = k - . Se integrando esta equacio vezes ¢f(q) com respeito a / ¢%dg e definindo

[ *dgaf(q)¥(k,q,n)

B, (k7 7) = . (4.5)
: [ a*dqqf(q,n)
pode-se obter a equagao de evolugao temporal de F,:
E, +ipF, = 4(¢ — ko). (4.6)
Se expandirmos F,, em polindmios de Legendre como:
[e.e]
)= (=i)'(2+ 1) Fy(k, )Pk - ), (4.7)
=0

e substituirmos esta expansao na equagao (4.6), e integrar-mo-la multiplicada por P;(x) no espago dos

momentos, por comparacao com (4.3) obteremos:
) 4 L.
6V:_§0V+4¢:FV05

. 1 3
Hy :k2 (4(5 >+k2¢_ l/17

1 (4.8)
.V :*Fy :
g B 2
. k
Fui = 2A+1 [ZF -1 — U+ 1)F1/(l+1)] . 1>2.

Como se tinha dito, as duas primeiras equagoes podem ser obtidas a partir das equagoes (3.11a) e (3.11b)

levando em conta que:

_ Loy 4c (4.9)
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no caso em que os neutrinos tém massa muito menor que sua energia, isto é, no dominio da radiacao.

4.3 Neutrinos com massa

No dominio da matéria os neutrinos ja nao sao muito relativisticos, dessa forma é preciso levar em conta a
sua massa. Para obter as equagdes de evolugao das perturbagoes vamos utilizar de novo as equagdes (3.27),

s6 que agora nao vao se simplificar porque € # q:
_ —4 3.7 s 1 s 4
—a [ dqefla), Pu=ga [ L, (4.10)

0pn :a4/d3qef\11,

1 2
5P :a—4/d3q Ty,
3 €

B (4.11)
(017), =a4/d3qqnif‘1/,
2
—4 3 4 i Lo\ 7
a /dq€<nnj 35]>f
substituindo a expansao
o
)= (—i DU (k,7)P(k - 1), (4.12)
1=0
nas equagoes (4.11) e integrando com respeito a do, obtemos:
Spp =4ma™* / ¢dgef ¥y,
4 2
5P =gt [P fu,
‘ (4.13)

(Pn + Pn) Op =4mka™* / ¢*dqqf¥y,
_ _ 8T _ 2
(Pn + Pn) on =5 4/q2dq q?f‘l’z ;

se também substituimos (4.12) em (3.32) e integramos esta tltima equac¢ao multiplicando-la por Pj(a)) com

respeito a da, obtemos as equagoes de evolugao dos coeficientes da expansao de W:

Uyg=——U; —

0 1 dlnq’

v Uy —20y) — — ’
1= 36( 0 2) Sqwdlnq

. k

by = Ty - (1 ), 1>2.

- (204 1)e
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4.4 Fotons

Devido as inomogeneidades na densidade dos barions, durante o desacoplamento com os fétons, a dispersao
Compton produz radiacao polarizada anisotrépica. Depois da ultima superficie de dispersao, os fétons
propagam-se livremente até no presente, com o que temos um retrato da ultima superficie de dispersao
medindo-se as anisotropias na radiacao césmica de fundo. Como no caso dos neutrinos sem massa, temos

que as perturbagoes no tensor momento energia estdo dadas pelas expressoes:

— / dQF,( =Fy,
0 dOF, (R, i) (k- 7) = 2 415
v = 167T n)= 4 715 ( . )
-3 N - 1 1
dQUFy (k7 k-n)?—<| ==Fp.
oo [ a0 o) |02 - 1] = S
onde os F,; sao os coeficientes da expansao em multipolos de Legendre da perturbagao da funcao de

distribuigao dos fétons. Antes de tentar aplicar a equagao de Boltzmann (3.32) aos fétons devemos lembrar
que o termo de colisao (lado direito desta equagao) é diferente de zero, ji que os fétons interagem com os
barions, e, além disso, esta interacao depende da diregao de polarizacao dos fétons. O termo de polarizacao

pode ser escrito da forma [19, 34, 35]:

OF 1
(87:y> = aneUT |:_F'7 + F»y() + 4ﬁ . 66 — 5 (F'VQ + G'YO —|— G,YQ) P2 5 (416)
C

onde F), estd relacionada com a funcao de distribuicao somadas sobre todas as possiveis polarizacoes
(intensidade da radiagao) e G, estd relacionado com o parametro de Stokes @ = |Ei|>—|E;|* (a diferenca das
duas componentes perpendiculares de polarizacao linear) que também pode ser expandido em polindémios

de Legendre, e que satisfaz a equacgao:

oG, 1
5 | =aneor [—G7 + 3 (Fya +Gro+Gy2) (1 - PQ)} . (4.17)
Substituindo as equacoes (4.15) nestas duas tltimas, expandindo G, e Fy em polinémios de Legendre P,
0 .
e usando a definigao: n - U, = — (l:Pl(k‘ . fz)) temos que
oF, 4i 1 1 >
<a7_> = aNe0T E(QW — gb)Pl + (90’7 — §G70 — 2G72> PQ — ;( ) (2l + 1) 'ylPl y (4.18)
oG, 1 < .
—— | =ancor |5 (Fya+ Gro+ G) (1= Po) = > (=) 2L+ )Gy P (4.19)
or 2 =

com o qual, a equagao de Boltzmann (4.15) para os fétons torna-se:



4.5. BARIONS 30

. 4 L

. 1 3.
0., =k* (457 - U,Y> + k%) + ancor (0 — 0.,) = ZFVl , (4.20)
. 8 3 1 .
26 :1—597 —F Fy3 — £Ne0T 0y + Ean@UT(G’YO +Gy) =Fy,
. k
Fu=g5779 [1E, 1) — (L + 1)Fyq41)] — ancorFy 1>3, (4.21)
com G, respeitando a relagao:
. k 1 012
nyl 2l 1 [lG,y(l 1)~ (l + 1)G7(l+1)] — ANeOT G'yl + §(F~/2 — G'YQ + G,yg) 010 + ? (4.22)

4.5 Barions

Os prétons, elétrons e pésitrons (que constituem o que chamamos de barions no modelo ACDM) estao
ligados aos fétons mediante a interacao eletromagnética evoluindo da mesma forma até a ltima superficie
de dispersao. Logo depois do desacoplamento com os fétons, os barions podem se aglomerar, mas sao
incapazes de aglomerarem o suficiente para formar as estruturas que vemos no presente (devido & pressao
de dispersao que sofrem até o desacoplamento). Isto é uma das razdes que motiva a introducao do fluido
conhecido como matéria escura, que nao possui pressao, e por tanto pode se aglomerar desde o inicio da

era de dominio da radiacao.

Considerando os barions no seguinte modelo

5 &
wbzgzo — @:O e @2*3* (4.23)
Pb Pb Pv a
2P _Tf, 14T (4.24)
R ) 3 dlna

tem-se que as equagoes (3.11a) e (3.11b) tornam-se:
5y = —0y + 39, 0y = —feb + k20, + k2 + 37¢mm(9 —0y). (4.25)
Db

O dltimo termo vem da conservacao do tensor momento energia em conjunto com os fétons devido a

interagao entre eles (olhar segunda linha da equagao (4.20)).



Capitulo 5
Algumas solucoes simples

No capitulo 3 encontramos as equagoes que fornecem a evolugao temporal das perturbacoes escalares para
um fluido geral. No capitulo 4 aplicamos essas equacoes aos fluidos que compoem o universo no modelo
ACDM. Nesse capitulo vamos resolver esse conjunto de equacoes diferenciais para alguns casos restritos
(diferentes periodos de dominio, no caso de super-horizonte e no caso de sub-horizonte) sempre para o ~ 0,

ou seja, ¥ = ¢ no calibre longitudinal.

5.1 Dominio da radiacao

Durante o periodo de dominio da radiagao, que é definido como pg = p,, temos que o fator de escala pode
a 1

ser aproximado como a x 7, portanto — = — e também ¢ = 0. Vamos também desconsiderar os multipolos
a n

de ordem maior o igual a dois (na expansao de Legendre das perturbagoes) assim: da terceira linha da

equacao (4.15) temos que ¢ = 1 e, portanto o, = 0, = 0. Com isto, as componentes nao triviais da

equacao de Einstein (3.16) (as quais agora ficam redundantes) sao:

3 ( Pm :
. (’; + &) = 3¢+ 3 + K20, (5.1a)
20, = E*n’¢ + k*ng (5.1b)
1 . .
50 = 7d+ 36m — ¢. (5.1c)

Isolando ¢ da primeira equagao e substituindo-lo na segunda equagao se obtém a seguinte equacao algébrica

(equivalente a (3.17)) até primeira ordem em py, /py:
2 2,43
40, + k 5rn+§kn¢=0. (5.2)

As equagoes de Boltzmann nao triviais para a radiagao (4.20) e para a matéria (4.1) durante o periodo de

31
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dominio da radiagao podem ser aproximadas como:

. 4 . . 1
57‘ = _ger + 4¢a 97‘ = k215r + k2¢7 (53)
: : : 1 )
S = —Op + 30, O = — Oy + K20
n

(5.4)
Aproximando a matéria como um fluido teste (p, > py,), as perturbagdes na radiagao influenciam e sao

influenciadas pela perturbacao ¢ enquanto que as perturbagoes na matéria sao influenciadas por ¢ mas
nao o influenciam, como se mostra no seguinte esquema:

radiacdo S ¢ — matéria

Assumindo isto, vamos resolver as equagoes (5.3) e (5.2) para as varidveis d,, 6, e ¢. Posteriormente, usando

a solucdo para ¢ poderemos obter expressoes para as perturbagoes da matéria com base nas equagoes (5.4).

Do sistema de equagoes (5.2) e (5.3) na aproximacao da era de dominio da radiagdo pode-se extrair a
equacao de segunda ordem para a perturbacao métrica ¢:

. 4o kP
i+ 2y 3£5:0, (5.5)
a qual tem como solugao geral:
cosw + wsinw sinw — wcosw
¢ - Cl w3 + CZ LUS )

-~ = 5. -
% N
\\ \
\\ \
\\ \
\‘ \\
\\ \
< . \
~
N \ \
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Figura 5.1: Solucao de ¢ durante o periodo de dominio da radiagao
(5.6) com C; =0 e Cy = 3¢y (modo de crescimento).
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Essa solucao da perturbagao métrica ¢ (5.6) possui dois termos com comportamentos bem diferentes. O
termo associado ao coeficiente C7 é um termo que em geral decresce com 1/w. Enquanto que o termo
associado ao coeficiente Cy (que chamamos de modo de crescimento) tem o comportamento apresentado
na Figura 5.1. O termo que constitui o modo de crescimento é chamado assim devido a que ele esta

associado ao termo que permite o crescimento das perturbagoes na densidade de energia da matéria.

O modo de crescimento da perturbacao métrica ¢ permanece constante até entrar no raio comével de
Hubble (no calibre longitudinal), isto é quando kaH ~ 1. Depois que o modo em consideragao entra
no raio comével de Hubble a perturbagao métrica ¢ (que podemos associar ao potencial gravitacional no
calibre longitudinal no limite Newtoniano) decresce acompanhado de uma oscilagdo como é apresentado

na Figura (5.1).

Agora que temos a solu¢ao da perturbacao métrica ¢ (5.6) durante o perfodo de dominio da matéria,

podemos isolar d, e 6, das equacoes (5.1b) e (5.1c), que escritas até primeira ordem em p,,/p, ficam:

(1 —w?) cosw + w(2 — w?)sinw 2(1 — w?)sinw — w(2 — w?) cosw

2
0 = 204

w3 + 202 w3 s (5.7&)
0, — ﬁcl (w? —2) cosw — 2wsinw n ﬁcz (w? — 2)sinw + 2w cosw . (5.7)
2 w? 2 w?

As constantes C7 e Cs nas solugoes (5.7) sdo as mesmas que na solugao a perturbac¢ao métrica ¢ (5.6) e por
tanto estao associadas novamente aos modos de decaimento e de crescimento das perturbagoes. No caso
das solugoes das perturbagoes da radiacao, o modo Cs esta associado a uma oscilacao das perturbacoes

enquanto que o modo C; decresce em funcao do tempo tanto no caso de § como no caso de 6.

60t

10t

2

Figura 5.2: Solugao de é,, durante o periodo de dominio da radiagao
Modo de crescimento da solugao (5.9a).
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A partir das equagoes (5.4) pode-se obter uma equagao diferencial de segunda ordem para d,,, ¢ uma de
primeira ordem para 6,,, dado por:
.. 5 ; “
5m+——3?+k2¢—3¢:o, (5.8a)
Ui Ui
. 1 9
9m+50m—k‘ ¢=0. (5.8b)

Para ¢ dado por (5.6), as equagoes (5.8) tém as solugoes:

(w? —1)cosw — wsinw + w3 si w (w? —1)sinw + wcosw — w3 ciw

Om =C3+Cylnw—3C1 —3C , (5.9&)

w3 w3

. .
O = —2 — V3RC1 o —\/BRCy o (5.9b)
w w w

Novamente, guardando o nome das constantes da solugdo da perturbagao métrica (5.6) pode-se associar
aos termos com coeficientes C; e C3 respectivamente um modo constante e um modo de decrescimento
para a solucao de d,, (5.9a), e aos termos com coeficientes Cy e Cy, respectivamente modos de oscilagao e
de crescimento logaritmico (visivel s6 a partir do instante em que a perturbag@o entra no raio de Hubble).

A figura 5.2 apresenta o modo de crescimento e oscilagao de d,, associado aos coeficientes Cy e Cy.

a.k

Figura 5.3: Solucao de 6,, durante o periodo de dominio da radiagao
Modo de crescimento da solugao (5.7).

A solugao 6, (5.9b) tem dois termos decrescentes associados aos coeficientes C e C5, somados ao termo
associado ao coeficiente Cy, o qual é mostrado na figura (5.3), e é caracterizado por uma oscilagdo que é

suprimida a partir do instante em que a perturbagao entra no raio de Hubble.
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5.2 Dominio da matéria escura

Durante o periodo de dominio da matéria (pg =~ pp,) a solugdo da equagao de Einstein nao perturbada é
a 2 4a 2

axn? comoqual —=—e — = —. Para obter solugoes analiticas para as perturbagoes do tensor métrico
a n a 10

e do tensor momento-energia vamos novamente desconsiderar os multipolos de ordem maior ou igual que
dois. Com essa aproximacao, a equacao de Einstein (4.15) nos diz que ¢ & 1. As componentes nao triviais

da equagao de Einstein (3.16) durante o periodo de dominio da matéria para o ~ 0 sdo:

-6 <5m + p’") =60 + 126 + k*n’¢ (5.10a)
60, = k>0 + 2k*n¢ , (5.10b)
22— 26 + 60 (5.10¢)

Isolando (;5 da primeira equagao e substituindo-lo na segunda, obtemos a seguinte equagao algébrica (equiv-

alente a (3.17)) até primeira ordem em p./pp,:
2 Om 4,2

As equacoes de Boltzmann para a radiagao (4.20) e para a matéria (4.1) com p, < pp, (periodo de dominio

da matéria) se simplificam como:

. . . 2
O = —0Op + 30, 0,, = _59’” + k%0, (5.12)

. 4 . . )
Op = =30, +49, 0, :k2z’"+k2¢. (5.13)
Tratando a radiagdo como fluido teste:

matéria S ¢ — radiacao

podemos obter das equagoes (5.11) e (5.12) a seguinte equagao diferencial para ¢:

18 . )
(772 + /c?) (nqs + 6<;5> —0, (5.14)
a qual tem a solucao geral:
D,
P(w) = T ES + Dy (5.15)

Nessa solugao o modo de decaimento esta associado ao termo com coeficiente D1, e 0 modo de crescimento
das perturbacoes ao coeficiente Do (j4 que com esse termo a perturbagao métrica ¢ permanece constante

permitindo o crescimento das flutuagoes na densidade da matéria). A partir das equagoes de Einstein
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(5.10a) e (5.10b) podemos por em evidencia d,, e 0,,, ¢ usando a solucao para ¢ (5.15) as perturbagoes no

tensor momento energia da matéria até primeira ordem em p,/p,, podem ser expressas como:

w? —6 4+ w?
=D - D 1
Om 1008 2= (5.16a)
3k kw
O = D1—— + Da—. 5.16b
m 10wt + 2\/§ ( )

Nas solucoes (5.16) as constantes Dj e Dy sdo as mesmas da solucao para ¢ (5.15). Tanto na expressao
para &,, como para 6, os termos com coeficiente D; sao modos de decrescimento das perturbagoes. En-
quanto o termo com coeficiente Dy para a perturbagao d,, cresce com o quadrado do tempo conforme (ou
proporcional ao parametro de expansao a dado aproximadamente pela expressao 2.35 durante o periodo
de dominio da matéria), e para a perturbagao 6, cresce proporcionalmente ao tempo conforme (ou pro-

porcional & raiz quadrada do parametro de expansao).

Agora, das equacoes (5.13) podemos obter as equagoes diferenciais na variavel temporal para 6, e 6,:

. k2 4k2 .
(57«+§6r+?¢)—4¢:0, (517&)
3. .
Or = J0r + 30, (5.17b)

as quais (para ¢(n) dado pela equacao (5.15)) tém como solugoes:

D112 — 2w? + wt
6r:—4D2+D3cosw+D4sinw——1$

15 w? (5.18a)

Dy, . D
- Z(TOI [e"Ei (—iw) — e Ei (iw)] + 3—8 [sinw ciw — cosw siw] ,
kv3 k 120 — 6w? + w?
0, Zi[D4cosw—D3sinw]+Dl— wmtw
Y Ve (5.18h)
+ 8701 [€“Ei (—iw) + e ™Ei (iw)] + TS [cosw ciw + sinw siw] .

Nessas solucoes, novamente todos os termos associados ao coeficiente D; s@ao termos que decrescem rap-
idamente em fungao do tempo, ja que vem do termo decrescente da solucao da perturbacao métrica ¢
(5.15). O modo de “crescimento” da perturbagao ¢, é dado pelos termos constante e oscilante associados

aos coeficientes Dsy, D3 e Dy.

Para o caso da perturbacao 6, se tem somente termos oscilantes associados dos coeficientes D3 e Dy, com
0 que, novamente as perturbacoes da radiagao nao apresentam crescimento efetivo em fungao do tempo

devido a que sua pressao impede um eventual colapso gravitacional.
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5.3 Dominio da constante cosmolégica

Durante o periodo de dominio da energia escura, modelada como uma constante cosmoldgica pg ~ pa,
a 1 . a 2 L. .

temos que — ~ 2 e também — = ﬁ (vélido para n < b). Novamente, vamos desconsiderar os

a —-n a -n

multipolos de ordem maior ou igual a dois para poder resolver as equacoes para as perturbacgoes de forma

analitica. Assim, da equacao de Einstein (4.15) temos que ¢ = 1. Com essas simplificagoes, a componente

espacial da equacao de Einstein pode ser escrita como:

a

4G2T"—" 3d' 1 2d oy 5.19
§7T a Z—(b‘f‘ a¢+<¢—2> - a . ( )

As equagoes de Boltzmann para a radiagao (4.20) e para a matéria (4.1) durante o periodo de dominio da

constante cosmolégica sao:

.. 2 .. . .

5r+%(5r+4¢)—4¢:0, 0, =36~ 20, (5.20)
.. a. a. . .
5m+a(sm+k2¢—3g¢—3¢:o, O = 3¢ — O . (5.21)

Nesse periodo, as densidades da radiacao e da matéria sao muito menores que a densidade da energia escura,
portanto, o potencial ¢ vai depender fracamente dessas grandezas. Vamos, entao, resolver a equacao para

¢ como sé dependendo da densidade da energia escura:
energia escura < ¢, ¢ — radiacao, ¢ — matéria.

Com essas aproximagoes e igualando ordem a ordem a equacao (5.19) obtém-se:

2

$+3Z¢+3<Z> ¢=0. (5.22)

Escrevendo a = ¢/(b — 1), onde as constantes ¢ e b sao dadas por:

b=3 ’ ! 49716/2 5.23
SWGpOQA N 817G po 9%39}(6_ Q| (5:23)

a equagao (5.22) tem a solugao geral:

¢ = Fy(b—n)+ Fi(b—n)°. (5.24)

Essa solucao é valida somente para n < b, assim, os dois termos da expressao (5.24) decrescem em fungao
do tempo: o termo associado ao coeficiente Fy decresce com o inverso do parametro de expansao a (2.37)

enquanto o termo associado ao coeficiente Iy decresce com o inverso do parametro de expansao ao cubo.



5.4. SUPER-HORIZONTE RADIACAO MATERIA 38

Vamos chamar os termos associados ao coeficiente Fy de termos de decrescimento.

Substituindo a solucao para ¢ (5.24) nas equagoes (5.20) e (5.21) obtemos as solugoes para as perturbagoes

do tensor momento energia da radiagao e da matéria:

6m = Fy + Fg(b_2772)2 + Fy(b—n) {3 - kQ(b_g”)T + B (b—n)? [9 — kQ(bIg,n)T : (5.25)

(b—n)*
==

Nessas solugoes podemos identificar novamente os termos que decrescem mais rapidamente como os termos

Oy = F3(b—1n) — Fok?(b—n)? — Fik? (5.26)

associados aos coeficientes I e F3, esses termos decrescem com o quadrado, o cubo e a quarta poténcia do
inverso do fator de escala a. O modo de “crescimento” é composto pelo termo constante com coeficiente

Fy (nulo para 6,,) e o termo com coeficiente F» que decresce como o inverso do fator de escala.

o = 4F5(b—n) [:]ig) —(b— 77)2] —4F1(b—n) + F5cos(w) + Fgsinw, (5.27)
1 _ )2
0, = F, [;28 - (b477)] — 6F, + F; \/jk sin(w) — Fg\/fk cos(w) . (5.28)

No caso da radiacao, as perturbagoes novamente estao compostas por termos oscilatérios proporcionais as
constantes Fy e Fg, acompanhados por termos decrescentes ou constantes associados aos fatores Fj e Fb.
A tendéncia decrescente em todas as perturbagoes é causada pela pressao negativa do fluido dominante

durante esse periodo (constante cosmoldgica).

5.4 Super-horizonte radiacao matéria

Usando a componente temporal da equagao de Einstein (3.16a) quando kn < 1 (que chamamos de super-

horizonte) obtemos a expressao:

2 2
a\ p ) a. a
87Ga2T0 =3 | - 26, (1 + p’"’") =6-¢p+6(—| ¢. (5.29)
a Pc Pm 5m a a
- Pm a R
Reescrevendo essa equagao usando y = — = —— como nossa nova varidvel independente, com o que
Pr Qeq
Pm Y 9 a 0 -
— = , € levando em conta que — = —y—— obtemos uma equacao diferencial na varidvel y:
pe  y+1 on  a’ Oy
Om, Or > /
— y+ — | =2y’ + 20, 5.30
(v 5 ) =420 (5.30)

que serd nossa nova equacao de Einstein. As equacdes de conservacdo do tensor momento-energia para a

radiagao (4.1) e para a matéria (4.20) no caso em que kn < 1 podem ser simplificadas como:
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b =49, om =3¢ (5.31)

Dessas duas equagbes podemos obter a restricdo 36, — 46,, = cte. Adicionalmente, das condigoes iniciais
isentrépicas (8.1) temos que cte = 0. Assim, no limite de super-horizonte 6, = 44,,/3, o qual poder ser
substituido na equagao de Einstein (5.30) para obter:

Om Lty

4 / . /

Derivando a equacao acima na varidvel y, e usando-a na segunda equacao (5.31) obtém-se a relagao:

1+y

/ a /
—3¢:8y{63y+4[y¢ +¢]}. (5.33)

Refazendo a derivada obtemos a seguinte equagao diferencial para a perturbagao métrica ¢ na variavel y:
2y(y + 1)(3y + 4)¢" + (21y* + 54y + 32)¢' + ¢ =0, (5.34)

essa equacao tem como solugao geral:

16 + 8y — 2% — 9y3

¢=S9 +9
1 3 2 y3

(5.35)

1.0t

0.9¢

0.6}

0.55 : : : ‘ : ‘
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a

Figura 5.4: Solucao de ¢ na aproximacao de super-horizonte
isto é, para kn < 1 durante o periodo de dominio da radiagao e da matéria.

Lembrando que y = a/ae, temos que tanto o primeiro como o segundo termo divergem individualmente
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quando a — 0. Para que ¢ seja finita quando y — 0 (modo de crescimento) escolhemos S; = —16S2, com

o que a solucao para o modo de crescimento de ¢ é:

b= fg [16\/1—% 16— 8y + 2° +9y} (5.36)

onde ¢g representa a amplitude da perturbagao quando a — 0. Para y > 1 isto é, durante o periodo de

dominio da matéria, temos que ¢ — (9/10)¢py como mostra a figura 5.4.

Agora que temos a solugao aproximada para a perturbagéo métrica ¢ no caso de escalas muito grandes
(super-horizonte) vamos obter as solucoes para as perturbacoes da radiacao e da matéria com base na
expressao (5.35). As equagoes de conservagao do tensor momento-energia para a matéria e a radiagao

(3.12) podem ser reescritas na varidvel y como:

2y5;;+5;n3y+2=3< ¢”+¢3y+2> Y0, + O =0,
y+1 (5.37)
2y + 18 +0. =42y +1)¢" +¢) , 20y +1)0) +60' =0.

Assumindo a solucao da perturbagao ¢ no super-horizonte dada pela expressao (5.35) temos que as solugoes

das equacoes acima para as perturbacoes na radiagao e na matéria sao:

V1 1 — 2y?
b =35, Y1 Y 4 36, 10FSY T2 L og Avctanh /Ty + i, (5.38)
%
JITY 16 +8
5, = 45, yj Yy 4SQL +285\/T+y+ Ss. (5.39)

Das solugoes numéricas no limite de super-horizonte usando condicoes iniciais isentrépicas temos que as
perturbacoes na densidade de energia para radiacao e matéria sao essencialmente iguais, o que € equivalente
a se ter S3 = S5 = 0. Na figura 5.5 mostra se a solugao na qual §, = §,, para o modo de crescimento S; =
—1655. Essas solugoes mostram que as flutuagoes primordiais na densidade da matéria e a radiagdo nao
crescem significativamente ao longo do tempo no caso do super-horizonte, pelo que no presente observamos
um universo muito homogéneo e isotrépico em escalas muito grandes. Finalmente as solucoes para 6, e 6,,

para essas escalas tém um comportamento simples dado por:

0y, = —, 0. =25sy/1+y—+Sg. (5.40)

5.5 Sub-horizonte radiacao-matéria

Nas outras sub-sessoes desse capitulo, mediante o uso de algumas aproximagoes, encontramos e resolvemos
uma equagao diferencial de segunda ordem na varidvel temporal (n ou y = a/a.q) para a perturbagao do

tensor métrico ¢. Em seguida, assumindo como certa a solugao ¢, resolvemos as equacoes diferenciais para
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Figura 5.5: Solugoes de ¢, e d,, na aproximacao de super-horizonte
isto é, para kn < 1 durante o periodo de dominio da radiagao e da matéria.

as perturbacoes do tensor momento-energia.

Nesta sub-sessao seguiremos um procedimento alternativo. No caso de escalas pequenas (kn > 1) vai ser
mais facil encontrar uma equacao diferencial para a perturbacao d,, que para a perturbacao métrica ¢.
Com essa solugao para d,, vamos solucionar as equagoes diferenciais para a perturbacéo métrica e para as

outras perturbacgoes do tensor momento-energia.

0. 100F™

0.050}

0.002}

0.001}

107 1073 107 0.001 0.01 0.1 1
a

Figura 5.6: Solucao de ¢ no limite de sub-horizonte
durante o periodo de dominio da radiacao e da matéria.
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Para kn > 1 temos que as perturbagoes na matéria crescem rapidamente depois que o modo k entra no
raio de Hubble. Diferente das perturbacoes da radiacdo, que nao crescem. Com isto, para kn > 1 (que
chamaremos de sub-horizonte) dp,, = pd,, pode chegar a ser maior que dp, = pd, sempre que kaH < 1.
Entao, muito depois que os modos de sub-horizonte entraram no raio de Hubble teremos que dp, < dpm
com o que as componentes temporais e espacgo-temporal da equacao de Einstein (3.16a) e (3.16b) até

primeira ordem em y = p,,/p, podem aproximar-se como:
) af. a )
—4dra*Gop=3—| oo+ | + k¢, (5.41)
a a

ArGa*(p+ P)0 = k* (q’b + aw) : (5.42)
a
Dessas duas equacgoes temos que para kn > 1:

K¢ = —4mGPotlm om _ 3 <> . (5.43)
Qe Y 2

Essa é a equagao de Einstein da qual vamos fazer uso nessa sessao. Igualmente, as equagbes para as
perturbagdes no tensor momento-energia da matéria (4.1) no sub-horizonte ficam:
-1 -1

Om [ G a
o =——|- + 3¢, 0, = _Om + k;@ - . (5.44)
y \a Yy y\a

Onde o indice denota a derivada respeito da varidvel y. Da equacdo (de Einstein) (5.43) e da equagao

diferencial para ¢, podemos escrever uma equagao de segunda ordem para d,, desconsiderando ¢ [25]:
o 2y(y +1) +6,, 3y +2) — 36, =0. (5.45)

A equacgdo acima tem como solugao:

2
Om = 82 <3+y) +slg {3 14+y— (2+3y)arctanh\/l+y] . (5.46)

Nesse caso podemos associar o modo de crescimento da perturbacgao d,, ao termo com coeficiente so ja que
este cresce mais rapido que o termo com coeficiente s; (arctanh y nao esta definida para y > 1). Na figura
5.7 mostra-se o modo de crescimento de d,,, de onde temos que a perturbagao cresce rapidamente com o
fator de escala, o qual d4 validade & aproximacao dp,, > dp, (j& que como veremos 4, oscila, nao cresce)

para tempos maiores que o raio de Hubble a H, mas menores que o horizonte comovel 7.

Para achar a solugao para a perturbacdo métrica ¢ nao é preciso resolver nenhuma equacao diferencial,
s6 basta substituir a solugao para d,, na expressao (5.43). Essa solucao tem a forma que se mostra na

figura 5.6 para o modo de crescimento da perturbacao d,,. Substituindo a solucdo geral para ¢ na segunda
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Figura 5.7: Solugao de d,, no limite de sub-horizonte
durante o periodo de dominio da radiacao e da matéria.

equagao de (5.44) podemos obter uma equagao diferencial para 6,,:

0 67TGIOOQm )
0, +— + m__ =0, 5.47
y a  yvy+1 (5:47)

que tem como solucao:

S c 14+y—yy/1+ tanh+/1 +
0, = 23 6[2\/1+y52+9 Yy Yy Ty Aarean Ysi| . (5.48)

Y

Essa expressao para 6,, tem o modo de crescimento associado ao termo com coeficiente so, assim a pertur-
bagao 6,, vai crescer proporcionalmente a /1 4 a/a., enquanto que a perturbagao ¢ cresce proporcional-

mente ao fator de escala a.
Escrevendo agora as equagdes para as perturbagoes no tensor momento energia da radiagdo (4.15) em
funcao da variavel y e para kn > 1 obtemos:

2 2

2 k 2k
5. +2(1+y)d + ??5’" =0, 0, +2(1+y)b) + ??9” =0. (5.49)

Nessas equacdes desconsideramos ¢ em relacio a 4, ja que ¢ o< 8,,/(yk?). Essas equacoes diferenciais tém

1 1
5, = svcos (2| =Y ) + sosin ( 2%y /=2 ) | (5.50)
3ce 3Ce

as solugoes:
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Figura 5.8: Solugao de 6,, no limite de sub-horizonte
durante o periodo de dominio da radiacao e da matéria.

1 1
0, = sgcos | 2k +Y + sgsin | 2k4 / ty , (5.51)
366 3Ce

Essas duas solugoes nos dizem que as perturbagoes da radiacao nao crescem, no entanto as perturbacoes

com ¢, = 8mGpoQn/(3ac).

da matéria crescem proporcionalmente a y e 4/1 + y com o que a nossa aproximacao de dp,, > dp, € vélida

no sub-horizonte kn > 1 sempre que o modo k esteja bem dentro do raio de Hubble kaH < 1.



Capitulo 6

Gas degenerado de Fermi

Neste capitulo introduziremos um fluido de teste descrito por um gés degenerado de férmions expresso pela

funcao distribuicao:

_ g4 E—pn _1N 94/(27)3 para E <p
T = o5 (oo [772] +1) ”{ 0 para E>p (6.)

onde g4 € o grau de degenerescéncia dos férmions, F é a energia total, T' a temperatura do gas e pu é o seu
. s . . . . T—0
potencial quimico, que para baixas temperaturas pode ser aproximado pela energia de Fermi y —— E.

Usando essa fungao distribuigdo na equacao (3.27) tem-se que a pressao e a densidade do GDF sao:

_ v 1 2 1 1 2
ﬁdza—4/d3qef<q,n>= i ”m4[ = <2+x2>—1n+vx+><

(2m)? 2 X ’
(6.2)
_ 2 V1+x2 (2 1+ /14 x2
P 2“_4/d3qqf(q,n) = I T | VX (22 VT
€ (2m)3 2 x4 3 X

Onde definimos x como x = am/qy, com m sendo a massa dos férmions, gy o momento comével de Fermi

e a o ja definido parametro de expansao. Adicionalmente podemos verificar que:

_ 75 _ =
pa+ Fa (2m)? 3m -

Outra forma de obter essas equagbes através da termodinamica pode ser visto na referéncia [36].

6.1 Equacao de Boltzmann para o GDF

Para férmions a funcao distribuigao estatistica é:

o) = i (oxw | S5 1) - (6.4

Onde gy é o grau de degenerescéncia dos férmions, E ¢ a energia e u é o potencial quimico das particulas,

45
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com E = \/p? + m2c2 = \/q%/a® + m2c2, sendo ¢ o momento comével.

Como a temperatura dos fluidos que compdem o universo nao é uniforme, no caso do GDF escrevemos
T =T + 6T, onde T = 5T(:):i,nj,77), com ¢' = gn' e T s6 depende de a. Se expandirmos a funcio

distribuicao até primeira ordem na perturbacao da temperatura da seguinte maneira:

of

3T 5T(aci,nj,n) =f [1 + \I/(J:i,pj,n)] , (6.5)

T

f@ pjn) =~ flp+

e substituirmos essa expressao aproximada na equagao de Boltzmann (3.34) até ordem zero (na perturbagao

da temperatura) para um gds nao interagente, obtém-se que:

d]F .8f 0 E—u
_dn_“aao‘aa(T> , (6.6)
entao
E*NZGOjVO (6.7)

T To

Assim f independe de a e, portanto independe do tempo. Temos definido 1 = av e, de agora em diante,

vamos assumir o sub-indice 0, como sendo calculado no presente, significando Fy = F(a = 1). Com isso

s £520) ()

temos que:

enquanto que

Com essas duas expressoes podemos escrever:

of

95 _@M—Eif_eu—eaf
oT

- 0 T 9 q T 9q¢°

(6.10)

e assim podemos reescrever a perturbagao da fungao distribuicao do gas degenerado de Fermi (6.5) como

sendo: -
_e(y—e)alnf i i _(5T
- BlnqA’ com A=A(n,n; ") = T (6.11)
Substituindo essa expressao na equacao de Boltzmann (3.34) obtém-se:
0 [e(v—e) of of - . - of
— —A —e)—(ik-n)A — ik-n)) =—=0. 6.12
o ( DTN+ (0= iR 2)A + (a0 - eoliF 1) 5 (612
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Se fizermos a expansao de A em polindmios de Legendre como sendo
=3 (=)' @+ 1) Ak, n) Pk - 7)), (6.13)
=0

e integrarmos a equacao (6.12) multiplicado por Pl(l% - 71) com respeito ao angulo solido € obtém-se as

seguintes equacoes de evolugao temporal dos coeficientes A; da expansao de A:
d [e(v—e)0 f of of .
— —e)—kA —¢=0

) (( )8f

an q 9q

of k of k
1) —(I/—E)afqg(Ao—QAQ)-i-Eafqu):O, (6.14)

n

0 e(v—e) of of &
o ( . anz) +(v—r¢ 9011 [(14+1)Ai41 —1A;4] =0, para [>2

Se levarmos em conta que

1 i 1
Ag = QA A= — QaA Ay = QP (o)A 1
0= 4 [ 498, 1= 4 [ dan@), 2= [ dOPA@),  (6.15)
podemos usar a expressao de WU para o GDF (6.11) nas equagoes que fornecem as componentes do tensor

momento energia (3.27) e obter:

dpa = Y /dqqe (”_6)871’
47TAO af
0Pq = 341 /dqq (V—e)a—q,

(6.16)

_ 4rA of
04(pa + Pa) = 7; 1/dqq G(V*G)a ,

— 47TA2 2 8f

oa(pa+Py) =— ——= [ dg (v —e)=-.

d(pa + Py) i 3/ qq°( )0(]

Podemos integrar, na variavel ¢, o conjunto de equagoes (6.14) tornando-se um conjunto de equagoes
acopladas na variavel temporal para os multipolos 4A;. Se resolvermos esse conjunto de equagoes diferenciais
e substituirmos os multipolos A; nas expressoes (6.16), integradas na varidvel ¢, obteremos a evolugao
temporal das perturbagoes no tensor momento energia para o GDF (faremos isso no seguinte capitulo para

alguns casos restritos).



Capitulo 7

Solucoes para as perturbacoes do GDF

Neste capitulo vamos resolver as equagoes de evolugao temporal das perturbacoes de um gis degenerado
de férmions como fluido de teste em um universo dominado pela radiacao, a matéria escura e a constante

cosmoldgica usando dois métodos equivalentes.

Primeiro, vamos resolver as equagoes de conservacao do tensor momento energia para gases ideais no caso
de escalas muito grandes (que chamamos de super-horizonte), isto é, para comprimentos de onda (27 /k)
grandes se comparados com o horizonte comovel. Igualmente, obtemos resultados equivalentes durante os

periodos de dominio da radiacao, da matéria, e da constante cosmoldgica.

Em seguida, resolveremos as equagoes de Boltzmann para o GDF durante os periodos de dominio da
radiacao, da matéria e da constante cosmoldgica. Na era de dominio da radiacao fazendo a aproximagao de
gds ultra-relativistico, e para as eras de dominio da matéria escura e a constante cosmoldgica assumindo-se
que o gas é nao relativistico. Para o caso em que pg = p, no comeco da era da radiagao e também no
presente temos que x < 1 (gas ultra-relativistico) durante o periodo de dominio da radiagao e y > 1 (gés
nao relativistico) depois do periodo de equilibrio radiacdo matéria. Usaremos essas aproximagoes nos casos

respectivos neste capitulo.

7.1 Usando a conservagao do tensor momento energia

Para usar as equagoes de conservacdo do tensor momento energia de um gés ideal (3.11a) e (3.11b) sé
precisamos conhecer a equacao de estado do fluido considerado. Tal equacao de estado, definida como
w = P/p, é dada para o GDF pelas expressoes (6.2). Com isto, temos que as equagoes de conservacao do

tensor momento energia para o GDF sao:

opq m* /1 + 2 . a 443y

T R <9d—3¢) - a(spdwa (7.1a)
. 9 g 0, o k2X4772

04+ ogk” + a1+ 2 ok —5pd—m4(1+x2)3/2 . (7.1b)

48
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A equacdo de estado pode ser aproximada! durante os perfodos de dominio da radiacio (y < 1), da
matéria e da constante cosmoldgica (x > 1) para solucionar analiticamente as equagoes de conservagao do

tensor momento energia assumindo a validez das solugoes da perturbacao métrica ¢ obtidas no capitulo 5.

7.1.1 Super-horizonte radiagao matéria

As equagbes de conservacao do tensor momento energia de um GDF ideal (7.1) no caso em que kn < 1 e

para o desprezivel se reduzem a:
dln [x(pa + Pa)bd]

=— 2
9 m* /14 x* 09 4+ 3%
X 00— g g p e =0, (7.2b)
0 T X 195% 1+x

onde ¢ é a perturbagao escalar da métrica no caso de super-horizonte, dada pela solucao (5.35), e onde

X = ma/qy. As solucdes para as equagoes (7.2) sao:

2 3

mt T2

VIF 16 + 8y — 212
y3y+S2 yyg y +512]

0d = 511 R (7.3)

4 -1

X
Vs

com y = a/ae tal que pm(ae) = pr(ae) (periodo de equilibrio radiacdo-matéria). O modo de crescimento

0g =8 1|51 2+ x?) - arccsch , (7.4)

da perturbacao d4 é mostrado no grafico 7.1 em comparacdo com o comportamento de &, € .

J/dg

0.8}
¥, CDM
----- DFG
0.7 : ‘ : ‘ : :
1078 107°° 1074 0.001 0.01 0.1 1

a

Figura 7.1: Contrastes de densidade dg4, J, e d,, na aproximacao de super-horizonte

'Para o caso em que pg = p, no comeco da era da radiacio e no presente
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7.1.2 Era de dominio da radiagao

As equagoes (7.1a) e (7.1b) durante o periodo de dominio da radiacao (p.r = pr) s@o iguais as equagoes de
evolugao das perturbagoes da radiacao (5.3), portanto as suas solucoes sao iguais. Tais solucoes sao dadas

pelas expressoes (5.7) obtidas para as perturbagoes da radiagao.

7.1.3 Era de dominio da matéria escura fria

Na aproximagao per = pm, ou periodo de dominio da matéria, as equagoes da conservacao do tensor
momento energia do GDF ideal (7.1b) e (7.1a) até primeira ordem em y tornam-se:

. . . k264 5 5

b0qg=—04+ 30, 04 = 5X —koq + k*9. (75)
Usando a solugao para ¢ no caso em que o é desprezivel e durante a era de dominio da matéria (5.15), as

solugoes para as perturbacoes do GDF sao:

12v/3¢2 k2 k k
0q = 1ﬂ — — 12 49662, +D3COS\/§ —D4$in\/g
kon 5 n? 2¢mn 2¢mn
7.6
K Vk . V3k | VBE . V3E k*n? (7.6)
—Dy— |c + sin Dg—
8¢c2, 2Cm77 2cm17 26m17 2cm17 6
100,
S 1
N
0.01;
1074

0.001 0.01 0.1
a

Figura 7.2: Contraste de densidade §; para o GDF durante o periodo de dominio da matéria
Modo de crescimento da equagao (7.6).

com ¢, = Gpomn§ly,/qr. As funcées Ci(z) e Si(z) sdo o cosseno e o seno integral de z. Essa solucao
é composta pelo termo de decréscimo cujo coeficiente é Dy. Os termos com coeficientes D3 e Dy sao
oscilagoes. O termo entre colchetes com coeficiente D9 oscila como uma funcao sin [\/gk:/ (ZCmn)] para

n < V3k/(2¢y), depois tem um crescimento logaritmico em 7. O termo com coeficiente Do fora dos
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colchetes cresce como n? o< a. Se Dy = —mDok*/(16¢2,), dos termos com coeficientes Dy e Dy restard sé o

crescimento logaritmico somado com o crescimento quadratico associados a Do.

A evolugado temporal do modo de crescimento para o contraste de densidade d; é mostrada no gréfico
7.2. Este tem inicialmente um comportamento oscilatério (como o contraste de densidade da radiagao) e
logo depois comeca a crescer como uma combinacao de um termo potencial e outro logaritmico, tendendo
ao comportamento do contraste de densidade da matéria. O periodo quando ocorre a transicao entre o
comportamento oscilatério (kx < 1) e o crescimento (ky > 1) (causado pela transi¢do do gas entre a sua

fase relativistica para nao relativistica) depende da escala.

A solucao para 63 no periodo de dominio da matéria é:

K k2c? ktc? k k k k
gd:{Dg\/g[G %6 cm+8 cm—|—2560f‘n]—D3\/§ sin V3 D4\/3 cos\/3

VR | f 2 15 Cm 2¢mn Cm 2¢mn

f [kaifk G V3k fk]+D22[k2+2nzc2mH1

2¢mm 2¢mm 2¢mn 2cmn 4 3

0.1

0.001: |

1074

w k= 0.1 Mpc™?

107°¢

0.001 0.01 0.1

Figura 7.3: Perturbagao 65 para o GDF durante o periodo de dominio da matéria
Modo de crescimento da equagao (7.7).

Como nos casos anteriores, para g, o termo com coeficiente Dy estd associado ao modo de decaimento da
perturbacdo. Os termos associados a D3 e Dy sdo oscilacdes cuja amplitude decresce com 1/1? o< 1/a. O
primeiro termo entre colchetes com coeficiente Do oscila como sin(v/3k/(2¢,,1)) com amplitude decrescendo
com 1/a, isto para n < v/3k/(2¢m), e logo depois para de oscilar. Finalmente, o tiltimo termo proporcional
a Do cresce linearmente com 7. A Figura 7.3 mostra o comportamento do modo de crescimento da
perturbacao 64, que tem a mudanca de comportamento de géas ultra-relativistico para nao-relativistico

quando ky ~ 1.
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7.1.4 Era de dominio da energia escura

Na aproximacao da era de dominio da energia escura, modelada como uma constante cosmoldgica, as
equagoes da conservacao do tensor momento energia de um GDF ideal (7.1a) e (7.1b) ficam iguais ao
periodo de dominio da matéria escura (7.5). A unica diferenca é que devemos usar a expressao (5.24) para

a perturbacao métrica ¢, o qual leva as solugoes:

[ n(2b — 2h —
ba =3Fyc3(b—n) + Fscos 7”7(27’)} + Fysin [72”7(277)]
C

€A
™ (b—n 2] T (b—n 2 P b—n 3 F 3 2
+qcos |5 " 2\ en s {3Fsca + 3Ficzen } (7.8)
b—n\?] . [b- b—n\?] .. [b— k263, 9
+ {cos [W < 77> Fs [ 77} — sin [F ( 77> ] Fc [ 77] } {FQ —Flc?’ } ,
2 CA CA 2 CA CA
\/§cm7r cm
_— = —, c e b sdo dadas por (5.23), e as funcoes Fc(z) e Fs(z) sdo o cosseno e o

L y Cx
qf qf ~
seno integrais de Fresnel. Essa solucao para dg é composta por dois termos oscilatérios com coeficientes

g3
(@)
—
S
|
3

] + sin

2 _
onde ¢} =

F3 e Iy, por termos de decaimento associados ao coeficiente Fj e pelos termos associados ao coeficiente Fy

(que nao decaem tao répido).

mn(2b —1n) m ™ 1(2b —n)
g = — 9F1(n — b)* —|—F3 2 (b —n) cos _QT F4g (b —n) sin QT
2
T K
- {cos [2 ] + si 5 77 Fs } {F, k% — 9F }ea(b—n)

Fc

b
cA
2
—sin[;r b 77 ] }{F2+F1\fkclxcx}(b—7}).

(7.9)

=) el

No caso da evolugao da perturbagao 6, tem-se basicamente o mesmo tipo de comportamento decrescente
acentuado por um fator 1/a, fazendo com que a perturbacao 6, decresga mais rapidamente que a pertur-

bagao §4 durante o periodo de dominio da constante cosmoldgica.

7.2 Usando a equacao de Boltzmann

As equagodes (6.14) e (6.16) podem ser integradas no caso do GDF ser nao-relativistico e no caso de ser

ultra-relativistico usando a expressao:

(IO i 1.1 1
T % = 9(z0) + Zl Fe(20) (1= gt g =g o ) (7.10)
0 n=

que tem validade para ‘e*zot(b(t)‘ < M quando t — oo, onde M é um nuimero real positivo.
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7.2.1 Gas ultra-relativistico nao interagente na era da radiacao

No caso do GDF ser ultra-relativistico (x = ma/qy < 1) temos que E = ae = ay/¢> +m?a? =~ ag, e
T ~Tym/(aqy) (onde T seria a temperatura do GDF no presente). Com o que obtemos

E—-—p  q—q
T Tom/qf

= (z— 20). (7.11)

Usando a expressao (7.10) para integrar as equagoes (6.14) na varidvel z obtém-se até primeira ordem
(n=1) em q]%/(Tg m):

Ag+ kA1 —¢pey, =0, Al—*(AO—QAQ)—*QSCu:O,
3 3 7.12
. k (7.12)
Al"‘m[(l‘f‘l)AH_l —lAl_l] :0, para lZ 2,

onde ¢, = qj%/(ln(2)Tg m), ¢5 é o momento de Fermi do GDF e m a massa das suas particulas. Usando a
solucdo de ¢ na era de dominio da radiagdo (Equagao (5.6)), e que foi obtida para o =~ 0, podemos obter

a solugao as equagoes (7.12) para os dois primeiros multipolos:

Ag = Clgu [cosw (1 — w2) —|—wsinw] + CQ?L [sinw (1 — w2) — wcosw] + C3cosw — Cysinw,  (7.13)
w w
Cicu . Cacy | . 3 . 4
A = — cosw + wsinw| — SINW — WCOSW| + —=sinw + — cosw . 7.14
LS e | I~ e | I+ 3 (7.14)

Igualmente, integrando as equagoes (6.16) na varidvel z = ¢/Tj obtemos:

T 5 1
5q ~ 273 In(2) "2 Ay, P 1
qf 5pd 3
n _ (7.15)
Oa~ 1203 (2) kA1,  og~ —2°7°In(2) 2= A,
qy qf

Essas solugoes sao completamente equivalentes as solugoes obtidas usando a conservacao do tensor momento
energia (no limite y < 1) e, portanto, equivalentes & solu¢ao para as perturbacoes da radiagao durante o

periodo de dominio da radiacao (5.7).

7.2.2 (Gas nao relativistico e nao interagente na era da matéria

Para matéria nio relativistica temos que sua temperatura evolui como T ~ Ty/a?, a sua energia pode ser

aproximada pela expressao E ~ m + p?(2m)~!, e assim

E—p ¢ —q _

RS — . 1

Integrando as equagoes (6.14) na varidvel z usando a expressao (7.10) obtemos as equagoes diferenciais
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acopladas para os multipolos A; na varidvel temporal

A0+7A1_Cn¢:07 Al_i(A0_2A2)_*xcn¢:()a
3z 3 717
o1 (7.17)

A + T—’_lf [(l + 1)Al+1 — lAl,l] = 07 para Z 2,

com ¢, = ¢y = qJ% /(In(2)Tpm). Agora, usando a solucao de ¢ obtida na aproximagao de o & 0 para a era

de dominio da matéria (Equagao 5.15) podemos encontrar a solucao das equagoes (7.17):

4 k4 k? 3k 3k
Ay = chnL — — 12* + 966 + D3 cos \[ — Dy sin \[
K9n |5 2emm 2emm
7.18
]{34 \[ \[/{? . \[ \fk k‘27]2 ( )
Dse,, + sin — Docp——,
24¢c2, 2cm17 20m77 2cm77 26m77 18
6k'  96k*c;, | 8k'ch, D 3k D 3k
Ay =Dicp——— V3 Cm + + 256¢h | — =3 sin V3 ~ 1 os V3
kO | gt n? 15 V3 2emn V3 2emn
7.19
k* V3k . 3k \f k \/ k kn [k2  2n%c, (7.19)
+ Docy, i sin + Docy—— | — + ,
24V/3c2, | 2emn 2emn 2Cm77 T e | 4 3
GpommQyy, N =
onde ¢,, = — . Finalmente, se integrarmos as equagoes (6.16) na varidvel z usando aproximagao
qf
nao-relativistica, tem-se que as perturbagoes no tensor momento-energia do GDF sdo dadas pelas ex-
pressoes:
T 1) 1
(5d%127r31n( )Lon, ﬂ%j,
a; opa 3z (7.20)
Tom A Tom A '
g ~ 127° 1n(2)o—;n—1 , oq~ 2273 1In(2) —— Om =2
g T Qf Z

Como no caso do periodo de dominio da radiagao, temos que essas solucoes (véalidas para o periodo de
dominio da matéria) sao totalmente equivalentes as solugoes obtidas usando as equagoes de conservagao
do tensor momento energia para um gas ideal (7.6) e (7.7), sendo vélida entdo a mesma analise feita no

capitulo anterior para essas solugoes.

7.2.3 Gas nao relativistico e nao interagente na era da energia escura

Neste caso vamos levar em conta as mesmas aproximacoes que durante a era de dominio da matéria, a tinica
diferenca serd que, obviamente, tomaremos a solucao de ¢ no periodo de dominio da constante cosmolégica
para resolver as equacoes diferenciais para os multipolos A; apresentadas na sessdo anterior. Substituindo,
entao, a solucao da perturbagao métrica ¢ valida durante o periodo de dominio da constante cosmolégica
e para o desprezivel (5.24) nas equagoes (7.17) obtém-se as solugdes para os coeficientes da expressao do

tensor momento energia do GDF:
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2b — 20 — )1
AO :FlCnCi(T] — b) —+ F3 CcOS |:72T7'](b?7):| +F4 sin |:g77(b77)

€A ]
b—n\?| . [b—
g < 7]) ] Fs 77} } {FQCnCA + Flcncic/\}

™ (b—n\? b—n 7 b=n)? (b—n g9 [k 33
= F — = F Frencd? [ —= — Fieacd = b,
—I-{cos [2< o )] s{ = } sm[2< = c_ = 2CnCy, /3 1CnCR —

(7.21)
_ 2V3, F n2b—n)]  Fi . [xn(2b—n)
Ag = Flcncxw(b n)+—\/§cos [2 z —\/gsm 2 2
™ (b—n\’ b—n ™ (b—n\> b—n 59 VET V&)
- - F - F Focn 3?22 — Flepcd =
{cos [2< = > [ = ]—I—sm 2< o S = 2CnC 33/ 1CnCA -
T [b—n 2 b—n m(b—n 2 b—n CA c2ep
+{COS[2<0A >]FS[CA}—sm[2<CA Fc ” FQCn\/g—FFlCn\/g ,
(7.22)

V3emm cm
———— ¢, = —, e com c e b dadas por (5.23).
kqr qr

com C?\ =

Neste caso, as equagoes (7.20) ainda sao validas para calcular as perturbagoes do GDF, e re-escalando as
constantes obtemos as mesmas solugoes (7.8) e (7.9) obtidas usando as equagoes de conservagao do tensor

momento energia para gases ideais com a equagao de estado do GDF (6.2).



Capitulo 8

Resultados numéricos

8.1 Modelo padrao

Nste capitulo apresentamos os resultados numéricos obtidos usando o programa CAMB [20], o qual resolve
as equacoes diferenciais do capitulo 4, mas no calibre sincrénico [19]. Com isto, ndo somente pretende-se
confirmar a validade dos resultados analiticos obtidos para os casos restritos dos capitulos 5 e 7, como
também mostrar a contribuicdo de um GDF no espectro de poténcia da matéria no presente. E importante
ressaltar que todos os resultados (analiticos no calibre longitudinal e numéricos no calibre sincrénico)
nao sao necessariamente iguais para k < aH, ja que as flutuagoes na densidade para grandes escalas

(causalmente desconexos) sao dependentes do calibre [19].

Condicoes iniciais para as perturbacoes

Nos resultados numéricos obtidos a partir do programa CAMB foram usadas as condicoes iniciais chamadas
de isentrépicas, as quais permitem que durante a evolucao das perturbacoes a entropia do universo per-

manega constante [19]. Estas condigbes iniciais sdo dadas por:

3 3
57:—21/), 6C:6b:15y215'y7 (81&)
Lo
0,=0,=0.=0,= i(k i, (8.1b)
= () (8.1¢)
Oy = 15 n ) -1C
2 20C
=|1+_-R, ) = ) 1
¢ < +5R)w v 154+ 4R, (8.1d)
1 dlnf ¢ dlnf 1 dlnf
—26,——, U=, Uy = —=0p——, 1
0 4 "dlng ! 3qgk “dlng 2 27 dlng (8.1e)
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v ~ s s e e e - ’ 7

onde R, = ——, e os termos V¥; para [ > 2 sao despreziveis inicialmente. E possivel também encontrar
Pv + Dy

as condigoes iniciais isentrépicas em outros calibres fazendo a transformacao das condigoes iniciais [19].

No caso do programa CAMB [20] as condigoes iniciais estdao no calibre sincronico e podem se encontrar
nas referéncias: [31, 37]. A constante C' pode ser obtida a partir das medigdes do espectro de poténcia da

matéria no presente.

Perturbacao métrica

De inicio, mostraremos a solucao a perturbacao métrica ¢ para varios valores do nimero de onda k no

espaco de Fourier em funcao do parametro de expansao.

1.0

0.8+

0.67

¢ do

0.4¢

0.2¢

0.0r
e 107¢ 107 0.01 1

Figura 8.1: Perturbagao ¢ em funcao do nimero de onda k.
Da cima para baixo temos k = {1.4-1072,6.7-1073,1.5-1072,3.5-1072, 7.7-102, 0.17, 1.2} Mpc~!

A figura 8.1 mostra que o potencial ¢ tem a forma da solugao (5.6) evidente na figura 5.1 durante o
periodo de dominio da radiagdo (¢ < a. ~ 2.7E — 4). Igualmente, durante o periodo de dominio da
matéria (ae < a < ap =~ 0.7) o potencial ¢ tende a ser constante, como é predito pela solugao 5.15.
Seguidamente, para a ~ 1 (no presente) o potencial ¢ comega a decrescer como na solugao (5.24) obtida
para o periodo de dominio da energia escura. Por outro lado, é possivel observar a tendéncia que a solucao
tem quando o nimero de onda é muito pequeno, dado pela expressao (5.36) apresentada na figura 5.4 com

¢ — 9¢0/10 no periodo de dominio da matéria.

Perturbacao sobre a densidade de energia

Nos capitulos 5 e 7 foram obtidas expressoes analiticas para as perturbacoes na densidade de energia

da radiacao, da matéria escura e do GDF para os limites de grandes e pequenas escalas, e para cada
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um dos periodos de dominio da radiacdo. da matéria e da energia escura. As figuras 8.2, 8.3 ¢ 84
mostram a evolucao temporal das perturbacoes a densidade de cada uma das componentes do modelo
padrao cosmolégico ACDM (fétons ~, matéria escura fria ¢, barions b e neutrinos com massa v) para

diferentes valores de k£ usando o inventoério césmico da terceira coluna da tabela 8.1 e as condicoes iniciais

isentrépicas (8.1).

s 3 CDM
bdirions 1
¥ -~

/'“EM

100+ — ¥ o

0.01¢

1074 —6 I—5 I—a‘ I ‘ ‘
10 10 10 0.001 0.01 0.1

a

—

Figura 8.2: §; para k = 0.01 Mpc~! no modelo ACDM com neutrinos massivos.
Da cima para baixo temos: matéria escura fria ¢, barions b, e neutrinos com massa v e fétons ~.
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Figura 8.3: §; para k = 0.1 Mpc~! no modelo ACDM com neutrinos massivos.
Da cima para baixo temos: matéria escura fria ¢, barions b, e neutrinos com massa v e fétons 7.
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Nas figuras 8.2, 8.3 e 8.4 pode se observar a validade dos resultados obtidos no capitulo 5 para o periodo
de dominio da radiagao (a < a.), de onde a perturbagao da densidade da radiacao oscila (5.7) em fungao
do tempo devido ao efeito misto da pressao da radiagdo que tende a dissipar o gas, e o potencial grav-
itacional que tende fazé-lo colapsar. No caso da CDM as perturbacoes na densidade de energia crescem
logaritmicamente (Figura 5.2) depois que entrarem no raio de Hubble (aH > k). J4 que na auséncia de
pressao so resta o efeito de colapso gravitacional devido a perturbacao métrica, que no calibre longitudinal

funciona como fonte de potencial gravitacional.

Este conjunto de figuras apresenta também a evolugao temporal da perturbacao na densidade dos neutri-
nos com massa e dos barions. Como ¢é de esperar-se os dois tém um comportamento oscilatério, devido
a temperatura (durante o periodo de dominio da radiagao), tanto os neutrinos massivos como os bari-
ons apresentam um comportamento ultra-relativistico. Note-se que a amplitude de oscilacdo do contraste
de densidade & dos barions tém a mesma amplitude que no caso dos fétons devido ao seu acoplamento
eletromagnético. Entretanto que as oscilacoes no contraste de densidade dos neutrinos com massa nao
acompanham identicamente a evolugao das perturbacoes dos fétons e dos barions, pois simplesmente as-

sumimos um modelo onde os neutrinos sé interagem gravitacionalmente [19].

o S cDM "
_______________ bdrions s ad
¥ _ ,”.:’:—’—
wop | ———— ¥ ey

0.01;
w0 - : ‘ ﬁ
10°° 107 107 0.01 0.1 1

Figura 8.4: §; para k = 1 Mpc~! no modelo ACDM com neutrinos massivos.

Da cima para baixo temos: matéria escura fria ¢, barions b, e neutrinos com massa v e fétons +.

Durante o periodo de dominio da matéria (a. < a < ap), a perturbacdo na densidade da matéria escura
apresenta um crescimento potencial (como predito pela expressao (5.16)), enquanto que as flutuagoes
na densidade dos fétons apresentam oscilagoes com amplitude decrescente. As perturbagoes dos barions
acompanham o comportamento dos fotons até o desacoplamento dos dois fluidos, logo depois evoluem de

maneira similar as perturbacoes na matéria escura fria.
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Finalmente o contraste de densidade dos neutrinos com massa oscila até eles se tornarem nao relativisticos.
Algum tempo depois disso o contraste de densidade apresenta um crescimento rapido, mas nio consegue
alcancar a amplitude do contraste de densidade da matéria escura fria e dos barions. Esse ultimo efeito
tem como conseqiiéncia direta uma queda na predicao do espectro de poténcia da matéria para escalas
pequenas caso seja incluido o efeito dos neutrinos massivos (Figura 8.7), j& que a densidade de neutrinos

massivos nao colapsa gravitacionalmente tao rapido quanto o restante da matéria (CDM e bdrions).

Finalmente para a > aa, quando a densidade de energia escura comeca a se tornar a densidade de energia
dominante no universo, temos que todas as perturbagoes na densidade apresentam um decréscimo rapido.
J& que a pressdo negativa da energia escura produz a expansao acelerada do universo. A energia escura é
modelada neste trabalho como tendo uma densidade de energia constante e uma pressao igual ao negativo

da sua densidade.

8.2 Incluindo o GDF no inventorio césmico

Usando o programa CAMB [20] para calcular a evolugao das perturbagoes do GDF a partir das equagoes

de conservacao do tensor momento energia no calibre sincronico [19, 31] temos:
ds* = a? [—dn2 + (035 + hij) d:cidxj] , h = hy, (8.2)

ddp . _ h  _a a 5P
_ — _5_ (5 _ _ | —2_ 1 -
o p—(p+P) <9+2+3a> 3a5p< +5p>,

Lid

. ,  a N, LN
<9+J/<: +4a0> (p+P)+9<p+P)_5pk 5y

que no caso da equagao de estado das expressoes (6.2) para o GDF se tornam:

90 4 /1+ %2 h .
J:_mii 0+ — _510,J, (8.3)
on w2 3x? 2 al+ 2
_ i@ 942 432 2
O+ok2+0- -2 —gp—2 T (8.4)
al+x? mt (1 + x2)3/?

Condicoes iniciais

Para encontrar as condigoes iniciais do GDF vamos escrever as expressoes para a densidade media do GDF

(6.2) nas aproximagoes de x < 1 (comego do dominio da radiagao) e x > 1 (perto de no presente):

_ m
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onde g ¢é o grau de degenerescéncia e sendo pg(x < 1) independente de m, e

4 3
_ m g g9

Igualando a densidade do GDF a densidade dos neutrinos com massa no instante inicial e no presente para

procurar o momento de Fermi ¢y e a massa m do GDF obtemos:

7(4\*?
px <1)=p, = 3§ <11> Py (8.7)
0,
plx >1) = pcr? . (8.8)

Com isto, o momento de Fermi é gf ~ 0.00048 eV/c e a massa é m ~ 0.32eV/c? para g = 2. E o momento
de Fermi ¢ gy ~ 0.00036 €V /c e a massa é m =~ 0.24eV/c? para o caso de duas familias com a mesma

massa, ou seja g = 6. As condigOes iniciais do DFG a partir das condigdes iniciais dos neutrinos com massa

dp = (%)49 Oy (8.9)

a 82’

fornecem:

0=0,. (8.10)

Isto seria valido para um universo onde os neutrinos com massa forem substituidos por um GDF com a
mesma densidade, e para condigoOes iniciais isentrépicas. Isto foi feito com objetivo de comparar diretamente
o comportamento das perturbagoes do GDF (e a sua contribuicdo ao espectro de poténcia no presente)
com outro fluido que evolui baixo as mesmas circunstancias. Por outro lado, se substituirmos a CDM
por um GDF nao relativistico (para todo tempo) com a mesma densidade média nao se obtém nenhuma

diferencia.

Perturbacao sobre a densidade de energia

No caso da substituigdo dos neutrinos massivos por um GDF no inventério césmico (duas ultimas colunas
da tabela 8.1) temos o mesmo comportamento nas perturbacoes da C'DM, dos barions e dos fétons.
Isto é devido ao fato que tanto os neutrinos massivos como o GDF tém basicamente a mesma densidade
média, nao alterando a duragao das diferentes eras de dominio. Além disso, nenhum dos dois é um fluido

dominante, e seus contrastes de densidade sempre s@o menores que o contraste de densidade da CDM.

No caso especifico do gas degenerado de férmions temos que o contraste de densidade § comporta-se
claramente como o contraste de densidade dos fétons durante o periodo de dominio da radiacao (e antes
do desacoplamento dos fétons com os bérions), o qual concorda com as predi¢oes analiticas do capitulo
anterior. Igualmente, durante o periodo de dominio da matéria temos que o contraste de densidade do

GDF tem um comportamento oscilatério até o gas tornar-se nao relativistico. Desse ponto em diante



8.2. INCLUINDO O GDF NO INVENTORIO COSMICO 62

107

100;

i A
0.01 {
i
10°* ‘ ‘ ‘ -
10° 1075 107 0.01 0.1 1

Figura 8.5: 6, e 64 para k =1 Mpc~! no modelo ACDM
Da cima para baixo temos: gas degenerado de férmions d e neutrinos com massa v.

a perturbacao cresce como foi predita pela solu¢do (7.6). E finalmente tende a decrescer no comego do

periodo de dominio da constante cosmoldgica (7.8).

Os gréaficos 8.5 e 8.6 mostram a diferenca entre o comportamento do contraste de densidade do GDF
e dos neutrinos massivos para dois valores de k. A evolucao dessas perturbagoes tem duas diferencas
fundamentais. A primeira é que no caso do GDF desconsideramos a perturbagao de estresse o4 no tensor
momento energia enquanto que nas equagoes para os neutrinos massivos conservamos este termo. Ja que
o o constitui um termo de dissipacao na equacao de evolucao do contraste de densidade para gases ultra-
relativisticos (3.13), onde o contraste de densidade dos neutrinos massivos serd uma oscilagao amortecida,

enquanto o contraste de densidade para o GDF serd uma oscilacao com amplitude constante.

A segunda diferenca notével entre o comportamento do contraste de densidade dos neutrinos massivos e
do gés degenerado de férmions é o tempo para o qual eles tornam-se nao relativisticos. Das condicoes
iniciais para os dois fluidos e da densidade dos neutrinos no presente pode-se calcular a massa dos mesmos.
Igualmente podemos fazer no caso do gés degenerado de férmions. Os dois modelos (respeitando as mesmas
condigoes inicial e final) fornecem um valor diferente na massa das particulas: a massa predita para trés
familias de neutrinos com mesma massa é de m,, = 0.64eV/c? e a massa predita para trés familias de um
gés degenerado de férmions com mesma massa é de my = 0.24¢eV/c?. Com o qual os neutrinos massivos
se tornarem nao-relativisticos antes que o GDF. Mesmo com estas diferencas, temos que os dois fluidos
evoluem no fim da mesma maneira, por isso apresentam contribuigoes similares ao espectro de poténcia da

matéria (8.7) com uma contribuigdo maior por parte do GDF para escalas intermedidrias.
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Figura 8.6: §, e 64 para k = 0.1 Mpc~! no modelo ACDM
Da cima para baixo temos: gas degenerado de férmions d e neutrinos com massa v.

8.3 Espectro de poténcia da matéria

A partir dos resultados do programa CAMB [20] é possivel verificar as diferengas entre os espectros de
poténcia (3.35) do inventdrio cdsmico mostrado na tabela 8.1. Ou seja, um universo sem neutrinos, com
neutrinos sem massa, com neutrinos massivos (trés familias degeneradas com massa m, = 0.64eV/c?) e
com um gés degenerado de Férmions (momento de Fermi g =~ 0.00036 eV /c massa mq ~ 0.24€V/c* e grau
de degenerescéncia g = 6). Com isto, veremos o efeito na formagao de estruturas para universos com o
mesmo conteido de A, 7, b, e '¢’, mas variando o contetido de neutrinos e GDF usando o calibre sincronico

e condicOes iniciais isentropicas.

’ Q ‘ sem v | vV sem massa Vmassivos‘ GDF ‘

Qp | 0.73 0.73 0.73 0.73
2, | 4.6E-5 4.6E-5 4.6E-5 4.6E-5
Qp | 0.0425 0.0425 0.0425 0.0425
Qe | 0.241 0.2 0.2 0.2
Q, 0 r 0 0
Q, 0 0 r 0
Qq 0 0 0 r

Tabela 8.1: Parametros usados para obter o espectro de poténcia
Com r=1—(Qp +Qy +Q + Q) = 0.027454

A figura 8.7 apresenta a comparagao entre o espectro de poténcia para os diferentes contelidos de energia
apresentados na tabela 8.1. A diminuigdo do espectro de poténcia entre o modelo sem neutrinos e o modelo

com neutrinos sem massa é devido ao fato que no segundo caso o periodo de dominio da radiagao (f6tons
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mais neutrinos sem massa) é mais prolongada que no universo sem neutrinos. Com isto, o crescimento
potencial do contraste de densidade da matéria escura fria e dos barios comecga mais tarde que no modelo

sem neutrinos, e, portanto temos uma formacao de estruturas menor.

10%

w
= 1000
m
S
E .......................
= \
& 100; | e v sem massa
RPN ¢
10¢ — ¥ massivo
b1 e 0.001 0.01 0.1 1

k [h] Mpc]

Figura 8.7: Espectro de poténcia da matéria no modelo ACDM
para os contetidos do universo apresentados na tabela 8.1.

Ao comparar os resultados do modelo com neutrinos sem massa e do modelo com neutrinos massivos
durante o periodo de dominio da radiacao, os neutrinos com massa sao ultra-relativisticos, podendo ser
considerados como radiacao cumprindo entao o mesmo papel dos neutrinos sem massa. Temos que os
periodos de dominio da radiacdo nos dois modelos vao terdao duragoes essencialmente iguais. Assim as
perturbagoes da CDM terdo o mesmo comportamento. A diminui¢do no espectro de poténcia da matéria
para escalas pequenas é causada pelo fato de que os neutrinos massivos tornam-se nao relativisticos dentro
do periodo de dominio da matéria. Eles terao menos tempo do que a CDM para o crescimento das

perturbacoes e para uma eventual contribuicao na formacao de estruturas.

Finalmente, como dito anteriormente, a diferenca no espectro de poténcia da matéria no presente con-
siderando o universo com neutrinos massivos ou com um gas degenerado de férmions é pequena. No
entanto, as massas dos dois fluidos sao diferentes (m, > my) fazendo com que o GDF se torne nao rela-

tivistico mais tarde do que os neutrinos massivos.

8.4 Gas generalizado de Chaplygin

Um gés generalizado de Chalygin (GCG) é caracterizado pela equagao de estado

(8.11)
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Substituindo a expressao acima na equagao (2.20), obtemos a solucao geral
B 1/(1+a)

Esta equacao reproduz a densidade e pressao médias da matéria escura e da constante cosmolégica quando
a = 0. Para escrever as equacoes de conservacao do tensor momento energia deste fluido precisamos da

sua velocidade do som [38]

[«

Py _ o wo=Po_ A
5pg - g» 9 = fg - A+ Bg31+a)"

c (8.13)

Com esses resultados temos as seguintes equagoes de conservagao do tensor momento energia para um gas

ideal no calibre sincrénico (8.2):

. h ) Ag30+0a) .
dg = —(1 +wy) <9g + 2) : b, =0, 2250 o K geg (1 — 3aw,) (8.14)

As condigoes iniciais usadas para as perturbagoes do GCG neste trabalho sdo as mesmas condigdes iniciais
usadas para a CDM, ja que para a < 1 o GCG se comporta basicamente como a CDM no periodo de
dominio da radiacdo. As equagoes (8.14) foram introduzidas no programa CAMB para obter os resultados

numéricos apresentados a continuagao.

Perturbacao sobre a densidade de energia

104 GCG CDM

100¢

0.01;

10_4 6 ‘ 5 ‘ 41 : ‘ ‘
107 107 107 0.001 0.01 0.1 1

Figura 8.8: §; para k = 1 Mpc~! no modelo GCG com a = 0 e neutrinos massivos

Comparacao entre o modelo ACDM para o conteiido da tltima coluna da tabela 8.1 e o modelo GCG

com o mesmo contetido de energia, s6 que substituindo a A e a CDM por um GCG com A = Qxpo,
B = QCPO-
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10°} GCG CDM

100. | e
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Figura 8.9: §; para k = 1 Mpc~! no modelo GCG com o = 107° e neutrinos massivos

Comparacao entre o modelo ACDM para o conteddo da ultima coluna da tabela 8.1 e o modelo GCG

com o mesmo contetido de energia, s6 que substituindo a A e a CDM por um GCG com A = Qxpo,
B = QCPO-

Contraste de densidade da CDM Vs GCQG

Nao existem provas quanto a existéncia de inomogeneidade ou anisotropia na distribuicao da constante
cosmologica A, portanto no contexto modelo ACDM somente sao consideradas perturbagoes na matéria

escura {ria.

No caso do modelo efetivo GCG para A = Qppg, B = Qepo e a = 0, temos a densidade e pressao médias do
GCG sao iguais a soma das densidades e pressoes da A e da CDM. No entanto, as suas perturbagdes nao
sao iguais. J4 que as perturbacoes ao GC'G sao equivalentes a perturbagoes conjuntas da A e da CDM.
Portanto o esperado para o contraste de densidade do GCG ¢é que decresca muito mais rapido do que o
contraste apenas da C DM quando a — 1 (periodo de dominio da constante cosmolégica) ja que a pressao

a—1

do GCG é P, =L —p,.

No caso a # 0 a densidade do GCG é menor, e sua pressao é mais negativa, quando a — 1 do que no caso
em que o = 0. Assim a perturbacdo do GCG ird decrescer mais cedo e mais rapidamente, chegando até

trocar de sinal e oscilar amortecidamente ao redor de zero se « for o suficientemente 'grande’ !.

o > 1077 produz um espectro de poténcia que nio acompanha os dados experimentais, ver o grafico 8.10



8.4. GAS GENERALIZADO DE CHAPLYGIN 67

Outros contrastes de densidade (b, v e 7)

No caso do modelo ACDM a componente que influencia mais fortemente a perturbagao métrica depois
do periodo de dominio da radiacdo é o contraste de densidade da matéria (CDM e barions com uma
importancia similar depois do desacoplamento dos barions, e neutrinos massivos com uma importancia
um pouco menor). Sabemos que o contraste de densidade dominante (neste caso matéria) influencia
indiretamente os outros contrates de densidade (por exemplo fétons) por causa da interagao de todos eles
com a perturbagao métrica (que no caso do calibre longitudinal pode ser associada ao potencial gravitacional

newtoniano no limite adequado).

Com isto, e com a andlise feita para o contraste de densidade do GCG comparado com o contraste de
densidade da C DM, temos que a perturbacao métrica (devida basicamente ao contraste de densidade da
matéria para a — 1) vai decrescer mais rapidamente no caso do modelo GCG se comparado com o modelo
ACDM. Este decréscimo adicional na perturbacao métrica tem como conseqiiéncia o decrescimento das
perturbacoes dos barions, neutrinos e fotons, que é o que pode ser observado nos graficos dos resultados

numéricos (comparados com o modelo ACDM).

Para a > 107 temos que o efeito de oscilacdo no contraste de densidade do GCG faz oscilar também o
contraste de densidade dos neutrinos massivos (igual para o GDF') devido & interagao com a perturbagao

métrica.

Espectro de poténcia

10}

100}

P(k) [Mpc® h?]

0.01

0.01
k [h/ Mpc]

Figura 8.10: Espectro de poténcia da matéria no modelo GCG com neutrinos massivos
Para A = Qapg e B = Qcpo. No caso o = 0 o espectro de poténcia do modelo GCG ¢ igual ao modelo
ACDM, depois que serem renormalizados para concordarem no limite de escalas grandes.
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Dos resultados numéricos para a = 0 temos que o espectro de poténcia do modelo GCG é igual ao espectro
de poténcia do modelo ACDM (devidamente renormalizados). Isto significa que o decréscimo adicional
do contraste de densidade do GCG e dos barions (se comparado com o modelo ACDM) devido & pressao
negativa do GCG quando a — 1 independe do k. Em outras palavras o contraste de densidade de todos
os modos k apresenta uma diminui¢do considerdvel se comparado com o modelo ACDM, mas que nao
é visivel no espectro de poténcia porque os dois foram renormalizados para que concordatem no limite

escalas grandes (k pequeno).

Para o > 0 temos o efeito de oscilagao do contraste de densidade do GC'G (devido a pressao mais negativa
se comparado a a = 0). O contraste total de densidade serd entdo cada vez menor para cada uma
das componentes (tanto GCG como béarions, fétons e neutrinos) somado ao efeito de oscilagdo tanto do
GCG como dos neutrinos ou do GDF'. Para « cada vez 'maior’ teremos uma maior diminui¢do em todos
os contrates de densidade (e, portanto no espectro de poténcia) e também teremos que o contraste de
densidade do GCG comega oscilar mais cedo (igual para o espectro de poténcia) devido ao aumento do

efeito da pressao negativa do GCG.



Capitulo 9

Conclusoes

Estudamos a formagao de estruturas em grandes escalas em um universo plano dominado por radiacao,
matéria escura fria (CDM) e constante cosmoldgica (A) como modelo de energia escura no caso particular de
presenca de um gas degenerado de férmions (GDF) nao interagentes como fluido teste. Além de acrescentar
uma componente de GDF ao espectro de poténcia de matéria, também parametrizamos a transicao entre
os regimes relativistico e nao-relativistico de um fluido teste, eventualmente aplicdvel aos neutrinos de
background cosmoldgico, de maneira analitica, de forma a se identificar eventuais peculiaridades nesta

transicao.

As expressoes analiticas que descrevem a evolugao temporal das perturbacoes para a matéria escura fria sao
consistentes com resultados numéricos em seus intervalos de validade. Dado que a componente anisotrop-
ica do tensor momento energia, o, é desprezivel no caso dos fluidos estudados as solugoes analiticas do
contraste de densidade ,d, em funcao do parametro de expancao, a, para a matéria escura fria reproduzem
corretamente o crescimento logaritmico durante o periodo de dominio da radiagdo, o crescimento linear
durante a era de dominio da CDM e o decrescimento com 1/a durante o periodo de dominio da constante

cosmologica.

Quanto as solugoes analiticas para as perturbacoes da radiagao, podemos dizer que também concordam com
os resultados numéricos para cada caso estudado. Durante o dominio da radiacao a solucao do contraste
de densidade é uma oscilagao ao redor de zero. Para o dominio da CDM temos um termo de oscilagao, um
termo de decaimento e um termo constante, o que pode reproduzir razoavelmente os resultados numéricos.
Da mesma forma isto ocorre para o periodo de dominio da constante cosmoldgica, ja que analiticamente
ha termos de oscilagao e termos que decaem com 1/a. Em geral, a aproximagao o =~ 0 é perfeitamente

vélida no periodo de dominio da radiacao, e nao ¢ discrepante nos periodos seguintes.

No caso do GDF, devido a que tanto analiticamente como numericamente desconsideramos qualquer con-
tribuicdo de o pelo fato de estarmos modelando, em certo sentido, matéria escura quente, as solucoes
analiticas para cada periodo coincidem com a solugao numérica. Destes resultados temos que as pertur-

bacoes na densidade do GDF oscilam durante o periodo de dominio da radiagdo, quando o gas pode ser

69
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considerado ultra-relativistico. Durante o periodo de dominio da CDM (devido ao valor que obtivemos
para a massa da componente na forma de GDF) temos que no inicio ainda existem oscilagoes devido a
pressoes elevadas em cendrios relativisticos. Ainda no periodo de dominio da matéria o gas tem seu regime
convertido para o nao relativistico, mudando o seu comportamento para uma combinagao de termos com
crescimento logaritmico e potencial, o qual é tipico da matéria nao relativistica. Devido ao fato do GDF ten-
der ao regime nao relativistico somente até o periodo de dominio da matéria, temos que as perturbagoes na
densidade do GDF n&ao conseguem crescer tanto como as perturbacoes da matéria escura nao relativistica,
diminuindo a amplitude do espectro de poténcias para escalas pequenas. Este corresponde basicamente ao
mesmo comportamento de outras particulas massivas que interagem apenas gravitacionalmente, como é o

caso mais simples de neutrinos massivos completamente nao relativisticos.

Podemos dizer que o comportamento das perturbacoes do GDF corresponde as expectativas, ou seja, no
seu limite ultra-relativistico comporta-se como a radiacao, e no limite de temperatura de conversao para
um regime nao relativistico, seu comportamento tende ao comportamento da CDM e dos barions nao

relativisticos e nao interagentes do final do periodo de dominio da matéria.

Ressaltamos novamente que quando desconsideramos os multipolos de ordem superior ou igual a dois no
formalismo da equacao de Boltzmann obtemos ao final as mesmas solucoes para as perturbacoes que se
usarmos a equacao de conservacao do tensor momento energia para gases ideais. Para o caso do GDF nem
sempre temos as mesmas equagcoes, por estarmos trabalhando com variaveis diferentes: os multipolos de
expancao da funcao distribuigdo para o caso do formalismo de Boltzmann e o contraste de densidade para
o caso do formalismo de conservacao do tensor momento energia para gases ideais. Entretanto, podemos
sempre obter a mesma solucao para o contraste de sensidade e a divergencia da velocidade, 6, através de

qualquer um dos dois caminhos.

Numericamente obtivemos diferentes contribuicoes ao espectro de poténcia da matéria no presente, tanto
ao considerarmos neutrinos massivos ou um GDF. O resultado leva & conclusao de que os neutrinos mas-
sivos possuem uma massa maior que os férmions degenerados, mesmo quando se assumem densidades
equivalentes no periodo primordial e no presente. Isto é possivel quando o periodo de transicao de gés
ultra-relativistico para nao relativistico é mais prolongado no caso dos neutrinos massivos. Mesmo dessa
forma, as contribuicoes das perturbagoes devidas ao GDF e aos neutrinos massivos levam ao mesmo com-
portamento (isto é, nao relativistico) para o final do periodo de dominio da matéria, de modo que suas
respectivas contribuigoes ao espectro de poténcia sao semelhantes, apenas um pouco mais relevantes para

escalas intermediarias, no caso do GDF.

Se substituirmos a CDM por um GDF néo relativistico com a mesma densidade média (m/q; > 108¢)
¢é obtido o mesmo resultado para a evolugao do parametro de expansao, das densidades médias e das
perturbacoes do tensor momento energia de todos os fluidos do modelo, portanto, também é obtido o

mesmo espectro de poténcia da matéria.
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No cendrio do modelo do gas generalizado de Chaplygin (GCG), caracterizado pela equagao de estado

® onde P e p sao a pressao e a densidade do gas, temos que todos os contrastes de densidade

P x p~
experimentam uma diminui¢do maior quando a — 1 se comparado com o modelo padrao ACDM. Devido
a sua pressao negativa, essa diminuicao no contraste de densidade é maior para o caso do GCG que
para os béarions, fétons e neutrinos. Dos resultados numéricos para o = 0 temos que o espectro de
poténcia do modelo GCG é igual ao espectro de poténcia do modelo ACDM (devidamente renormalizados).
Isto significa que o decréscimo adicional do contraste de densidade do GCG e dos barions (comparado
com o modelo ACDM) devido & pressao negativa do GCG quando a — 1 independe da escala. Em
outras palavras, o contraste de densidade de todos os modos k no modelo GCG apresenta uma diminuicao
consideravel (se comparado com o modelo AC'DM), porém nao visivel no espectro de poténcia apresentado

devido a que os dois foram renormalizados para concordarem no limite de escalas grandes.

No caso de o # 0 o espectro de poténcia da matéria no modelo GCG é menor que quando « = 0 para
pequenas escalas, e se afasta dele de forma consideravel quando o > 1077, Isto é devido a que a pressio do
GCG é mais negativa para a # 0 (se comparado com o caso em que a = 0), o qual tem como efeito neto

a dissipagao mais rapida das sobre-densidades j& formadas (antes do periodo de expansao acelerada).
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