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Resumo

Neutrinos Astrof́ısicos são produzidos quando prótons ou núcleos, acelera-

dos numa fonte astrof́ısica, interagem com a matéria nas imediações gerando

mésons que decaem fracamente produzindo neutrinos. Remanescentes de

Supernovas, Núcleos Ativos de Galáxias (AGN) e Explosões de Raios Gama

(GRB) são alguns dos candidatos a fontes, e a detecção desses neutrinos

pode fornecer informações tanto sobre esses objetos astrof́ısicos quanto so-

bre a f́ısica de neutrinos. Neste trabalho, supomos, de forma simplificada,

que nas fontes são produzidos mésons π± num espectro de lei de potência

da energia, ∝ E−α
π . Calculando-se os espectros de produção dos neutrinos

gerados na cadeia de decaimento, obtém-se, no limite em que as part́ıculas

são ultrarrelativ́ısticas, uma razão entre sabores de neutrinos muônicos e

eletrônicos que é função do expoente do espectro inicial, α, dos ṕıons. Cal-

culamos uma correção a essa razão devido a termos proporcionais à massa

do elétron, geralmente desprezada na literatura, e verificamos a validade da

razão na aproximação ultrarrelativ́ıstica. Entre produção e detecção, a razão

entre sabores deve se modificar devido ao fenômeno da oscilação de neutrinos.

Assim, discutimos a possibilidade de, através da detecção destes neutrinos

e da medição da razão entre os sabores, inferir-se propriedades da produção

dos neutrinos na fonte ou mesmo verificar-se a existência de novos fenômenos

da f́ısica de neutrinos, em especial, o decaimento de neutrinos.
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Abstract

Astrophysical Neutrinos are produced when protons or nuclei, accelerated

in a astrophysical source, interact with the surrounding matter generating

weakly decaying mesons that decay producing neutrinos. Supernova Rem-

nants, Active Galactic Nuclei (AGN) and Gamma-ray Bursts (GRB) are

some of the candidates to such sources, and the detection of those neutri-

nos may provide information about these astrophysical objects and about

neutrino physics. In this work, we suppose, in a simplified manner, that

the sources produce π± mesons with a power law spectrum, ∝ E−α
π . Upon

calculation of the neutrino production spectra on the pion decay chain, it is

obtained, on the ultra-relativistic limit, the flavor ratio between muon and

electron neutrinos as a function of the slope of the initial pion spectrum.

We calculated a correction to this flavor ratio due to non-vanishing electron

mass, usually disregarded, and we verified if the ultra-relativistic limit is

reasonable. Between neutrino production and detection, the flavor ratio is

modified due to the neutrino flavor oscillation. Thus, we discuss the possi-

bility of inferring the source properties or new neutrino physics phenomena,

such as neutrino decay, through the detection of astrophysical neutrinos and

the measurement of its flavor ratio.
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Introdução

A história dos neutrinos tem ińıcio na descoberta do espectro cont́ınuo de

energia dos elétrons emitidos no decaimento β por Chadwick [1] em 1914. A

explicação para aquele resultado experimental se dividira entre a possibili-

dade de violação do prinćıpio da conservação da energia, defendida por Bohr,

e a emissão de uma part́ıcula neutra e extremamente penetrante em conjunto

com o elétron, defendida por Pauli, que a propôs em uma carta [2] aos F́ısicos

Nucleares, ou Senhoras e Senhores Radioativos como os chamou, reunidos

em Tübingen, Alemanha. Nela expunha suas ideias sobre a existência e as

posśıveis propriedades desta part́ıculas, que chamou de nêutron. A part́ıcula

que hoje é chamada de nêutron foi descoberta e nomeada por Chadwick

[3] pouco tempo mais tarde, o que fez com que Fermi, grande entusiasta

da part́ıcula de Pauli, passasse a chamá-la de neutrino, o pequeno nêutron,

como ficou conhecida.

Em 1933, Fermi, incorporando a existência do neutrino, desenvolveu sua

teoria [4], em analogia à Eletrodinâmica Quântica, para a Interação Fraca,

responsável pelo decaimento β. Apesar do sucesso da Teoria de Fermi e suas

generalizações, o neutrino veio a ser detectado apenas em 1956 por Cowan e

Reines [5].

A descoberta de decaimentos em que era violada a conservação de pari-

dade, como o caso da part́ıcula θ− τ , levou ao estabelecimento da estrutura

V − A da interação fraca por Feynman e Gellman [6]. E mais tarde, no

Modelo Padrão de Glashow, Salam e Weinberg [7], previu-se a interação
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fraca via corrente neutra e a existência do bóson Z. Descobertas posterio-

res estabeleceram-no firmemente como a descrição adequada das interações

Fraca e Eletromagnética. No Modelo Padrão, o neutrino é um lépton sem

massa e neutro e portanto apenas fracamente interagente.

Entretanto, o mesmo neutrino que levou, ainda que indiretamente, ao

estabelecimento do Modelo Padrão, também mostrou suas fraquezas com a

descoberta do fenômeno da oscilação de neutrinos, através do estudo dos neu-

trinos solares, atmosféricos e outros, que implica que neutrinos são massivos

e misturados de forma incompat́ıvel com o Modelo Padrão.

Ainda, o estudo dos neutrinos solares e a detecção dos neutrinos da su-

pernova SN1987a despertaram o interesse pela investigação de fenômenos

astrof́ısicos através da detecção dos neutrinos produzidos nessas e outras

fontes mais energéticas. Neste trabalho, será tratada a produção desses neu-

trinos astrof́ısicos de altas energias, sua detecção, e a posśıvel extração de

informações da fonte a partir da razão entre os sabores de neutrinos produ-

zidos nas fontes astrof́ısicas.

Estrutura da Dissertação

No Caṕıtulo 1, é descrita a relevância da detecção de Neutrinos Astrof́ısicos

assim como suas posśıveis fontes. No Caṕıtulo 2, é apresentado o meca-

nismo geral de produção de Neutrinos Astrof́ısicos e, com algumas simpli-

ficações, é calculada a razão entre sabores de neutrinos produzidos na fonte.

No Caṕıtulo 3, é considerada a propagação e detecção dos Neutrinos As-

trof́ısicos e a modificação da razão produzida na fonte devido ao fenômeno

da oscilação de neutrinos e também através de um dos “novos fenômenos”

da f́ısica de neutrinos com seu decaimento.
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Caṕıtulo 1

Neutrinos Astrof́ısicos de Altas

Energias

Neutrinos Astrof́ısicos são uma ferramenta essencial na busca pela compre-

ensão mais completa posśıvel dos processos fundamentais em ação em fontes

astrof́ısicas por poderem servir de complemento aos outros mensageiros dos

fenômenos astrof́ısicos: radiação eletromagnética (fótons) e raios cósmicos.

A radiação eletromagnética é produzida nas mais variadas circunstâncias

e aponta diretamente para sua fonte. No entanto, as caracteŕısticas da

própria fonte e do meio em que se propaga até a detecção podem atenuar,

ou anular, seu sinal em diversas frequências e a absorção dos fótons no meio

e sua reemissão em diferentes frequências pode mascarar o mecanismo pelo

qual foram produzidos. Ainda, a própria radiação cósmica de fundo se apre-

senta como obstáculo por interagir com de fótons de altas energias, da ordem

de TeV .

Raios Cósmicos podem informar sobre os mecanismos de aceleração de

part́ıculas nos objetos astrof́ısicos, mas por serem espalhados pelos campos

magnéticos galácticos e intergalácticos sua capacidade de oferecer informação

direcional depende de sua energia.

Neutrinos, por sua vez, por interagirem apenas fracamente com a matéria
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não são significativamente absorvidos em sua propagação. Ainda, sendo neu-

tros, não são desviados por campos magnéticos e devem apontar diretamente

para onde tiveram origem.

Por exemplo, Neutrinos Solares são produzidos nas reações de fusão que

ocorrem no Núcleo do Sol. Na chamada cadeia pp, em que, entre outros,

hélio é produzido a partir da fusão do hidrogênio, tem-se as reações:

p+ p → 2H + e+ + νe (1.1)

2H + p → 3He+ γ (1.2)

3He+ 3He → 4He+ 2p (1.3)

Enquanto os fótons produzidos são logo absorvidos no interior solar, os neu-

trinos escapam rapidamente, e sua detecção é a única forma de se provar

experimentalmente que são as reações de fusão nuclear que fornecem energia

ao Sol.

Neutrinos solares, assim como neutrinos produzidos em Supernovas como

a de 1987a, constituem exemplos de neutrinos de origem astrof́ısica de bai-

xas energias, da ordem de MeV . A detecção de neutrinos mais energéticos, a

exemplo da astronomia por meio da radiação eletromagnética em diversas fai-

xas do espectro, pode abrir mais uma janela de investigação para fenômenos

astrof́ısicos.

Supõe-se que Neutrinos Astrof́ısicos de Altas Energias sejam produzidos

quando hádrons (prótons ou núcleos), acelerados numa fonte astrof́ısica, in-

teragem com a matéria (outros hádrons ou mesmo fótons) nas imediações

dessa fontes, gerando mésons que ao decairem via interação fraca produzem

neutrinos.

Pelo mesmo processo, é posśıvel que sejam produzidos, por exemplo,

mésons que decaiam eletromagneticamente produzindo fótons de altas ener-

gias. Esse fótons podem ainda ser produzidos pela radiação śıncrotron emi-

tida por elétrons coacelerados com os hádrons na fonte. Assim, a existência
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de objetos astrof́ısicos que emitam fótons energéticos deve indicar que tais

objetos sejam também fontes de neutrinos. Algumas dessas fontes são os

Remanescentes de Supernovas, os Núcleos Ativos de Galáxias e as Explosões

de Raios Gama.

Remanescentes de Supernovas têm origem no material ejetado durante

estas explosões que dão fim à vida de estrelas massivas devido ao colapso

de seu núcleo ao fim do processo de fusão nuclear. A rápida expansão do

material ejetado sobre o meio interestelar provoca a formação de uma frente

de choque. Supõe-se que as part́ıculas aceleradas nessa frente de choque

dêem origem ao espectro de raios cósmicos até energias do chamado joelho

do espectro (≈ 1015eV ). Neutrinos devem ser produzidos na interação entre

as part́ıculas aceleradas na frente de choque [8, 9].

Galáxias com Núcleos Ativos (AGN - Active Galactic Nuclei) são galáxias

com núcleos particularmente luminosos devido à radiação emitida pelo disco

de acreção formado ao redor do buraco negro supermassivo que se acre-

dita estar presente em seu centro. Perpendicular ao disco de acreção, jatos

relativ́ısticos são formados e transportam matéria, contida por fortes cam-

pos magnéticos, para longe do buraco negro a velocidades relativ́ısticas. A

formação de frentes de choque, tanto na região central quanto nos jatos

relativ́ısticos, com a aceleração de prótons e a interação com a matéria cir-

cundante pode levar à produção de neutrinos [10].

Explosões de Raios Gama são emissões intensas, mas de curta duração,

de raios gama na faixa de energia de keV-MeV. São classificados em duas

populações, a partir do tempo, t90, que leva para que 90% da luminosidade

total da explosão seja recebida. Acredita-se que as explosões curtas (t90 < 2s)

sejam originadas na fusão entre duas estrelas de nêutrons, ou de uma estrela

de nêutrons e um buraco negro, num sistema binário [11], enquanto as ex-

plosões longas (t90 > 2s) estão relacionadas às explosões de supernovas do

tipo Ic [12]. O principal modelo que descreve as caracteŕısitcas observadas

das explosões de raios gama é o modelo Fireball [13]. Nele, o objeto progeni-
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tor da explosão ejeta plasma em camadas sucessivas. As camadas exteriores

perdem velocidade e são alcançadas pelas interiores, ocasionando a formação

de frentes de choque em que part́ıculas são aceleradas. O posterior encontro

deste material com o meio interestelar também produz frentes de choque.

Em ambos, deve haver a produção de neutrinos [14, 15].
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Caṕıtulo 2

Produção de Neutrinos

Astrof́ısicos

Para um tratamento completo da produção de neutrinos em fontes astrof́ısicas,

é necessário que se descreva adequadamente, por exemplo, o mecanismo

de aceleração na fonte que fornece a composição e o espectro de energia

das part́ıculas primárias. A descrição do material alvo e de sua interação

com as primárias leva a informações sobre composição e espectro de energia

das part́ıculas produzidas que, ao decairem, produzem neutrinos e outras

part́ıculas que também podem vir a decair em neutrinos. Ainda, a pre-

sença de mecanismos de dissipação de energia, como a emissão de radiação

śıncrotron na presença de campos magnéticos, deve ser levada em conta.

No entanto, neste caṕıtulo, não será considerada nenhuma fonte astrof́ısica

em especial e, dessa forma, serão realizadas diversas aproximações e simpli-

ficações para a obtenção de algumas caracteŕısticas gerais da produção de

neutrinos em meios astrof́ısicos.
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2.1 Espectro de Produção de Neutrinos

Suponha-se que numa fonte astrof́ısica sejam acelerados hádrons p que inte-

rajem com part́ıculas alvo p ′ produzindo part́ıculas a, ou seja, p+p′ → a+X.

A taxa de produção de part́ıculas do tipo a na interação entre os hádrons

pode ser calculada de forma geral através da convolução:

Qa(Ea) =

∫

dEpNp(Ep)Kp(Ep)
dnp→a

dEa

(Ep, Ea) , (2.1)

onde p representa núcleons ou núcleos i.e. as part́ıculas primárias, Np(Ep)

é o espectro inicial das part́ıculas primárias, Kp(Ep) é a probabilidade de

interação das primárias com as part́ıculas alvo, e dnp→a/dEa(Ep, Ea) é a

distribuição de energia das part́ıculas a produzidas, ou seja, o número de

part́ıculas a no estado final com energia entre Ea e Ea + dEa.

A aceleração na fonte astrof́ısica gera o espectro inicial dos hádrons, de

forma simplificada, como segue. Considere-se que as part́ıculas primárias

sejam aceleradas na fonte através do chamado Mecanismo de Fermi [16], ou

seja, através de um mecanismo f́ısico ćıclico em que uma part́ıcula, inicial-

mente com energia E0, aumenta sua energia em uma fração, η, dessa energia

a cada ciclo. Portanto:

• Após um ciclo, E1 = E0 + ηE0,

• após dois ciclos, E2 = E1 + ηE1 = E0(1 + η)2,

• e assim, após n ciclos, En = E0(1 + η)n .

O número de ciclos necessários para que uma part́ıcula alcance uma energia

E é:

n = ln

(

E

E0

)

/ ln (1 + η) . (2.2)

Se Pesc, a probabilidade de a part́ıcula escapar da região de aceleração a cada

ciclo, é constante, a probabilidade de que a part́ıcula ainda esteja na região
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de aceleração após n ciclos é (1 − Pesc)
n. Então, a fração de part́ıculas com

energia maior que E é:

f(> E) ∝
∞
∑

m=n

(1− Pesc)
m = (1− Pesc)

n

∞
∑

m=0

(1− Pesc)
m , (2.3)

f(> E) ∝ (1− Pesc)
n

Pesc

=
1

Pesc

(1− Pesc)
ln (E/E0)/ ln (1+η) . (2.4)

Como xln y = ylnx, tem-se por fim:

f(> E) ∝ 1

Pesc

(

E

E0

)−α

, (2.5)

com:

α = − ln (1− Pesc)

ln (1 + η)
≈ Pesc

η
, (2.6)

onde fez-se Pesc << 1 e η << 1.

Assim, da expressão (2.5), espera-se que o espectro inicial das part́ıculas

primárias aceleradas via mecanismo de fermi seja uma Lei de Potência da

energia que pode ser escrita como:

Np(Ep) ∝ E−α
p , (2.7)

mas que pode apresentar outras complexidades, a depender de especificidades

do mecanismo de aceleração, como cortes exponenciais na energia, e.g. ∝
exp (−Ep/E0), ou espectro em uma lei de potência quebrada:

Np ∝
{

E−α
p Ep < E0

E−β
p Ep ≥ E0

, (2.8)

onde E0 é determinada energia de referência. Dessa forma, tanto as particula-

ridades da aceleração das part́ıculas p quanto da interação com as part́ıculas

p′ deve implicar que o espectro de produção das part́ıculas a tenha uma forma

9



complicada. Suponha-se então, de forma simplificada, que se possa escrever

o espectro de produção das part́ıculas a com uma Lei de Potência da energia,

de expoente α, da forma:

Qa(Ea) = KaE
−α
a , (2.9)

onde se omitiu a influência de detalhes aceleração e interação das part́ıculas

primárias. Suponha-se que as part́ıculas a sejam instáveis e decaiam como

a → b +X com Razão de Ramificação Bra→b, e ainda, que não haja meca-

nismo de dissipação de energia em ação na fonte, ou seja, não há presença de

campos magnéticos. Como feito em [17], o espectro de produção de part́ıculas

b será dada por:

Qa→b(Eb) =
∑

a

∫ Ea max

Ea min

dEa Bra→b Qa(Ea)
dna→b

dEb

(Eb, Ea) , (2.10)

onde dna→b/dEb(Eb, Ea) é a distribuição de energia normalizada das part́ıculas

b produzidas no decaimento, ou seja:

∫ Ea max

Ea min

dEa
dna→b

dEb

(Eb, Ea) = 1 , (2.11)

e ainda é definida como:

dna→b

dEb

(Eb, Ea) =
1

Γ

dΓ

dEb

(Eb, Ea) , (2.12)

onde Γ = Γa→b+X é a taxa de decaimento total da part́ıcula a em determinado

referencial.

Se b também é instável, produzindo part́ıculas c ao decair, tem-se de

forma análoga:

Qb→c(Ec) =

∫ Eb max

Eb min

dEb Brb→c Qa→b(Eb)
dnb→c

dEc

(Ec, Eb) . (2.13)
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Ao se substituir (2.10) em (2.13), obtém-se, por fim, o espectro de produção

de part́ıculas c na cadeia de decaimento a → b → c:

Qa→b→c(Ec) =
∑

a

∫ Eb max

Eb min

dEb

∫ Ea max

Ea min

dEa Bra→b Brb→c Qa(Ea)×

× dna→b

dEb

(Eb, Ea)
dnb→c

dEc

(Ec, Eb) . (2.14)

É posśıvel escrever a distribuição, por considerações dimensionais, como:

dna→b

dEb

(Eb, Ea) =
1

Ea

Fa→b

(

Eb

Ea

,
ma

Eb

,
mb

Eb

, etc

)

, (2.15)

que no referencial em que as part́ıculas são ultrarrelativ́ısticas, assume a

forma:
dna→b

dEb

(Eb, Ea) =
1

Ea

Fa→b

(

Eb

Ea

)

. (2.16)

Substituindo-se (2.16) em (2.10), multiplicando e dividindo-se a equação

por Qa(Eb) e supondo-se (2.9):

Qa→b(Eb) = Qa(Eb)

∫ Ea max

Ea min

dEa

Ea

(

Ea

Eb

)−α

Fa→b

(

Eb

Ea

)

, (2.17)

onde se omitiu o somatório sobre as part́ıculas a e a razão de ramificação do

decaimento. Escrevendo-se z = Eb/Ea:

Qa→b(Eb) = Qa(Eb)

∫ zmax

zmin

dz zα−1Fa→b(z) = Qa(Eb)Za→b(α) , (2.18)

onde definiu-se:

Za→b(α) =

∫ zmax

zmin

dz zα−1Fa→b(z) . (2.19)
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Da mesma forma, para (2.14):

Qa→b→c(Ec) = Qa(Ec)

∫ Eb max

Eb min

dEb

Eb

∫ Ea max

Ea min

dEa

Ea

(

Ea

Ec

)−α

×

×Fa→b

(

Eb

Ea

)

Fb→c

(

Ec

Eb

)

. (2.20)

Escrevendo-se w = Eb/Ea e y = Ec/Eb:

Qa→b→c(Ec) = Qa(Ec)

∫ ymax

ymin

dy

∫ wmax

wmin

dw wα−1yα−1 Fa→b(w)Fb→c(y) ,

(2.21)

Qa→b→c(Ec) = Qa(Ec)Za→b→c(α) , (2.22)

com:

Za→b→c(α) =

∫ ymax

ymin

dy

∫ wmax

wmin

dw wα−1yα−1 Fa→b(w)Fb→c(y) . (2.23)

Note-se que devido ao espectro inicial das part́ıculas a, Qa(Ea), ser uma lei

de potência da energia, o espectro de produção das part́ıculas produzidas

no decaimento, e.g. Qb(Eb), no regime ultrarrelativ́ıstico, segue o mesmo

espectro das part́ıculas a, a menos de um fator, Z, que depende apenas do

expoente deste espectro. Ou seja:

Qa→b(Eb) = Qa(Eb)Za→b(α) , (2.18)

e:

Qa→b→c(Ec) = Qa(Ec)Za→b→c(α) . (2.22)

Note-se ainda que, devido à escolha do espectro de Lei de Potência, tem-se

que:

Za→b(1) =

∫ zmax

zmin

dz Fa→b(z) , (2.24)
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é a multiplicidade de part́ıculas b produzidas no decaimento de a e:

Za→b(2) =

∫ zmax

zmin

dz z Fa→b(z) , (2.25)

é a fração média da energia de a com que cada part́ıcula b é produzida. O

mesmo é válido também para Za→b→c(α).

2.2 Distribuição de Energia

A distribuição de energia de cada part́ıcula produzida em determinado de-

caimento é definida por (2.12), sendo obtida a partir Taxa de Decaimento do

processo considerado. Então, seja a expressão geral para o cálculo da Taxa

de Decaimento Γ para um decaimento de forma a(pa) → b1(p1)+ ...+ bn(pn),

com pi = (Ei, ~pi), dada por [18]:

dΓ =
1

2Ea

|M|2
[

n
∏

i=1

d3pi
(2π)3 2Ei

]

(2π)4δ4(pa −
∑

pi) , (2.26)

onde M é a amplitude de probabilidade do processo que é obtida através

do(s) diagrama(s) de Feynman apropriado(s) para o decaimento. A distri-

buição de energia de uma part́ıcula bi é obtida primeiramente integrando-se

sobre todo d3pj com j 6= i. Em seguida, escreve-se o diferencial de momentum

da part́ıcula bi, como:

d3pi = |~pi|2d|~pi|dΩ = (E2
i −m2

i )
1/2Ei dEi dΩ , (2.27)

obtendo-se:
dΓ

dEi

= f(Ei, Ea) (2.28)

que, escrita na forma (2.12), é a distribuição de energia da part́ıcula bi pro-

duzida no decaimento de a.
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2.2.1 Decaimento do Ṕıon

Ṕıons são os mésons mais leves e devem ser produzidos abundantemente nas

reações entre hádrons. Por exemplo, na reação entre prótons e fótons, um

dos canais dominantes é a produção da ressonância ∆+ que decai produzindo

ṕıons, nas frações [19]:

p+ γ → ∆+ →
{

p+ π0 , 2/3

n+ π+ , 1/3
. (2.29)

Aos ṕıons carregados, só são permitidos decaimentos via interação fraca.

Sejam os modos de decaimento em dois corpos:

π± → l±+
(−)
νl . (2.30)

Considere-se, de forma particular, o do ṕıon positivo num referencial qual-

quer:

π+(q) → l+(p) + νl(k), (2.31)

onde q = (Eπ, ~q), p = (El, ~p) e k = (Eν , ~k) são os quadrimomenta das

part́ıculas. A amplitude de probabilidade do processo é:

M =
gW
8
Jµ
πJ

ν
l

[

(−gµν + qµqν/M
2
W )

(q2 −M2
W )

]

(2.32)

A corrente fraca leptônica é dada por Jν
l = ū(k)γν(1− γ5)v(p). Análogo não

pode ser feito para Jµ
π já que o méson π+ é um estado ligado dos quarks u(p′)

e d̄(k′). No entanto, pode-se decompor em fatores de forma a corrente fraca

hadrônica com um termo proporcional a qµ = (p′ + k′)µ = (p + k)µ e outro

proporcional a σµν(p′ − k′)ν . Como o ṕıon é uma part́ıcula sem spin, tem-se

apenas o termo proporcional a qµ para a construção desta corrente com q2

como o único invariante de Lorentz dispońıvel para a construção do fator de
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forma, ou seja, fπ(q
2) = fπ(m

2
π) = fπ. Assim, escreve-se:

Jµ
π = |Vud| fπ qµ , (2.33)

onde |Vud| é o elemento apropriado da matriz CKM de mistura entre quarks

na interação fraca. fπ é também chamada de constante do decaimento do

ṕıon e caracteriza a interação forte envolvida no processo. Ainda, como

q2 = m2
π << M2

W , pode-se aproximar o propagador:

i(−gµν + qµqν/M
2
W )

q2 −M2
W

≈ i
gµν
M2

W

. (2.34)

Então:

M =
g2W
8M2

W

Jµ
π (Jl)µ =

GF√
2
|Vud| fπ (pµ + kµ)ū(k)γµ(1− γ5)v(p) . (2.35)

Da Equação de Dirac tem-se que ū(k)/k = 0 e (/p+ml)v(p) = 0, então:

M =
GF√
2
|Vud| fπ ml ū(k)(1 + γ5)v(p) . (2.36)

Toma-se o módulo quadrado da amplitude e soma-se sobre os estados de spin

das part́ıculas no estado final usando-se:

∑

s′

u(s′)(p′)ū(s′)(p′) = /p
′ +m e

∑

s′

v(s
′)(p′)v̄(s

′)(p′) = /p
′ −m. (2.37)

Após a manipulação dos traços [18], obtém-se:

|M|2 = 4G2
F |Vud|2 f 2

π m
2
l (p · k) . (2.38)

Note-se que, da igualdade q = p+ k, é possivel escrever em qualquer referen-

cial:

(p · k) = q2 − p2

2
. (2.39)
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Assim:

|M|2 = 4G2
F |Vud|2 f 2

π

m2
l (m

2
π −m2

l )

2
, (2.40)

e tem-se para a taxa de decaimento (2.26), num referencial qualquer, a ex-

pressão:

Γ =
G2

F |Vud|2 f 2
π

16π2

m2
l (m

2
π −m2

l )

Eπ

∫

d3p

El

d3k

Eν

δ4(q − p− k) . (2.41)

Procede-se a resolver a integral:

I =

∫

d3p

El

d3k

Eν

δ4(q − p− k) , (2.42)

I =

∫

d3p

El

d3k

Eν

δ0(q0 − El − Eν) δ
3(~q − ~p− ~k) . (2.43)

Primeiramente, pode-se integrar em d3p e em seguida escolhendo-se k̂ = ẑ e

integrando-se na dependência angular, tem-se:

I =
2π

|~q|

∫ Emax
ν

Emin
ν

dEν , (2.44)

com:

Emax
ν =

q2 − p2

2(q0 − |~q|) e Emin
ν =

q2 − p2

2(q0 + |~q|) . (2.45)

Por fim:

I =
2π

q2
(q2 − p2) . (2.46)

Alternativamente, pode-se começar a integração por d3k obtendo-se uma in-

tegral análoga a (2.44) mas com limites de integração diferentes. A integração

final leva a (2.46), como esperado.

Então, utilizando (2.46), a taxa de decaimento do Ṕıon é:

Γ =
G2

F |Vud|2 f 2
π

8π

m2
l (m

2
π −m2

l )
2

Eπ mπ

. (2.47)

16



Assim, considere-se razão entre as taxas de decaimento (2.47), ou seja, des-

prezando correções radiativas:

Γ(π+ → e+ + νe)

Γ(π+ → µ+ + νµ)
=

m2
e(m

2
π −m2

e)
2

m2
µ(m

2
π −m2

µ)
2
≈ 1, 3 . 10−4 , (2.48)

isto é, ṕıons carregados decaem preferencialmente em múons por um fator

104.

Isso se dá devido à estrutura V-A da interação fraca, que acopla ape-

nas part́ıculas de quiralidade left (QL) e antipart́ıculas de quiralidade right

(QR). No limite em que a massa das part́ıculas é pequena frente à energia, ou

ainda para part́ıculas sem massa, os autoestados de quiralidade são também

estados de helicidade. Portanto, neutrinos (antineutrinos) são criados neces-

sariamente com quiralidade left (right) e helicidade negativa (positiva).

No decaimento de um π+ em repouso, por exemplo, para que haja con-

servação do momentum linear, as part́ıculas são emitidas em sentidos contrá-

rios, e para que se conserve o momentum angular, ambas precisam ter heli-

cidade negativa. Entretanto, o pósitron deve ser produzido com quiralidade

right, e por sua pequena massa, tenderia a ser emitido com helicidade posi-

tiva. Para que o momentum angular se conserve isso não pode ocorrer e o

decaimento em e+ é suprimido. A supressão também ocorre para o µ+, e será

importante adiante, mas é proporcional ao quadrado da massa das part́ıculas

[20], de forma que o decaimento do ṕıon em múons é muito mais provável

que em elétrons ou pósitrons.

De fato, o decaimento em múons é o principal modo de decaimento dos

ṕıons carregados com razão de ramificação de ≈ 99, 98% [21]. Assim, é

razoável que se considere apenas o decaimento de ṕıons em múons:

π+(q) → µ+(p) + νµ(k) . (2.49)
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A partir de (2.41), utilizando desta vez (2.44), tem-se:

dΓ

dEν

=
G2

F |Vud|2 f 2
π

8π

m2
l (m

2
π −m2

l )

Eπ (E2
π −m2

π)
1/2

. (2.50)

A partir de (2.12) e (2.47):

dn

dEν

=
1

(1− r)

1

(E2
π −m2

π)
1/2

, (2.51)

onde se fez r = m2
µ/m

2
π.

A distribuição de energia dos múons produzidos no decaimento pode ser

calculada de forma semelhante e resulta em:

dn

dEµ

=
1

(1− r)

1

(E2
π −m2

π)
1/2

, (2.52)

que é idêntica a (2.51). Ainda, as distribuições (2.51) e (2.52) são as mes-

mas para as part́ıculas produzidas no decaimento do π− já que as trocas

necessárias ū(k) → v(k) e v(p) → ū(p) em (2.36) não alteram a expressão

(2.38). Num referencial em que os ṕıons são ultrarrelativ́ısticos (Eπ >> mπ),

tem-se:
dn

dEµ

=
dn

dEν

≈ 1

(1− r)

1

Eπ

. (2.53)

Por fim, comparando-se a distribuição com (2.16) e escrevendo-se w = Eµ/Eπ

e z = Eν/Eπ:

Fπ→µ(w) = Fπ→ν(z) =
1

(1− r)
, (2.54)

para o decaimento de ambos os ṕıons.

2.2.2 Decaimento do Múon

Múons, como os produzidos no decaimento de ṕıons, são instáveis e também

decaem fracamente produzindo neutrinos. Seu modo de decaimento domi-
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nante, com razão de ramificação de ≈ 100% [21], é:

µ−(µ+) → e−(e+) + ν̄e(νe) + νµ(ν̄e) . (2.55)

Considere-se, particularmente, o decaimento do µ−:

µ−(p) → e−(p′) + ν̄e(k
′) + νµ(k) , (2.56)

onde p = (Eµ, ~p), p
′ = (Ee, ~p

′), k = (ω,~k) e k = (ω′, ~k ′) são os quadrimo-

menta das part́ıculas. A amplitude de probabilidade desse processo é dada

por:

M =
g2W
8
[ū(k)γρ(1− γ5)u(p)]

[

(−gρσ + qρqσ/M
2
W )

(q2 −M2
W )

]

×

×[ū(p′)γσ(1− γ5)v(k′)] , (2.57)

onde q = p − k = p′ + k′. Da Equação de Dirac tem-se que ū(k)/k = 0,

(/p − mµ)u(p) = 0, /k
′
v(k′) = 0 e ū(p)(/p − mµ) = 0. Assim, nota-se que o

segundo termo da amplitude é proporcional a mµme/M
2
W << 1 e é posśıvel

desprezá-lo. Ainda, como q2 ≈ m2
µ << M2

W , tem-se:

M =
G2

F√
2
[ū(k)γρ(1− γ5)u(p)][ū(p′)γρ(1− γ5)v(k)] , (2.58)

Tomando-se o módulo quadrado da amplitude, fazendo-se a média sobre os

estados de spin do múon e somando-se sobre os estados de spin finais de

forma semelhante a (2.37), tem-se após a manipulação dos traços:

|M|2 = 64G2
F (p · k′)(k · p′) . (2.59)

De (2.26) tem-se a taxa de decaimento dada por:

dΓ =
4G2

F

(2π)5
1

E

d3k

ω

d3k′

ω′

d3p′

E ′
(p · k′)(k · p′)δ4(p− k − p′ − k′) . (2.60)
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Procede-se então a resolver (2.60), buscando encontrar a distribuição de ener-

gia de cada neutrino produzido no decaimento.

Distribuição de Energia do νµ

Reescreva-se dΓ como:

dΓ =
4G2

F

(2π)5
1

E

d3k

ω
pαkβIαβ , (2.61)

com:

Iαβ =

∫

d3p′

E ′

d3k′

ω′
k′
αp

′
βδ

4(p− k − p′ − k′) , (2.62)

onde q = p− k = p′ + k′. Como Iαβ é um tensor, pode ser escrito na forma

geral:

Iαβ = gαβq
2A(q2) + qαqβB(q2) . (2.63)

Multiplicando-se Iαβ por gαβ e por qαqβ, obtém-se, com o uso de (2.39), um

sistema de equações para A(q2) e B(q2) cuja solução é:

A(q2) =
(q2 −m2

e)
2

12q4
I e B(q2) =

(q2 −m2
e)(q

2 + 2m2
e)

6q4
I , (2.64)

com:

I =

∫

d3p′

E ′

d3k′

ω′
δ4(q − p′ − k′) , (2.65)

cuja solução é dada por (2.46). Assim:

Iαβ =
π

6q6
(q2 −m2

e)
2[ q2(q2 −m2

e)gαβ + 2(q2 + 2m2
e) qαqβ ] . (2.66)

E portanto:

dΓ =
4G2

F

(2π)5
1

E

d3k

ω

π

6

(q2 −m2
e)

2

q6
[ q2(q2 −m2

e)(p · k) +

+2(q2 + 2m2
e)(q · p)(q · k) ] . (2.67)
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Fazendo-se d3k = |~k|2 d|~k|Ω = ω2 dω dΩ:

dΓ

dω dΩ
=

G2
F

3(2π)4
ω

E

(q2 −m2
e)

2

q6
[ q2(q2 −m2

e)(p · k) +

+2(q2 + 2m2
e)(q · p)(q · k) ] . (2.68)

No referencial de repouso do múon, p = (mµ, 0) , k = (ω,~k) e q = p− k.

Nesse referencial, a energia máxima com que um neutrino é emitido se dá no

caso em que o elétron é produzido com energia máxima e o segundo neutrino

é produzido com energia nula de forma que:

Eν max =
m2

µ −m2
e

2mµ

, (2.69)

e quando se despreza a massa do elétron, a energia máxima com que um

neutrino pode ser produzido é E ′
ν max = mµ/2.

Defina-se então x = ω/E ′
ν max = 2ω/mµ e ǫ = me/mµ. Assim:

dΓ

dx dΩ

∣

∣

∣

∣

νµ

=
G2

Fm
5
µ

24(2π)4
x2 (1− x− ǫ2)2

(1− x)2

[

(3− 2x) + ǫ2
(3− x)

(1− x)

]

. (2.70)

A taxa de decaimento total do múon é obtida integrando-se a distribuição

nos limites adequados para x, isto é, xmin = 0 e xmax = 1 − ǫ2, e para a

dependência angular. Primeiramente, despreze-se os termos proporcionais a

ǫ ≈ 0, 5 . 10−2. Assim:

Γǫ=0 =
G2

Fm
5
µ

192π3

∫ 1

0

dx 2x2(3− 2x) =
G2

Fm
5
µ

192π3
. (2.71)

Já considerando-se os termos em ǫ:

Γǫ 6=0 =
G2

Fm
5
µ

192π3

∫ 1−ǫ2

0

dx x2 (1− x− ǫ2)2

(1− x)2

[

(3− 2x) + ǫ2
(3− x)

(1− x)

]

, (2.72)

Γǫ 6=0 = Γǫ=0 σ(ǫ) , (2.73)
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com σ(ǫ) = (1− 8ǫ2 + 8ǫ6 − ǫ8 − 24ǫ4 ln ǫ). Assim, a partir de (2.12) obtém-

se a distribuição de energia normalizada do neutrino muônico produzido no

decaimento do múon. Desprezando-se a massa do elétron:

dn

dx dΩ

∣

∣

∣

∣

νµ

=
1

4π
2x2(3− 2x) . (2.74)

Já mantendo-se termos proporcionais a ǫ:

dn

dx dΩ

∣

∣

∣

∣

νµ

=
1

4π σ(ǫ)
2x2 (1− x− ǫ2)2

(1− x)2

[

(3− 2x) + ǫ2
(3− x)

(1− x)

]

. (2.75)

Distribuição de Energia ν̄e

Com o uso de (2.39), reescreva-se a taxa de decaimento (2.60) como:

dΓ =
4G2

F

(2π)5
1

E

d3k′

ω′
(p · k′)

(q2 −m2
e)

2
I . (2.76)

Usando-se (2.46) e fazendo-se d3k′ = ω′2 dω′ dΩ, obtém-se:

dΓ

dω′ dΩ
=

2G2
F

(2π)4
1

E

ω′

q2
(p · k′)(q2 −m2

e)
2 . (2.77)

No referencial de repouso do múon, p = (mµ, 0) , k
′ = (ω′, ~k′) e q = p − k′.

Faz-se x = 2ω′/mµ e ǫ = me/mµ. Desprezando-se a massa do elétron:

dn

dx dΩ

∣

∣

∣

∣

ν̄e

=
1

4π
12x2(1− x) . (2.78)

Já mantendo-se termos proporcionais a ǫ:

dn

dx dΩ

∣

∣

∣

∣

ν̄e

=
1

4π σ(ǫ)
12x2 (1− x− ǫ2)2

(1− x)
. (2.79)

As distribuições de energia para as part́ıculas produzidas no decaimento
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Figura 2.1: Gráfico das Distribuições de Energia dos Neutrinos Produzi-
dos no Decaimento do Múon em seu referencial de repouso em função de
x = 2Eν/mµ com ǫ = 0.

do µ+ são idênticas às expressões (2.74) , (2.75) , (2.78) e (2.79). Note-

se que essas distribuições são diferentes para cada sabor de neutrino. Na

Figura (2.1), vê-se que o máximo da emissão de neutrinos muônicos se dá

quando estes possuem a máxima energia posśıvel (x = 1) enquanto nenhum

antineutrino eletrônico deve ser emitido com essa energia.

O Spin do Múon produzido no Decaimento de Ṕıons

As expressões obtidas na seção anterior foram calculadas a partir da am-

plitude de probabilidade do decaimento do múon fazendo-se a média sobre

os posśıveis spins iniciais do múon como se ambos os estados de spin fossem

igualmente prováveis para todas as energias. Entretanto, quando são conside-

rados múons produzidos no decaimento de ṕıons, isso não é necessariamente

válido.

De forma semelhante à supressão do decaimento de ṕıons em elétrons,
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considere-se o decaimento de ṕıons em múons de diferentes helicidades:

π+ → µ+(H+) + νµ , π+ → µ+(H−) + νµ , (2.80)

onde H+ é a helicidade positiva, ou seja, que o spin se encontra paralelo ao

momentum, e H− é a helicidade negativa, ou seja, que o spin se encontra

antiparalelo ao momentum.

Ainda, a Interação Fraca, devido a sua estrutura V-A, acontece apenas

entre part́ıculas de quiralidade left (mão esquerda), QL, ou antipart́ıculas

de quiralidade right (mão direita), QR. Assim, tem-se necessariamente no

decaimento acima:

π+ → µ+(QR) + νµ(QL) . (2.81)

Entretanto, a altas energias (E >> m) os autoestados de Quiralidade são

também autoestados de Helicidade. Dessa forma, no decaimento do π+,

o neutrino muônico, de quiralidade left, deve ser produzido também com

helicidade negativa (H−), e por não possuir massa isso deve ocorrer em

qualquer referencial.

Considere-se, primeiramente, o decaimento de um π+ em repouso. A con-

servação do momentum linear obriga que µ+ e νµ sejam emitidos na mesma

direção, mas sentidos opostos. Como o νµ emitido deve possuir helicidade ne-

ΝΜΜ
-

Π
-

ΝΜΜ
+

Π
+

Figura 2.2: Permitido: decaimento
de um π+(π−) em repouso produ-
zindo µ+(µ−) e νµ(ν̄µ) de mesmas
helicidades. As setas estreitas repre-
sentam o momentum e as setas lar-
gas o spin das part́ıculas.
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+
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Figura 2.3: Suprimido: decaimento
de um π+(π−) em repouso produ-
zindo µ+(µ−) e νµ(ν̄µ) de helicidades
opostas.
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Figura 2.4: Permitido: decaimento
de um π+(π−) em movimento, a al-
tas energias, produzindo µ+(µ−) e
νµ(ν̄µ) de helicidades opostas.
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Figura 2.5: Suprimido: decaimento
de um π+(π−) em movimento, a al-
tas energias, produzindo µ+(µ−) e
νµ(ν̄µ) de mesmas helicidades.

gativa (H−), para que também o spin se conserve, é necessário que o µ+ seja

também emitido com helicidade negativa (H−). Análogo também acontece

no decaimento do π−. Assim:

π+ → µ+(H+) + νµ(H−)

π− → µ−(H−) + ν̄µ(H+)

}

são suprimidos a baixas energias.

Considere-se agora o decaimento de um π+ em movimento a altas energias.

O νµ ainda possui necessariamente helicidade e quiralidade left (H− e QL).

Por sua vez, o µ+, que deve possuir quiralidade right (QR), ao ser produzido

deve também possuir helicidade positiva (H+). Dessa forma:

π+ → µ+(H−, QR) + νµ(H−, QL)

π− → µ−(H+, QL) + ν̄µ(H+, QR)

}

são suprimidos a altas energias.

Portanto, como a fração de múons de cada helicidade produzidos no decai-

mento de ṕıons é dependente da energia destes, é necessário que se considere

o decaimento de múons de helicidade bem definida no cálculo da distribuição

de energia dos neutrinos.

Assim, ao se tomar o módulo quadrado da amplitude de probabilidade

(2.58) soma-se sobre os spins finais como usual, mas, ao invés de fazer a

25



média sobre os spins do múon, usa-se:

u(p) ū(p) =
1

2
(/p+mµ)(1 + γ5/s) , (2.82)

onde s é o quadrivetor que representa o estado de spin do múon. Assim, após

a manipulação dos traços, tem-se:

|M|2 = 64G2
F [ (p−mµ s) · k′ ](k · p′) (2.83)

que difere de (2.59) pela dependência com o estado de spin do múon. A taxa

de decaimento é dada então por (2.26):

dΓ =
4G2

F

(2π)5
1

E

d3k

ω

d3k′

ω′

d3p′

E ′
[ (p−mµ s) · k′ ](k · p′)δ4(p− k − p′ − k′) . (2.84)

Distribuição de Energia do νµ

Reescreva-se 2.84 como:

dΓ =
4G2

F

(2π)5
1

E

d3k

ω
(p−mµs)

αkβIαβ , (2.85)

com Iαβ dado por (2.66). Então:

dΓ =
G2

F

3(2π)4
1

E

d3k

ω

(q2 −m2
e)

2

q6
{

q2(q2 −m2
e)[ (p−mµs) · k ] +

+ 2(q2 + 2m2
e)[ q · (p−mµs) ](q · k)

}

(2.86)

Faça-se d3k = ω2 dω dΩ. No referencial de repouso do múon, p = (mµ, 0) ,

k = (ω,~k) e q = p − k. Faz-se x = 2ω/mµ e ǫ = me/mµ. Desprezando-se a

massa do elétron:

dn

dx dΩ

∣

∣

∣

∣

νµ

=
1

4π
2x2[ (3− 2x) + (1− 2x) cos θ ] , (2.87)

26



onde θ é o ângulo entre a orientação de spin do múon e o momentum do

neutrino emitido no decaimento. Já mantendo-se termos proporcionais a ǫ:

dn

dx dΩ

∣

∣

∣

∣

νµ

=
1

4π σ(ǫ)
2x2 (1− x− ǫ2)2

(1− x)2

[(

(3− 2x) + ǫ2
(3− x)

(1− x)

)

+

(

(1− 2x)− ǫ2
(1− 3x)

(1− x)

)

cos θ

]

Distribuição de Energia do ν̄e

Reescreva-se 2.84 como:

dΓ =
4G2

F

(2π)5
1

E

d3k′

ω′
[ (p−mµs) · k′ ] I . (2.88)

A partir de (2.39) e (2.46) e fazendo-se d3k′ = ω′2 dω′ dΩ, obtém-se::

dΓ

dω′ dΩ
=

2G2
F

(2π)4
1

E

ω′

q2
[ (p−mµs) · k′ ](q2 −m2

e)
2 (2.89)

No referencial de repouso do múon, p = (mµ, 0) , k
′ = (ω′, ~k′) e q = p − k′.

Faz-se x = 2ω′/mµ e ǫ = me/mµ. Desprezando-se a massa do elétron:

dn

dx dΩ

∣

∣

∣

∣

ν̄e

=
1

4π
12x2(1− x)(1 + cos θ) . (2.90)

Já mantendo-se termos proporcionais a ǫ:

dn

dx dΩ

∣

∣

∣

∣

ν̄e

=
1

4π σ(ǫ)
12x2 (1− x− ǫ2)2

(1− x)
(1 + cos θ) . (2.91)

As distribuições para o decaimento do µ+ são obtidas trocando-se cos θ

por − cos θ.

Assim, escreva-se de forma geral:

dn

dx dΩ
=

1

4π
[ f0(x)∓ f1(x) cos θ ] , (2.92)
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Figura 2.6: Gráfico da Distribuição de Energia do Neutrino (Antineutrino)
Muônico produzido no Decaimento do µ−(µ+) em seu referencial de re-
pouso em função de x = 2Eν/mµ com ǫ = 0. A linha pontilhada repre-
senta cos θ = 1 (cos θ = −1) e a linha cont́ınua fina representa cos θ = −1
(cos θ = 1). A linha cont́ınua grossa representa a média sobre os spins.
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Figura 2.7: Gráfico da Distribuição de Energia do Antineutrino (Neutrino)
Eletrônico produzido no Decaimento do µ−(µ+) em seu referencial de re-
pouso em função de x = 2Eν/mµ com ǫ = 0. A linha pontilhada repre-
senta cos θ = 1 (cos θ = −1) e a linha cont́ınua fina representa cos θ = −1
(cos θ = 1). A linha cont́ınua grossa representa a média sobre os spins.
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onde o sinal positivo (negativo) corresponde ao múon negativo (positivo). E

as funções fi(x), calculadas anteriormente, são, para ǫ = 0:

(−)
νµ

(−)
νe

f0(x) 2x2(3− 2x) 12x2(1− x)

f1(x) 2x2(1− 2x) 12x2(1− x)

(2.93)

Já para ǫ 6= 0:

(−)
νµ

(−)
νe

f0(x)
2x2

σ(ǫ)

(1− x− ǫ2)2

(1− x)2

(

(3− 2x) + ǫ2
(3− x)

(1− x)

)

12x2

σ(ǫ)

(1− x− ǫ2)2

(1− x)

f1(x)
2x2

σ(ǫ)

(1− x− ǫ2)2

(1− x)2

(

(1− 2x)− ǫ2
(1− 3x)

(1− x)

)

12x2

σ(ǫ)

(1− x− ǫ2)2

(1− x)

(2.94)

Note-se, das Figuras (2.6) e (2.7), que neutrinos (antineutrinos) muônicos

emitidos com energia máxima são emitidos no mesmo sentido (sentido contrá-

rio) do spin do µ−(µ+). Ainda, note-se que para qualquer valor da energia,

não são emitidos antineutrinos (neutrinos) eletrônicos no mesmo sentido (sen-

tido contrário) do spin do µ−(µ+).

Distribuições de Energia no Referencial Laboratório

Como os múons são produzidos por ṕıons, que se considera decairem em

movimento, é necessário que se obtenha a distribuição de energia dos neutri-

nos a partir do decaimento do múon no mesmo referencial que o ṕıon, que

será chamado de referencial laboratório. Assim, segue-se a passagem entre

referenciais como feita em [16].

Considere-se as distribuições de energia no referencial de repouso do múon
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Figura 2.8: Cadeia de decaimento π+ → µ+ → l no referencial de repouso do
múon. Setas estreitas representam os momenta das part́ıculas e setas largas
a orientação do spin. Redesenho a partir do original em [16].

(2.92). Seja o elemento de ângulo sólido dΩ = d cos θl dφl. Como apresentado

na Figura (2.8), define-se θl como o ângulo entre o momentum do lépton l

(neutrinos ou elétron) produzidos no decaimento e a direção ẑ definida como

a direção do momentum do múon no Referencial Laboratório. Seja θπ o

ângulo entre ẑ e a direção do momentum do ṕıon que decaira no múon em

questão. No referencial de repouso do múon esta deve ser também a direção

do momentum do neutrino muônico produzido em conjunto com o múon.

Ainda, seja θ̄ o ângulo entre a direção de propagação deste neutrino e do

lépton l.

Assim, é posśıvel escrever:

cos θ̄ = cos θπ cos θl + sin θπ sin θl cosφl . (2.95)

Como o neutrino (antineutrino) produzido no decaimento de um π+(π−)

deve ter helicidade negativa (positiva), ou seja, seu spin deve estar no sen-
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tido oposto a (mesmo sentido de) seu momentum. Para que o spin total se

conserve, o µ+(µ−) deve ter o spin na direção contrária ao neutrino (anti-

neutrino). Então, tem-se que cos θ̄ = ± cos θ. Assim, para ambos os múons,

tem-se que:

dn

dx d cos θl dφl

=
1

4π
[ f0(x)− f1(x)(cos θπ cos θl + sin θπ sin θl cosφl)] . (2.96)

Integrando-se em dφl:

dn

dx d cos θl
=

1

2
[ f0(x)− f1(x)(cos θπ cos θl)] . (2.97)

Ainda:

cos θπ =
1

βµ

[

2 r

w(1− r)
− 1 + r

1− r

]

= h(w) , (2.98)

onde w é a razão entre as energias do múon e do ṕıon no referencial labo-

ratório. Ainda, ±h(w) é a projeção do spin do µ± no referencial de centro

de momenta na direção de seu momentum no referencial laboratório, ou seja,

representa a helicidade do múon. Considere-se o decaimento do µ+, assim:

dn

dx d cos θl
=

1

2
[ f0(x)− h(w)f1(x) cos θl] . (2.99)

Ao passar a energia do múon e neutrino para o referencial laboratório, obtém-

se:

y =
Elab

ν

Elab
µ

=
x

2
(1 + βµ cos θl) (2.100)

Então:

dn

dy dx d cos θl
=

1

2
[ f0(x)− h(w) f1(x) cos θl] δ[y −

x

2
(1 + βµ cos θl)] , (2.101)
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dn

dy
=

1

2

∫

dx d cos θl[ f0(x)− h(w) f1(x) cos θl]×

× δ[y − x

2
(1 + βµ cos θl)] . (2.102)

Reescreva-se a função delta como:

δ[y − x

2
(1 + βµ cos θl)] =

2

xβµ

δ(cos θl − cos θ0l ) , (2.103)

com cos θ0l = (2y − x)/xβµ. Integrando-se em d cos θl:

dn

dy
=

1

βµ

∫ xmax

xmin

dx

x

[

f0(x)− h(w) f1(x)

(

2y − x

xβµ

)]

, (2.104)

com os limites de integração dados por cos θ0l = ±1:

xmin =
2y

1 + βµ

e xmax =
2y

1− βµ

. (2.105)

Entretanto, também se tem:

xmax =
ωmax

mµ/2
=

(m2
µ −m2

e)/2mµ

mµ/2
= 1− ǫ2 . (2.106)

Assim:

xmin =
2y

1 + βµ

e xmax = min

[

1− ǫ2;
2y

1− βµ

]

. (2.107)

Reescreva-se:
dn

dy
=

1

βµ

[ g0(y, βµ)− h(w) g1(y, βµ)] , (2.108)

com:

g0(y, βµ) =

∫ xmax

xmin

dx

x
f0(x) , (2.109)

e:

g1(y, βµ) =
1

βµ

∫ xmax

xmin

dx

x
f1(x)

(

2y

x
− 1

)

. (2.110)
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Calculando-se as funções gi(y, βµ), primeiramente com ǫ = 0, obtém-se para

os neutrinos e antineutrinos muônicos:

g0(y, βµ) =















16y2βµ

3(1− β2
µ)

3
[ 9− 12y + (9 + 4y)β2

µ ] , y < ȳ

5

3
− 4y2

3(1 + βµ)3
(9− 8y + 9βµ) , y ≥ ȳ

, (2.111)

g1(y, βµ) =















16y2β2
µ

3(1− β2
µ)

3
(−3 + 16y + 3β2

µ) , y < ȳ

1

βµ

{

1

3
−

4y2[ 3− 4y + (9− 12y)βµ + 6β2
µ ]

3(1 + βµ)3

}

, y ≥ ȳ

,

(2.112)

onde ȳ = (1− βµ)/2. E para neutrinos e antineutrinos eletrônicos, primeira-

mente fazendo ǫ = 0:

g0(y, βµ) =















32y2βµ

(1− β2
µ)

3
[ 3− 6y − (3 + 2y)β2

µ ] , y < ȳ

2

(1 + βµ)3
(1− 2y + βµ)

2(1 + 4y + βµ) , y ≥ ȳ
, (2.113)

g1(y, βµ) =















32y2β2
µ

3(1− β2
µ)

3
(−3 + 8y + 3β2

µ) , y < ȳ

2

βµ(1 + βµ)3
(1− 2y + βµ)

2[−1 + 2y − (1− 6y)βµ ] , y ≥ ȳ
.

(2.114)

No limite em que múons são ultrarrelativisticos (βµ → 1), as funções gi(y)

se reduzem a:

g0(y) g1(y)
(−)
νµ

5

3
− 3y2 +

4

3
y3

1

3
− 3y2 +

8

3
y3

(−)
νe 2− 6y2 + 4y3 −2 + 12y − 18y3 + 8y3

, (2.115)

que são as distribuições encontradas na literatura, por exemplo [17].

No entanto, não foram encontradas expressões para as distribuições que
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considerassem os efeitos da massa não nula do elétron, ou seja, correções

proporcionais a ǫ. Abaixo, tem-se as distribuições de energia para os neutri-

nos produzidos no decaimento do múon explicitando-se termos em segunda

ordem em ǫ, que é a menor ordem da correção, no limite βµ → 1. Para o

neutrino/antineutrino muônico:

g0(y) =
1

σ(ǫ)

[

5

3
− 3y2 +

4

3
y3 − ǫ2(9− 3y2) +O(ǫ4)

]

, (2.116)

g1(y) =
1

σ(ǫ)

[

1

3
− 3y2 +

8

3
y3 + ǫ2h(y) +O(ǫ4)

]

, (2.117)

com h(y) = 21− 48y + 21y2 − (8− 16y) ln (1− y) + (16− 32y) ln ǫ.

Já para o neutrino/antineutrino eletrônico:

g0(y) =
1

σ(ǫ)

[

2− 6y2 + 4y3 − ǫ2(12− 12y2) +O(ǫ4)
]

, (2.118)

g1(y) =
1

σ(ǫ)

[

−2 + 12y − 18y3 + 8y3 + ǫ2(12− 48y + 36y2) +O(ǫ4)
]

.

(2.119)

Assim, no limite βµ → 1, a distribuição de energia dos neutrinos produ-

zidos no decaimento do µ+ é:

dn

dy
= g0(y)− h(w) g1(y) , (2.120)

e com (2.16), é posśıvel escrever, por fim:

Fµ→ν(y, w) = g0(y)− h(w)g1(y) , (2.121)

com h(w) dado em (2.98) e aproximado como:

h(w) =
2 r

w(1− r)
− 1 + r

1− r
. (2.122)
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A prinćıpio, a distribuição (2.121) é válida para o decaimento do µ+. Para

o µ−, a transformação de conjugação de carga faz h(w) → −h(w).

Entretanto, como discutido, cada estado de helicidade se comporta de ma-

neira diferente no decaimento em diferentes energias, por exemplo, µ+(H−) e

µ−(H+) são suprimidos a altas energias e µ+(H+) e µ−(H−) são suprimidos

a baixas energias. Assim, supondo-se altas energias, uma transformação de

carga em µ+(H+), que não é suprimido, leva a µ−(H+) que é suprimido. Ou

seja, deve-se também realizar uma transformação de paridade P em (2.121),

que também faz h(w) → −h(w), para se obter a distribuição de energia

análoga para o decaimento do µ−, que é, portanto, idêntica a (2.121).

2.3 Os Fatores Z e a Razão entre Sabores

Tendo sido obtidas as distribuições de energia dos neutrinos produzidos no

decaimento de Ṕıons e Múons, procede-se ao cálculo dos fatores Z dos espec-

tros de produção de cada um deles.

Considere-se primeiramente o decaimento do π+. Para o neutrino pro-

duzido diretamente em seu decaimento, cujo espectro de produção é dado

por Qπ→ν = Qπ(Eν)Zπ→ν(α), o fator Zπ+→νµ(α) obtido a partir de (2.19) e

utilizando (2.54):

Zπ+→νµ(α) =

∫ zmax

zmin

dz zα−1Fπ→ν(z) =

∫ zmax

zmin

dz
zα−1

(1− r)
. (2.123)

Os limites de integração zmax, zmin são encontrados no Apêndice A. Obtém-

se então:

Zπ+→νµ(α) =
(1− r)α−1

α
. (2.124)

Já para os neutrinos produzidos no decaimento do µ+, que por sua vez

foi produzido no decaimento do π+, o fator Zπ+→µ+→ν̄µ(α) é obtido a partir
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de (2.23), utilizando (2.54) e (2.121):

Zπ+→µ+→ν̄µ(α) =

∫ ymax

ymin

dy

∫ wmax

wmin

dw wα−1yα−1 Fπ→µ(w)Fµ→ν(y) ,(2.125)

Zπ+→µ+→ν̄µ(α) =

∫ ymax

ymin

dy yα−1

∫ wmax

wmin

dwwα−1

(1− r)
×

×( g0(y)− h(w)g1(y) ) . (2.126)

Com wmax, wmin, ymax e ymin encontrados no Apêndice A.

Primeiramente, desprezando-se os termos proporcionais a ǫ = me/mµ,

obtém-se os fatores:

Zπ+→µ+→ν̄µ(α) =
4(3− 2r − (3 + α)rα + (2 + α))

α2(1 + α)(2 + α)(3 + α)(1− r)2
, (2.127)

Zπ+→µ+→νe(α) =
24(α(1− r)− r(1− rα))

α2(1 + α)(2 + α)(3 + α)(1− r)2
. (2.128)

com r = m2
µ/m

2
π.

Como, para o decaimento de ṕıons e múons, a invariância de CP é válida,

os fatores Z são idênticos para a cadeia de decaimento do π−. Para a cadeia

de decaimento do méson K±, semelhante a do ṕıon mas com razão de rami-

ficação 0.64, os fatores Z, supondo-se um espectro inicial Q(EK) ∝ E−α
k , são

obtidos simplesmente trocando-se mπ por mK em r.

Como comparação, os fatores Z dos neutrinos produzidos no decaimento

do múon considerando-os não-polarizados, ou seja, fazendo-se a média so-

bre os spins do múon, podem ser obtidos fazendo-se h(w) = 0 em (2.126).

Obtém-se:

Z ′
π+→µ+→ν̄µ

(α) =
2(5 + a)(1− rα)

α2(1 + α)(2 + α)(3 + α)(1− r)
, (2.129)

36



Z ′
π+→µ+→νe

(α) =
12(1− rα)

α2(1 + α)(2 + α)(3 + α)(1− r)
, (2.130)

Defina-se, agora, a Razão entre Sabores dos neutrinos produzidos na ca-

deia de decaimento do ṕıon como [17]:

n(α) ≡ Qπ+→νµ(Eν , α) +Qπ+→µ+→ν̄µ(Eν , α)

Qπ+→µ+→νe(Eν , α)
, (2.131)

ou seja:

n(α) =
Qπ(Eν)Zπ+→νµ(α) +Qπ(Eν)Zπ+→µ+→ν̄µ(α)

Qπ(Eν)Zπ+→µ+→νe(α)
. (2.132)

Assim:

n(α) =
Zπ+→νµ(α) + Zπ+→µ+→ν̄µ(α)

Zπ+→µ+→νe(α)
. (2.133)

Portanto, a razão entre sabores de neutrinos muônicos e eletrônicos produzi-

dos na cadeia de decaimento do ṕıon é uma função do expoente do espectro

inicial dos ṕıons que os deram origem.

Note-se, das Figuras (2.9) e (2.10), que ao se considerar apropriadamente

os decaimentos de ṕıons, káons e múons, a razão entre sabores de neutrinos

diverge consideravelmente do caso em que a razão é obtida da simples conta-

gem de neutrinos no estado final. Ainda, outra correção se dá ao se levar em

conta a polarização dos múons produzidos no decaimento dos ṕıons e káons.

Por exemplo, para α = 2, tem-se n(2) = 1, 86 para os neutrinos produzidos

na cadeia de decaimento dos ṕıons e n(2) = 3, 11 para os neutrinos produ-

zidos na cadeia de decaimento do káon, considerando-se apenas seu modo

principal. Note-se também que, devido a (2.24), n(1) = 2, que é a razão

esperada por contagem do número de neutrinos no estado final.
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Figura 2.9: Razão entre Sabores de neutrinos muônicos e eletrônicos no de-
caimento do ṕıon.
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Figura 2.10: Razão entre Sabores de neutrinos muônicos e eletrônicos no
decaimento do káon.
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Figura 2.11: Diferença relativa entre as Razões entre Sabores de neutrinos
com e sem dependência com a massa do elétron para o decaimento de ṕıons
e káons.

Efeito de Correções Proporcionais a ǫ

Quando são utilizadas as distribuições de energia com termos proporcionais

a ǫ = me/mµ, por exemplo (2.116), (2.117), (2.118) e (2.119) para o cálculo

dos fatores Z dos neutrinos produzidos no decaimento do múon, os fatores

adquirem formas anaĺıticas complicadas para um valor qualquer de α, mas

tem-se, por exemplo, para α = 2:

Zπ+→µ+→ν̄µ(2) =
1

σ(ǫ)

[

(3 + 4r)

20
+

− ǫ2

36
(140− 5r + 48(1− r) ln ǫ) +O(ǫ4)

]

, (2.134)

Zπ+→µ+→νe(2) =
1

σ(ǫ)

[

(2 + r)

10
− ǫ2(2 + r) +O(ǫ4)

]

, (2.135)

com r = m2
µ/m

2
π, explicitando-se as correções em segunda ordem em ǫ. As-

sim, com o cálculo da razão n(α) obtém-se uma pequena correção proporci-
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onal à massa do elétron. Defina-se:

∆nǫ =
nǫ=0(α)− nǫ 6=0(α)

nǫ=0(α)
, (2.136)

como a diferença relativa entre as Razões com e sem termo proporcionais a

massa do elétron. Da Figura (2.11) nota-se que para o decaimento tanto de

ṕıons quanto de káons a diferença cresce com aumento de α mas não alcança

sequer 0.05%. Dessa forma, é razoável que se despreze o efeito da massa do

elétron nesse tipo de análise.

Validade da Aproximação Relativ́ıstica

Nos casos anteriores, foi considerada repetidamente a aproximação em que as

energias de ṕıons e múons eram muito maiores que suas massas, assim como

que as energias dos neutrinos eram muito maiores que as massas de ṕıons

e múons, de forma a se desprezar termos proporcionais a mπ/Eπ, mµ/Eµ,

mµ/Eν e outros.

Cabe-se avaliar para quais energias dos neutrinos essas aproximações são

válidas. Realizando o cálculo dos fatores Z sem as aproximações citadas,

apenas desprezando-se a massa do elétron, obtém-se a razão entre sabores

dependente não só de α como também da energia dos neutrinos.

Nota-se no entanto, a partir das Figuras (2.14) e (2.15), que a razão

tende assintoticamente ao limite ultrarrelativ́ıstico. No decaimento de ṕıons

(káons), supondo-se α = 3, a razão entre sabores de neutrinos com energia

de aproximadamente 300 MeV (1 GeV ), pouco mais que duas vezes a massa

do ṕıon (káon), já difere em apenas 1% do limite ultrarrelativ́ıstico.
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Figura 2.12: Razão entre Sabores de neutrinos do decaimento do ṕıon de-
pendente da energia dos neutrinos.
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Figura 2.13: Razão entre Sabores de neutrinos do decaimento do káon de-
pendente da energia dos neutrinos.
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Figura 2.14: Razão entre Sabores de neutrinos do decaimento do ṕıon de-
pendente da energia dos neutrinos.

1 5 10 50 100 500 1000
1.0

10.0

5.0

2.0

20.0

3.0

1.5

15.0

7.0

EΝHMeVL

n
H
Α

,
E
Ν
L

Α = 1

Α = 2

Α = 3

Figura 2.15: Razão entre Sabores de neutrinos do decaimento do káon de-
pendente da energia dos neutrinos.
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Caṕıtulo 3

Razão entre Sabores na

Produção e Detecção

No caṕıtulo 2, calculou-se a razão entre sabores de neutrinos supondo-se sua

produção na cadeia de decaimento de ṕıons e káons, com espectro inicial na

forma de lei de potência.

Diversas aproximações foram feitas. Por exemplo, omitiu-se especificida-

des da interação das part́ıculas primárias aceleradas na fonte e das part́ıculas

alvo, desprezou-se perdas de energia de todas as part́ıculas e desconsiderou-se

modos de decaimento subdominantes.

Essas idealizações levaram à independência da razão entre sabores (2.133)

com relação a energia. Considerações realistas podem fazer com que as razões

sejam dependentes da energia dos neutrinos [22]. Por exemplo:

• um espectro inicial de ṕıons da forma (2.8) levaria a duas razões di-

ferentes entre sabores de neutrinos, uma para E < E0 e outra para

E ≥ E0;

• ou ainda, como káons são mais massivos, sua produção na interação

das part́ıculas primárias deve se dar em energias maiores que ṕıons e

sua contribuição para a razão entre sabores deve depender da energia
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considerada.

Neste caṕıtulo as razões independentes da energia continuarão a ser con-

sideradas, mas também se levará em conta variações da t́ıpica fonte de ṕıons

como origem desses neutrinos. As razões entre sabores produzidas em fontes

astrof́ısicas, como as calculadas no Caṕıtulo 2, não são as que poderão ser

observadas numa eventual detecção, mas sim razões modificadas devido, pri-

meiramente, à já bem estabelecida Oscilação de Neutrinos, e eventualmente

por novos fenômenos da F́ısica de Neutrinos.

3.1 Razões Idealizadas entre Sabores na Fonte

Na literatura, são consideradas usualmente três situações idealizadas para a

razão entre sabores de neutrinos produzida numa fonte astrof́ısica:

Fonte de Ṕıons

Fonte em que a produção, e posterior decaimento, de mésons π± é o meca-

nismo principal pelo qual neutrinos são produzidos. Seja a cadeia de decai-

mento dos Ṕıons:
π → µ + νµ

↓
µ → e+ νe + νµ .

(3.1)

Por simples contagem, seria de se esperar que o decaimento completo dos

ṕıons produzisse neutrinos eletrônicos e muônicos na razão:

(Φ0
e : Φ

0
µ : Φ0

τ ) = (1 : 2 : 0) . (3.2)

Fonte sem Múons

Fonte em que os múons, produzidos no decaimento de ṕıons, devido a algum

mecanismo de dissipação de energia, perdem parte substancial de sua energia
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antes de decáırem fazendo com que a contribuição, para a razão entre sabores,

dos neutrinos produzidos em seu decaimento fique restrita às baixas energias.

Assim, para a razão de sabores na fonte, se considerará apenas o neutrino

muônico produzido diretamente no decaimento dos ṕıons:

(Φ0
e : Φ

0
µ : Φ0

τ ) = (0 : 1 : 0) . (3.3)

Fonte de Nêutrons

Fonte em que, no lugar do decaimento de ṕıons, os neutrinos astrof́ısicos

tem sua origem no decaimento de nêutrons produzidos na fotodissociação de

núcleos pesados [23]:

N + γ → n + X

↓
n → p+ e− + ν̄e .

(3.4)

Assim, apenas antineutrinos eletrônicos são produzidos e tem-se a razão:

(Φ0
e : Φ

0
µ : Φ0

τ ) = (1 : 0 : 0) . (3.5)

3.2 Oscilação de Neutrinos no Vácuo

O fenômeno da Oscilação de Neutrinos foi primeiramente proposto por Pon-

tecorvo [24], nos anos 1950, em analogia com a oscilação do sistema K0K̄0.

Originalmente, tratava da oscilação entre o neutrino eletrônico, único co-

nhecido à época, e um neutrino estéril, um lepton neutro que não participa

da interação fraca. Em 1962, Maki, Nakagawa e Sakata [25] estenderam o

modelo de oscilação para dois sabores ativos, tendo o neutrino muônico sido

descoberto naquele ano.

A teoria padrão das oscilações de neutrinos foi desenvolvida ao longo dos

anos seguintes [26] e será apresentada e utilizada no contexto de neutrinos
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astrof́ısicos.

3.2.1 Probabilidade de Oscilação entre Sabores

Seja um neutrino de sabor να, isto é, um neutrino produzido via interação

de corrente carregada a partir de um lepton lα ou juntamente de um lepton

l̄α num autoestado de sabor | να 〉. Suponha-se que existam 3 autoestados

de sabor, i.e. α = e, µ, τ . Se neutrinos são massivos, isto é, se existem

autoestados de massa ν1, ν2, ν3, não degenerados, e se há mistura entre

léptons é posśıvel escrever | να 〉 como uma combinação linear dos autoestados

de massa | νk 〉 [27]:

| να 〉 =
3
∑

k=1

U∗
αk | νk 〉 . (3.6)

Os coeficientes U∗
αk são elementos da Matriz de Mistura U , também chamada

matriz Pontecorvo-Maki-Nakagawa-Sakata (PMNS) que, para três famı́lias

de neutrinos, pode ser parametrizada da forma [21]:

U =







c12c13 s12c13 s13e
−iδ

−s12c23 − c12s23s13e
iδ c12c23 − s12s23s13e

iδ s23c13

s12s23 − c12c23s13e
iδ −c12s23 − s12c23s13e

iδ c23c13






, (3.7)

com cij = cos θij e sij = sin θij, onde θij são os ângulos de mistura e δ é a

fase de violação de CP.

Os autoestados de massa são os que regem a propagação dos neutrinos

por se tratarem dos autoestados da Hamiltoniana:

H | νk 〉 = Ek | νk 〉 com Ek =
√

|~p|2 +m2
k . (3.8)

Da equação de Schrödinger se obtem a evolução temporal destes autoestados

como:

| νk(t) 〉 = e−iEkt | νk 〉 (3.9)
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Então:

| να(t) 〉 =
∑

k

U∗
αk | νk(t) 〉 =

∑

k

U∗
αk e

−iEkt | νk 〉 . (3.10)

Da unitariedade de U , tem-se a transformação inversa de (3.6):

| νk 〉 =
∑

α

Uαk | να 〉 , (3.11)

pode-se escrever:

| να(t) 〉 =
∑

α

∑

k

U∗
αk e

−iEktUβk | νβ 〉 , (3.12)

ou seja, um neutrino produzido em um sabor α, por ser uma combinação

linear dos autoestados de massa, após um tempo t de sua produção é descrito

por uma sobreposição de sabores, desde que a matriz U não seja diagonal.

Assim:

Aνα→νβ = 〈 νβ | να(t) 〉 =
∑

k

U∗
αkUβk e

−iEkt . (3.13)

Portanto, a probabilidade de que um neutrino produzido com sabor α seja

detectado, após um tempo t, com sabor β, é:

Pνα→νβ(t) = |Aνα→νβ |2 =
∑

j

∑

k

U∗
αkUβkUαjU

∗
βj e

−i(Ek−Ej)t , (3.14)

para oscilações no vácuo. Na maior parte dos sistemas estudados, se consi-

dera que o neutrino se propague no vácuo. Como os neutrinos são ultrarela-

tiv́ısticos, pode-se fazer a aproximação:

Ek = (|~p|2 +m2
k)

1/2 ≈ E +
m2

k

2E
, (3.15)
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com |~p| = E. Assim:

Ek − Ej ≈
1

2E
(m2

k −m2
j) =

∆m2
kj

2E
(3.16)

Ainda, sendo L a distância percorrida pelo neutrino entre produção e de-

tecção, faz-se L ≈ t. Portanto:

Pνα→νβ(L,E) =
∑

k,j

U∗
αkUβkUαjU

∗
βj exp

(

−i
∆m2

kj

2E
L

)

, (3.17)

É a probabilidade de que um neutrino produzido com sabor α seja detectado

com sabor β após percorrer uma distância L. De forma análoga, pode-se

obter a probabilidade de transição para antineutrinos partindo-se de equação

semelhante a (3.6) mas trocando os coeficientes U∗
αk por Uαk, ou seja:

| ν̄α 〉 =
∑

k

Uαk | ν̄k 〉 , (3.18)

e portanto:

Pν̄α→ν̄β(t) =
∑

j

∑

k

UαkU
∗
βkU

∗
αjUβj exp

(

−i
∆m2

kj

2E
L

)

. (3.19)

A equação (3.17) pode ser reescrita, fazendo-se Losc
kj = 4π E/∆m2

kj, como:

Pνα→νβ(L,E) =
∑

k

|Uαk|2|Uβk|2 +

+ 2ℜe
[

∑

k,k>j

U∗
αkUβkUαjU

∗
βj exp

(

−2πi
L

Losc
kj

)]

.(3.20)

Para o caso de neutrinos astrof́ısicos, as distâncias percorridas entre fonte

e detector são muito maiores que as distâncias de oscilação Losc
kj . Supondo

uma energia máxima para os neutrinos de Emax ≈ 1020eV , a distância de
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oscilação máxima será [28] :

Losc
max =

4πEmax

(∆m2)min

≈ 120pc

(

E

1020eV

)(

7.10−5eV 2

∆m2

)

. (3.21)

E como já para fontes galácticas as distâncias percorridas são da ordem de

kpc, Losc
kj << L. Nesse limite, o termo oscilatório oscila muito rapidamente e

sua média se anula. Assim, a probabilidade de transição, tanto de neutrinos

quanto de antineutrinos astrof́ısicos, é determinada completamente pelos três

ângulos de mistura e pela fase de CP, e é dada por:

Pνα→νβ =
∑

k

|Uαk|2|Uβk|2 . (3.22)

Então, se uma fonte astrof́ısica produz neutrinos, e/ou antineutrinos, de cada

sabor α em quantidade Φ0
α, o número de neutrinos de sabor β detectados será:

Φβ =
∑

α

Pνα→νβΦ
0
α =

∑

α

PβαΦ
0
α . (3.23)

Por fim, se Φ0 = (Φ0
e : Φ0

µ : Φ0
τ ) é a razão de sabores produzida na fonte,

tem-se na detecção a razão Φ = (Φe : Φµ : Φτ ) dada por:

Φ =







Φe

Φµ

Φτ






=







Pee Peµ Peτ

Pµe Pµµ Pµτ

Pτe Pτµ Pττ













Φ0
e

Φ0
µ

Φ0
τ






(3.24)

3.2.2 Razões Modificadas na Oscilação

Angulos de Mistura na “Mistura Tribimaximal”

Um caso especial da matriz de mistura U , compat́ıvel com todos os ex-

perimentos de oscilação até o momento, é chamada Mistura Tribimaximal

(TBM). Nesse esquema, ν3 é uma mistura maximal apenas de νµ e ντ (bi-

maximal) e ν2 é uma mistura maximal de todos os sabores (trimaximal),
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dáı, portanto, é derivado o nome Tribimaximal [29]. Explicitamente, nessa

mistura os ângulos assumem os seguintes valores (compat́ıveis com todos os

experimentos de oscilação até o momento):

sin θ12 =
1√
3

; sin θ23 =

√
2

2
; θ13 = 0 ; δ = 0 . (3.25)

Aplicando-se tais valores na matriz U (3.7):

UTBM =

√

1

6







2
√
2 0

−1
√
2 −

√
3

−1
√
2

√
3






. (3.26)

E portanto, tem-se a matriz das probabilidades de transição:

PTBM =
1

18







10 4 4

4 7 7

4 7 7






. (3.27)

Então, a razão entre sabores esperada na detecção será, para a fonte de

ṕıons (3.2):







Φe

Φµ

Φτ






=

1

18







10 4 4

4 7 7

4 7 7













1

2

0






=







1

1

1






, (3.28)

ou seja:

(Φe : Φµ : Φτ ) = (1 : 1 : 1) . (3.29)

Já para a fonte sem múons (3.3):

(Φe : Φµ : Φτ ) = (4 : 7 : 7) , (3.30)
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e para a fonte de nêutrons (3.5):

(Φe : Φµ : Φτ ) = (5 : 2 : 2) . (3.31)

Note-se que um dos efeitos da oscilação é que, a despeito de sua suposta

ausência na fonte, são esperados neutrinos tauônicos na detecção.

Especialmente, devido aos valores de θ23 e θ13 na Mistura Tribimaximal,

há uma simetria entre neutrinos muônicos e tauônicos e ainda θ13 = 0 faz

com que, mesmo que considerássemos δ 6= 0, não haveria efeito de violação

de CP.

Desvio das Razões Idealizadas

É razoável considerar que as razões idealizadas (3.2), (3.3) e (3.5) possam se

modificar devido a considerações mais realistas. De fato, como demonstrado

no caṕıtulo 2, se na fonte astrof́ısica são produzidos ṕıons num espectro de

lei de potência da energia, e se devidamente considerada a helicidade dos

múons, tem-se que a razão entre sabores passa a ser dependente do expoente

do espectro de produção dos ṕıons:

(Φ0
e : Φ

0
µ : Φ0

τ ) = (1 : n(α) : 0) , (3.32)

onde n(α) é dada por (2.133). Assim, para um espectro de produção dos

ṕıons com α = 2, como é de consideração comum, tem-se:

(Φ0
e : Φ

0
µ : Φ0

τ ) = (1 : 1, 86 : 0) (3.33)

Ainda, ṕıons não são os únicos responsáveis pela produção de neutrinos

em fontes astrof́ısicas. As interações entre hádrons acelerados na fonte as-

trof́ısca também podem, a depender da energia dispońıvel, produzir K±, D±

e outros mésons que decaiam produzindo neutrinos, inclusive neutrinos do

tau, e a proporção em que cada uma dessas part́ıculas é produzida pode levar
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a mudanças na razão entre sabores de neutrinos.

Especificamente, a produção de neutrinos tauônicos nas fontes astrof́ısicas

deve ser pequena [30], com Φ0
τ ≈ 0, 001, e não será considerada.

Assim, para a fonte de ṕıons, pode-se parametrizar [30] a correção devido

as considerações anteriores e outras incertezas na razão entre sabores inicial

na forma:

(Φ0
e : Φ

0
µ : Φ0

τ ) = ( 1 : 2(1− ξ) : 0 ) . (3.34)

Já para fontes sem múons, apesar do mecanismo de perda de energia po-

der suprimir severamente o fluxo de neutrinos eletrônicos, em alguns modelos

ele não cai abaixo de 4% [31]. Então é razoável supor que alguma quantidade

de neutrinos eletrônicos possa ser produzido nesse tipo de fonte e faz-se:

(Φ0
e : Φ

0
µ : Φ0

τ ) = ( ξ : 1 : 0 ) . (3.35)

Por fim, nas fontes de nêutrons, estima-se [32] que uma poluição de ṕıons

da ordem 10% contribua para um pequeno fluxo de neutrinos muônicos.

Assim:

(Φ0
e : Φ

0
µ : Φ0

τ ) = ( 1 : ξ : 0 ) . (3.36)

Nos três casos, permita-se que o parâmetro ξ varie de 0 a 0, 1. Conside-

rando-se o efeito dos desvios com ângulos na Mistura Tribimaximal, tem-se

na detecção:

Fonte de Ṕıons Fonte sem Múons Fonte de Nêutrons

ξ = 0 1 : 1 : 1 4 : 7 : 7 5 : 2 : 2

ξ = 0, 05 1 : 0, 98 : 0, 98 4 : 6, 4 : 6, 4 5 : 2, 13 : 2, 13

ξ = 0, 1 1 : 0, 97 : 0, 97 4 : 5, 92 : 5, 92 5 : 2, 26 : 2, 26

Ângulos de Mistura Experimentais

Em lugar da idealização dos valores dos ângulos da Mistura Tribimaximal,

considere-se agora os valores experimentais para o ângulos de mistura [33]
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obtidos em Melhor Ajuste, 1σ, 2σ e 3σ:

sin2 θ12 sin2 θ23 sin2 θ13

Melhor Ajuste (1σ) 0, 318+0,019
−0,016 0.50+0,07

−0,06 0, 013+0,013
−0,009

2σ 0, 29− 0, 36 0.39− 0.63 ≤ 0.039

3σ 0, 27− 0, 38 0.36− 0.67 ≤ 0.053

A fase de violação de CP ainda não foi restrita por nenhum experimento,

podendo assumir qualquer valor entre 0 e 2π.

Considere-se os valores experimentais no Melhor Ajuste, e permita-se que

δ assuma diferentes valores no intervalo [0, 2π]. Como a dependência da

probabilidade de oscilação (3.22) com a fase de violação CP é em cos δ e como

cos θ = cos(−θ) não é posśıvel discriminar o valor de δ entre o intervalo [0, π]

e [π, 2π]. Tem-se, então as razões na detecção:

δ Fonte de Ṕıons Fonte sem Múons Fonte de Nêutrons

0 1 : 0, 96 : 0, 93 4 : 6, 16 : 6, 29 5 : 2, 20 : 1, 86

π/4 1 : 0, 97 : 0, 96 4 : 6, 35 : 6, 48 5 : 2, 15 : 1, 91

π/2 1 : 1 : 1 4 : 6, 92 : 6, 92 5 : 2, 03 : 2, 03

3π/4 1 : 1.05 : 1.04 4 : 7, 68 : 7, 31 5 : 1, 91 : 2, 15

π 1 : 1, 07 : 1, 05 4 : 8, 05 : 7, 46 5 : 1, 86 : 2, 20

Ainda, considere-se agora o efeito sobre as razões modificadas (3.34), (3.35)

e (3.36):

ξ δ Fonte de Ṕıons Fonte sem Múons Fonte de Nêutrons

0 0 1 : 0, 96 : 0, 93 4 : 6, 16 : 6, 29 5 : 2, 20 : 1, 86

0 π 1 : 1, 07 : 1, 05 4 : 8, 05 : 7, 46 5 : 1, 86 : 2, 20

0, 05 0 1 : 0, 94 : 0, 92 4 : 5, 71 : 5, 80 5 : 2, 32 : 1, 98

0, 05 π 1 : 1, 05 : 1, 03 4 : 7, 27 : 6, 78 5 : 2, 01 : 2, 33

0, 1 0 1 : 0, 93 : 0, 90 4 : 5, 34 : 5, 40 5 : 2, 44 : 2, 11

0, 1 π 1 : 1, 03 : 1, 01 4 : 6, 65 : 6, 25 5 : 2, 15 : 2, 45
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3.3 Detecção de Neutrinos Astrof́ısicos

Telescópios de Neutrinos, como IceCube [34] e KM3NeT [35], são projetados

para a detecção de Neutrinos Astrof́ısicos através da radiação Cherenkov

emitida quando part́ıculas carregadas se movem em determinado meio acima

da velocidade da luz neste meio e medida por fotomultiplicadoras espalhadas

por todo o seu volume, que é preenchido pelo material, tipicamente gelo ou

água, com a qual os neutrinos interagirão fracamente produzindo as citadas

part́ıculas carregadas.

O principal canal de interação dos neutrinos com a matéria é a corrente

carregada (CC):

να +N → lα +X , (3.37)

onde N é um núcleon, l é o lépton carregado associado ao neutrino νl e X

denota estados hadrônicos. A interação subdominante é a de corrente neutra

(NC):

να +N → να +X . (3.38)

Os estados hadrônicos criados em ambas as interações produzem o evento

chamado de chuveiro, isto é, um padrão difuso, aproximadamente como

uma fonte pontual [36], nas fotomultiplicadoras devido à emissão Cherenkov

dessas part́ıculas. Como apenas estados hadrônicos são criados na interação

por corrente neutra, o evento do tipo chuveiro é o único produzido nessa

interação, representado esquematicamente na Figura (3.2)

Já cada lépton carregado produzido via CC se comporta de maneira par-

ticular de acordo com a forma como perde energia no meio [37]. De forma

geral, os eventos produzidos por léptons carregados são como se segue:

1. Elétrons interagem imediatamente com o meio produzindo um chuveiro

eletromagnético em conjunto com o chuveiro hadrônico. Em prinćıpio,

é posśıvel distinguir chuveiros eletromagnéticos de hadrônicos através

do conteúdo de múons, ausente no primeiro. Entretanto, essa distinção

54







ΝΤ

Τ

ΝΤ

Interação

CC

Decaimento

Figura 3.5: Interação de um neu-
trino ντ no meio via corrente car-
regada. A radiação Cherenkov emi-
tida pelas part́ıculas carregadas sen-
sibilizam as fotomultiplicadoras num
padrão tipo chuveiro (ćırculos azuis).

ΝΤ

ΝΤ

Τ

Interação

CC

Decaimento

Figura 3.6: Interação de um neu-
trino νe no meio via corrente car-
regada. A radiação Cherenkov emi-
tida pelas part́ıculas carregadas sen-
sibilizam as fotomultiplicadoras num
padrão tipo chuveiro (ćırculos azuis)
e pelo tau num padrão tipo traço
(ćırculos vermelhos).

Então, efetivamente, são apenas dois os tipos de eventos observados nos

telescópios de neutrinos: Traço e Chuveiro. O primeiro é produzidos por

múons e por taus de altas energias, ambos produzidos em interação de cor-

rente carregada. Já o segundo é produzidos por elétrons e por taus de baixa

energia, produzidos em interação de corrente carregada, e pelos hádrons pro-

duzidos tanto nas interações de corrente carregada quanto neutra. Considere-

se a razão entre o número de eventos de traço e o número de eventos totais:

T =
Ntraço

N(traço + chuveiro)
. (3.39)

Para uma análise idealizada da detecção e da identificação de propriedades

dos neutrinos e das fontes astrof́ısicas, considere-se primeiramente que, ape-

sar das dificuldades praticas envolvidas, seja posśıvel associar a razão T ,
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entre número de eventos tipo traço e eventos totais produzidos por leptons

carregados, com as razões entre sabores de neutrinos que chegam ao detector.

Por exemplo, se faça a aproximação para T :

T ≈ Φµ

Φe + Φµ + Φτ

. (3.40)

Deve-se ainda supor que as razões entre sabores de neutrinos são indepen-

dentes de sua energia, assim, auxiliarmente, se são consideradas energias em

que se possa distinguir elétrons de taus, ou seja, em que se detectem eventos

do tipo 4, defina-se:

S =
Φe

Φτ

. (3.41)

Dessa forma, tem-se para as razões idealizadas com a Mistura Tribimaximal:

Fonte de Ṕıons Fonte sem Múons Fonte de Nêutrons

Razão na Fonte (1 : 2 : 0) (0 : 1 : 0) (1 : 0 : 0)

Razão na Detecção (1 : 1 : 1) (4 : 7 : 7) (5 : 2 : 2)

T 0, 33 0, 39 0, 22

S 1 0, 57 2, 5

Assim, cada tipo de fonte, que produz neutrinos em determinada razão, gera

diferentes valores para T e S na detecção. Na Figura (3.7), são apresentados

os valores posśıveis para T e S, permitindo-se que os ângulos de mistura

variassem independentemente dentro dos valores experimentais, para os três

tipo de fonte. Note-se que para cada fonte há uma região definida de valores

posśıveis de T e S com uma pequena degenerescência para as fontes de ṕıons

e sem múons.

Na Figura (3.8), fez-se de forma análoga para as razões com desvio (3.34),

(3.35) e (3.36), permitindo-se que o parâmetro ξ varie entre 0 e 0, 1 represen-

tando parte da incerteza na determinação da razão entre sabores de neutrinos

na fonte.
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Figura 3.7: Regiões de valores posśıveis para as grandezas T e S para as
razões idealizadas. Com (a) Fonte de Ṕıons, (b) Fonte sem Múons e (c)
Fonte de Nêutrons.

Figura 3.8: Regiões de valores posśıveis para as grandezas T e S para as
razões com desvio. Com (a) Fonte de Ṕıons, (b) Fonte sem Múons e (c)
Fonte de Nêutrons.
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Para a investigação de fontes individuais de neutrinos astrof́ısicos é ne-

cessário que se saiba com precisão a direção de propagação dos neutrinos.

Considere-se, no entanto que só seja posśıvel obter a razão entre sabores

através de um fluxo difuso, formado da contribuição de todas as posśıveis

fontes de neutrinos astrof́ısicos. Assim, para uma combinação arbitrária de

fontes dos tipos idealizados, pode-se escrever a razão inicial como [40]:

(Φ0
e : Φ

0
µ : Φ0

τ ) = (1 : n : 0) . (3.42)

Assim, n → 0 equivaleria à predominância de fontes de nêutrons e n → ∞ à

de fontes sem múons. Na Figura (3.9), obteve-se a região de valores posśıveis

de T e S para a razão (3.42), permitindo-se que n varie entre 0 e ∞.

Figura 3.9: Regiões de valores posśıveis para as grandezas T e S para (3.42).

Note-se que os valores estão contidos em determinada região e se a even-

tual medição de T e S revelar grande discrepância dessa região, é posśıvel que

algum novo fenômeno esteja em ação, ou nas fontes astrof́ısicas ou na própria

f́ısica de neutrinos. Dentre diversos novos fenômenos que podem interferir
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nesses valores [41], se considere o Decaimento de Neutrinos.

3.4 Decaimento de Neutrinos

O Decaimento de Neutrinos é um dos fenômenos posśıveis de serem inves-

tigados nos Telescópios de Neutrinos. Sabe-se, a partir da observação dos

neutrinos da supernova 1987A, que pelo menos um dos autoestados de massa

deve ser estável, ou ao menos ter um tempo de vida compat́ıvel com a traves-

sia de distâncias intergaláticas. De forma geral, o decaimento de neutrinos é

descrito por um fator da forma [42]:

exp

(

− t

τγ

)

= exp

(

−Lmi

E τi

)

, (3.43)

onde mi e τi são a massa e o tempo de vida no referencial de repouso do

autoestado de massa νi. Baseado na observação de antineutrinos eletrônicos

de SN1987A [43], o tempo de vida para o autoestado de massa ν1 é:

τ1
m1

≥ 105
s

eV
. (3.44)

Já para ν2, da análise dos dados de neutrinos solares é posśıvel extrair o

limite [44]:
τ2
m2

≥ 10−4 s

eV
. (3.45)

Por fim, é posśıvel derivar-se, a partir dos dados de neutrinos atmosféricos

[45], o limite do tempo de vida de ν3:

τ3
m3

≥ 10−10 s

eV
. (3.46)

Portanto, apesar de modelos espećıficos de decaimento imporem limites mais

fortes [21], limites independentes dos modelos não excluem a possibilidade

de decaimento para grandes tempos de vida. Suponha-se o decaimento de
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autoestados de massa em dois corpos:

νi → νf +X , (3.47)

onde X denota uma part́ıcula sem massa ou muito leve e que não será obser-

vada. Ao se considerar a instabilidade dos autoestados de massa, a probabi-

lidade de transição entre sabores é modificada. Por simplicidade, considerar-

se-á que o decaimento é completo, ou seja, que o tempo de vôo é muito maior

que o tempo de vida dos estados instáveis, de forma que todos decaiam em

estados estáveis. Assim, pode-se se desprezar estados instáveis intermediários

e considerar apenas uma Razão de Ramificação efetiva Bri→f entre estados

instáveis iniciais i e estados estáveis finais f . Dessa forma [42]:

Pβα =
∑

f

|Uαf |2|Uβf |2 +
∑

f

∑

i

Bri→f |Uαi|2|Uβf |2 . (3.48)

Considere-se ainda que a mistura de sabores se dá apenas entre os três sabores

ativos conhecidos e que apenas o autoestado de massa mais leve é estável.

Assim, com Bri→f = 1 para todo estado instável i, tem-se:

Pβα =

(

|Uαf |2 +
∑

i

|Uαi|2
)

|Uβf |2 = |Uβf |2
∑

k

|Uαk|2 . (3.49)

Na Hierarquia Normal, ν1 é o autoestado mais leve. Então:

Pβα = |Uβ1|2
∑

k

|Uαk|2 . (3.50)

Dessa forma, se uma fonte astrof́ısica produz neutrinos de cada sabor α na

razão Φ0
α, tem-se as razões de cada sabor na detecção:

Φe =
∑

α

PeαΦ
0
α = |Ue1|2

∑

α

∑

k

|Uαk|2Φ0
α , (3.51)
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Φµ =
∑

α

PµαΦ
0
α = |Uµ1|2

∑

α

∑

k

|Uαk|2Φ0
α , (3.52)

Φτ =
∑

α

PταΦ
0
α = |Uτ1|2

∑

α

∑

k

|Uαk|2Φ0
α , (3.53)

Ou seja, nesse caso simplificado de decaimento, a razão entre os sabores na

detecção é independente da razão produzida na fonte e é função apenas dos

termos da matriz de mistura. Explicitamente:

(Φe : Φµ : Φτ ) = (|Ue1|2 : |Uµ1|2 : |Uτ1|2) . (3.54)

Analogamente, na Hierarquia Invertida, em que ν3 é o autoestado mais leve,

tem-se:

Pβα = |Uβ3|2
∑

k

|Uαk|2 . (3.55)

Portanto:

(Φe : Φµ : Φτ ) = (|Ue3|2 : |Uµ3|2 : |Uτ3|2) . (3.56)

Na Mistura Tribimaximal, as razões no detector são:

(Φe : Φµ : Φτ = (4 : 1 : 1) , (3.57)

na Hierarquia Normal, e:

(Φe : Φµ : Φτ ) = (0 : 1 : 1) , (3.58)

na Hierarquia Invertida, sendo ambos desvios significativos das razões espe-

radas sem Decaimento. Ainda, para as grandezas T e S, tem-se:

Hierarquia T S

Normal 0, 17 1

Invertida 0.5 0

Na Figura (3.10), obteve-se as regiões de valores posśıveis para T e S
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Figura 3.10: Regiões de valores posśıveis para T e S para as razões produzidas
pelo decaimento de neutrinos em ambas as hierarquias. Com (a) Fonte de
Ṕıons, (b) Fonte sem Múons, (c) Fonte de Nêutrons, (d) Decaimento com
Hierarquia Normal e (e) Decaimento com Hierarquia Invertida.

para as razões produzidas pelo decaimento de neutrinos em ambas as hierar-

quias, permitindo-se que os ângulos de mistura variassem independentemente

dentro dos valores experimentais. Como comparação, foram colocadas jun-

tamente as regiões posśıveis para as razões com desvio (3.34), (3.35) e (3.36).

Note-se que as regiões de valores de T e S para as razões entre sabores

com decaimento de neutrinos diferem significativamente das regiões sem de-

caimento, a menos de uma pequena sobreposição entre a região da hierarquia

normal e da fonte de nêutrons.
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Conclusão

Neste trabalho, foi discutida a produção de neutrinos astrof́ısicos numa fonte

genérica em que mésons são produzidos, a partir da interação de hádrons

acelerados na fonte, num espectro de lei da potência da energia. Nessas

condições, a razão entre sabores de neutrinos muônicos e eletrônicos produ-

zidos na fonte não é fixo, mas sim, no limite ultrarrelativ́ıstico, uma função

do expoente do espectro inicial dos mésons.

Por exemplo, para os neutrinos produzidos no decaimento de ṕıons, num

espectro de expoente α = 2, a razão entre sabores de neutrinos muônicos e

eletrônicos é n(2) = 1, 86, o que difere em cerca de 7% do valor obtido por

simples contagem do número de neutrinos no estado final.

Ainda, procurou-se obter uma correção à razão entre sabores devido à

massa não-nula do elétron, usualmente desprezada na literatura. Tal correção

é dependente também do expoente do espectro inicial dos mésons mas para

neutrinos produzidos no decaimento tanto de ṕıons quanto de káons não

chega a 0.05% para α = 3, provando-se razoável desprezá-la.

Em seguida, considerou-se a modificação na razão entre sabores de neu-

trinos em sua propagação devido ao fenômeno da oscilação e a detecção

desta razão modificada em telescópios de neutrinos. Em prinćıpio, diferen-

tes tipos de fontes gerariam diferentes razões entre sabores de neutrinos na

produção que, conseqüentemente, levariam a diferentes razões entre sabo-

res de neutrinos na detecção e seria posśıvel diferenciar as propriedades das

fontes astrof́ısicas.
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No entanto, a incerteza teórica nos valores das razões iniciais para as

fontes idealizadas de ṕıons, sem múons e de nêutrons e na distribuição dessas

fontes, assim como as incertezas experimentais nos parâmetros das matriz

de mistura de sabores de neutrinos podem dificultar a diferenciação entre

essas fontes mesmo antes de se considerar incertezas experimentais na própria

detecção de neutrinos e medição da razão entre sabores.

Ainda assim, se, considerando-se as incertezas experimentais, a razão

medida desviar significativamente do esperado para as razões idealizadas, é

posśıvel que novos fenômenos estejam em ação nas fontes ou na f́ısica de

neutrinos. Foi então considerado o decaimento de neutrinos como possibili-

dade de novo fenômeno da f́ısica de neutrinos, que leva a razões que, além de

independentes das razões nas fontes, se diferenciam significativamente das

razões das fontes idealizadas e diferenciam ainda as hierarquias de massas

dos neutrinos.

Portanto, para se avaliar apropriadamente a viabilidade do estudo das

propriedades das fontes astrof́ısicas através da razão entre sabores de neutri-

nos, é necessário que se modele adequadamente a produção de neutrinos nas

fontes, como Remanescentes de Supernovas, Núcleos Ativos de Galáxias e Ex-

plosões de Raios Gama, assim como a interação dos neutrinos com a matéria,

e a interação dos léptons carregados produzidos, na detecção levando-se em

consideração as particularidades dos telescópios de neutrinos.
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Apêndice A

Limites de Integração para

Cálculo dos Fatores Z

Na seção (2.3), para o cálculo dos fatores Z, utiliza-se os seguintes limites

de integração obtidos analisando-se a conservação dos quadrimomenta nos

decaimentos. Assim, no decaimento do ṕıon:

π(q) → µ(p) + νµ(k), (A.1)

onde q = (Eπ, ~q), p = (Eµ, ~p) e k = (Eν , ~k) e com q = p+ k, para a produção

de um neutrino de energia Eν , tem-se:

Eπ min =
Eν

(1− r)
+

m2
π

4Eν

(1− r) e Eπ max = ∞ . (A.2)

Se Eν >> mπ:

Eπ min =
Eν

(1− r)
e Eπ max = ∞ . (A.3)

Por fim, como z = Eν/Eπ:

zmax = Eν/Eπ max = 1− r e zmin = Eν/Eπ min = 0 . (A.4)
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Já para a produção de um múon de energia Eµ no mesmo decaimento:

Eπ min = Eµ
(1 + r)

2r
− |~p|(1− r)

2r
, (A.5)

Eπ max = Eµ
(1 + r)

2r
+ |~p|(1− r)

2r
. (A.6)

Se Eµ >> mπ:

Eπ min = Eµ e Eπ max =
Eµ

r
. (A.7)

Por fim, como w = Eµ/Eπ:

wmax = 1 e wmin = 0 . (A.8)

Ainda, no decaimento do múon:

µ(p) → e(p′) + νe(k
′) + νµ(k) , (A.9)

onde p = (Eµ, ~p), p
′ = (Ee, ~p

′), k = (ω,~k) e k = (ω′, ~k ′), com p = p′ + k′ +

k, tem-se para a produção de um neutrino, seja eletrônico ou muônico, de

energia Eν :

Eµ min =
Eν

(1− ǫ2)
+

m2
µ(1− ǫ2)

4Eν

e Eµ max = ∞ . (A.10)

Se Eν >> mµ:

Eµ min =
Eν

(1− ǫ2)
e Eµ max = ∞ . (A.11)

Portanto, como y = Eν/Eµ:

ymax = 1− ǫ2 e ymin = 0 . (A.12)
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Por fim, desprezando-se a massa do eletron:

ymax = 1 e ymin = 0 . (A.13)
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