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Abstract

A detailed study of the spontaneous symmetry breaking since its fundamental
basis is done. The spontaneous symmetry breaking is the only know mechanism
capable of generating masses to a theory still preserving its symmetry and being
renormalizable. Such process occurs when one defines a scalar sector to a certain
theory with a symmetry and then break the generators of this symmetry, creating
Goldstone bosons in the case of global symmetries and massive gauge fields in the
case of local symmetries. We start this dissertation studying Group Theory, which
is fundamental to the understanding of spontaneous symmetry breaking. Then we
study local and global symmetries of the lagrangian, Goldstone Theorem, then spon-
taneous symmetry breaking to several models, including the scalar theory, complex
scalar theory with global and local symmetries and the standard model. Then we
make a study in one of the standard model extentions, the SU(5) model and we
applied spountaneous symmetry breaking to this model. In the end we show that
the approach of minimizing que classical potential is valid because quantum contri-

butions are analogous to a zero point energy to the effective potential.
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Resumo

Nessa dissertacao foi estudada a quebra espontanea de simetria desde suas bases
mais fundamentais. A quebra espontanea de simetria é o inico mecanismo conhecido
capaz de gerar massas a uma teoria, preservando as simetrias e sendo renormalizédvel.
Tal processo ocorre quando se define um setor escalar para uma teoria com uma certa
simetria e se quebra os geradores dessa simetria, criando bésons de Goldstone no caso
de simetrias globais e campos de gauge massivos, no caso de simetrias locais.

Nessa dissertacao comegamos o estudo de quebra espontanea de simetria com um es-
tudo de Teoria de Grupos, que é fundamental para o entendimento da mesma seguido
por um estudo em simetrias nas lagrangianas, ou seja, como gerar uma lagrangiana
invariante por um dado grupo, local ou global; depois estudamos o Teorema de Gold-
stone e por fim aplicamos a quebra espontanea de simetria para diversos modelos, en-
tre eles o campo escalar, campo escalar complexo com simetria global, campo escalar
complexo com simetria local, modelo padrao. Depois fazemos um estudo em uma
das extensoes do modelo padrao, o modelo SU(5) e aplicamos a quebra espontanea
de simetria em tal modelo. No fim mostramos como a abordagem de minimizacao
de um potencial classico é valida, pois contribuicoes quantica sao andlogas a uma

energia de ponto zero ao potencial efetivo.
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Capitulo 1

Introducao

A quebra espontanea de simetria é um mecanismo que primeiramente surgiu em
matéria condensada, nesse contexto tinha-se um ferromagneto com spins desorde-
nados e tal sistema era um invariante por rotacoes. Quando se aplicava um campo
magnético esses spins se alinhavam e entao havia uma quebra dessa simetria rota-
cional. A ideia entao foi aplicada por Peter Higgs em 1964 para lagrangianas de
fisica de particulas e foi-se mostrado possivel gerar massa para uma teoria usando
esse mecanismo e ainda ser uma teoria renormalizavel, o preco a se pagar era o
aparecimento de uma particula escalar, que mais tarde fora chamada de bdson de
Higgs. Numa sequéncia de artigos que comega em 1971 com Steven Weinberg ele
aplica esse mecanismo criado por Higgs para descrever a forca fraca e eletromagnética
a partir de um grupo de simetria conhecido como SU(2);, ® U(1)y. Tal mecanismo
foi um sucesso para explicar a forca fraca e dar massa aos férmions, porem uma
particula que se assemelha muito ao bdson de Higgs s6 fora descoberto no ano de
2012; no ano de 2013 Peter Higgs foi laureado com o nobel de fisica.

Tal mecanismo fora aplicado em outras teorias, que estendem o modelo padrao, para
apos a quebra espontanea de simetria vocé obter o modelo padrao, dentre essas ex-
tensoes encontra-se o modelo SU(5) que fora estudado nessa dissertacao e também

teve sua simetria quebrada.



Capitulo 2

Teoria de Grupos

A simetria sempre foi de suma importancia para a fisica, mas nos ultimos tempos a
simetria teve um papel ainda maior. Com o auxilio dela os fisicos foram capazes de
criar a teoria mais bem sucedida da fisica, o modelo padrao.

Quando falamos de simetria nao estamos apenas falando de simetrias geométricas
(espaciais e temporais), por exemplo, associado a conserva¢ao de ntimero leptonico
héd uma simetria unitaria, que nao tem analogo geométrico. Essas simetrias nao
observaveis tem um papel fundamental para a fisica de hoje, pois sao baseados nessas
simetrias que os novos modelos que tentam estender o modelo padrao sao baseados.
Por causa de sua importancia no cenario atual, um estudo detalhado dos métodos
quantitativos que tratam das simetrias é necessario, tal método é dado pela Teoria

de Grupos e por isso uma revisao sucinta da mesma é apresentada.’

2.1 Definicao de Grupo

Um grupo (G, .) é composto por um conjunto G e uma operacao (.) (bindria)

definida sobre esse conjunto e que obedece as seguintes relacoes 2:

e 1-Se z ey pertencem a GG, entao x.y também pertence a G

e 2 - Existe um elemento identidade e, tal que e.x = x.e = = para todo x em G

3 - Para todo z pertencente a G existe um x 7! tal que: z.x ' =2 o =e¢

4 - A operagao . é associativa, ou seja, (z.y).z = x.(y.z) para todo x,y e z

pertencente a GG
Se além dessas propriedades o grupo satisfizer a relacgao:
e 1.y = y.x para todo x e y pertencentes a G

E dito que o grupo é comutativo, ou Abeliano.

' Mike Guidry “Gauge Field Theories: An Introduction with Applications”, capitulo 5
2José M. Filardo Bassalo e Mauro Sérgio Dorsa Cattani “Teoria de Grupos para Fisicos”,
capitulos 1 e 2



O ntimero de elementos de um grupo é chamado de ordem do grupo, essa ordem
pode ser finita ou infinita. Suponha um grupo formado pelos niimero complexos C' e
a operacao de adi¢ao, notamos que esse grupo tem um numero infinito de elementos
e nao é possivel enumera-los, esse tipo de grupo é chamado de grupo continuo.
Nesse caso cada elemento desse grupo é rotulado com um parametro o que varia
continuamente e pode ser complexo. Para especificagao dos elementos de um grupo
continuo é necessdrio um conjunto de parametros continuos « = (ay,ag, ..., q,) €

entao é dito que esse grupo é um grupo de n parametros.

2.1.1 Subgrupos

Um grupo (G, .) pode conter um subgrupo de G (um nimero finito ou infinito
de elementos que obedecem as definigoes de conjunto) que também obedecem as
definicoes de um grupo. Esse subconjunto é chamado de subgrupo do grupo G.
Como exemplo tomemos o grupo (R, +) formado pelo conjunto dos nimeros reais R
e a operacao de adi¢ao +. O conjunto dos nuimeros inteiros Z é um subconjunto de
R e sobre a operagao de adi¢ao também forma um grupo, dizemos que (Z,+) é um

subgrupo de (R, +).

2.1.2 Teorema do Rearranjamento

Seja G um grupo de ordem g com os elementos E, Ay, Ag, ..., Ay. Se A é um
elemento arbitrario de GG, entao cada elemento do grupo G sé aparece uma vez na
sequéncia definida por: EA, = Ay, Ao Ay, AzAy, ..., AgAy.

Demonstragao: Seja Y qualquer elemento de G. Seja ainda Y A" = A4;. Entdo
temos que YAyt Ay, = AjA;, =Y logo Y pertence a sequéncia acima definida. Porém
Y nao pode aparecer duas vezes nessa sequéncia, pois se A/Ay =Y e AA, =Y,
pelas defini¢oes de grupo, temos que: A; = A,. Sendo assim cada elemento dessa
sequéncia corresponde a um elemento diferente de G e gera todo G, provando o

teorema.

2.1.3 Tabela de Multiplicacao

Agora vamos definir a a tabela de multiplicacdo (ou tabela de Cayley), que
descreve a estrutura de um grupo finito arranjando todas as possiveis combinacoes
de produtos dos elementos desse grupo. Com essa tabela é possivel verificar varias

propriedades dos grupos, como se ele é comutativo ou nao (se ele é ou nao simétrico),



quais elementos sao os inversos de outros. Também ¢é possivel preencher vérios ele-
mentos dessa tabela sem precisar fazer a multiplicacao, por causa do teorema do
rearranjamento acima provado.

Como exemplo tomemos um grupo de grau 3 formado pelos elementos a, b, ¢

sua tabela de multiplicagao fica:

a b ¢
a® ab ac

ba b? bc

¢ ca cb ¢?

2.1.4 Isomorfismo e Homeomorfismo

As correspondéncias entre os grupos podem ser de dois tipos, podem ser home-

omorfismos ou isomorfismos.

2.1.4.1 Isomorfismo

Sejam G e G, tal que:
e 1- Para cada elemento g; de G hé um e somente elemento g; de G .
® 2- Se gig; = g, entao g;g; = g;g, para todos os elementos de G e G .

Assim dizemos que G e G sdo isomérficos. Um exemplo de grupo isomérfico
é o das permutagoes S5 e o grupo das reflexao de dois pontos no eixo x do plano
cartesiano.

Tomemos o grupo das permutacoes Ss, seus elementos sao I, P;, onde I é a

identidade e P; troca a ordem de 1 e 2. Montando sua tabela de multiplicacao

obtemos:
I Py
I T Py
P, Py 1

Agora tomemos o grupo formado pelas reflexoes de dois pontos no eixo x do
plano cartesiano, que tem os elementos I, R, onde [ é a identidade e R é a reflexao

desses pontos. Montando sua tabela de multiplicacao obtemos:

- o X

I
I I
R R



Assim notamos que o fato deles serem isomérficos faz com que eles tenham a

mesma tabela de multiplicacao.

Outro exemplo de grupos isomorfico é o grupo das permutagoes S3 € 0 grupo

que preserva a identidade de um triangulo equilatero.

2.1.4.2 Homeomorfismo

Dizemos que dois grupos G e G sio homomérficos se os elementos de G tem
uma correspondéncia com os elementos de G (essa correspondéncia nao precisa ser
um a um, diferente do isomorfismo) e se esta correspondéncia preserva as leis de

multiplicagao dos dois grupos. Abaixo temos uma figura que representa a ideia de

homeomorfismo.
A' B'=C' & @G
|
. A' B' ndy
|
A A A R B 1
1 a i 1 2 Bj Cl C2 Ck

Al Bj = Ck £ G J

Figura 2.1: Homeomorfismo, tirado da referéncia [2]

2.2 Representacgoes

Uma representacao de um grupo ¢ um grupo de transformacoes lineares ho-
momorficas ao grupo abstrato original. Assim, fazendo um homeomorfismo de um
grupo de operadores lineares D(G) que pertencem a L (espaco de representagoes) e
um grupo abstrato G, dizemos que D(G) é uma representacao de G no espago de
representacoes L. Se L tem dimensao k dizemos que a representacao tem dimensao
k. Quando essas representacoes sao na forma de matrizes, elas sao denotadas por
D;;(G). Podem haver vérias representacoes para um dado grupo abstrato, por isso

vamos denotar Dz(j“ )(G) uma representacao de dimensao f.



Os elementos de uma representacao devem obedecer as seguintes identidades.

e D(RS) = D(R)D(S), para todo R e S pertencentes a G;
e D(R™') =[D(R)|]™", para todo R pertencente a G;
e D(E) =1, onde F é o elemento unitério de G.

Com isso podemos concluir que o determinante de cada representacao também

é uma representacao, pois temos que:
e det|D(R)].det[D(S)] = det[D(R)D(S)] = det[D(RS)].

Agora vamos ver um exemplo de representacao na forma de transformacoes

lineares para o grupo de permutagoes Sy formados pelos elementos (1, P;). Se trans-

formarmos os objetos que sofrem permutacao (a,b) em um vetor coluna:

Fica facil ver que o seguinte conjunto de matrizes formam uma representagao

para So.
1 0
D(I) = =1 (2.1)
0 1 b
0 1 a b
D(P) = - . (2.2)
1 0 b a

2.2.0.3 Representacgoes Redutiveis e Irredutiveis

Sabemos que para definir uma transformacao linear vocé precisa definir uma
base, bases diferentes levam a representagoes lineares (matrizes) diferentes. Duas
representacoes D e D' de um grupo abstrato sao ditas equivalentes se elas sao rela-

cionadas por uma transformacao de similaridade:
D'(z) = SD(z)S™*. (2.3)

Onde D,D" e S sdo operadores. Uma representacio D é dita redutivel se é



possivel colocar ela na forma bloco diagonal usando o mesmo operador S. Ou seja:

Di(x) 0 0

, . 0 Dyx) .. 0
D (z)=5D(z)S™ = : : L . (2.4)

0 0 D,

Uma representagao redutivel também pode ser vista como uma representagao
que contém um subespaco invariante. Ou seja, existe um subespago no espaco de
representagoes L onde a aplicacao de qualquer um dos D(G) leva um elemento desse
subespaco em outro elemento do subespaco.

Quando uma representacao nao é redutivel, ela é dita irredutivel, ou seja, nao é
possivel colocar ela numa forma bloco diagonal por uma transformagao de similari-
dade. Se uma representacao D(z) é redutivel o espaco vetorial na qual D'(G) atua é
quebrado em k espagos ortogonais, cada um mapeado em ele mesmo pelos operadores

!/ . ~ ’
D;(z) . Assim podemos escrever a representacao D (z) como:

/

D'(x)=D, @Dy ..o D,. (2.5)

Onde @ representa uma soma direta.

2.3 Grupos de Lie

Para fisica de particulas esse tipo de grupo é o grupo mais importante a ser
estudado. Pelo fato das simetrias da natureza em sua maioria serem continuas (sime-
tria por translacao espaciais, temporais, rotacionais; simetrias por transformacoes de
gauge entre outras) o estudo de Grupos de Lie é de suma importancia. Um Grupo de
Lie G é um grupo com um numero finito de parametros 6%, « = 1, ..., N que variam
continuamente e sao diferencidveis.?

Como exemplo tomemos o Grupo de Lie G de um parametro continuo «. Esse

grupo satisfaz:

G(a).G(b) = G(e). (2.6)

Onde a, b e ¢ sao valores especificos do parametro continuo a.

3 Michele Maggiore “A Modern Introduction to Quantum Field Theory”, capitulo 2



2.3.0.4 Produto direto de Grupos
Suponha um grupo G que tem como subgrupo F} e Fy e suponha que satisfacam

as seguintes propriedades:
e Todo elemento f; de F} comuta com todo elemento fy de Fs.
e Todo elemento g de G pode ser escrito unicamente como g = fi fo.

Satisfazendo essas propriedades dizemos que o grupo G é um produto direto

dos grupos Fi e Fs.

2.3.0.5 Representacao de Grupos de Lie

Para podermos aplicar os Grupos de Lie as simetrias na fisica, precisamos das
representacoes desses Grupos de Lie.
Definindo um parametro genérico desse grupo como a* = 0, temos que G(0) = e,
onde e ¢ a identidade.
Uma representacao linear R desse grupo é uma operacao que associa um elemento

abstrato de G com um operador linear Dg(G) definido no espago linear:
G — Dgr(G). (2.7)

Com as propriedades:
e Dp(e) =1, onde 1 ¢é a o operador identidade.
e Dr(91)Dr(92) = Dr(g1g2), onde g; e go pertencem a G.

O espaco onde o operador Dg atua é dito a base para a representacao R.
Um exemplo muito usado de representacoes é a representacao matricial. Nesse caso
a base é um espago vetorial de dimensao n e um elemento do grupo abstrato GG
i

é representado por uma matriz n x n (Dg(G))"

S com i,7 = 1,..n A dimensao da

representacao é definida pela dimensao n da base. Tomemos um elemento genérico

do espaco de base, o grupo (¢ induz uma transformacao nesse elemento da forma:

¢ — ((Dr(G));¢. (2.8)

Com isso notamos que o significado fisico dos elementos da base e das repre-
sentacoes podem ser compreendidos. Suponha o grupo SO(3) (que serd estudado logo

a seguir) e tomemos como base os vetores do espaco tridimensional. As aplicagdes



lineares do SO(3) nos vetores geram novo vetores que preservam o comprimento,
logo a representacao do grupo SO(3) sao matrizes de rotagao e os elementos desse
grupo pode ser enxergados como rotagoes dos vetores no espago.

Se nés expandirmos em série Dg() (onde 6 é um parametro do grupo) e fi-
carmos apenas com o termo infinitesimal (correspondendo a uma transformacao in-

finitesimal), obtemos:

Dr() ~ 1 +i6,T%. (2.9)
Com
0D
Th=—i aef lo—o - (2.10)

Os T} sao chamados de geradores do grupo G na representacao R. Assim obtemos

que qualquer elemento G(#) pode ser representado por:
DR(G(Q)) — eieaTg.(Q.ll)

Essa expressao reproduz o resultado infinitesimal e o valor ¢ é colocado ali para

que a representacao seja unitaria (UUJr = 1) caso os geradores sejam Hermitianos
(H=H).

Dados duas matrizes Dg(g1) = €Tk e Dg(gy) = €Tk o produto delas
Dgr(g1g2) também pertence a representagao, logo:
iaa T iBa T

e = %7k, (2.12)

A_B A+

Mas como os T2 sdao matrizes nao é sempre vélida a relagio ete? = A8 entao

8, # ay + B,. Queremos encontrar a relacdo de comutacao entre 7% e T%. Para isso
R R

tiramos o logaritmo dessa equacao e expandimos até segunda ordem em « e f3:

1 1
10, T = log[1 + ic, T + é(iaaTE)Q][l + 8,18 + 5(zﬂaTg)z].(zig)

1 1
16,18 = log[l + i(ag + Ba)TH — 5<%Tg)2 - 5(ﬁaT;g)2 — 0,y THTY].(2.14)
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Agora expandindo o logaritmo em log(1 + z) ~ x — 2?/2 e mantendo apenas ordem

2 em « e [ obtemos:

1 1 1
10418 = i(0tg + Ba) T — §(aaTg)2 - 5(@17’;)2 — o TRTS + 5(@3 4200, By 4 B2)T BT,
(2.15)

16 T5 = i+ Ba) T — g To T+ gy TETS = i+ Ba) Ta+ BT, TH]. (2.16)

Logo:
a [T, Tg] = ive(a, B)T*. (2.17)
Com v.(a, B) = —2(0c(cv, ) — . — ;). 7y deve ser linear em « e 3, com isso obtemos:
[Tk, Tg] = ifT. (2.18)

Essa relagao é chamada de Algebra de Lie desse grupo e f2 ¢ chamado de constante
de estrutura desse Grupo de Lie. Notamos que apesar dos geradores dependerem da
representacao usada, as constantes de estrutura sao independentes da representacao.
Pois se dependessem da representagao, v também dependeria e com isso «, 3 e
0 também dependeriam e assim o produto de elementos do grupo dependeria da
representacao, o que violaria as defini¢oes de representacao. Um grupo é abeliano se
os geradores comutam, caso contrario é nao abeliano. Agora serd apresentado vérios
exemplos de grupos de Lie de suma importancia para o estudo da quebra espontanea

de simetria.

2.3.1 O grupo SO(3)

O grupo SO(3) é o grupo formado pelas rotagoes no espago tridimensional.
Existe uma transformacao linear que associa a cada vetor x'* de um espaco rodado

em relagdo a um vetor x? (com i e jindo de 1 & 3):

X' =M% (2.19)

Onde M é uma matriz 3x3.

No caso de uma rotagao por um angulo # no eixo z essa matriz assume a
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forma:
cosf sinf 0

M® =] —sinf cosf 0 |- (2.20)
0 0 1

Também notamos que o grupo SO(3) preserva o comprimento dos vetores (afi-
nal eles estao apenas sendo rodados) isso implica que o produto escalar é um invari-

ante por esse grupo, isso é:

xTx =xTx. (2.21)
E notamos que:
x =Mx ; xT =x"M" . (2.22)
Logo:
xTx =xTx =x"M"Mx = x"x . (2.23)
Com isso temos que:
M'M =1. (2.24)

onde I é a matriz identidade.

Se MTM =1 entdo, pela propriedade dos determinantes, temos:
det(M™M) = det(M")det(M) = 1. (2.25)

E como det(M”) = det(M) chegamos que det(M) =1,—1 .
As rotagoes com det(M) = 1 sao chamadas rotagoes proprias.
Rotagoes impréprias tem det(M) = —1 , um exemplo desse tipo de rotagao é a

inversao. A inversao também preserva o produto escalar.

2.3.2 O grupo U(1)
O grupo U(1) é formado pelas matrizes unitarias 1x1 (nimeros complexos).

Uma matriz unitaria obedece a seguinte relagao:

v'u=uut =1 (2.26)

Os elementos desse grupo assumem a forma: U = ¢Y? e UL = U* = ¢ ¥ onde
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f varia de 0 a 2m e Y é o gerador do grupo.

Essa simetria é de suma importancia no modelo padrao, pois a quebra espontanea
de simetria do SU(2), ® U(1)y gera o U(1)em, que é o grupo de gauge do electro-
magnetismo.

Esse grupo tem como quantidade conservada a carga elétrica. A relacao entre o
gerador da hipercarga Y e o da carga elétrica é dada pela relacao de Gell-Mann-
Nishijima (ver segao 2.1.1):

Q=1"+Y. (2.27)

Onde 73 é a terceira componente do isospin.
Outra evidéncia da importancia desse tipo de simetria é que a Hamiltoniana da QED
¢ invariante por:

e He 1 = | (2.28)

Onde L é o operador de nimero leptonico.
L= / Ul (2) W (z)dx. (2.29)
Ou seja o nimero leptonico é conservado na QED.

2.3.3 O grupo SU(2)
O grupo SU(2) é formado pelas matrizes unitarias 2 ® 2 com determinante
igual a um. Uma matriz unitaria pode ser representada pela exponenciagao de uma

matriz Hermitiana com traco nulo.* Ou seja:

U = ¢ (2.30)

onde H ¢ uma matriz Hermitiana, H = H' e 6 é um parametro como no caso U(1)

Uma matriz Hermitiana 2 ® 2 de trago nulo pode ser decomposta da seguinte forma:

o? al —ia?

H = = alol + a?0? + oo’ (2.31)
al +ia? —ad
onde, ¢"=71 e gt o2 o3.

As matrizes de Pauli:

4W.N.Cotingham and D.A.Greenwood: “An Introduction to the Standard Model of Particle
Physics”, Second Edition, Apéndice B
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ol = o2 = o3 = : (2.32)
Logo: U = ¢ifa’o?

Também temos a seguinte relagao de comutacao:

Ok

o; O; i
[57 EJ] = Zijk?- (2.33)
E as constantes de estrutura sao:
113 — €Z (2.34)

Assim notamos que o grupo SU(2) é nao Abeliano e que as matrizes de Pauli
podem ser escolhidas como geradores do SU(2) atuando na representagao fundamen-
tal (duas dimensoes) do SU(2) .

Podemos generalizar para representagoes de dimensao N do SU(2) usando matrizes

N ® N com geradores J; satisfazendo a dlgebra do SU(2):

Como nas representacoes fundamentais, essas matrizes sao Hermitianas e sem
traco. Com o auxilio de operadores escada, cassimir e diagonais também podemos

descrever as representagoes de diferentes dimensoes do SU(2).

2.3.3.1 Relagao entre o grupo SO(3) e SU(2)

Vamos definir para cada ponto do espago uma matriz:

x3 ol —iz?
X(z) = | (2.36)
ot +iz? =28
Essa matriz tem Tr(X) = 0 e det(X) = —(2')? — (2?)? — (2%)* . Agora

se fizermos a transformacdao X = UXU” onde U pertence & SU(2) temos que:
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’

tr(X'") = tr(X) e det(X') = det(X) logo X' também tem a forma:

! ! . !

' x3 xl—ix?
X = . (2.37)

/1 . /2 /3
x -+ —X
Tomemos o caso:
i0
i90'3 .. e O

U=e¢: =cosil+isinio® = I (2.38)

Fazendo: X = UXU? encontramos que x = M%x Logo uma rotacio de g no
espago SU(2) é equivalente a uma rotacao de 6 no espago tridimensional. Assim é
necessario uma rotacgao de 47 no espago de spin SU(2) para voltar ao ponto original
no espago tridimensional, cada ponto do espa¢o SU(2) mapeia dois pontos no espago

tridimensional.

2.3.4 O grupo SU(3)

O grupo SU(3) é usado no modelo padrao para descrever a cor dos quarks, é
o grupo formado pelas matrizes unitarias 3x3 com determinante igual a 1. Analoga-
mente ao grupo SU(2) esse grupo pode ser gerado por matrizes Hermitianas de traco
0. Podemos estender as matrizes de Pauli para trés dimensoes para obter todos os

geradores do grupo SU(3). Essas matrizes sao chamadas de matrizes de Gell-Mann

010 0 — 0 1 0 0 0 01

M =1100 N=]4di 00 N =10 -10 M =1000

000 0 0 0 0 0 0 100

00 —2 000 00 O 10

N =100 0 No=1001 AN=100 —i A8 :L 01
V3

¢t 0 0 010 0 ¢ O 0 0

Podemos escrever uma matriz Hermitiana 3x3 com trago nulo como:

H =o'\ 4+ a?X2 + X3 + a2\ + %X + af\0 + o'\ + aBX8 . (2.39)
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Logo H ¢ igual a:

3, of 1_ ;.2 4 _ ;.5
a—l—\/goz 100 « 100

H=| a'+io® —a*+% o —ia” |. (2.40)
4 : 5 6 - 7 o8
o + o a® + i« —27§

Temos também que essa algebra de Lie satisfaz as seguintes relagoes:

A N] = 2658, FONe)  tr(A2NP) = 259 . (2.41)

onde, fab , ¢ a constante de estrutura desse grupo de Lie.

Para o SU(3) essas constantes de estrutura assumem os valores:

fy=1 (2.42)
7 6 7 5 1
f14:f24:f25:f34:§' (2.43)
6 7 1
fis = fa6 = 5 (2.44)
V3
fis = for = - (2.45)
Também obedecem a seguinte relacao de anti-comutacao:
Ao Ay, 1 Ak
[Ea ?]ac - 5513 + dz]k(?) (246)

Com as relagoes de comutagao e anti comutagao é possivel escrever os opera-

dores escada, Cassimir e diagonais que darao os diagramas de peso do SU(3).

2.3.5 O grupo SU(5)

Para buscar uma teoria de unificagao precisamos ter apenas uma constante
de acoplamento para as forcas fundamentais da natureza. Dentre as extensoes do
modelo padrao aquela que é mais elegante pois consegue esse objetivo (a menos da
gravidade) de maneira muito simples é o modelo baseado na simetria SU(5). Nessa

sessdo serda introduzido os geradores do SU(5) e sua dlgebra.’

5D.Balin e Alezander Love “An Introduction to Gauge Field Theory”, Revised Edition, capitulo
16
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Como o SU(5) é um grupo unitario, novamente podemos escrever a representacao
dele na forma de exponenciais de uma matriz H Hermitiana 5x5 e a mesma pode ser

decomposta em 24 (N? — 1) geradores, que sao dados por:

01000 0 - 0 0 0 1 0 000
10000 i 0 00 0 0 -1 00 0
M=looooo|[X=]100o0o00]|X=]l0 0000
00000 0 0 000 0 0 000
00000 0 0 000 0 0 000
00100 00 —i 00 00000
00000 00 0 00 00100
M=]l10000|[XN=]l3i0o0o00|[XN=]01000
00000 00 0 00 00000
00000 00 0 00 00000
00 0 00 10 0 00 00010
00 —i 00 01 0 00 00000
1
MN=]l4i0 0 00 A8:ﬁ 00 -2001|XN=|0000o0
00 0 00 00 0 00 10000
00 0 00 00 0 00 00000
000 —i 0 00000 000 0
000 0 O 000710 000 —i 0
M=1lo000 0 o X'=]J0oo0oo0oo0o0 |X2=|000 0 0
i 000 0 0 01000 0i 0 0 0
000 0 O 00000 000 0 0
00000 000 0 O 100 0 0
00000 000 0 O 010 0 0
1
M=looo10|M=]000 - 0|X°=—]001 0 0
V6
00100 0i 0 0 0 000 -3 0
00000 000 0 O 000 0 0




00001
00000
M=[00000|MN=
00000
10000
0000 O
0000 —i
MW=10000 0 |N=
0000 O
0i 00 0

00000 0
00000 0
M=100000 [ =]o0
00001 0
00010 0

o o o o o o <o <

o o o o O

c o o o o o O o o O

o o o o O

-_- o o o o S <@ @ <@ <

o O o O

i

o O o O O
o O O O

o o o o O
o O = O O

Essas matrizes estao normalizadas tal que:

Tr(A*Ab) = 25%.

2.4 Diagramas de Young

0
0
A= 1| o
0
0
0
0
2= o
0
0
24— e
V10

o O o o o

_ o O O O

o O o O O

o O O O

10
01
0 0
0 0
0 0

o O o o o

o O o O O

o O = O O

17

o o O = O

o

e}

o = O O O
o o o O

(2.47)

Para determinar a dimensao de representagoes que sao produtos diretos de rep-

resentacoes de dimensoes menores, que as vezes sao necessarias em fisica de particulas

(como exemplo, descrigao de sistema de particulas de spin 1/2 com momento angular

orbital) se é usada uma receita conhecida como diagramas de Young. A demonstracao

da validade desse método é encontrada na referéncia.

2.4.1 Diagramas de Young permitidos

A representagao fundamental do SU(N) N é denotada por uma caixa:

N=[]

6

S Howard Georgi “Lie Algebras in Particle Physics”, capitulo 12

(2.48)
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Dada uma representacao R a representacao adjunta descreve o complexo conjugado
dos elementos de R. Essa representacao adjunta tera uma coluna e de N — 1 linhas,

ou seja N — 1 caixas.

2.4.1.1 Exemplos
Para o SU(2):

2=[] (2.49)

2 =[] (2.50)

Para o SU(3):

3=[] (2.51)

3= H (2.52)

Notamos que as representagoes adjunta e fundamental sao equivalentes no
SU(2).
Diagramas de Young com apenas uma linha sao associados a representacoes total-
mente simétricas e diagramas com apenas uma coluna sao associados a representacoes

totalmente antissimétricas, diagramas mistos sao associados a representacoes mistas.

2.4.2 Regras

Para fazer o produto direto das representacoes precisamos seguir algumas re-
gras:

Desenhe os dois diagramas correspondentes as representacgoes a serem multipli-
cadas e coloque numeros nas caixas do segundo diagrama dando a linha em que a

caixa esta. Exemplo:

R (2.53)

e Todos os diagramas sao diagramas proprios, isto é, as linhas nao aumentam de

tamanho conforme vamos movendo de cima para baixo.

e Nenhuma coluna tem mais que N caixas para um SU(N).
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e Criando um caminho da direita para a esquerda, de cima para baixo até sair
do diagrama, o nimero nas caixas ¢ deve ser menor ou igual que nas caixas i-1.

e O numero nas caixas nao diminui da esquerda pra direita numa linha.

e Os numeros das caixas aumentam de baixo para cima.

Sendo assim:

(2.54)

1 [0
(s3] =[z Vs

1
- 2]

Como exemplo temos que para o SU(5):

O produto das representacoes fundamentais 5 ® 5:

(e-[TJeH (2.55)

E o produto da representacao fundamental e da adjunta 5 ® 5 é:

E@DEH@ (2.56)

Feito isso precisamos agora de regras que nos digam a dimensao dessas repre-

sentacoes. Tais regras sao '

e Para um diagrama SU(N) coloque um N para cada caixa diagonal comegando
no canto esquerdo superior. Insira N+1 e N-1 imediatamente abaixo e acima
da diagonal e continue somando +1 para as linhas que estao acima e -1 para

as que estao abaixo até completar o diagrama.

Por exemplo para uma dada representagao mista do SU(5):

516]7]
415

(2.57)

Agora definimos um numerador n que é o produto de todos esses nimeros:

n = Hcaims(ni). (258)

"F.E. Close, “An Introduction to Quarks and Partons”, Academic Press
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Onde n; é o ntmero nas caixas.

Para a representagao mista do SU(5) temos:

n=>5x6x7x4x5=4200. (2.59)

e Para cada diagrama vocé fard um caminho da esquerda para a direita e procu-
rard uma saida abaixo nas colunas seguintes, o produto do nimero de caixas

que voce passar pelos caminhos possiveis serd associado a um nimero d.

d= Hcaminhos (dz) (260)

Onde d; é o nimero de caixas em cada caminho. Para o exemplo da representacao

mista do SU(5) temos:

d=1x3x4x1x2=24. (2.61)
e A dimensao da representacao serd dada por Dim = n/d.

No exemplo anterior temos entao que Dim = 4200/24 = 175.

E com essas regras podemos calcular:

202=3a1. (2.62)
303=6aS3. (2.63)
393=8a1. (2.64)
55 =15 10. (2.65)

Que serao utilizados nos capitulos posteriores.



Capitulo 3

Simetrias da lagrangiana do modelo padrao

3.1 O Teorema de Noether

De maneira sucinta o teorema de Noether pode ser enunciado da seguinte
maneira:
Teorema de Noether: Para cada simetria continua da lagrangiana ha uma

quantidade conservada.

Prova para invariancias espaco-temporais: Tomemos a transformacao z* —
"+ a*, onde o deslocamento infinitesimal a* depende de z*. Assim se expandirmos

L(z") numa série de Taylor temos que:

0L = L(z') — L(z) = a"0,L. (3.1)

Também temos que:
oL oL

0L = S20® + 8(8—,@5(8“@)' (3.2)
Mas,

0 = d(2') — () = "0, D. (3.3)
e?

5(0,®) = ®(z') — ®(x) = a0, (9, D). (3.4)

Assim obtemos, usando Euler-Lagrange:

0,(0,). (3.5)

oL
= —
oL &,a(ayq))a 0,®. (3.6)
Rearranjado indices, obtemos:
oL
v ——— V@ —_— 'LLV pu— . .
a@u(a(auq))(? g L) =0 (3.7)

21
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Com isso podemos definir o tensor momento-energia como:

oL
pyo 12 N 127
C) —8(@}1))8 b — g L. (3.8)

E assim temos uma lei de conservagao local:
0,0 = 0. (3.9)

As componentes O e % sio associadas a densidade Hamiltoniana e densi-
dade de momento respectivamente. Agora faremos uma aplicacao do Teorema de
Noether para SU(2) de isospin. Apesar dessa demonstracao ser valida apenas para
invariancias espaco-temporais é facil ver as correntes conservadas no caso das in-

variancias de Gauge, como vemos no exemplo a seguir.

3.1.1 Conservacao da corrente de Isospin e a relacao de Gell-Mann-
Nishijima

Como exemplo para encontrar a corrente conservada a partir de uma simetria

de gauge, tomemos a lagrangiana descrevendo um proéton (p) e um néutron (n) livres.

Podemos definir o isospinor como:®

v=[ 7). (3.10)

n

e assim podemos definir a lagrangiana como:

L=U(iy"d, —m)V. (3.11)

Agora uma rotacao no espaco de isospin pode ser dada por:

U — eaT o, (3.12)

Onde 7% sao as matrizes de Pauli (em geral quando falamos de isospin usamos

essa nomenclatura ao invés de A\*). Os parametros «, sdo constantes (transformacao

global).

88.F.Novaes “Standard Model: An Introduction”, capitulo 2
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Assim obtemos para uma transformacao infinitesimal:

U(x) - U(z) + %Taaaq/(x) — 450, (3.13)

A invariancia da agao sobre essa transformacao resulta em:

oL = 0. (3.14)
Onde:
oL oL oL - oL -
oL = ﬁ(é\ll) + a(a—m(éﬁﬂ\ll) + 8_\TI(NI + a(a—mé(ﬁﬂ\lf). (3.15)
Entao obtemos:
oL
9L _ . 1
9% 0 (3.16)
oL
__ = 0. 1
20, 9) 0 (3.17)
Com isso e com o fato de:
S0 — %T“Oxa\I’. (3.18)
5(9,0) = %Taaa(a#\y). (3.19)

Podemos reescrever a equacao da invariancia, utilizando as equacgoes de FEuler-
Lagrange, como:
oL i oL i
0L =0y ————| =TV + ————=7%, (0) V). 3.20
[ Ma(au\p)]QT o + 8(8“\11)27 «a ( ):u ) ( )
Que pode ser escrita como:
1 0L
0,0 = =————7V]. 3.21
.Ua [2 8(8M\IJ)T ] ( )

Assim encontramos uma lei de conservacao com a forma:

0,J" = 0. (3.22)

a



Onde J¥ é uma corrente conservada, chamada de corrente de isospin.

1.
JI = 5\117“7'“\11.

Para o dubleto de SU(2) (v, e) (primeira geragao) temos:

Jl 1 < _ > 01 vy, 1(7 45 )
S = —(ery,V Uryuer)-
L= 9 v oer |V 10 o 5 LYuVL LYuEL
1 0 —i vy, 1 3
Jﬁ = B < VL €r ) Y ] = E(GL’YMVL - VL7u€L>-
i 0 er,
1 1 0 vy, 1
p=g\ v e )l . 2(VL%VL eLYuer)

Serd visto que a corrente que acopla o boson vetorial W~ ¢ dada por:

Jlf = ey, (1 —vs)v = 2eLvy,v1.

Assim temos que:

JE =207, —iJ3).

I

L, _ _
JZ = —§(VL’)/MVL +eryuer + 2epy.€eR).
E a corrente eletromagnética pode ser escrita como:

em > 3 Y
J, " =—eye=J,+J,.

W:/ﬁm@

Y:/fﬂ{

E agora notamos que:

satisfazem:

[T, T9] = ie*T",

24

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

Para podermos acomodar a corrente J® vamos definir a corrente de hipercarga por:

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)
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[T",Y] = 0. (3.34)

E assim temos que:

Q=T"+Y (3.35)

3.2 As simetrias na lagrangiana do campo escalar

A lagrangiana do campo escalar complexo.

Lscatar = 0,210"0 — V (7). (3.36)

V (10) = 2 (dd) + A (¢1d)” (3.37)

Aqui notamos claramente que essa lagrangiana é invariante por uma trans-
formagao global U(1) que da forma U = e~ (g é um parametro que mais tarde
serd associado a carga) mas queremos uma transformacao local U(z) = e~
pois queremos poder ter cargas conservadas localmente e poder associar uma trans-
formacao de gauge para cada ponto do espago-tempo. Porém notamos que a forma
que esta escrita essa lagrangiana nao é uma invariante por transformacoes locais,
pois termos do tipo —igd,a(x) aparecem.

Podemos consertar isso introduzindo a derivada covariante da seguinte maneira:

D, =0, —iqA,(x). (3.38)
Onde A, (x) ¢ um campo de gauge que se transforma como:

A, (r) = Au(z) + 0,0(x). (3.39)

Também podemos definir uma quantidade invariante por essas transformacoes

de gauge, chamadas de “field strenght tensor” F),,:
F,=0,A,—0,A,. (3.40)

Feito isso podemos introduzir a parte dinamica desse campo de gauge. Para
ser um invariante de Lorentz ele precisa se transformar como um escalar em trans-

formacoes de Lorentz e para obter esse resultado basta fazer uma contracao nesse
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“field strenght tensor”: _zl;F;wF M e essa serd a parte dinamica do campo A, na
lagrangiana.
E entao a Lagrangeana fica, com a adicao da parte dinamica dos campos de

gauge:

Lovater = (8 — i A, ()@ (9" + igA"(2))® — V' (B1®) — ;lFWFW. (3.41)

1
= 0,010"® —iqA,'0"® +iq0, T A D+ ¢* A, A DT D — JEw " =V (@T®). (3.42)
3.3 Assimetrias da lagrangiana das teorias de gauge abelianas

Lpirac = V(iv"0, — m)W. (3.43)

Assim como no caso escalar notamos que ela é invariante por U(1) global, mas
queremos uma transformagcao local. Entao vamos novamente introduzir a derivada

covariante.?

D, =0, —iqA,(z). (3.44)

Onde A, (xz) ¢ um campo de gauge que se transforma como:

A (z) = Au(z) + 9,0(z). (3.45)

Também aparece um termo de interacao do tipo:
Lins = qUry, VA", (3.46)

Poderiamos ter n campos ¥ e com isso teriamos uma transformacao de gauge do tipo

U = ¢ 4**) onde U e a(r) sdo matrizes e seus elementos sao:
Uy () = e, (3.47)

E o produto de duas transformacoes de gauge U e V: UV = VU é comutativo.

9 Roberto Casalbuoni “Advanced Quantum Field Theory”, capitulo 8



27

Também temos um “field strenght tensor” da seguinte forma:
B, = 0,A, — 0,A,. (3.48)

Entao a lagrangiana invariante por transformacoes locais fica:

- | 1
*CDirac = ‘I’(W“(au - Zun<x)) - m)\If - ZBMVBM . (349)

3.4 As simetrias na lagrangiana das teorias de gauge nao-

abelianas

Suponha agora que temos a seguinte lagrangiana:
‘Cn&ofAbeliana = Z(]lvzlci)a(ifyuau - m)(I)a- (350)
E essa seja invariante pela transformacao Global:

U(z) = UW(z). (3.51)

Onde U ¢é uma matriz unitaria N @ N e ¥(z) é um vetor coluna de componentes ®,
U pode ser representado por:

U = ¢l (3.52)

onde T4 sdo os geradores da algebra de Lie associada a essa transformacdo satis-
fazendo:

(T4, TP) = if4P1°, (3.53)

Agora para introduzir uma transformacao Local novamente precisamos recorrer

as derivadas covariantes, que assumirao a seguinte forma:
D, =0, +igW ,(z). (3.54)
onde W, é uma matriz Nz/N com componentes:

ng = 6ab8“ + ig(W“)ab. (355)
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E terao a seguinte lei de transformagao:
[D,¥(z)] = U(2)[D,¥(z)). (3.56)

Com isso:

[D"¥(2)] = U(x)[D*¥(2)] = (9, +igW,)U(2)¥
— U()0,0 + U@)[U (@)igW, U0 + Q,U@)Y . (357)
= U(x)[0, + U_l(x)igW;U(x) + U (2)0,U(x)] ¥

Identificando a parte que contém o campo W ,:
U_l(x)igW;LU(I) + U Y2)9,U(z) = igW,, - (3.58)
Com isso temos:

W, = U)W, U (z) + £(9,U(x)) U (2) - (3.59)

I

Agora vamos definir os “field strenght tensor” W, mas como ele nao comuta

Iz

ele precisa ser definido usando as derivadas covariantes:

igs
2

W, =0, + 5

W, W, — [0, + —=W,]W,.. (3.60)

Agora notamos que o campo W, nao é um invariante por transformagoes de gauge

pois se transforma da seguinte maneira.
W, - W, =UW,U" (3.61)
Para obter uma expressao invariante precisamos definir:
1 174
—gTT(WWW“ ). (3.62)
Pois o traco tem a propriedade:

Tr(ABC) =Tr(BCA) =Tr(CAB) =Tr(ACB) =Tr(BAC) =Tr(CBA). (3.63)
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Sendo assim temos:
1 ! ! 1 t w gt 1 p
—gTr(WWW ) = —gTT(UWWU UWH*UT) = —gTr(WWW ). (3.64)
E assim a lagrangiana invariante por transformacoes locais fica:
= . 1 y
Loco— Abeliana = EéV:l(I)a(w“(@M +igW,(z)) — m)P,. — gTT(WWW“ ) (3.65)

Agora vamos ver a lagrangiana que sera usada para se fazer a quebra de simetria

no modelo padrao.

3.5 As simetrias da lagrangiana invariante por SU(2) ® U(1)

Como visto anteriormente a lagrangiana do modelo padrao possui uma simetria
SUB)®@SU((2) @ U(1). O setor eletrofraco descrito pelo mecanismo de Higgs possui
essa invariancia SU(2)®@U (1) por isso é de suma importancia o seu estudo detalhado.
O mecanismo de Higgs é a quebra de simetria da parte SU(2) dessa teoria, que gerara
a massa dos campos de gauge que mediam a interagao eletrofraca. (W+, W—, Z°)

Essa simetria tem uma parte abeliana U(1) e uma parte nao abeliana SU(2).
Usaremos os resultados obtidos acima para descrever a simetria dessa lagrangiana.

Tomemos um campo escalar complexo de duas componentes
P = . (3.66)

: Queremos que esse campo seja invariante pela transformacao:
d—d =eUD. (3.67)

Onde U pertence a SU(2) e e~ pertence a U(1)y, aqui tomamos o valor da hiper-
carga como 1, que é a hipercarga do Higgs.

Uma lagrangiana simples que possui essa invariancia é:
Lo = 0,070'D — V(0TD). (3.68)

E também temos que:

¢p =D, (3.69)
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onde 7Y é:

70 = : (3.70)

Nos queremos que essa simetria seja local, entao vamos novamente introduzir a

derivada covariante e um campo e Gauge B, :

B, (x) = B,(x) = Bu(x) + —0,6. (3.71)

g1

i0, — 0, — %Bu. (3.72)

onde g; é uma constante adimensional.
Como visto anteriormente qualquer elemento do grupo SU(2) pode ser escrito

COImMo:

U =e o' (3.73)

¥ sao os trés geradores do grupo (matrizes de

Onde of sao trés parametros reais 7
Pauli).
Para que essa teoria global seja transformada em uma teoria local vamos introduzir

os campos de gauge vetoriais W,f (7) para cada gerador 7*. Tal que:
W, (z) = W[j($)7’k (3.74)
Esse W, () se transforma como um campo nao-Abeliano:

W,(0) > W, (o) = U@ W,(0)U (@) + ~Q0@) V') (375

W ,.(z) pode ser escrito como:

3 1 1172
W, () = W W=} (3.76)
Wiaiw? o —we

Notamos que essa matriz ¢ Hermitiana e tem trago nulo.
Finalmente podemos escrever a derivada covariante como:
g1

Dy = [0, + 5B+ W, . (3.77)
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Com isso temos que:

ro Zgl ’ Zgg ’ ’ i
D,® = [0, + = B, + W, = "UD,. (3.78)

Definindo os “field strenght tensors” dessa teoria como:

By, = 8,B, — 8,B,. (3.79)
Wi = [0, + %WH]WV — [0, + %WV]WM. (3.80)

E como visto anteriormente a parte dindmica dos campos fica: —3 B, B* ¢ —sTr(W,, W").

A matriz W, pode ser escrita como:

W, =W, (3.81)
Onde temos que:
W,, =0W, —0,W, — g2(WiW} — WIW?). (3.82)
W2, =0,W; —0,W; — g2(WiW, — WIW)). (3.83)
Wy, =0.W; —0,W) — go(W, W — W, W}). (3.84)

Como Tr((7")?) =2 e Tr(r'77) = 0 para i # j podemos escrever:

1 1
Layn = =7 BB = SL, W, W, (3.85)

1214 o

e se definirmos:

1 . _ 1 )
W, = E(Wg —iW7), W, = E(W,} +iW?2). (3.86)
Podemos reescrever:
1 1 1

ﬁdyn = _ZB/WBNV - ZWSVW?WV - §WJVW+!W. (387)
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E assim a lagrangiana total que sera quebrada no modelo padrao sera:

1 1 1
L=D,®'D'd -V (0ID) — ZBWB’“’ - ZWEl,Wg“” — §WM‘VW+“”. (3.88)

Reescrevemos dessa maneira porque assim ficara claro apds a quebra de simetria

quem sao os campos de gauge massivos associados as particulas W+, W=, Z°.

3.6 As simetrias da lagrangiana invariante por SU(5)

Apesar do seu sucesso, o modelo padrao nao unifica de verdade a forca fraca
com a eletromagnética, pois temos duas constantes de acoplamento. Como a in-
teragao forte tem como grupo de simetria o SU(3)c uma classe de grupos que parece
inicialmente tentadora para unificar as forgas eletromagnética e fraca seria do tipo:
SU(3)®@W onde W sofreria uma quebra espontanea de simetria para o SU(2)@U(1)
e finalmente a quebra usual do modelo padrao. Os tnicos candidatos para essa
unificagao seriam os grupos de gauge SU(3) ® SU(3) e um SU(6).

Para ambos os casos se é mostrado nao ser possivel descrever os hadrons,pois os
geradores correspondentes de carga elétrica nao admitem cargas fracionadas, nem
possuem trago nulo, logo concluimos que nao é possivel unificar a forca fraca e eletro-
magnética separadamente da forca forte.!0 1112

O grupo mais simples e de menor rank que consegue essa unificagao é o grupo SU(5)
e por isso o mesmo ¢é estudado nessa dissertacao.

Para montarmos a lagrangiana do modelo SU(5) precisamos encontrar as repre-
sentagoes do SU(5) que contém todos os 15 estados de helicidade (proje¢ao do spin
na diregdo do movimento) do modelo Padrao da primeira geragao.

A primeira geragao é a que contém os quarks up e down, com todos os sabores e com
cargas 2/3 e -1/3 respectivamente; o elétron e o neutrino do elétron, com carga -1 e
0 respectivamente. (u;,d;, e~ ,v.) onde : = 1,23

Para as outras geracgoes a lagrangiana fica igual, s6 repetindo a forma e mudando o

valor das massas.

10 Steven Weinberg, “Mizing Angle in Renormalizable Theories of Weak and Electromagnetic
Interactions”, Phycal Review D, volume 5, nimero 8

1 Howard Georgi e S.L. Glashow, “Attemps to Calculate Eletron Mass” Physical Review D, vol-
ume 7, numero 8

2 Howard Georgi e S.L. Glashow, “Unity of All Elementary-Particle Forces”, Physical Review
Letters Volume 32, numero 8
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Esses 15 estados de helicidade tem as seguintes propriedades:

1
(3,2, E)L (3.89)

Esse estado representa o quark up e down, left-handed. Pois eles se transformam

como um tripleto por SU(3), dubleto por SU(2) e tem hipercarga igual a 3.

2

(37175)3- (3.90)

Esse estado representa o quark up, right-handed. Pois ele se transforma como um

tripleto por SU(3), singleto por SU(2) e tem hipercarga igual a %.
(3,1, - )n. (3.91)

Esse estado representa o quark down, right-handed. Pois ele se transforma como um

1

tripleto por SU(3), singleto por SU(2) e tem hipercarga igual a -3

(1,2,—%)L. (3.92)

Esse estado representa o elétron e o neutrino do elétron, left-handed. Pois ele se
transformam como um singleto por SU(3), dubleto por SU(2) e tem hipercarga
igual a -3.

(1,1,—1)g. (3.93)

Esse estado representa o elétron e o neutrino do elétron, right-handed. Pois eles se
transformam como um singleto por SU(3), singleto por SU(2) e tem hipercarga igual
a-1.

Para trabalharmos apenas com campos left-handed, vamos aplicar a conjugacgao de

carga nos right-handed, assim obtemos:

(3,2, é)L. (3.94)
2
(#,1.-3)r (3.95)
31,5, (3.96)

3
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L- (3.97)

(1,1,1);. (3.98)

Notamos nas matrizes de Gell-Mann do SU(5) que o grupo de cor SU(3)c
pode ser representado pelas matrizes que tem as trés primeiras linhas e colunas com
entrada nao nula, isto é: Ele pode ser representado por A\; com ¢ = 1,2,...,8. Com

os geradores definidos por:
Aa

T, =22 .
5 (3.99)

Coma=1,2,..8.
E para o SU(2);, podemos usar as matrizes que s6 tem as duas tultimas linhas e
colunas ndo nulas, Ay, Aoz e (V10Aoy — v/6A15)/4 .

E os geradores ficam:

A
TE = % (3.100)
A
T = % (3.101)
VI0As — V6
TE = 0 < VG 15). (3.102)

E pegando emprestado do modelo padrao, vamos definir a hipercarga no SU(5)

COIMo.

Q=T +Y. (3.103)

E usando os valores de carga dos quarks e 1éptons temos que:

Q= —\/g/\m- (3.104)

T0Xgy + 200N
Y = (V10 248 AL (3.105)

E entao:

Com isso notamos que o grupo SU(3) ® SU(2) é um subgrupo de SU(5) e que

podemos tomar a representacao fundamental 5* como:

1 1
5 (3% 1.5) @ (1.2~

=t (3.106)
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Pois (3*,1,3%) é singleto de SU(2) ¢ (1,2, —3) ¢ singleto de SU(3) ou seja, as

oito primeiras matrizes de Gell-Mann que representam o SU(3) agem em (3*,1, )

mas ndo em (1,2, —1) e as Ay, Aoz e (VI0Aoy — V6A15)/4 agem em (1,2, —1) mas
nao agem em (3%, 1,1). Logo:

di
ds

5* a | (3.107)

(&

-V

Essa escolha também é compativel com a definicao de hipercarga Y. Nesse 5
conseguimos colocar 5 dos 15 estados de helicidade, agora precisamos encontrar uma
representacao que contenha os outros 10 estados.

Usando as regras de Young, sabemos que:

5®5 =155 ® 104. (3.108)
Por outro lado temos que:
1 1 1 1
2 1 1 » 2
5®5— (6,1, _5) @ (3,2, 6) @ (1,3,1) & (3,2, 6) @ (37,1, _§> @ (1,1,1). (3.110)

E como no SU(3) 3® 3 =65 @ 3% e no SU(2) 2 ®2 = 35 @ 14; temos que a parte

antissimétrica de 5 ® 5, 104 é:
1 . 2
10 — (3,2,6)69(3 ,1,—5)69(1,1,1). (3.111)

Que é exatamente as representagoes faltantes para completar o modelo padrao (os
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10 faltantes estados de helicidade). Assim 10 é dado por:

0 ug  —u§  up dy
—ug 0 uf  uy  dy
00=1 u§ —uf 0 uz ds

—u; —uy —ugz 0 €

—d1 —d2 —d3 —e¢ 0

(3.112)

E interessante notar que o modelo padrao nao da uma explicagao de o porque
a carga dos quarks deve ser fracionaria e isso emerge naturalmente no SU(5). Como
o gerador de carga tem traco nulo, a soma das cargas em qualquer representagao do

SU(5) deve ser nula, isso resulta em:

—3Qa + Qe = 0. (3.113)

Para ambas as representagoes!

Com essas representacoes ja é possivel escrever a lagrangiana e a a derivada
covariante para o SU(5).

Primeiramente vamos definir para o campo de Higgs para a quebra SU(5) —
SUB) @ SU2) @ U(1).
Como o SU(5) tem 24 geradores ele tera 24 bosons de gauge (12 a mais que o modelo
padrao). Esperamos que esses bdsons sejam massivos e deem interagdes de curto
alcance, caso contrario ja terfamos identificado essas forgas na natureza. Portanto
queremos 12 bésons de Goldstone (que serao discutidos no préximo capitulo) para
gerarem essas massas. A representacao minima do Higgs que consegue fazer isso é a

representacao adjunta de dimensao 24, definida por:

® = T, (3.114)

Onde a =1, ...24.

Esse campo se transforma como:

d — UDUT. (3.115)



37

Assim podemos definir a derivada covariante para o campo de Higgs da seguinte

maneira;:

D,® =9, — igA?[T*, ®]. (3.116)

E sua lagrangiana invariante por SU(5) fica:

22
A A
Liriggs = Tr(D,®)* + % Tr(®)* — ZlTTCI)A‘ — Z?(Tr(cb?))?. (3.117)

Para 5* = (¥,)1, temos que a derivada covariante fica:

Du(Wy)r = 0u(Tp)r — i96T5,(Ve) LA}, = 0u(Wp)1 — iga(A;)(Yq)L- (3.118)

Para 10 = 2% temos que a derivada covariante fica:

D2t = 0,25 + igGAZ[(Ta)prx;p + (T0) sy ] = Ou! +iga(A) pry 4 (Apgs) 2.
E como 27 é antissimétrico, obtemos:
Dot = 0,28 + 2iga(A)pral. (3.119)

E a lagrangiana invariante por SU(5) para férmions fica:

L permions = 1((Vp) )" (D*Wp) 1 +4(Z") 7" Dy (2 . (3.120)

Agora os bdsons que sao inseridos pela derivada covariante tem a seguinte
estrutura. Como j& haviamos estudado 5 — (3,1, —%) @ (1,2, %) e sabemos que pelos

diagramas de Young:

55" =1 24. (3.121)
Por outro lado:
. 1 1 L .1 1
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5 5
5@5 =(8,100®(1,1,0®(3,2,-5)® (3.2, ®(1,3,0)®(1,1,0). (3.123)

Logo:
5 wie oD
24 — O(8,1,0) ® S(1,1,0) & X (3,2, _6) @ X*(3%,2, 6) @ T(1,3,0). (3.124)
Que pode ser escrito como:

b= 0 X +(1—|—§)Z. (3.125)

X* T v
Assim notamos que temos os glions do modelo padrao (8,1, 0), temos os bdsons
da interagao fraca W, W=, Z% com (1,3,0) e o féton com (1,1,0) e os 12 novos
campos de gauge que fazem a interacao de léptons e quarks (setor lepto-quark)
representados por (3*,2,2) e (3,2, —2).
A forma explicita desses campos de gauge é dada por:

Gr—3,/:B GY GP X X7
Gy Gi—5\sB G 75 % 7%
Gy Gy Gy —34/2B 55X Xi
X HX AN weenfis g
B - N L LA VO

Com o setor eletrofraco dado por:
W = (V1043 — \/éAlf5)/4 Wi = (Ah, — iAby)/V2 .
WE = (A, +idl) Ve B = —(y[3Al +[348) /2
E o setor lepto-quark:
X{L = \%(Ag + Z'Alfo) : Xﬁt = \/Lg(Alfl + iATz) : X:ff = %(Allt?) + @'A‘1L4) :
Y= (Al +idly) - Y = (Al +iAly) - Y = G5 (AL +iAL) -

E os G sendo os mediadores da forca forte. E com isso concluimos a estrutura do

SU(5) antes da quebra de simetria.



Capitulo 4

Quebra espontanea de simetria

A quebra de simetria nasceu originalmente em matéria condensada ao se estudar
um ferromagneto. Tal sistema era invariante por rotagoes SO(3), pois os seus spins
eram todos desordenados. Ao se aplicar um campo magnético no sistema os spins
se alinhavam e se perdia a invariancia por SO(3), mantendo sé uma invariancia
por SO(2), porém tal quebra ndo é espontanea, pois hd a inser¢do de um campo
magnético. Apods Peter Higgs aplicar o mecanismo de quebra de espontanea de
simetria para gerar massa aos bosons intermedidrios a quebra de simetria se tornou

uma area da fisica com inimeras aplicacoes, entre tais aplicagoes estao:

e Gerar massa aos boson de gauge do modelo padrao e suas extensoes e ainda

sim ser uma teoria renormalizdvel.

e Quebrar grupos maiores que o modelo padrao, com possiveis novas particulas,

no grupo do modelo padrao.

e Melhor compreensao de fenomenos em matéria condensada como supercondu-

tividade e superfluides.
e Melhor compreensao de fenomenos que envolvem transicao de fase.

Dadas essas varias aplicagoes, um estudo detalhado sobre a mesma se torna
algo pertinente. Comecamos esse estudo enunciando o mais importante teorema de

quebra de simetria.

4.1 O teorema de Goldstone

Teorema de Goldstone: Se uma simetria continua é espontaneamente que-
brada, campos sem massa, conhecidos como bodsons de Nambu-Goldstone, apare-
cerao.

Prova: Suponha que o sistema tenha uma simetria continua, pelo teorema de

Noether existe uma carga Q associada a essa simetria.!® Essa carga Q obedece:

[H,Q] = 0. (4.1)

1B A.Zee “Quantum Field Theory in a Nutshell”, Second Edition, Part IV

39
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Sempre podemos escolher um vécuo (adicionando ao Hamiltoniano H uma constante

¢ H— H+c¢) tal que H |0) = 0.

Suponha que o vacuo desse sistema seja |0) entao, por Q ser conservado, temos:
e'@?10) = |0) o que significa que Q |0) = 0.
Agora suponha que essa simetria seja quebrada, logo @ |0) # 0.

A energia esse estado @ |0) seré:
HQ|0) = [H,Q][0) = 0. (42)

pois

QH [0) = 0. (4.3)

Sabemos que associada a carga @ temos uma corrente J° tal que:

Q:/ﬁ%ﬂ%ﬁﬂ (4.4)

Onde D ¢ a dimensao do espaco.

Agora considere o seguinte estado:
|s) = [ dPae FTJO(Z, ) |0) - (4.5)

Notamos que a medida que k — 0 |s) — @Q]0). O que significa que a medida
que o momento vai para zero, a energia também vai para zero, o que significa que

|s) descreve uma particula sem massa.

4.2 A quebra de simetria do campo escalar

Primeiramente vamos tratar de um exemplo muito simples que é o campo
escalar.'

1
QMMZEQQW¢—V@%. (4.6)

Notamos que essa lagrangiana ¢é invariante por transformacgao de paridade, isto é:

PO — & = —0. (4.7)

4 Roberto Casalbuoni “Advanced Quantum Field Theory”, capitulo 9
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Como vimos anteriormente P comuta com a Hamiltoniana, com isso, se o vacuo nao

for degenerado (mas notando que agora a simetria é discreta) temos:

P|0) = |0). (4.8)
Logo:
(0| @10) = (0| P~'P®P'P|0) = (0] PP |0) = — (0] @]0). (4.9)
Com isso:
(0| ®10) = 0. (4.10)

Agora, se V(0?) = L-02? + 20" e se p? < 0:

— = 12D + 2P = 0. (4.11)

o potencial tem dois minimos e um maximo:

(I)maxlocal = 0. (412)
S— (4.14)
2
Com v =4/ —&-.
Se definirmos os estados associados a & = +v como |R) e & = —v como |L)
iremos obter:
PIR) = |L) # |R) . (4.15)
Assim:
(R|®|R) = (R|P"'P®P'P|R) = (R| PP ' |R) = — (L| ®|L). (4.16)

O que ¢é nao é nulo necessariamente.

Isso significa que o valor esperado do vacuo é nao nulo. Entao dizemos que essa

troca no sinal da massa quebra a simetria de paridade. Mas é importante ressaltar
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que a quebra é devida ao sistema ter que escolher um dos estados, a lagrangiana e

as equacoes de movimento continuam preservando a simetria.

4.3 A quebra espontanea de simetria global do campo es-

calar complexo

Agora iremos estudar a quebra de simetria global de um campo escalar com-
plexo.

1516 Qya lagrangiana ¢ dada por:
ﬁscalar = 6M®T3M® - V((I)T@) (417)

Onde ®(z) pode ser escrito como ®(x) = p(x)e?@ com p(x) e O(z) reais.
Podemos transformar o campo da seguinte maneira deixando a lagrangiana invari-
ante.

D P =P (4.18)

Com um potencial da forma:

m2

232

V(TP) = —[@'d — 022 (4.19)

Figura 4.1: Potencial chapéu mexicano, tirado do Wikipedia Commons

Notamos que o minimo do potencial é V = 0 quando ® = ®ye'?, logo o vicuo
¢ degenerado com o formato de um circulo de raio ®.
Agora vamos escolher um desses vacuos, o vacuo na direcao de ® real, podemos

escolher esse vacuo fazendo uma transformacao de gauge e “*® tomando o = 6,

1. N. Cotingham and D.A.Greenwood: “An Introduction to the Standard Model of Particle
Physics”, Second Edition, capitulo 10 e 11

16 p W.Higgs, “Broken symmetries, massless particles and gauge fields” Physics Letters, volume
12, nimero 2
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com isso podemos expandir ¢ ao redor desse vacuo fazendo:

O =P+ %(X + ). (4.20)

E entao a lagrangiana vai ficar:

1 1 m2 2 g2
*Cscalar = _auXaMX + 50,}1’0“@ — ﬁ[\/i(box —+ X_ + _]2‘
0

4.21
2 2 2 ( )

Apoés algumas manipulagoes, podemos isolar a parte livre da lagrangiana, obtendo:

1 1
Liree = 5(’9,0(8“)( —m*’ + QGN\I@“\IJ. (4.22)

Onde notamos que existe um campo escalar massivo associado a uma particula
massiva de spin zero e um campo escalar sem massa associada a uma particula sem
massa de spin zero, chamada de bdson de Goldstone, como visto anteriormente.
Entao notasse que apods a quebra de simetria apareceram uma particula massiva sem

spin e sem carga e uma particula sem massa e sem spin (béson de Goldstone).

4.4 A quebra espontanea de simetria local do campo escalar

complexo

Agora estudaremos uma quebra local de simetria com a introducao de um

campo de gauge.

By @ = o—iaao), Ay (z) — A;L(x) = A, + 0,a(r). (4.23)

Onde ®(x) pode ser escrito como ®(x) = p(x)e? com p(x) e O(x) reais. Como
visto anteriormente essa lagrangiana escalar invariante por uma transformacao local

¢ dada por:
1
Locatar = (0, — iqA,(2)) DT (0" + igA* ()P — ZFWF‘“’ —V(o'0). (4.24)

Usaremos o mesmo potencial, da forma:

m2

V(0T) =
202

[T — 922 (4.25)

O minimo é obtido quando A, =0 e ® = Pye?®).
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Com isso novamente obtemos um véacuo degenerado no formato de um circulo com
raio Pg.
Se escolhermos uma transformagao de gauge local tal que ga(x) = 6(z) vamos obter
que ®(x) = p(x) onde p(x) é real, assim podemos expandir em torno desse vacuo e
obter:

O(x) = Py + i\/? (4.26)

Com isso vamos obter:

£ = (9, — igA,) (@ + "D)][(0" — iqA") (@ + D)) — LF,, P

: ) V2 (4.27)
— 3= [V28oh + $h)%.

Apoés algumas manipulagoes, podemos isolar a parte livre da lagrangiana como:
L = 18 ho*h 2p? 1F FH 4 P2 A, A* 4.2
free—iu —m _Z_l 2 +4q 04 : (8)

Onde notamos o surgimento de um campo escalar real de massa v2m e um
campo de gauge vetorial de massa v/2¢®, com trés componente de polarizacio (em
contraste com as duas componentes de polarizagdo no caso sem massa). Assim apds
a quebra de simetria temos uma particula neutra de massa v2m e um béson de
massa v/2¢®, e spin 1. Dizemos que esse novo grau de liberdade do campo de gauge
vetorial absorveu o béson de Goldstone. Esse mecanismo que introduz massa a uma
teoria é chamado de mecanismo de Higgs. Agora estamos prontos para estudar o

mecanismo que ¢é utilizado de fato no modelo padrao.

4.5 A quebra espontanea de simetria do modelo padrao

Agora estamos prontos para estudar a quebra de simetria do modelo padrao.
Usando a lagrangiana encontrada anteriormente, que é invariante por SU(2) ®

U(1):

1 1 1
Liggs = DMCDTD“(I) — V(o'P) - ZBWBW — ZW3VW3W — §W;VW+‘“’. (4.29)
E usando um potencial da forma:
m2
V(0TP) = —[@Td — dZ% (4.30)

252
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Vamos quebrar a simetria SU(2). Para isso novamente notamos que qualquer ele-

mento de SU(2) pode ser escrito como:
U=e @ (4.31)

Como ha trés parametros of(x) e ®(z) é um campo complexo de duas componente

(logo ha 4 componentes reais). Podemos escolher essa transformagao tal que:

a = a(sin(¢), cos(¢), 0). (4.32)

Pois queremos quebrar trés graus de liberdade do sistema, pois assim surgira trés
bésons de Goldstone e esses serao comidos pelos campos de gauge para gerar os
trés bdésons massivos mediadores da interacao eletrofraca e o fé6ton, assim como um
escalar residual que serd identificado como o Higgs e gerara as massas.
Expandindo em série e identificando os termos teremos:

cos() e sin(a)

U= . (4.33)

—e ®sin(a)  cos(a)
Se colocarmos o campos complexo ® na forma:

) ae'd
o = = ‘ . (4.34)
by be™

e se aplicarmos essa transformacao, vamos obter:

, ) 0
o= |=| . (4.35)
o, e\ a? + b2

E aplicando uma outra transformagao com a = (0,0, 1), podemos colocar ® na

forma:
0
o= o) (4.36)
Pot+ 7
Com h(x) real e um vécuo:
0
Dround = . (4.37)



46

E notamos que ainda hd uma simetria residual (a simetria U(1) local) nesse estado,

mesmo tendo perdido a simetria SU(2) ele ainda é invariante por:
e "2 = : (4.38)

Essa simetria residual serd identificada como a simetria U(1) do electromag-
netismo.

Reescrevendo o potencial V (®T®) com o estado escolhido, temos:

m2h®  m2h*

V(®TP) = m2h? + + =V(h). 4.39
(') e gy = V) (4.39)
. E a derivada covariante fica:
0 ; 0 ; W by +
pro=| |+ % o+ % vz ' (%0+ 75)) (4.40)
W BM((p() + 75) _WH((pO + 75)

Agora substituindo a derivada parcial pela covariante na lagrangiana e apos algumas
manipulagoes, encontramos:
2
Litiggs = 20,h0"h + LW WHH(Dg + Lo)?

v . (4.41)

HEWIWH — 22w 1 LBHB,| (@) + )2 — V(h)

Para podermos ter uma lagrangiana que sera facil identificar os campos iremos

introduzir os seguintes elementos:
Z, = chos(&w) + B, sin(6,,). (4.42)

Onde:

cos(0y) = R sin(6,) = TN (4.43)

; )
Vot + 93 9i + 93

O angulo 6,, é chamado de angulo de Weinberg.

Também definiremos uma combinacao ortogonal a Z,;:

A, = Wisin(0,) + Bucos(0.). (4.44)
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= 3 .
Esses campos correspondem a rotagoes no espaco (B, WM). Assim:

B, = A,cos(0,,) — Z,stn(0.,)

. (4.45)
W3 = Ausin(by) + Z,co5(0,)

Usando isso na lagrangiana de Higgs encontramos:

2
Liriggs = 50,h0"h + W WH(Pg + J5)° (4.46)
+3(91 + 93) 2, 24(®o + J5)° = V(h)

Também precisamos ver como fica a parte dinamica dos campos B, e WE Para

isso notamos que:

By, = Ayco8(0y) — Z,,,5in(0,,)

. (4.47)
W3, = Ausin(0y) + Zucos(0w) — igo(W; W =W, W)
E apds algumas manipulagoes podemos isolar a parte livre, que seré:
Liree = L1+ Lo+ L3+ Ly. (4.48)
1 272
1 nv 1 20 2 2 o
Lo = _ZZ“”Z + Z<I>0(gl +93)2,2". (4.50)
1 L
;Cg = —ZAMVA . (451)

1 * * 1 —
Ly = —5[(DWS) = (DW)IDW) = DWD] + S @gW, W (4.52)

Onde temos que:
DFW.F = (8, + igasin(0y) A )W, (4.53)

Aqui identificamos £; como um campo escalar massivo de massa v2m. L,

0/ gf-l—gg

: )
como um campo de gauge vetorial de massa — L3 como um campo de gauge
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. . o
vetorial sem massa. £4 como um campo de gauge vetorial carregado de massa 9270.

Associado a £, temos o béson de Higgs com massa v/2m.

Do/ 9% +g2
V2

de Z° que é uma das mediadoras da forca fraca.

Associado a L, temos a particula com massa de spin 1 neutra, chamada

Associado a L3 temos uma particula sem massa de spin 1 neutra, que é o féton.

. , _ P, , .
Associado a £, temos uma particula, chamada de W~, com massa gf/; , carga elétrica

-e e spin 1 e sua antiparticula W7, que também siao mediadores da forca fraca.

Notamos que antes da quebra tinhamos quatro graus de liberdade (dois campos
complexos) e apds a quebra trés desses graus de liberdade foram absorvidos pelos
campos de gauge e geraram massa a eles e o grau de liberdade residual deu origem
ao bdson de higgs. Também notamos que o fato delas serem massivas faz com que a
forga fraca tenha curto alcance (principio da incerteza).

A parte de interagao fica:

1 1 1
'Cinteracdo = (ZhQ + _2h(1)0)(g§Wu_W+u + _(g% + QS)ZMZM)

2 2
m2h3 m2h4 gg
Z(W, W, =W, WHW W — WY,
8@3 + 4( I v v I )( )

el

0
192

M

(A, sin(0y) + Z,,c08(0,)) (W HFW T — W VI TH),

—g5c08*(0,)(Z, Z'"W,; Wt — Z,Z"W, WTH).

Zg _ — v v
—1—72008(91,])[(2#1/[/,/ — Z,W;)(D'W* — DY),

—(Z W} — Z,WH)(DW ) — (D" W), (4.54)

Um dos canais de decaimento do Higgs aparece nessa lagrangiana de interagao
que é o decaimento do Higgs no W+ e W~ em segunda ordem e em terceira ordem
o decaimento do Higgs para dois fotons.

Experimentalmente foi verificado que as massas dessas particulas mediadoras
sao:

My, = 80.425 £+ 0.038GeV. (4.55)

My =91.1876 = 0.0021GeV. (4.56)
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Com isso podemos calcular:

= My (4.57)

5 = M. (4.58)
E assim obtemos:
M
cos(,) = —~ = 0.8810 = 0.0016. (4.59)
My
s5in?(6,) = 0.2315 % 0.0004. (4.60)

Foi descoberto experimentalmente que o W+ e W~ tem carga £e. Pela derivada

covariante nds vemos que:
e = gasin(6,) = g1cos(0,,). (4.61)

e o valor esperado do vacuo do Higgs é:

V2

i = 180GeV. (4.62)
92
E sua massa (até o momento) é:
m = 125.3 £ 0.6GeV. (4.63)

4.6 O setor de Yukawa

A lagrangiana usual de Dirac para os férmions dada por:
L Dirae = \Il(m#a# —m)W. (4.64)

Como hé uma mistura de left com right no termo de massa e como ambos se trans-
formam de maneira diferente por SU(2), ®U(1)y esse termo nao ¢ invariante! Entao

precisamos de um novo termo de massa, que sera dado por:

L= —c|(LI®)eg + e} (TL)] (4.65)

Onde aqui esse termo da massa para o elétron, mas pode ser generalizado para

todos os outros férmions. Notamos que tal termo, apds a quebra de simetria, da
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massa aos férmions. Pois:

L= —ce[(LT(% + ®g))er + e;(% + )T L)](4.66)

E dessa expressao podemos tirar termos do tipo:

Loass = _Ce(DO(eTLeR + eJ;%eL) (467)

Que é andlogo ao termo de massa anterior com ¢, ®y = m! Notemos agora que

esse termo nao precisa ser invariante pois a simetria ja foi quebrada!

4.7 A quebra espontianea de simetria do modelo SU(5)

Com a lagrangiana e as derivadas covariantes ja obtidas para o SU(5) no
capitulo anterior podemos aplicar o mecanismo de quebra espontanea de simetria do

SU(5) — SU(3) ® SU(2) @ U(1) e depois SU(3) ® SU(2) @ U(1) — SU(3) @ U(1)'7

18

4.7.1 A quebra SU(5) — SU(3)®@ SU(2) @ U(1)
Antes de realizar a quebra espontanea de simetria de maneira quantitativa,

podemos enxergar o resultado dela da seguinte maneira.

e Pela transformacao de gauge podemos escolher uma forma especifica para o
campo ¢ tal que ¥ (o VEV) seja bloco diagonal, ¥ é Hermitiana 5x5 e sem

traco.

e Como UXU' = ¥ +i0°[T¢, Y] + ... geradores quebrados nio comutam com o

VEV, mas os nao quebrados comutam.

e Suponha que essas diagonais sejam da forma ¥ N;v; = 0 (pois o VEV tem trago
nulo) entao todos os geradores com entradas nao nulas que morem num dos
blocos de ¥. comutam com 3 e portanto formam um subgrupo nao quebrado

e A combinagao linear de geradores diagonais é proporcional ao VEV, logo co-

muta com ele e formam um subgrupo U(1).

17 Admir Greljo, “Towards unification: SU(5) and SO(10)”, www-f1.ijs.si/ ziherl/Greljol2.pdf
18 Safinaz Ramandan, “SU(5) Grand Unified Theory”
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e Portanto O grupo nao quebrado pode ser escrito como SU(N;) ® SU(Ny) ®
L@ U(1).
e Mostrasse que essa quebra resulta em SU(3) ® SU(2) @ U(1).

Agora basta ver como de fato essa quebra acontece de uma maneira quantita-
tiva.

Reescrevendo o Higgs adjunto, temos:
O = o7 (4.68)
O potencial entao assume a forma:
Vs = miTr(®?) + A\ (Tr(9%))? + X\ Tr(d%). (4.69)

Agora podemos escolher um estado para esse Higgs tal que ele quebrara a

simetria SU(5), esse estado seré:

_ 9+ dc
V15

Onde ¢ é um campo real. Esse estado tem como VEV o seguinte valor:

> diag(1,1,1,-3/2,—3/2). (4.70)

dc .
\/ﬁd@ag(l, 1,1,-3/2,—-3/2). (4.71)

Substituindo esse estado no potencial obtemos:

Y=

m? + 2 7
Vo= "ot acr + m(0L e Taesse.  @n)
2 2 120
E calculando o seu minimo obtemos, notando que ¢ = 0 no minimo (por
construgao):
av, 7
ﬁ = midc + Mg + %Aﬂ?&- (4.73)
2
my
= 4.74
S Y I (4.74)

E isso é minimo quando escolhemos Ay > 0 e Ay > —7/30.
Agora notamos que esse VEV e o estado ® comutam com todos os geradores do

SU(3) e do SU(2) e o VEV é proporcional a hipercarga (simetria U(1)) e ndo comuta
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com nenhum gerador do setor lepto-quark, logo esses bésons do setor lepto-quark irao
adquirir massa.
Esse termo de massa que aparecera no setor lepto-quark é dado pela derivada

covariante no Higgs. Que assumira a forma ja demonstrada:
D,® = 0, —igA}[T*", ®]. (4.75)
Essa massa vai vir do seguinte termo: (que é uma generalizacao do que j& vimos
pros casos mais simples, como o campo escalar complexo):
—9&Tr([Ay, @) (4.76)

Apds algumas manipulacoes podemos encontrar que

5 SH N Ry
T (A OF) = S gBGRSL (XX + VY. (@.17
E o termo de massa mx e my é dada por:

5
my =my = 5960¢ (4.78)

Logo mx é da ordem da escala de grande unificagao (10'°GeV) e entao temos

que o VEV é da ordem de 1.5 x 10'° GeV.

4.7.2 A quebra SU3)®@SU(2)®@U(1) = SU3)® U(1)
Para recuperarmos a massa do W+ W~ e Z° vamos usar um higgs 5 H com o

seguinte potencial:

2
Vi = "2t 4 3 g, 4.79
2 4
hy
o
gd=1| n |. (4.80)
¢+
¢0

Agora escolhendo um VEV na dire¢ao neutra do SU(2);, (quinta componente



93

de H):
0
0
H = 0 (4.81)
0
b0 + h(:l:)
E notando que o minimo do potencial resulta em:
2
do = ——2 (4.82)
Az

Podemos dar massa para W, W~ e Z° assim como foi feito no modelo padrao.

Pois essa representagao do Higgs s6 vai agir no setor SU(2).1

4.8 “Doublet-Triplet” splitting problem

O acoplamento do Higgs com os férmions no setor de Yukawa no SU(5) leva a
um violento processo de violagao do ntimero de barions. Tal processo é causado pelo
fato da componente neutra do tripleto de cor de H mediar o decaimento do préton
e ter uma meia vida muito menor que o decaimento do préton mediado pelo setor
lepto-quark.

Dado o setor de Yukawa para esse tripleto de cor de Higgs:

1
Liip = T (LY5Q — d°Ysu®) — (§QY10Q + uYie) T (4.83)

Onde T é o tripleto de cor, Y5 e Yy sao matrizes, L sao 1éptons e () sao quarks.

Podemos obter diagramas do tipo:

Podemos aproximar tais diagramas por uma interacao de quatro férmions e tal
diagrama vai ter uma meia vida proporcional a massa dessa componente elevado a
quatro. Isso significa que se dermos bastante massa a essa componente podemos
fazer com que esse decaimento seja irrelevante em comparacgao ao mediado pelo setor

lepto-quark. Para dar massa a essa componente vamos definir o termo de interacao

197 N.Sherry, “Higgs potential in the SU(5) model”, Jornal Physics A, volume 13, pdginas 2205-
2018
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L]
L]

X

ut u

Figura 4.2: Decaimento do préton via Higgs, tirado de Wikipedia Commons

entre o Higgs adjunto & e o H como:

Log = —NsH HT7r(®?) — \g HI®?H. (4.84)

Porém além de darmos massa a essa componente neutra do tripleto de cor nés
também damos massa da ordem da escala de grande unificacao ao Higgs padrao!
Precisamos escolher as constantes A5 e Ag para que esse Higgs tenha a massa da
ordem do modelo padrao!. Esse problema é chamado de ”doublet-triplet splitting
problem”.

Notamos também que ha duas escalas de energia, um VEV da ordem da escala de
grande unificacao e outro VEV da ordem do modelo padrao.

Com isso completamos a quebra do SU(5).

4.9 O decaimento do préton via setor lepto-quark

Reescrevendo a lagrangiana para os férmions:

L ermions = 1((Vp) )y (D*Wyp) 1 +4(Z") Ly Dy (2 . (4.85)

Usando a derivada covariante, obtemos:
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L termions = i((\pp)L)Vu(aqup)L‘FgG(\ij)'VM (Au)pqq)q"'i (qu)L'yuau (2P) L —2ga(7") (Au)prxrtr

Onde temos os termos de interacgao:

Ling = gG(\I’p)'VM(AM)pqq)q - QQG(qu)(Au)pTxm' (4.86)

Dessa interagao podemos pegar termos do tipo:

9G /- a jc
Liec = ﬁ((e X dg, + he). (4.87)
‘Cdec = g_G(Ea,B/\ (fLi)VuXSuca + hC) (488)

V2

Tais termos levam a diagramas do tipo:

ay

Figura 4.3: Decaimento do préton, tirado da referéncia [22]

E tem uma meia vida de aproximadamente: 2°
T = agmyxm,” ~ 3 x 107y (4.89)
Porém dados experimentais excluem o decaimento do préton em 6 x 103%y.

Logo o modelo SU(5) minimo precisa ser ajustado ou precisa ser estendido para um

grupo maior, ou incorporando supersimetria, que resolve esses problemas.

20 paul Langacker, “Grand unified theories and proton decay”
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4.10 Potencial efetivo

Esse estudo de quebra de espontanea de simetria foi baseada na minimizagao
de um potencial classico, porém tal sistema na verdade é quantico! Essas lagrangiana
sao quantizadas via integrais de caminho em teoria quantica de campos! Ha algum
efeito que surge que modificaria o que fora encontrado até agora para o caso cléssico?
A transicao vacuo para vacuo em teoria quantica de campos, também chamada de

funcao de particao, pode ser definida para o caso de um campo escalar como:

Z =Vl = / DpeS@+7e (4.90)

Onde W ¢é o gerador de diagramas conectados, S é a acao e J é uma fonte
externa. Uma discussao mais detalhada sobre essa secao e sobre esses elementos
fundamentais em teoria quantica de campos pode ser encontrada em [13].

Definimos o valor esperado de ¢ no vacuo como:

Queremos encontrar um gerador funcional que ao invés de ser fungao de J como é

WJ], seja fungao de ¢¢. Para isso faremos uma transformacao de Legendre:
M) = W) - [ dei@e (4.92)
Vamos expandir esse gerador funcional da seguinte forma:

FWJ:/Q%FWHWJ+ZwJ@@%HJ (4.93)

Pois notamos que ha um termo cinético e um potencial para esse gerador funcional,

igual hé para o caso de W[J] que é escrito em termos da agao. Com isso obtemos

que:
ol¢c
=—J(y 4.94
0¢e(y) 0 N
E portanto temos que:

O que significa que sem fonte externa temos o caso cldssico!
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4.10.1 Correcoes de primeira ordem

Apés reescrevermos a fun¢ao W[.J] em torno de seu minimo e aplicar a trans-

formagao de Legendre, podemos obter, em primeira ordem, a seguinte expressao:

D60 = S(00) + ghtrloglo? + V" (6.) (4.96)

Podemos ir para o espaco dos momentos e entao, comparando com a equagao

3.98, podemos isolar o potencial efetivo, que tera a seguinte forma:

Virs(o = V(o) = 5 (| s togt 1) (4.97)

Conhecido como potencial efetivo de Coleman-Weinberg. Podemos calcular ele

para o caso de uma lagrangiana de Dirac interagindo com um campo escalar:
7 = /D¢D\1/D\peif(é(8)2—V(¢)+‘l'(iw"3u—m—f¢)\l') (4.98)

Apoés integramos nos campos e irmos para o espaco dos momentos podemos

encontrar:

4

Vigs() = [ g bstron(E= I —ai [ op ) o)

Portanto notamos que o potencial efetivo apenas adicionou uma densidade de
energia ao potencial original, que é andloga a uma energia de ponto zero e essa pode
ser desprezada! E isso é valido para o campo escalar, o modelo padrao e para o

SU(5). Logo nossa abordagem classica é validal
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Conclusao

Com isso concluimos o estudo de quebra espontanea de simetria. Vimos como
a mesma consegue gerar massa para as particulas mediadoras da forga fraca e como
¢é possivel estender o grupo de simetria do modelo padrao para um grupo de simetria
maior e depois quebrar esse grupo no grupo do modelo padrao. Ou seja, vimos
que é possivel ter duas quebras de simetria de diferentes escalas, na mesma teoria.
Também vimos que o modelo SU(5) é um modelo bem econémico, pois contém
os mesmos férmions que o modelo padrao e explica coisas como a quantizacao da
carga, coisa que nao € explicada pelo modelo padrao. Infelizmente, ha uma evidéncia
desfavoravel ao modelo SU(5) minimo, que sdo medidas de decaimento do préton.
Nessas medidas a meia vida do proton é muito maior que o valor previsto pela teoria.
Tal problema pode ser solucionado estendendo o modelo SU(5) para um grupo maior
ou incorporando supersimetria. Por fim vimos que a abordagem de minimizar um
potencial classico é valida, pois contribui¢oes quanticas ao potencial sao andlogas a

uma energia de ponto zero.
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