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(Johann Sebastian Bach, BWV565)

Procurad también que, leyendo vuestra historia, el melancélico se mueva a risa, el
risueno la acreciente, el simple no se enfade, el discreto se admire de la invencion,
el grave no la desprecie, ni el prudente deje de albarla.

(Miguel de Cervantes Saavedra, no prologo de El Ingenioso Hidalgo Don Quijote de la
Mancha')

Suponhamos uns homens numa habitacao subterrinea em forma de caverna, com
uma entrada aberta para a luz, que se estende a todo o comprimento dessa gruta.
Estao la dentro desde a infancia, algemados de pernas e pescogos, de tal maneira
que s0 lhes € dado permanecer no mesmo lugar e olhar em frente; sao incapazes de
voltar a cabega, por causa dos grilhoes; serve-lhes de iluminagcao um fogo que se
queima ao longe, numa elevagao, por detrds deles(...). Certamente, pessoas nessas
condigcoes nao pensavam que a realidade fosse senao a sombra dos objetos.

(Platao, A Repiiblica®, Livro VII)

O mistério das alturas

Desfaz-se em ritmos sem forma

Nas desregradas negruras

Com que o ar se treva torna.

(Fernando Pessoa, Bdiam farrapos de sombra)

Lin: M. de Cervantes, Don Quijote de la Mancha (Madrid: Real Academia Espafiola, 2004)
2Trad.: P. Nassetti (Sdo Paulo: Martin Claret, 2003).
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Resumo

Neste trabalho é apresentada uma nova abordagem teodrica e semifenomenolo-
gica acerca do que dimensoes extras poderiam representar na explicagao do que é a
matéria escura. Aqui mostra-se que a gravitagao baseada numa acao de Einstein-
Hilbert para espacgos-tempo com dimensao acima de quatro, produz um termo de
forga extra nas equacoes de movimento de um sistema de particulas teste, o que pode
ser aplicado ao problema do campo gerado por alguma estrutura autogravitante,
como clusters estéricos ou discos, por exemplo.

Tal resultado é explorado no calculo de configuragoes que possam mimetizar uma
galaxia real. As configuragoes calculadas sao o disco fino — a partir do método de
imagens — e também a distribuigao isotropica de Miyamoto-Nagai — que reproduz o
comportamento idealizado de uma galaxia espiral gracas a estratificacao de matéria
num bojo central mais um disco galatico. Para tais configuragoes sao calculadas
as curvas de rotacao bem como a sua estabilidade, perfis de densidade e pressao,
e mostra-se que no dominio onde as curvas sao estaveis ha a possibilidade de se
reproduzir os resultados observacionais usualmente relacionados a incidéncia de um
halo escuro. Nos modelos apresentados, no entanto, nao ha inclusao de matéria
escura.

O célculo de lentes gravitacionais para clusters estéricos também é desenvolvido,
indicando que as dimensoes extras promovem desvios capazes de explicar as anoma-
lias nas observagoes astronomicas de aglomerados de galéxias.

Os resultados sao amplamente discutidos e algumas comparagoes fenomenolo-
gicas sao feitas. Dos resultados em estruturas autogravitantes, conclui-se que a
presenca de dimensoes extras (sem matéria escura) é equivalente ao procedimento
usual de se adicionar matéria escura as configuracoes calculadas, o que poderia levar
a interpretacao de que a matéria escura ¢ apenas o produto de um desconhecimento
acerca da natureza do espaco-tempo.



Abstract

In the present work it is showed a new theoretical and semiphenomenological
approach concerning what extra dimensions could represent to explain the nature
of dark matter. Here the gravitation based on an multidimensional Einstein-Hilbert
action reveals that an extra force term appears in the equations of motion for a
system of test particles, that can be applied for the problem of the field produced
by a self gravitating structure, as for instance spherical clusters or disks.

Such results are explored in the calculation of configurations that mimic real
galaxies. The computed configurations are the thin disk — from the inverse method —
and also the isotropic distribution of Miyamoto-Nagai — that reproduces the idealized
behavior of a disk galaxy thanks to the stratification of matter in a central bulge
plus a disk. The rotation curves, the stability, density and pressure profiles are
calculated. In the domain where the curves are stable it is possible to reproduce
observational results usually related to a dark halo. In present models, however,
there is no inclusion of dark matter.

It is also presented the calculation for gravitational lensing of spherical clusters,
indicating that extra dimensions promote deviations capable to explain anomalies
in the astronomical observation of many galaxy clusters.

The results are widely discussed and some phenomenological comparisons are
made. From results for self gravitating objects, one concludes that the presence of
extra dimensions (without dark matter) is equivalent to the effect due to addition of
dark matter in the calculated configurations. This could lead to the interpretation
where dark matter concerns to an unfamiliarity related to the real structure of
spacetime.
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Introducao

Um dos maiores desafios interdisciplinares que o século 20 nao viu respondido foi
a pergunta ao sério problema: o que é a “matéria escura”’ Interdisciplinar, porque
envolve astronomia, fisica e subareas como cosmologia, astrofisica extragalatica,
fisica de particulas, teoria quantica de campos, gravitacao e toda uma série de
colaboragoes entre estas areas. E com o fim da primeira década do século 21, sem
davida, ao menos até o momento em que esta tese foi defendida, a resposta para a
pergunta acima continua um mistério.

A missao do presente trabalho esta longe de responder a um questionamento
tao complexo. No entanto, o enfoque sobre alguns pontos, a partir dos resultados
obtidos, podem sugerir algumas contraperguntas:

1. Sera que a matéria escura de fato existe?

2. O que é chamado de matéria escura nao seria algum tipo de ignorancia acerca
da natureza do espaco-tempo?

3. Seria esta ignorancia relacionada ao nosso desconhecimento da possivel exis-
téncia de dimensoes extras?

Mas o que é a matéria escura, no sentido em que é atualmente divulgada? Quais
as evidéncias observacionais e porque nao foi diretamente detectada?

Em relagao a questao observacional, existe uma forte evidéncia para um feno-
meno de massa faltante em escalas astronomicas, cujo apelido comum, segundo
consta criado por Fritz Zwicky em 1937 [Zwi37|, é “matéria escura” . Em poucas
linhas, primeiramente, tém-se os efeitos dinamicos e de lentes gravitacionais que
apontam para a presenca de matéria escura em galaxias e aglomerados (clusters) de
galaxias. Também ha a forte evidéncia na observacao da radiacao cosmoldgica de
fundo, indicando que em grande escala o universo tem um componente considerédvel
de matéria escura.

No caso dos discos galaticos em especial, onde se esperava que a gravitacao
newtoniana poderia ser uma excelente teoria, a aceleracao das estrelas e do gés,
conforme estimativa a partir de suas velocidades Doppler, é muito maior que aquela
devido ao campo newtoniano gerado pela matéria visivel. Esse é um efeito extrema-
mente inusitado, que gera estranhas anomalias do tipo plato, ou mesmo enormes
discrepancias ascendentes, nas curvas de rotacao de galaxias (veja a Fig. 1.1 para



1. Introducao 2

L LB L R L R R R R
Ouservads

Avrlidace o S i cerca de
220 quiientirad par seguads Adifereogad devidod
£ contnbuigho 22 matdng vecua

Avrigesdade du ol devenia ser
apens 1h0 quidmetrs per e

aallioiosnnanlapseninnlagianseidd

Apariars mabieia vished

MELBEOUNE BF ROTACAD
| eikémenre por segunda]

=] 15 n
DESTANCIA RADIM |ptsparsec]

Figura 1.1: Figura ilustrativa para uma galaxia espiral (em forma de disco), digamos
a propria Via Lactea, o que é esperado teoricamente pela gravitagao newtoniana
(curva em queda) e o que é observado realmente (a curva em forma de plato).
Patrizia Caraveo e Marco Roncadelli in Scientific American Brasil, edi¢ao 3, agosto
de 2002.

uma ilustracao do que isto significa). As curvas de rotagao sao a maior ferramenta
para se determinar a distribuicao de massa em galaxias espirais e também sao im-
portantes no estudo dinamico e na inferéncia da presenca de “matéria faltante”, i.e.,
matéria escura nas galdxias. Para uma revisao completa sobre curvas de rotagao,
veja por exemplo [Sof01].

Acerca dos aglomerados de galaxias, é verificado por medidas observacionais que
eles sao compostos por trés ingredientes principais: ~ 5% em massa representa
matéria barionica luminosa; ~ 15% esta na forma de gés interaglomerado que emite
fortemente em raios-X; e os ~ 80% restantes estdo em alguma forma de “matéria
faltante” nao-barionica. Historicamente, a primeira evidéncia de tal “matéria escura”
em aglomerados remonta a época de Oort e Zwicky, quando na década de 1930
[Oor32, Zwi33, Smi36, Zwi37| verificaram, aplicando o teorema do virial ao aglome-
rado de Coma (e outros), que a maioria da matéria do aglomerado era escura.
Uma outra maneira de estimar as massas envolvidas em aglomerados de galaxias é
usando-se técnicas de lentes gravitacionais, tanto no regime forte quanto no fraco
[For94, Mel99|. Quando interpretada a luz da relatividade geral, o desvio produzido
devido a lente de diversos aglomerados é anomalamente grande a nao ser que seja
assumida a presenca de matéria escura em quantidades e com distribuicao similar
aquelas requeridas para explicar a aceleracao de estrelas e gas em galaxias.

Calculos de nucleossintese em cosmologia [Ste94] e a observagao das flutuagoes
de temperatura na radiagao cosmica de fundo [Spe03, Spe07|, aliados as observagoes
acima expostas, tém sido as principais bandeiras para confirmar a existéncia real
da matéria escura. Em especial, os picos actusticos da radiacao cosmica de fundo
e calculos da nucleossintese sao as principais ferramentas para estabelecer que a
matéria escura, ou boa parte dela, deve ser nao-barionica.

Uma outra frente que fortalece o que foi dito acima é a de simulagoes cosmologicas
para a evolugao de clusters de galaxias a partir da teorizagao de matéria escura fria
(ou cold dark matter, CDM) [Nav96, Spr05] . Tais simulagoes utilizam o paradigma
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CDM aliado ao cenario de um universo que se expande aceleradamente (o que inclui
portanto a presenca de constante cosmologica, e por isso é denominado de cenario
ACDM). Neste caso, inicialmente a matéria escura é vista como uma substancia que
interage pouco com a matéria convencional, formando halos escuros que envolvem
galaxias e aglomerados formados gravitacionalmente pela queda do gas no centro
dos halos. Diz-se nos modelos CDM que a matéria escura deve ser fria, i.e. nao-
relativistica, para que as estruturas tenham o tempo suficiente para se formar nao
sofrendo qualquer impacto destrutivo.

As particulas que comporiam o halo escuro seriam essencialmente exodticas, teo-
rizadas para que tenham baixa interacao com a matéria barionica e reproduzam a
densidade Qpyh? ~ 0,1 observada cosmologicamente [Spe07] (o que fornece uma
série de caracteristicas como provaveis secoes de choque — derivadas da equagao de
Ricatti —, ou branching ratios — a partir do mecanismo de Higgs). Os candidatos
nao-barionicos para particulas CDM variam desde miniburacos negros [Blu84, Cri06]
até particulas elementares reliquias do universo primordial (muitas delas mais co-
nhecidas como WIMPs [Ber00]). Existe uma série de dificuldades para se detectar
todos estes candidatos, e uma infinidade de experimentos estao sendo feitos, sem
muito sucesso (detec¢ao direta, indireta, experimentos em aceleradores, com raios
cosmicos, etc).  Para um sumério atualizado sobre os experimentos veja p. ex.
|Cir08|. Nesta referéncia destaca-se a detec¢ao do excesso de positrons na Galaxia
pela missao PAMELA. Este talvez seja o experimento que de alguma forma consegue
divisar um pouco mais concretamente a possibilidade de alguma particula candidata
para a matéria escura, porém sem conclusoes definitivas.

Apos tantos experimentos, pode-se entao perguntar por que a matéria escura
ainda nao foi detectada. Seria devido ao fato de ter tao baixa interagao com a
matéria barionica? E os decaimentos previstos para particulas do modelo padrao,
por que nao sao identificados?  Ou serd que a matéria escura simplesmente nao
existe? Até o momento, a melhor evidéncia, nao vem da fisica experimental, e
sim da astrofisica observacional, sem uma definicao clara porém de qual tipo de
particula se trataria. Um exemplo famoso de uma observacao astronomica é o da
colisao de aglomerados de galaxias (como o Bullet Cluster [Clo04]). Nao obstante, o
baixo ntimero de colisoes observadas que fornecam evidéncias sobre a matéria escura
comprometem conclusoes definitivas sobre o assunto.

Complementando tudo isso, o sucesso das simulacbes do ACDM é inequivoco
para a grande escala do universo e com ele se obtém excelentes resultados para o
processo de formacao e evolucao das estruturas. No entanto, apresenta diversos
problemas para a escala de tamanho de galdxias. Um dos potenciais problemas, nao
s6 no ACDM mas como em outras versoes de modelos CDM, é que eles predizem
halos de galédxia com perfil de densidade com uma ctspide na parte central e centenas
ou milhares de pequenas galaxias satélites, em contraposi¢ao com o que ¢ observado
no mundo real [Moo94].

O proprio apelo que envolve o tema matéria escura e mais os problemas presentes
nos modelos CDM, levaram alguns pesquisadores a se perguntarem se a matéria es-
cura existiria realmente e a proporem a ideia de que o fenémeno de massa faltante
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poderia ser traduzido como um efeito devido a modificacoes teéricas da gravidade
newtoniana ou da relatividade geral para escalas de tamanho da ordem de galaxias
e aglomerados. Alguns exemplos desse esforco sao a modificacao newtoniana de Mil-
grom [Mil83] e as modifica¢oes relativisticas de Moffat [Mof05] e Bekenstein [Bek04].
Estes modelos sao muito bem sucedidos na maior parte dos aspectos relacionados
as observacoes, tendo apenas alguma dificuldade em explicar fenomenos dinamicos
de colisao de clusters, como o ja referido Bullet Cluster.

Dados os principais paradigmas acima, que envolvem a explicacao do que seria
a massa faltante em astronomia (e sua interpretagdo como matéria escura ou nao),
pode-se explanar em algumas linhas os principais aspectos do presente trabalho.
Inicialmente, serd tomado um caminho bastante conservador no sentido em que a
relatividade geral nao serd modificada. No entanto, toma-se a priori que nada im-
pede que o espaco-tempo seja descrito como multidimensional. Também, nenhuma
matéria extra é evocada ou adicionada no calculo de objetos autogravitantes. Uma
modificacao efetiva é encontrada no espaco-tempo 4D, traduzida essencialmente a
partir do que se encontra nas equacoes de movimento para o sistema, dada uma
certa métrica em d-dimensoes: um termo de forca externa aparece e o potencial
gravitacional efetivo tem um componente de correcao. Serd apresentada uma nova
abordagem teodrica e semifenomenolégica acerca do que dimensoes extras poderiam
representar na explicacao do que é a matéria escura. Aqui mostra-se que a gra-
vitagao baseada numa acao de Einstein-Hilbert para espacos-tempo com dimensao
acima de quatro, produz um termo de forca extra nas equacoes de movimento de
um sistema de particulas teste, o que pode ser aplicado para o problema do campo
gerado por alguma estrutura autogravitante, como clusters esféricos ou discos, por
exemplo.

Nao é novidade alguma introduzir-se dimensoes extras para explicar a matéria es-
cura. No entanto, em geral, as dimensoes extras sao evocadas para gerar as chamadas
“particulas de Kaluza-Klein”, induzidas por modos extradimensionais. Assim, estas
particulas seriam uma espécie de WIMP. Por exemplo, na teoria de dimensoes extras
universais [App01]| obtém-se uma particula estavel leve que apresentaria as carac-
teristicas necessarias para representar matéria escura |[Hoo07].

Ja aqui, nao serd apresentada nenhuma teoria fundamental e nem se evocara a
inducao de particulas de Kaluza-Klein. As correcoes nas equacoes de movimento e
no potencial obtidos a partir da introducao de dimensoes extras numa teoria eins-
teiniana objetiva, ja possibilitam uma interpretacao de massa faltante como um
fenomeno associado a teoria de gravitacao com dimensoes extras. Tal enfoque seré
essencialmente debatido no Capitulo 3, que possui resultados totalmente originais.
Na verdade, a discussao produzida naquele capitulo leva a uma série de construcoes
fenomenologicas também completamente originais que serao apresentadas nos Capi-
tulos 4, 5 e 7. Respectivamente, os capitulos referidos modelam um disco fino — a
partir do método de imagens — e uma galaxia — a partir do ansatz de Miyamoto-
Nagai — ambos vivendo num universo multidimensional. Exemplos usando-se seis
dimensoes serao apresentados. Para tais configuracoes sao calculadas as curvas de
rotacao bem como a sua estabilidade, perfis de densidade e pressao, e mostra-se
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que no dominio onde as curvas sao estaveis ha a possibilidade de se reproduzir os
resultados observacionais usualmente relacionados a incidéncia de um halo escuro.
Também no Capitulo 5 serda apresentado o célculo de lentes gravitacionais para
clusters esféricos, indicando que as dimensoes extras promovem desvios capazes de
explicar as anomalias nas observagoes astronomicas de clusters de galaxias.

Como teste dos modelos relativisticos apresentados, no Capitulo 6 calculam-se
as equacoes de movimento no limite newtoniano, mostrando-se resultados similares
aos obtidos para os casos relativisticos.

O Capitulo 7 mostra resultados para galaxias utilizando-se os modelos calculados
em 6D para o disco fino relativistico, a galaxia de Miyamoto-Nagai e para Orbitas
do disco no limite newtoniano.

Assim, os Capitulos 3, 4, 5, 6 e 7 apresentam material totalmente novo. A
abordagem sera concentrada no célculo em relatividade geral das estruturas autogra-
vitantes. Portanto, para uma melhor compreensao deste material, introduz-se no
Capitulo 2 os pontos essenciais da teoria da relatividade geral.

&
o



Elementos de relatividade geral

Para se compreender boa parte do tratamento e resultados obtidos nesta tese,
é necessario apresentar alguns dos aspectos essenciais da relatividade geral. A
relatividade geral apresenta a descricao geométrica da gravitagao, introduzindo
a nocao de espaco-tempo curvo e sua correlacao com a distribuicao de matéria.
Maiores detalhes sobre relatividade geral, bem como aplicagoes, podem ser vistos
em [Crl97, Crl03, Mis73, Sch85, Wal84, Wei72|.

No decorrer do texto, sera usada a convencao de soma de Einstein, ou seja, dados
dois tensores ay, e bl que tenham indices repetidos, porém sendo um deles com indice

. o . . d—1
« ” « 7 KRt KU
baixado” e o outro com indice “levantado”, serd assumido que a;bl; = Zuzo azbl,
onde os indices gregos, no presente capitulo, variam de 0 a N —1 = 3, i.e., 0 espago-
tempo 4D. Nos capitulos seguintes esta visao serd estendida para espagos-tempo

com maiores dimensoes.

2.1 Tensor métrico

Intuitivamente, o conceito de métrica esta relacionado a uma distancia infinite-
simal ao quadrado, i.e., a um deslocamento ao quadrado. Um dado vetor tangente
v € V a uma variedade em certo ponto pode levar ao calculo de tal deslocamento.
Assim, dada a sua natureza de “distancia infinitesimal ao quadrado”, uma certa
métrica g deve ser uma aplicacao linear que leva V X V em um nimero. Este
tipo de aplicagao é comumente denominada de tensor. Preliminarmente, pode-se
definir tensor como uma aplicagdo multilinear (i.e. linear para cada variavel) de
vetores (ou vetores duais) em ndmeros. Ou de maneira mais formal, seja }V um
espago vetorial cujo espago dual é V*. Entao um tensor do tipo (r,s) é definido
como a seguinte aplicagao multilinear

T, : V"XV X .. xV'xYxVx..xV—R

v
T S

O conjunto de todas as aplicagoes, para r e s fixos, formam um espago vetorial
representado como 7.(V). O ntmero r é denominado de grau covariante do
tensor, e s de grau contravariante do tensor. Um tensor do tipo (r,0) é chamado
de tensor contravariante de posto r, e um do tipo (0,s) é chamado de tensor
covariante de posto s.

Tem-se entao a definicao:
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Definicao 2.1 » Uma métrica g definida sobre uma variedade M € um campo
tensorial do tipo (0,2) simétrico e nao-degenerado, escrito em termos de seus com-
ponentes g, numa dada base, como a soma que define o elemento de linha

ds® = g, dztdz”. < (2.1)

Dada uma métrica g, sempre serd possivel encontrar uma base ortonormal tal
que g(vy,,v,) = 0se u # veg(v,,v,) = 1. O nimero de sinais 4+ e — é denominado
assinatura da métrica. Ordinariamente, na geometria diferencial a métrica é positiva
definida, i.e., com assinatura (4, +,...,+) (métrica riemanniana). Por outro lado,
na relatividade geral a métrica do espaco-tempo 4D pode ser convencionada como
(—,+,+,+) (denominada lorentziana).

2.2 Formalismo de tetradas

Em alguns problemas torna-se vantajosa a escolha de uma base de tetradas
(vierbein) constituida por quatro quadrivetores linearmente independentes e projetar
as grandezas fisicas convenientes nesta base. Um desenvolvimento detalhado deste
formalismo pode ser encontrado em [Cha98|.

Em cada ponto do espago-tempo definimos uma base de quatro vetores con-
travariantes €,)", onde os indices entre parénteses referem-se aos indices do tensor.
Associados aos vetores contravariantes temos os vetores covariantes €(,), = ¢u,€(q)" -
Definimos ainda a inversa e(b)u da matriz [e(a)“} de modo que

b b a
e(a)“e( )ﬂ = (5( )(a), E(Q)‘ue( ),, = 5“,,. (2.2)

Assume-se ainda que e)"ew), = 7(a)@p), onde 1q)@p) sao os elementos da matriz
diagonal com elementos diagonais (—1,1,1,1). Assim, sao obtidas

N e ”n = e 1 e, = e, (2.3)

além da importante propriedade e(a)ue(“)y = g - Dado um vetor ou tensor, pode-
se projeta-los na base de tetradas para obter-se seus componentes de tetradas da
seguinte maneira

Aw) = e@pA” = e Ay,

Tiayv) = e@ueepI™ = ew ew) Tuw. (2.5)

2.3 Derivada covariante e transporte paralelo

Inicialmente, supondo que um dado espago-tempo seja uma variedade M, deve
existir sobre M um operador derivada V, definido como um operador que leva
um tensor do tipo (r,s) em um do tipo (r,s + 1), realizando assim uma operagao
covariante. Esta derivada, denominada de derivada covariante, deve ser consistente
com a nocgao de vetor tangente como derivada direcional de um campo escalar. Para



2. Elementos de relatividade geral 8

um tensor de posto genérico, tem-se

T1...Ts T1...K...Ts?

V,LLTVL“VTTL,,TS _ VHTVL..VT-TL”TS + Z CVLHTVL..R...VT _ Z Cﬂiw_j TV
i J
(2.6)

onde C7,, é uma conexao. A aplicagdo mais importante para a Eq. (2.6) vem do
caso em que @u ¢ um operador derivada parcial d, e a condi¢ao de metricidade é
satisfeita V0,3 = 0 (estas condigdes definem a geometria riemanniana).

Neste caso, C', pode ser escrito como {Jj}, ouI'},, comumente chamado simbolo
de Christoffel. Assim, para um dado vetor v* pode-se escrever

V' =90,0" + {M’;} (U (2.7)

1
{i} = 597 Ougun + Ouyus — Ongyu] (2.8)

Dado um operador derivada covariante V,,, definido sobre uma variedade M, o
transporte paralelo de um certo vetor v = v*e, ao longo de uma curva C, cujo vetor
tangente é t, é definido se a condicao

"V, " =0 (2.9)

é satisfeita ao longo de toda a curva. Similarmente, um tensor sofre transporte
paralelo se

v, T =0, (2.10)

.Ts

2.4 Geodésicas

Quando a Eq. (2.9) é escrita a partir do simbolo de Christoffel tem-se
o+t {7} T =0, (2.11)

ou, dado que t* define um parametro ¢ ao longo da curva C tal que t* = dz*/dt
tem-se

do”
dt

Quando o transporte paralelo acima ocorre para um vetor v que é o proprio vetor
tangente a C' em dado ponto, i.e, v* = t#, entao é dito que t* sofre um transporte
paralelo sobre si mesmo e agora a curva C' é chamada de geodésica com equagao

+t o =0. (2.12)

A2zt da” da”
I
a T

= 0. (2.13)

Para um campo fisico, como o gravitacional p.ex., a equacao acima descreve a tra-
jetoria de uma particula teste que encontra-se livre em tal campo. A equagao acima,
na verdade, é um conjunto de equacoes de movimento que também podem ser obti-
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das através da variacao da lagrangiana

dz* dx”
=Qu—— . 2.14

2.5 Curvatura e equacoes de Einstein

A falha de um vetor em retornar a seu valor original apés sofrer transporte
paralelo em uma curva fechada é governada pelo tensor de curvatura de Riemann
R,.,:". Sera bastante ttil estudar os tensores de posto menor associados ao tensor
de Riemann. Assim, tem-se o tensor de Ricci, definido como

T
R, =R (2.15)

uTY

e o escalar de curvatura, ou escalar de Ricci
R=R}. (2.16)

Pode-se mostrar que o tensor de Ricci é escrito em termos dos simbolos de
Christoffel como

Rop = 0u{dls} — O {du} + L L} — L} 0} (2.17)

Agora, suponha que o sistema esteja sob a presenca de um campo gravitacional.
Neste caso, a equagao geodésica de uma particula livre apresentara termos que po-
dem ser associados a curvatura do espaco-tempo (este é uma breve sentenca daquilo
que pode ser chamado de principio da equivaléncia). Logo, como o espaco-tempo
apresenta curvatura, nao existe mais uma familia global de observadores inerciais.

Na relatividade geral, os campos e a distribuicao de matéria sao descritos através
do tensor 7,3, chamado de tensor de energia-momento, ou TEM. O TEM para um
fluido perfeito é dado por

Top = puqg + P(gas + uaug), (2.18)

que deve satisfazer a equagao de movimento Taﬁ;o‘ = 0.
As equacoes capazes de descrever a relacao entre a geometria do espaco-tempo
e a distribuicao de matéria, conhecidas como equacoes de Einstein de campo, sao

1
Gag = Raﬁ — §Rga5 = 87TTa5, (2.19)

onde G, é chamado de tensor de Einstein. As equagoes de Einstein também podem
ser obtidas variando-se a acao de Hilbert

S = —/ {16%1% + £M] V—g d'z, (2.20)

onde /—g é a raiz quadrada do determinante da matriz relacionada ao tensor
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métrico g, € Ly ¢ a densidade lagrangiana referente a distribuicao de matéria.
O TEM ¢é entao obtido a partir da definicao

L 0V=9Lu) __,0Lu + gaplor. (2.21)

Voo gt oy

Tag = =2

2.6 Limite newtoniano

Impondo a condi¢ao de baixas velocidades e campos fracos, e tomando as com-
ponentes Tog = Ty para o TEM de um fluido perfeito, Eq. (2.18), tem-se T =
puguy ~ p e o trago T' =T " = p — 3P. Outra forma de escrever as equagoes de
Einstein (2.19) ¢ tomando o seu traco, o que implica em Ra3 = 87 (Tag — 1T943).
Desta forma, obtém-se para o tratamento ora utilizado

Ry =~ 4m(p+ 3P). (2.22)

Como o campo ¢ fraco, pode-se imaginar que a métrica ¢ aproximadamente plana,
i.e. o espago-tempo é Minkowski com uma perturbacao h,, tal que g, = 1.+l
O componente Ry reduz-se a

1
Ry ~ §V2htt. (2.23)

Comparando-se a Eq. (2.22) com (2.23) e usando a relagdo hy = 2¢, obtém-se a
equacao
V26 = 4 (p+ 3P) = 4npy, (2.24)

onde py ¢ a densidade efetiva newtoniana. Na matéria comum, a pressiao (P/c? em
unidades nao geométricas) é muito menor do que a densidade de energia e assim
tem-se py = p, resgatando-se a equagao de Poisson para a dinamica newtoniana.

&2
e

UNICAMP
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Gravitacao com dimensoOes extras

As teorias de gravitacao com dimensoes extras (algumas vezes referidas como
teorias de Kaluza-Klein') compreendem um conjunto de concepgoes onde o espago-
tempo possui mais de 1+3 dimensoes. Originalmente, os trabalhos de Kaluza |Kal97]
e Klein |[Kle26] tinham o objetivo de unificar ambas a gravitacao 4D de Einstein e a
teoria eletromagnética de Maxwell, usando o artificio da introducao de uma quinta
dimensao. No entanto, atualmente, estas teorias tem uma grande profusao de novas
motivagoes: a unificacao das interacoes gravitacional, eletromagnética, fraca e forte
via uma teoria de supergravidade em 11D |Wit81| ou via teoria de supercordas em
10D |Gre82|; a resolugdo do problema da hierarquia em teoria de campos, através
das chamadas dimensoes extras “largas” (onde o raio de compactificagdo ndo se limita
a ser do tamanho do comprimento de Planck — i.e. \/hG/c® = 10733cm, como em
supercordas [para /i constante de Planck, G constante gravitacional e ¢ a velocidade
da luz| — mas pode adquirir valores bem maiores, como até da ordem de ~ Imm). No
caso desta ultima, os principais representantes sao: os modelos de Randall-Sundrum
(RS) |Rsu99a, Rsu99b|, de Arkani-Hammed-Dmopoulous-Dvali (ADD) [Ark98| ou
de dimensoes extras universais (UED) [App01].

A presente tese vem mostrar uma possivel motivacao astrofisica para dimensoes
extras: haveria alguma conexao entre dimensoes extras e matéria escura? Algumas
teorias de dimensoes extras ja possuem uma resposta preparada. Por exemplo,
na concepcao UED é possivel obter fenomenologicamente uma particula que tem
propriedades similares & da matéria escura supersimétrica (para uma revisao ver
[Hoo07]). Aqui, no entanto, sera argumentado o fato de que a simples presenga de
dimensoes extras ja é suficiente para produzir efeitos capazes de explicar o problema
da massa faltante sem a necessidade de uma particula de matéria escura.

Esta fora do escopo do presente trabalho adentrar as teorias de supercordas,
supergravidade ou alguma teoria de dimensoes extras “largas”. Serd apresentada, no
entanto, uma breve introducao a concepcgao de Kaluza-Klein, para permitir uma me-
lhor compreensao da proposta do carater das equacgoes de movimento num universo
com mais de 1 4 3 dimensoes e a interpretacao do problema da massa faltante.

Neste capitulo, a nao ser quando especificado, ¢ = 1, G = 1 e a assinatura

!Esta terminologia é algumas vezes considerada errénea pois nem todas as teorias com dimen-
soes extras tem a formatacao sugerida por Kaluza-Klein. A confusdo tem sido persistentemente
realimentada na literatura por alguns autores (p.ex. [Ove97])
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adotada para a métrica é (—,+,+,+) para a parte 4D (e em complemento, sera
considerado ab initio que a parte extra representa coordenadas espaciais).

3.1 Exemplos historicos e preliminares para dimen-
soes extras em teorias fisicas

3.1.1 A concepcao de Kaluza

Na concepgao de Kaluza [Kal97| (para uma revisdo, veja [Duf94]), o eletro-
magnetismo pode ser unificado a gravitacao, ao incluir-se na relatividade geral um
espaco-tempo de cinco dimensoes. Tal procedimento pode ser sumarizado como se
segue.

As equacoes de Einstein em 5D para um tensor de energia-momento pentadi-
mensional nulo sao

Gap =0, (3.1)

ou equivalentemente

Rap =0, (3.2)

onde A,B = 0,1,...,4, e como ja visto no Cap. 2, o tensor de Einstein é G p =
Rap — Rgap/2, com Ryp e R = gABRAB o tensor e o escalar de Ricci pentadimen-
sionais, respectivamente, e gap é o tensor métrico pentadimensional. A versao 5D
das equacoes de Einstein podem ser obtidas da variacao da versao 5D da acao usual
de Einstein-Hilbert [Eq. (2.20)]

_ 1 4

onde aqui y = z* representa a coordenada extra e ®)G simboliza a constante gravi-
tacional pentadimensional.

A idéia de Kaluza era que o universo deveria ser vazio nas dimensoes superiores
e as dimensoes extras deveriam explicar a propria existéncia da matéria em quatro
dimensoes como uma manifestacao da geometria.

Uma outra caracteristica desta teoria é a escolha da métrica 5D como algo essen-
cial. Em geral, se identifica a parte 4D da métrica com g,g, € 0s termos g4 com A,
(o potencial eletromagnético) e a parte g44 com um campo escalar ¢. Uma maneira
conveniente de escrever a métrica é

Gap + /{2¢2Ao¢Aﬁ | K¢2Aa
gap = - = - - == (3.4)
K$*Ap | ¢
onde o potencial eletromagnético A, esta escalonado de uma constante x de forma

a obter-se os valores multiplicativos corretos na ac¢do. Como escrito em (3.4) a
métrica, e também todas as fungoes envolvidas, dependem apenas das coordenadas
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4D (condigao cilindrica). Assim, as equagoes de campo calculadas sao [Les82, Thi87]

1 1
Gog = §/<;2¢2T0%M — g[Va(aﬁ@ — Japl9], (3.5)
VaFaﬁ — _B%Faﬁa (36)
D¢ _ i/{2¢3FaﬁFQBa (37)

onde Gog = Rag—Rgap/2 € 0 tensor convencional de Einstein, T30 = gogF,, F™ /4—
F_"Fg, ¢ o tensor de energia-momento eletromagnético, com Frg = 0,Ag—03A, e
é o dalambertiano. Existem um total de 10+4+1 = 15 equagoes, coincidindo como
esperado com os quinze elementos independentes da métrica pentadimensional.

3.1.2 A compactificagcao de Klein

A idéia de que as quantidades fisicas nao dependeriam das dimensoes extras
(conforme sugerido por Kaluza) foi considerada inadequada por Klein |Kle26|, que
postulou portanto a idéia de que a dependéncia deveria existir, mas ela seria condi-
cionada a uma dimensao extra extremamente pequena.

Klein assumiu que a quinta coordenada deveria ter escala de comprimento e
possuiria duas propriedades principais: (1) topologia circular (S'), e como ja dito
(2) pequena escala. Sob a propriedade (1), qualquer quantidade f(x,y) [onde z =
(20, 2, 2%, 23) e y = 2| se torna periddica, tal que f(z,y) = f(x,y + 27r) onde r ¢
o parametro de escala da quinta dimensao (ou o raio da quinta dimensdo). Assim,
todos os campos sao expandidos como séries de Fourier:

[e.e]

Gopw.y) = > B @e™I Ag(wy) = Y AP (@)

m=—0oQ m=—00

Sla,y) = Y omemir, (3.8)

m=—0oQ

onde o superescrito (m) refere-se ao m-ésimo modo de Fourier. Gragas a teoria
quantica, estes modos possuem momento na dire¢ao y da ordem de |m/|/r. Aqui entra
a propriedade (2): se r é suficientemente pequeno, entao os momentos na dire¢ao
y serao tao grandes que estarao fora da deteccao de qualquer experimento, para
qualquer m # 0. Apenas nos modos em que m = 0, os quais sao independentes de
y, haverd a possibilidade de observabilidade, como requerida pela teoria de Kaluza.
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3.2 Geodésicas a partir de uma teoria geral com
dimensoes extras

Na relatividade geral, ao lado das solugoes que oferecem importante suporte
para entender buracos negros e cosmologia, também observa-se um crescente inte-
resse pelo caso de solucoes para espacos-tempo multidimensionais. Existem muitas
motivagoes para se considerar uma tal abordagem. Atualmente a idéia de Kaluza-
Klein de unir campos desenvolveu-se na direcao da teoria de cordas. Além disso,
desde os ultimos dez anos tem-se feito um esforco para compreender o problema
hierdrquico em teoria de campos a partir da diluicao da gravidade em dimensoes
extras submilimétricas [Ark98, Rsu99a, Rsu99b|. No entanto, hd uma motivagao
mais basica do ponto de vista puramente gravitacional /geométrico que vem a partir
da tentativa de compreender se as dimensoes extras poderiam desempenhar um
papel importante na natureza intrinseca do espago-tempo. Neste sentido, o esforco
desenvolvido aparece na forma de algumas solucoes das equacoes de Einstein para
espagos-tempo multidimensionais, como podem ser vistas na seguinte série de refe-
réncias: [Leu60, Dob82, Cho82, Pol83, Gib82, Gib86, Let93, Cve95, Ras95, Emp02].

Na presente secao serao desenvolvidas as equagoes de movimento de uma particula
teste que viva em um universo multidimensional, com o objetivo de observar o que
poderia acontecer com as orbitas circulares se a métrica fosse axisimétrica. Esse tl-
timo cendrio sera melhor desenvolvido no préximo capitulo, onde serao calculadas as
orbitas explicitamente para um disco. No presente capitulo, o caso serd mais geral,
e 0 objetivo serd mais tedrico que fenomenologico. No Cap. 7, testes fenomenol6gi-
cos decorrentes do seguinte desenvolvimento serao comparados a outros modelos
também aqui desenvolvidos.

Inicialmente, usando uma concepcao alla Kaluza, i.e., assumidas as condicoes
cilindricas e onde nao ha preocupacao com a compactificacao, pode-se expandir a
meétrica de um universo multidimensional em setores 1+ 3 e setores extras, onde nao
h& a priori nenhum impedimento para os campos acessarem as dimensoes extras.
Esse é o cenario mais geral que pode ser imaginado. Portanto, para tal cenario, a
acao de Einstein-Hilbert multidimensional (com matéria) é dada por

1
167

que remete as equacoes de campo

S dlzdy/ =g (YR 4 L)), (3.9)

(4+n)GAB — 87 (44n)

Tag, (3.10)
onde A, B = 0,1,....,44+n — 1, y sdo as coordenadas extras e os indices (4 + n)
informam sobre a natureza multidimensional da ag¢ao. A partir de agora, por sim-
plificacio, G, e T, p serdo chamados de Gup e Tup (0 mesmo para o
tensor e o escalar de curvatura, assim como para a métrica).
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3.2.1 Termos de uma métrica multidimensional
Imaginando um universo com mais de 1 + 3 dimensoes, i.e., (1 +3 +n)D, a

métrica mais geral para este caso é dada por

Gap ‘ Gab
gap=|--- - - -], (3.11)
Gap | Gab

onde o, 5 = (0,..,3) e a,b = (4,..,n), para um inteiro n > 4, e onde os elementos
da métrica sao apenas funcoes das coordenadas 1 + 3. De fato, a Eq. (3.11) pode
ser reescrita, por conveniéncia, de uma maneira diferente como

9aB = G050 + 9ar0%0% + Gapd50% + Gapdid, (3.12)

para A, B = (0,..,3+ n) e onde 5; sao os simbolos de Kronecker. As derivadas dos
elementos de tal métrica sao

GABC = Gapr0i0n0E + Gubr050%07
- Gabr 050502 + Gap 040007 (3.13)

Por simplicidade, pode-se tratar o caso onde a métrica é diagonal, i.e., gap =
gaﬁéﬁég + gap0%0%. Aqui, a inversa da métrica serd

g™t = g*P5065 + g™olsy (3.14)
e as derivadas vém diretamente da Eq. (3.13)

IAB.C = Gopr050000 + Gaby 040500 (3.15)

Pode-se derivar os seguintes simbolos de Christoffel

1
{BAC} = §9AM(QBM,C + gom.B — 9BC,M)- (3.16)

Desenvolvendo estes através das Eqgs. (3.14) e (3.15) obtém-se

1
{56} = {2} 20508 + = [g“m(gbm,yég‘égag + Gom, 30, 050¢) — g““gbc,uag‘agag} .

2
(3.17)
Os componentes do tensor de Ricci sao escritos como

Ras = o (5 — 00 () + LM - L8 (). (a1s)
Desenvolvendo para o caso em que a métrica depende apenas de z%, a Eq. (3.18)
pode ser reescrita como
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Rap = Rap050% + Raupd40%, (3.19)

e sem termos cruzados entre a parte (14-3) e a parte extra. Introduzindo (3.14) e suas
derivadas (3.15) nos simbolos de Christoffel (3.17) obtém-se as seguintes expressoes
para a Eq. (3.19)

1 me me
Raﬁ = Raﬁ - 5 [g Bdme,a +9 9me,a3
1 ne me
+§g 9me,ad Gnes| » (320)
1 Y Y L e Y
Rab = _5 g 7Mgab,'y +g Gabyp — 5 (g Gac,ud”  Gnbyy
+gngam,'ygmcgbc,u - gwygab,ugmcgmc,fy)] (321)

onde R,3 ¢ o tensor de Ricci convencional para a parte (1 4+ 3)D (i.e. Rop =
Oudast — Os {ai} + a5t L} — e D)
3.2.2 Calculando e compreendendo o TEM

Agora, para Gap = Rap — 1/2Rgap ¢ R = g™V Ry, serao obtidos os compo-
nentes estendidos do tensor de energia-momento (onde para a métrica diagonal o
TEM pode ser escrito como Typ = Tagéj‘ég + Tabéjé%)

1

871 Tap = Rag = 5(9™" Ran)gas, (3.22)
1
87Ty = Lap — i(gMNRMN)gab- (3.23)

O tensor T,s representa o contetido de energia/pressao em (1 + 3)D, e pode ser
observado que a influéncia das dimensoes extras é evidente. De (3.20), (3.21) e
(3.22) tem-se

Tos = Top + Tap, (3.24)

onde 7,4 representa a parte do TEM em (1 + 3)D que contém apenas componentes
do espago-tempo convencional e €,3 é a correcao que aparece devido as dimensoes
extras, onde tém-se explicitamente

1
87T7;ﬁ = Raﬁ - 5(9“1172;“/)904[37 (325)
1 1
81T0p = -3 {i}{aﬁ — §(guvmuu)gaﬁ + (gmann)gaﬁ} ) (3.26)

Note que 7,5 possui o formato de um tensor de Einstein usual G,3. O tensor Rz,
obtido a partir do desenvolvimento de (3.24), representa um termo de “curvatura”
que vem exclusivamente devido as dimensoes extras e é calculado como
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me mc 1 ne me
moeﬁ =4g ,ﬁgmc,oe + 9 Gme,0s + 59 Ime,ad YGne,s- (327)

O principal enfoque deve ser dado a parte (1 + 3) do TEM e na conseguinte
explicacao do significado da parte extra contida na expressao (3.24). Uma me-
lhor compreensao disto vird a partir do desenvolvimento de uma equagao geral de
movimento para o sistema.

3.2.3 Expressao para as equacoes de movimento

Para o espaco-tempo (1 + 3 + n) desenvolvido anteriormente, pode-se escrever o
seguinte funcional lagrangiano

I = (gABi,Aj:B)l/2

= (Gapi®i” + gapi®i")'/?, (3.28)

onde 74 = dz?/ds. A Eq. (3.28) é o lagrangiano classico mais geral para um
espaco-tempo com dimensoes extras, onde os elementos da métrica sao dados por
9AB = Gap0%0h + gap0%0%. As equacdes de movimento sdo derivadas a partir da

equagao de Euler-Lagrange
d [ 0L oL
— == ) —=——==0. 3.29
ds (83’:0) 0x¢ (3.29)

Como 94 = 0,0% + 0005 € gap = gap(x®) entdo tem-se que

oL oL oL

A = 500+ 700 3.30
oL 1__ o -
o0 = 5L (928737 + gayi'3) (3.31)
e
oL
=0 3.32
ox¢ ’ ( )
e portanto
0L 1 __ o -
5.0 — 3L H(9apn @3 + Gapn*i")0L. (3.33)
Da mesma forma pode-se desenvolver o termo % (aam.—Lc)
oL 1 __ ) » B '
o5 = 2L (09” + gayi®) = L7 g, (3.34)
oL 1
8i»c - §L_l(ngj:b + gacia) = L_lgmcim- (335)

Agora
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d (0L 0 . )
& (%) = L_l {(%) vl —i—gwx“} y (336)

Também, dado o fato que x® sao varidveis ciclicas, pode-se escrever a seguinte cons-
tante de integracao

gcmim = Nc> (337)

d (0L
= <&bc) =0. (3.38)

Introduzindo estes tltimos em (3.36) e multiplicando por Lg"” e usando (3.33)
e (3.37) chega-se as seguintes equagoes de movimento

i.e., um vetor constante, e assim

] 1 -
i+ { s} %07 = Sgany " Neg™ Nag™, (3.39)

onde claramente se vé que as dimensoes extras induzem uma for¢a externa no sis-
tema, que depende de g, € N,.

3.3 O problema da compactificacao

Até agora nao se perguntou sobre a questao observacional das dimensdes extras.
Por que nao se enxergam as dimensoes extras? Se elas existirem o que previne que
os foétons nao escapem na direcao delas? Abaixo, uma pequena discussao sobre o
assunto. Inicialmente, serd discutido o porqué da necessidade da compactificacao
em muitas das teorias com dimensoes extras. Em seguida, mostra-se que para a
presente proposta, o mecanismo de compactificacao pode ser tranquilamente dis-
pensado. Outros aspectos sobre a natureza da observacao de uma dimensao extra
podem ser vistos p. ex. em |Coi05a, Coi05b, Coi05¢c, Coi06a].

3.3.1 Cordas e braneworld

O mecanismo fisico mais conhecido para explicar tais perguntas é o da compac-
tificacao de Klein, ja apresentado na Secao 3.1.2. A motivacao para tal mecanismo
pode ser melhor compreendida ao se questionar por que as interagoes fisicas sao
regidas por leis do tipo inverso do quadrado. Em teorias de cordas, p.ex., se chega
a conclusao que a compactificacao deve ocorrer na escala de Planck. No entanto,
as chamadas teorias de mundo brana (braneworlds) como a ADD [Ark98] falam que
a escala de compactificacao poderia ser bem maior que a escala de Planck, como
discutido abaixo.

Na teoria quantica de campos, quando uma particula sem massa (um foton,
p.ex.) é trocada entre duas particulas, a energia potencial associada entre as duas
particulas é escrita como [Pes05|
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: (3.40)

onde k & o vetor de onda, que pode ser associado ao proprio momento p = hk quando
se trabalha em unidades naturais A = 1. Basicamente, V(r) é a transformada
de Fourier do propagador e o valor k2 no propagador vem a partir da invariancia
rotacional.

Agora, supondo a existéncia de n dimensoes extras, pode-se dizer que elas estao
associadas a uma escala fundamental R. Agora, a interacao fundamental entre duas
particulas nesse cenério pode ser escrita como

ot 1
V(r) o« /d3+”k e’ z? X T (3.41)

No entanto, na natureza nao se observa este tipo de lei. A explicacao para que isto
faga sentido é entdo supor que a lei de quadrado inverso (i.e. a lei de Newton) é
valida para escalas do tipo r > R. Neste regime, as coordenadas extras seriam efe-
tivamente despreziveis quando comparadas com o tamanho r. Assim, pensa-se que a
dimensao extra deve ser compactificada, ou seja, a escala R deve ser suficientemente
pequena para que campos eletromagnéticos, p. ex., continuem a se comportar como
o observado.

Uma coisa interessante no entanto ocorreria para escalas r < R. Euristicamente,
quando R é muito maior que a separagao entre duas particulas, o fluxo do campo
nao sabe que as coordenadas extras sao finitas e o universo parecera ser (1+3+mn).
Como a gravidade nunca foi testada em escalas submilimétricas, haveria entao a
possibilidade teorica de especular sobre R: essa escala poderia ser bem maior que a
escala das particulas elementares e ainda assim bem menor que as escalas dos feno-
menos a que os humanos estao acostumados. Esta possibilidade é melhor conhecida
como “dimensoes extras grandes”’, pois a compactificacao ocorre para escalas bem
maiores que a de Planck.

3.3.2 Uma nova massa de Planck?

Em termos numéricos, e além disso, em termos histoéricos, a massa de Planck é
definida como

V(r) = Gm;mz = (mlmj/ Mz) (3.42)

Isto significa que Mp ~ 10 GeV. Um valor extremamente grande que traduz o
quao fraca é a gravidade.

Em unidades fundamentais onde A e ¢ sao igualados a unidade, a gravidade apre-
senta uma escala de energia muito maior que qualquer escala antes explorada expe-
rimentalmente. De fato, um dos mistérios mais fundamentais da fisica de particulas
é saber por que existe esta imensa lacuna entre a gravidade e as outras interagoes.
Este é o chamado “problema hierarquico” das intera¢oes fundamentais. Uma maneira
de “aliviar” o problema é trazer a gravidade para uma escala diferente, através da
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redefinicao da escala de Planck a partir da introdugao de dimensoes extras.

Seja a escala caracteristica da gravidade em (1 + 3 + n) dimensoes escrita como
Mp1434n). O potencial gravitacional entre dois objetos de massas m, e my separados
por uma distancia r < R serd dado por

mimeo 1
:| 2+n Tl—i—n :

V(r) = (3.43)

[Mp(+31n)
Note que a dependéncia de Mp(;434yn) vem da andlise dimensional: a poténcia de
dois cancela mymsy e a poténcia em n coaduna-se com as n poténcias extras de 1/r.
Quando r > R, haverd uma espécie de “cut-off geométrico” do fluxo gravitacional
e o potencial é escrito como

m1Mme 11
V(r)= m T (3.44)
{MP(1+3+n)}2+ R™r
Comparando-se com a lei observada V (r) = (mymy/M2%)(1/7) obtém-se
M2
M2 gy = F . (3.45)
P+8tn) [MpaisinR]

Se Mp(14+31+n)R for suficientemente grande, entao havera a possibilidade de Mp(143.y)
ser muito menor que a escala de Planck convencionalmente calculada. Entao depen-
dendo da escala de tamanho fixada para R, havera uma nova escala de Planck, i.e.,
uma nova escala para a gravidade. Estima-se, p.ex., que se as dimensoes extras es-
tiverem compactadas em tamanhos R de ordem submilimétrica, entao a nova escala
de Planck seria da ordem de TeV, algo capaz de ser acessado por aceleradores de
particulas como o LHC (Large Hadron Collider).

3.3.3 Seria possivel dimensoes extras nao compactificadas?

Mas sendo necessaria uma compactificacao, como se deve interpretar para grandes
escalas o provavel aparecimento de efeitos que explicariam a matéria escura? Através
de uma particula de “Kaluza-Klein”? Ou a simples presenca das dimensoes extras
j& explicaria por si s6 o fendmeno da massa faltante?

De maneira geral, nao admitindo o mecanismo de compactificagdo, também
poderia-se recuperar uma lei do tipo quadrado inverso, para grandes escalas, ao
admitir-se que os objetos observados em 3D tem uma extensao do tipo “iceberg”
para as dimensoes extras?. Logo, a densidade de tais objetos seria do tipo p o
M)/ 3™ e a0 menos o potencial gravitacional associado seria do tipo

Misyp S M, 1
Gim) P 20 o - (3.46)

rltn rl+n r r

V(r) o«

onde M3y e M3y sao as massas associadas ao objeto em 3D ou em 3+n dimensoes
espaciais respectivamente, de tal forma que o potencial final estaria associado apenas

2Esta visdo seria uma adaptacdo em grandes escalas da teoria fundamental de dimensoes extras
universais [App01]
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a uma lei de quadrado inverso, como esperado, e o universo poderia ter dimensoes
extras mesmo que estas nao fossem compactificadas.

Assim, a explicacao do fendmeno da massa faltante poderia estar associado ou
nao a dimensoes extras compactificadas. No entanto, h4 um problema associado
a esta visao: dado que a Lei de Hubble é vilida, i.e., o universo se expande e
isto é observado, o que impediria que os foétons vindos das galédxias observadas nao
escapem, caso nao houvesse compactificacao?

O problema seria resolvido caso fosse adicionada ao modelo uma hipotese adi-
cional que confinasse, via algum tipo de mecanismo, a maior parte dos fotons do
universo. Nao serd o objetivo do presente trabalho abordar o assunto. No entanto,
pode-se visualizar que algum tipo de warp factor, como aquele usado em modelos
de Randall-Sundrum [Rsu99a|, devera ser usado para o caso dos fotons.

e
o



Disco fino em 6D

Com base no desenvolvimento da tltima secao, aqui serd apresentada a primeira
aplicagao para o fato de obter-se uma forga externa nas equagoes de movimento em
quatro dimensoes de particulas classicas, quando é considerado que o espaco-tempo
em que se trabalha ¢ multidimensional.

Esta primeira aplicacao é a construcao de discos finos que tem estrutura 4D
mas vivem em um universo multidimensional. E uma aplicacdo relativistica, e o
sistema é construido com base no método inverso e na inducao de matéria a partir
do célculo distribucional (sugere-se em particular a leitura das teses |Gon98, Vog06a),
que apresentam em detalhe o método).

A principal motivagao para trabalhar com um sistema assim é que se pode derivar
algumas propriedades interessantes como os perfis de densidade e pressao e também
o perfil de orbitas circulares de uma particula pontual.

Serao apresentados neste capitulo:

> O método geral de construgdo de um disco fino em 4D.

> O teorema de Emparan-Reall, onde se considera a possibilidade de obter-se solugoes
axissimétricas em espagos-tempo com mais de 4D, i.e., demonstra-se que, dadas configu-
ragoes axissimétricas em um espaco-tempo 14 3 + n, é possivel encontrar solucoes validas
das equagoes de Einstein para tais configuracgoes.

> E mostrado que para uma dada configuragdo axissimétrica somente as métricas com
dimensao par produzem configuracoes sem presenca de matéria exédtica. Dado tal fato,
procede-se & construcao de um disco fino em 6D.

> As propriedades do contetido material do disco fino em 6D sdo apresentadas.
> E desenvolvido um método perturbativo para o calculo de estabilidade do disco.

> As orbitas estaveis sdo calculadas e o mostra-se que um certo conjunto de orbitas
estaveis podem reproduzir a observacao astrondmica para o comportamento anoémalo das
curvas de rotagao de galaxias.
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4.1 Discos finos em 4D
4.1.1 Aspectos gerais

Uma estrutura autogravitante do tipo disco fino pode ser obtida a partir de
solucoes das equagoes de Einstein para configuragoes cuja geometria é axissimétrica.
Um disco fino, neste contexto, passa a ser interessante pois pode ser uma aproxi-
macao de sistemas astrofisicos reais como galaxias ou discos de acrecao.

Uma longa lista de solugoes para discos pode ser obtida na literatura. Por exem-
plo, solucgoes para discos estaticos sem pressao radial foram inicialmente estudadas
por Bonnor e Sackfield [Bon68|, e por Morgan e Morgan [Mor69]. Com pressao
radial ha primeiramente o estudo de |[Mor70]. Uma grande classe de soluc¢oes que
descrevem discos finos estaticos foi obtida por [Let87]| a partir do método inverso.
Discos com tensao radial foram considerados em [Gon99| e posteriormente foram
obtidos modelos de disco com campos elétricos |[Led99|, campos magnéticos |Let99|
e com campos elétricos e magnéticos |[Kat99|. Solugdes para discos estéaticos au-
tossimilares foram analisadas por Lynden-Bell e Pineault [Lyn78|, e Lemos |Lem89].
Outra abordagem relevante é a superposicao de soluc¢oes, como discos estaticos su-
perpostos a buracos negros [Lem94] ou discos superpostos a halos [Vog03]. Uma
extensao deste tipo de enfoque pode ser vista em solucoes astrofisicas que mime-
tizam AGNs [Vog05a]. Uma consequéncia direta de todos os ricos estudos sobre
discos aparece também no trabalho de Vogt e Letelier sobre modelos de galaxias a
partir da relatividade geral [Vog05b]. Neste contexto, importantes discussoes sobre
o papel da relatividade geral para explicar as curvas de rotagao de galaxias foram
desenvolvidas em [Coo06| e respectivos contra-argumentos em [Vog0O6b].

Em especial, para o caso de solucoes para espacos-tempo multidimensionais veja
as referéncias citadas no Capitulo 3, Secao 3.2. Uma destas solucoes, chamada de
Emparan-Reall, é bastante importante para a descricao de configuracoes axissimétri-
cas [Emp02].

Comecando com o caso bem conhecido em 4D, uma das solu¢oes mais antigas das
equagoes de Einstein no vacuo é a de Weyl |Wey17|. Tais solucoes sdo encontradas
para o caso axissimétrico estatico

ds® = —e**dt* + e7** [e*7(dr® + d2°) + r?dy?] (4.1)
onde ®(r, z) é uma solugao arbitraria da equacdo de Laplace
¢, +®,/r+,,=0, (4.2)
no espaco plano 3D com elementos de linha
do? = dr® + r*dy?® + d2?, (4.3)

e v satisfaz
Ve = 1@ — 0%, (4.4)
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V.=2r®,P . (4.5)

A solugao destas equagoes é dada por uma integral de linha. Como ® é harmonica
ela pode ser interpretada como um potencial newtoniano produzido por uma certa
fonte axissimétrica. Como nestas coordenadas as solucoes de simetria esférica das
equagoes de Einstein correspondem a uma barra de densidade 1/2, deve-se ter
cuidado para o uso de imagens newtonianas, conforme mostrado em [Let87].

A métrica (4.1) também pode ser reescrita como

ds? = —e7dt? + x2e?d? + f(dr? + d2?), (4.6)

onde x, ¢, e f sao funcoes apenas de r e z. No vacuo, as equacoes de Einstein
(Ras = 0) sao equivalentes a
X,rr + X,zz = O> (47)

(X¢,r),r + (X¢,z),z = 0. (48)

Fazendo ¢ = r+iz é possivel considerar xy como a parte real de uma funcao analitica
W(¢) = x(r,2) +iZ(r, z). Notando que W (¢) = W((), pode-se escrever dWdW =
%—?%—nggdz = [W’'(¢)|?d¢d¢. Ou mesmo, dWdAW = dy?+dZ?% = |[W’(¢)[*(dr?+dz?).
Logo, sem perda de generalidade, pode-se escolher x = r, e chega-se ao seguinte
resultado para f(r, 2)

1

In flg] = 5

[ 16t - 62lar + o6 Jaz). (49)

4.1.2 Meétodo de imagens e método distribucional

De forma a obter uma solugao de (4.7)—(4.9) que represente um disco localizado
em z = (, assume-se que as funcoes x, ¢, e f sao continuas ao longo do disco, mas
tendo primeiras derivadas descontinuas na dire¢ao normal ao disco. Solucoes tipo
disco fino em coordenadas axissimétricas sdo fungoes de classe C°. A simetria de
reflexao de (4.7)—(4.9) com respeito ao plano z = 0 permite assumir que x, ¢, e f sao
funcoes pares de z. Logo, x ., ¢.. e f . sao necessariamente fun¢oes impares de z. O
que se requer no entanto é que elas nao se anulem sobre as superficies z = 0%. Tais
suposicoes sao importantes porque podem induzir uma descontinuidade no espaco-
tempo a partir da reflexao das solugoes através do plano. Isto representa em outras
palavras a construgao de um disco a partir do bem conhecido método “deslocar, cor-
tar e refletir”, usado tanto em gravidade newtoniana |[Kuz56| quanto em relatividade
geral |Gon99, Led99, Let99, Kat99, Lyn78, Lem89, Lem94, Vog03, Vog0ba, Vog05b|.
O conteudo material do disco é entao descrito como func¢oes que sao distribuicoes
com suporte no disco. O método pode ser dividido nos seguintes passos, como
ilustrado na Fig. 4.1. Inicialmente, para um espago onde tem-se uma fonte com-
pacta de campo gravitacional, escolhe-se uma superficie (no presente caso, o plano
z = 0) que dividira o espago em duas partes: uma delas sem singularidades ou fontes
e a outra com as fontes. Descarta-se entao a parte do espago com singularidades
ou fontes e usa-se a superficie para fazer uma reflexao da parte nao singular. Isto
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Figura 4.1: Abordagem pictorica do método de “deslocar, cortar e refletir” para
a geracao de discos. Em A o espaco-tempo com uma singularidade é deslocado
e cortado por um plano (linha pontilhada), em B a parte com a singularidade é
descartada e a parte superior é refletida no plano.

resulta em um espaco com uma singularidade que é uma funcao delta com suporte
em z = 0.

Este procedimento é matematicamente equivalente a fazer-se a transformacao
2z — |z| + a, com a constante. No tensor de Einstein tem-se primeiras e segundas
derivadas de z. Como 0,|z| = 2¥(z) — 1 e 0..|z| = 2d(z), onde V¥(z) e d(z) sdo
respectivamente as distribuicoes de Heaviside e Dirac, as equagoes de campo de
Einstein se separarao em duas partes distintas [Tau80|: uma delas valida para z # 0
(as equagoes usuais de Einstein), e outra envolvendo distribui¢oes com um tensor
de energia-momento. Devido ao comportamento descontinuo das derivadas do ten-
sor métrico ao se atravessar o disco, tem-se que o tensor de curvatura de Riemann
deve conter deltas de Dirac. O tensor de energia-momento pode ser obtido a partir
do método distribucional atribuido a Papapetrou e Hamoui [Pap68|, Lichnerowicz
[Lic71|, e Taub [Tau80]. Tal tensor deve ser escrito como 7% = [T%] 6(z), onde
[T%5] ¢ o tensor distribucional de energia-momento, de onde se obtém a densidade
de energia no volume e os principais termos de stress. Para uma abordagem um
equivalente, ver |Isr66|, onde se faz uso da curvatura extrinseca da superficie para
se recuperar a matéria numa regiao de descontinuidade. Tal equivaléncia é demon-
strada em [Let93].

4.1.3 Calculo de densidade e pressoes

O disco em z = 0 divide o espaco-tempo em duas partes. A normal ao disco
pode ser descrita como n, = dz/0x* = (0,0,0,1) e acima do disco a métrica pode
ser expandida como

— 0 @ 2 [
o - z A — V4 z= ceey 4.]_()
Yop ga,@ ) | 0 22 ‘ 0 ( )

e abaixo de z = 0,

lomo + ... (4.11)
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A quantidade g3, esta relacionada ao valor de go3 em z = 0. As descontinuidades
na primeira derivada do tensor métrico podem ser expressadas como

baﬁ = YaBzl _ov T YGaBzl__,-- (4.12)

. . . + _ p— + . —
A simetria do problema vincula ¢%| _, = —¢7|._,, e f1|._, = —f7[._,. Escrevendo
b:l._y = ¢T|._,, € 0 mesmo para as demais funcoes, pode-se calcular as descon-

tinuidades

by = 2€_¢¢,Z|Z:0, (4.13)
brr = 2f 2] o> (4.14)
boz = bpr, (4.15)

bop = 2% ;|- (4.16)

Contraindo os indices em b*° encontram-se os outros termos de descontinuidade:

V= —2e%¢.|._, ; V=20, (4.17)
b”:—%f“w ;bn:—;h, (4.18)
bw:—%fhm ;bz:—;h, (4.19)
B = 20, 1 W= 2. (420)

De (4.12), é possivel calcular os termos de descontinuidade dos simbolos de Christof-
fel ao longo do disco

1
[{ﬁ:}} =[] = i(bawézﬁ +b%50%, — 9**bs,) (4.21)

onde [I'*g,] = I'"%g, —I"%3, em z = 0. Usando o tensor de Riemann, ja definido
no Capitulo 2 em 2.5 e escrito como

1 ag g
Raﬁ,uzx = 5(9041/,,8/1 — 98v,ap + 98p,ap — gau,ﬁy) + g,acrrpou/F By — gporpoz,uF Brs (422)

pode-se calcular o tensor distribucional de Riemann como

(63 1 (6% z z (% z z az z
[R ] = §(b 07307, — 0107367, + g7%bp, 0% ,,). (4.23)

Definindo o tensor distribucional de Ricci como [R,s] = [R”a4g] € 0 escalar distribu-

cional de Ricci [R] = [R*,], pode-se identificar o tensor distribucional de energia-
momento do disco, a partir das equacgoes de Einstein, como

[R5] = 50%[R] = [T°], (1.24)
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e que calcula-se como

(6% 1 zZ 2 ZZ SO azlz ZZ 1. zZZ SO az Sz
[T%5) = G{b%0% = 07°0%5 + ™05 — g7 0% + 07 (970% — g**0%5)}. (4.25)
Este tensor de energia-momento descreve o contetido material, i.e. o fluido, de um

disco localizado em z = 0. Os componentes deste tensor sao entao calculados como

[T%] = %{—bzz + g7 (b +07,), (4.26)
[T7,] = %{—bzz + g7 (V' + b7,)}, (4.27)

[17.] =0, (4.28)
[1%,] = %{—bzz + g7 + 07} (4.29)

Definindo-se uma tetrada para este caso como

1
en®=—,0,0,0|,en"
(t) (w/—gtt ) (r)

(7 1 (e}
e = (070’ J——ﬁ) 1 €(2)

P

Il
VR
=
§ -

3
3
=
(@)
~~__

I
VR
=
=
=
§ -

IS
0
~_

pode-se escrever o tensor de energia-momento (4.25) como

[T°6] = — eewew” + prep e’
+ peep) ) +pe e’ (4.30)

para assim obter-se as densidades no volume, i.e., a densidade de energia e as pressoes
como

=it =21, (431)
pe= %] = =221, (4.32)
pr=[1",] =0, (4.33)
p.=[17.] =0. (4.34)

Por exemplo, na Fig. 4.2 mostra-se os perfis da densidade € e da pressao p, para o
disco fino 4D que acabou-se de construir para uma solucao do tipo Schwarzschild
(veja a proxima se¢ao). Para uma abordagem mais detalhada sobre estes perfis, veja
[Bic93].

4.1.4 Algumas solucoes

Na Eq. (4.6), a fungao ¢ esté intrisicamente relacionada ao potencial newtoniano
dy por ¢ = 2®5. Uma propriedade importante da métrica axissimétrica ¢ que
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Figura 4.2: (a) Perfis de densidade superficial do disco 4D por unidade de massa, para
valores do parametro de corte a/m = 1;1,5;2;2,5;3 (de cima para baixo), onde r' = r/m.
(b) O mesmo que em (a) porém para as pressoes no disco. A solugao utilizada aqui é a
de Schwarzschild (solugdes do tipo Chazy-Curzon oferecem perfis similares).

como ela gera uma equagao de Laplace para as fungoes envolvidas, Eq. (4.8), dada a
linearidade desta equagao, é possivel empregar a superposigao de solugoes ao sistema.
Algumas das solugoes assintoticamente planas mais comumente utilizadas sao, p.ex.,
a de Chazy-Curzon, da barra infinita e a de Schwarzschild.

No caso de Chazy-Curzon, a solugao para uma particula de massa m numa
posi¢ao z = zy é dada por [Cha24, Cur24|

om m2r?

o= Inf="o

(4.35)

onde R = /12 + (2 — 29)2.

A solucao de Schwarzschild corresponde a tomar uma barra fina como fonte para
¢ que esta localizada no eixo z com 1/2 de densidade linear de massa [Wey17|. Esta
solugao, em coordenadas cilindricas representa a solucao usual de Schwarzschild, e
por isso a barra fina pode ser interpretada como um buraco negro “hiper amassado”.
O disco vem por simetria e a matéria vem a partir do método distribucional acima
explicado. Tal solucao é escrita como

Ri+ Ry —2
0 e Bl g 4.36
o) =g R e (4.36)
onde Ry = \/T2+ (2 —1)2 e Ry = /7?24 (2 +1)2, e 7 & a coordenada radial nor-

malizada pela massa, 7 = r/m.
4.1.5 Orbitas circulares de uma particula classica sobre o
disco

Em primeira aproximacao pode-se considerar que as particulas classicas do fluido
descrito pelas equagoes (4.26)—(4.29) movem-se ao longo de geodésicas. Em parti-
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Figura 4.3: Curvas de rotacao para o disco construido em 4D com parametros de corte
a/m = 0,3 até a = 2 (de cima para baixo). Tais curvas apresentam um aspecto de queda
Kepleriana, como esperado. Tomou-se ' = r/m. A solugdo utilizada foi a de Schwarzschild
(embora a de Chazy-Curzon também proporcione perfis similares).

cular, pode-se considerar que as particulas movem-se em geodésicas circulares cujas
velocidades tangenciais proporcionam as curvas de rotacao.
Da Eq. (4.6) tem-se a primeira integral de movimento,

—e %1 + f(7? + ) + rPe?? = 1, (4.37)

onde * = dz®/ds. Assumindo 77 = 0 e Z = 0 (as particulas ndo possuem movimento
radial e estao confinadas no disco, i.e. z =0), a Eq.(4.37) fica

—e 12 4 refp? = 1. (4.38)
Logo as equacoes geodésicas sobre o disco reduzem-se a
(€79) 8% — (r*e?) ;¢ = 0. (4.39)

As Eqgs. (4.38) e (4.39) formam um sistema de equagdes para ? e £2. De tal sistema
encontra-se consequentemente as curvas de rotacao Vg,

Jop dip Jop ¥
Vo=, |-2028 [ oo 4.40
¢ g dit Gir 12 ( )

Ve = \/=0./(2/r +,). (4.41)

Na Fig. 4.3 mostra-se algumas destas curvas para o presente disco fino em 4D, onde
é variado o parametro de corte a definido na Segao 4.1.2. Aqui usou-se a solugao de
barra fina (Schwarzschild) com densidade de massa linear de 1/2.

que se reduzem a
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4.2 Solucoes axissimétricas para qualquer nimero
de dimensoes

A primeira atitude que se deve tomar para generalizar a geometria de Weyl
para espagos-tempo com dimensoes extras é considerar um sistema util de coorde-
nadas para um elemento de linha 1 4+ 3 + n. Seguindo o método apresentado por
|[Emp02|, comega-se considerando que a métrica poderia ser riemanniana ou mesmo
lorentziana. Seja &)y um campo de vetores de Killing, com 1 <7 <d —2. Aquid é
o nimero de dimensoes totais. E admissivel escolher coordenadas (2%, 3!, %?) tal que
§4) = 0/0z", desde que comutem, e com elementos da métrica dependendo apenas
de y' e 2.

Agora, deve-se mostrar que é possivel ter coordenadas y* e y? capazes de estender
superficies bidimensionais ortogonais a §;). De maneira a realizar isto, é necessario
que se evidencie que subespagos bidimensionais do espago tangente, e ortogonais a
todo &(;), sao integraveis. As condigoes de suficiéncia para tal integrabilidade sao
garantidas a partir do seguinte teorema:

Teorema 4.1 (Emparan-Reall) » Sejam £y, 1 < i < d—2 campos de Killing tal que

para cada i, (a) g}’f;gg‘;) . .ngg)V”f(pj) se anula ao menos em um ponto do espago-
tempo (nao necessariamente o mesmo ponto para cada i), e (b) g(VZ.)RLpgf‘;)gg) . 5221_’22;

0. Entao os dois planos ortogonais a &y sao integrdavers. <

A Prova deste teorema pode ser desenvolvida da seguinte forma. A condicao
(b) é trivialmente satisfeita se apenas forem contempladas solugdes no vacuo das
equagoes de Einstein. Sobre a condi¢ao (a), para quatro dimensoes geralmente é
suposto que um dos campos de Killing ¢ uma coordenada angular que corresponde
a rotagoes em torno de um eixo de simetria, e deve se anular sobre este eixo. Isto
¢ suficiente para satisfazer a condigdo (a). Para o caso de dimensdes maiores, se
as condicoes deste teorema sao satisfeitas, entao pode-se escolher as coordenadas
y! e y? para uma das superficies ortogonais e entao estendé-las ao longo das curvas
integrais do campo de Killing. Para este sistema de coordenadas, os vetores 9/0y"
sdo ortogonais a d/0x7. Se entao ¢ assumido que os campos de Killing sdo ortogonais
uns aos outros, a métrica deve por consequéncia assumir a forma

d—2
ds? = Z 2 (dz")? + gapdy®dy’, (4.42)
i=1

onde a e b tomam os valores 1,2, os coeficientes da métrica sao independentes de
2%, e ¢, = 1 dependendo se &) € tipo espaco ou tipo tempo. Localmente é sempre
possivel encontrar coordenadas tais que

Gapdy?dy® = e2¢dZdZ, (4.43)

onde Z e Z sao complexos conjugados se o espaco transversal é do tipo tempo. A
funcao C é independente de z°.



4. Disco fino em 6D 31

Agora de forma a calcular os componentes do tensor de curvatura, introduze-se
o seguinte sistema de tetradas para a métrica (4.42), considerando-se o sistema de
coordenadas da Eq. (4.43):

e =ebida’, e =e%dZ, e =efdZ. (4.44)
Aqui a convencao de soma de Einstein nao esta sendo utilizada para os indices 1, j.

O espago métrico tangente 7,5 ¢ dado por n; = €;, 1,7 = 17, = 1/2, onde os outros
componentes se anulam. E necessario agora definir as conexoes 1-forma como

de® = —w*s N e’. (4.45)
De (4.44) e (4.45) obtém-se
wizg = e 0705, wiz = “0;0se;, wij =0, (4.46)
1 1 7
Wyz = —§e_cazC’eZ + 56_082082. (4.47)

As 2-formas de curvatura sao definidas por
@ag = dwaﬁ 4wy A W~ g- (4.48)

As 2-formas de curvatura nao-nulas para as conexoes (4.46) e (4.47) sao

Oy = —2¢727 (0 9,07®; + 07,9;07%;) e; N ¢, (4.49)
@iZ = —6_20 [0%(1% + (82@2)2 — 20ZCGZ<I>,} €i/\€Z—6_2C [8282@2 + 0Z(I>Z82<I>,] €i/\€Z,
(4.50)
@iZ - —6_20 [8282(1)2 + 82(1)182(1)2] €i/\€Z—€_2C [8%(1)2 -+ (82(1)1)2 - 282082(1)2} ei/\ez’
) (4.51)
O, = 6_208262062 A€ (4.52)

Os componentes do espago tangente do tensor de Riemann sao derivados destas
ultimas expressoes e entao

1

@ag = §Ra57567 N 66. (453)
Encontram-se portanto

Riji = =227 (059:0,%; + 029;079;) (ki — nanjx) » (4.54)
Rizjz = —€ 2 [05®; + (029;)* — 20,C0,%;] nyj, (4.55)
Rz‘ZjZ = 7 2¢ [8%(1)2- + (8Z<I>Z-)2 — 282032(1)2-} Mij, (4.56)
Rizjz = =€ (0207%i + 079:07%:) myj, (4.57)
Ryzz7 =€ 2020,C, (4.58)
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com as outras componentes nao-nulas derivadas a partir das propriedades de simetria
do tensor de Riemann. Posteriormente, o calculo das componentes nao-nulas do
tensor de Ricci fornece

R = —2¢7%C lzazachi + 0, ®; Z 7P, + 0P, Z 6‘z<1>k] Nijs (4.59)
k k

Ry, = —e %¢ Z (059; + (029;)* — 20,C0,9;) , (4.60)

Ryz=—e79) (03P + (0;®;)* — 20,C0,0;) (4.61)

R,; = —e7%¢ [202020 + Z 07079; + Z 8ZCI)Z-(92®,-] : (4.62)

Agora, assuma que u, v =1, 4, Z, o que remete as equagoes de Einstein no vacuo
como R,, = 0. Entao as componentes ij sao

82 [exp (Z (I)j> 82(1)1
J

Somando esta equacao sobre ¢ obtém-se

8,07 exp (Z <I>j> = 0. (4.64)

J

+ 07

exp (Z <I>j> az@i] = 0. (4.63)

Esta ultima possui como solucao geral
> @ =log [w(Z) +w(2)], (4.65)
J
onde @ = 1w se Z e Z sdo complexos conjugados. Substituindo a equacido (4.65) em
(4.63) obtém-se
Se w é nao-constante, entao Rzz = 0 pode ser rearranjada para dar

ZK]’ an)ian)j
25", 9,0;

02D, 1
07,C = 2272 + 5 ;824% — (467)

Zi 9z P

Equagao similar é obtida de Rz; = 0:

0;C = % + 3 Z@Zq)i — ;]Z-ZaZ(I)Z- ’. (4.68)
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Integrando os dois primeiros termos destas equagoes e aplicando a Eq. (4.65) resulta

1
C= 3 log (Ozwdzw) + =, (4.69)
onde td
. w+w
0,5 = — o ;azcb,.achj, (4.70)
0,2 = 0N 9,0,0,0, (4.71)
T 0w = ZEE '

A condicao de integrabilidade para = é
07,072 = 0704=. (4.72)

Nao é dificil checar que esta ultima equacao ¢ satisfeita se (4.65) e (4.66) sao validas,
0 que também confirma que a equacao de Einstein restante R,; = 0 é satisfeita.
Como w e w foram assumidas nao-constantes, pode-se operar uma transformacao
de coordenada de Z e Z para w(Z) e w(Z) de forma similar aquela citada para o
caso 4D, para chegar as chamadas coordenadas canonicas de Weyl como abaixo

ds* = Z e;e*®1(dx")? + e Edwdw. (4.73)

Esta transformagdo de coordenada é conforme. Eqs. (4.66), (4.70) e (4.71) sao
invariantes conformes, e entao a transformagao apenas substitui dz por d = 9, e Jz
por 0 = 0z. Logo a solucao é determinada pelas seguintes equacoes

> @ =log(w + ), (4.74)

02 = —(w+ 1) Y 09;09;, (4.76)
1<j

0Z = —(w+1w) Y 08;09;. (4.77)
1<j

Se Z e Z sdo coordenadas complexas conjugadas, entdo é possivel fazer @ = 1.
Introduzindo coordenadas reais (7, z) tal que w = r + iz, entdao a forma canonica da
métrica fica
ds? = e (da')® + €= (dr? 4 d2?). (4.78)
1

Eq. (4.75) entao toma a forma

P, 100, PP,
- -

orz ' r or 922 0, (4.79)
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que de novo é a equagao de Laplace no espago plano tridimensional com métrica (4.3).
A funcao ®; é independente da coordenada 6, i.e., ela é axissimétrica. A solucao é
entdo determinada por d — 3 solugoes axissimétricas da equacao de Laplace (sendo
elas solugoes independentes).

4.3 Um disco em 6D

Como visto em (4.79), para d dimensoes, ®; tem as solu¢des axissimétricas da
equacao de Laplace como sua solucao definitiva. Assim, voltando as raizes desen-
volvidas na primeira segao deste capitulo, poderia-se perguntar sobre a possibilidade
de usar o fato para construir um disco fino imerso num espag¢o multidimensional.
Inicialmente, como ja visto na Se¢ao 4.1.2 , deve-se assumir que @; e = em (4.78) s@o
continuas ao longo do disco, em particular na superficie z = 0, mas com primeiras
derivadas descontinuas sobre tal superficie. A abordagem deverd ser a mesma que a
utilizada para o caso em quatro dimensoes, e pode-se introduzir as descontinuidades
ao fazer a transformagao z — |z| + a, onde a é constante.

E, como ja dito nas Secoes 4.1.2 e 4.1.3, as descontinuidades indicam que o tensor
de curvatura de Riemann contém funcoes delta de Dirac que fazem possivel o calculo
do tensor de energia-momento via uma abordagem distribucional. Para a métrica do
tipo Weyl calculada em 4.2, levam a seguinte expressao, para coordenadas extras do
tipo espago, e para os componentes extradimensionais do tensor de energia-momento:
7] = -] ;”:] = 15=97°b%. Se d & par, entdao a soma das pressoes extradimen-
sionais se cancelam e a pressao total no disco depende apenas de componentes 4D.
Assim, a primeira consideracao a ser feita é que o disco deve ser construido num
espaco-tempo de dimensao par. Outro importante argumento a favor de dimensoes
pares é enfatizado por diversos autores acerca do principio de Huygens e do fato
de tal principio s6 funcionar para dimensoes pares [Kos99, Gal02, Kaz02, Cso03].

Também é enfatizado o uso de dimensoes extras pares em modelos como o ADD
|Ark9s].

4.3.1 Equacoes de Einstein no vacuo

Assim, como exemplo mais simples, pode-se trabalhar com o caso de um disco
imerso em um espago-tempo de seis dimensoes. A métrica axissimétrica para um
espaco-tempo 6D pode ser escrita em coordenadas quasicilindricas como

ds? = —e70dt? + x2e?dy? + e’da® + e Vdy? + f(dr? + dz2?), (4.80)
onde novamente ¢ = &(r,z), f = f(r,z), x = x(r,2), ¥ = ¥(r,z) e x e y sao

coordenadas extradimensionais. As equagoes de Einstein no vacuo Rap =0, (A, B =
0,1,...,5) sao calculadas e expressas em termos das seguintes equacoes

(VD) + (V1) 22 = 0, (4.81)

Vr(XVO) N v.(xvVY)..
XV XV

[ +v,, =0, (4.82)
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¢r(XVO) N ¢.-(xVV) ..
XV XV

onde (), = 0/0z". Sobre o grau de liberdade das coordenadas, pode-se considerar
¢ = xv/4 como a parte real de um fungao analitica W ({) = ¢(r, z) + iZ(r, z), onde
¢ = r+iz. Notando-se que W (¢) = W((), pode-se escrever dAWdW = %—Vg%—vgdCdZ =
[W’'(¢)|2d¢dC. Ou mesmo, AW AW = d¢? + dZ? = |[W/(¢)|?(dr? + dz?). Assim, sem
perda de generalidade, nao h& problema algum em escolher /1) = r. Uma forma
simples de tratar o problema é escolhendo ¢» = 1 e x = r, 0 que resulta numa

equagao de Einstein simplificada para f(r, z),

G+ +¢.,=0. (4.83)

i flo] = 5 [rll6h - 6%+ 26,/ + 02— 2
+ 20,0+ 2¢./r+2v,v,]dz}. (4.84)

As Eqgs.(4.81)—(4.84) formam um conjunto completo de equagdes de Einstein no
vacuo para a métrica (4.80).

4.3.2 Conteudo material do disco

Para encontrar solugoes de (4.81)—(4.84) que representem discos finos localizados
em 2z = 0, deve-se, mais uma vez, assumir que as fun¢oes da métrica f e ¢ sao con-
tinuas ao longo do disco, em particular sobre a superficie z = 0, mas com derivadas
descontinuas naquela superficie. Estas descontinuidades sao introduzidas a partir
do método inverso z — |z| 4+ a, onde a é uma constante. O céalculo distribucional
do tensor de energia-momento, conforme método ja apresentado para o caso 4D,
resulta em

[T ] = 16%{—6” + g7+ L, L+ )Y (4.85)
1" ,] = 16%{—6” + gF (b +D L+ L+ +V)) (4.86)

7% .] =0, (4.87)
(7% ,] = m%{—bzz + (b 0 b+ L+ Y)Y (4.88)
7% ] = 16%{—6“ A A S S S L N ) (4.89)
v ,] = 16%{—1922 + g (b O DLV L0 L) (4.90)

E as descontinuidades das primeiras derivadas da métrica bap = (94p. — 9ap..)|.0
sao abaixo calculadas
btt - 28_¢¢,z|z:0a (491)

brr = 2f,z|z=0> (492)
bzz - brr> (493)
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b¢¢ = 2T2€¢¢,z‘z:07 (494)
b:c:c = 2eVV,z|z:0, (495)
byy = —2e "V ,|.—0. (4.96)

Incluindo as dimensoes extras, o vierbein agora é substituido por um sechsbein,

1 1
e(t)A = (\/?‘%7 07 07 07 07 0) 7e(r)A = (07 \/ﬁ7 07 07 07 0) I

1 1
e(ﬂo)A = (0707 \/——707070) 7e(Z)A = (070707 \/—_7070> )

e 2z

1 1
e(I)A = (0707 0707\/?70) ,E(y)A g (0707 0707 077) ,
T / Yy

e o tensor de energia-momento é agora escrito como

[T45] = — eewyew” +prep) e
A B A B
T PeCp) () T P:2€(x) €(z)

A

+ peew)ew” + pyentew’” (4.97)

resultando nas seguintes components de densidade de energia e pressoes

e= -t =51 (1.98)
po= 1% =~ (4.99)
pr=[1",] =0, (4.100)
p.=[T7.]=0. (4.101)

Pz +py = 0. (4.102)

4.3.3 Solucoes

Outro passo para a construcao do disco, é escolher solucoes apropriadas das
equagoes (4.82) e (4.83) para as fungoes ¢ e v. As equagoes de Laplace indi-
cadas, para o caso axissimétrico, tém como solucoes mais comuns aquelas listadas
na Secao 4.1.4. A solugao d-dimensional de Schwarzschild tem grupo de isometria
R x O(D — 1). Para escrevé-la no formato de Weyl, sdo requeridas d — 2 campos
vetoriais de Killing ortogonais que comutem. Para a solucao de Schwarzschild, isso
ocorre apenas para d = 4,5. Para d > 5, a solucao d-dimensional de Schwarzschild
nao ¢ uma generalizacao da solugao de Weyl. No entanto, a geometria obtida ao
tomar produtos das solucoes de Schwartzschild em d = 4 ou d = 5 com espagos
assintoticamente planos sao facilmente vistas como solucoes de Weyl. Assim, pode-
se tomar, por exemplo, para as funcoes ¢ e v solucoes de Schwarzschild em 4D
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sem maiores problemas. Isto é equivalente entao a tomar o potencial newtoniano
associado a uma barra de densidade constante (tal qual explicado em 4.1.4),

Ry + Ry —2
rz)=v(r,z) =In ———, 4.103
o.2) = vlrz) = P2 (4.103)
onde Ry = /T2 + (2 —1)2 e Ry = /T2 4+ (2+1)%, e 7 & a coordenada radial nor-

malizada pela massa, 7 = r/m. O comprimento da barra é L = 2m.

Também pode-se usar a solugao de Chazy-Curzon para as fungoes ¢ e v, ou uma
combinagao da soluc¢ao acima e a de Chazy-Curzon. De fato, se ¢(r, z) = v(r, z) =
[r? 4 (|z| + @)?]71/?), tem-se uma solugio assintoticamente plana, resultando em um
disco que ¢ solucao de Weyl.

4.4 Curvas de rotagao para o novo disco

Da equagao (4.80) obtém-se a primeira integral de movimento,
—e P 4 (PP 4 32 Frief Pt F it F eyt = 1, (4.104)

onde 74 = dz/ds. Assumindo 7 = 0 e 2 = 0 (particulas sem movimento radial e
confinadas em z = 0), a Eq.(4.104) toma a forma

—e % el 4 Vi’ + eVt = 1. (4.105)

Observando as Eqs. (4.98)—(4.102), pensa-se evidentemente que as pressoes devidas
as dimensoes extras nao contribuem para a pressao total sobre o disco, o que pode-
ria incutir o argumento de que as dimensoes extras nao contribuem para o perfil
de densidade. Mas como visto no Capitulo 3 e também a partir da propria Eq.
(4.84) pode-se notar que as dimensoes extras introduzem informacao nova no tensor
de energia-momento do disco [observe que f(r, z) contém componentes extradimen-
sionais|. Portanto a priori as quantidades & e y devem ser nao-nulas. Deste modo,
as equacoes geodésicas no disco reduzem-se a

't =C,, e "y=0Cy, (4.106)
(e79) 12 — (r?e?) ¢
= C¥e™"),+ C;(e”)m,
onde C, e C sao constantes de integracao.

As Eqgs. (4.105) e (4.106) formam um sistema de equagdes para ¢? e 2. Desta
combinagao pode-se calcular a velocidade circular (curva de rotagao) Ve,

Jop dip Jop ¢
Voo | Yeede _ | 9o ?” 4.107
¢ gy dit Gir 12 ( )
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que se reduz a

_ F(rv, +G(r)¢,
Vo= \/ F)v, — GO +0,) (4.108)

onde F(r) = —=Cie™ + C2e” e G(r) = 1 — Cle™ — Cre”. Note que quando C, =
C, = 0 (i.e., situagdo sem dimensdes extras), tem-se que Vo = /=, /(2/r + ¢,),
a formula conhecida para orbitas circulares em um geometria axissimétrica em 4D,
Eq. (4.41). A maneira como foram calculadas as orbitas circulares aponta para
um espaco-tempo onde ¢é possivel uma teoria de campo do tipo dimensoes extras
universais |[App0l|. Outro ponto importante, é que os valores de C, e C, serao
calculados a partir da estabilidade do disco, como mostrado na segao a seguir.

4.5 Calculo da estabilidade

Inicialmente hé o interesse em responder & questao: quais sao os valores de C), e
C, (as constantes de integracao que aparecem no calculo do movimento das particu-
las) que fazem o disco estavel? Um método mais trivial (o critério de Rayleigh) e um
mais avangado (método perturbativo) serao ambos apresentados para vincular pos-
siveis valores estaveis para C; e C,. As curvas de rotacao procuradas serao obtidas
mediante os resultados para a estabilidade.

4.5.1 Critério de Rayleigh

A estabilidade das orbitas circulares pode ser estudada usando uma extensao
do critério de estabilidade de Rayleigh |[Ray16]. Este método é extremamente bom
para sistemas newtonianos, e apenas para Orbitas circulares. Dada tal limitacao,
aqui serd usado como um método de referéncia. No critério de Rayleigh, havera
estabilidade quando h% > 0, onde h ¢ o momento angular especifico da particula
no plano do disco (h = g,,¢),

h— Tzeqﬁ\/(l — Cle ™ = Clev)p, + (CFe™ — CEGV)V,@ (4.109)

2125 (1/r + ¢,)

Para diferentes valores de C, ed Cy menores que 1, a estabilidade é alcancada quando
a/m > 1. Para pequenos valores de a/m (a/m < 1, discos altamente relativisticos)
tem-se que uma pequena zona de instabilidade, tipicamente em torno de » = 6m
para discos em 4D. Na Fig. 4.4 mostra-se a estabilidade do disco para o critério
apresentado acima. O principal vinculo derivado deste método é encontrar valores
estaveis para o parametro de corte a.

4.5.2 Meétodo perturbativo

A estabilidade das oOrbitas circulares no plano do disco podem ser estudadas
usando um método mais acurado e sofisticado que o critério de Rayleigh. Usualmente
o critério de Rayleigh é estudado para orbitas circulares puramente newtonianas, e
revela para o modelo aqui apresentado, importantes vinculos para os valores estaveis
do parametro de corte a (aqui também normalizado pela massa). Pode ser visto na
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Figura 4.4: Estabilidade do disco a partir do critério de Rayleigh. Em (a) mostra-se que
valores estéaveis do pardmetro de corte a sdo obtidos apenas para a/m > 1 (a linha cheia),
onde ocorre h% > 0. (b) Na regiao de interesse, discos estaveis ocorrem para parametros
extradimensionais C; = 0,8 (linha pontilhada), C; = 0,85 (linha tracejada) e C; = 0,9
(linha cinzenta). Para C, > 0,95, h% < 0, e o disco se torna instavel (linha cheia). (c) Na
regido de interesse, discos estdveis ocorrem para parametros extradimensionais C, = 0,1
(linha pontilhada), Cy = 0,2 (linha tracejada) e Cy = 0,3 (linha cinzenta). Para C, > 0,5,
h% < 0, e o disco disco se torna instéavel (linha cheia). Aqui a estd normalizado pela massa

de teste e ¥’ =r/m.
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secao anterior que, para a > 1, serao obtidos os melhores discos, isso porque a
expressa quao relativistico ¢ o disco. Valores de a < 1 apontam discos relativisticos
que trazem como consequéncia configuragoes instaveis.

Deve-se perguntar agora para que valores das integrais de movimento C, e C, o
disco é estavel. O critério de Rayleigh nao é bem sucedido em responder isto e um
método mais acurado deve ser utilizado. Um método equivalente ao de Rayleigh,
porém que use relatividade geral, é aquele que introduz perturbacoes na equagao
geodésica para uma particula teste. A seguir, o método é apresentado.

Dada a equacdo geodésica para o espaco-tempo com dimensdes extras &4 +
I4,i8i¢ = 0 & possivel obter a perturbagio desta tdltima a partir da seguinte
transformacdo infinitesimal 24 — 24 + A4, onde A4 = (t,dr, 6, 62, 6z, §y) sdo
elementos infinitesimais.

Caso 4D

Como o caso 6D é uma generalizacao do caso 4D, abaixo calcula-se para o
espaco-tempo 1 + 3. A equacao geodésica na situacao 4D é

F 4 T = 0. (4.110)

Aqui, a equacao da geodésica é feita a partir de z¢ — z® + A% com A% =
(0t, 07, 0, 02). Substituindo tal aplica¢ao na Eq. (4.110), obtém-se

B+ A+ T9 (x+ A)[i + AM[E¥ + A =0, (4.111)
B+ A+ T2 (2) + %P;M [# + AM][#" 4+ A¥] = 0, (4.112)

Usando (4.110) isola-se apenas a parte perturbativa

. . . 0
« o v o sV @ B
A%+ 0@t A + T3 Al 4 5T AP = 0, (4.113)

e como I'j, = I') finalmente derivam-se as equagoes geodésicas para as perturbagoes
A 200 i A + T, (AP itd” = 0. (4.114)

Pode-se tomar o caso em que as coordenadas no plano do disco sao dadas por
* = (t,p = const, = const + Qt,z = 0), e a métrica axissimétrica ¢ ds? =
—edt? + p?B%e 2 (dp — Qdt)? + >~ (dp? + d2?). Aqui, os simbolos de Christoffel
nao-nulos sao T, ', T2 Tz, Iy, T, T, T, I Tf, e encontram-se trés
equagoes geodésicas

(6t) +2(I'}, + T ,Q)u' (3p) = 0, (4 115)

(0p)+2(T5+T0,Q)u (6t)+2(IT7,+T2 Q) (30)+(T'F, , 4217, Q417 Q%) (u')(dp) =
(4 116)
(6¢) +2(I'f, + T2, Q)ut(3p) = 0, (4.117)
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onde 7+ = u* = u(1,0,9,0), e u'Q = V.
Generalizacao para o caso 6D

Agora, para o caso de um espago-tempo 6D (onde A, B,C,D = 0,...,5), as
equagoes geodésicas para as perturbacgoes sao derivadas como

A 4203 iPAC + Th pAP 3P =0, (4.118)

onde I'4. sido os novos simbolos de Christoffel, 4 sio derivadas do tempo proprio
da?/ds e podem ser escritas para o movimento orbital circular como

i = (u,0,0,u'Q, C,, C,), (4.119)

onde u'Q) = Vi, Eq. (4.108). Assumindo apenas oscilagoes horizontais na parte 4D
do disco fino (dz = 0), obtém-se

A? = (6t,67,0,0,5p,0,0). (4.120)

Seja x4 uma geodésica circular equatorial em um espaco axissimétrico estacionario
(4.80), i.e., a linha de mundo 24 = (t,r = const, = const + Qt,z = 0,7 =
const,y = const). Substituindo a quadrivelocidade (4.119) e impondo que gap .
(mas nao gap..) se anula no plano equatorial, os componentes da Eq.(4.118) para
oscilacoes horizontais sao:

(8t) + 20 u'(0r) = 0, (4.121)
(87) + 207, + 20U ' Q(3p) + (T, (4122)
+I7, Q) (') + 17, .C2 4+ T, CHlor =0,

(6¢) +2T'2,Qu' (or) = 0. (4.123)

E possivel supor que as solucoes de dt, 0r e dp tém a forma de oscilacoes harmonicas,
~ € com uma frequéncia angular comum K. A condicdo de resolucio do sistema

(4.121)-(4.123) ¢

—K? 20K ut 0
det | 20KTju’ —K? +T7 5wt 2KT, u'Q ] =0, (4.124)
0 2iKT%,u'Q) —K?

onde I'yp uu® = (T, + 17, ,0%)(u")? + 17, ,C2+T;, .C2. Da solugio nao-trivial

PP, rx,r T yy,r -y
desta equacao pode-se derivar a frequéncia de oscilacao com respeito ao infinito

k = K/u', conhecida na literatura como frequéncia epiciclica [Kto90, Sem00).

A frequéncia angular K é calculada como

K? =17, utu? — 4T T 0% + T ) (u')?, (4.125)
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Tabela 4.1: Valores estaveis de C,, e C, (aqui, segundo o critério de Rayleigh, os
seguintes valores sao aplicaveis apenas para o caso onde o disco tem parametro de
corte a/m > 1)

| Valores para C, e C, | Regido de estabilidade do disco ||

C; =0; C, = 0 (Newtoniano) Para todo '

0<C,<0,2,0<C,<0,4 Para todo
0<C,<0,2,C,=0,5 0<r<0,4
0<C;<0,2,C,=0,7 0<r' <14
0<C,<0,2,C,=0,75 0<7r <2,6
0<C, <020 0,8 0<r' <4
0<C,<0,2;Cy = 08 0<7r <55
0<C, <O,2,C 0<r' <15
0<Cx<0,2;0y:0,93 0<r <22
0<C,;<0,2;C,>0,95 Disco instavel
C; > 0,2; Para todo C, Disco instavel

o que permite calcular a frequéncia epiciclica como

2 _ Z(r)
246, — P(r)

[0.0r + 702 + 3, /7 + 302 + Q(r)], (4.126)

onde Z(r) = —e~?/f, ¢ e v sdo fungdes da métrica dadas por (4.80) e P(r) e Q(r)
sao termos que aparecem relacionados a presenca das dimensoes extras:

P(r)=M(r)2+ ¢, r] + F(r)rv,, (4.127)
Q(r) = P(r)[H(r)/r+0.5¢,f+/f — ¢5/2 = ¢.0/2] — H(r)¢, — 2H(r) /r — N(r)/r,
(4.128)

e 2 e ¢
H(T): 2 Cx[y7rf77“/f_l/,r_l/,7’7”]+ 92

Col—vofo/f —Vi+vm]  (4129)

N(ry=F(r)[ — 3v,—2r¢,v, —05r*¢>v, + 0.5r°¢,,] + M(r)[3¢, + 2r¢”,
+ 0.5r°¢% — 0.5r%¢ ¢, + 1o, fr) [+ 0.50°0% 0/ f],  (4.130)

e onde M(r) = C2e™ 4+ Cle” e F(r) = —Cle™ + C2”. Quando C, = C, =
0= P(r) = Q(r) = 0 (sem dimensoes extras), a Eq.(4.126) se torna a formula
bem conhecida para oscilagbes em uma geometria de axissimétrica (vide p.ex. em
[Sem00]).

Os graficos para a frequéncia epiciclica ao quadrado sao mostrados na Figs. 4.5
e 4.6. A configuragio é estavel apenas quando x> > 0. Os resultados mostram
que as constantes de integracao C, e C, que promovem a estabilidade estao em um
intervalo muito restrito de valores. Na tabela 4.1 é possivel observar quais sao tais
valores para C, e C, (aqui foi fixado a = 1.5, valor estavel para o parametro de
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Frequencia epiciclica quadrada

Figura 4.5: Frequéncia epiciclica quadrada versus o raio ' = r/m para uma configuracao
onde C,; = 0,15 e C, estd variando entre 0,8 e 0,9. A estabilidade é alcancada para
0 < 7' < 7, ou seja, o intervalo onde x% > 0. A curva em negrito ¢ o resultado da
estabilidade de um disco fino em 4D (similar a um disco kepleriano). Aqui usou-se um
parametro de corte para o disco de a/m = 1,5.

Frequencia epiciclica quadrada

r’

Figura 4.6: Um outro conjunto de solugoes estéveis, permitindo agora um intervalo maior
de possiveis r’. A configuragao esta calculada para C; = 0,2 e Cy variando entre 0,91 a
0,94. E mostrada a frequéncia epiciclica quadrada &2 versus o raio normalizado ' = r/m.
A estabilidade ¢ alcancada para o caso em que k? é positiva, regiio no grafico em que
0 <7’ < 22. A curva em negrito ¢ o resultado para um disco fino 4D (similar a um disco
kepleriano). O parametro de corte do disco utilizado foi a/m = 1, 5.
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Figura 4.7: (a) Curvas de rotagao do novo disco com parametros extradimensionais Cp =
0, Cy =0, i.e., o perfil relativistico usual (linha pontilhada, estavel); C, = 0,1, C, = 0,7
(linha tracejada, instavel); C, = 0,1, C, = 0,85 (linha cinzenta, estavel); C, = 0,1,
Cy = 0,9 (linha cheia, estavel). (b) Apenas as curvas estéveis, para véarios valores do
parametro de corte a; aqui a estd variando de a/m = 1 a a/m = 2.5, e C, = 0,1 e
Cy = 0,85. As pontilhadas sao do tipo-newtoniano (onde nao ha dimensoes extras), e as
cheias representam as curvas estaveis admitindo duas dimensoes extras. Em (c) mostra-se
que para discos finos as curvas tendem a serem a zero no infinito. Para todos os casos, as
solucoes usadas foram as de Schwarzschild para a parte 4D e a de Chazy-Curzon para as
dimensoes extras. Aqui v’ =r/m.

corte do disco segundo o critério de Rayleigh).

O estudo de estabilidade visto acima é fundamental para a discussao acerca de
quais valores devem ser usados para os parametros extradimensionais C, e C,. Em
geral, as dimensoes extras contribuirao para desestabilizar o disco, no entanto é pos-
sivel aplicar o intervalo de parametros encontrados em um modelo semifenomenologi-
co de tal forma a comparar com as observacoes de curvas de rotagao de galaxias tipo
disco reais. E sobre isto que trata a proxima secdo.

4.6 Curvas de rotagao estaveis

O estudo de estabilidade da secao anterior é fundamental para o calculo de
valores exatos para os parametros extradimensionais C, e Cy. Desta maneira, ¢é
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Figura 4.8: Comparacao entre perfis de densidade para o disco calculado em 4D (linha
cheia) e aquele calculado a partir do presente exemplo em 6D (linha pontilhada). E
importante apontar que o pequeno desvio entre os dois perfis é devido as dimensoes extras
e de certa forma afeta também as curvas de rotagdo. Aqui, um exemplo estéavel com
a=1,5 param=1 (i.e. ¥ =r/m), C, =0,1 e Cy=0,85. Das Egs. (4.98) e (4.84), a
densidade para o caso em 6D depende de ¢ . /r’, que claramente aparece devido & influéncia
de dimensoes extras. Para um r’ maior, ¢ ./r’ vai a zero e a Eq. (4.98) recupera o perfil
original do caso 4D. Quando ' — 0, ¢ /1" — o0, mas f val ao infinito mais rapido,
implicando que também a Eq. (4.98) recupera o perfil para 4D para pequenos r’.

possivel derivar um modelo semifenomenoloégico onde existe um pequeno intervalo
de valores estaveis que possam ser usados para a comparacao com curvas de rotagao
de galaxias.

Na Fig. 4.7b apresenta-se apenas as curvas estaveis, para varios valores do
parametro de corte a. Como discutido anteriormente, a estabilidade s6 é obtida
para 0 < C, < 0,4e 0 < C, < 0,95 (pelo critério de Rayleigh) ou mais especifi-
camente os valores especificados a partir do método perturbativo apresentados na
Tabela 4.1 (que restringem ainda mais o intervalo para C, e confirma o critério de
Rayleigh para Cy). Tais valores também previnem que as particulas teste tenham
um comportamento superluminal (ndo ocorrendo portanto matéria exotica na pre-
sente configuracao). Quando C, = C, = 0 obtém-se o perfil relativistico usual em
4D que é bastante similar ao esperado para o caso newtoniano. Por outro lado, para
um disco fino, a “planura” das curvas de rotacao ocorre na regiao onde se encontra
a maior parte da matéria barionica. Afastando-se desta area, torna-se dificil prever
qual o comportamento dos perfis de rotacao, entao um modelo que apresenta as
curvas planas para 1’ — oo (como MOND, p.ex.) deve estar incorreto para escalas
maiores que a galdxia. Na Fig. 4.7c mostra-se que as curvas calculadas caem para
distancias grandes.

Os perfis de densidade, como ja discutido previamente, sao muito similares e
observa-se que as dimensoes extras afetam pouco o perfil de densidade. Exemplos
de perfis para o caso 4D podem ser vistos na Fig. 4.2 e em Bic¢ak et al. |Bic93|.
Na Fig. 4.8 mostra-se a comparacao entre perfis derivados com e sem termos de
dimensoes extras, mostrando-se que o desvio entre as duas situacoes ¢ pequeno e
o perfil derivado no presente model é similar ao caso 40D. No entanto, tal desvio
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Figura 4.9: (a) Comparagao entre diferentes modelos — o presente modelo (modelo de
gravidade com dimensoes extras |gravity with extra dimensions, GEDI|) e o perfil de halo
escuro obtido por NFW [Nav96| para as curvas de rotacado da galaxia espiral NGC 7331.
Os dados observacionais sao de Sofue et al. (1999) [Sof99|. (b) Comparagao entre o atual
modelo GEDI e [Nav96] para as curvas de rotagao de alta velocidade da galaxia espiral
UGC 12591. Dados observacionais de Rubin (1987) [Rub87|. (c¢) Comparacao entre o atual
modelo GEDI e os perfis de matéria escura de NFW [Nav96]| e o fitting de Courteau [Cou97]
para as curvas de rotacao da galaxia espiral NGC 3198. Dados observacionais de Begeman
(1999) [Beg89]. O presente modelo com 6D fita com boa precisao a regiao de interesse (a
anomalia tipo platd apos r/m ~ 3 em (a) e ap6s r/m ~ 2 em (b) e (c)). Os parametros
estaveis usados sao C, = 0,15 e Cy = 0,88 para (a) e (b), e C;, = 0,2 e Cy = 0,85
para (c). Para todos os gréficos, as solugdes utilizadas foram as de Schwarzschild para a
parte 4D e a de Chazy-Curzon para a parte extradimensional. A curva derivada do perfil
de Navarro-Frenk-White [Nav96] descreve a curva do halo escuro que quando combinada
com a curva do gas e estrelas deve fitar fenomenologicamente a curva de rotagao de uma
galaxia. A curva de Courteau em (c) é apenas uma referéncia de um fitting puramente
fenomenologico.
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pode ser um dos fatores que contribuem para a obtencao de um perfil de curva de
rotacao diferenciado. Em outras palavras, a presenca de dimensoes extras afeta a
gravidade para determinadas escalas. E provavel que de alguma forma isto esteja
ligado a teorias de modificacao da gravidade, e a natureza de tal modificacao seja
devida as dimensoes extras.

Tomando apenas as curvas estaveis, pode-se comparar os resultados do presente
modelo com curvas de rotacao de galaxias espirais 6ticamente observadas. Tal com-
paragao pode ser vista na Fig. 4.9. Diferentemente dos modelos com matéria escura,
aqui nao existe uma composicao da curva de um halo escuro com curvas de gas e
estrelas. Aqui, as curvas calculadas, sem matéria escura, obtidas a partir das geodési-
cas relativisticas estaveis do disco sao comparadas com os dados observacionais, sem
técnicas de fitting, dentro da regiao de interesse. Ou seja, nao ha um simples ajuste
ad hoc dos parametros C, e C,. Ao contrario, o calculo de discos estaveis traz a
tona um intervalo de valores para o espaco de parametros referido. Tais valores pro-
duzem as curvas em linha cheia da Fig. 4.7b, que quando comparadas com as curvas
de galaxias, se ajustam com Otima precisao aos dados observacionais na regiao de
interesse (a anomalia tipo platd apos r’ ~ 2). Neste sentido, o modelo pode ser
considerado como uma abordagem semifenomenologica. Pode-se também comparar
com modelos fenomenologicos de matéria escura comumente usados na astrofisica
como os de Navarro, Frenk & White |[Nav96| ou fittings puramente fenomenologicos
como o de Courteau |Cou97|.

Um problema na abordagem deste capitulo, no entanto, refere-se a propria na-
tureza do método aplicado para construir discos finos. Como intrisecamente discos
finos em 4D sdo estruturas exoticas (ja que geometricamente representam singula-
ridades no espago-tempo), para que haja sentido fisico nos artificios matematicos uti-
lizados interpreta-se que o disco é formado como um fluxo e contrafluxo de particulas
teste (veja p.ex. [VogO6al). Assim, com o intuito de calcular uma estrutura mais
realista, passa-se no proximo capitulo a um modelo de estratificagao de matéria num
bojo mais disco que tenha um sentido fisico mais proximo daquele observado para
uma galaxia real.

&
o



Galaxias e outras estruturas

Como visto, um disco fino construido a partir de um espaco-tempo composto
por dimensoes extras prové os parametros extras necessarios para modelar, sem a
presenca de matéria escura, uma configuracdo que mimetiza um galéxia genérica e
idealizada com simetria axisimétrica.

No presente capitulo serao apresentados exemplos fenomenolégicos e também
novas estruturas autogravitantes. Inicialmente, o disco fino construido previamente
serd estendido para uma configuracao isotropica onde uma galaxia sera modelada
conforme o mencionado em |[Miy75|. Ao contrario dos resultados obtidos para o
modelo de disco fino, onde uma galaxia ¢é interpretada como um fluxo e contrafluxo
de particulas geodésicas, no presente capitulo sera obtido uma configuracao es-
tavel de particulas nao exoticas, o que é mais realista, num ambiente semelhante
ao de uma galaxia espiral, i.e., onde ha um bojo central e um disco dispostos de tal
maneira a gerar um determinado perfil de densidade pertinente. O modelo é baseado
em métodos desenvolvidos, p. ex., por Miyamoto-Nagai |[Miy75| ou Vogt-Letelier
|Vog05b|. Aqui, por conveniéncia, utilizaremos uma assinatura para a métrica do
tipo (+,—, —, —).

5.1 Galaxia de Miyamoto-Nagai

O presente exemplo de galaxia é desenhado a partir de uma configuragao isotropica
em 4D vivendo em um universo multidimensional. Seguindo os argumentos apresen-
tados anteriormente para os discos finos, aqui também serd apresentado um modelo
em seis dimensoes.

Tais solugoes sao importantes porque descrevem um familia de configuracoes
autogravitantes que podem ser vistas como modelos tridimensionais para a dis-
tribuicao de massa nas galaxias [Miy75]. Por exemplo, galdxias em forma de disco,
i.e., galaxias espirais idealizadas podem ser construidas e suas curvas de rotagao
obtidas.

5.1.1 Equacgoes de campo

Considerando a generalizagao de um universo d = 4+n, para a acao gravitacional
de Einstein—Hilbert

1

S=——
167

d*edryy/—@tn) g G R (5.1)
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que, como visto, leva as equagoes de campo

(44n) G

ap = =81 Ty p (5.2)

onde A,B=0,1,...,44+n — 1, y representa as dimensoes extras e os indices (4 +n)
referem-se a natureza multidimensional da acao. Primeiramente, considere o caso de
um espaco-tempo axisimétrico 4D cuja métrica pode ser escrita de forma isotropica
em coordenadas cilindricas (¢, R, z, ¢):

ds® = "B dt? — AR (AR? 4 d2% + R2dy?). (5.3)

Uma formulagao em relatividade geral para o caso newtoniano bem conhecido
de modelos de galaxias pode ser escrito na forma de uma métrica de Schwarzschild
em coordenadas isotropicas (veja por exemplo [Vog05b]). Também, como forma de
estender o formalismo desenvolvido na se¢ao sobre discos finos, pode-se introduzir n
coordenadas extradimensionais. Seguindo-se o raciocinio desenvolvido no Capitulo
4 onde matéria nao exotica ¢ obtida apenas para n par, considere aqui também o
caso simples onde n = 2:

2 __ (l_f)2 2 4 2 2 2 2

—e Fda? — efdy?, (5.4)

onde f = f(R,z) e k = k(R, z). As equagoes de campo (5.2) levam as seguintes
expressoes para os componentes do tensor de energia-momento:

1 fr
TN= ———— 2t =, 5.5
= gy (e ) >
incluindo-se o vinculo
k% — k% = 0. (5.6)
As solucoes gerais para este ultimo tem a forma
k=Fki(z—R)+ky ou k=ki(z+ R)+ ko, (5.7)

onde ki e ko sao constantes, e, por simplicidade, sera considerado ks = 0. Também,
com tal vinculo, a parte 4D das solucoes para pressao sao as mesmas que aquelas
obtidas por Vogt e Letelier [Vog05b]:

= 1 [ IR
li = o pra=p (ff,zz + g 2k - fi) : (5.8)

z __ 1 @ 2 r2
Tz - 47T(1+f)5(1 _f> (ff,RR_'_ R +2f,z f,R)? (59)
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z _ 1 _
TZR = TR = 471'(1 T f)5(1 — f) (ff,Rz 3f,Rf,z) ) (510)

v _ 1 B B
= maspra=p [f (frr+ fo2) = fo— 2] (5.11)

A parte de pressoes extras tem a forma

Tz k f,R
Tx = m (f,RR + f,zz + ﬁ) y (5.12)

TY = 77 (5.13)

A densidade de energia é dada por p = T/, e as pressoes ou tensoes ao longo de
uma dire¢ao particular sao escritas como P, = —T} quando o TEM é diagonal. A
surpresa vem do fato de que o componente T} ¢ proporcional ao laplaciano usual da
funcao f em coordenadas cilindricas planas. Note que no limite newtoniano quando
f <1, aEq. (5.5) se reduz a equagao de Poisson

V20 = 4npy, (5.14)
se a funcao f estiver relacionada ao potencial gravitacional ® por

¢

Neste caso, p — pn e as condigoes de energia para o disco nao tém matéria
exotica (p+ ., P > 0). O TEM seréa diagonal (T =T% = 0) se f tem a forma

C
w(R) +g(2)

f= (5.16)

onde C' é constante e w(R) e g(z) sao fungdes arbitrarias. Complementarmente,
TE e T serao iguais (estresses isotropicamente radiais e azimutais) somente se
w(R) = R% O perfil de densidade p pode ser deduzido, por exemplo, a partir de
solugbes de Miyamoto-Nagai [Miy75], que representam estratificagdo de massa no
bojo central e na parte do disco de galaxias. Neste caso, o potencial gravitacional
mais simples que fornece componentes diagonais é

M
O(R,z) = — , (5.17)
\/R2 + (a+ V22 +1?)?
onde a, b sao constantes positivas.
A densidade tridimensional correspondente derivada da Eq. (6.15) é
VM aR? + (a+ 3V 22+ 0?)(a + V2% 4 1?)?
ox(R,2) = : i L 6a)

AT [R? + (a+ V22 + 02)2]5/2(22 + b2)3/2)

e agora a funcao f(R, z), de acordo com (5.15), é
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M
2\/R2 + (a+ V22 4+ 1?)?

Como sera visto mais adiante, o potencial gravitacional somente poderé ser propor-
cional a f(R,z) se o dominio de trabalho for o limite newtoniano.

f(R,2) = (5.19)

5.1.2 Geodésicas circulares

As particulas desta configuracdo podem descrever trajetorias circulares, calcu-
ladas a partir de um sistema de equacoes de geodésicas. Em particular, é possivel
obter a velocidade tangencial das particulas do disco (i.e. as curvas de rotacao
planas) a partir das equacoes geodésicas. Assumindo R=0ez=0 (as particulas
nao possuem movimento radial e por simplicidade estao confinadas na superficie
z = 0), a métrica (5.4) pode ser reescrita como

L-f)

miz — (14 f)*R*? —e*i? —ef? =1 (5.20)
onde 4 = dz?/ds, o qual resulta
. 1 2 .
2 = (%) (14 (1+ f)*R*p2 + e Fi? 4 ey (5.21)

As equagoes de Euler-Lagrange para as coordenadas ciclicas x e y permitem calcular
as seguintes equacoes geodésicas

(e™Fi) =0; e Fi=0C,, (5.22)

(") =0; ey =C,, (5.23)

onde C, e Cy sao constantes de integracao. Pode-se fixar os valores de C, e C, por
aqueles calculados para os discos finos, onde foi encontrada uma configuragao plana

estavel. Uma outra equacgao ¢ obtida ao derivar-se (5.21) em R e usando as Egs.
(5.22) e (5.23)

A=/  A=1*x
2f r {(Hf)? + (1+f)3]t (5.24)
F2R(1+ fPL(1+ f) + 2Rf p|9* — k(e " i* — eFy?) = 0.

As Eqgs. (5.21) e (5.24) formam um sistema de equagdes cujas varidveis sao ¢? e 2.
Ao se resolver o sistema, é possivel calcular as curvas de rotagao Vg por

Gop dp Jop ¥
AR L e Py 3 5.25
¢ gy dt Gur 12 ( )
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Figura 5.1: Curvas de rotacao de NGC3198. Aqui é considerada a comparagao entre o
presente modelo (GEDi em seis dimensoes com Miyamoto-Nagai), o modelo de disco fino
ja proposto e outros modelos ou fittings [Beg89, Nav96, Cou97]. As curvas vém apenas
da massa relacionada ao gés e estrelas da galaxia, i.e., a hipotese de matéria escura nao é
considerada. A pequena discrepancia observada em 7’ &~ 1 é devido ao fato de ndo existir
um modelamento astrofisico do centro da configuracao. Nao ha técnicas de “fitting” imple-
mentadas. As coordenadas apresentadas sao a velocidade de rotacao e o raio normalizado
pela massa.

5.1.3 Estabilidade

Utilizando a mesma técnica que a desenvolvida para os discos finos, sao com-
putadas as perturbagoes infinitesimais na geodésica. A perturbagio #+14,2%:¢ =
0 é feita a partir da transformagao z* — x4 + A4, onde A? = (t, 07, 5, §z, 6, §y)
sdo elementos infinitesimais. E possivel encontrar as seguintes equaces para as
perturbacoes:

A? 42T 3P AC + i pAP P =0, (5.26)

onde I'4, sdo os simbolos de Christoffel e @4 sio as derivadas temporais proprias
da?/ds e pode-se escrever para o movimento orbital circular

@t = (u',0,0,u'Q, u'C,, u'Cy), (5.27)

onde Q = Vo /R, Eq. (5.25). Assumindo que ha apenas oscilagdes na parte 4D do
disco com perturbagoes verticais (dz # 0), obtém-se

A? = (6t,0R, 5z,5¢,0,0). (5.28)
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Seja z# uma geodésica circular equatorial em um espaco-tempo estacionario ax-

isimétrico (5.4), i.e., a linha de mundo 24 = (¢, R = const, p = const + O,z =
0,z = const,y = const). Substituindo a quadrivelocidade (5.27) e os simbolos de
Christoffel nao-nulos, e supondo que as solucoes de 0t, 0R, 0z e dp tém a forma de
oscilagoes harmonica, ~ €%, com frequéncia angular comum K, encontra-se:

(0t) + 2Tt put (OR) + 2T u'(02) = 0, (5.29)
(6R) + 2D'Eut (ot) + 2F’;¢ut§z(5¢) +[(Tfig (5.30)
+T0 g+ T C2 4+ T C2)(u')’]0R
+[(Tf .+ T8, Q%+ TE C24+ T .CH(u'))éz =0,
(02) + 2T5u' (6t) + 2T u'Q(69) + (T z (5.31)

[
_I—F;«p,RQz + F;x,Rci + PZy,Rcs)(ut)z]éR + [(Pft,z

+T25, Q0 4T3, .Co+ T, .Co)(u')?)5z = 0,
(80) + 202, Qu (5R) + 2I'%. Qu' (6z) = 0. (5.32)

A solucao para o sistema homogéneo seréa

1
K* = -5 [ATE T2 (Qu')? + AT, T (u')? — THp gute® — T7 5 u™u®]  (5.33)

v~ pR
1
ii{[4F£¢F£R(Qut)2 - 4thtriz (ut)2 + 1_‘ﬁB,RuAuB - FZB,ZUAUBP
HOATFT T T2, (uf) ' Q12

onde I'fp putu® = (Off p +TE Q% +TE C2+T C2)(u')?. O sistema é estével
se a frequéncia epiciclica ao quadrado x* = (K/u')? é estritamente positiva. Isto
ocorre quando o sinal antes da raiz quadrada na Eq. (5.33) é positiva e para k =
ki(z + R) na Eq. (5.7). Mais que isso, o estudo da estabilidade pode ter um
importante papel para determinar um intervalo estavel de valores para as constantes
Cy, Cy e ki — sendo esta ultima uma constante de integracao que vem a partir da
presenca de dimensoes extras, Eq. (5.7). No caso das constantes C, e C,, os
valores coincidem ao caso obtido no Cap. 4. No caso da constante ky, ela deve ser
pequena (k1 ~ 107° — 1077). A maneira usual de determinar os parametros a e b
em (5.19) é a partir da fenomenologia da densidade de galaxias, conforme descrito
em |Miy75]. Usualmente, a fragdo b/a estima o quao tipo disco ou tipo elipsoidal
é a galaxia. Assim, a observacao de densidades mais a o estudo de estabilidade
representa uma forma eficaz de construir uma galaxia para um sistema modelado a
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Figura 5.2: O grafico de curvas de nivel de densidade para a galaxia NGC 3198,
obtido a partir da galdxia de Miyamoto-Nagai em 6D.

partir de gravitacao com dimensoes extras.

5.2 Exemplo: comparando o modelo com galaxias
reais

Como mostrado em [Miy75] pode-se modelar uma galaxia espiral de forma sim-
ples usando a superposicao de densidades centrais e densidades marginais de uma
estrutura isotropica para diferentes valores de a e b. Aqui o valor de k serd vin-
culado como explicado na se¢do anterior. Assim pode-se escrever p = Y. p(a;,b;).
Em outras palavras, isto é o mesmo que escrever a funcao f, Eq. (5.19), a partir
da superposigao » , f(ai, b;), o que para o caso de uma galéxia espiral é o suficiente
para descrever o bojo central e a parte correspondente ao disco galatico. E pos-
sivel mesmo calcular as curvas de rotacao de varias galaxias (incluindo nao apenas
aquelas de morfologia espiral). Como exemplo, a galaxia espiral NGC 3198 pode
ser modelada. Considerando-se a densidade superficial observada no disco e as car-
acteristicas morfologicas [Beg89| e assumindo que a densidade do bojo nao é muito
diferente daquela observada para a Via Lactea [Miy75| (onde usualmente faz-se a
igual a zero e b ~ lkpc; o que significa que b/a — oo, ou um bojo central esférico
de ~ 1kpc), obtém-se um conjunto de curvas de rotagao estaveis (veja a Fig. 5.1).
O potencial apresentado na Eq. (6.19) — i.e. o ansatz de Miyamoto-Nagai — tem
motivacao puramente newtoniana e é tutil para calcular a forma da funcdo f na
métrica. Portanto é necessario calcular o potencial com as devidas correcoes devido
ao calculo relativistico e dimensoes extras. Pode-se utilizar a forma do potencial em

V2o
= 5.34
P= "4 (5:34)
onde o potencial é reconstruido a partir das geodésicas circulares planas (5.25) por
R y/2
V
d = / —CdR, (5.35)
0o R

onde Vi é dada por

Gop dp Jop ¥
Vo=, |-222 _ | Jee ¥ 5.36
¢ g dit Gir 12 ( )

O grafico dos contornos de densidade obtidos a partir desta altima é mostrado na
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(b)

3

Figura 5.3: (a) Densidade newtoniana py em Mgpc™ para o modelo 4D de
Miyamoto-Nagai para NGC 3198, onde R e z sao dados em kpc. (b) Grafico em
3D do perfil de densidade obtido para o presente modelo. Note que nao ha cuspide,
diferentemente do problematico perfil de Navarro-Frenk-White [Nav96|.

Fig. 5.2, e o objeto obtido é bastante similar a uma galaxia espiral.

Pode-se comparar o potencial obtido a outros potenciais conhecidos na literatura.
Em p. ex. |Bin87|, sdo listados alguns dos possiveis potenciais. Um primeiro poten-
cial, também utilizado aqui (o par potencial-densidade de Miyamoto-Nagai) pode
ser prontamente comparado a densidade obtida a partir das velocidades circulares
(veja a Fig. 5.3).

Um outro potencial interessante a ser comparado é o de Satoh:

M

O (R 2) = ——, (5.37)

- ab® M 3 R? + 22 1
P = 4mS3(22 4 b?) {5 (1 R ) = + b2] ’ (5.38)
S =[R*+ 2% + ala + 2v22 + b2)]"/2 (5.39)

Agora, para mesmos parametros a e b, as densidades sao mostradas na Fig.
5.4. A pequena direnca entre o perfil de densidade obtido e o newtoniano 4D
convencional, mostra que apesar de dimensoes extras afetarem de forma marcante o
perfil de velocidades circulares, o contorno de densidades apontam para um objeto
bastante similar a uma galaxia espiral.

5.3 Curvas de rotacao reais nao sao planas

No estudo observacional da dinamica de galaxias, é crucial notar que as curvas
de rotacao nao sao assintoticamente planas (como imaginado por exemplo por perfis
ditos universais como o de Navarro-Frenk-White |[Nav96|). Este mito sobreviveu



5. Galaxias e outras estruturas 56
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Figura 5.4: Comparacao entre a densidade obtida a partir das velocidades circulares
calculadas (linha cheia), um perfil puro 4D de Myiamoto-Nagai (linha tracejada
longa), e um perfil de Satoh (linha tracejada curta). Aqui a densidade ¢ dada em
M, pc™ e vem do slice onde z = 0.
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Figura 5.5: Exemplo observacional de galadxia espiral cuja curva de rotacao é nao
plana. Aqui apresenta-se a galaxia UGC 195 (dados observacionais retirados de
|[Fri0g]). O presente modelo em 6D é utilizado e descreve com boa aproximagao os
dados observacionais. As coordenadas apresentadas sao a velocidade de rotacao e o
raio normalizado.

apenas até a década de 1990, quando foi entdo desmentido (veja p.ex. |Per88,
Ash92|). Assim, por exemplo, mostra-se na Fig. 5.5 que o modelo aqui apresentado
descreve também curvas de rotagao nao-planas, recobrindo os dados observacionais
(sem técnicas de fitting).



5. Galaxias e outras estruturas 57

O incrivel niimero de teorias que implicam ou assumem a existéncia de um cenario
onde as curvas de rotacao de galaxias espirais sao planas estd claramente em con-
tradicao com as evidéncias observacionais, o que nao ¢ o caso do presente modelo.

5.4 Aglomerados de galaxias e lentes gravitacionais

Usando um exemplo simples em 6D, é possivel mostrar que, no regime de baixas
aceleracoes, a lente gravitacional de aglomerados tera a magnitude correta para
explicar a observacao de lentes intergalaticas. Como na natureza muitas galaxias
elipticas e aglomerados de galdxias sao modelados idealmente a partir de uma sime-
tria esférica em 4D com mais duas UEDs. A partir da métrica

ds? = —e®dt* + eMdR? + R*(d6? + sin® 0dy?)
+ dz?® +dy?, (5.40)

onde, como anteriormente, e y representam as coordenadas extras. ® e A sdo
funcoes apenas de R. Considere agora um raio de luz que se propaga no plano
equatorial da métrica. A velocidade 4 do raio deve satisfazer

—e® 2+ MR+ R*? + i + %) = 0. (5.41)

Como a métrica é estacionario, segue-se a lei de conservacio e®f = E onde E ¢é
uma constante caracteristica do raio. Da simetria esférica, tem-se que e*R?p = L
onde L é outra constante caracteristica do raio. Seja escrever R = (dR/dy)¢,
& = (dz/dp)¢ e y = (dy/dp)p. Agora, eliminando ¢ e ¢ da Eq. (5.41) em favor de
E e L, e dividindo-se por E? obtém-se

—e™* + (b/R)’¢{R7’[(dR/dp)* + (dz/dyp)
+ (dy/de)’] + 1} =0, (5.42)

onde b = L/E. Observando no infinito, onde os fatores da métrica tendem a unidade,
vé-se que b é de fato o parametro de impacto do raio com respeito ao centro da
distribuicao material em 4D, onde R = 0. Rearranjando a ultima equagao, obtém-
se a quadratura

-1/2
2 211/2 i A—d R ? dR

onde R} = (dz/dR)* e R = (dy/dR)® sdo taxas de distribui¢io de “pressoes”
extradimensionais ao longo do cluster 4D.

Para o ponto onde a métrica se torna exatamente plana, a relacao acima descreve
uma linha onde ¢ varia entre 0 e 7 & medida em que R diminui de valor, do infinito
ao valor Ry, (valor do ponto de retorno do raio). Assim, a deflecao do raio devido
a gravidade é
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—-1/2

00 2
Ap=[1+R:+ R/ 2/R [eA—‘I> (%) —1] %—w : (5.44)

Para entender melhor esta tltima integral, pode-se tomar vantagem do fato de
ter-se que os campos extragalaticos sao fracos, o que garate que A e ® sao pequenos
quando comparados a unidade. Como consequéncia o resultado acima é aproxi-
madamente igual a

1/2
/dR

R

— T
a=1

a o
2 211/2
Ap=[1+R+R]V{ -4 /

21 fuea o (B

Rturn

(5.45)
Reescrevendo em termos de derivadas em « permite-se expandir em série de Taylor
na pequena quantidade A — ® sem incorrer em divergéncias da integral no seu limite
inferior. A ordem zero da expansao resulta em uma bem conhecida integral que
cancela o . Assim, em primeira ordem

Ap = —

2 [1+ R2 4+ RyJ'? > (A -

b 9a Jy o (R2— ab?)1/2

a=1

E integrando em partes:

2 211/2
Ag0:—2 [1+R2+ R2)Y ﬁ[
b O o

(5.47)

Como ® e A decrescem assintoticamente com R™!, o termo integrado, sendo
independente de o, nada contribui. Resolvendo a derivada em «, e introduzindo a

coordenada cartesiana v ao longo do raio inicial como u = #(R? — b?)'/2, tem-se

Ap— b1+ R2+ R2'? /°° Ar—®r

5 7 du. (5.48)

[e.9]

Um fator 1/2 aparece porque o integrando foi incluido duas vezes em (5.47): uma
vez com R decrescendo e outra com R crescendo a partir de b. A integral é agora
resolvida sobre um linha reta infinita seguindo o raio original.

A Fig. 5.6 mostra que a nova deflexao calculada do raio de luz, para um intervalo
de valores das taxas IR, e R,, ¢ maior que a deflexao produzida por um raio passando
através de um aglomerado mas apenas usando-se a relatividade geral em 4D. A
diferenca entre um célculo em 4D com matéria escura e o caculo acima (onde a
geometria do problema substitui o conceito de matéria escura) é que no cenario
convencional de matéria escura deve-se computar ® e A a partir das equacoes de
Einstein incluindo-se matéria escura como fonte, enquanto que no presente modelo
tem-se um termo adicional na métrica e A e ® sdo calculados apenas com base na

i (A=) ()~ | (A ) —o0”) a8
b

a=1
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Figura 5.6: A nova deflexao calculada para o raio usando o modelo proposto, para um
intervalo de taxas I, e I%y, ¢ maior que a deflexdo produzida por um raio passando através
de um aglomerado calculado apenas com a relatividade geral em 4D. A presenca de
dimensoes extras atua exatamente como se fora um halo de matéria escura fria.
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Figura 5.7: Integracao numeérica da deflexao por lente gravitacional produzida por um
aglomerado vivendo em um universo que contém dimensdes extras. Aqui usa-se uma
equivaléncia entre o campo gravitacional induzido por dimensoes extras e uma matéria
ficticia — “matéria de Kaluza-Klein (KK)” — para mostrar que a contribui¢ao devida ao
campo extra induzido por dimensdes extras atua como matéria escura. No exemplo acima,
a matéria KK ficticia constitui (79,5 £ 3, 3)% da matéria total de um aglomerado galatico
com simetria esférica. Foi usado R, = 0,9 e R, = 0,4, que constituem valores estéveis de
acordo com o calculado para discos finos.

matéria visivel.

Resolvendo-se numericamente as equacoes de Einstein para simetria esférica de-
scrita, mais a integragdo numeérica de Eq. (5.48), é possivel obter uma comparacao
entre um aglomerado galatico com e sem dimensoes extras. Na Fig. 5.7 mostra-se
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isto, usando os mesmos valores para C, e C, calculados no capitulo sobre discos
finos. No presente modelo, para as escalas de aglomerado, a geometria envolvida
com as dimensoes extras defletem mais luz do que o esperado. Assim, o sistema é
equivalente a um sistema com matéria escura onde (79,5 + 3,3)% da matéria total
num aglomerado esférico é escura. Este resultado é bem similar ao que ocorre de
acordo com as observacoes astronomicas. E verificado por observacoes de lente grav-
itacional [Mel99| que aglomerados de galaxias sdo compostos de trés componentes
principais: ~ 5% em massa é devido oticamente a matéria barionica; ~ 10-15% esta
na forma de raios-X devido ao gés interaglomerado; e o restante ~ 80-85% esta na
forma de algum tipo de “massa faltante” nao-barionica.

A explicacao para o resultado acima explicitado é que tal “massa faltante” nao-
barionica pode ser explicada geometricamente pela presenca de dimensoes extras
universais no universo. Pode-se emoldurar o conceito como se a geometria prove-
se uma massa gravitacional residual “equivalente”. O campo gravitacional extra
é induzido apenas por dimensoes extras e observacionalmente é visto como massa
faltante.

Apesar do excesso no desvio calculado acima, observacionalmente é comumente
visto desvios 400% maiores do que o esperado, o que mostra que embora os resultados
obtidos sejam interessantes para explicar aglomerados, eles ainda ficam aquém do
que se espera astronomicamente.

&
o



No limite newtoniano

Como visto no Capitulo 3, as equacoes de movimento para uma particula teste
em uma teoria geral com dimensoes extras sao escritas como

) aup 1 y
lﬂ + {a%} x lﬁ = §gab,'yglecg ngbd- (61)

Agora pode-se obter a equacao do campo no limite newtoniano e relacionar o po-
tencial & equacao de movimento encontrada. O potencial obtido a partir do limite
newtoniano vem da necessidade de testar a validade dos modelos desenvolvidos nos
capitulos precedentes, onde objetos astrofisicos, como galdxias e aglomerados, po-
dem muito bem ser vistos como objetos newtonianos. Isto evidentemente significa a
aproximacao em que a gravidade é fraca. E como o interesse reside apenas na parte
visivel, i.e., a parte observavel, entao o foco do presente céalculo deve permanecer
sobre o encontrado até o momento para a parte 4D.

6.1 Equacao para o campo visivel

Como ja visto no Cap. 3, Egs. (3.25) e (3.26), o TEM efetivo em 4D ¢é escrito
como o tensor convencional 7,3 = Rap — %(g‘“’Rw)gag mais uma correcao induzida
pelas dimensoes extras Tz, onde

1 1 v mn
S =~ { o = 50 Rl + (™ R} (62)

O limite newtoniano pode ser obtido a partir da abordagem em que o espago-
tempo plano possui um pequeno desvio e a curvatura é linearizada, i.e., dada a
perturbacdo 7,g, a métrica do setor 4D é escrita como gog = 7ag + Yap (onde
Nap € a métrica de Minkowski). Para o caso da gravidade linearizada, o tensor de
energia-momento (3.25) ¢ essencialmente escrito a partir da curvatura linearizada

Rep = O {5} = O {f3} como
1 A o - 1 s Ay—
Top = —50"0Tap + 0" 0(g7Vayu — 510590 T (6.3)

onde Vo5 = Yap — 1/2nap7-
A gravidade linearizada possui uma liberdade de calibre dada por vas — Ve +
Lenag, onde L¢ & a derivada de Lie com relagao aos geradores £* de um difeomor-
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fismo. Em primeira ordem, fisicamente tal transformacao representa o mesmo que
0 proprio v,4. Pode-se usar tal liberdade de calibre para simplicar as equagoes lin-
earizadas de Einstein. Ao resolver a equagdo 9°95¢, = —367(15 para &,, pode-se
fazer uma transformacao de calibre [Wal84| que resulta em 867a5 = 0 (analogamente
a condicao do gauge de Lorentz) e obtém-se a simplificagao

1 _
Top = —Zﬁ“aﬁaﬁ. (6.4)
Para a parte extra obtém-se
111 mn Qi mn
‘Zaﬁ = 5 §(g 8 (%gmn)gaﬁ —4g gmn7a5 . (65)

Apenas quando a gravidade é fraca é que a presente aproximacao linear é valida.
Neste caso, existe um sistema inercial de coordenadas globais de 7,4 tal que

Taﬁ = 7;5 + ‘Zag = ptatg, (66)
1 0w = 11 mn 9u mn
_Za 0 Vap + 3 5(9 "0y Gmn)Nap — 9" Gmn,ap | = Plats, (6.7)

onde t, é a diregao temporal deste sistema de coordenadas. Esta equacao pode ser
interpretada como a equacao de Poisson modificada considerando-se um universo
com mais de 1 4 3 dimensoes.

Agora, defina 7,5 = —4¢, onde ¢ = #(7’) é funcdo apenas do espaco 3D.

Tomando-se a consideragao feita por Kaluza acerca do conteido material das
dimensoes extras, i.e., Ry = 0, obtém-se o seguinte modelo sigma ¢" (0 ;0™ ") pu =
0 para a parte extra, onde o é a matriz diagonal que representa a métrica no setor
extra do sistema. Isto implica que

0"0,9a = 0, (6.8)
resultando na seguinte equagao
Lon - 1
_18 aﬂ’Vaﬁ - 59 Imn,a8 = Plals. (6.9)

Como os elementos g, sao funcoes do espaco 3D, entao a ultima equacao se reduz
a

V3¢ = 4np, (6.10)

o que significa que o perfil de densidade, no limite newtoniano, é dado aproximada-
mente apenas pelo campo 4D.
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6.2 Obtendo a aceleracao e testando o método para
um caso axisimétrico

Escrevendo um elemento de linha para qualquer nimero de dimensoes, tendo em
mente o caso axisimétrico (conforme sera comentado no Cap. 4, Secao 4.2), tem-se
por exemplo ds? = Y7 e¥idz?, para algum nimero de dimensdes extras n > 1,
onde ds? ¢ o elemento de linha para o setor extra, z; sio as coordenadas extras e
Y; = ¥;(T) sdo os potenciais associados as dimensdes extras (e que sejam funcoes
do espago 3D).

Se as dimensoes extras tém algum impacto na teoria, certamente nao é como
matéria extra, mas elas aparecem como um termo de pressao que contribuird de
fato para gerar a for¢a extra contida na equacdo de movimento (6.1). O seguinte
exemplo podera deixar claro este conceito. Escrevendo uma métrica geral para algum
niamero de dimensoes (p.ex., seis dimensoes, para trabalhar com um caso que sera
explorado mais intensamente nos proximos capitulos) tem-se ds? = —(1 — 2¢)dt* +
dZ.dZ + e ¥dz? + e¥dz2, onde dZ é o elemento de espaco 3D em algum sistema de
coordenadas. Agora, para o limite newtoniano, concebe-se que o movimento deve
ser muito menor que a velocidade da luz e £ pode ser aproximado como (1,0, 0, 0)

m (6.1). Aproximando o parametro afim s & coordenada temporal ¢, encontra-se

a0 1[0 e [09)] oy
T =g { [T e [BE e o

Como as derivadas no tempo de ¢ e 1 sao nulas, a Eq. (6.11) resulta em
a=—-Vo, (6.12)
1, _

O =0+ (e YNZ + e’ N2), (6.13)
que ¢é a equacao de movimento das particulas teste para o presente sistema, com um
potencial efetivo ®. Para encontrar uma forma para este potencial, pode-se ver de
(6.8) e (6.10) que

V2 — V.V =0, (6.14)
V3¢ = 4mp. (6.15)

Termos nao-lineares nao aparecem porque a matriz o é diagonal. Em particular, a
Eq. (6.14) pode ser reescrita como

V3 =0, (6.16)
onde de fato y é identificada com
x=e" (6.17)

e a Eq. (6.13) é entao reescrita como
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Figura 6.1: (a) Curvas de rotacdo para um potencial efetivo onde a equagao de Poisson
é resolvida a partir de um ansatz de Miyamoto-Nagai, com pardmetros a =1 e b = 0,1
para uma dada galaxia tipo disco, e onde a equagdao de Laplace para o campo extra é
resolvida por um disco de Chazy-Curzon, com pardmetro de corte estavel z. = 1,5. A
linha cheia representa a situacao onde nao ha dimensoes extras, i.e., N, = N,, = 0. As
linhas pontilhadas representam um conjunto de solu¢oes extradimensionais para N,, = 0,1
fixo e N, variando de 0,8 a 0,95 como relatado em |[Coi07|. (b) O mesmo conjunto de
solucoes apresentado em (a), mas agora a curva representa a frequéncia epiciclica quadrada
k2. Quando esta tltima é positiva, a estabilidade do sistema é garantida.

1 _
® = ¢+ (N, +x TN (6.18)

Juntamente com as Eqgs. (6.18) e (6.16), estas ultimas representam um sistema
completo de equacoes para um potencial gravitacional efetivo em 4D, assumindo
um universo multidimensional. Note também que (6.16) é a equagao de Laplace
no espaco plano tridimensional e entao x pode ser tomada como uma solucao da
equagao de Laplace para um fonte newtoniana apropriada em alguma simetria.

Para um sistema cuja aceleracdo @, Eq. (6.12), tenha dire¢ao radial, p.ex. um
sistema idealizado similiar a uma galadxia, pode-se buscar uma solugao exata para
a equacao de Poisson, como por exemplo o ansatz de Miyamoto-Nagai. A equacao
de Laplace pode ser resolvida a partir de uma solucao de Chazy-Curzon, ideal para
sistemas tipo disco fino.

O potencial de Miyamoto-Nagai é escrito como |[Miy75|

M
VR + (a+VET )

onde a, b sao constantes positivas. A solucao de Chazy-Curzon para uma particula
de massa m na posigdo z = 2 é dada por [Cha24, Cur24|

S(R,z) = — (6.19)

_m (6.20)
X_ R’ .
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onde R = /124 (z — z9)2. Nesta tltima, sempre é possivel fazer zo = 0 e introduzir
o método de corte e gerar uma solugao tipo disco [Bin87|, tal que z — |z| + z., onde
x. € 0 parametro de corte. Fixando os valores de a, b e x. de forma tal que b/a ~ 0, 1
(fornecendo a distribuigdo luminosa para uma galaxia tipo disco [Bin87|) e z. > 1
(por razoes de estabilidade e para prevenir discos relativisticos [Coi07]) é possivel
encontrar o conjunto de curvas dado pela Fig. 6.1a.

A estabilidade de tal configuragao é garantida por um parametro epiciclico new-
toniano positivo x* = 92®/9r? + 3V2/r?, como mostrado na Fig. 6.1b.

6.3 Potencial efetivo de GEDi1

Uma maneira mais 1til de se ver o potencial efetivo para a gravitacao com di-
mensoes extras (GEDi) é reescrevendo-o como

O = ¢+ C cosh(v) + 6), (6.21)

onde C' e § sdo constantes a serem determinadas. Da Eq. (6.13) tais constantes
podem ser relacionadas a N,, e N,, por

S U R B B
N?
tanhd = Nzl' (6.23)
22

Dados os presentes resultados, pode-se perguntar sobre a natureza do potencial
(6.21). Tal termo vem exclusivamente das dimensoes extras e possivelmente haja
alguma relagao com um potencial tipo “matéria escura’

¢ewtraD = ¢DM = CCOSh(Q/} + 5) (624)

Se as dimensoes extras tém algum impacto sobre a teoria, certamente nao é como
matéria extra, mas ao menos representam algum tipo de pressao extra [i.e. o termo
1 _mn

59" Gmn,ap em (6.9)]. Isto é confirmado pelo termo de forca extra que aparece nas
equacoes de movimento.

)

& g
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Resultados comparados (galaxias)

O presente trabalho apresentou alguns indicios de que a introducao de dimensoes
extras em sistemas autogravitantes como discos finos ou estruturas que se asseme-
lham a galéxias reais (a partir de um ansatz de Myiamoto-Nagai) ou aglomerados
de galaxias, induzem efeitos semelhantes aqueles descritos na literatura com o nome
de “matéria escura”.

Por exemplo, para o caso de galdxias e suas curvas de rotagao, na Figs. 7.1,
7.2 e 7.3 mostra-se a comparagao entre os modelos desenvolvidos na presente tese
para a galaxia NGC 3198, M31 (Andromeda) e UGC 12591, que sdo bons exemplos
de galaxias oticamente observadas que possuem curva de rotacao do tipo plato.
Ainda, complementado a informacgao discutida no Capitulo 5 sobre curvas nao-
planas, mostra-se a galaxia UGC 3270 comparada aos modelos desenvolvidos (Fig.
7.4), mostrando-se que ha um 6timo ajuste entre observacao e o desenvolvido na
presente tese.

As curvas mostradas sao apenas as estaveis. Diferentemente dos modelos com
matéria escura, aqui nao existe uma composicao da curva de um halo escuro com
curvas de gas e estrelas. Aqui, as curvas calculadas, sem matéria escura, obtidas a
partir das geodésicas relativisticas estaveis do disco sao comparadas com os dados
observacionais, sem técnicas de fitting, dentro da regiao de interesse. Ou seja, nao ha
um simples ajuste ad hoc dos parametros envolvidos (conforme relatado no Capitulo
4). Ao contrario, o calculo de discos estaveis traz a tona um intervalo de valores
para o espaco de parametros referido. Tais valores produzem as curvas newtonianas
ou relativisticas das figuras, que quando comparadas com as curvas de galaxias, se
ajustam com oOtima precisao aos dados observacionais na regiao de interesse.

Os modelos desenvolvidos podem assim ser considerados como uma abordagem
semifenomenologica alternativa para o problema das curvas de rotagao. Pode-se
também comparar com modelos fenomenoldgicos de matéria escura comumente usa-
dos na astrofisica como os de Navarro, Frenk & White [Nav96| ou fittings puramente
fenomenologicos como o de Courteau [Cou97] e o esperado pelo ansatz de Miyamoto-
Nagai para curvas 4D.
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Figura 7.1: Curvas de rotacao de todos os modelos desenvolvidos no presente tra-
balho: vermelha=discos finos, azul=galdxia de Miyamoto-Nagai, violeta=modelo
geral com dimensoes extras, comparados com a observacao de NGC 3198 [Beg89).
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Figura 7.2: Curvas de rotacao de todos os modelos desenvolvidos no presente tra-
balho: vermelha=discos finos, azul=galaxia de Miyamoto-Nagai, violeta=modelo
geral com dimensdes extras, comparados com a observagdo de M31 (galaxia de An-
dromeda) .
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Figura 7.3: Curvas de rotacao de todos os modelos desenvolvidos no presente tra-
balho: vermelha=discos finos, azul=galaxia de Miyamoto-Nagai, violeta=modelo
geral com dimensoes extras, comparados com a observagao de UGC 12591 [Rub87].
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Figura 7.4: Curvas de rotacao de todos os modelos desenvolvidos no presente tra-
balho: vermelha=discos finos, azul=galdxia de Miyamoto-Nagai, violeta=modelo
geral com dimensoes extras, comparados com a observagao de UGC 3270 [Fri08|,
que ao contrario do geralmente evocado, nao tem curva de rotacao plana, e sim
ascendente.



Consideracoes finais

Na presente tese levantou-se a hipotese de que possivelmente a presenca de di-
mensoes extras no universo poderiam ser uma explicacao alternativa para o feno-
meno de massa faltante no universo, comumente denominado matéria escura.

1. Ser& que a matéria escura de fato existe?

2. O que é chamado de matéria escura nao seria algum tipo de ignorancia acerca
da natureza do espaco-tempo?

3. Seria essa ignorancia relacionada ao nosso desconhecimento da possivel exis-
téncia de dimensoes extras?

As perguntas acima foram inicialmente levantadas na introducao ao presente
trabalho e deixadas em aberto. De fato, em complemento, dada a compreensao
sobre os resultados obtidos nos capitulos anteriores, pode-se acrescentar ainda uma
quarta pergunta:

4. Dimensoes extras e massa faltante poderiam ser componentes de “suficiéncia
e necessidade” de um “teorema’” sobre um universo multidimensional onde o espago
visivel seja apenas a ponta de um grande iceberg?

O que a presente tese responde em relagao as perguntas enumeradas acima?

Nao é possivel por exemplo responder em definitivo se a matéria escura, como
particula presente nos tais halos escuros, de fato poderia ser desconsiderada. A
nuance desenvolvida no presente trabalho é bem parcial. Dos resultados obtidos
em estruturas autogravitantes, conclui-se que a presenga de dimensoes extras (sem
matéria escura) é equivalente ao efeito devido a adigdo de matéria escura nas con-
figuragoes calculadas, o que poderia levar a interpretacao de que a matéria escura
¢ apenas o produto de um desconhecimento acerca da natureza do espago-tempo (o
que, repetindo, para o caso de algumas estruturas autogravitantes, além de vislum-
brar uma possivel resposta para a pergunta 1., responderia também as perguntas 2.
e 3.). Entretanto, como nao se abordou o caso cosmologico, nada pode-se concluir
porém em definitivo.

Outro ponto importante é que a vitalidade dos resultados depende profunda-
mente da interpretacao das constantes de integracao devido as dimensoes extras
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(p.ex. C, e Cy). Seriam estas constantes relacionadas a angulos caso as dimensoes
extras forem compactificadas?

Assim, em absoluto, o presente trabalho estd longe de qualquer pretensao de
fechar o problema da matéria escura. Muitos testes relativos a falseabilidade da
presente proposta devem ser feitos, nao cabendo a presente tese contemplar o as-
sunto. Entretanto, ja se poderia divisar que os testes seriam de teor astrofisico,
semelhantes aos apresentados, p.ex. em [Coi05a, Coi05b, Coi05¢, Coi06a, Coi06b].
Calculos preliminares que resgatam a dinamica newtoniana no sistema solar para o
presente modelo foram calculados e podem ser vistos em [Coi07].

Boa parte do material presente nesta tese foi publicada. O Capitulo 4 esta
publicado em [Coi07] e [Coi08]. Parte do Capitulo 5 esta publicada em [Coi07] e a
parte referente as galaxias de Miyamoto-Nagai esta submetidal. O Capitulo 3 faz
parte de um artigo em vias de submissao.
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