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Àquele que des
obrir que diabos é a matéria es
ura, dedi
o.



v(Johann Sebastian Ba
h, BWV565).
Pro
urad también que, leyendo vuestra historia, el melan
óli
o se mueva a risa, elrisueño la a
re
iente, el simple no se enfade, el dis
reto se admire de la inven
ión,el grave no la despre
ie, ni el prudente deje de albarla.(Miguel de Cervantes Saavedra, no prólogo de El Ingenioso Hidalgo Don Quijote de laMan
ha1)
Suponhamos uns homens numa habitação subterrânea em forma de 
averna, 
omuma entrada aberta para a luz, que se estende a todo o 
omprimento dessa gruta.Estão lá dentro desde a infân
ia, algemados de pernas e pes
oços, de tal maneiraque só lhes é dado permane
er no mesmo lugar e olhar em frente; são in
apazes devoltar a 
abeça, por 
ausa dos grilhões; serve-lhes de iluminação um fogo que sequeima ao longe, numa elevação, por detrás deles(...). Certamente, pessoas nessas
ondições não pensavam que a realidade fosse senão a sombra dos objetos.(Platão, A Repúbli
a2, Livro VII)

O mistério das alturasDesfaz-se em ritmos sem formaNas desregradas negrurasCom que o ar se treva torna.(Fernando Pessoa, Bóiam farrapos de sombra)
1in: M. de Cervantes, Don Quijote de la Man
ha (Madrid: Real A
ademia Española, 2004)2Trad.: P. Nassetti (São Paulo: Martin Claret, 2003).
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Resumo
Neste trabalho é apresentada uma nova abordagem teóri
a e semifenomenoló-gi
a a
er
a do que dimensões extras poderiam representar na expli
ação do que é amatéria es
ura. Aqui mostra-se que a gravitação baseada numa ação de Einstein-Hilbert para espaços-tempo 
om dimensão a
ima de quatro, produz um termo deforça extra nas equações de movimento de um sistema de partí
ulas teste, o que podeser apli
ado ao problema do 
ampo gerado por alguma estrutura autogravitante,
omo 
lusters esféri
os ou dis
os, por exemplo.Tal resultado é explorado no 
ál
ulo de 
on�gurações que possam mimetizar umagaláxia real. As 
on�gurações 
al
uladas são o dis
o �no � a partir do método deimagens � e também a distribuição isotrópi
a de Miyamoto-Nagai � que reproduz o
omportamento idealizado de uma galáxia espiral graças à estrati�
ação de matérianum bojo 
entral mais um dis
o galáti
o. Para tais 
on�gurações são 
al
uladasas 
urvas de rotação bem 
omo a sua estabilidade, per�s de densidade e pressão,e mostra-se que no domínio onde as 
urvas são estáveis há a possibilidade de sereproduzir os resultados observa
ionais usualmente rela
ionados à in
idên
ia de umhalo es
uro. Nos modelos apresentados, no entanto, não há in
lusão de matériaes
ura.O 
ál
ulo de lentes gravita
ionais para 
lusters esféri
os também é desenvolvido,indi
ando que as dimensões extras promovem desvios 
apazes de expli
ar as anoma-lias nas observações astron�mi
as de aglomerados de galáxias.Os resultados são amplamente dis
utidos e algumas 
omparações fenomenoló-gi
as são feitas. Dos resultados em estruturas autogravitantes, 
on
lui-se que apresença de dimensões extras (sem matéria es
ura) é equivalente ao pro
edimentousual de se adi
ionar matéria es
ura às 
on�gurações 
al
uladas, o que poderia levarà interpretação de que a matéria es
ura é apenas o produto de um des
onhe
imentoa
er
a da natureza do espaço-tempo.



Abstra
t
In the present work it is showed a new theoreti
al and semiphenomenologi
alapproa
h 
on
erning what extra dimensions 
ould represent to explain the natureof dark matter. Here the gravitation based on an multidimensional Einstein-Hilberta
tion reveals that an extra for
e term appears in the equations of motion for asystem of test parti
les, that 
an be applied for the problem of the �eld produ
edby a self gravitating stru
ture, as for instan
e spheri
al 
lusters or disks.Su
h results are explored in the 
al
ulation of 
on�gurations that mimi
 realgalaxies. The 
omputed 
on�gurations are the thin disk � from the inverse method �and also the isotropi
 distribution of Miyamoto-Nagai � that reprodu
es the idealizedbehavior of a disk galaxy thanks to the strati�
ation of matter in a 
entral bulgeplus a disk. The rotation 
urves, the stability, density and pressure pro�les are
al
ulated. In the domain where the 
urves are stable it is possible to reprodu
eobservational results usually related to a dark halo. In present models, however,there is no in
lusion of dark matter.It is also presented the 
al
ulation for gravitational lensing of spheri
al 
lusters,indi
ating that extra dimensions promote deviations 
apable to explain anomaliesin the astronomi
al observation of many galaxy 
lusters.The results are widely dis
ussed and some phenomenologi
al 
omparisons aremade. From results for self gravitating obje
ts, one 
on
ludes that the presen
e ofextra dimensions (without dark matter) is equivalent to the e�e
t due to addition ofdark matter in the 
al
ulated 
on�gurations. This 
ould lead to the interpretationwhere dark matter 
on
erns to an unfamiliarity related to the real stru
ture ofspa
etime.
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1Introdução
Um dos maiores desa�os interdis
iplinares que o sé
ulo 20 não viu respondido foia pergunta ao sério problema: o que é a �matéria es
ura�? Interdis
iplinar, porqueenvolve astronomia, físi
a e subáreas 
omo 
osmologia, astrofísi
a extragaláti
a,físi
a de partí
ulas, teoria quânti
a de 
ampos, gravitação e toda uma série de
olaborações entre estas áreas. E 
om o �m da primeira dé
ada do sé
ulo 21, semdúvida, ao menos até o momento em que esta tese foi defendida, a resposta para apergunta a
ima 
ontinua um mistério.A missão do presente trabalho está longe de responder a um questionamentotão 
omplexo. No entanto, o enfoque sobre alguns pontos, a partir dos resultadosobtidos, podem sugerir algumas 
ontraperguntas:1. Será que a matéria es
ura de fato existe?2. O que é 
hamado de matéria es
ura não seria algum tipo de ignorân
ia a
er
ada natureza do espaço-tempo?3. Seria esta ignorân
ia rela
ionada ao nosso des
onhe
imento da possível exis-tên
ia de dimensões extras?Mas o que é a matéria es
ura, no sentido em que é atualmente divulgada? Quaisas evidên
ias observa
ionais e porque não foi diretamente dete
tada?Em relação à questão observa
ional, existe uma forte evidên
ia para um fen�-meno de massa faltante em es
alas astron�mi
as, 
ujo apelido 
omum, segundo
onsta 
riado por Fritz Zwi
ky em 1937 [Zwi37℄, é �matéria es
ura� . Em pou
aslinhas, primeiramente, têm-se os efeitos dinâmi
os e de lentes gravita
ionais queapontam para a presença de matéria es
ura em galáxias e aglomerados (
lusters) degaláxias. Também há a forte evidên
ia na observação da radiação 
osmológi
a defundo, indi
ando que em grande es
ala o universo tem um 
omponente 
onsiderávelde matéria es
ura.No 
aso dos dis
os galáti
os em espe
ial, onde se esperava que a gravitaçãonewtoniana poderia ser uma ex
elente teoria, a a
eleração das estrelas e do gás,
onforme estimativa a partir de suas velo
idades Doppler, é muito maior que aqueladevido ao 
ampo newtoniano gerado pela matéria visível. Esse é um efeito extrema-mente inusitado, que gera estranhas anomalias do tipo plat�, ou mesmo enormesdis
repân
ias as
endentes, nas 
urvas de rotação de galáxias (veja a Fig. 1.1 para



1. Introdução 2

Figura 1.1: Figura ilustrativa para uma galáxia espiral (em forma de dis
o), digamosa própria Via Lá
tea, o que é esperado teori
amente pela gravitação newtoniana(
urva em queda) e o que é observado realmente (a 
urva em forma de plat�).Patrizia Caraveo e Mar
o Ron
adelli in S
ienti�
 Ameri
an Brasil, edição 3, agostode 2002.uma ilustração do que isto signi�
a). As 
urvas de rotação são a maior ferramentapara se determinar a distribuição de massa em galáxias espirais e também são im-portantes no estudo dinâmi
o e na inferên
ia da presença de �matéria faltante�, i.e.,matéria es
ura nas galáxias. Para uma revisão 
ompleta sobre 
urvas de rotação,veja por exemplo [Sof01℄.A
er
a dos aglomerados de galáxias, é veri�
ado por medidas observa
ionais queeles são 
ompostos por três ingredientes prin
ipais: ∼ 5% em massa representamatéria bari�ni
a luminosa; ∼ 15% está na forma de gás interaglomerado que emitefortemente em raios-X; e os ∼ 80% restantes estão em alguma forma de �matériafaltante� não-bari�ni
a. Histori
amente, a primeira evidên
ia de tal �matéria es
ura�em aglomerados remonta à épo
a de Oort e Zwi
ky, quando na dé
ada de 1930[Oor32, Zwi33, Smi36, Zwi37℄ veri�
aram, apli
ando o teorema do virial ao aglome-rado de Coma (e outros), que a maioria da matéria do aglomerado era es
ura.Uma outra maneira de estimar as massas envolvidas em aglomerados de galáxias éusando-se té
ni
as de lentes gravita
ionais, tanto no regime forte quanto no fra
o[For94, Mel99℄. Quando interpretada à luz da relatividade geral, o desvio produzidodevido à lente de diversos aglomerados é anomalamente grande a não ser que sejaassumida a presença de matéria es
ura em quantidades e 
om distribuição similaràquelas requeridas para expli
ar a a
eleração de estrelas e gás em galáxias.Cál
ulos de nu
leossíntese em 
osmologia [Ste94℄ e a observação das �utuaçõesde temperatura na radiação 
ósmi
a de fundo [Spe03, Spe07℄, aliados às observaçõesa
ima expostas, têm sido as prin
ipais bandeiras para 
on�rmar a existên
ia realda matéria es
ura. Em espe
ial, os pi
os a
ústi
os da radiação 
ósmi
a de fundoe 
ál
ulos da nu
leossíntese são as prin
ipais ferramentas para estabele
er que amatéria es
ura, ou boa parte dela, deve ser não-bari�ni
a.Uma outra frente que fortale
e o que foi dito a
ima é a de simulações 
osmológi
aspara a evolução de 
lusters de galáxias a partir da teorização de matéria es
ura fria(ou 
old dark matter, CDM) [Nav96, Spr05℄ . Tais simulações utilizam o paradigma



1. Introdução 3CDM aliado ao 
enário de um universo que se expande a
eleradamente (o que in
luiportanto a presença de 
onstante 
osmológi
a, e por isso é denominado de 
enário
ΛCDM). Neste 
aso, ini
ialmente a matéria es
ura é vista 
omo uma substân
ia queinterage pou
o 
om a matéria 
onven
ional, formando halos es
uros que envolvemgaláxias e aglomerados formados gravita
ionalmente pela queda do gás no 
entrodos halos. Diz-se nos modelos CDM que a matéria es
ura deve ser fria, i.e. não-relativísti
a, para que as estruturas tenham o tempo su�
iente para se formar nãosofrendo qualquer impa
to destrutivo.As partí
ulas que 
omporiam o halo es
uro seriam essen
ialmente exóti
as, teo-rizadas para que tenham baixa interação 
om a matéria bari�ni
a e reproduzam adensidade ΩDMh

2 ∼ 0, 1 observada 
osmologi
amente [Spe07℄ (o que forne
e umasérie de 
ara
terísti
as 
omo prováveis seções de 
hoque � derivadas da equação deRi
atti �, ou bran
hing ratios � a partir do me
anismo de Higgs). Os 
andidatosnão-bari�ni
os para partí
ulas CDM variam desde minibura
os negros [Blu84, Cri06℄até partí
ulas elementares relíquias do universo primordial (muitas delas mais 
o-nhe
idas 
omo WIMPs [Ber00℄). Existe uma série de di�
uldades para se dete
tartodos estes 
andidatos, e uma in�nidade de experimentos estão sendo feitos, semmuito su
esso (dete
ção direta, indireta, experimentos em a
eleradores, 
om raios
ósmi
os, et
). Para um sumário atualizado sobre os experimentos veja p. ex.[Cir08℄. Nesta referên
ia desta
a-se a dete
ção do ex
esso de pósitrons na Galáxiapela missão PAMELA. Este talvez seja o experimento que de alguma forma 
onseguedivisar um pou
o mais 
on
retamente a possibilidade de alguma partí
ula 
andidatapara a matéria es
ura, porém sem 
on
lusões de�nitivas.Após tantos experimentos, pode-se então perguntar por que a matéria es
uraainda não foi dete
tada. Seria devido ao fato de ter tão baixa interação 
om amatéria bari�ni
a? E os de
aimentos previstos para partí
ulas do modelo padrão,por que não são identi�
ados? Ou será que a matéria es
ura simplesmente nãoexiste? Até o momento, a melhor evidên
ia, não vem da físi
a experimental, esim da astrofísi
a observa
ional, sem uma de�nição 
lara porém de qual tipo departí
ula se trataria. Um exemplo famoso de uma observação astron�mi
a é o da
olisão de aglomerados de galáxias (
omo o Bullet Cluster [Clo04℄). Não obstante, obaixo número de 
olisões observadas que forneçam evidên
ias sobre a matéria es
ura
omprometem 
on
lusões de�nitivas sobre o assunto.Complementando tudo isso, o su
esso das simulações do ΛCDM é inequívo
opara a grande es
ala do universo e 
om ele se obtêm ex
elentes resultados para opro
esso de formação e evolução das estruturas. No entanto, apresenta diversosproblemas para a es
ala de tamanho de galáxias. Um dos poten
iais problemas, nãosó no ΛCDM mas 
omo em outras versões de modelos CDM, é que eles predizemhalos de galáxia 
om per�l de densidade 
om uma 
úspide na parte 
entral e 
entenasou milhares de pequenas galáxias satélites, em 
ontraposição 
om o que é observadono mundo real [Moo94℄.O próprio apelo que envolve o tema matéria es
ura e mais os problemas presentesnos modelos CDM, levaram alguns pesquisadores a se perguntarem se a matéria es-
ura existiria realmente e a proporem a ideia de que o fen�meno de massa faltante



1. Introdução 4poderia ser traduzido 
omo um efeito devido a modi�
ações teóri
as da gravidadenewtoniana ou da relatividade geral para es
alas de tamanho da ordem de galáxiase aglomerados. Alguns exemplos desse esforço são a modi�
ação newtoniana de Mil-grom [Mil83℄ e as modi�
ações relativísti
as de Mo�at [Mof05℄ e Bekenstein [Bek04℄.Estes modelos são muito bem su
edidos na maior parte dos aspe
tos rela
ionadosàs observações, tendo apenas alguma di�
uldade em expli
ar fen�menos dinâmi
osde 
olisão de 
lusters, 
omo o já referido Bullet Cluster.Dados os prin
ipais paradigmas a
ima, que envolvem a expli
ação do que seriaa massa faltante em astronomia (e sua interpretação 
omo matéria es
ura ou não),pode-se explanar em algumas linhas os prin
ipais aspe
tos do presente trabalho.Ini
ialmente, será tomado um 
aminho bastante 
onservador no sentido em que arelatividade geral não será modi�
ada. No entanto, toma-se a priori que nada im-pede que o espaço-tempo seja des
rito 
omo multidimensional. Também, nenhumamatéria extra é evo
ada ou adi
ionada no 
ál
ulo de objetos autogravitantes. Umamodi�
ação efetiva é en
ontrada no espaço-tempo 4D, traduzida essen
ialmente apartir do que se en
ontra nas equações de movimento para o sistema, dada uma
erta métri
a em d-dimensões: um termo de força externa apare
e e o poten
ialgravita
ional efetivo tem um 
omponente de 
orreção. Será apresentada uma novaabordagem teóri
a e semifenomenológi
a a
er
a do que dimensões extras poderiamrepresentar na expli
ação do que é a matéria es
ura. Aqui mostra-se que a gra-vitação baseada numa ação de Einstein-Hilbert para espaços-tempo 
om dimensãoa
ima de quatro, produz um termo de força extra nas equações de movimento deum sistema de partí
ulas teste, o que pode ser apli
ado para o problema do 
ampogerado por alguma estrutura autogravitante, 
omo 
lusters esféri
os ou dis
os, porexemplo.Não é novidade alguma introduzir-se dimensões extras para expli
ar a matéria es-
ura. No entanto, em geral, as dimensões extras são evo
adas para gerar as 
hamadas�partí
ulas de Kaluza-Klein�, induzidas por modos extradimensionais. Assim, estaspartí
ulas seriam uma espé
ie de WIMP. Por exemplo, na teoria de dimensões extrasuniversais [App01℄ obtém-se uma partí
ula estável leve que apresentaria as 
ara
-terísti
as ne
essárias para representar matéria es
ura [Hoo07℄.Já aqui, não será apresentada nenhuma teoria fundamental e nem se evo
ará aindução de partí
ulas de Kaluza-Klein. As 
orreções nas equações de movimento eno poten
ial obtidos a partir da introdução de dimensões extras numa teoria eins-teiniana objetiva, já possibilitam uma interpretação de massa faltante 
omo umfen�meno asso
iado à teoria de gravitação 
om dimensões extras. Tal enfoque seráessen
ialmente debatido no Capítulo 3, que possui resultados totalmente originais.Na verdade, a dis
ussão produzida naquele 
apítulo leva a uma série de 
onstruçõesfenomenológi
as também 
ompletamente originais que serão apresentadas nos Capí-tulos 4, 5 e 7. Respe
tivamente, os 
apítulos referidos modelam um dis
o �no � apartir do método de imagens � e uma galáxia � a partir do ansatz de Miyamoto-Nagai � ambos vivendo num universo multidimensional. Exemplos usando-se seisdimensões serão apresentados. Para tais 
on�gurações são 
al
uladas as 
urvas derotação bem 
omo a sua estabilidade, per�s de densidade e pressão, e mostra-se



1. Introdução 5que no domínio onde as 
urvas são estáveis há a possibilidade de se reproduzir osresultados observa
ionais usualmente rela
ionados à in
idên
ia de um halo es
uro.Também no Capítulo 5 será apresentado o 
ál
ulo de lentes gravita
ionais para
lusters esféri
os, indi
ando que as dimensões extras promovem desvios 
apazes deexpli
ar as anomalias nas observações astron�mi
as de 
lusters de galáxias.Como teste dos modelos relativísti
os apresentados, no Capítulo 6 
al
ulam-seas equações de movimento no limite newtoniano, mostrando-se resultados similaresaos obtidos para os 
asos relativísti
os.O Capítulo 7 mostra resultados para galáxias utilizando-se os modelos 
al
uladosem 6D para o dis
o �no relativísti
o, a galáxia de Miyamoto-Nagai e para órbitasdo dis
o no limite newtoniano.Assim, os Capítulos 3, 4, 5, 6 e 7 apresentam material totalmente novo. Aabordagem será 
on
entrada no 
ál
ulo em relatividade geral das estruturas autogra-vitantes. Portanto, para uma melhor 
ompreensão deste material, introduz-se noCapítulo 2 os pontos essen
iais da teoria da relatividade geral.



2Elementos de relatividade geral
Para se 
ompreender boa parte do tratamento e resultados obtidos nesta tese,é ne
essário apresentar alguns dos aspe
tos essen
iais da relatividade geral. Arelatividade geral apresenta a des
rição geométri
a da gravitação, introduzindoa noção de espaço-tempo 
urvo e sua 
orrelação 
om a distribuição de matéria.Maiores detalhes sobre relatividade geral, bem 
omo apli
ações, podem ser vistosem [Crl97, Crl03, Mis73, S
h85, Wal84, Wei72℄.No de
orrer do texto, será usada a 
onvenção de soma de Einstein, ou seja, dadosdois tensores aκµ e bµν que tenham índi
es repetidos, porém sendo um deles 
om índi
e�baixado� e o outro 
om índi
e �levantado�, será assumido que aκµbµν =

∑d−1
µ=0 a

κ
µb
µ
ν ,onde os índi
es gregos, no presente 
apítulo, variam de 0 a N −1 = 3, i.e., o espaço-tempo 4D. Nos 
apítulos seguintes esta visão será estendida para espaços-tempo
om maiores dimensões.2.1 Tensor métri
oIntuitivamente, o 
on
eito de métri
a está rela
ionado a uma distân
ia in�nite-simal ao quadrado, i.e., a um deslo
amento ao quadrado. Um dado vetor tangente

v ∈ V a uma variedade em 
erto ponto pode levar ao 
ál
ulo de tal deslo
amento.Assim, dada a sua natureza de �distân
ia in�nitesimal ao quadrado�, uma 
ertamétri
a g deve ser uma apli
ação linear que leva V × V em um número. Estetipo de apli
ação é 
omumente denominada de tensor. Preliminarmente, pode-sede�nir tensor 
omo uma apli
ação multilinear (i.e. linear para 
ada variável) devetores (ou vetores duais) em números. Ou de maneira mais formal, seja V umespaço vetorial 
ujo espaço dual é V∗. Então um tensor do tipo (r, s) é de�nido
omo a seguinte apli
ação multilinear
T
r
s : V∗ × V∗ × ...× V∗
︸ ︷︷ ︸

r

×V × V × ...× V
︸ ︷︷ ︸

s

→ R.O 
onjunto de todas as apli
ações, para r e s �xos, formam um espaço vetorialrepresentado 
omo T r
s (V). O número r é denominado de grau 
ovariante dotensor, e s de grau 
ontravariante do tensor. Um tensor do tipo (r, 0) é 
hamadode tensor 
ontravariante de posto r, e um do tipo (0, s) é 
hamado de tensor
ovariante de posto s.Tem-se então a de�nição:



2. Elementos de relatividade geral 7De�nição 2.1 ◮ Uma métri
a g de�nida sobre uma variedade M é um 
ampotensorial do tipo (0, 2) simétri
o e não-degenerado, es
rito em termos de seus 
om-ponentes gµν, numa dada base, 
omo a soma que de�ne o elemento de linha
ds2 = gµνdx

µdxν . ◭ (2.1)Dada uma métri
a g, sempre será possível en
ontrar uma base ortonormal talque g(vµ, vν) = 0 se µ 6= ν e g(vµ, vµ) = ±1. O número de sinais + e − é denominadoassinatura da métri
a. Ordinariamente, na geometria diferen
ial a métri
a é positivade�nida, i.e., 
om assinatura (+,+, ...,+) (métri
a riemanniana). Por outro lado,na relatividade geral a métri
a do espaço-tempo 4D pode ser 
onven
ionada 
omo
(−,+,+,+) (denominada lorentziana).2.2 Formalismo de tetradasEm alguns problemas torna-se vantajosa a es
olha de uma base de tetradas(vierbein) 
onstituída por quatro quadrivetores linearmente independentes e projetaras grandezas físi
as 
onvenientes nesta base. Um desenvolvimento detalhado desteformalismo pode ser en
ontrado em [Cha98℄.Em 
ada ponto do espaço-tempo de�nimos uma base de quatro vetores 
on-travariantes ǫ(a)µ, onde os índi
es entre parênteses referem-se aos índi
es do tensor.Asso
iados aos vetores 
ontravariantes temos os vetores 
ovariantes e(a)µ = gµνe(a)

ν .De�nimos ainda a inversa e
(b)
µ da matriz [e(a)µ] de modo que

e(a)
µ
e

(b)
µ = δ(b)

(a), e(a)
µ
e

(a)
ν = δµν . (2.2)Assume-se ainda que e(a)

µ
e(b)µ = η(a)(b), onde η(a)(b) são os elementos da matrizdiagonal 
om elementos diagonais (−1, 1, 1, 1). Assim, são obtidas

η(a)(b)e
(a)

µ = e(b)µ, η(a)(b)
e(a)µ = e

(b)
µ , (2.3)além da importante propriedade e(a)µe

(a)
ν = gµν . Dado um vetor ou tensor, pode-se projetá-los na base de tetradas para obter-se seus 
omponentes de tetradas daseguinte maneira

A(a) = e(a)µA
µ = e(a)

µAµ, (2.4)
T(a)(b) = e(a)µe(b)νT

µν = e(a)
µ
e(b)

νTµν . (2.5)2.3 Derivada 
ovariante e transporte paraleloIni
ialmente, supondo que um dado espaço-tempo seja uma variedade M, deveexistir sobre M um operador derivada ∇, de�nido 
omo um operador que levaum tensor do tipo (r, s) em um do tipo (r, s + 1), realizando assim uma operação
ovariante. Esta derivada, denominada de derivada 
ovariante, deve ser 
onsistente
om a noção de vetor tangente 
omo derivada dire
ional de um 
ampo es
alar. Para



2. Elementos de relatividade geral 8um tensor de posto genéri
o, tem-se
∇µT

ν1...νr

τ1...τs = ∇̃µT
ν1...νr

τ1...τs +
∑

i

Cνi
µκT

ν1...κ...νr

τ1...τs −
∑

j

Cκ
µτj
T ν1...νr

τ1...κ...τs,(2.6)onde Cτ
µν é uma 
onexão. A apli
ação mais importante para a Eq. (2.6) vem do
aso em que ∇̃µ é um operador derivada par
ial ∂µ e a 
ondição de metri
idade ésatisfeita ∇µgαβ = 0 (estas 
ondições de�nem a geometria riemanniana).Neste 
aso, Cτ

µν pode ser es
rito 
omo { τ
µν

}, ou Γτµν , 
omumente 
hamado símbolode Christo�el. Assim, para um dado vetor vµ pode-se es
rever
∇µv

ν = ∂µv
ν +

{
ν
µτ

}
vτ . (2.7)

{
τ
µν

}
=

1

2
gτκ [∂µgνκ + ∂νgµκ − ∂κgµν ] . (2.8)Dado um operador derivada 
ovariante ∇µ, de�nido sobre uma variedade M, otransporte paralelo de um 
erto vetor v = vµeµ ao longo de uma 
urva C, 
ujo vetortangente é t, é de�nido se a 
ondição

tµ∇µv
ν = 0 (2.9)é satisfeita ao longo de toda a 
urva. Similarmente, um tensor sofre transporteparalelo se

tµ∇µT
ν1...νr

τ1...τs = 0. (2.10)2.4 Geodési
asQuando a Eq. (2.9) é es
rita a partir do símbolo de Christo�el tem-se
tµ∂µv

ν + tµ
{
ν
µτ

}
vτ = 0, (2.11)ou, dado que tµ de�ne um parametro t ao longo da 
urva C tal que tµ = dxµ/dttem-se

dvν

dt
+ tµ

{
ν
µτ

}
vτ = 0. (2.12)Quando o transporte paralelo a
ima o
orre para um vetor v que é o próprio vetortangente a C em dado ponto, i.e, vµ = tµ, então é dito que tµ sofre um transporteparalelo sobre si mesmo e agora a 
urva C é 
hamada de geodési
a 
om equação

d2xµ

dt2
+ { µντ}

dxν

dt

dxτ

dt
= 0. (2.13)Para um 
ampo físi
o, 
omo o gravita
ional p.ex., a equação a
ima des
reve a tra-jetória de uma partí
ula teste que en
ontra-se livre em tal 
ampo. A equação a
ima,na verdade, é um 
onjunto de equações de movimento que também podem ser obti-



2. Elementos de relatividade geral 9das através da variação da lagrangiana
L = gµν

dxµ

dt

dxν

dt
. (2.14)2.5 Curvatura e equações de EinsteinA falha de um vetor em retornar a seu valor original após sofrer transporteparalelo em uma 
urva fe
hada é governada pelo tensor de 
urvatura de Riemann

Rµντ
κ. Será bastante útil estudar os tensores de posto menor asso
iados ao tensorde Riemann. Assim, tem-se o tensor de Ri

i, de�nido 
omo

Rµν = R τ
µτν , (2.15)e o es
alar de 
urvatura, ou es
alar de Ri

i

R = R µ
µ . (2.16)Pode-se mostrar que o tensor de Ri

i é es
rito em termos dos símbolos deChristo�el 
omo

Rαβ = ∂µ{ µ
αβ} − ∂β

{
µ
αµ

}
+ { ν

αβ}
{
µ
νµ

}
− { ν

αν} { µ
νβ} (2.17)Agora, suponha que o sistema esteja sob a presença de um 
ampo gravita
ional.Neste 
aso, a equação geodési
a de uma partí
ula livre apresentará termos que po-dem ser asso
iados à 
urvatura do espaço-tempo (este é uma breve sentença daquiloque pode ser 
hamado de prin
ípio da equivalên
ia). Logo, 
omo o espaço-tempoapresenta 
urvatura, não existe mais uma família global de observadores iner
iais.Na relatividade geral, os 
ampos e a distribuição de matéria são des
ritos atravésdo tensor Tαβ , 
hamado de tensor de energia-momento, ou TEM. O TEM para um�uido perfeito é dado por

Tαβ = ρuαuβ + P (gαβ + uαuβ), (2.18)que deve satisfazer à equação de movimento T ;α
αβ = 0.As equações 
apazes de des
rever a relação entre a geometria do espaço-tempoe a distribuição de matéria, 
onhe
idas 
omo equações de Einstein de 
ampo, são

Gαβ ≡ Rαβ −
1

2
Rgαβ = 8πTαβ, (2.19)onde Gαβ é 
hamado de tensor de Einstein. As equações de Einstein também podemser obtidas variando-se a ação de Hilbert

S = −
∫ [

1

16π
R+ LM

]√
−g d4x, (2.20)onde √−g é a raiz quadrada do determinante da matriz rela
ionada ao tensor



2. Elementos de relatividade geral 10métri
o gµν , e LM é a densidade lagrangiana referente à distribuição de matéria.O TEM é então obtido a partir da de�nição
Tαβ := −2

1√−g
δ(
√−gLM)

δgαβ
= −2

δLM
δgαβ

+ gαβLM . (2.21)2.6 Limite newtonianoImpondo a 
ondição de baixas velo
idades e 
ampos fra
os, e tomando as 
om-ponentes T00 = Ttt para o TEM de um �uido perfeito, Eq. (2.18), tem-se Ttt ≈
ρutut ≈ ρ e o traço T = T µ

µ = ρ − 3P . Outra forma de es
rever as equações deEinstein (2.19) é tomando o seu traço, o que impli
a em Rαβ = 8π
(
Tαβ − 1

2
Tgαβ

).Desta forma, obtêm-se para o tratamento ora utilizado
Rtt ≈ 4π(ρ+ 3P ). (2.22)Como o 
ampo é fra
o, pode-se imaginar que a métri
a é aproximadamente plana,i.e. o espaço-tempo é Minkowski 
om uma perturbação hµν tal que gµν = ηµν + hµν .O 
omponente Rtt reduz-se a
Rtt ≈

1

2
∇2htt. (2.23)Comparando-se a Eq. (2.22) 
om (2.23) e usando a relação htt = 2φ, obtêm-se aequação

∇2φ = 4π(ρ+ 3P ) = 4πρN , (2.24)onde ρN é a densidade efetiva newtoniana. Na matéria 
omum, a pressão (P/c2 emunidades não geométri
as) é muito menor do que a densidade de energia e assimtem-se ρN ≈ ρ, resgatando-se a equação de Poisson para a dinâmi
a newtoniana.



3Gravitação 
om dimensões extras
As teorias de gravitação 
om dimensões extras (algumas vezes referidas 
omoteorias de Kaluza-Klein1) 
ompreendem um 
onjunto de 
on
epções onde o espaço-tempo possui mais de 1+3 dimensões. Originalmente, os trabalhos de Kaluza [Kal97℄e Klein [Kle26℄ tinham o objetivo de uni�
ar ambas a gravitação 4D de Einstein e ateoria eletromagnéti
a de Maxwell, usando o artifí
io da introdução de uma quintadimensão. No entanto, atualmente, estas teorias tem uma grande profusão de novasmotivações: a uni�
ação das interações gravita
ional, eletromagnéti
a, fra
a e fortevia uma teoria de supergravidade em 11D [Wit81℄ ou via teoria de super
ordas em

10D [Gre82℄; a resolução do problema da hierarquia em teoria de 
ampos, atravésdas 
hamadas dimensões extras �largas� (onde o raio de 
ompa
ti�
ação não se limitaa ser do tamanho do 
omprimento de Plan
k � i.e. √~G/c3 = 10−33
m, 
omo emsuper
ordas [para ~ 
onstante de Plan
k, G 
onstante gravita
ional e c a velo
idadeda luz℄ � mas pode adquirir valores bem maiores, 
omo até da ordem de ∼ 1mm). No
aso desta última, os prin
ipais representantes são: os modelos de Randall-Sundrum(RS) [Rsu99a, Rsu99b℄, de Arkani-Hammed-Dmopoulous-Dvali (ADD) [Ark98℄ oude dimensões extras universais (UED) [App01℄.A presente tese vem mostrar uma possível motivação astrofísi
a para dimensõesextras: haveria alguma 
onexão entre dimensões extras e matéria es
ura? Algumasteorias de dimensões extras já possuem uma resposta preparada. Por exemplo,na 
on
epção UED é possível obter fenomenologi
amente uma partí
ula que tempropriedades similares à da matéria es
ura supersimétri
a (para uma revisão ver[Hoo07℄). Aqui, no entanto, será argumentado o fato de que a simples presença dedimensões extras já é su�
iente para produzir efeitos 
apazes de expli
ar o problemada massa faltante sem a ne
essidade de uma partí
ula de matéria es
ura.Está fora do es
opo do presente trabalho adentrar as teorias de super
ordas,supergravidade ou alguma teoria de dimensões extras �largas�. Será apresentada, noentanto, uma breve introdução à 
on
epção de Kaluza-Klein, para permitir uma me-lhor 
ompreensão da proposta do 
aráter das equações de movimento num universo
om mais de 1 + 3 dimensões e a interpretação do problema da massa faltante.Neste 
apítulo, a não ser quando espe
i�
ado, c = 1, G = 1 e a assinatura1Esta terminologia é algumas vezes 
onsiderada err�nea pois nem todas as teorias 
om dimen-sões extras tem a formatação sugerida por Kaluza-Klein. A 
onfusão tem sido persistentementerealimentada na literatura por alguns autores (p.ex. [Ove97℄)



3. Gravitação 
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a é (−,+,+,+) para a parte 4D (e em 
omplemento, será
onsiderado ab initio que a parte extra representa 
oordenadas espa
iais).3.1 Exemplos históri
os e preliminares para dimen-sões extras em teorias físi
as3.1.1 A 
on
epção de KaluzaNa 
on
epção de Kaluza [Kal97℄ (para uma revisão, veja [Duf94℄), o eletro-magnetismo pode ser uni�
ado à gravitação, ao in
luir-se na relatividade geral umespaço-tempo de 
in
o dimensões. Tal pro
edimento pode ser sumarizado 
omo sesegue.As equações de Einstein em 5D para um tensor de energia-momento pentadi-mensional nulo são
GAB = 0, (3.1)ou equivalentemente
RAB = 0, (3.2)onde A,B = 0, 1, ..., 4, e 
omo já visto no Cap. 2, o tensor de Einstein é GAB ≡

RAB −RgAB/2, 
om RAB e R = gABR
AB o tensor e o es
alar de Ri

i pentadimen-sionais, respe
tivamente, e gAB é o tensor métri
o pentadimensional. A versão 5Ddas equações de Einstein podem ser obtidas da variação da versão 5D da ação usualde Einstein-Hilbert [Eq. (2.20)℄

S = − 1

16π(5)G

∫

R
√
−g d4xdy (3.3)onde aqui y = x4 representa a 
oordenada extra e (5)G simboliza a 
onstante gravi-ta
ional pentadimensional.A idéia de Kaluza era que o universo deveria ser vazio nas dimensões superiorese as dimensões extras deveriam expli
ar a própria existên
ia da matéria em quatrodimensões 
omo uma manifestação da geometria.Uma outra 
ara
terísti
a desta teoria é a es
olha da métri
a 5D 
omo algo essen-
ial. Em geral, se identi�
a a parte 4D da métri
a 
om gαβ, e os termos gα4 
om Aα(o poten
ial eletromagnéti
o) e a parte g44 
om um 
ampo es
alar φ. Uma maneira
onveniente de es
rever a métri
a é

gAB =





gαβ + κ2φ2AαAβ | κφ2Aα
− − − − − −
κφ2Aβ | φ2



 , (3.4)onde o poten
ial eletromagnéti
o Aα está es
alonado de uma 
onstante κ de formaa obter-se os valores multipli
ativos 
orretos na ação. Como es
rito em (3.4) amétri
a, e também todas as funções envolvidas, dependem apenas das 
oordenadas
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4D (
ondição 
ilíndri
a). Assim, as equações de 
ampo 
al
uladas são [Les82, Thi87℄

Gαβ =
1

2
κ2φ2TEMαβ − 1

φ
[∇α(∂βφ) − gαβ�φ], (3.5)

∇αFαβ = −3
∂αφ

φ
Fαβ , (3.6)

�φ =
1

4
κ2φ3FαβF

αβ, (3.7)ondeGαβ ≡ Rαβ−Rgαβ/2 é o tensor 
onven
ional de Einstein, TEMαβ ≡ gαβFµνF
µν/4−

F µ
α Fβµ é o tensor de energia-momento eletromagnéti
o, 
om Fαβ ≡ ∂αAβ−∂βAα e �é o dalambertiano. Existem um total de 10+4+1 = 15 equações, 
oin
idindo 
omoesperado 
om os quinze elementos independentes da métri
a pentadimensional.3.1.2 A 
ompa
ti�
ação de KleinA idéia de que as quantidades físi
as não dependeriam das dimensões extras(
onforme sugerido por Kaluza) foi 
onsiderada inadequada por Klein [Kle26℄, quepostulou portanto a idéia de que a dependên
ia deveria existir, mas ela seria 
ondi-
ionada a uma dimensão extra extremamente pequena.Klein assumiu que a quinta 
oordenada deveria ter es
ala de 
omprimento epossuiria duas propriedades prin
ipais: (1) topologia 
ir
ular (S1), e 
omo já dito(2) pequena es
ala. Sob a propriedade (1), qualquer quantidade f(x, y) [onde x =

(x0, x1, x2, x3) e y = x4℄ se torna periódi
a, tal que f(x, y) = f(x, y + 2πr) onde r éo parâmetro de es
ala da quinta dimensão (ou o raio da quinta dimensão). Assim,todos os 
ampos são expandidos 
omo séries de Fourier:
gαβ(x, y) =

∞∑

m=−∞
g

(m)
αβ (x)eimy/r, Aα(x, y) =

∞∑

m=−∞
A(m)
α (x)eimy/r,

φ(x, y) =

∞∑

m=−∞
φ(m)eimy/r , (3.8)onde o superes
rito (m) refere-se ao m-ésimo modo de Fourier. Graças à teoriaquânti
a, estes modos possuem momento na direção y da ordem de |m|/r. Aqui entraa propriedade (2): se r é su�
ientemente pequeno, então os momentos na direção

y serão tão grandes que estarão fora da dete
ção de qualquer experimento, paraqualquer m 6= 0. Apenas nos modos em que m = 0, os quais são independentes de
y, haverá a possibilidade de observabilidade, 
omo requerida pela teoria de Kaluza.
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as a partir de uma teoria geral 
omdimensões extrasNa relatividade geral, ao lado das soluções que ofere
em importante suportepara entender bura
os negros e 
osmologia, também observa-se um 
res
ente inte-resse pelo 
aso de soluções para espaços-tempo multidimensionais. Existem muitasmotivações para se 
onsiderar uma tal abordagem. Atualmente a idéia de Kaluza-Klein de unir 
ampos desenvolveu-se na direção da teoria de 
ordas. Além disso,desde os últimos dez anos tem-se feito um esforço para 
ompreender o problemahierárqui
o em teoria de 
ampos a partir da diluição da gravidade em dimensõesextras submilimétri
as [Ark98, Rsu99a, Rsu99b℄. No entanto, há uma motivaçãomais bási
a do ponto de vista puramente gravita
ional/geométri
o que vem a partirda tentativa de 
ompreender se as dimensões extras poderiam desempenhar umpapel importante na natureza intrínse
a do espaço-tempo. Neste sentido, o esforçodesenvolvido apare
e na forma de algumas soluções das equações de Einstein paraespaços-tempo multidimensionais, 
omo podem ser vistas na seguinte série de refe-rên
ias: [Leu60, Dob82, Cho82, Pol83, Gib82, Gib86, Let93, Cve95, Ras95, Emp02℄.Na presente seção serão desenvolvidas as equações de movimento de uma partí
ulateste que viva em um universo multidimensional, 
om o objetivo de observar o quepoderia a
onte
er 
om as órbitas 
ir
ulares se a métri
a fosse axisimétri
a. Esse úl-timo 
enário será melhor desenvolvido no próximo 
apítulo, onde serão 
al
uladas asórbitas expli
itamente para um dis
o. No presente 
apítulo, o 
aso será mais geral,e o objetivo será mais teóri
o que fenomenológi
o. No Cap. 7, testes fenomenológi-
os de
orrentes do seguinte desenvolvimento serão 
omparados a outros modelostambém aqui desenvolvidos.Ini
ialmente, usando uma 
on
epção alla Kaluza, i.e., assumidas as 
ondições
ilíndri
as e onde não há preo
upação 
om a 
ompa
ti�
ação, pode-se expandir amétri
a de um universo multidimensional em setores 1+3 e setores extras, onde nãohá a priori nenhum impedimento para os 
ampos a
essarem as dimensões extras.Esse é o 
enário mais geral que pode ser imaginado. Portanto, para tal 
enário, aação de Einstein�Hilbert multidimensional (
om matéria) é dada por
S =

1

16π

∫

d4xdny
√

−(4+n)g ((4+n)R + LM), (3.9)que remete às equações de 
ampo
(4+n)GAB = 8π (4+n)TAB, (3.10)onde A,B = 0, 1, ..., 4 + n − 1, y são as 
oordenadas extras e os índi
es (4 + n)informam sobre a natureza multidimensional da ação. A partir de agora, por sim-pli�
ação, (4+n)GAB e (4+n)TAB serão 
hamados de GAB e TAB (o mesmo para otensor e o es
alar de 
urvatura, assim 
omo para a métri
a).
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a multidimensionalImaginando um universo 
om mais de 1 + 3 dimensões, i.e., (1 + 3 + n)D, amétri
a mais geral para este 
aso é dada por
gAB =





gαβ | gαb
− − − − − −
gaβ | gab



 , (3.11)onde α, β = (0, .., 3) e a, b = (4, .., n), para um inteiro n > 4, e onde os elementosda métri
a são apenas funções das 
oordenadas 1 + 3. De fato, a Eq. (3.11) podeser rees
rita, por 
onveniên
ia, de uma maneira diferente 
omo
gAB = gαβδ

α
Aδ

β
B + gabδ

a
Aδ

b
B + gαbδ

α
Aδ

b
B + gaβδ

a
Aδ

β
B, (3.12)para A,B = (0, .., 3 + n) e onde δij são os símbolos de Krone
ker. As derivadas doselementos de tal métri
a são

gAB,C = gαβ,γδ
α
Aδ

β
Bδ

γ
C + gab,γδ

a
Aδ

b
Bδ

γ
C

+gαb,γδ
α
Aδ

b
Bδ

γ
C + gaβ,γδ

a
Aδ

β
Bδ

γ
C . (3.13)Por simpli
idade, pode-se tratar o 
aso onde a métri
a é diagonal, i.e., gAB =

gαβδ
α
Aδ

β
B + gabδ

a
Aδ

b
B. Aqui, a inversa da métri
a será

gAB = gαβδAα δ
B
β + gabδAa δ

B
b , (3.14)e as derivadas vêm diretamente da Eq. (3.13)

gAB,C = gαβ,γδ
α
Aδ

β
Bδ

γ
C + gab,γδ

a
Aδ

b
Bδ

γ
C . (3.15)Pode-se derivar os seguintes símbolos de Christo�el

{
A
BC

}
=

1

2
gAM(gBM,C + gCM,B − gBC,M). (3.16)Desenvolvendo estes através das Eqs. (3.14) e (3.15) obtém-se

{
A
BC

}
=
{
α
βγ

}
δAα δ

β
Bδ

γ
C +

1

2

[

gam(gbm,γδ
A
a δ

b
Bδ

γ
C + gcm,βδ

A
a δ

β
Bδ

c
C) − gαµgbc,µδ

A
α δ

b
Bδ

c
C

]

.(3.17)Os 
omponentes do tensor de Ri

i são es
ritos 
omo
RAB = ∂M

{
M
AB

}
− ∂B

{
M
AM

}
+
{
N
AB

}{
M
NM

}
−
{
N
AM

}{
M
NB

}
. (3.18)Desenvolvendo para o 
aso em que a métri
a depende apenas de xα, a Eq. (3.18)pode ser rees
rita 
omo



3. Gravitação 
om dimensões extras 16
RAB = Rαβδ

α
Aδ

β
B +Rabδ

a
Aδ

b
B, (3.19)e sem termos 
ruzados entre a parte (1+3) e a parte extra. Introduzindo (3.14) e suasderivadas (3.15) nos símbolos de Christo�el (3.17) obtêm-se as seguintes expressõespara a Eq. (3.19)

Rαβ = Rαβ − 1

2

[
gmc,βgmc,α + gmcgmc,αβ

+
1

2
gncgmc,αg

megne,β

]

, (3.20)
Rab = −1

2

[

gµγ,µgab,γ + gµγgab,γµ −
1

2
(gncgac,µg

µγgnb,γ

+gνγgam,γg
mcgbc,ν − gνγgab,νg

mcgmc,γ)] (3.21)onde Rαβ é o tensor de Ri

i 
onven
ional para a parte (1 + 3)D (i.e. Rαβ =
∂µ{ µ

αβ} − ∂β
{
µ
αµ

}
+ { ν

αβ}
{
µ
νµ

}
− { ν

αν} { µ
νβ}).3.2.2 Cal
ulando e 
ompreendendo o TEMAgora, para GAB = RAB − 1/2RgAB e R = gMNRMN , serão obtidos os 
ompo-nentes estendidos do tensor de energia-momento (onde para a métri
a diagonal oTEM pode ser es
rito 
omo TAB = Tαβδ
α
Aδ

β
B + Tabδ

a
Aδ

b
B)

8πTαβ = Rαβ −
1

2
(gMNRMN )gαβ, (3.22)

8πTab = Rab −
1

2
(gMNRMN)gab. (3.23)O tensor Tαβ representa o 
onteúdo de energia/pressão em (1 + 3)D, e pode serobservado que a in�uên
ia das dimensões extras é evidente. De (3.20), (3.21) e(3.22) tem-se

Tαβ = Tαβ + Tαβ , (3.24)onde Tαβ representa a parte do TEM em (1 + 3)D que 
ontém apenas 
omponentesdo espaço-tempo 
onven
ional e Tαβ é a 
orreção que apare
e devido às dimensõesextras, onde têm-se expli
itamente
8πTαβ = Rαβ −

1

2
(gµνRµν)gαβ, (3.25)

8πTαβ = −1

2

{

Rαβ −
1

2
(gµνRµν)gαβ + (gmnRmn)gαβ

}

. (3.26)Note que Tαβ possui o formato de um tensor de Einstein usual Gαβ. O tensor Rαβ ,obtido a partir do desenvolvimento de (3.24), representa um termo de �
urvatura�que vem ex
lusivamente devido às dimensões extras e é 
al
ulado 
omo
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Rαβ = gmc,βgmc,α + gmcgmc,αβ +

1

2
gncgmc,αg

megne,β. (3.27)O prin
ipal enfoque deve ser dado à parte (1 + 3) do TEM e na 
onseguinteexpli
ação do signi�
ado da parte extra 
ontida na expressão (3.24). Uma me-lhor 
ompreensão disto virá a partir do desenvolvimento de uma equação geral demovimento para o sistema.3.2.3 Expressão para as equações de movimentoPara o espaço-tempo (1 + 3 + n) desenvolvido anteriormente, pode-se es
rever oseguinte fun
ional lagrangiano
L = (gABẋ

AẋB)1/2

= (gαβẋ
αẋβ + gabẋ

aẋb)1/2, (3.28)onde ẋA = dxA/ds. A Eq. (3.28) é o lagrangiano 
lássi
o mais geral para umespaço-tempo 
om dimensões extras, onde os elementos da métri
a são dados por
gAB = gαβδ

α
Aδ

β
B + gabδ

a
Aδ

b
B. As equações de movimento são derivadas a partir daequação de Euler-Lagrange

d

ds

(
∂L

∂ẋC

)

− ∂L

∂xC
= 0. (3.29)Como ∂A = ∂αδ

α
A + ∂aδ

a
A e gab = gab(x

α) então tem-se que
∂L

∂xC
=

∂L

∂xγ
δγC +

∂L

∂xc
δcC , (3.30)

∂L

∂xγ
=

1

2
L−1(gαβ,γẋ

αẋβ + gab,γẋ
aẋb) (3.31)e

∂L

∂xc
= 0, (3.32)e portanto

∂L

∂xC
=

1

2
L−1(gαβ,γẋ

αẋβ + gab,γẋ
aẋb)δγC . (3.33)Da mesma forma pode-se desenvolver o termo d

ds

(
∂L
∂ẋC

)

∂L

∂ẋγ
=

1

2
L−1(gγβẋ

β + gαγẋ
α) = L−1gµγ ẋ

µ, (3.34)
∂L

∂ẋc
=

1

2
L−1(gcbẋ

b + gacẋ
a) = L−1gmcẋ

m. (3.35)Agora
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d

ds

(
∂L

∂ẋγ

)

= L−1

[(
∂gµγ
∂xσ

)

ẋσẋµ + gµγ ẍ
µ

]

, (3.36)Também, dado o fato que xa são variáveis 
í
li
as, pode-se es
rever a seguinte 
ons-tante de integração
gcmẋ

m = Nc, (3.37)i.e., um vetor 
onstante, e assim
d

ds

(
∂L

∂ẋc

)

= 0. (3.38)Introduzindo estes últimos em (3.36) e multipli
ando por Lgµγ e usando (3.33)e (3.37) 
hega-se às seguintes equações de movimento
ẍµ +

{ µ
αβ

}
ẋαẋβ =

1

2
gab,γg

µγNcg
acNdg

bd, (3.39)onde 
laramente se vê que as dimensões extras induzem uma força externa no sis-tema, que depende de gab e Nc.3.3 O problema da 
ompa
ti�
açãoAté agora não se perguntou sobre a questão observa
ional das dimensões extras.Por que não se enxergam as dimensões extras? Se elas existirem o que previne queos fótons não es
apem na direção delas? Abaixo, uma pequena dis
ussão sobre oassunto. Ini
ialmente, será dis
utido o porquê da ne
essidade da 
ompa
ti�
açãoem muitas das teorias 
om dimensões extras. Em seguida, mostra-se que para apresente proposta, o me
anismo de 
ompa
ti�
ação pode ser tranquilamente dis-pensado. Outros aspe
tos sobre a natureza da observação de uma dimensão extrapodem ser vistos p. ex. em [Coi05a, Coi05b, Coi05
, Coi06a℄.3.3.1 Cordas e braneworldO me
anismo físi
o mais 
onhe
ido para expli
ar tais perguntas é o da 
ompa
-ti�
ação de Klein, já apresentado na Seção 3.1.2. A motivação para tal me
anismopode ser melhor 
ompreendida ao se questionar por que as interações físi
as sãoregidas por leis do tipo inverso do quadrado. Em teorias de 
ordas, p.ex., se 
hegaà 
on
lusão que a 
ompa
ti�
ação deve o
orrer na es
ala de Plan
k. No entanto,as 
hamadas teorias de mundo brana (braneworlds) 
omo a ADD [Ark98℄ falam quea es
ala de 
ompa
ti�
ação poderia ser bem maior que a es
ala de Plan
k, 
omodis
utido abaixo.Na teoria quânti
a de 
ampos, quando uma partí
ula sem massa (um fóton,p.ex.) é tro
ada entre duas partí
ulas, a energia poten
ial asso
iada entre as duaspartí
ulas é es
rita 
omo [Pes05℄



3. Gravitação 
om dimensões extras 19
V (r) ∝

∫

d3k ei
~k.~x 1

~k2
∝ 1

r
, (3.40)onde ~k é o vetor de onda, que pode ser asso
iado ao próprio momento ~p = ~~k quandose trabalha em unidades naturais ~ = 1. Basi
amente, V (r) é a transformadade Fourier do propagador e o valor ~k2 no propagador vem a partir da invariân
iarota
ional.Agora, supondo a existên
ia de n dimensões extras, pode-se dizer que elas estãoasso
iadas a uma es
ala fundamental R. Agora, a interação fundamental entre duaspartí
ulas nesse 
enário pode ser es
rita 
omo

V (r) ∝
∫

d3+nk ei
~k.~x 1

~k2
∝ 1

r1+n
. (3.41)No entanto, na natureza não se observa este tipo de lei. A expli
ação para que istofaça sentido é então supor que a lei de quadrado inverso (i.e. a lei de Newton) éválida para es
alas do tipo r ≫ R. Neste regime, as 
oordenadas extras seriam efe-tivamente desprezíveis quando 
omparadas 
om o tamanho r. Assim, pensa-se que adimensão extra deve ser 
ompa
ti�
ada, ou seja, a es
ala R deve ser su�
ientementepequena para que 
ampos eletromagnéti
os, p. ex., 
ontinuem a se 
omportar 
omoo observado.Uma 
oisa interessante no entanto o
orreria para es
alas r ≪ R. Euristi
amente,quando R é muito maior que a separação entre duas partí
ulas, o �uxo do 
amponão sabe que as 
oordenadas extras são �nitas e o universo pare
erá ser (1 +3 +n).Como a gravidade nun
a foi testada em es
alas submilimétri
as, haveria então apossibilidade teóri
a de espe
ular sobre R: essa es
ala poderia ser bem maior que aes
ala das partí
ulas elementares e ainda assim bem menor que as es
alas dos fen�-menos a que os humanos estão a
ostumados. Esta possibilidade é melhor 
onhe
ida
omo �dimensões extras grandes�, pois a 
ompa
ti�
ação o
orre para es
alas bemmaiores que a de Plan
k.3.3.2 Uma nova massa de Plan
k?Em termos numéri
os, e além disso, em termos históri
os, a massa de Plan
k éde�nida 
omo

V (r) =
Gm1m2

r
=

(m1m2/M
2
P )

r
. (3.42)Isto signi�
a que MP ∼ 1019 GeV. Um valor extremamente grande que traduz oquão fra
a é a gravidade.Em unidades fundamentais onde ~ e c são igualados à unidade, a gravidade apre-senta uma es
ala de energia muito maior que qualquer es
ala antes explorada expe-rimentalmente. De fato, um dos mistérios mais fundamentais da físi
a de partí
ulasé saber por que existe esta imensa la
una entre a gravidade e as outras interações.Este é o 
hamado �problema hierárqui
o� das interações fundamentais. Umamaneirade �aliviar� o problema é trazer a gravidade para uma es
ala diferente, através da
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ala de Plan
k a partir da introdução de dimensões extras.Seja a es
ala 
ara
terísti
a da gravidade em (1 + 3 + n) dimensões es
rita 
omo
MP (1+3+n). O poten
ial gravita
ional entre dois objetos de massasm1 em2 separadospor uma distân
ia r ≪ R será dado por

V (r) =
m1m2

[
MP (1+3+n)

]2+n

1

r1+n
. (3.43)Note que a dependên
ia de MP (1+3+n) vem da análise dimensional: a potên
ia dedois 
an
ela m1m2 e a potên
ia em n 
oaduna-se 
om as n potên
ias extras de 1/r.Quando r ≫ R, haverá uma espé
ie de �
ut-o� geométri
o� do �uxo gravita
ionale o poten
ial é es
rito 
omo

V (r) =
m1m2

[
MP (1+3+n)

]2+n

1

Rn

1

r
. (3.44)Comparando-se 
om a lei observada V (r) = (m1m2/M

2
P )(1/r) obtém-se

M2
P (1+3+n) =

M2
P

[
MP (1+3+n)R

]n . (3.45)SeMP (1+3+n)R for su�
ientemente grande, então haverá a possibilidade deMP (1+3+n)ser muito menor que a es
ala de Plan
k 
onven
ionalmente 
al
ulada. Então depen-dendo da es
ala de tamanho �xada para R, haverá uma nova es
ala de Plan
k, i.e.,uma nova es
ala para a gravidade. Estima-se, p.ex., que se as dimensões extras es-tiverem 
ompa
tadas em tamanhos R de ordem submilimétri
a, então a nova es
alade Plan
k seria da ordem de TeV, algo 
apaz de ser a
essado por a
eleradores departí
ulas 
omo o LHC (Large Hadron Collider).3.3.3 Seria possível dimensões extras não 
ompa
ti�
adas?Mas sendo ne
essária uma 
ompa
ti�
ação, 
omo se deve interpretar para grandeses
alas o provável apare
imento de efeitos que expli
ariam a matéria es
ura? Atravésde uma partí
ula de �Kaluza-Klein�? Ou a simples presença das dimensões extrasjá expli
aria por si só o fen�meno da massa faltante?De maneira geral, não admitindo o me
anismo de 
ompa
ti�
ação, tambémpoderia-se re
uperar uma lei do tipo quadrado inverso, para grandes es
alas, aoadmitir-se que os objetos observados em 3D tem uma extensão do tipo �i
eberg�para as dimensões extras2. Logo, a densidade de tais objetos seria do tipo ρ ∝
M(3+n)/r

3+n e ao menos o poten
ial gravita
ional asso
iado seria do tipo
V (r) ∝ M(3+n)

r1+n
=
ρr3+n

r1+n
=
M(3)

r
∝ 1

r
, (3.46)ondeM(3) eM(3+n) são as massas asso
iadas ao objeto em 3D ou em 3+n dimensõesespa
iais respe
tivamente, de tal forma que o poten
ial �nal estaria asso
iado apenas2Esta visão seria uma adaptação em grandes es
alas da teoria fundamental de dimensões extrasuniversais [App01℄
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om dimensões extras 21a uma lei de quadrado inverso, 
omo esperado, e o universo poderia ter dimensõesextras mesmo que estas não fossem 
ompa
ti�
adas.Assim, a expli
ação do fen�meno da massa faltante poderia estar asso
iado ounão a dimensões extras 
ompa
ti�
adas. No entanto, há um problema asso
iadoa esta visão: dado que a Lei de Hubble é válida, i.e., o universo se expande eisto é observado, o que impediria que os fótons vindos das galáxias observadas nãoes
apem, 
aso não houvesse 
ompa
ti�
ação?O problema seria resolvido 
aso fosse adi
ionada ao modelo uma hipótese adi-
ional que 
on�nasse, via algum tipo de me
anismo, a maior parte dos fótons douniverso. Não será o objetivo do presente trabalho abordar o assunto. No entanto,pode-se visualizar que algum tipo de warp fa
tor, 
omo aquele usado em modelosde Randall-Sundrum [Rsu99a℄, deverá ser usado para o 
aso dos fótons.
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o �no em 6D

Com base no desenvolvimento da última seção, aqui será apresentada a primeiraapli
ação para o fato de obter-se uma força externa nas equações de movimento emquatro dimensões de partí
ulas 
lássi
as, quando é 
onsiderado que o espaço-tempoem que se trabalha é multidimensional.Esta primeira apli
ação é a 
onstrução de dis
os �nos que tem estrutura 4Dmas vivem em um universo multidimensional. É uma apli
ação relativísti
a, e osistema é 
onstruído 
om base no método inverso e na indução de matéria a partirdo 
ál
ulo distribu
ional (sugere-se em parti
ular a leitura das teses [Gon98, Vog06a℄,que apresentam em detalhe o método).A prin
ipal motivação para trabalhar 
om um sistema assim é que se pode derivaralgumas propriedades interessantes 
omo os per�s de densidade e pressão e tambémo per�l de órbitas 
ir
ulares de uma partí
ula pontual.Serão apresentados neste 
apítulo:
⊲ O método geral de 
onstrução de um dis
o �no em 4D.
⊲ O teorema de Emparan-Reall, onde se 
onsidera a possibilidade de obter-se soluçõesaxissimétri
as em espaços-tempo 
om mais de 4D, i.e., demonstra-se que, dadas 
on�gu-rações axissimétri
as em um espaço-tempo 1 + 3 + n, é possível en
ontrar soluções válidasdas equações de Einstein para tais 
on�gurações.
⊲ É mostrado que para uma dada 
on�guração axissimétri
a somente as métri
as 
omdimensão par produzem 
on�gurações sem presença de matéria exóti
a. Dado tal fato,pro
ede-se à 
onstrução de um dis
o �no em 6D.
⊲ As propriedades do 
onteúdo material do dis
o �no em 6D são apresentadas.
⊲ É desenvolvido um método perturbativo para o 
ál
ulo de estabilidade do dis
o.
⊲ As órbitas estáveis são 
al
uladas e o mostra-se que um 
erto 
onjunto de órbitasestáveis podem reproduzir a observação astron�mi
a para o 
omportamento an�malo das
urvas de rotação de galáxias.
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os �nos em 4D4.1.1 Aspe
tos geraisUma estrutura autogravitante do tipo dis
o �no pode ser obtida a partir desoluções das equações de Einstein para 
on�gurações 
uja geometria é axissimétri
a.Um dis
o �no, neste 
ontexto, passa a ser interessante pois pode ser uma aproxi-mação de sistemas astrofísi
os reais 
omo galáxias ou dis
os de a
reção.Uma longa lista de soluções para dis
os pode ser obtida na literatura. Por exem-plo, soluções para dis
os estáti
os sem pressão radial foram ini
ialmente estudadaspor Bonnor e Sa
k�eld [Bon68℄, e por Morgan e Morgan [Mor69℄. Com pressãoradial há primeiramente o estudo de [Mor70℄. Uma grande 
lasse de soluções quedes
revem dis
os �nos estáti
os foi obtida por [Let87℄ a partir do método inverso.Dis
os 
om tensão radial foram 
onsiderados em [Gon99℄ e posteriormente foramobtidos modelos de dis
o 
om 
ampos elétri
os [Led99℄, 
ampos magnéti
os [Let99℄e 
om 
ampos elétri
os e magnéti
os [Kat99℄. Soluções para dis
os estáti
os au-tossimilares foram analisadas por Lynden-Bell e Pineault [Lyn78℄, e Lemos [Lem89℄.Outra abordagem relevante é a superposição de soluções, 
omo dis
os estáti
os su-perpostos a bura
os negros [Lem94℄ ou dis
os superpostos a halos [Vog03℄. Umaextensão deste tipo de enfoque pode ser vista em soluções astrofísi
as que mime-tizam AGNs [Vog05a℄. Uma 
onsequên
ia direta de todos os ri
os estudos sobredis
os apare
e também no trabalho de Vogt e Letelier sobre modelos de galáxias apartir da relatividade geral [Vog05b℄. Neste 
ontexto, importantes dis
ussões sobreo papel da relatividade geral para expli
ar as 
urvas de rotação de galáxias foramdesenvolvidas em [Coo06℄ e respe
tivos 
ontra-argumentos em [Vog06b℄.Em espe
ial, para o 
aso de soluções para espaços-tempo multidimensionais vejaas referên
ias 
itadas no Capítulo 3, Seção 3.2. Uma destas soluções, 
hamada deEmparan-Reall, é bastante importante para a des
rição de 
on�gurações axissimétri-
as [Emp02℄.Começando 
om o 
aso bem 
onhe
ido em 4D, uma das soluções mais antigas dasequações de Einstein no vá
uo é a de Weyl [Wey17℄. Tais soluções são en
ontradaspara o 
aso axissimétri
o estáti
o
ds2 = −e2Φdt2 + e−2Φ

[
e2γ(dr2 + dz2) + r2dϕ2

]
, (4.1)onde Φ(r, z) é uma solução arbitrária da equação de Lapla
e

Φ,rr + Φ,r/r + Φ,zz = 0, (4.2)no espaço plano 3D 
om elementos de linha
dσ2 = dr2 + r2dϕ2 + dz2, (4.3)e γ satisfaz

γ,r = r[Φ2
,r − Φ2

,z], (4.4)
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γ,z = 2rΦ,rΦ,z, (4.5)A solução destas equações é dada por uma integral de linha. Como Φ é harm�ni
aela pode ser interpretada 
omo um poten
ial newtoniano produzido por uma 
ertafonte axissimétri
a. Como nestas 
oordenadas as soluções de simetria esféri
a dasequações de Einstein 
orrespondem a uma barra de densidade 1/2, deve-se ter
uidado para o uso de imagens newtonianas, 
onforme mostrado em [Let87℄.A métri
a (4.1) também pode ser rees
rita 
omo

ds2 = −e−φdt2 + χ2eφdϕ2 + f(dr2 + dz2), (4.6)onde χ, φ, e f são funções apenas de r e z. No vá
uo, as equações de Einstein(Rαβ = 0) são equivalentes a
χ,rr + χ,zz = 0, (4.7)

(χφ,r),r + (χφ,z),z = 0. (4.8)Fazendo ζ = r+ iz é possível 
onsiderar χ 
omo a parte real de uma função analíti
a
W (ζ) = χ(r, z) + iZ(r, z). Notando que W (ζ) = W (ζ), pode-se es
rever dWdW =
∂W
∂ζ

∂W
∂ζ

dζdζ = |W ′(ζ)|2dζdζ. Ou mesmo, dWdW = dχ2+dZ2 = |W ′(ζ)|2(dr2+dz2).Logo, sem perda de generalidade, pode-se es
olher χ = r, e 
hega-se ao seguinteresultado para f(r, z)

ln f [φ] =
1

2

∫

r{[φ2
,r − φ2

,z]dr + [2φ,rφ,z]dz}. (4.9)4.1.2 Método de imagens e método distribu
ionalDe forma a obter uma solução de (4.7)�(4.9) que represente um dis
o lo
alizadoem z = 0, assume-se que as funções χ, φ, e f são 
ontínuas ao longo do dis
o, mastendo primeiras derivadas des
ontínuas na direção normal ao dis
o. Soluções tipodis
o �no em 
oordenadas axissimétri
as são funções de 
lasse C0. A simetria dere�exão de (4.7)�(4.9) 
om respeito ao plano z = 0 permite assumir que χ, φ, e f sãofunções pares de z. Logo, χ,z, φ,z e f,z são ne
essariamente funções ímpares de z. Oque se requer no entanto é que elas não se anulem sobre as superfí
ies z = 0±. Taissuposições são importantes porque podem induzir uma des
ontinuidade no espaço-tempo a partir da re�exão das soluções através do plano. Isto representa em outraspalavras a 
onstrução de um dis
o a partir do bem 
onhe
ido método �deslo
ar, 
or-tar e re�etir�, usado tanto em gravidade newtoniana [Kuz56℄ quanto em relatividadegeral [Gon99, Led99, Let99, Kat99, Lyn78, Lem89, Lem94, Vog03, Vog05a, Vog05b℄.O 
onteúdo material do dis
o é então des
rito 
omo funções que são distribuições
om suporte no dis
o. O método pode ser dividido nos seguintes passos, 
omoilustrado na Fig. 4.1. Ini
ialmente, para um espaço onde tem-se uma fonte 
om-pa
ta de 
ampo gravita
ional, es
olhe-se uma superfí
ie (no presente 
aso, o plano
z = 0) que dividirá o espaço em duas partes: uma delas sem singularidades ou fontese a outra 
om as fontes. Des
arta-se então a parte do espaço 
om singularidadesou fontes e usa-se a superfí
ie para fazer uma re�exão da parte não singular. Isto
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A

BFigura 4.1: Abordagem pi
tóri
a do método de �deslo
ar, 
ortar e re�etir� paraa geração de dis
os. Em A o espaço-tempo 
om uma singularidade é deslo
adoe 
ortado por um plano (linha pontilhada), em B a parte 
om a singularidade édes
artada e a parte superior é re�etida no plano.resulta em um espaço 
om uma singularidade que é uma função delta 
om suporteem z = 0.Este pro
edimento é matemati
amente equivalente a fazer-se a transformação
z → |z| + a, 
om a 
onstante. No tensor de Einstein tem-se primeiras e segundasderivadas de z. Como ∂z|z| = 2ϑ(z) − 1 e ∂zz|z| = 2δ(z), onde ϑ(z) e δ(z) sãorespe
tivamente as distribuições de Heaviside e Dira
, as equações de 
ampo deEinstein se separarão em duas partes distintas [Tau80℄: uma delas válida para z 6= 0(as equações usuais de Einstein), e outra envolvendo distribuições 
om um tensorde energia-momento. Devido ao 
omportamento des
ontínuo das derivadas do ten-sor métri
o ao se atravessar o dis
o, tem-se que o tensor de 
urvatura de Riemanndeve 
onter deltas de Dira
. O tensor de energia-momento pode ser obtido a partirdo método distribu
ional atribuído a Papapetrou e Hamoui [Pap68℄, Li
hnerowi
z[Li
71℄, e Taub [Tau80℄. Tal tensor deve ser es
rito 
omo T αβ = [T αβ] δ(z), onde
[T αβ] é o tensor distribu
ional de energia-momento, de onde se obtêm a densidadede energia no volume e os prin
ipais termos de stress. Para uma abordagem umequivalente, ver [Isr66℄, onde se faz uso da 
urvatura extrínse
a da superfí
ie parase re
uperar a matéria numa região de des
ontinuidade. Tal equivalên
ia é demon-strada em [Let93℄.4.1.3 Cál
ulo de densidade e pressõesO dis
o em z = 0 divide o espaço-tempo em duas partes. A normal ao dis
opode ser des
rita 
omo na = ∂z/∂xa = (0, 0, 0, 1) e a
ima do dis
o a métri
a podeser expandida 
omo

gαβ = g0
αβ + z

∂g+
αβ

∂z
|z=0 + z2

∂2g+
αβ

∂z2
|z=0 + ..., (4.10)e abaixo de z = 0,

gαβ = g0
αβ + z

∂g−αβ
∂z

|z=0 + z2
∂2g−αβ
∂z2

|z=0 + .... (4.11)
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αβ está rela
ionada ao valor de gαβ em z = 0. As des
ontinuidadesna primeira derivada do tensor métri
o podem ser expressadas 
omo

bαβ = gαβ,z|
z=0+

− gαβ,z|
z=0−

. (4.12)A simetria do problema vin
ula φ+
,z|z=0

= −φ−
,z|z=0

, e f+
,z |z=0

= −f−
,z |z=0

. Es
revendo
φ,z|z=0

= φ+
,z|z=0

, e o mesmo para as demais funções, pode-se 
al
ular as des
on-tinuidades
btt = 2e−φφ,z|z=0

, (4.13)
brr = 2f,z|z=0

, (4.14)
bzz = brr, (4.15)

bϕϕ = 2r2eφφ,z|z=0
. (4.16)Contraindo os índi
es em bαβ en
ontram-se os outros termos de des
ontinuidade:

btt = −2eφφ,z|z=0
; btt = 2φ,z, (4.17)

brr = − 2

f 2
f,z|z=0

; brr = −2

f
f,z, (4.18)

bzz = − 2

f 2
f,z|z=0

; bzz = −2

f
f,z, (4.19)

bϕϕ = − 2

r2
e−φφ,z|z=0

; bϕϕ = −2φ,z. (4.20)De (4.12), é possível 
al
ular os termos de des
ontinuidade dos símbolos de Christof-fel ao longo do dis
o
[{

α
βγ

}]
= [Γαβγ ] =

1

2
(bαγδ

z
β + bαβδ

z
γ − gαzbβγ) (4.21)onde [Γαβγ] ≡ Γ+α

βγ − Γ−α
βγ em z = 0. Usando o tensor de Riemann, já de�nidono Capítulo 2 em 2.5 e es
rito 
omo

Rαβµν =
1

2
(gαν,βµ − gβν,αµ + gβµ,αµ − gαµ,βν) + gρσΓ

ρ
ανΓ

σ
βµ − gρσΓ

ρ
αµΓ

σ
βν , (4.22)pode-se 
al
ular o tensor distribu
ional de Riemann 
omo

[Rα
βµν ] =

1

2
(bανδ

z
βδ

z
µ − bαµδ

z
βδ

z
ν + gαzbβνδ

z
µ). (4.23)De�nindo o tensor distribu
ional de Ri

i 
omo [Rαβ ] = [Rγ

αγβ] e o es
alar distribu-
ional de Ri

i [R] = [Rµ
µ], pode-se identi�
ar o tensor distribu
ional de energia-momento do dis
o, a partir das equações de Einstein, 
omo

[Rα
β] −

1

2
δαβ[R] = [T αβ], (4.24)
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al
ula-se 
omo
[T αβ] =

1

2
{bαzδzβ − bzzδαβ + gαzbzβ − gzzbαβ + bγγ(g

zzδαβ − gαzδzβ)}. (4.25)Este tensor de energia-momento des
reve o 
onteúdo material, i.e. o �uido, de umdis
o lo
alizado em z = 0. Os 
omponentes deste tensor são então 
al
ulados 
omo
[T tt] =

1

2
{−bzz + gzz(brr + bzz)}, (4.26)

[T rr] =
1

2
{−bzz + gzz(btt + bϕϕ)}, (4.27)

[T zz] = 0, (4.28)
[T ϕϕ] =

1

2
{−bzz + gzz(btt + brr)}. (4.29)De�nindo-se uma tetrada para este 
aso 
omo

e(t)
α =

(
1√−gtt

, 0, 0, 0

)

, e(r)
α =

(

0,
1√
grr

, 0, 0

)

,

e(ϕ)
α =

(

0, 0,
1

√
gϕϕ

, 0

)

, e(z)
α =

(

0, 0, 0,
1√
gzz

)

,pode-se es
rever o tensor de energia-momento (4.25) 
omo
[T αβ ] = − ǫe(t)

α
e(t)

β + pre(r)
α
e(r)

β

+ pϕe(ϕ)
α
e(ϕ)

β + pze(z)
α
e(z)

β, (4.30)para assim obter-se as densidades no volume, i.e., a densidade de energia e as pressões
omo
ǫ = −[T tt] = −f,z

f 2
|
z=0

(4.31)
pϕ = [T ϕϕ] = −φ,z

f
|
z=0

(4.32)
pr = [T rr] = 0, (4.33)
pz = [T zz] = 0. (4.34)Por exemplo, na Fig. 4.2 mostra-se os per�s da densidade ǫ e da pressão pϕ para odis
o �no 4D que a
abou-se de 
onstruir para uma solução do tipo S
hwarzs
hild(veja a próxima seção). Para uma abordagem mais detalhada sobre estes per�s, veja[Bi
93℄.4.1.4 Algumas soluçõesNa Eq. (4.6), a função φ está intrisi
amente rela
ionada ao poten
ial newtoniano

ΦN por φ = 2ΦN . Uma propriedade importante da métri
a axissimétri
a é que
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Figura 4.2: (a) Per�s de densidade super�
ial do dis
o 4D por unidade de massa, paravalores do parâmetro de 
orte a/m = 1; 1, 5; 2; 2, 5; 3 (de 
ima para baixo), onde r′ = r/m.(b) O mesmo que em (a) porém para as pressões no dis
o. A solução utilizada aqui é ade S
hwarzs
hild (soluções do tipo Chazy-Curzon ofere
em per�s similares).
omo ela gera uma equação de Lapla
e para as funções envolvidas, Eq. (4.8), dada alinearidade desta equação, é possível empregar a superposição de soluções ao sistema.Algumas das soluções assintoti
amente planas mais 
omumente utilizadas são, p.ex.,a de Chazy-Curzon, da barra in�nita e a de S
hwarzs
hild.No 
aso de Chazy-Curzon, a solução para uma partí
ula de massa m numaposição z = z0 é dada por [Cha24, Cur24℄
φ =

2m

R
, ln f =

m2r2

R4
, (4.35)onde R =

√

r2 + (z − z0)2.A solução de S
hwarzs
hild 
orresponde a tomar uma barra �na 
omo fonte para
φ que está lo
alizada no eixo z 
om 1/2 de densidade linear de massa [Wey17℄. Estasolução, em 
oordenadas 
ilíndri
as representa a solução usual de S
hwarzs
hild, epor isso a barra �na pode ser interpretada 
omo um bura
o negro �hiper amassado�.O dis
o vem por simetria e a matéria vem a partir do método distribu
ional a
imaexpli
ado. Tal solução é es
rita 
omo

φ(r, z) = ln
R1 +R2 − 2

R1 +R2 + 2
, (4.36)onde R1 =

√

r̃2 + (z − 1)2 e R2 =
√

r̃2 + (z + 1)2, e r̃ é a 
oordenada radial nor-malizada pela massa, r̃ = r/m.4.1.5 Órbitas 
ir
ulares de uma partí
ula 
lássi
a sobre odis
oEm primeira aproximação pode-se 
onsiderar que as partí
ulas 
lássi
as do �uidodes
rito pelas equações (4.26)�(4.29) movem-se ao longo de geodési
as. Em parti-
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Figura 4.3: Curvas de rotação para o dis
o 
onstruído em 4D 
om parâmetros de 
orte
a/m = 0, 3 até a = 2 (de 
ima para baixo). Tais 
urvas apresentam um aspe
to de quedaKepleriana, 
omo esperado. Tomou-se r′ = r/m. A solução utilizada foi a de S
hwarzs
hild(embora a de Chazy-Curzon também propor
ione per�s similares).
ular, pode-se 
onsiderar que as partí
ulas movem-se em geodési
as 
ir
ulares 
ujasvelo
idades tangen
iais propor
ionam as 
urvas de rotação.Da Eq. (4.6) tem-se a primeira integral de movimento,

−e−φṫ2 + f(ṙ2 + ż2) + r2eφϕ̇2 = 1, (4.37)onde ẋα = dxα/ds. Assumindo ṙ = 0 e ż = 0 (as partí
ulas não possuem movimentoradial e estão 
on�nadas no dis
o, i.e. z = 0), a Eq.(4.37) �
a
−e−φṫ2 + r2eφϕ̇2 = 1. (4.38)Logo as equações geodési
as sobre o dis
o reduzem-se a

(e−φ),r ṫ
2 − (r2eφ),rϕ̇

2 = 0. (4.39)As Eqs. (4.38) e (4.39) formam um sistema de equações para ϕ̇2 e ṫ2. De tal sistemaen
ontra-se 
onsequentemente as 
urvas de rotação VC ,
VC =

√

−gϕϕ
gtt

dϕ

dt
=

√

−gϕϕ
gtt

ϕ̇2

ṫ2
, (4.40)que se reduzem a

VC =
√

−φ,r/(2/r + φ,r). (4.41)Na Fig. 4.3 mostra-se algumas destas 
urvas para o presente dis
o �no em 4D, ondeé variado o parâmetro de 
orte a de�nido na Seção 4.1.2. Aqui usou-se a solução debarra �na (S
hwarzs
hild) 
om densidade de massa linear de 1/2.
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as para qualquer númerode dimensõesA primeira atitude que se deve tomar para generalizar a geometria de Weylpara espaços-tempo 
om dimensões extras é 
onsiderar um sistema útil de 
oorde-nadas para um elemento de linha 1 + 3 + n. Seguindo o método apresentado por[Emp02℄, 
omeça-se 
onsiderando que a métri
a poderia ser riemanniana ou mesmolorentziana. Seja ξ(i) um 
ampo de vetores de Killing, 
om 1 ≤ i ≤ d− 2. Aqui d éo número de dimensões totais. É admissível es
olher 
oordenadas (xi, y1, y2) tal que
ξ(i) = ∂/∂xi, desde que 
omutem, e 
om elementos da métri
a dependendo apenasde y1 e y2.Agora, deve-se mostrar que é possível ter 
oordenadas y1 e y2 
apazes de estendersuperfí
ies bidimensionais ortogonais a ξ(i). De maneira a realizar isto, é ne
essárioque se eviden
ie que subespaços bidimensionais do espaço tangente, e ortogonais atodo ξ(i), são integráveis. As 
ondições de su�
iên
ia para tal integrabilidade sãogarantidas a partir do seguinte teorema:Teorema 4.1 (Emparan-Reall) ◮ Sejam ξ(i), 1 ≤ i ≤ d−2 
ampos de Killing tal quepara 
ada i, (a) ξ[µ1

(1) ξ
µ2

(2) . . . ξ
µd−2

(d−2)∇νξ
ρ]
(i) se anula ao menos em um ponto do espaço-tempo (não ne
essariamente o mesmo ponto para 
ada i), e (b) ξν(i)R[ρ

ν ξ
µ1

(1)ξ
µ2

(2) . . . ξ
µd−2]

(d−2) =
0. Então os dois planos ortogonais a ξ(i) são integráveis.◭A Prova deste teorema pode ser desenvolvida da seguinte forma. A 
ondição(b) é trivialmente satisfeita se apenas forem 
ontempladas soluções no vá
uo dasequações de Einstein. Sobre a 
ondição (a), para quatro dimensões geralmente ésuposto que um dos 
ampos de Killing é uma 
oordenada angular que 
orrespondea rotações em torno de um eixo de simetria, e deve se anular sobre este eixo. Istoé su�
iente para satisfazer a 
ondição (a). Para o 
aso de dimensões maiores, seas 
ondições deste teorema são satisfeitas, então pode-se es
olher as 
oordenadas
y1 e y2 para uma das superfí
ies ortogonais e então estendê-las ao longo das 
urvasintegrais do 
ampo de Killing. Para este sistema de 
oordenadas, os vetores ∂/∂yisão ortogonais a ∂/∂xj . Se então é assumido que os 
ampos de Killing são ortogonaisuns aos outros, a métri
a deve por 
onsequên
ia assumir a forma

ds2 =

d−2∑

i=1

ǫie
2Φi(dxi)2 + gabdy

adyb, (4.42)onde a e b tomam os valores 1, 2, os 
oe�
ientes da métri
a são independentes de
xi, e ǫi = ±1 dependendo se ξ(i) é tipo espaço ou tipo tempo. Lo
almente é semprepossível en
ontrar 
oordenadas tais que

gabdy
adyb = e2CdZdZ̄, (4.43)onde Z e Z̄ são 
omplexos 
onjugados se o espaço transversal é do tipo tempo. Afunção C é independente de xi.
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al
ular os 
omponentes do tensor de 
urvatura, introduze-seo seguinte sistema de tetradas para a métri
a (4.42), 
onsiderando-se o sistema de
oordenadas da Eq. (4.43):
e
i = eΦidxi, e

Z = eCdZ, e
Z̄ = eCdZ̄. (4.44)Aqui a 
onvenção de soma de Einstein não está sendo utilizada para os índi
es i, j.O espaço métri
o tangente ηαβ é dado por ηii = ǫi, ηZZ̄ = ηZ̄Z = 1/2, onde os outros
omponentes se anulam. É ne
essário agora de�nir as 
onexões 1-forma 
omo

deα = −ωαβ ∧ e
β. (4.45)De (4.44) e (4.45) obtêm-se

ωiZ = e−C∂ZΦiei, ωiZ̄ = e−C∂Z̄Φiei, ωij = 0, (4.46)
ωZZ̄ = −1

2
e−C∂ZCe

Z +
1

2
e−C∂Z̄Ce

Z̄ . (4.47)As 2-formas de 
urvatura são de�nidas por
Θαβ = dωαβ + ωα

γ ∧ ωγβ . (4.48)As 2-formas de 
urvatura não-nulas para as 
onexões (4.46) e (4.47) são
Θij = −2e−2C (∂ZΦi∂Z̄Φj + ∂ZΦj∂Z̄Φi) ei ∧ ej , (4.49)

ΘiZ = −e−2C
[
∂2
ZΦi + (∂ZΦi)

2 − 2∂ZC∂ZΦi

]
ei∧eZ−e−2C [∂Z∂Z̄Φi + ∂ZΦi∂Z̄Φi] ei∧eZ̄ ,(4.50)

ΘiZ̄ = −e−2C [∂Z∂Z̄Φi + ∂ZΦi∂Z̄Φi] ei∧eZ−e−2C
[
∂2
Z̄Φi + (∂Z̄Φi)

2 − 2∂Z̄C∂Z̄Φi

]
ei∧eZ̄ ,(4.51)

ΘZZ̄ = e−2C∂Z∂Z̄Ce
Z ∧ eZ̄ . (4.52)Os 
omponentes do espaço tangente do tensor de Riemann são derivados destasúltimas expressões e então

Θαβ =
1

2
Rαβγδe

γ ∧ eδ. (4.53)En
ontram-se portanto
Rijkl = −2e−2C (∂ZΦi∂Z̄Φj + ∂ZΦj∂Z̄Φi) (ηikηjl − ηilηjk) , (4.54)

RiZjZ = −e−2C
[
∂2
ZΦi + (∂ZΦi)

2 − 2∂ZC∂ZΦi

]
ηij , (4.55)

RiZ̄jZ̄ = −e−2C
[
∂2
Z̄Φi + (∂Z̄Φi)

2 − 2∂Z̄C∂Z̄Φi

]
ηij , (4.56)

RiZjZ̄ = −e−2C (∂Z∂Z̄Φi + ∂ZΦi∂Z̄Φi) ηij , (4.57)
RZZ̄ZZ̄ = e−2C∂Z∂Z̄C, (4.58)



4. Dis
o �no em 6D 32
om as outras 
omponentes não-nulas derivadas a partir das propriedades de simetriado tensor de Riemann. Posteriormente, o 
ál
ulo das 
omponentes não-nulas dotensor de Ri

i forne
e
Rij = −2e−2C

[

2∂Z∂Z̄Φi + ∂ZΦi

∑

k

∂Z̄Φk + ∂Z̄Φi

∑

k

∂ZΦk

]

ηij , (4.59)
RZZ = −e−2C

∑

i

(
∂2
ZΦi + (∂ZΦi)

2 − 2∂ZC∂ZΦi

)
, (4.60)

RZ̄Z̄ = −e−2C
∑

i

(
∂2
Z̄Φi + (∂Z̄Φi)

2 − 2∂Z̄C∂Z̄Φi

)
, (4.61)

RZZ̄ = −e−2C

[

2∂Z∂Z̄C +
∑

i

∂Z∂Z̄Φi +
∑

i

∂ZΦi∂Z̄Φi

]

. (4.62)Agora, assuma que µ, ν = i, Z, Z̄, o que remete às equações de Einstein no vá
uo
omo Rµν = 0. Então as 
omponentes ij são
∂Z

[

exp

(
∑

j

Φj

)

∂Z̄Φi

]

+ ∂Z̄

[

exp

(
∑

j

Φj

)

∂ZΦi

]

= 0. (4.63)Somando esta equação sobre i obtém-se
∂Z∂Z̄ exp

(
∑

j

Φj

)

= 0. (4.64)Esta última possui 
omo solução geral
∑

j

Φj = log
[
w(Z) + w̃(Z̄)

]
, (4.65)onde w̃ = w̄ se Z e Z̄ são 
omplexos 
onjugados. Substituindo a equação (4.65) em(4.63) obtém-se

2(w + w̃)∂Z∂Z̄Φi + ∂Zw∂Z̄Φi + ∂Z̄w̃∂ZΦi = 0. (4.66)Se w é não-
onstante, então RZZ = 0 pode ser rearranjada para dar
∂ZC =

∑

i ∂
2
ZΦi

∑

i ∂ZΦi
+

1

2

∑

i

∂ZΦi −
∑

i<j ∂ZΦi∂ZΦj

2
∑

i ∂ZΦi
. (4.67)Equação similar é obtida de RZ̄Z̄ = 0:

∂Z̄C =

∑

i ∂
2
Z̄
Φi

∑

i ∂Z̄Φi
+

1

2

∑

i

∂Z̄Φi −
∑

i<j ∂Z̄Φi∂Z̄Φj

2
∑

i ∂Z̄Φi
. (4.68)
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ando a Eq. (4.65) resulta
C =

1

2
log (∂Zw∂Z̄w̃) + Ξ, (4.69)onde

∂ZΞ = −w + w̃

∂Zw

∑

i<j

∂ZΦi∂ZΦj , (4.70)
∂Z̄Ξ = −w + w̃

∂Z̄w̃

∑

i<j

∂Z̄Φi∂Z̄Φj . (4.71)A 
ondição de integrabilidade para Ξ é
∂Z∂Z̄Ξ = ∂Z̄∂ZΞ. (4.72)Não é difí
il 
he
ar que esta última equação é satisfeita se (4.65) e (4.66) são válidas,o que também 
on�rma que a equação de Einstein restante RZZ̄ = 0 é satisfeita.Como w e w̃ foram assumidas não-
onstantes, pode-se operar uma transformaçãode 
oordenada de Z e Z̄ para w(Z) e w̃(Z̄) de forma similar àquela 
itada para o
aso 4D, para 
hegar às 
hamadas 
oordenadas 
an�ni
as de Weyl 
omo abaixo

ds2 =
∑

i

ǫie
2Φi(dxi)2 + e2 Ξdwdw̃. (4.73)Esta transformação de 
oordenada é 
onforme. Eqs. (4.66), (4.70) e (4.71) sãoinvariantes 
onformes, e então a transformação apenas substitui ∂Z por ∂ ≡ ∂w e ∂Z̄por ∂̄ ≡ ∂w̃. Logo a solução é determinada pelas seguintes equações

∑

i

Φi = log(w + w̃), (4.74)
2(w + w̃)∂∂̄Φi + ∂Φi + ∂̄Φi = 0, (4.75)
∂Ξ = −(w + w̃)

∑

i<j

∂Φi∂Φj , (4.76)
∂̄Ξ = −(w + w̃)

∑

i<j

∂̄Φi∂̄Φj . (4.77)Se Z e Z̄ são 
oordenadas 
omplexas 
onjugadas, então é possível fazer w̃ = w̄.Introduzindo 
oordenadas reais (r, z) tal que w = r+ iz, então a forma 
an�ni
a damétri
a �
a
ds2 =

∑

i

ǫie
2Φi(dxi)2 + e2 Ξ(dr2 + dz2). (4.78)Eq. (4.75) então toma a forma

∂2Φi

∂r2
+

1

r

∂Φi

∂r
+
∂2Φi

∂z2
= 0, (4.79)
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e no espaço plano tridimensional 
ommétri
a (4.3).A função Φi é independente da 
oordenada θ, i.e., ela é axissimétri
a. A solução éentão determinada por d − 3 soluções axissimétri
as da equação de Lapla
e (sendoelas soluções independentes).4.3 Um dis
o em 6DComo visto em (4.79), para d dimensões, Φi tem as soluções axissimétri
as daequação de Lapla
e 
omo sua solução de�nitiva. Assim, voltando às raízes desen-volvidas na primeira seção deste 
apítulo, poderia-se perguntar sobre a possibilidadede usar o fato para 
onstruir um dis
o �no imerso num espaço multidimensional.Ini
ialmente, 
omo já visto na Seção 4.1.2 , deve-se assumir que Φi e Ξ em (4.78) são
ontínuas ao longo do dis
o, em parti
ular na superfí
ie z = 0, mas 
om primeirasderivadas des
ontínuas sobre tal superfí
ie. A abordagem deverá ser a mesma que autilizada para o 
aso em quatro dimensões, e pode-se introduzir as des
ontinuidadesao fazer a transformação z → |z| + a, onde a é 
onstante.E, 
omo já dito nas Seções 4.1.2 e 4.1.3, as des
ontinuidades indi
am que o tensorde 
urvatura de Riemann 
ontêm funções delta de Dira
 que fazem possível o 
ál
ulodo tensor de energia-momento via uma abordagem distribu
ional. Para a métri
a dotipo Weyl 
al
ulada em 4.2, levam à seguinte expressão, para 
oordenadas extras dotipo espaço, e para os 
omponentes extradimensionais do tensor de energia-momento:
[T x

i

xi ] = −[T x
i+1

xi+1 ] = 1
16π
gzzbx

i

xi . Se d é par, então a soma das pressões extradimen-sionais se 
an
elam e a pressão total no dis
o depende apenas de 
omponentes 4D.Assim, a primeira 
onsideração a ser feita é que o dis
o deve ser 
onstruído numespaço-tempo de dimensão par. Outro importante argumento a favor de dimensõespares é enfatizado por diversos autores a
er
a do prin
ípio de Huygens e do fatode tal prin
ípio só fun
ionar para dimensões pares [Kos99, Gal02, Kaz02, Cso03℄.Também é enfatizado o uso de dimensões extras pares em modelos 
omo o ADD[Ark98℄.4.3.1 Equações de Einstein no vá
uoAssim, 
omo exemplo mais simples, pode-se trabalhar 
om o 
aso de um dis
oimerso em um espaço-tempo de seis dimensões. A métri
a axissimétri
a para umespaço-tempo 6D pode ser es
rita em 
oordenadas quasi
ilíndri
as 
omo
ds2 = −e−φdt2 + χ2eφdϕ2 + ψeνdx2 + e−νdy2 + f(dr2 + dz2), (4.80)onde novamente φ = φ(r, z), f = f(r, z), χ = χ(r, z), ψ = ψ(r, z) e x e y são
oordenadas extradimensionais. As equações de Einstein no vá
uoRAB = 0, (A,B =

0, 1, ..., 5) são 
al
uladas e expressas em termos das seguintes equações
(χ
√

ψ),rr + (χ
√

ψ),zz = 0, (4.81)
ν,rr +

ν,r(χ
√
ψ),r

χ
√
ψ

+
ν,z(χ

√
ψ),z

χ
√
ψ

+ ν,zz = 0, (4.82)
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φ,rr +

φ,r(χ
√
ψ),r

χ
√
ψ

+
φ,z(χ

√
ψ),z

χ
√
ψ

+ φ,zz = 0. (4.83)onde ( ),a = ∂/∂xa. Sobre o grau de liberdade das 
oordenadas, pode-se 
onsiderar
ς = χ

√
ψ 
omo a parte real de um função analíti
a W (ζ) = ς(r, z) + iZ(r, z), onde

ζ = r+iz. Notando-se queW (ζ) = W (ζ), pode-se es
rever dWdW = ∂W
∂ζ

∂W
∂ζ

dζdζ =

|W ′(ζ)|2dζdζ. Ou mesmo, dWdW = dς2 + dZ2 = |W ′(ζ)|2(dr2 + dz2). Assim, semperda de generalidade, não há problema algum em es
olher χ√ψ = r. Uma formasimples de tratar o problema é es
olhendo ψ = 1 e χ = r, o que resulta numaequação de Einstein simpli�
ada para f(r, z),

ln f [φ, ν] =
1

2

∫

r{[φ2
,r − φ2

,z + 2φ,r/r + ν2
,r − ν2

,z]dr

+ [2φ,rφ,z + 2φ,z/r + 2ν,rν,z]dz}. (4.84)As Eqs.(4.81)�(4.84) formam um 
onjunto 
ompleto de equações de Einstein nová
uo para a métri
a (4.80).4.3.2 Conteúdo material do dis
oPara en
ontrar soluções de (4.81)�(4.84) que representem dis
os �nos lo
alizadosem z = 0, deve-se, mais uma vez, assumir que as funções da métri
a f e φ são 
on-tínuas ao longo do dis
o, em parti
ular sobre a superfí
ie z = 0, mas 
om derivadasdes
ontínuas naquela superfí
ie. Estas des
ontinuidades são introduzidas a partirdo método inverso z → |z| + a, onde a é uma 
onstante. O 
ál
ulo distribu
ionaldo tensor de energia-momento, 
onforme método já apresentado para o 
aso 4D,resulta em
[T t t] =

1

16π
{−bzz + gzz(br r + bz z + bϕ ϕ + bx x + by y)}, (4.85)

[T r r] =
1

16π
{−bzz + gzz(bt t + bz z + bϕ ϕ + bx x + by y)}, (4.86)

[T z z] = 0, (4.87)
[T ϕ ϕ] =

1

16π
{−bzz + gzz(bt t + br r + bz z + bx x + by y)}, (4.88)

[T x x] =
1

16π
{−bzz + gzz(bt t + br r + bz z + bϕ ϕ + by y)}, (4.89)

[T y y] =
1

16π
{−bzz + gzz(bt t + br r + bz z + bϕ ϕ + bx x)}. (4.90)E as des
ontinuidades das primeiras derivadas da métri
a bAB = (g+

AB,z − g−AB,z)|z=0são abaixo 
al
uladas
btt = 2e−φφ,z|z=0, (4.91)
brr = 2f,z|z=0, (4.92)
bzz = brr, (4.93)
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bφφ = 2r2eφφ,z|z=0, (4.94)
bxx = 2eνν,z|z=0, (4.95)

byy = −2e−νν,z|z=0. (4.96)In
luindo as dimensões extras, o vierbein agora é substituído por um se
hsbein,
e(t)

A =

(
1√−gtt

, 0, 0, 0, 0, 0

)

, e(r)
A =

(

0,
1√
grr

, 0, 0, 0, 0

)

,

e(ϕ)
A =

(

0, 0,
1

√
gϕϕ

, 0, 0, 0

)

, e(z)
A =

(

0, 0, 0,
1√
gzz

, 0, 0

)

,

e(x)
A =

(

0, 0, 0, 0,
1√
gxx

, 0

)

, e(y)
A =

(

0, 0, 0, 0, 0,
1

√
gyy

)

,e o tensor de energia-momento é agora es
rito 
omo
[TAB] = − ǫe(t)

A
e(t)

B + pre(r)
A
e(r)

B

+ pϕe(ϕ)
A
e(ϕ)

B + pze(z)
A
e(z)

B

+ pxe(x)
A
e(x)

B + pye(y)
A
e(y)

B, (4.97)resultando nas seguintes 
omponents de densidade de energia e pressões
ǫ = −[T tt] = − f,z

8πf 2
|
z=0

(4.98)
pϕ = [T ϕϕ] = − φ,z

8πf
|
z=0

(4.99)
pr = [T rr] = 0, (4.100)
pz = [T zz] = 0. (4.101)
px + py = 0. (4.102)4.3.3 SoluçõesOutro passo para a 
onstrução do dis
o, é es
olher soluções apropriadas dasequações (4.82) e (4.83) para as funções φ e ν. As equações de Lapla
e indi-
adas, para o 
aso axissimétri
o, têm 
omo soluções mais 
omuns aquelas listadasna Seção 4.1.4. A solução d-dimensional de S
hwarzs
hild tem grupo de isometria

R × O(D − 1). Para es
revê-la no formato de Weyl, são requeridas d − 2 
amposvetoriais de Killing ortogonais que 
omutem. Para a solução de S
hwarzs
hild, issoo
orre apenas para d = 4, 5. Para d > 5, a solução d-dimensional de S
hwarzs
hildnão é uma generalização da solução de Weyl. No entanto, a geometria obtida aotomar produtos das soluções de S
hwartzs
hild em d = 4 ou d = 5 
om espaçosassintoti
amente planos são fa
ilmente vistas 
omo soluções de Weyl. Assim, pode-se tomar, por exemplo, para as funções φ e ν soluções de S
hwarzs
hild em 4D
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ial newtonianoasso
iado a uma barra de densidade 
onstante (tal qual expli
ado em 4.1.4),
φ(r, z) = ν(r, z) = ln

R1 +R2 − 2

R1 +R2 + 2
, (4.103)onde R1 =

√

r̃2 + (z − 1)2 e R2 =
√

r̃2 + (z + 1)2, e r̃ é a 
oordenada radial nor-malizada pela massa, r̃ = r/m. O 
omprimento da barra é L = 2m.Também pode-se usar a solução de Chazy-Curzon para as funções φ e ν, ou uma
ombinação da solução a
ima e a de Chazy-Curzon. De fato, se φ(r, z) = ν(r, z) =
[r2 + (|z|+ a)2]−1/2), tem-se uma solução assintoti
amente plana, resultando em umdis
o que é solução de Weyl.4.4 Curvas de rotação para o novo dis
oDa equação (4.80) obtém-se a primeira integral de movimento,

−e−φṫ2 + f(ṙ2 + ż2) + r2eφϕ̇2 + eν ẋ2 + e−ν ẏ2 = 1, (4.104)onde ẋA = dxA/ds. Assumindo ṙ = 0 e ż = 0 (partí
ulas sem movimento radial e
on�nadas em z = 0), a Eq.(4.104) toma a forma
−e−φṫ2 + r2eφϕ̇2 + eν ẋ2 + e−ν ẏ2 = 1. (4.105)Observando as Eqs. (4.98)�(4.102), pensa-se evidentemente que as pressões devidasàs dimensões extras não 
ontribuem para a pressão total sobre o dis
o, o que pode-ria in
utir o argumento de que as dimensões extras não 
ontribuem para o per�lde densidade. Mas 
omo visto no Capítulo 3 e também a partir da própria Eq.(4.84) pode-se notar que as dimensões extras introduzem informação nova no tensorde energia-momento do dis
o [observe que f(r, z) 
ontém 
omponentes extradimen-sionais℄. Portanto a priori as quantidades ẋ e ẏ devem ser não-nulas. Deste modo,as equações geodési
as no dis
o reduzem-se a

eν ẋ = Cx, e−ν ẏ = Cy, (4.106)
(e−φ),rṫ

2 − (r2eφ),rϕ̇
2

= C2
x(e

−ν),r + C2
y(e

ν),r,onde Cx e Cy são 
onstantes de integração.As Eqs. (4.105) e (4.106) formam um sistema de equações para ϕ̇2 e ṫ2. Desta
ombinação pode-se 
al
ular a velo
idade 
ir
ular (
urva de rotação) VC ,
VC =

√

−gϕϕ
gtt

dϕ

dt
=

√

−gϕϕ
gtt

ϕ̇2

ṫ2
, (4.107)
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o �no em 6D 38que se reduz a
VC =

√

F (r)ν,r +G(r)φ,r
F (r)ν,r −G(r)(2/r + φ,r)

, (4.108)onde F (r) = −C2
xe

−ν + C2
ye
ν e G(r) = 1 − C2

xe
−ν − C2

ye
ν . Note que quando Cx =

Cy = 0 (i.e., situação sem dimensões extras), tem-se que VC =
√

−φ,r/(2/r + φ,r),a fórmula 
onhe
ida para órbitas 
ir
ulares em um geometria axissimétri
a em 4D,Eq. (4.41). A maneira 
omo foram 
al
uladas as órbitas 
ir
ulares aponta paraum espaço-tempo onde é possível uma teoria de 
ampo do tipo dimensões extrasuniversais [App01℄. Outro ponto importante, é que os valores de Cx e Cy serão
al
ulados a partir da estabilidade do dis
o, 
omo mostrado na seção a seguir.4.5 Cál
ulo da estabilidadeIni
ialmente há o interesse em responder à questão: quais são os valores de Cx e
Cy (as 
onstantes de integração que apare
em no 
ál
ulo do movimento das partí
u-las) que fazem o dis
o estável? Um método mais trivial (o 
ritério de Rayleigh) e ummais avançado (método perturbativo) serão ambos apresentados para vin
ular pos-síveis valores estáveis para Cx e Cy. As 
urvas de rotação pro
uradas serão obtidasmediante os resultados para a estabilidade.4.5.1 Critério de RayleighA estabilidade das órbitas 
ir
ulares pode ser estudada usando uma extensãodo 
ritério de estabilidade de Rayleigh [Ray16℄. Este método é extremamente bompara sistemas newtonianos, e apenas para órbitas 
ir
ulares. Dada tal limitação,aqui será usado 
omo um método de referên
ia. No 
ritério de Rayleigh, haveráestabilidade quando hdh

dr
> 0, onde h é o momento angular espe
í�
o da partí
ulano plano do dis
o (h = gϕϕϕ̇),

h = r2eφ

√

(1 − C2
xe

−ν − C2
ye
ν)φ,r + (C2

xe
−ν − C2

ye
ν)ν,r

2r2eφ(1/r + φ,r)
. (4.109)Para diferentes valores de Cx ed Cy menores que 1, a estabilidade é al
ançada quando

a/m > 1. Para pequenos valores de a/m (a/m < 1, dis
os altamente relativísti
os)tem-se que uma pequena zona de instabilidade, tipi
amente em torno de r = 6mpara dis
os em 4D. Na Fig. 4.4 mostra-se a estabilidade do dis
o para o 
ritérioapresentado a
ima. O prin
ipal vín
ulo derivado deste método é en
ontrar valoresestáveis para o parâmetro de 
orte a.4.5.2 Método perturbativoA estabilidade das órbitas 
ir
ulares no plano do dis
o podem ser estudadasusando ummétodo mais a
urado e so�sti
ado que o 
ritério de Rayleigh. Usualmenteo 
ritério de Rayleigh é estudado para órbitas 
ir
ulares puramente newtonianas, erevela para o modelo aqui apresentado, importantes vín
ulos para os valores estáveisdo parâmetro de 
orte a (aqui também normalizado pela massa). Pode ser visto na
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Figura 4.4: Estabilidade do dis
o a partir do 
ritério de Rayleigh. Em (a) mostra-se quevalores estáveis do parâmetro de 
orte a são obtidos apenas para a/m > 1 (a linha 
heia),onde o
orre hdh
dr > 0. (b) Na região de interesse, dis
os estáveis o
orrem para parâmetrosextradimensionais Cx = 0, 8 (linha pontilhada), Cx = 0, 85 (linha tra
ejada) e Cx = 0, 9(linha 
inzenta). Para Cx > 0, 95, hdh

dr < 0, e o dis
o se torna instável (linha 
heia). (
) Naregião de interesse, dis
os estáveis o
orrem para parâmetros extradimensionais Cy = 0, 1(linha pontilhada), Cy = 0, 2 (linha tra
ejada) e Cy = 0, 3 (linha 
inzenta). Para Cy > 0, 5,
hdh

dr < 0, e o dis
o dis
o se torna instável (linha 
heia). Aqui a está normalizado pela massade teste e r′ = r/m.
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o �no em 6D 40seção anterior que, para a > 1, serão obtidos os melhores dis
os, isso porque aexpressa quão relativísti
o é o dis
o. Valores de a < 1 apontam dis
os relativísti
osque trazem 
omo 
onsequên
ia 
on�gurações instáveis.Deve-se perguntar agora para que valores das integrais de movimento Cx e Cy odis
o é estável. O 
ritério de Rayleigh não é bem su
edido em responder isto e ummétodo mais a
urado deve ser utilizado. Um método equivalente ao de Rayleigh,porém que use relatividade geral, é aquele que introduz perturbações na equaçãogeodési
a para uma partí
ula teste. A seguir, o método é apresentado.Dada a equação geodési
a para o espaço-tempo 
om dimensões extras ẍA +
ΓABC ẋ

BẋC = 0 é possível obter a perturbação desta última a partir da seguintetransformação in�nitesimal xA → xA + ∆A, onde ∆A = (δt, δr, δϕ, δz, δx, δy) sãoelementos in�nitesimais.Caso 4DComo o 
aso 6D é uma generalização do 
aso 4D, abaixo 
al
ula-se para oespaço-tempo 1 + 3. A equação geodési
a na situação 4D é
ẍα + Γαµν ẋ

µẋν = 0. (4.110)Aqui, a equação da geodési
a é feita a partir de xα → xα + ∆α, 
om ∆α =
(δt, δr, δϕ, δz). Substituindo tal apli
ação na Eq. (4.110), obtêm-se

ẍα + ∆̈α + Γαµν(x+ ∆)[ẋµ + ∆̇µ][ẋν + ∆̇ν ] = 0, (4.111)
ẍα + ∆̈α +

[

Γαµν(x) +
∂

∂xβ
Γαµν∆

β

]

[ẋµ + ∆̇µ][ẋν + ∆̇ν ] = 0, (4.112)Usando (4.110) isola-se apenas a parte perturbativa
∆̈α + Γαµν ẋ

µ∆̇ν + Γανµ∆̇
µẋν +

∂

∂xβ
Γαµν∆

β ẋµẋν = 0, (4.113)e 
omo Γαµν = Γανµ �nalmente derivam-se as equações geodési
as para as perturbações
∆̈α + 2Γαµν ẋ

µ∆̇ν + Γαµν,β∆
βẋµẋν = 0. (4.114)Pode-se tomar o 
aso em que as 
oordenadas no plano do dis
o são dadas por

xµ = (t, ρ = const, ϕ = const + Ωt, z = 0), e a métri
a axissimétri
a é ds2 =
−e2νdt2 +ρ2B2e−2ν(dϕ−Ωdt)2 +e2λ−2ν(dρ2 +dz2). Aqui, os símbolos de Christo�elnão-nulos são Γttρ, Γρρρ, Γρzz, Γzzρ, Γρtt, Γϕϕρ, Γtϕρ, Γρϕt, Γρϕϕ, Γϕtρ, e en
ontram-se trêsequações geodési
as

(δ̈t) + 2(Γttρ + ΓtϕρΩ)ut(δ̇ρ) = 0, (4.115)
(δ̈ρ)+2(Γρtt+ΓρϕtΩ)ut(δ̇t)+2(Γρtϕ+ΓρϕϕΩ)ut( ˙δϕ)+(Γρtt,ρ+2Γρtϕ,ρΩ+Γρϕϕ,ρΩ

2)(ut)2(δρ) = 0,(4.116)
(δ̈ϕ) + 2(Γϕtρ + ΓϕϕρΩ)ut(δ̇ρ) = 0, (4.117)
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o �no em 6D 41onde ẋµ = uµ = ut(1, 0,Ω, 0), e utΩ = VC .Generalização para o 
aso 6DAgora, para o 
aso de um espaço-tempo 6D (onde A,B,C,D = 0, ..., 5), asequações geodési
as para as perturbações são derivadas 
omo
∆̈A + 2ΓABC ẋ

B∆̇C + ΓABC,D∆DẋBẋC = 0, (4.118)onde ΓABC são os novos símbolos de Christo�el, ẋA são derivadas do tempo próprio
dxA/ds e podem ser es
ritas para o movimento orbital 
ir
ular 
omo

ẋA = (ut, 0, 0, utΩ, Cx, Cy), (4.119)onde utΩ = VC , Eq. (4.108). Assumindo apenas os
ilações horizontais na parte 4Ddo dis
o �no (δz = 0), obtém-se
∆A = (δt, δr, 0, 0, δϕ, 0, 0). (4.120)Seja xA uma geodési
a 
ir
ular equatorial em um espaço axissimétri
o esta
ionário(4.80), i.e., a linha de mundo xA = (t, r = const, ϕ = const + Ωt, z = 0, x =

const, y = const). Substituindo a quadrivelo
idade (4.119) e impondo que gAB,z(mas não gAB,zz) se anula no plano equatorial, os 
omponentes da Eq.(4.118) paraos
ilações horizontais são:
(δ̈t) + 2Γttru

t(δ̇r) = 0, (4.121)
(δ̈r) + 2Γrtt + 2Γrϕϕu

tΩ( ˙δϕ) + [(Γrtt,r (4.122)
+Γrϕϕ,rΩ

2)(ut)2 + Γrxx,rC
2
x + Γryy,rC

2
y ]δr = 0,

(δ̈ϕ) + 2ΓϕϕrΩu
t(δ̇r) = 0. (4.123)É possível supor que as soluções de δt, δr e δϕ têm a forma de os
ilações harm�ni
as,

∼ eiKs, 
om uma frequên
ia angular 
omum K. A 
ondição de resolução do sistema(4.121)-(4.123) é
det





−K2 2iKΓttru
t 0

2iKΓrttu
t −K2 + ΓrAB,ru

AuB 2iKΓrϕϕu
tΩ

0 2iKΓϕϕru
tΩ −K2



 = 0, (4.124)onde ΓrAB,ru
AuB = (Γrtt,r + Γrϕϕ,rΩ

2)(ut)2 + Γrxx,rC
2
x + Γryy,rC

2
y . Da solução não-trivialdesta equação pode-se derivar a frequên
ia de os
ilação 
om respeito ao in�nito

κ = K/ut, 
onhe
ida na literatura 
omo frequên
ia epi
í
li
a [Kto90, Sem00℄.A frequên
ia angular K é 
al
ulada 
omo
K2 = ΓrAB,ru

AuB − 4(ΓφφrΓ
r
φφΩ

2 + ΓrttΓ
t
tr)(u

t)2, (4.125)
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o �no em 6D 42Tabela 4.1: Valores estáveis de Cx e Cy (aqui, segundo o 
ritério de Rayleigh, osseguintes valores são apli
áveis apenas para o 
aso onde o dis
o tem parâmetro de
orte a/m > 1)Valores para Cx e Cy Região de estabilidade do dis
o
Cx = 0; Cy = 0 (Newtoniano) Para todo r′

0 < Cx < 0, 2; 0 < Cy < 0, 4 Para todo r′

0 < Cx < 0, 2; Cy = 0, 5 0 < r′ . 0, 4
0 < Cx < 0, 2; Cy = 0, 7 0 < r′ . 1, 4
0 < Cx < 0, 2; Cy = 0, 75 0 < r′ . 2, 6
0 < Cx < 0, 2; Cy = 0, 8 0 < r′ . 4
0 < Cx < 0, 2; Cy = 0, 85 0 < r′ . 5, 5
0 < Cx < 0, 2; Cy = 0, 9 0 < r′ . 15
0 < Cx < 0, 2; Cy = 0, 93 0 < r′ . 22
0 < Cx < 0, 2; Cy > 0, 95 Dis
o instável
Cx > 0, 2; Para todo Cy Dis
o instávelo que permite 
al
ular a frequên
ia epi
í
li
a 
omo
κ2 =

Z(r)

2 + φ,r − P (r)
[φ,rr + rφ3

r + 3φ,r/r + 3φ2
r +Q(r)], (4.126)onde Z(r) = −e−φ/f , φ e ν são funções da métri
a dadas por (4.80) e P (r) e Q(r)são termos que apare
em rela
ionados à presença das dimensões extras:

P (r) = M(r)[2 + φ,rr] + F (r)rν,r, (4.127)
Q(r) = P (r)[H(r)/r+ 0.5φ,rf,r/f − φ2

,r/2 − φ,rr/2] −H(r)φ,r − 2H(r)/r −N(r)/r,(4.128)
H(r) =

eν−φ

2r
C2
x[ν,rf,r/f − ν2

,r − ν,rr] +
e−ν−φ

2r
C2
y [−ν,rf,r/f − ν2

,r + ν,rr] (4.129)
N(r) = F (r)[ − 3ν,r − 2rφ,rν,r − 0.5r2φ2

,rν,r + 0.5r2φ,rr] +M(r)[3φ,r + 2rφ2
,r

+ 0.5r2φ3
,r − 0.5r2φ,rrφ,r + rφ,rf,r/f + 0.5r2φ2

,rf,r/f ], (4.130)e onde M(r) = C2
xe

−ν + C2
ye
ν e F (r) = −C2

xe
−ν + C2

ye
ν . Quando Cx = Cy =

0 ⇒ P (r) = Q(r) = 0 (sem dimensões extras), a Eq.(4.126) se torna a fórmulabem 
onhe
ida para os
ilações em uma geometria de axissimétri
a (vide p.ex. em[Sem00℄).Os grá�
os para a frequên
ia epi
í
li
a ao quadrado são mostrados na Figs. 4.5e 4.6. A 
on�guração é estável apenas quando κ2 > 0. Os resultados mostramque as 
onstantes de integração Cx e Cy que promovem a estabilidade estão em umintervalo muito restrito de valores. Na tabela 4.1 é possível observar quais são taisvalores para Cx e Cy (aqui foi �xado a = 1.5, valor estável para o parâmetro de
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Figura 4.5: Frequên
ia epi
í
li
a quadrada versus o raio r′ = r/m para uma 
on�guraçãoonde Cx = 0, 15 e Cy está variando entre 0,8 e 0,9. A estabilidade é al
ançada para
0 < r′ < 7, ou seja, o intervalo onde κ2 > 0. A 
urva em negrito é o resultado daestabilidade de um dis
o �no em 4D (similar a um dis
o kepleriano). Aqui usou-se umparâmetro de 
orte para o dis
o de a/m = 1, 5.
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Figura 4.6: Um outro 
onjunto de soluções estáveis, permitindo agora um intervalo maiorde possíveis r′. A 
on�guração está 
al
ulada para Cx = 0, 2 e Cy variando entre 0,91 a0,94. É mostrada a frequên
ia epi
í
li
a quadrada κ2 versus o raio normalizado r′ = r/m.A estabilidade é al
ançada para o 
aso em que κ2 é positiva, região no grá�
o em que
0 < r′ < 22. A 
urva em negrito é o resultado para um dis
o �no 4D (similar a um dis
okepleriano). O parâmetro de 
orte do dis
o utilizado foi a/m = 1, 5.
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Figura 4.7: (a) Curvas de rotação do novo dis
o 
om parâmetros extradimensionais Cx =
0, Cy = 0, i.e., o per�l relativísti
o usual (linha pontilhada, estável); Cx = 0, 1, Cy = 0, 7(linha tra
ejada, instável); Cx = 0, 1, Cy = 0, 85 (linha 
inzenta, estável); Cx = 0, 1,
Cy = 0, 9 (linha 
heia, estável). (b) Apenas as 
urvas estáveis, para vários valores doparâmetro de 
orte a; aqui a está variando de a/m = 1 a a/m = 2.5, e Cx = 0, 1 e
Cy = 0, 85. As pontilhadas são do tipo-newtoniano (onde não há dimensões extras), e as
heias representam as 
urvas estáveis admitindo duas dimensões extras. Em (
) mostra-seque para dis
os �nos as 
urvas tendem a serem a zero no in�nito. Para todos os 
asos, assoluções usadas foram as de S
hwarzs
hild para a parte 4D e a de Chazy-Curzon para asdimensões extras. Aqui r′ = r/m.
orte do dis
o segundo o 
ritério de Rayleigh).O estudo de estabilidade visto a
ima é fundamental para a dis
ussão a
er
a dequais valores devem ser usados para os parâmetros extradimensionais Cx e Cy. Emgeral, as dimensões extras 
ontribuirão para desestabilizar o dis
o, no entanto é pos-sível apli
ar o intervalo de parâmetros en
ontrados em ummodelo semifenomenológi-
o de tal forma a 
omparar 
om as observações de 
urvas de rotação de galáxias tipodis
o reais. É sobre isto que trata a próxima seção.4.6 Curvas de rotação estáveisO estudo de estabilidade da seção anterior é fundamental para o 
ál
ulo devalores exatos para os parâmetros extradimensionais Cx e Cy. Desta maneira, é
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Figura 4.8: Comparação entre per�s de densidade para o dis
o 
al
ulado em 4D (linha
heia) e aquele 
al
ulado a partir do presente exemplo em 6D (linha pontilhada). Éimportante apontar que o pequeno desvio entre os dois per�s é devido às dimensões extrase de 
erta forma afeta também as 
urvas de rotação. Aqui, um exemplo estável 
om
a = 1, 5, para m = 1 (i.e. r′ = r/m), Cx = 0, 1 e Cy = 0, 85. Das Eqs. (4.98) e (4.84), adensidade para o 
aso em 6D depende de φ,z/r

′, que 
laramente apare
e devido à in�uên
iade dimensões extras. Para um r′ maior, φ,z/r
′ vai a zero e a Eq. (4.98) re
upera o per�loriginal do 
aso 4D. Quando r′ → 0, φ,z/r
′ → ∞, mas f vai ao in�nito mais rápido,impli
ando que também a Eq. (4.98) re
upera o per�l para 4D para pequenos r′.possível derivar um modelo semifenomenológi
o onde existe um pequeno intervalode valores estáveis que possam ser usados para a 
omparação 
om 
urvas de rotaçãode galáxias.Na Fig. 4.7b apresenta-se apenas as 
urvas estáveis, para vários valores doparâmetro de 
orte a. Como dis
utido anteriormente, a estabilidade só é obtidapara 0 < Cx < 0, 4 e 0 < Cy < 0, 95 (pelo 
ritério de Rayleigh) ou mais espe
i�-
amente os valores espe
i�
ados a partir do método perturbativo apresentados naTabela 4.1 (que restringem ainda mais o intervalo para Cx e 
on�rma o 
ritério deRayleigh para Cy). Tais valores também previnem que as partí
ulas teste tenhamum 
omportamento superluminal (não o
orrendo portanto matéria exóti
a na pre-sente 
on�guração). Quando Cx = Cy = 0 obtém-se o per�l relativísti
o usual em

4D que é bastante similar ao esperado para o 
aso newtoniano. Por outro lado, paraum dis
o �no, a �planura� das 
urvas de rotação o
orre na região onde se en
ontraa maior parte da matéria bari�ni
a. Afastando-se desta área, torna-se difí
il preverqual o 
omportamento dos per�s de rotação, então um modelo que apresenta as
urvas planas para r′ → ∞ (
omo MOND, p.ex.) deve estar in
orreto para es
alasmaiores que a galáxia. Na Fig. 4.7
 mostra-se que as 
urvas 
al
uladas 
aem paradistân
ias grandes.Os per�s de densidade, 
omo já dis
utido previamente, são muito similares eobserva-se que as dimensões extras afetam pou
o o per�l de densidade. Exemplosde per�s para o 
aso 4D podem ser vistos na Fig. 4.2 e em Bi£ák et al. [Bi
93℄.Na Fig. 4.8 mostra-se a 
omparação entre per�s derivados 
om e sem termos dedimensões extras, mostrando-se que o desvio entre as duas situações é pequeno eo per�l derivado no presente model é similar ao 
aso 4D. No entanto, tal desvio



4. Dis
o �no em 6D 46(a) (b)

0
 2
 4
 6
 8
 10


0


50


100


150


200


250


300


350


 Sofue et al. (1999)


 4D GR disk


 6D GR disk (GEDI)


 Navarro et al. (1997)


NGC 7331


Sofue et al. (1999)


V
r
o
t
 
(
k
m
/
s
)



r/m


 


 


0
 1
 2
 3
 4
 5
 6


100


200


300


400


500


600


700


 Rubin (1987)


 Rubin (1987)


 4D GR disk


 6D GR disk (GEDI)


 Navarro et al. (1997)


UGC 12591


Rubin (1987)


 


 


V
r
o
t
 
(
k
m
/
s
)



r/m
(
)

0
 1
 2
 3
 4
 5


0


20


40


60


80


100


120


140


160


180


 Begeman (1989)


 4D GR disk


 6D GR disk (GEDI)


 Navarro et al. (1997)


 Courteau (1997)


NGC 3198 Begeman (1989)


 


 


V
r
o
t
(
k
m
/
s
)



r/m
Figura 4.9: (a) Comparação entre diferentes modelos � o presente modelo (modelo degravidade 
om dimensões extras [gravity with extra dimensions, GEDI℄) e o per�l de haloes
uro obtido por NFW [Nav96℄ para as 
urvas de rotação da galáxia espiral NGC 7331.Os dados observa
ionais são de Sofue et al. (1999) [Sof99℄. (b) Comparação entre o atualmodelo GEDI e [Nav96℄ para as 
urvas de rotação de alta velo
idade da galáxia espiralUGC 12591. Dados observa
ionais de Rubin (1987) [Rub87℄. (
) Comparação entre o atualmodelo GEDI e os per�s de matéria es
ura de NFW [Nav96℄ e o �tting de Courteau [Cou97℄para as 
urvas de rotação da galáxia espiral NGC 3198. Dados observa
ionais de Begeman(1999) [Beg89℄. O presente modelo 
om 6D �ta 
om boa pre
isão a região de interesse (aanomalia tipo plat� após r/m ∼ 3 em (a) e após r/m ∼ 2 em (b) e (
)). Os parâmetrosestáveis usados são Cx = 0, 15 e Cy = 0, 88 para (a) e (b), e Cx = 0, 2 e Cy = 0, 85para (
). Para todos os grá�
os, as soluções utilizadas foram as de S
hwarzs
hild para aparte 4D e a de Chazy-Curzon para a parte extradimensional. A 
urva derivada do per�lde Navarro-Frenk-White [Nav96℄ des
reve a 
urva do halo es
uro que quando 
ombinada
om a 
urva do gás e estrelas deve �tar fenomenologi
amente a 
urva de rotação de umagaláxia. A 
urva de Courteau em (
) é apenas uma referên
ia de um �tting puramentefenomenológi
o.



4. Dis
o �no em 6D 47pode ser um dos fatores que 
ontribuem para a obtenção de um per�l de 
urva derotação diferen
iado. Em outras palavras, a presença de dimensões extras afeta agravidade para determinadas es
alas. É provável que de alguma forma isto estejaligado a teorias de modi�
ação da gravidade, e a natureza de tal modi�
ação sejadevida às dimensões extras.Tomando apenas as 
urvas estáveis, pode-se 
omparar os resultados do presentemodelo 
om 
urvas de rotação de galáxias espirais óti
amente observadas. Tal 
om-paração pode ser vista na Fig. 4.9. Diferentemente dos modelos 
om matéria es
ura,aqui não existe uma 
omposição da 
urva de um halo es
uro 
om 
urvas de gás eestrelas. Aqui, as 
urvas 
al
uladas, sem matéria es
ura, obtidas a partir das geodési-
as relativísti
as estáveis do dis
o são 
omparadas 
om os dados observa
ionais, semté
ni
as de �tting, dentro da região de interesse. Ou seja, não há um simples ajustead ho
 dos parâmetros Cx e Cy. Ao 
ontrário, o 
ál
ulo de dis
os estáveis traz àtona um intervalo de valores para o espaço de parâmetros referido. Tais valores pro-duzem as 
urvas em linha 
heia da Fig. 4.7b, que quando 
omparadas 
om as 
urvasde galáxias, se ajustam 
om ótima pre
isão aos dados observa
ionais na região deinteresse (a anomalia tipo plat� após r′ ∼ 2). Neste sentido, o modelo pode ser
onsiderado 
omo uma abordagem semifenomenológi
a. Pode-se também 
omparar
om modelos fenomenológi
os de matéria es
ura 
omumente usados na astrofísi
a
omo os de Navarro, Frenk & White [Nav96℄ ou �ttings puramente fenomenológi
os
omo o de Courteau [Cou97℄.Um problema na abordagem deste 
apítulo, no entanto, refere-se à própria na-tureza do método apli
ado para 
onstruir dis
os �nos. Como intrise
amente dis
os�nos em 4D são estruturas exóti
as (já que geometri
amente representam singula-ridades no espaço-tempo), para que haja sentido físi
o nos artí�
ios matemáti
os uti-lizados interpreta-se que o dis
o é formado 
omo um �uxo e 
ontra�uxo de partí
ulasteste (veja p.ex. [Vog06a℄). Assim, 
om o intuito de 
al
ular uma estrutura maisrealista, passa-se no próximo 
apítulo a um modelo de estrati�
ação de matéria numbojo mais dis
o que tenha um sentido físi
o mais próximo daquele observado parauma galáxia real.



5Galáxias e outras estruturas
Como visto, um dis
o �no 
onstruído a partir de um espaço-tempo 
ompostopor dimensões extras provê os parâmetros extras ne
essários para modelar, sem apresença de matéria es
ura, uma 
on�guração que mimetiza um galáxia genéri
a eidealizada 
om simetria axisimétri
a.No presente 
apítulo serão apresentados exemplos fenomenológi
os e tambémnovas estruturas autogravitantes. Ini
ialmente, o dis
o �no 
onstruído previamenteserá estendido para uma 
on�guração isotrópi
a onde uma galáxia será modelada
onforme o men
ionado em [Miy75℄. Ao 
ontrário dos resultados obtidos para omodelo de dis
o �no, onde uma galáxia é interpretada 
omo um �uxo e 
ontra�uxode partí
ulas geodési
as, no presente 
apítulo será obtido uma 
on�guração es-tável de partí
ulas não exóti
as, o que é mais realista, num ambiente semelhanteao de uma galáxia espiral, i.e., onde há um bojo 
entral e um dis
o dispostos de talmaneira a gerar um determinado per�l de densidade pertinente. O modelo é baseadoem métodos desenvolvidos, p. ex., por Miyamoto-Nagai [Miy75℄ ou Vogt-Letelier[Vog05b℄. Aqui, por 
onveniên
ia, utilizaremos uma assinatura para a métri
a dotipo (+,−,−,−).5.1 Galáxia de Miyamoto-NagaiO presente exemplo de galáxia é desenhado a partir de uma 
on�guração isotrópi
aem 4D vivendo em um universo multidimensional. Seguindo os argumentos apresen-tados anteriormente para os dis
os �nos, aqui também será apresentado um modeloem seis dimensões.Tais soluções são importantes porque des
revem um família de 
on�guraçõesautogravitantes que podem ser vistas 
omo modelos tridimensionais para a dis-tribuição de massa nas galáxias [Miy75℄. Por exemplo, galáxias em forma de dis
o,i.e., galáxias espirais idealizadas podem ser 
onstruídas e suas 
urvas de rotaçãoobtidas.5.1.1 Equações de 
ampoConsiderando a generalização de um universo d = 4+n, para a ação gravita
ionalde Einstein�Hilbert

S = − 1

16π

∫

d4xdny
√

−(4+n)g (4+n)R, (5.1)
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omo visto, leva às equações de 
ampo
(4+n)GAB = −8π (4+n)TAB, (5.2)onde A,B = 0, 1, ..., 4 + n− 1, y representa as dimensões extras e os índi
es (4 + n)referem-se à natureza multidimensional da ação. Primeiramente, 
onsidere o 
aso deum espaço-tempo axisimétri
o 4D 
uja métri
a pode ser es
rita de forma isotrópi
aem 
oordenadas 
ilíndri
as (t, R, z, ϕ):

ds2 = eν(R,z)dt2 − eλ(R,z)(dR2 + dz2 +R2dϕ2). (5.3)Uma formulação em relatividade geral para o 
aso newtoniano bem 
onhe
idode modelos de galáxias pode ser es
rito na forma de uma métri
a de S
hwarzs
hildem 
oordenadas isotrópi
as (veja por exemplo [Vog05b℄). Também, 
omo forma deestender o formalismo desenvolvido na seção sobre dis
os �nos, pode-se introduzir n
oordenadas extradimensionais. Seguindo-se o ra
io
ínio desenvolvido no Capítulo4 onde matéria não exóti
a é obtida apenas para n par, 
onsidere aqui também o
aso simples onde n = 2:
ds2 =

(1 − f)2

(1 + f)2
dt2 − (1 + f)4[dR2 + dz2 +R2dϕ2]

−e−kdx2 − ekdy2, (5.4)onde f = f(R, z) e k = k(R, z). As equações de 
ampo (5.2) levam às seguintesexpressões para os 
omponentes do tensor de energia-momento:
T tt =

1

2π(1 + f)5

(

f,RR + f,zz +
f,R
R

)

, (5.5)in
luindo-se o vín
ulo
k2
,R − k2

,z = 0. (5.6)As soluções gerais para este último tem a forma
k = k1(z − R) + k2 ou k = k1(z +R) + k2, (5.7)onde k1 e k2 são 
onstantes, e, por simpli
idade, será 
onsiderado k2 = 0. Também,
om tal vín
ulo, a parte 4D das soluções para pressão são as mesmas que aquelasobtidas por Vogt e Letelier [Vog05b℄:

TRR =
1

4π(1 + f)5(1 − f)

(

ff,zz +
ff,R
R

+ 2f 2
,R − f 2

,z

) , (5.8)
T zz =

1

4π(1 + f)5(1 − f)

(

ff,RR +
ff,R
R

+ 2f 2
,z − f 2

,R

) , (5.9)
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TRz = T zR = − 1

4π(1 + f)5(1 − f)
(ff,Rz − 3f,Rf,z) , (5.10)

T ϕϕ =
1

4π(1 + f)5(1 − f)

[
f (f,RR + f,zz) − f 2

,R − f 2
,z

] . (5.11)A parte de pressões extras tem a forma
T xx =

ek

4π(1 + f)5

(

f,RR + f,zz +
f,R
R

)

, (5.12)
T yy = −T xx . (5.13)A densidade de energia é dada por ρ = T tt , e as pressões ou tensões ao longo deuma direção parti
ular são es
ritas 
omo Pi = −T ii quando o TEM é diagonal. Asurpresa vem do fato de que o 
omponente T tt é propor
ional ao lapla
iano usual dafunção f em 
oordenadas 
ilíndri
as planas. Note que no limite newtoniano quando

f ≪ 1, a Eq. (5.5) se reduz à equação de Poisson
∇2Φ = 4πρN , (5.14)se a função f estiver rela
ionada ao poten
ial gravita
ional Φ por
f = −Φ

2
. (5.15)Neste 
aso, ρ → ρN e as 
ondições de energia para o dis
o não têm matériaexóti
a (ρ+

∑

i Pi > 0). O TEM será diagonal (TRz = T zR = 0) se f tem a forma
f =

C
√

w(R) + g(z)
, (5.16)onde C é 
onstante e w(R) e g(z) são funções arbitrárias. Complementarmente,

TRR e T ϕϕ serão iguais (estresses isotropi
amente radiais e azimutais) somente se
w(R) = R2. O per�l de densidade ρ pode ser deduzido, por exemplo, a partir desoluções de Miyamoto-Nagai [Miy75℄, que representam estrati�
ação de massa nobojo 
entral e na parte do dis
o de galáxias. Neste 
aso, o poten
ial gravita
ionalmais simples que forne
e 
omponentes diagonais é

Φ(R, z) = − M
√

R2 + (a+
√
z2 + b2)2

, (5.17)onde a, b são 
onstantes positivas.A densidade tridimensional 
orrespondente derivada da Eq. (6.15) é
ρN (R, z) =

b2M

4π

aR2 + (a+ 3
√
z2 + b2)(a+

√
z2 + b2)2

[R2 + (a+
√
z2 + b2)2]5/2(z2 + b2)3/2)

, (5.18)e agora a função f(R, z), de a
ordo 
om (5.15), é
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f(R, z) =

M

2
√

R2 + (a+
√
z2 + b2)2

. (5.19)Como será visto mais adiante, o poten
ial gravita
ional somente poderá ser propor-
ional a f(R, z) se o domínio de trabalho for o limite newtoniano.5.1.2 Geodési
as 
ir
ularesAs partí
ulas desta 
on�guração podem des
rever trajetórias 
ir
ulares, 
al
u-ladas a partir de um sistema de equações de geodési
as. Em parti
ular, é possívelobter a velo
idade tangen
ial das partí
ulas do dis
o (i.e. as 
urvas de rotaçãoplanas) a partir das equações geodési
as. Assumindo Ṙ = 0 e ż = 0 (as partí
ulasnão possuem movimento radial e por simpli
idade estão 
on�nadas na superfí
ie
z = 0), a métri
a (5.4) pode ser rees
rita 
omo

(1 − f)2

(1 + f)2
ṫ2 − (1 + f)4R2ϕ̇2 − e−kẋ2 − ekẏ2 = 1 (5.20)onde ẋA = dxA/ds, o qual resulta

ṫ2 =

(
1 + f

1 − f

)2

[1 + (1 + f)4R2ϕ̇2 + e−kẋ2 + ekẏ2]. (5.21)As equações de Euler-Lagrange para as 
oordenadas 
í
li
as x e y permitem 
al
ularas seguintes equações geodési
as
(e−kẋ)· = 0; e−kẋ = Cx, (5.22)
(ekẏ)· = 0; ekẏ = Cy, (5.23)onde Cx e Cy são 
onstantes de integração. Pode-se �xar os valores de Cx e Cy poraqueles 
al
ulados para os dis
os �nos, onde foi en
ontrada uma 
on�guração planaestável. Uma outra equação é obtida ao derivar-se (5.21) em R e usando as Eqs.(5.22) e (5.23)

2f,R

[
(1 − f)

(1 + f)2
+

(1 − f)2

(1 + f)3

]

ṫ2 (5.24)
+2R(1 + f)3[(1 + f) + 2Rf,R]ϕ̇2 − k,R(e−kẋ2 − ekẏ2) = 0.As Eqs. (5.21) e (5.24) formam um sistema de equações 
ujas variáveis são ϕ̇2 e ṫ2.Ao se resolver o sistema, é possível 
al
ular as 
urvas de rotação VC por

VC =

√

−gϕϕ
gtt

dϕ

dt
=

√

−gϕϕ
gtt

ϕ̇2

ṫ2
, (5.25)
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Figura 5.1: Curvas de rotação de NGC3198. Aqui é 
onsiderada a 
omparação entre opresente modelo (GEDi em seis dimensões 
om Miyamoto-Nagai), o modelo de dis
o �nojá proposto e outros modelos ou �ttings [Beg89, Nav96, Cou97℄. As 
urvas vêm apenasda massa rela
ionada ao gás e estrelas da galáxia, i.e., a hipótese de matéria es
ura não é
onsiderada. A pequena dis
repân
ia observada em r′ ≈ 1 é devido ao fato de não existirum modelamento astrofísi
o do 
entro da 
on�guração. Não há té
ni
as de ��tting� imple-mentadas. As 
oordenadas apresentadas são a velo
idade de rotação e o raio normalizadopela massa.5.1.3 EstabilidadeUtilizando a mesma té
ni
a que a desenvolvida para os dis
os �nos, são 
om-putadas as perturbações in�nitesimais na geodési
a. A perturbação ẍA+ΓABC ẋ
BẋC =

0 é feita a partir da transformação xA → xA +∆A, onde ∆A = (δt, δr, δϕ, δz, δx, δy)são elementos in�nitesimais. É possível en
ontrar as seguintes equações para asperturbações:
∆̈A + 2ΓABC ẋ

B∆̇C + ΓABC,D∆DẋBẋC = 0, (5.26)onde ΓABC são os símbolos de Christo�el e ẋA são as derivadas temporais próprias
dxA/ds e pode-se es
rever para o movimento orbital 
ir
ular

ẋA = (ut, 0, 0, utΩ, utCx, u
tCy), (5.27)onde Ω = VC/R, Eq. (5.25). Assumindo que há apenas os
ilações na parte 4D dodis
o 
om perturbações verti
ais (δz 6= 0), obtém-se

∆A = (δt, δR, δz, δϕ, 0, 0). (5.28)



5. Galáxias e outras estruturas 53Seja xA uma geodési
a 
ir
ular equatorial em um espaço-tempo esta
ionário ax-isimétri
o (5.4), i.e., a linha de mundo xA = (t, R = const, ϕ = const + Ωt, z =
0, x = const, y = const). Substituindo a quadrivelo
idade (5.27) e os símbolos deChristo�el não-nulos, e supondo que as soluções de δt, δR, δz e δϕ têm a forma deos
ilações harm�ni
a, ∼ eiKs, 
om frequên
ia angular 
omum K, en
ontra-se:

(δ̈t) + 2ΓttRu
t( ˙δR) + 2Γttzu

t(δ̇z) = 0, (5.29)
(δ̈R) + 2ΓRttu

t(δ̇t) + 2ΓRϕϕu
tΩ( ˙δϕ) + [(ΓRtt,R (5.30)

+ΓRϕϕ,RΩ2 + ΓRxx,RC
2
x + ΓRyy,RC

2
y)(u

t)2]δR

+[(ΓRtt,z + ΓRϕϕ,zΩ
2 + ΓRxx,zC

2
x + ΓRyy,zC

2
y)(u

t)2]δz = 0,

(δ̈z) + 2Γzttu
t(δ̇t) + 2Γzϕϕu

tΩ( ˙δϕ) + [(Γztt,R (5.31)
+Γzϕϕ,RΩ2 + Γzxx,RC

2
x + Γzyy,RC

2
y)(u

t)2]δR+ [(Γztt,z

+Γzϕϕ,zΩ
2 + Γzxx,zC

2
x + Γzyy,zC

2
y )(u

t)2]δz = 0,

(δ̈ϕ) + 2ΓϕϕRΩut( ˙δR) + 2ΓϕϕzΩu
t(δ̇z) = 0. (5.32)A solução para o sistema homogêneo será

K2 = −1

2
[4ΓRϕϕΓ

ϕ
ϕR(Ωut)2 + 4ΓzttΓ

t
tz(u

t)2 − ΓRAB,Ru
AuB − ΓzAB,zu

AuB] (5.33)
±1

2
{[4ΓRϕϕΓ

ϕ
ϕR(Ωut)2 − 4ΓzttΓ

t
tz(u

t)2 + ΓRAB,Ru
AuB − ΓzAB,zu

AuB]2

+64ΓRttΓ
t
tRΓzϕϕΓ

ϕ
ϕz(u

t)4Ω4}1/2,onde ΓRAB,Ru
AuB = (ΓRtt,R + ΓRϕϕ,RΩ2 + ΓRxx,RC

2
x + ΓRyy,RC

2
y)(u

t)2. O sistema é estávelse a frequên
ia epi
í
li
a ao quadrado κ2 = (K/ut)2 é estritamente positiva. Istoo
orre quando o sinal antes da raiz quadrada na Eq. (5.33) é positiva e para k =
k1(z + R) na Eq. (5.7). Mais que isso, o estudo da estabilidade pode ter umimportante papel para determinar um intervalo estável de valores para as 
onstantes
Cx, Cy e k1 � sendo esta última uma 
onstante de integração que vem a partir dapresença de dimensões extras, Eq. (5.7). No 
aso das 
onstantes Cx e Cy, osvalores 
oin
idem ao 
aso obtido no Cap. 4. No 
aso da 
onstante k1, ela deve serpequena (k1 ∼ 10−5 − 10−7). A maneira usual de determinar os parâmetros a e bem (5.19) é a partir da fenomenologia da densidade de galáxias, 
onforme des
ritoem [Miy75℄. Usualmente, a fração b/a estima o quão tipo dis
o ou tipo elipsoidalé a galáxia. Assim, a observação de densidades mais a o estudo de estabilidaderepresenta uma forma e�
az de 
onstruir uma galáxia para um sistema modelado a
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Figura 5.2: O grá�
o de 
urvas de nível de densidade para a galáxia NGC 3198,obtido a partir da galáxia de Miyamoto-Nagai em 6D.partir de gravitação 
om dimensões extras.5.2 Exemplo: 
omparando o modelo 
om galáxiasreaisComo mostrado em [Miy75℄ pode-se modelar uma galáxia espiral de forma sim-ples usando a superposição de densidades 
entrais e densidades marginais de umaestrutura isotrópi
a para diferentes valores de a e b. Aqui o valor de k será vin-
ulado 
omo expli
ado na seção anterior. Assim pode-se es
rever ρ =
∑

i ρ(ai, bi).Em outras palavras, isto é o mesmo que es
rever a função f , Eq. (5.19), a partirda superposição∑i f(ai, bi), o que para o 
aso de uma galáxia espiral é o su�
ientepara des
rever o bojo 
entral e a parte 
orrespondente ao dis
o galáti
o. É pos-sível mesmo 
al
ular as 
urvas de rotação de várias galáxias (in
luindo não apenasaquelas de morfologia espiral). Como exemplo, a galáxia espiral NGC 3198 podeser modelada. Considerando-se a densidade super�
ial observada no dis
o e as 
ar-a
terísti
as morfológi
as [Beg89℄ e assumindo que a densidade do bojo não é muitodiferente daquela observada para a Via Lá
tea [Miy75℄ (onde usualmente faz-se aigual a zero e b ∼ 1kp
; o que signi�
a que b/a → ∞, ou um bojo 
entral esféri
ode ∼ 1kp
), obtém-se um 
onjunto de 
urvas de rotação estáveis (veja a Fig. 5.1).O poten
ial apresentado na Eq. (6.19) � i.e. o ansatz de Miyamoto-Nagai � temmotivação puramente newtoniana e é útil para 
al
ular a forma da função f namétri
a. Portanto é ne
essário 
al
ular o poten
ial 
om as devidas 
orreções devidoao 
ál
ulo relativísti
o e dimensões extras. Pode-se utilizar a forma do poten
ial em
ρ =

∇2Φ

4π
, (5.34)onde o poten
ial é re
onstruído a partir das geodési
as 
ir
ulares planas (5.25) por

Φ =

∫ R

0

V 2
C

R
dR, (5.35)onde VC é dada por

VC =

√

−gϕϕ
gtt

dϕ

dt
=

√

−gϕϕ
gtt

ϕ̇2

ṫ2
. (5.36)O grá�
o dos 
ontornos de densidade obtidos a partir desta última é mostrado na
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Figura 5.3: (a) Densidade newtoniana ρN em M⊙p
−3 para o modelo 4D deMiyamoto-Nagai para NGC 3198, onde R e z são dados em kp
. (b) Grá�
o em
3D do per�l de densidade obtido para o presente modelo. Note que não há 
úspide,diferentemente do problemáti
o per�l de Navarro-Frenk-White [Nav96℄.Fig. 5.2, e o objeto obtido é bastante similar a uma galáxia espiral.Pode-se 
omparar o poten
ial obtido a outros poten
iais 
onhe
idos na literatura.Em p. ex. [Bin87℄, são listados alguns dos possíveis poten
iais. Um primeiro poten-
ial, também utilizado aqui (o par poten
ial-densidade de Miyamoto-Nagai) podeser prontamente 
omparado à densidade obtida a partir das velo
idades 
ir
ulares(veja a Fig. 5.3).Um outro poten
ial interessante a ser 
omparado é o de Satoh:

Φ∞
M (R, z) = −M

S
, (5.37)

ρ∞M =
ab2M

4πS3(z2 + b2)

[
3

a

(

1 − R2 + z2

S2

)

+
1

z2 + b2

]

, (5.38)
S = [R2 + z2 + a(a + 2

√
z2 + b2)]1/2. (5.39)Agora, para mesmos parâmetros a e b, as densidades são mostradas na Fig.5.4. A pequena dirença entre o per�l de densidade obtido e o newtoniano 4D
onven
ional, mostra que apesar de dimensões extras afetarem de forma mar
ante oper�l de velo
idades 
ir
ulares, o 
ontorno de densidades apontam para um objetobastante similar a uma galáxia espiral.5.3 Curvas de rotação reais não são planasNo estudo observa
ional da dinâmi
a de galáxias, é 
ru
ial notar que as 
urvasde rotação não são assintoti
amente planas (
omo imaginado por exemplo por per�sditos universais 
omo o de Navarro-Frenk-White [Nav96℄). Este mito sobreviveu
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ir
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heia), um per�l puro 4D de Myiamoto-Nagai (linha tra
ejadalonga), e um per�l de Satoh (linha tra
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urta). Aqui a densidade é dada em
M⊙ p
−3 e vem do sli
e onde z = 0.
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 6D no-DM GR Miyamoto-Nagai 


Figura 5.5: Exemplo observa
ional de galáxia espiral 
uja 
urva de rotação é nãoplana. Aqui apresenta-se a galáxia UGC 195 (dados observa
ionais retirados de[Fri08℄). O presente modelo em 6D é utilizado e des
reve 
om boa aproximação osdados observa
ionais. As 
oordenadas apresentadas são a velo
idade de rotação e oraio normalizado.apenas até a dé
ada de 1990, quando foi então desmentido (veja p.ex. [Per88,Ash92℄). Assim, por exemplo, mostra-se na Fig. 5.5 que o modelo aqui apresentadodes
reve também 
urvas de rotação não-planas, re
obrindo os dados observa
ionais(sem té
ni
as de �tting).
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rível número de teorias que impli
am ou assumem a existên
ia de um 
enárioonde as 
urvas de rotação de galáxias espirais são planas está 
laramente em 
on-tradição 
om as evidên
ias observa
ionais, o que não é o 
aso do presente modelo.5.4 Aglomerados de galáxias e lentes gravita
ionaisUsando um exemplo simples em 6D, é possível mostrar que, no regime de baixasa
elerações, a lente gravita
ional de aglomerados terá a magnitude 
orreta paraexpli
ar a observação de lentes intergaláti
as. Como na natureza muitas galáxiaselípti
as e aglomerados de galáxias são modelados idealmente a partir de uma sime-tria esféri
a em 4D 
om mais duas UEDs. A partir da métri
a
ds2 = −eΦdt2 + eΛ[dR2 +R2(dθ2 + sin2 θdϕ2)

+ dx2 + dy2], (5.40)onde, 
omo anteriormente, x e y representam as 
oordenadas extras. Φ e Λ sãofunções apenas de R. Considere agora um raio de luz que se propaga no planoequatorial da métri
a. A velo
idade ẋA do raio deve satisfazer
−eΦ ṫ2 + eΛ(Ṙ2 +R2ϕ̇2 + ẋ2 + ẏ2) = 0. (5.41)Como a métri
a é esta
ionário, segue-se a lei de 
onservação eΦṫ = E onde E éuma 
onstante 
ara
terísti
a do raio. Da simetria esféri
a, tem-se que eΛR2ϕ̇ = Londe L é outra 
onstante 
ara
terísti
a do raio. Seja es
rever Ṙ = (dR/dϕ)ϕ̇,

ẋ = (dx/dϕ)ϕ̇ e ẏ = (dy/dϕ)ϕ̇. Agora, eliminando ṫ e ϕ̇ da Eq. (5.41) em favor de
E e L, e dividindo-se por E2 obtém-se

−e−Φ + (b/R)2e−Λ{R−2[(dR/dϕ)2 + (dx/dϕ)2

+ (dy/dϕ)2] + 1} = 0, (5.42)onde b ≡ L/E. Observando no in�nito, onde os fatores da métri
a tendem à unidade,vê-se que b é de fato o parâmetro de impa
to do raio 
om respeito ao 
entro dadistribuição material em 4D, onde R = 0. Rearranjando a última equação, obtém-se a quadratura
ϕ = [1 +R2

x +R2
y]

1/2

∫ R
[

eΛ−Φ

(
R

b

)2

− 1

]−1/2
dR

R
, (5.43)onde R2

x = (dx/dR)2 e R2
y = (dy/dR)2 são taxas de distribuição de �pressões�extradimensionais ao longo do 
luster 4D.Para o ponto onde a métri
a se torna exatamente plana, a relação a
ima des
reveuma linha onde ϕ varia entre 0 e π à medida em que R diminui de valor, do in�nitoao valor Rturn (valor do ponto de retorno do raio). Assim, a de�eção do raio devidoà gravidade é
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∆ϕ = [1 +R2

x +R2
y]

1/2






2

∫ ∞

Rturn

[

eΛ−Φ

(
R

b

)2

− 1

]−1/2
dR

R
− π






. (5.44)Para entender melhor esta última integral, pode-se tomar vantagem do fato deter-se que os 
ampos extragaláti
os são fra
os, o que garate que Λ e Φ são pequenosquando 
omparados à unidade. Como 
onsequên
ia o resultado a
ima é aproxi-madamente igual a

∆ϕ = [1 +R2
x +R2

y]
1/2






−4

∂

∂α

∫ ∞

Rturn

[

(1 + Λ − Φ)

(
R

b

)2

− α

]1/2
dR

R

∣
∣
∣
α=1

− π






.(5.45)Rees
revendo em termos de derivadas em α permite-se expandir em série de Taylorna pequena quantidade Λ−Φ sem in
orrer em divergên
ias da integral no seu limiteinferior. A ordem zero da expansão resulta em uma bem 
onhe
ida integral que
an
ela o π. Assim, em primeira ordem

∆ϕ = −
2 [1 +R2

x +R2
y]

1/2

b

∂

∂α

∫ ∞

b
√
α

(Λ − Φ)RdR

(R2 − αb2)1/2

∣
∣
∣
α=1

. (5.46)E integrando em partes:
∆ϕ = −

2 [1 +R2
x +R2

y]
1/2

b

∂

∂α

[

lim
R→∞

(Λ−Φ)(R2−αb2)1/2−
∫ ∞

b
√
α

(Λ,R−Φ,R)(R2−αb2)1/2dR
]∣
∣
∣
α=1(5.47)Como Φ e Λ de
res
em assintoti
amente 
om R−1, o termo integrado, sendoindependente de α, nada 
ontribui. Resolvendo a derivada em α, e introduzindo a
oordenada 
artesiana u ao longo do raio ini
ial 
omo u ≡ ±(R2 − b2)1/2, tem-se

∆ϕ =
b [1 +R2

x +R2
y]

1/2

2

∫ ∞

−∞

Λ,R − Φ,R

R
du. (5.48)Um fator 1/2 apare
e porque o integrando foi in
luído duas vezes em (5.47): umavez 
om R de
res
endo e outra 
om R 
res
endo a partir de b. A integral é agoraresolvida sobre um linha reta in�nita seguindo o raio original.A Fig. 5.6 mostra que a nova de�exão 
al
ulada do raio de luz, para um intervalode valores das taxas Rx e Ry, é maior que a de�exão produzida por um raio passandoatravés de um aglomerado mas apenas usando-se a relatividade geral em 4D. Adiferença entre um 
ál
ulo em 4D 
om matéria es
ura e o 
á
ulo a
ima (onde ageometria do problema substitui o 
on
eito de matéria es
ura) é que no 
enário
onven
ional de matéria es
ura deve-se 
omputar Φ e Λ a partir das equações deEinstein in
luindo-se matéria es
ura 
omo fonte, enquanto que no presente modelotem-se um termo adi
ional na métri
a e Λ e Φ são 
al
ulados apenas 
om base na
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al
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om a relatividade geral em 4D. A presença dedimensões extras atua exatamente 
omo se fora um halo de matéria es
ura fria.
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Figura 5.7: Integração numéri
a da de�exão por lente gravita
ional produzida por umaglomerado vivendo em um universo que 
ontém dimensões extras. Aqui usa-se umaequivalên
ia entre o 
ampo gravita
ional induzido por dimensões extras e uma matéria�
tí
ia � �matéria de Kaluza-Klein (KK)� � para mostrar que a 
ontribuição devida ao
ampo extra induzido por dimensões extras atua 
omo matéria es
ura. No exemplo a
ima,a matéria KK �
tí
ia 
onstitui (79, 5± 3, 3)% da matéria total de um aglomerado galáti
o
om simetria esféri
a. Foi usado Ry = 0, 9 e Rx = 0, 4, que 
onstituem valores estáveis dea
ordo 
om o 
al
ulado para dis
os �nos.matéria visível.Resolvendo-se numeri
amente as equações de Einstein para simetria esféri
a de-s
rita, mais a integração numéri
a de Eq. (5.48), é possível obter uma 
omparaçãoentre um aglomerado galáti
o 
om e sem dimensões extras. Na Fig. 5.7 mostra-se



5. Galáxias e outras estruturas 60isto, usando os mesmos valores para Cx e Cy 
al
ulados no 
apítulo sobre dis
os�nos. No presente modelo, para as es
alas de aglomerado, a geometria envolvida
om as dimensões extras de�etem mais luz do que o esperado. Assim, o sistema éequivalente a um sistema 
om matéria es
ura onde (79, 5 ± 3, 3)% da matéria totalnum aglomerado esféri
o é es
ura. Este resultado é bem similar ao que o
orre dea
ordo 
om as observações astron�mi
as. É veri�
ado por observações de lente grav-ita
ional [Mel99℄ que aglomerados de galáxias são 
ompostos de três 
omponentesprin
ipais: ∼ 5% em massa é devido oti
amente a matéria bari�ni
a; ∼ 10�15% estána forma de raios-X devido ao gás interaglomerado; e o restante ∼ 80�85% está naforma de algum tipo de �massa faltante� não-bari�ni
a.A expli
ação para o resultado a
ima expli
itado é que tal �massa faltante� não-bari�ni
a pode ser expli
ada geometri
amente pela presença de dimensões extrasuniversais no universo. Pode-se emoldurar o 
on
eito 
omo se a geometria prove-se uma massa gravita
ional residual �equivalente�. O 
ampo gravita
ional extraé induzido apenas por dimensões extras e observa
ionalmente é visto 
omo massafaltante.Apesar do ex
esso no desvio 
al
ulado a
ima, observa
ionalmente é 
omumentevisto desvios 400% maiores do que o esperado, o que mostra que embora os resultadosobtidos sejam interessantes para expli
ar aglomerados, eles ainda �
am aquém doque se espera astronomi
amente.



6No limite newtoniano
Como visto no Capítulo 3, as equações de movimento para uma partí
ula testeem uma teoria geral 
om dimensões extras são es
ritas 
omo

ẍµ +
{ µ
αβ

}
ẋαẋβ =

1

2
gab,γg

µγNcg
acNdg

bd. (6.1)Agora pode-se obter a equação do 
ampo no limite newtoniano e rela
ionar o po-ten
ial à equação de movimento en
ontrada. O poten
ial obtido a partir do limitenewtoniano vem da ne
essidade de testar a validade dos modelos desenvolvidos nos
apítulos pre
edentes, onde objetos astrofísi
os, 
omo galáxias e aglomerados, po-dem muito bem ser vistos 
omo objetos newtonianos. Isto evidentemente signi�
a aaproximação em que a gravidade é fra
a. E 
omo o interesse reside apenas na partevisível, i.e., a parte observável, então o fo
o do presente 
ál
ulo deve permane
ersobre o en
ontrado até o momento para a parte 4D.6.1 Equação para o 
ampo visívelComo já visto no Cap. 3, Eqs. (3.25) e (3.26), o TEM efetivo em 4D é es
rito
omo o tensor 
onven
ional Tαβ = Rαβ − 1
2
(gµνRµν)gαβ mais uma 
orreção induzidapelas dimensões extras Tαβ, onde

Tαβ = −1

2

{

Rαβ −
1

2
(gµνRµν)gαβ + (gmnRmn)gαβ

}

. (6.2)O limite newtoniano pode ser obtido a partir da abordagem em que o espaço-tempo plano possui um pequeno desvio e a 
urvatura é linearizada, i.e., dada aperturbação γαβ, a métri
a do setor 4D é es
rita 
omo gαβ = ηαβ + γαβ (onde
ηαβ é a métri
a de Minkowski). Para o 
aso da gravidade linearizada, o tensor deenergia-momento (3.25) é essen
ialmente es
rito a partir da 
urvatura linearizada
R(1)
αβ = ∂µ

{ µ
αβ

}
− ∂α

{ µ
µβ

} 
omo
Tαβ = −1

2
∂µ∂µγαβ + ∂µ∂(βγα)µ −

1

2
ηαβ∂

µ∂νγµν (6.3)onde γαβ = γαβ − 1/2ηαβγ.A gravidade linearizada possui uma liberdade de 
alibre dada por γαβ → γαβ +
£ξηαβ , onde £ξ é a derivada de Lie 
om relação aos geradores ξα de um difeomor-



6. No limite newtoniano 62�smo. Em primeira ordem, �si
amente tal transformação representa o mesmo queo próprio γαβ. Pode-se usar tal liberdade de 
alibre para simpli
ar as equações lin-earizadas de Einstein. Ao resolver a equação ∂β∂βξα = −∂βγαβ para ξα, pode-sefazer uma transformação de 
alibre [Wal84℄ que resulta em ∂βγαβ = 0 (analogamenteà 
ondição do gauge de Lorentz) e obtém-se a simpli�
ação
Tαβ = −1

4
∂µ∂µγαβ. (6.4)Para a parte extra obtém-se

Tαβ =
1

2

[
1

2
(gmn∂µ∂µgmn)gαβ − gmngmn,αβ

]

. (6.5)Apenas quando a gravidade é fra
a é que a presente aproximação linear é válida.Neste 
aso, existe um sistema iner
ial de 
oordenadas globais de ηαβ tal que
Tαβ = Tαβ + Tαβ ≈ ρtαtβ , (6.6)

−1

4
∂µ∂µγαβ +

1

2

[
1

2
(gmn∂µ∂µgmn)ηαβ − gmngmn,αβ

]

= ρtαtβ, (6.7)onde tα é a direção temporal deste sistema de 
oordenadas. Esta equação pode serinterpretada 
omo a equação de Poisson modi�
ada 
onsiderando-se um universo
om mais de 1 + 3 dimensões.Agora, de�na γαβ ≡ −4φ, onde φ = φ(−→x ) é função apenas do espaço 3D.Tomando-se a 
onsideração feita por Kaluza a
er
a do 
onteúdo material dasdimensões extras, i.e., Rab = 0, obtém-se o seguinte modelo sigma gµν(σ,muσ−1),nu =
0 para a parte extra, onde σ é a matriz diagonal que representa a métri
a no setorextra do sistema. Isto impli
a que

∂µ∂µgab = 0, (6.8)resultando na seguinte equação
−1

4
∂µ∂µγαβ −

1

2
gmngmn,αβ = ρtαtβ . (6.9)Como os elementos gab são funções do espaço 3D, então a última equação se reduza

∇2φ = 4πρ, (6.10)o que signi�
a que o per�l de densidade, no limite newtoniano, é dado aproximada-mente apenas pelo 
ampo 4D.



6. No limite newtoniano 636.2 Obtendo a a
eleração e testando o método paraum 
aso axisimétri
oEs
revendo um elemento de linha para qualquer número de dimensões, tendo emmente o 
aso axisimétri
o (
onforme será 
omentado no Cap. 4, Seção 4.2), tem-sepor exemplo ds2
n =

∑n
i=1 e

ψidz2
i , para algum número de dimensões extras n ≥ 1,onde ds2

n é o elemento de linha para o setor extra, zi são as 
oordenadas extras e
ψi = ψi(

−→x ) são os poten
iais asso
iados às dimensões extras (e que sejam funçõesdo espaço 3D).Se as dimensões extras têm algum impa
to na teoria, 
ertamente não é 
omomatéria extra, mas elas apare
em 
omo um termo de pressão que 
ontribuirá defato para gerar a força extra 
ontida na equação de movimento (6.1). O seguinteexemplo poderá deixar 
laro este 
on
eito. Es
revendo umamétri
a geral para algumnúmero de dimensões (p.ex., seis dimensões, para trabalhar 
om um 
aso que seráexplorado mais intensamente nos próximos 
apítulos) tem-se ds2 = −(1 − 2φ)dt2 +
d~x.d~x+ e−ψdz2

1 + eψdz2
2 , onde d~x é o elemento de espaço 3D em algum sistema de
oordenadas. Agora, para o limite newtoniano, 
on
ebe-se que o movimento deveser muito menor que a velo
idade da luz e ẋα pode ser aproximado 
omo (1, 0, 0, 0)em (6.1). Aproximando o parâmetro a�m s à 
oordenada temporal t, en
ontra-se

d2xµ

dt2
+ { µ

00} =
1

2

{[
∂(e−ψ)

∂xµ

]

e2ψN2
z1

+

[
∂(eψ)

∂xµ

]

e−2ψN2
z2

}

. (6.11)Como as derivadas no tempo de φ e ψ são nulas, a Eq. (6.11) resulta em
~a = −∇Φ, (6.12)

Φ = φ+
1

2
(e−ψN2

z2
+ eψN2

z1
), (6.13)que é a equação de movimento das partí
ulas teste para o presente sistema, 
om umpoten
ial efetivo Φ. Para en
ontrar uma forma para este poten
ial, pode-se ver de(6.8) e (6.10) que

∇2ψ −∇ψ.∇ψ = 0, (6.14)
∇2φ = 4πρ. (6.15)Termos não-lineares não apare
em porque a matriz σ é diagonal. Em parti
ular, aEq. (6.14) pode ser rees
rita 
omo
∇2χ = 0, (6.16)onde de fato χ é identi�
ada 
om
χ = e−ψ (6.17)e a Eq. (6.13) é então rees
rita 
omo
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Figura 6.1: (a) Curvas de rotação para um poten
ial efetivo onde a equação de Poissoné resolvida a partir de um ansatz de Miyamoto-Nagai, 
om parâmetros a = 1 e b = 0, 1para uma dada galáxia tipo dis
o, e onde a equação de Lapla
e para o 
ampo extra éresolvida por um dis
o de Chazy-Curzon, 
om parâmetro de 
orte estável xc = 1, 5. Alinha 
heia representa a situação onde não há dimensões extras, i.e., Nz1 = Nz2 = 0. Aslinhas pontilhadas representam um 
onjunto de soluções extradimensionais para Nz1 = 0, 1�xo e Nz2 variando de 0, 8 a 0, 95 
omo relatado em [Coi07℄. (b) O mesmo 
onjunto desoluções apresentado em (a), mas agora a 
urva representa a frequên
ia epi
í
li
a quadrada
κ2. Quando esta última é positiva, a estabilidade do sistema é garantida.

Φ = φ+
1

2
(χN2

z2 + χ−1N2
z1 ). (6.18)Juntamente 
om as Eqs. (6.18) e (6.16), estas últimas representam um sistema
ompleto de equações para um poten
ial gravita
ional efetivo em 4D, assumindoum universo multidimensional. Note também que (6.16) é a equação de Lapla
eno espaço plano tridimensional e então χ pode ser tomada 
omo uma solução daequação de Lapla
e para um fonte newtoniana apropriada em alguma simetria.Para um sistema 
uja a
eleração ~a, Eq. (6.12), tenha direção radial, p.ex. umsistema idealizado similiar a uma galáxia, pode-se bus
ar uma solução exata paraa equação de Poisson, 
omo por exemplo o ansatz de Miyamoto-Nagai. A equaçãode Lapla
e pode ser resolvida a partir de uma solução de Chazy-Curzon, ideal parasistemas tipo dis
o �no.O poten
ial de Miyamoto-Nagai é es
rito 
omo [Miy75℄

φ(R, z) = − M
√

R2 + (a+
√
z2 + b2)2

, (6.19)onde a, b são 
onstantes positivas. A solução de Chazy-Curzon para uma partí
ulade massa m na posição z = z0 é dada por [Cha24, Cur24℄
χ =

2m

R
, (6.20)



6. No limite newtoniano 65onde R =
√

r2 + (z − z0)2. Nesta última, sempre é possível fazer z0 = 0 e introduziro método de 
orte e gerar uma solução tipo dis
o [Bin87℄, tal que z → |z|+xc, onde
xc é o parâmetro de 
orte. Fixando os valores de a, b e xc de forma tal que b/a ∼ 0, 1(forne
endo a distribuição luminosa para uma galáxia tipo dis
o [Bin87℄) e xc > 1(por razões de estabilidade e para prevenir dis
os relativísti
os [Coi07℄) é possívelen
ontrar o 
onjunto de 
urvas dado pela Fig. 6.1a.A estabilidade de tal 
on�guração é garantida por um parâmetro epi
í
li
o new-toniano positivo κ2 = ∂2Φ/∂r2 + 3V 2

C/r
2, 
omo mostrado na Fig. 6.1b.6.3 Poten
ial efetivo de GEDiUma maneira mais útil de se ver o poten
ial efetivo para a gravitação 
om di-mensões extras (GEDi) é rees
revendo-o 
omo

Φ = φ+ C cosh(ψ + δ), (6.21)onde C e δ são 
onstantes a serem determinadas. Da Eq. (6.13) tais 
onstantespodem ser rela
ionadas a Nz1 e Nz2 por
C2 =

[
1

2
Nz2

]2

−
[
1

2
Nz1

]2

, (6.22)
tanh δ =

N2
z1

N2
z2

. (6.23)Dados os presentes resultados, pode-se perguntar sobre a natureza do poten
ial(6.21). Tal termo vem ex
lusivamente das dimensões extras e possivelmente hajaalguma relação 
om um poten
ial tipo �matéria es
ura�:
φextraD = φDM = C cosh(ψ + δ). (6.24)Se as dimensões extras têm algum impa
to sobre a teoria, 
ertamente não é 
omomatéria extra, mas ao menos representam algum tipo de pressão extra [i.e. o termo

1
2
gmngmn,αβ em (6.9)℄. Isto é 
on�rmado pelo termo de força extra que apare
e nasequações de movimento.



7Resultados 
omparados (galáxias)
O presente trabalho apresentou alguns indí
ios de que a introdução de dimensõesextras em sistemas autogravitantes 
omo dis
os �nos ou estruturas que se asseme-lham a galáxias reais (a partir de um ansatz de Myiamoto-Nagai) ou aglomeradosde galáxias, induzem efeitos semelhantes àqueles des
ritos na literatura 
om o nomede �matéria es
ura�.Por exemplo, para o 
aso de galáxias e suas 
urvas de rotação, na Figs. 7.1,7.2 e 7.3 mostra-se a 
omparação entre os modelos desenvolvidos na presente tesepara a galáxia NGC 3198, M31 (Andr�meda) e UGC 12591, que são bons exemplosde galáxias oti
amente observadas que possuem 
urva de rotação do tipo plat�.Ainda, 
omplementado a informação dis
utida no Capítulo 5 sobre 
urvas não-planas, mostra-se a galáxia UGC 3270 
omparada aos modelos desenvolvidos (Fig.7.4), mostrando-se que há um ótimo ajuste entre observação e o desenvolvido napresente tese.As 
urvas mostradas são apenas as estáveis. Diferentemente dos modelos 
ommatéria es
ura, aqui não existe uma 
omposição da 
urva de um halo es
uro 
om
urvas de gás e estrelas. Aqui, as 
urvas 
al
uladas, sem matéria es
ura, obtidas apartir das geodési
as relativísti
as estáveis do dis
o são 
omparadas 
om os dadosobserva
ionais, sem té
ni
as de �tting, dentro da região de interesse. Ou seja, não háum simples ajuste ad ho
 dos parâmetros envolvidos (
onforme relatado no Capítulo4). Ao 
ontrário, o 
ál
ulo de dis
os estáveis traz à tona um intervalo de valorespara o espaço de parâmetros referido. Tais valores produzem as 
urvas newtonianasou relativísti
as das �guras, que quando 
omparadas 
om as 
urvas de galáxias, seajustam 
om ótima pre
isão aos dados observa
ionais na região de interesse.Os modelos desenvolvidos podem assim ser 
onsiderados 
omo uma abordagemsemifenomenológi
a alternativa para o problema das 
urvas de rotação. Pode-setambém 
omparar 
om modelos fenomenológi
os de matéria es
ura 
omumente usa-dos na astrofísi
a 
omo os de Navarro, Frenk & White [Nav96℄ ou �ttings puramentefenomenológi
os 
omo o de Courteau [Cou97℄ e o esperado pelo ansatz de Miyamoto-Nagai para 
urvas 4D.
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Figura 7.1: Curvas de rotação de todos os modelos desenvolvidos no presente tra-balho: vermelha=dis
os �nos, azul=galáxia de Miyamoto-Nagai, violeta=modelogeral 
om dimensões extras, 
omparados 
om a observação de NGC 3198 [Beg89℄.



7. Resultados 
omparados (galáxias) 68

0
 1
 2
 3
 4
 5
 6


0


50


100


150


200


250


300

M31


 


 


V
r
o
t
 
(
k
m
/
s
)



r'


 M31


 4D GR thin disk


 6D GEDi GR thin disk


 4D GR Miyamoto-Nagai galaxy


 6D GR Miyamoto-Nagai galaxy


 6D Newtonian galaxy


 NFW profile for comparison 


Figura 7.2: Curvas de rotação de todos os modelos desenvolvidos no presente tra-balho: vermelha=dis
os �nos, azul=galáxia de Miyamoto-Nagai, violeta=modelogeral 
om dimensões extras, 
omparados 
om a observação de M31 (galáxia de An-dr�meda) .
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Figura 7.3: Curvas de rotação de todos os modelos desenvolvidos no presente tra-balho: vermelha=dis
os �nos, azul=galáxia de Miyamoto-Nagai, violeta=modelogeral 
om dimensões extras, 
omparados 
om a observação de UGC 12591 [Rub87℄.



7. Resultados 
omparados (galáxias) 70

0
 1
 2
 3
 4


0


40


80


120


160


200
 UGC 3270 Martins (2008)


 


 


V
r
o
t
 
(
k
m
/
s
)



r'


 Martins (2008)


 4D GR thin disk


 6D GEDi GR thin disk 


 4D GR Miyamoto-Nagai galaxy


 6D GR Miyamoto-Nagai galaxy


 6D Newtonian GEDi galaxy


 NFW profile for comparison


Figura 7.4: Curvas de rotação de todos os modelos desenvolvidos no presente tra-balho: vermelha=dis
os �nos, azul=galáxia de Miyamoto-Nagai, violeta=modelogeral 
om dimensões extras, 
omparados 
om a observação de UGC 3270 [Fri08℄,que ao 
ontrário do geralmente evo
ado, não tem 
urva de rotação plana, e simas
endente.



8Considerações �nais
Na presente tese levantou-se a hipótese de que possivelmente a presença de di-mensões extras no universo poderiam ser uma expli
ação alternativa para o fen�-meno de massa faltante no universo, 
omumente denominado matéria es
ura.1. Será que a matéria es
ura de fato existe?2. O que é 
hamado de matéria es
ura não seria algum tipo de ignorân
ia a
er
ada natureza do espaço-tempo?3. Seria essa ignorân
ia rela
ionada ao nosso des
onhe
imento da possível exis-tên
ia de dimensões extras?As perguntas a
ima foram ini
ialmente levantadas na introdução ao presentetrabalho e deixadas em aberto. De fato, em 
omplemento, dada a 
ompreensãosobre os resultados obtidos nos 
apítulos anteriores, pode-se a
res
entar ainda umaquarta pergunta:4. Dimensões extras e massa faltante poderiam ser 
omponentes de �su�
iên
iae ne
essidade� de um �teorema� sobre um universo multidimensional onde o espaçovisível seja apenas a ponta de um grande i
eberg?O que a presente tese responde em relação às perguntas enumeradas a
ima?Não é possível por exemplo responder em de�nitivo se a matéria es
ura, 
omopartí
ula presente nos tais halos es
uros, de fato poderia ser des
onsiderada. Anuan
e desenvolvida no presente trabalho é bem par
ial. Dos resultados obtidosem estruturas autogravitantes, 
on
lui-se que a presença de dimensões extras (semmatéria es
ura) é equivalente ao efeito devido à adição de matéria es
ura nas 
on-�gurações 
al
uladas, o que poderia levar à interpretação de que a matéria es
uraé apenas o produto de um des
onhe
imento a
er
a da natureza do espaço-tempo (oque, repetindo, para o 
aso de algumas estruturas autogravitantes, além de vislum-brar uma possível resposta para a pergunta 1., responderia também às perguntas 2.e 3.). Entretanto, 
omo não se abordou o 
aso 
osmológi
o, nada pode-se 
on
luirporém em de�nitivo.Outro ponto importante é que a vitalidade dos resultados depende profunda-mente da interpretação das 
onstantes de integração devido às dimensões extras



8. Considerações �nais 72(p.ex. Cx e Cy). Seriam estas 
onstantes rela
ionadas a ângulos 
aso as dimensõesextras forem 
ompa
ti�
adas?Assim, em absoluto, o presente trabalho está longe de qualquer pretensão defe
har o problema da matéria es
ura. Muitos testes relativos à falseabilidade dapresente proposta devem ser feitos, não 
abendo à presente tese 
ontemplar o as-sunto. Entretanto, já se poderia divisar que os testes seriam de teor astrofísi
o,semelhantes aos apresentados, p.ex. em [Coi05a, Coi05b, Coi05
, Coi06a, Coi06b℄.Cál
ulos preliminares que resgatam a dinâmi
a newtoniana no sistema solar para opresente modelo foram 
al
ulados e podem ser vistos em [Coi07℄.Boa parte do material presente nesta tese foi publi
ada. O Capítulo 4 estápubli
ado em [Coi07℄ e [Coi08℄. Parte do Capítulo 5 está publi
ada em [Coi07℄ e aparte referente às galáxias de Miyamoto-Nagai está submetida1. O Capítulo 3 fazparte de um artigo em vias de submissão.

1Submetido ao Classi
al and Quantum Gravity
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