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Resumo

Nos �ultimos anos, dois tipos de movimento ondulat�orio super-
luminal foram preditos teoricamente e veri�cados experimental-
mente: (i) velocidades de grupo superluminais, observadas na
propaga�c~ao de ondas eletromagn�eticas em meios dispersivos, no
tunelamento de el�etrons e de microondas e na propaga�c~ao su-
perluminal de microondas no ar; (ii) movimento superluminal
de aproxima�c~oes de energia �nita de solu�c~oes superluminais das
equa�c~oes de Maxwell. Neste trabalho tentamos esclarecer o sig-
ni�cado de tais fenômenos e suas implica�c~oes para a Teoria Espe-
cial da Relatividade. Para isso, escrevemos as teorias de Maxwell
e de Dirac no formalismo do �brado de Cli�ord, expressando no
formalismo as principais equa�c~oes de onda da f��sica. A partir de
um conjunto de solu�c~oes n~ao dispersivas sub- e superluminais da
equa�c~ao de onda homogênea, encontramos com o aux��lio do for-
malismo de Cli�ord solu�c~oes correspondentes para as equa�c~oes de
Maxwell, de Klein-Gordon e de Dirac. Apresentamos em seguida
a teoria das caracter��sticas, que nos permite entender os resulta-
dos de Sommerfeld e Brillouin sobre a propaga�c~ao de sinais em
meios dispersivos. Mostramos assim, no cap��tulo 7, que as velo-
cidades superluminais observadas recentemente est~ao associadas
ao fenômeno de reformatamento de pulso, n~ao implicando por
isso em viola�c~ao do Princ��pio de Relatividade. A mesma con-
clus~ao �e obtida ao estudarmos os fenômenos de tunelamento, o
que �e feito no cap��tulo 8. No cap��tulo 9 formulamos o Princ��pio
de Relatividade de maneira rigorosa, mostrando que a existência
de con�gura�c~oes do campo eletromagn�etico com velocidades su-
perluminais implica em sua viola�c~ao.



Abstract

In the last years, two types of superluminal wave motion have be-
en predicted theoretically and veri�ed experimentally: (i) super-
luminal group velocities, observed in the propagation of electro-
magnetic waves in dispersive media, in the tunneling of electrons
and microwaves and in the propagation of microwaves in the air;
(ii) superluminal motion of �nite energy approximations to su-
perluminal solutions of Maxwell equations. In this work we try to
clear up the meaning of such phenomena and their implications
for Special Relativity. We write down the theories of Maxwell
and Dirac in the Cli�ord bundle formalism, expressing with it
the main wave equations of physics. From a set of solutions of
the homogeneous wave equation we construct, with this forma-
lism, corresponding solutions for the Maxwell, Klein-Gordon and
Dirac equations. We then present the theory of characteristics,
in order to understand the classical results of Sommerfeld and
Brillouin about the propagation of waves in dispersive media.
We thus can show that the recently observed superluminal velo-
cities are a consequence of the phenomenon of pulse reshaping,
and thus do not violate the Principle of Relativity. We formu-
late this principle rigorously in chapter 9, and we show that the
existence of superluminal eletromagnetic con�gurations imply in
its violation.



Abrevia�c~oes

EOH Equa�c~ao de Onda Homogênea
UPW Onda plana n~ao distorcida (de Undistorted Pro-

gressive Wave)
EKG Equa�c~ao de Klein-Gordon
EM Equa�c~oes de Maxwell
PEP Part��cula Puramente Eletromagn�etica (de Pure-

ly Electromagnetic Particle

SEXW Onda X Eletromagn�etica Superluminal (de Su-
perluminal Electromagnetic X Wave

FAA Aproxima�c~ao de Abertura Finita (de Finite

Aperture Approximation )
FAASEXW Aproxima�c~ao de Abertura Finita de uma Onda

X Eletromagn�etica Superluminal
EDH Equa�c~ao de Dirac-Hestenes
ED Equa�c~ao de Dirac
EW Equa�c~ao de Weyl
SB Sommerfeld e Brillouin
SOP Solu�c~ao de Onda Plana
PR1 Princ��pio de Relatividade na forma ativa
PR2 Princ��pio de Relatividade na forma passiva



Cap��tulo 1

Introdu�c~ao

Nos �ultimos anos, dois tipos de movimento ondulat�orio superluminal

foram preditos teoricamente e veri�cados experimentalmente. S~ao eles:

A. Velocidades de grupo superluminais, que surgem nas seguintes situa�c~oes:

(i) Con�gura�c~oes do campo eletromagn�etico propagando-se em meios
dispersivos com absor�c~ao ou ganho (Chiao 1993).

(ii) Tunelamento de microondas (Enders & Nimtz 1993a, Enders &
Nimtz 1992, Enders & Nimtz 1993b, Heitmann & Nimtz 1994).

(iii) Tunelamento de el�etrons (Leavens 1998).

(iv) Propaga�c~ao superluminal de microondas no ar (Giakos & Ishii
1991, Ishii & Giakos 1991, Ranfagni, Fabeni, Pazzi & Mugnai
1993).

B. Velocidades superluminais de picos de QUPW s (Rodrigues & Lu 1997,
Saari & Reivelt 1997).1

O objetivo principal deste trabalho �e esclarecer o signi�cado da super-
luminalidade envolvida em tais fenômenos, e investigar suas implica�c~oes (se
existirem) para os fundamentos da Relatividade. A estrat�egia de nossa ex-
posi�c~ao �e descrita no que segue, e achamos uma boa id�eia come�car esta

1Entendemos por UPW uma onda que �e uma solu�c~ao exata de uma equa�c~ao de onda
relativ��stica (ver cap��tulos 3, 4, 5) e que �e livre de distors~ao, i.e., que �e translacionalmente
invariante (n~ao sofre espalhamento ou alargamento) ou que readquire sua forma original
ap�os um certo per��odo de tempo. Chamamos QUPW (quasi-UPW ) uma aproxima�c~ao
de abertura �nita (FAA) de uma solu�c~ao UPW das equa�c~oes de Maxwell. As QUPW s
possuem energia �nita e mudam de forma durante o movimento.

1



introdu�c~ao recordando os principais resultados da teoria de Sommerfeld e
Brillouin (SB) (Brillouin 1960), que h�a muito tempo investigaram a propa-
ga�c~ao da luz em meios dispersivos com absor�c~ao. Esses autores estudaram
a propaga�c~ao em um meio dispersivo, na dire�c~ao z, de uma particular con�-
gura�c~ao transversal do campo eletromagn�etico, a qual Brillouin chamou de
sinal (ver cap. 7). O sinal de SB era tal que

~E(t; ~x) = E0f(t; z)x̂ (1.1)

com E0 uma constante real e

f(t; 0) =

8<:
0 t < 0
sen �!t 0 � t � T
0 t > T

(1.2)

Um sinal deste tipo, com suporte compacto no dom��nio temporal, �e gera-
do pelo ligamento e desligamento abruptos de uma fonte especial (ver, e.g.,
(Wladimirov 1971)) e possui uma frente (Courant & Hilbert 1966, Taylor
1981), i.e., a descontinuidade de�nida pela equa�c~ao 1.2. A primeira obser-
va�c~ao importante a ser feita �e que a teoria de Fourier mostra que sinais com
suporte compacto no dom��nio temporal possuem espectros de freq�uências
in�nitos.2 De fato, para (1.2) temos

f(t; 0) = F�1[f(!; 0)] = Re

8<: 1

2�

+1Z
�1

d!

! � �!

h
ei!(t�T ) � e�i!t

i9=; (1.3)

A �gura 1.1 mostra (linha pontilhada) o pulso causal de�nido pela eq.(1.2).
Observamos tamb�em que os sinais com uma transformada de Fourier de�-
nida sobre um espectro de freq�uências limitado s~ao em geral acausais, no
sentido de que um pulso com espectro de freq�uências desse tipo apresen-
ta sinais componentes em tempos negativos. A linha s�olida na �gura 1.1
mostra um sinal acausal, obtido da eq.(1.3) por integra�c~ao sobre uma faixa
de freq�uências limitada. Este resultado �e bastante geral. De fato, segue-se
da teoria de Fourier que qualquer pulso com um espectro de freq�uências de
banda limitada �e ilimitado no dom��nio temporal, i.e., �e acausal. Sobre a
teoria de Fourier veja-se, por exemplo, Sneddon (1995).

2A rec��proca n~ao �e verdadeira, i.e., um sinal com espectro de freq�uências in�nito n~ao
�e necessariamente �nito no dom��nio temporal. Um exemplo bem conhecido �e o de um
pacote de ondas gaussiano.
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Figura 1.1: A linha pontilhada mostra um sinal de banda de freq�uência ili-
mitada. A linha s�olida mostra um sinal de banda de freq�uência limitada
(5GHz � 0:5GHz). Ambos os sinais s~ao ligados em t = 0, e como con-
seq�uência de uma transformada de Fourier, o sinal de freq�uência limitada j�a
apresenta sinais componentes em tempos negativos. Fonte: ???

Em sua an�alise da propaga�c~ao do sinal de�nido por (1.1) e (1.2) atrav�es
de um meio com dispers~ao anômala, SB introduziram cinco tipos diferentes
de velocidade:3

(i) A velocidade de fase, com a qual se movem os pontos de amplitude nula
da onda carregadora.

(ii) A velocidade de grupo, com a qual os picos dos pacotes de onda se
movem.

(iii) A velocidade da frente, com a qual se move a primeira apari�c~ao de
uma descontinuidade.

(iv) A velocidade de transporte de energia, com a qual a energia seria
transportada pela onda.

(v) A velocidade do sinal, com a qual se movem os pontos com metade da
amplitude m�axima da onda.

3Para uma de�ni�c~ao mais precisa dos cinco tipos de velocidade e do conceito de dis-
pers~ao veja-se as se�c~oes 7.1 e 8.3.
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SB descobriram que em uma regi~ao de dispers~ao anômala pr�oxima de
uma linha de absor�c~ao, todas as cinco velocidades acima s~ao diferentes.
Em particular, encontraram que as velocidades de fase e de grupo podem
ser superluminais (sem qualquer limite superior) ou at�e mesmo negativas.
Conclu��ram, por isso, que a velocidade de grupo, quando for superluminal,
n~ao tem nenhum signi�cado f��sico, conclus~ao esta repetida em quase todo
livro-texto de f��sica como, por exemplo, Jackson (1983, p. 233) e Stratton
(1941, p. 333). Entretanto, veremos que velocidades de grupo superluminais
(e mesmo negativas) possuem um signi�cado preciso, estando associadas com
o fenômeno de reformatamento de pulso, que �e discutido nos cap��tulos 7 e 8

Al�em disso, SB encontraram tamb�em que a velocidade da frente �e sempre
igual �a velocidade da luz no v�acuo, e que em todas as situa�c~oes estudadas
por eles as velocidades do sinal e de transporte de energia eram subluminais.

A quest~ao natural que os experimentalistas se colocam, ap�os a observa�c~ao
das velocidades de grupo superluminais previstas nos estudos de SB , �e:
existem situa�c~oes onde as velocidades da energia e do sinal possam tornar-se
superluminais?

Esta quest~ao �e realmente importante, pois se fossem poss��veis velocidades
de transporte de energia e de sinal genuinamente superluminais, o Princ��pio
de Relatividade (PR) estaria em grande perigo.4

O fato �e que alguns autores a�rmam que seus experimentos mostram
velocidades superluminais de sinais e de transporte de energia. Entre eles
podemos citar experimentos de tunelamento de microondas (Nimtz 1997),
um experimento mostrando o tunelamento superluminal da fun�c~ao de onda
de um f�oton isolado (Steinberg, Kwiat & Chiao 1993) e experimentos em
meios dispersivos com ganho. At�e mesmo experimentos mostrando veloci-
dades de grupo negativas foram realizados (Bolda, Garrison & Chiao 1994).
Seriam tais a�rma�c~oes corroboradas pela an�alise te�orica desses experimen-
tos?

Vamos mostrar na se�c~ao 8.3 que a velocidade de transporte de ener-
gia superluminal relatada por Chiao e colaboradores (Chiao 1993) resulta
simplesmente de uma de�ni�c~ao incorreta deste conceito. Ap�os uma an�alise
cuidadosa da dinâmica da propaga�c~ao da energia (com base em exemplos
espec���cos) propomos uma de�ni�c~ao para a velocidade de transporte da ener-
gia que �e sempre limitada superiormente pela velocidade da luz no v�acuo.

4Desejamos enfatizar que, ao contr�ario de alguns autores que mantêm que a existência
de sinais superluminais n~ao implica em viola�c~ao do PR (e.g., Recami (1986)), vamos
demonstrar que a existência de sinais com velocidades genuinamente superluminais implica
na quebra da invariância de Lorentz e na viola�c~ao do PR. O cap��tulo 9 �e inteiramente
dedicado a esse assunto.
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Alguns autores, como Nimtz (1997), a�rmam que sinais reais apresentam
bandas limitadas no dom��nio de freq�uências e, portanto, n~ao têm fronteiras.
Ent~ao, segundo eles, n~ao tem sentido de�nir para tais sinais uma velocidade
da frente, e portanto, se estes podem mover-se, em certas situa�c~oes, com
velocidades de grupo superluminais, essa velocidade deve ser tomada como
a verdadeira velocidade do sinal. Entretanto, a quest~ao n~ao �e t~ao simples,
pois �e poss��vel mostrar te�oricamente (e experimentalmente) que detectores
reais, que possuem necessariamente limiares de detec�c~ao �nitos, podem em
certas condi�c~oes registrar (e de fato registram) velocidades de sinal superlu-
minais, mesmo para sinais com suporte compacto no dom��nio temporal (ver
se�c~oes 7.4 e 8.4).

Nimtz acredita tamb�em que sinais com espectros de freq�uência limitados
(i.e., sem limites no dom��nio temporal) implicam na quebra da invariância de
Lorentz (Nimtz 1999). N~ao concordamos tampouco com esta a�rma�c~ao, pois
o argumento de Nimtz baseia-se em resultados da teoria de transformadas
de Fourier, aplicados a situa�c~oes nas quais nos parece que a matem�atica n~ao
modela adequadamente a realidade. Para mais detalhes sobre este assunto
veja-se a se�c~ao 7.4 e o cap��tulo 8.

Outras situa�c~oes interessantes nas quais aparecem velocidades de grupo
superluminais s~ao:

(i) O tunelamento de el�etrons e de microondas (se�c~oes 8.1, 8.2), onde a
inteligibilidade dos fenômenos esbarra em problemas profundos rela-
cionados �a interpreta�c~ao do formalismo da Teoria Quântica.

(ii) Experimentos descrevendo a propaga�c~ao superluminal de microondas
no ar. Estes podem ser entendidos com a teoria de ondas complexas
desenvolvida na se�c~ao 8.5.

H�a muitos trabalhos sobre o problema do tunelamento na literatura,
mas o sentimento de algu�em que estude, por exemplo, Hauge & St�vneng
(1989), Landauer & Martin (1994) e Leavens (1998), �e que as quest~oes so-
bre o tempo de tunelamento est~ao longe de ter sido respondidas de maneira
satisfat�oria. Considerando-se que ainda existem s�erias d�uvidas (Huelga, Fer-
rero & Santos 1995) sobre as provas de viola�c~ao das desigualdades de Bell
nos experimentos de Aspect (Aspect, Dallibard & Roger 1982) (e tamb�em
em experimentos similares (Rarity & Tapster 1990)), acreditamos que uma
an�alise do problema baseada na interpreta�c~ao de de Broglie-Bohm da teo-
ria quântica constitua um empreendimento v�alido, o que fazemos na se�c~ao
8.1. O resultado �e que este tratamento tem sucesso em fornecer uma in-
terpreta�c~ao para esses fenômenos. Em particular, �e poss��vel mostrar que
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ainda que o pacote de onda associado a um el�etron tunele com velocida-
de de grupo superluminal, qualquer el�etron descrito pelo pacote percorre
sempre uma trajet�oria tipo tempo, i.e., sua velocidade (na interpreta�c~ao de
de Broglie-Bohm) �e sempre subluminal. O estudo do tunelamento de mi-
croondas (se�c~oes 7.4 e 8.2) revela uma analogia completa com o caso do
tunelamento de el�etrons.

Outros aspectos das solu�c~oes cl�assicas usados na an�alise do tunelamento
de microondas tamb�em s~ao discutidos, juntamente com a apresenta�c~ao de
novas solu�c~oes n~ao padr~oes (cf. se�c~ao 7.4.1), cuja importância �e real�cada pelo
formalismo matem�atico empregado neste trabalho, o formalismo do �brado
de Cli�ord. Cabe aqui uma digress~ao.

Alguns anos atr�as, W. A. Rodrigues Jr. e colaboradores come�caram a
investigar se existiriam similaridades, do ponto de vista matem�atico, entre os
campos de Maxwell, de Dirac e gravitacional e entre as equa�c~oes satisfeitas
por estes campos. No formalismo matem�atico usual, empregado pela maioria
dos f��sicos, esses três campos s~ao representados por objetos matem�aticos
de naturezas bastante diferentes. Em conseq�uência, �e quase imposs��vel,
em tais formula�c~oes, encontrar algo al�em de similaridades triviais entre as
teorias. Entretanto, �e poss��vel representar todos esses campos, e tamb�em
os campos de Klein-Gordon e de Weyl, por objetos matem�aticos de mesma
natureza matem�atica, a saber, como se�c~oes do �brado de Cli�ord sobre o
espa�co-tempo de Minkowski C̀ (M).5 A maneira como isto pode ser feito
�e apresentada no cap��tulo 2, e com mais detalhes nas referências Hestenes
& Sobczyk (1984), Lounesto (1993), Rodrigues & Souza (1993), Rodrigues,
Souza & Vaz (1995) e Rodrigues, Souza, Vaz & Lounesto (1996).

No cap��tulo 4 apresentamos solu�c~oes das equa�c~oes de Maxwell no v�acuo
com invariantes de campo n~ao nulos, que s~ao geradas a partir de solu�c~oes
UPW subluminais e superluminais da equa�c~ao de onda homogênea (EOH )
com o uso do teorema de Hertz, mostrado na se�c~ao 2.2.8. Os m�etodos para
a constru�c~ao de solu�c~oes UPW com v 6= 1 da equa�c~ao de onda homogênea
s~ao apresentados no cap��tulo 3, onde exibimos tamb�em solu�c~oes UPW da
equa�c~ao de Klein-Gordon (EKG) que se deslocam com v < 1 ou v > 1.
Essas solu�c~oes s~ao necess�arias para a constru�c~ao, no cap��tulo 5, de solu�c~oes
UPW com v 6= 1 da equa�c~ao de Dirac. As solu�c~oes UPW subluminais das
equa�c~oes de Maxwell podem eventualmente descrever part��culas puramente
eletromagn�eticas (PEPs) (se�c~ao 4.1).

5O campo gravitacional �e representado nesse formalismo como um campo de (1,1)-
extensores. Para a de�ni�c~ao de extensores veja-se a se�c~ao 2.2.3; mais detalhes podem ser
encontrados em Moya (1999).
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No cap��tulo 4 mostramos tamb�em que �e teoricamente poss��vel produzir
aproxima�c~oes de abertura �nita (FAA) de ondas superluminais, e apresen-
tamos em 4.3 a evidência experimental existente (Saari & Reivelt 1997)
sobre a produ�c~ao de aproxima�c~oes de abertura �nita da onda X superlu-
minal eletromagn�etica (SEXW ). Mencionamos ainda que desde 1992 têm
sido produzidas ondas X ac�usticas, tendo sido realmente comprovado que
os picos dessas ondas viajam com velocidade maior que a velocidade do som
cs presente na equa�c~ao de onda homogênea (Lu & Greenleaf 1992a, Lu &
Greenleaf 1992b, Rodrigues & Lu 1997).

Considerando-se que foi poss��vel produzir e lan�car no espa�co livre ondas
eletromagn�eticas superluminais (na regi~ao �optica) (Saari & Reivelt 1997),
parece v�alido investigar se isso implica em alguma viola�c~ao do Princ��pio de
Relatividade. A resposta a esta quest~ao depende, como mostrado em 4.3.3,
das hip�oteses sobre a produ�c~ao de tais ondas. Temos duas possibilidades:

(i) N~ao existe viola�c~ao do princ��pio de relatividade, porque as FAA de
solu�c~oes superluminais das equa�c~oes de Maxwell s~ao de fato padr~oes

de interferência gerados por ondas componentes limitadas no dom��nio
temporal, e que portanto apresentam uma frente (ou fronteira) que se
move com a velocidade da luz no v�acuo.

(ii) Existe uma viola�c~ao do princ��pio de relatividade, porque as FAA das
solu�c~oes superluminais das equa�c~oes de Maxwell s~ao padr~oes de inter-
ferência gerados por ondas componentes com um espectro de freq�uências

limitado (Nimtz 1997). Isto implica que tais ondas n~ao têm fronteiras
no dom��nio temporal, i.e., uma onda desse tipo n~ao possui uma frente,
e n~ao se pode provar que uma parte dela se propaga com a veloci-
dade da luz. Na medida em que se aceite tal premissa, tais padr~oes
de interferência s~ao a �unica coisa realmente mensur�avel na natureza,
e portanto sua velocidade �e o �unico dado real sobre as ondas. Dito
de outra forma: a grandeza que chamamos \velocidade da luz" �e, ela
pr�opria, resultado de medidas realizadas sobre con�gura�c~oes do campo
eletromagn�etico desprovidas de frente bem de�nida.

Saari & Reivelt (1997) acreditam que a superluminalidade observada em
seus experimentos corresponde a um processo livre de in�ercia (Barashenkov
& Rodrigues 1998) e que portanto n~ao implica em viola�c~ao do princ��pio de
relatividade. Concordamos com sua escolha, mas n~ao cremos que a propa-
ga�c~ao de uma FAA de uma SEXW seja um processo livre de in�ercia, como
�e discutido em 4.3. Acreditamos que a resposta correta a nossa quest~ao �e
(i), e as raz~oes para isso s~ao apresentadas nas se�c~oes 4.3 e 8.3.
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Finalmente, no cap��tulo 10 apresentamos nossas conclus~oes.
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Cap��tulo 2

Equa�c~oes de onda

relativ��sticas

Vamos iniciar nosso estudo relembrando as de�ni�c~oes e resultados prin-
cipais a respeito do formalismo matem�atico dos �brados de Cli�ord e Spin-
Cli�ord sobre o espa�co-tempo de Minkowski. N~ao pretendemos fazer aqui
uma apresenta�c~ao rigorosa dessas teorias, mas somente reunir os elementos
necess�arios para tornar compreens��veis os resultados expostos ao longo des-
te trabalho; o leitor interessado pode consultar as referências Hestenes &
Sobczyk (1984), Rodrigues & Souza (1993), Rodrigues, Souza & Vaz (1995)
e Rodrigues et al. (1996).

Recordando a maneira de escrever a equa�c~ao de onda homogênea (EOH ),
as equa�c~oes de Maxwell (EM ) e as equa�c~oes de Dirac (ED), de Weyl (EW )
e de Klein-Gordon (EKG) nos �brados de Cli�ord e Spin-Cli�ord sobre o
espa�co-tempo de Minkowski, perceberemos imediatamente que nesse forma-
lismo as equa�c~oes de Maxwell e Dirac s~ao muito parecidas. Em particu-
lar, quando a equa�c~ao de Dirac �e escrita no �brado Spin-Cli�ord, sugere-
se naturalmente uma particular interpreta�c~ao do formalismo da mecânica
quântica. Essa interpreta�c~ao �e muito similar �a interpreta�c~ao de de Broglie-
Bohm (Bohm & Halley 1993, Holland 1993, Grib & Rodrigues 1999), e
conforme mostrado na se�c~ao 8.1, proporciona uma explica�c~ao causal para o
tunelamento superluminal de el�etrons. Segundo ela, ainda que os pacotes de
onda que descrevem os el�etrons apresentem velocidades de grupo superlu-
minais, um el�etron nunca atravessa a barreira com velocidade superluminal,
pois seu vetor velocidade �e sempre tipo tempo. Veremos tamb�em (se�c~ao
8.2) que o mesmo formalismo fornece tamb�em uma descri�c~ao completamen-
te causal para o tunelamento superluminal de microondas.
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2.1 Os �brados de Cli�ord e Spin-Cli�ord

Seja M = (M; g;D) o espa�co-tempo de Minkowski. O par (M; g) �e uma
variedade lorentziana quadridimensional orientada espacialmente e tempo-
ralmente. M ' R4 e g 2 sec(T �M 
 T �M) �e uma m�etrica lorentziana
de assinatura (1,3). T �M [TM ] �e o �brado cotangente [tangente] de M .
T �M = [x2MT �xM , TM = [x2MTxM , e TxM ' T �xM ' R1;3 , onde R1;3 �e o
espa�co vetorial de Minkowski (Sachs & Wu 1977, Rodrigues & Rosa 1989).
D �e a conex~ao de Levi-Civita de g, i.e., Dg = 0, T(D) = 0; al�em disso,
R(D) = 0. Nestas express~oes, T e R s~ao respectivamente os tensores de
tors~ao e de curvatura.

O �brado de Cli�ord das formas diferenciais C̀ (M) �e o �brado de �algebras
C̀ (M) = [x2M C̀ (T �xM), onde 8x 2 M , C̀ (T �xM) = C̀ 1;3, a chamada
�algebra do espa�co-tempo (Hestenes 1966).1 Localmente, como um espa�co
linear sobre o corpo dos reais R, C̀ (T �xM) �e isom�or�ca �a �algebra de CartanV
(T �xM) =

P4
k=0

V
k(T �xM) do espa�co cotangente e

V
k(T �xM) �e o espa�co�4

k

�
-dimensional das k-formas. Escrevemos

Vk(M) = [x2M
V

k(T �xM) e de-
�nimos o �brado de Cartan como

V
(M) = [x2M

V
(T �xM), que pode ent~ao

ser pensado como \mergulhado" em C̀ (M). Dessa forma, se�c~oes de C̀ (M)
podem ser representadas como somas de formas diferenciais n~ao homogêneas.

Seja fe� = @
@x� g 2 secTM , � = 0; 1; 2; 3, uma base ortonormal de TM ,

g(e�; e�) = ��� = diag(1;�1;�1;�1), e seja f� = dx�g 2 sec
V1(M) �

sec C̀ (M) a base dual. Seja tamb�em g�1 : sec(T �M�T �M)! R, g�1(�; �)
= ��� = diag(1;�1;�1;�1). Ent~ao, o produto de Cli�ord associativo fun-
damental, que denotaremos simplesmente por justaposi�c~ao de s��mbolos, �e
gerado por

�� + �� = 2��� (2.1)

e se C 2 sec C̀ (M), temos

C = s+ v�
� +

1

2!
b��

�� +
1

3!
a���

��� + p5 ; (2.2)

onde 5 = 0123 = dx0dx1dx2dx3 �e o elemento de volume e s, v�, b�� ,
a��� e p s~ao fun�c~oes reais.

Para r = s de�nimos o produto escalar, denotado por � , entre Ar =
a1 ^ : : : ^ ar e Br = b1 ^ : : : ^ br, Ar, Br 2 sec

Vr(M) � C̀ (M), como

1As �algebras de Cli�ord reais s~ao denotadas por C̀ p;q a �m de enfatizar sua associa�c~ao
com um espa�co vetorial Rp;q , i.e., um espa�co vetorial real de dimens~ao (p+ q) e assinatura
(p; q).
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� : (Ar; Bs) 7! Ar � Bs = (a1 ^ : : : ^ ar) � (b1 ^ : : : ^ br)

= (a1 � b1) : : : (ar � br) 2 R;
(2.3)

onde, para quaisquer a, b 2 sec
V1(M) � sec C̀ (M) temos

a � b = g�1(a; b): (2.4)

Al�em disso, valem as seguintes conven�c~oes:

(i) Se r = s = 0, concordamos que o produto escalar de duas zero-formas
�e simplesmente o produto ordin�ario do corpo dos reais.

(ii) O produto escalar �e estendido por linearidade para todas as se�c~oes
de sec C̀ (M), i.e., para todo A, B 2 sec C̀ (M), temos

A �B =
X
k

hAikhBik (2.5)

onde hik �e a componente do campo de Cli�ord em
Vk(M).

Para r � s, Ar = a1 ^ : : : ^ ar 2 sec
Vr(M) � sec C̀ (M), Bs = b1 ^ : : : ^

bs 2 sec
Vs(M) � C̀ (M), de�nimos a contra�c~ao �esquerda como

y : (Ar; Bs) 7! AryBs = (a1 ^ : : : ^ ar) � ^(b1 ^ : : : ^ br)br+1 ^ : : : ^ bs: (2.6)

O operador de revers~ao e �e a aplica�c~ao de�nida por

e: sec^k
(M) 3 a1 ^ a2 : : : ^ ap 7! ap ^ : : : ^ a2 ^ a1 2 sec

^k
(M); (2.7)

para ai 2 sec
V1(M), i = 1; 2; : : : p, e estendida por linearidade a todas a

se�c~oes de C̀ (M).
Convenciona-se que para �, � 2 sec

V0(M) � sec C̀ (M) a contra�c~ao
�e igual ao produto ordin�ario (ponto a ponto) do corpo real, e que se � 2
sec
V0(M) � sec C̀ (M) e Ar 2 sec

Vr(M) � sec C̀ (M), Bs 2 sec
Vs(M),

(�Ar)yBs = Ary(�Bs) = �(AryBs). A contra�c~ao �a esquerda �e estendida
por linearidade a todos os pares de elementos de se�c~oes de C̀ (M), i.e., para
A, B 2 sec C̀ (M),

AyB =
X
r;s

hAirhBis; r � s: (2.8)

�E tamb�em necess�ario introduzir em C̀ (M) o operador de contra�c~ao �a

direita, denotado por x. A de�ni�c~ao �e obtida a partir daquela dada para a
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contra�c~ao �a esquerda, impondo-se que r � s e levando-se em considera�c~ao
que, agora, se Ar 2 sec

Vr(M) � sec C̀ (M) e Bs 2 sec
Vs(M) � C̀ (M),

ent~ao Arx(�Bs) = (�Ar)xBs = �(ArxBs), 8� 2 sec
V0(M) ' R.

De�nimos tamb�em, 8r, s = 0; : : : ; 3 o produto exterior por

Ar ^Bs = hArBsir+s; (2.9)

Ar ^Bs = (�1)rsBs ^Ar

e estendemos este produto, por linearidade, a toda C̀ (M). As principais
f�ormulas usadas no c�alculo de Cli�ord podem ser obtidas a partir das se-
guintes express~oes, nas quais a 2 sec

V1(M) � sec C̀ (M):

aBs = ayBs + a ^Bs;

Bsa = Bsxa+Bs ^ a = Bsxa+ (�1)sa ^Bs

ayBs =
1

2
(aBs � (�1)sBsa)

AryBs = (�1)r(s�1)BsxAr

a ^Bs =
1

2
(aBs + (�1)sBsa);

(2.10)

ArBs = hArBsijr�sj + hArBsijr�sj+2 + : : :+ hArBsir+s

=

mX
k=0

hArBsijr�sj+2k m = max[r; s]:
(2.11)

2.1.1 Os operadores diferencial, de Dirac, codiferencial de
Hodge e estrela de Hodge

Os operadores estrela de Hodge, diferencial e codiferencial têm papel
fundamental na teoria de formas diferenciais, e supomos aqui que suas de-
�ni�c~oes sejam conhecidas. No formalismo de Cli�ord temos as seguintes
novidades:

(i) Seja ? o operador estrela de Hodge, ? : sec
Vk(M) ! sec

V4�k(M).
Ent~ao, pode-se mostrar que se Ap 2 sec

Vp(M) � sec C̀ (M), teremos ?A =
~A5.

Sejam d e � os operadores diferencial de Hodge e codiferencial de Hod-

ge, respectivamente, agindo sobre se�c~oes de
V
(M). Se !p 2 sec

Vp(M) �
sec C̀ (M), ent~ao, usando nossas conven�c~oes, temos �!p = (�1)p ?�1 d ? !p,
com ?�1? = identidade.
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(ii) O operador de Dirac agindo sobre se�c~oes de C̀ (M) �e por de�ni�c~ao o
operador diferencial de primeira ordem invariante @ = �De� , e �e poss��vel
demonstrar o importante resultado

@ = @ ^ +@� = d� �: (2.12)

2.2 A teoria de Maxwell

Na teoria das formas diferenciais, um campo eletromagn�etico �e repre-
sentado por F 2 sec

V2(M) � sec C̀ (M). Neste formalismo as equa�c~oes de
Maxwell podem ser escritas como

dF = 0; �F = �J (2.13)

onde J 2 sec
V1(M) � sec C̀ (M) �e a densidade de corrente el�etrica. Segue-

se imediatamente da eq.(2.12) que as equa�c~oes de Maxwell (2.13) podem de
fato ser escritas como uma �unica equa�c~ao:

@F = J (2.14)

que doravante chamaremos simplesmente EM.
�E uma boa id�eia mostrar explicitamente como este formalismo est�a rela-

cionado com a formula�c~ao usual, em termos do c�alculo vetorial, das equa�c~oes
de Maxwell. A �m de fazê-lo, precisamos primeiro introduzir os conceitos
de sistema de referência inercial I (ou referencial inercial, simplesmen-
te) e de sistema de coordenadas naturalmente adaptado ao referencial I
(nacs/I) (Rodrigues & Rosa 1989, Rodrigues, Souza & Bozhkov 1995).

De�ni�c~ao: Um sistema de referência inercial I 2 secTM �e um campo de
vetores tipo tempo que aponta para o futuro, tal que g(I; I) = 1 e DI = 0.
Cada linha integral de I �e chamada um observador. Uma carta do atlas
maximal de M com fun�c~oes coordenadas hx�i �e dita um sistema de coorde-

nadas naturalmente adaptado a I (nacs/I) se I = @=@x0.

Observa�c~ao: Tomando I = e0, �e sempre poss��vel encontrar três outros cam-
pos ei = @=@xi tais que g(e�; e�) = ��� . As fun�c~oes coordenadas hx�i s~ao
ent~ao as coordenadas de Einstein-Lorentz usuais e possuem um signi�cado
operacional preciso (Rodrigues & Tiomno 1985): a coordenada x0 �e medida
por rel�ogios ideais em repouso, sincronizados \�a la Einstein", e os xi s~ao
medidos por r�eguas ideais em repouso no referencial I.

13



2.2.1 O �brado de Cli�ord complexo e o �brado de Pauli

Para cada x 2 M , C̀ (T �
xM) ' C̀ 1;3 ' H (2), a �algebra do espa�co-

tempo. Os elementos pares de C̀ 1;3 formam uma sub�algebra fechada cha-
mada �algebra de Pauli. Denotamos esta sub�algebra por C̀ +

1;3 ' C̀ 3 ' C (2).
H (2) �e a �algebra das matrizes quaterniônicas 2 � 2 e C (2) �e a �algebra das
matrizes complexas 2� 2. Observamos para referência futura que a comple-
xi�ca�c~ao de C̀ 1;3 �e a �algebra de Dirac, i.e.,

C 
 C̀ 1;3 ' C̀ 4;1 ' C (4); (2.15)

onde C (4) �e a �algebra das matrizes complexas 4� 4.
O isomor�smo C̀ +

1;3 ' C̀ 3 �e facilmente exibido. Para isso basta escrever

�i = i0; i = �0123 = �5 (2.16)

Observemos que i comuta com bivetores e portanto age como uma \uni-
dade imagin�aria" (i =

p�1) em C̀ 1;3. Para a apresenta�c~ao das solu�c~oes
extraordin�arias das equa�c~oes de onda relativ��sticas �e matematicamente con-
veniente introduzir o �brado de Cli�ord complexo C̀ C (M) de�nido por

C̀ C (M) = [x2MC 
 C̀ (T �
xM) (2.17)

cuja �bra t��pica �e C̀ 4;1 ' C (4), a �algebra de Dirac.

2.2.2 A equa�c~ao de Maxwell e o �brado de Pauli

As equa�c~oes (ou a equa�c~ao) de Maxwell no �brado de Pauli C̀ +(M) s~ao
formuladas da seguinte forma. O campo eletromagn�etico �e representado em
C̀ (M) como F = 1

2F
���� 2 sec

V2M � sec C̀ (M), com

F �� =

0BB@
0 �E1 �E2 �E3

E1 0 �B3 B2

E2 B3 0 �B1

E3 �B2 B1 0

1CCA ; (2.18)

onde (E1; E2; E3) e (B1; B2; B3) s~ao as componentes cartesianas dos campos
el�etrico e magn�etico. Podemos ent~ao escrever

F = ~E + i ~B; (2.19)

onde ~E = Ei�i, ~B = Bi�i.
Para a densidade de corrente el�etrica escrevemos
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J0 = �+~j = �+ J i�i: (2.20)

Para o operador de Dirac escrevemos

@0 =
@

@x0
+

3X
i=1

�i@
i =

@

@t
�r: (2.21)

Multiplicando a EM (2.14) pelo lado direito por 0 obtemos

@00F0 = J0; (2.22)

(
@

@t
�r)(� ~E + i ~B) = �+~j

Da eq.(2.22) obtemos

�@0 ~E + i@0 ~B +r � ~E +r^ ~E � ir � ~B � ir^ ~B = �+~j:

(2.23)

Para qualquer campo de vetores ~A de�nimos o operador rotacional r�
por

r� ~A = �ir^ ~A; (2.24)

Esta rela�c~ao torna-se evidente uma vez que percebamos que o produto
vetorial usual de dois vetores ~a = ai�i e ~b = bi�i pode ser identi�cado com
o dual do bivetor ~a ^ ~b atrav�es da f�ormula ~a � ~b = �i~a ^ ~b. Finalmente,
obtemos da eq.(2.23), igualando termos de mesma gradua�c~ao,

r � ~E = �; r� ~B � @0 ~E = ~j

r� ~E + @0 ~B = 0; r � ~B = 0

que s~ao as equa�c~oes de Maxwell na nota�c~ao vetorial tradicional.

2.2.3 Extensores

As se�c~oes do �brado de Cli�ord n~ao s~ao su�cientes para descrever to-
das as propriedades dos campos f��sicos, tais como os tensores de energia-
momento e de momento angular dos campos.2 Esses objetos, chamados ex-
tensores, podem ser introduzidos em nosso formalismo como tensores sobre

2Em nosso formalismo, tamb�em o campo gravitacional �e um tensor (1,1) especial
(Rodrigues & Souza 1993, Moya, Fernandez & Rodrigues 1999).
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V
(T �M) com valores em

V�(T �M), onde
V�(T �M) �e um subespa�co-parte

de
V
(T �M). Um subespa�co-parte de

V
(T �M) �e por de�ni�c~ao uma soma

de subespa�cos de multiformas homogêneas de
V
(T �M).3 Introduzimos em

primeiro lugar os k-extensores, que s~ao fun�c~oes multilineares

M : sec
^�

1
(T �M)� : : :

^�

k
(T �M)!

^�
(T �M) (2.25)

onde
V�

1(T
�M) : : :

V�
k(T

�M),
V�(T �M) s~ao subespa�cos-partes de

V
(T �M).

Denotamos por (j; p) extensor os k-extensores

M : sec
^j

(T �M)! sec
^p

(T �M): (2.26)

2.2.4 O tensor de energia-momento de F

O tensor de energia-momento de F �e um particular extensor (1,1) con-
servado, o qual pode ser deduzido do formalismo lagrangiano uma vez que
algumas condi�c~oes de invariância sejam impostas sobre este.4 �E um tensor
n~ao sim�etrico, e sua parte n~ao sim�etrica �e a fonte do spin (Moya 1999). Para
nossos objetivos neste trabalho, �e su�ciente trabalhar com o tensor sim�etrico

de Belinfante T(�) � T �, o qual �e introduzido da seguinte forma:
Dado que @ F = J , temos que eF e@ = eJ = J . Multiplicando a primeira

destas igualdades �a esquerda por ~F , a segunda �a direita por F e somando,
temos

1

2
( eF@F + eF e@F ) = JyF (2.27)

onde eF e@ = �@�(12F����)�. Agora, o lado esquerdo da eq.(2.27) pode
ser escrito (com n = n�

� um campo constante de 1-formas):

�1

2
(@�F

�F + ~F�@�F ) = � � @n 1
2
(@� ~FnF + ~F@�nF + ~Fn@�F ) (2.28)

com @n = �@=@n�. Visto que � � @n @�n = 0, temos

� � @n@�
�
1

2
~FnF

�
= JyF (2.29)

3Quando n~ao houver risco de confus~ao, usaremos a palavra tensor para extensores.
4Veja-se (Moya et al. 1999) para um tratamento completo dos m�etodos lagrangianos

no formalismo do c�alculo multivetorial.
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o que signi�ca que existe um operador diferencial e um campo de extensores
(1,1) de�nidos por

Ty(n) =
1

2
~FnF

tais que

@n � @Ty(n) = JyF (2.30)

O adjunto de Ty(n), denotado T(n), �e chamado tensor de energia-
momento de Belinfante e

Ty(n) = T(n) (2.31)

o que signi�ca que T �e sim�etrico. Com efeito, escrevendo T(�) = T � temos

T �� = T � � � = �h(F � �)F�i0 � 1

2
h�F 2�i0

= �(F � �) � (F � �)� 1

2
(F � F )� � �

= F ��F ����� � 1

4
���F��F

�� : (2.32)

que reconhecemos como as coordenadas do tensor de energia-momento de
Belinfante do campo eletromagn�etico.

Escrevendo F = ~E + i ~B temos

T 0 =

�
1

2
( ~E2 + ~B2) + ( ~E� ~B)

�
0; (2.33)

que �e um campo de vetores tipo tempo ou tipo luz, dependendo dos valores
dos invariantes de campo. A equa�c~ao de conserva�c~ao para T � pode ser
escrita como

@ � T � = 0: (2.34)

e, em particular, a equa�c~ao @ �T 0 = 0 �e an�aloga �a equa�c~ao de conserva�c~ao
para a corrente de Dirac, como veremos adiante.

2.2.5 Tensor de momento angular de F

O tensor de momento angular de F em nosso formalismo �e um extensor
(1,2) J(n). Vamos precisar apenas de J� = J(�), introduzido da seguinte
maneira. Consideremos a carta lorentziana hx�i, que �e um (nacs/I), onde
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I = @=@t e � = dx�. Consideremos o campo de 1-formas de vetores posi�c~ao
x = x��. Ent~ao

J� = x ^ T� =
1

2
(x�T�� � x�T��)

� ^ � : (2.35)

Dado que T�� = T��, obtemos a conserva�c~ao do tensor de momento
angular

@�J� = 0: (2.36)

2.2.6 Invariantes de F

Os invariantes do campo eletromagn�etico F s~ao F � F e F ^ F e

F 2 = F � F + F ^ F;

F � F = �1

2
F ��F�� ; F ^ F = �iF ��F��"���� : (2.37)

Escrevendo como anteriormente F = ~E + i ~B temos

F 2 = ( ~E2 � ~B2) + 2i ~E � ~B = F � F + F ^ F: (2.38)

2.2.7 Solu�c~oes de onda plana (v = c) da EM

Apresenta�c~oes elementares da teoria eletromagn�etica d~ao ênfase �as so-
lu�c~oes de onda plana (SOP) das EM , o que deu origem �a cren�ca bastante
difundida de que todas as solu�c~oes das equa�c~oes de Maxwell livres s~ao ondas
transversais que se movem com velocidade c = 1. Um dos objetivos deste
trabalho �e mostrar que tal a�rma�c~ao �e incorreta. De fato, encontraremos
nos pr�oximos cap��tulos solu�c~oes exatas das equa�c~oes de Maxwell livres que
n~ao s~ao ondas transversais e que, al�em disso, se movem com velocidades
v < 1 ou v > 1. Nesta subse�c~ao mostramos as solu�c~oes de onda plana das
EM no v�acuo com os m�etodos do �brado de Cli�ord, pois mesmo para es-
ta solu�c~ao simples �e poss��vel identi�car a�rma�c~oes incorretas na literatura,
relacionadas ao uso de fun�c~oes vetoriais complexas.5

As equa�c~oes de Maxwell no v�acuo podem ser escritas como

@F = 0; (2.39)

5Naturalmente, o uso de fun�c~oes vetorias complexas �e muito importante na teoria ele-
tromagn�etica (e ser�a empregado nos pr�oximos cap��tulos), mas �e necess�ario tomar cuidado
para n~ao confundir i =

p�1 com i = 5.
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onde F 2 sec
V2(M) � sec C̀ (M). As conhecidas solu�c~oes de onda plana

da eq.(2.39) s~ao obtidas da seguinte maneira: Escrevemos, em uma dada
carta lorentziana hx�i do atlas maximal de M uma solu�c~ao de onda plana
movendo-se na dire�c~ao z:

F = f e5k�x; k = k��; k1 = k2 = 0; x = x��; (2.40)

onde k; x 2 sec
V1(M) � sec C̀ (M) e onde f �e uma 2-forma constante. Das

equa�c~oes (2.39) e (2.40) obtemos

kF = 0 : (2.41)

Multiplicando eq.(2.41) por k temos

k2F = 0 (2.42)

e como k 2 sec
V1(M) � sec C̀ (M), ent~ao

k2 = 0 $ k0 = �j~kj = k3; (2.43)

i.e., o vetor de propaga�c~ao �e tipo luz. Tamb�em

F 2 = F � F + F ^ F = 0 (2.44)

como pode ser facilmente veri�cado multiplicando-se ambos os membros da
eq.(2.41) por F e levando em considera�c~ao que k 6= 0. A equa�c~ao (2.44) nos
diz que os invariantes de campo s~ao nulos.

�E interessante compreender o papel fundamental do elemento de volume
5 (operador de dualidade) na teoria eletromagn�etica. Em particular, como
e5kx = cos kx+ 5 sen kx, vemos que

F = f cos kx+ 5f sen kx: (2.45)

Escrevendo F = ~E + i ~B, com i � 5 e escolhendo f = ~e1 + i~e2, com
~e1 � ~e2 = 0, ~e1 e ~e2 vetores constantes no sentido da sub�algebra de Pauli, a
eq.(2.45) se torna

( ~E + i ~B) = ~e1 cos kx� ~e2 sen kx+ i(~e1 sen kx+ ~e2 cos kx): (2.46)

Esta equa�c~ao �e importante porque mostra que devemos ter cuidado com o
termo i =

p�1 que aparece nas formula�c~oes usuais da teoria de Maxwell
com campos eletromagn�eticos complexos. A unidade i =

p�1 encobre em
muitos casos um segredo que s�o pode ser conhecido atrav�es da eq.(2.46). Da
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eq.(2.41) podemos tamb�em mostrar facilmente que ~k � ~E = ~k � ~B = 0, i.e., as
solu�c~oes de onda plana das EM s~ao ondas transversais.

Podemos reescrever a eq.(2.41) como

k00F0 = 0 (2.47)

e como k0 = k0 + ~k, 0F0 = � ~E + i ~B, temos

~kf = k0f: (2.48)

Agora, lembremos que em C̀ +(M) (onde a �bra t��pica �e isom�or�ca �a
�algebra de Pauli C̀ 3:0) podemos introduzir o operador de conjuga�c~ao espa-
cial (Hestenes 1966), denotado por �, e tal que escrevendo f = ~e+ i~b temos

f� = �~e+ i~b ; k�0 = k0 ; ~k� = �~k: (2.49)

Podemos agora interpretar as duas solu�c~oes de k2 = 0, i.e., k0 = j~kj e
k0 = �j~kj como correspondendo �as solu�c~oes k0f = ~k e k0f

� = �~k; f e f�

correspondem na teoria quântica a \f�otons" de helicidade positiva e negativa.
Assim podemos interpretar k0 = j~kj como uma part��cula e k0 = �j~kj como
uma antipart��cula.

Em resumo, temos os seguintes resultados importantes a respeito das
solu�c~oes de onda plana das EM : (i) o vetor de propaga�c~ao �e tipo luz, k2 = 0;
(ii) os invariantes de campo s~ao nulos, F 2 = 0; (iii) as solu�c~oes de onda
plana s~ao ondas transversais, i.e., ~k: ~E = ~k: ~B = 0.

2.2.8 O teorema de Hertz

A �m de apresentar nos cap��tulos 3 e 4 as solu�c~oes subluminais e superlu-
minais das equa�c~oes de Maxwell, precisamos do seguinte resultado (Rodrigues
& Vaz 1997):

Seja A 2 sec
V1(M) � sec C̀ (M) o potencial vetor. Fixamos o calibre de

Lorentz, i.e., @ �A = ��A = 0, de tal forma que F = @ A = (d� �)A = dA.
Vale neste caso o seguinte teorema:

Teorema. Seja � 2 sec
V2(M) � sec C̀ (M) o chamado potencial de Hertz.

Se � satisfaz a equa�c~ao de onda, i.e.,

@2 � = ���@�@�� = �(d� + �d)� = 0 (2.50)

e se A = ��� , ent~ao F = @ A satisfaz as equa�c~oes de Maxwell @ F = 0.
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Demonstra�c~ao. Com efeito, como A = ���, ent~ao �A = ��2� = 0 e F =
@ A = dA. Ent~ao

@ F = (d� �)(d � �)A = �(d� + �d)A = �d(��) = ��2d� = 0;

visto que �d� = �d�� em conseq�uência de @2 � = 0 (eq. (2.50)). �

2.3 O operador dalembertiano, a EOH e a EKG

�E f�acil veri�car que o quadrado do operador de Dirac @ = �@� �e o
operador dalembertiano, i.e.,

@2 = (d� �)(d � �) = �(d� + �d) = @20 � O2: (2.51)

Os campos reais � e complexos �KG que satisfazem a equa�c~ao de onda
homogênea (EOH ) e a equa�c~ao de Klein-Gordon (EKG) podem ser tomados
como se�c~oes escalares do �brado de Cli�ord real C̀ (M) e do �brado de
Cli�ord complexo C̀ C (M), respectivamente. Ent~ao, a EOH e a EKG s~ao
escritas como

@2� = 0;

@2�KG +m2�KG = 0:
(2.52)

2.4 A teoria de Dirac

2.4.1 Campos de spinores de Dirac-Hestenes

Al�em do �brado vetorial C̀ (M), precisamos tamb�em introduzir outro
�brado vetorial C̀ Spin+(1;3)(M) (Spin+(1; 3) ' SL(2; C )) chamado o �bra-
do Spin-Cli�ord (Rodrigues, Souza & Vaz 1995). Podemos mostrar que
C̀ Spin+(1; 3)(M) ' C̀ (M)=R, onde R �e uma certa rela�c~ao de equivalência.
Isto signi�ca que as se�c~oes de C̀ Spin+(1; 3)(M) s~ao classes de equivalência
especiais do �brado de Cli�ord, i.e., a rela�c~ao de equivalência R �e de�ni-
da por se�c~oes equivalentes de formas diferenciais n~ao homogêneas de�nidas
atrav�es da eq.(2.53) abaixo.

Como �e poss��vel representar os campos de spinores de Dirac neste for-
malismo? Podemos mostrar que isto pode ser feito empregando-se se�c~oes
pares de C̀ Spin+(1; 3)(M), chamadas campos de spinores de Dirac-Hestenes.

Se �xarmos duas base ortonormais � = f�g como antes e _� = f _� =
R� eR = ����g com ��� 2 SO+(1; 3) e R 2 Spin+(1; 3) tal que 8x 2 M ,
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R eR = eRR = 1, e onde e �e o operador de revers~ao em C̀ 1;3, ent~ao os
representantes  � e  _� de C̀ (M) de uma se�c~ao par est~ao relacionados por

 _� =  �R ; (2.53)

com

 � = s+
1

2!
b��

�� + p5 : (2.54)

Note-se que  � tem o n�umero correto de graus de liberdade (oito) necess�ario
para representar um campo de spinores de Dirac.

Spinores de Weyl e operador de paridade

Por de�ni�c~ao,  2 sec C̀ +(M) �e um spinor de Weyl (Lounesto 1993,
Lounesto 1994, Lounesto 1997) se

5 = � 21 : (2.55)

O \autoestado" positivo [negativo] de 5 ser�a denotado  + [ �]. Para um
 2 sec C̀ +(M) geral podemos escrever

 =  + +  � : (2.56)

onde

 � =
1

2
[ � 5 21] (2.57)

O operador de paridade P , neste formalismo (Lounesto 1993), �e repre-
sentado de tal forma que para  2 sec C̀ +(M),

P = �0 0 : (2.58)

Os seguintes spinores de Dirac-Hestenes s~ao autoestados do operador de
paridade com autovalores �1:

P " = + " ;  " = 0 �0 �  � ;
P # = � # ;  # = 0 +0 +  + :

(2.59)

22



Tradu�c~ao para o c�alculo matricial

Se desejarmos trabalhar com o formalismo comum de campos spinoriais,
podemos traduzir nossos resultados escolhendo, por exemplo, a represen-
ta�c~ao matricial padr~ao de � em C (4). Ent~ao, para  � dado pela eq.(2.54)
temos a seguinte representa�c~ao matricial padr~ao (Rodrigues et al. 1996):

	 =

�
�1 ���2
�2 ��1

�
; (2.60)

onde

�1 =

�
s� ib12 b13 � ib23
�b13 � ib23 s+ ib12

�
; �2 =

� �b03 + ip �b01 + ib02
�b01 � ib02 b03 + ip

�
:

(2.61)

e s, b12, : : : s~ao fun�c~oes reais. Multiplicando 	 pela direita pela transposta
de �

1 0 0 0
�

encontramos o campo de spinores de Dirac usual.

2.4.2 A equa�c~ao de Dirac-Hestenes

No formalismo do �brado de Cli�ord, a equa�c~ao de Dirac para um campo
de carga elementar  � em intera�c~ao com o campo eletromagn�etico F = dA
�e representada por

@ �
12 +m �

0 + eA � = 0: (2.62)

Quando A = 0 esta equa�c~ao ser�a chamada a equa�c~ao de Dirac-Hestenes
(Hestenes 1966).

Se m = 0 e A = 0 temos a equa�c~ao de Dirac sem massa,

@ � = 0; (2.63)

que �e a equa�c~ao de Weyl quando  � �e reduzido a um campo de spinores
de Weyl. Lembremos que a especi�ca�c~ao de  � depende do referencial �.
Quando n~ao houver risco de confus~ao, representaremos  � simplesmente por
 .

Quando  � ~ � 6= 0, onde ~ �e o operador de revers~ao, o spinor  � tem a
seguinte decomposi�c~ao canônica:

 � =
p
� e�5=2R ; (2.64)
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onde �, � 2 sec
V0(M) � sec C̀ (M) e R 2 Spin+(1; 3)(' SL(2; C )) � C̀ +

1;3,
8x 2 M . � �e chamado de ângulo de Yvon-Takabayasi. A a�c~ao de R sobre
uma 1-forma a = a�

� �e dada por

Ra ~R = a��
�
�

� (2.65)

onde ��
� 2 L"

+, o grupo de Lorentz homogêneo ort�ocrono.
Neste formalismo a corrente de Dirac conservada �e

J =  0 e = �V; V = R0 eR; @ � J = 0 (2.66)

2.4.3 A interpreta�c~ao de de Broglie-Bohm da teoria quântica

Na interpreta�c~ao de de Broglie-Bohm da teoria quântica (Bohm & Halley
1993, Holland 1993, Grib & Rodrigues 1999), o campo de 1-formas de ve-
locidade V , mostrado na eq. (2.66), �e tal que as linhas integrais do campo
de vetores velocidade �sicamente equivalentes s~ao as poss��veis trajet�orias
da part��cula quântica descrita pela EDH . Dado o signi�cado geom�etrico do
campo de spinores de Dirac-Hestenes exibido pela eq.(2.64), �ca claro que
V �e sempre tipo tempo, independentemente de  ser uma solu�c~ao UPW su-
bluminal, luminal ou superluminal da EDH , ou se  �e um pacote de ondas
representando um el�etron que tunela com velocidade de grupo maior que 1.
Com efeito, a eq.(2.66) mostra que V �e sempre igual ao produto R0 ~R; visto
que 0 �e tipo tempo, o mesmo valer�a para V (cf. eq.(2.65)).

Esta observa�c~ao, como veremos, ser�a muito importante na interpreta�c~ao
dos experimentos de tunelamento de el�etrons, discutidos na se�c~ao 8.1.

2.4.4 Solu�c~oes de onda plana da equa�c~ao de Dirac-Hestenes

Para resolver a EDH livre supomos primeiro a existência de solu�c~oes n~ao
singulares, i.e., solu�c~oes  que admitem a decomposi�c~ao canônica

 =
p
� e�5=2R: (2.67)

A densidade de corrente el�etrica, o campo de velocidades e as densidades
vetorial e bivetorial de spin associados a  s~ao respectivamente

J = �V; V = R0 ~R; s =  3 ~ ; S =  i�3 ~ (2.68)

Para continuar escrevemos R como

R = L�; L+ = 0L0 = L; �+ = 0�0 = ~�; (2.69)
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o que implica, como �e facilmente veri�cado (Zeni & Rodrigues 1992), que L
�e um boost de Lorentz e � �e uma rota�c~ao espacial pura.

Introduzimos agora uma carta de Lorentz hx�i (a qual �e um (nacs/I),
I = @=@t), a 1-forma de posi�c~ao x = x�� e a 1-forma de momento p = p��.
Podemos ent~ao veri�car, por substitui�c~ao direta, que os  escritos como

 � =  �0 e�12p�x =  �0 e�i~�3p�x (2.70)

s~ao solu�c~oes da EDH livre.  �0 s~ao spinores de Dirac-Hestenes constantes.
Tomamos a solu�c~ao (+) [respectivamente, (�)] como sendo a solu�c~ao de
energia positiva [negativa]. Vemos imediatamente que

p = m 00 0 = mJ( ~ )�1 = mJ e�i� (2.71)

o que implica que os �unicos valores poss��veis para o ângulo de Tabayasi s~ao
� = 0 e � = �; com nossa conven�c~ao de que a solu�c~ao (+) tem energia po-
sitiva, �e necess�ario para esta solu�c~ao � = 0. Segue-se tamb�em da eq.(2.70)
que  0 deve ser igual ao produto de uma constante real (fator de norma-
liza�c~ao) por um elemento de Spin+(1; 3). Para determinar completamente
R na eq.(2.69), observamos que o boost L determina completamente p. De
fato,

p0 = E + ~p = mL0; ~L0 = mL2; (2.72)

e ent~ao

L =
~p+E +mp
2m(E +m)

(2.73)

� determina S0 = �i�3 ~�, o bivetor de spin de repouso, i.e., ele d�a o spin
do el�etron no referencial de Lorentz em que este se encontra em repouso,
e �e idêntico �a grandeza chamada de polariza�c~ao na representa�c~ao matricial
padr~ao da teoria de Dirac. Finalmente, o boost L, aplicado a S0 fornece S.

2.4.5 Tunelamento de ondas planas de Dirac-Hestenes

Em um experimento t��pico de tunelamento envolvendo microondas ou
el�etrons (ver cap��tulo 8), um pacote de ondas (possivelmente com uma fron-
teira, e que se sup~oe representar uma dada distribui�c~ao de f�otons ou el�etrons)
incide sobre uma barreira de potential de largura �nita. Para determinar
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o que acontece com o pacote transmitido, precisamos resolver um proble-
ma de contorno bem formulado.6 Visto que um pacote de ondas �e uma
superposi�c~ao bem de�nida de ondas planas, apresentamos aqui a forma da
onda transmitida no caso em que a onda incidente �e uma fun�c~ao de onda de
spinores de Dirac-Hestenes plana de energia E.

Supomos que a barreira se encontra em �d � z � 0, e que o potencial
da barreira �e e�. Para spin arbitr�ario, a fun�c~ao de onda de Dirac-Hestenes
na regi~ao da barreira �e

 =

�
cosh

�
u0

2

�
�+ senh

�
u0

2

�
�1�2��2

�
e��z e�i�3Et �

+

�
cosh

�
u0

2

�
�� senh

�
u0

2

�
�1�2��2

�
e�z e�i�3Et �� (2.74)

onde

� =
p
m2 � (E � e�)2;

tgh

�
u0

2

�
=

�

E � e�+m
;

tgh
�u
2

�
=

p

E +m

� =
T

senhu0

�
senh

�
u0

2

�
cosh

�u
2

�
� � i�2 cosh

�
u0

2

�
senh

�u
2

� �
(2.75)

e T �e o coe�ciente de transmiss~ao, que no caso mais geral �e uma soma
(a + i�3b), onde a e b s~ao n�umeros reais. �� �e obtido de � trocando i�2 por
�i�2. Da eq.(2.68) vemos que a corrente na regi~ao da barreira �e

J =  0 ~ =
jT j2
�2m

�
m2e� cosh(2�z) +E02(p2 �Ee�)

+�2p�3 � e�m� senh(2�z)(i�3) � s
�
0; (2.76)

e o campo de velocidades �e tal que

V � 3 = 3 � J=0 � J =
p�2

m2e� cos(2�z) +E0(p2 �Ee�)
: (2.77)

Parece bastante claro da eq.(2.77) que n~ao �e poss��vel de�nir um tempo
de tunelamento �unico, pois segundo a interpreta�c~ao de de Broglie-Bohm,
um dado el�etron pode seguir qualquer uma das linhas integrais do campo

6O caso espec���co do tunelamento de um pacote de ondas gaussiano �e investigado em
detalhes na se�c~ao 8.2.
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de velocidades. Um tempo de tunelamento m�edio foi sugerido por Leavens
(1998) (ver tamb�em Landauer & Martin (1994), Hauge & St�vneng (1989)),
mas n~ao nos estenderemos sobre este assunto aqui.

Uma grande simpli�ca�c~ao �e obtida se o spin est�a alinhado com a di-
re�c~ao do movimento do feixe de el�etrons. Nesse caso temos um problema
unidimensional e torna-se mais f�acil superpor solu�c~oes em t = 0 para cons-
truir, e.g., um pacote de ondas gaussiano, como aquele usado por Lasenby
e colaboradores (Lasenby, Gull & Doran 1996) para produzir simula�c~oes do
problema de tunelamento. Esses resultados s~ao discutidos na se�c~ao 8.1.

2.5 Teoremas de conserva�c~ao

2.5.1 Corrente conservada do campo de Dirac-Hestenes

Multiplicando a equa�c~ao de Dirac-Hestenes (eq.(2.62)) �a esquerda por ~ 
obtemos as identidades de C̀ (M)

@�( i3 ~ ) = @� i3 ~ +  i3@� ~ D
@� i3 ~ 

E
1
=

1

2

�
@� i3 ~ �  i3@� ~ 

� (2.78)

onde a segunda linha em (2.78) �e conseq�uência da identidade

h ��mpari1 =
1

2

�
 ��mpar +  ̂��mpar

�
; (2.79)

Ent~ao, ap�os alguma �algebra encontramos

1

2
@(is) + �

D
@� i3 ~ 

E
1
= eAJ +m ~ ; (2.80)

s =  3 ~ ; J =  0 ~ ; (2.81)

onde s �e o vetor de spin, J �e a densidade de corrente e i, o dual de s, �e o
trivetor de spin. Da eq.(2.80) obtemos tamb�em as identidades

@�( 0 ~ ) = @� 0 ~ +  0@� ~ ; (2.82)D
@�( 0 ~ )

E
3
=

1

2

�
@� 0 ~ �  0@� ~ 

�
(2.83)

de onde se segue que

@( 0 ~ ) + �
D
@�( 0 ~ )

E
3
= @ 0 ~ (2.84)
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Ap�os mais algumas manipula�c~oes, chegamos �a identidade

1

2
@J + �

D
@�( 0 ~ )

E
3
= �eAis�mcS; (2.85)

com

S =  i�3 ~ ; (2.86)

o bivetor de spin. A parte escalar da eq.(2.85) fornece a equa�c~ao de conser-
va�c~ao da corrente,

@ � J = 0 (2.87)

2.5.2 Tensor de energia-momento do campo de Dirac-Hestenes

Iterando a EDH e usando a identidade

@(aX) = (@a)X � a(@X) + 2a � @X
onde a �e um campo de 1-formas e X uma se�c~ao arbitr�aria de C̀ (M), temos

@2 = (e2A2 �m2) � e [(@A) + 2A � @ ] i�3 (2.88)

Lembrando que para qualquer se�c~ao ��mpar de C̀ (M) valeD
@2 i3 e E

1
=

1

2
(@2 i3 e �  i3 @

2 e ); (2.89)

obtemos D
@2 i3 e E

1
= eFxJ + e[(@ �A)J + (A � @)J ]; (2.90)

onde F = @ ^A �e o campo eletromagn�etico. A eq.(2.90) �e essencialmente o
teorema de energia-momento para o campo acoplado Maxwell-Dirac.

Para ver isto, mostraremos que �e poss��vel colocar ambos os lados desta
equa�c~ao em uma forma na qual o operador diferencial @n �@ age sobre um
campo de (1; 1)-extensores. Para o lado esquerdo da eq.(2.90) podemos
escrever
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D
@2 i3 e E

1
=

1

2
(@2 i3 e �  i3 @

2 e )
=

1

2
(@2 i3 e � @� i3@

� e + @� i3@� e �  i3@
2 e )

=
1

2
[@n � @(n � @ )i3 e � @� i3

� � @n(n � @ e )
+ � � @n(n � @ )i3@� e �  i3@n � @(n � @ e )]
= � � @n@� 1

2
[(n � @ )i3 e �  i3(n � @ e )]

= @n � @
D
(n � @ )i3 e E

1
;

(2.91)

onde foram usadas a identidade @n � @(n � @X) = @2X e @�X = � � @n(n �
@X), a regra de Leibniz e (2.89).

Para o lado direito da eq.(2.90) podemos escrever

(@ � A)J + (A � @)J =� � (@�A)J + � � A@�J
=� � @n[(@�n) �AJ + n � (@�A)J + n �A@�J ]
=� � @n@�(n � AJ)
=@n � @(n �AJ): (2.92)

de onde se segue que

@n � @
hD

(n � @ )i3 e E
1
� en �AJ

i
= eFxJ: (2.93)

o que mostra que existe um campo de (1; 1)-extensores

Ty(n) = }
D
(n � @ )i3 e E

1
� en � AJ; (2.94)

tal que

@n � @Ty(n) = eFxJ: (2.95)

Esta equa�c~ao �e nossa formula�c~ao do teorema de conserva�c~ao de energia-
momento. O campo tensorial adjunto de Ty(n), denotado por T(n), asso-
ciado a  (o campo A entra na formula�c~ao como um parâmetro!), �e o tensor
de energia-momento. Quando A = 0, ele �e chamado o tensor de energia
momento de Tetrode do campo de Dirac-Hestenes.

Encontramos imediatamente que tamb�em T� = T(�) satisfaz

@ � T� = e(FxJ) � �: (2.96)

29



Observemos que se F = 0, o tensor de energia-momento de Tetrode do
campo de Dirac-Hestenes �e conservado.

Em seguida, calculamos o tra�co e o bivetor do tensor de energia momen-
to, e provamos que

@n � @Ty(n) = @n � @T(n): (2.97)

C�alculo de tr(T)

tr(T) = tr(Ty) � Ty(�) � � = � �Ty(�): (2.98)

Tomando a parte hi0 da eq.(2.80), obtemos

}� �
D
@� i3 e E

1
= eA � J +mc

D
 ~ 

E
0
: (2.99)

Ent~ao

tr(T) = � �Ty(�)

= � � (}
D
@� i3 e E

1
� e� �AJ);

tr(T) = mc
D
 ~ 

E
0
: (2.100)

C�alculo de biv(T)

biv(T) = �biv(Ty) � �Ty(�) ^ � = � ^Ty(�): (2.101)

Tomando a parte hi2 da eq.(2.80) temos

}

2
@y (is) + � ^ }

D
@� i3 e E

1
= eA ^ J: (2.102)

Ent~ao

biv(T) = � ^Ty(�)

= � ^ (}
D
@� i3 e E

1
� e� � AJ);

biv(T) = �}

2
@y( is) =

}

2
i@ ^ s: (2.103)

Consideremos agora a identidade

Ty(n)�T(n) = nybiv(T): (2.104)
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Aplicando o operador diferencial @n �@ obtemos

@n � @Ty(n)� @n � @T(n) =@n � @[nybiv(T)]

=� � @n[@�nybiv(T) + n � @� biv(T)]

=@y biv(T) = @y (�1

2
@y( is)) = 0;

o que implica que

@n � @Ty(n) = @n � @T(n): (2.105)

2.5.3 Tensor de momento angular do campo de Dirac-Hestenes

Fazendo o produto exterior do teorema da energia-momento (eq.(2.95))
pelo vetor posi�c~ao x, de�nido na se�c~ao 2.4.4, e levando em considera�c~ao a
eq.(2.105) temos

[@n � @T(n)] ^ x = e(F � J) ^ x: (2.106)

Lembrando a identidade

@n � @[T(n) ^ x] = [@n � @T(n)] ^ x+ biv(T)

obtemos

@n � @[T(n) ^ x]� biv(T) = e(FxJ) ^ x: (2.107)

Mostraremos agora que o bivetor do tensor de energia-momento pode ser
escrito como o operador @n �@ aplicado a um campo de (1; 2)-extensores.

De fato, da eq.(2.95) temos

biv(T) =
1

2
i@ ^ s = �1

2
i@�(s ^ �)

= �1

2
� � @ni[(@�s) ^ n+ s ^ (@�n)]

= �� � @n@� 1
2
i(s ^ n) = �@n � @ 1

2
i(s ^ n)

= �@n � @S(n):

(2.108)

e provamos que

biv(T) = �@n � @ S(n): (2.109)

Introduzindo a eq.(2.109) na eq.(2.99), obtemos �nalmente
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@n � @[T(n) ^ x+ S(n)] = e(FxJ) ^ x: (2.110)

Esta equa�c~ao demonstra que existe um (1; 2)-extensor J(n) associado ao
campo de Dirac-Hestenes  , de�nido por

J(n) = T(n) ^ x+ S(n); (2.111)

e tal que

@n � @J(n) = e(FxJ) ^ x: (2.112)

Esta equa�c~ao diferencial �e o teorema de conserva�c~ao do momento angu-
lar; J(n) �e o tensor de momento angular total, T(n)^x �e o momento angu-
lar orbital e S(n) �e o tensor de spin do campo de Dirac-Hestenes. Quando
F = 0, J(n) �e conservado.
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Cap��tulo 3

Novas solu�c~oes da EOH e da

EKG

3.1 Solu�c~oes UPW com v 6= c da EOH

Seja M = hM;D; gi o espa�co-tempo de Minkowski (Sachs & Wu 1977,
Rodrigues & Rosa 1989). Seja � 2 sec C 
 V 0(T �xM) � C̀ C (M) (ou � :
M ! C ) e considere a EOH (com c = 1):

@2�

@t2
�r2� = 0 : (3.1)

Vamos agora apresentar algumas solu�c~oes subluminais e superluminais
desta equa�c~ao. Seja hx�i = ht; x; y; zi uma carta de Lorentz do atlas maximal
de M (Rodrigues & Rosa 1989). Introduzimos as vari�aveis

�< = [x2 + y2 + 2
<(z � v<t)

2]1=2; (3.2)

< =
1p

1� v2<
; !2

< � k2< = 
2
<; v< =

d!<
dk<

; (3.3)

�> = [�x2 � y2 + 2
>(z � v>t)

2]1=2; (3.4)

> =
1p

v2> � 1
; !2

> � k2> = �
2
>; v> =

d!>
dk>

: (3.5)

Com estas de�ni�c~oes pode-se veri�car facilmente que as fun�c~oes �lm
< e �lm

>

mostradas abaixo s~ao solu�c~oes respectivamente subuminais e superluminais
da EOH . Temos:

�lm
p (t; ~x) = Cl jl(
p�p)P

l
m(cos �) e

im' ei(!pt�kpz) ; (3.6)
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onde o ��ndice p = < ou >, os Cl s~ao constantes, jl s~ao as fun�c~oes de
Bessel esf�ericas, P l

m s~ao as fun�c~oes de Legendre e (r; �; ' s~ao as coorde-
nadas esf�ericas usuais. As solu�c~oes �lm

<

�
�lm
>

�
possuem velocidade de fase

(!<=k<) < 1 [(!>=k>) > 1], e a fun�c~ao de modula�c~ao jl(
<�<) [jl(
>�>)]
move-se com velocidade de grupo v< [v>], onde 0 � v< < 1 e 1 < v> <
1. Ambas as solu�c~oes �lm

< e �lm
> s~ao ondas progressivas n~ao distorcidas

(UPW ). A express~ao UPW foi introduzida por Courant e Hilbert (Courant
& Hilbert 1966) para solu�c~oes da EOH que se moviam com velocidade v = 1;
esses autores n~ao suspeitavam da existência de UPW s que se movessem com
v 6= 1. Se denotarmos �00

< e �00
> respectivamente por �< e �>, teremos:

�p(t; ~x) = C
sen(
p�p)

�p
ei(!pt�kpz); p =< ou > : (3.7)

Quando v< = 0 temos �< ! �0, dada por

�0(t; ~x) = C
sen
<r

r
ei
<t ; r = (x2 + y2 + z2)1=2 : (3.8)

Esta solu�c~ao foi encontrada originalmente por H. Bateman (1915). A solu�c~ao
�> foi apresentada pela primeira vez por Barut e Chandola (1993). Observe-
se que escrevendo

sen
<r =
ei
<r � e�i
<r

2i
(3.9)

vemos que �0 pode ser escrita como uma superposi�c~ao de duas ondas esf�ericas,

�0(t; ~x) = A

"
ei
<(t+r)

r
� ei
<(t�r)

r

#
: (3.10)

A primeira �e uma onda que se propaga na dire�c~ao da origem, enquanto que
a segunda se propaga para fora. Ambas s~ao solu�c~oes bem conhecidas da
equa�c~ao de onda (Feynman, Leighton & Sands 1964, p. 20-12).

Em suas Autobiographical Notes, Einstein (1949) observa, a respeito do
racioc��nio que o levou �a teoria da Relatividade Especial:

After ten years of reection such a principle resulted from a
paradox upon which I had already hit at the age of sixteen: If
I pursue a beam of light with the velocity c (velocity of light in
a vacuum), I should observe such a beam of light as a spatially
oscillatory electromagnetic �eld at rest. However, there seems to
be no such thing, whether on the basis of experience or according
to Maxwell's equations. (Einstein 1949, p. 53)
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O resultado que acabamos de mostrar �e um contra-exemplo a esta a�rmativa.
Se nossa interpreta�c~ao das velocidade de fase e de grupo est�a correta,

ent~ao deve existir um referencial de Lorentz no qual �< est�a em repouso
(i.e., onde sua velocidade de grupo seja zero), e n~ao haver�a nenhum outro
sistema de refência inercial I 0 no qual �> esteja em repouso. Com efeito, �e
f�acil veri�car que na carta coordenada hx0�i que �e um sistema de coordena-
das naturalmente adaptado ao referencial inercial I 0 (nacs/I 0) (Rodrigues &
Rosa 1989), onde

I 0 = (1� v2<)
�1=2 @

@t
+

v<p
1� v2<

@

@z

se move com velocidade v< na dire�c~ao z com rela�c~ao ao referencial inercial
I = @=@t, a solu�c~ao �< dada pela equa�c~ao (3.7) transforma-se em �0(t

0; ~x0)
dada em (3.8), com t 7! t0 e ~x 7! ~x0. Da mesma forma, veri�ca-se que n~ao
existe nenhum sistema de Lorentz (com parâmetro de velocidada 0 � v < 1)
no qual �> esteja em repouso.

Como obter, e.g., as solu�c~oes n~ao separ�aveis �< e �> mostradas? A ma-
neira mais simples de fazê-lo baseia-se no m�etodo de Donnelly e Ziolkowsky
(1992, 1993), usado extensivamente em Rodrigues & Maiorino (1996) e Ro-
drigues & Lu (1997).

Consideremos novamente a EOH (eq.(3.1)) para � em um meio ho-
mogêneo. Seja ~�(!;~k) a transformada de Fourier de �(t; ~x):

~�(!;~k) =

Z
R3

d3x

+1Z
�1

dt�(t; ~x) e�i(
~k�~x�!t) (3.11)

�(t; ~x) =
1

(2�)4

Z
R3

d3k

+1Z
�1

d! ~�(!;~k) ei(
~k�~x�!t) (3.12)

Inserindo a eq.(3.11) na EOH , obtemos

(!2 � ~k2)~�(!;~k) = 0: (3.13)

Vamos procurar por solu�c~oes da EOH e da eq.(3.13) no sentido da teoria de
distribui�c~oes. Para isso, reescrevemos (3.13) como

(!2 � k2z � 
2)~�(!;~k) = 0 : (3.14)

Desta express~ao �ca claro que qualquer ~�(!;~k) da forma
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~�(!;~k) = �(
; �)�[! � (� +
2=4�)]�[kz � (� � 
2=4�)] ; (3.15)

onde �(
; �) �e uma fun�c~ao peso arbitr�aria, �e solu�c~ao de (3.14), visto que as
fun�c~oes � implicam que

!2 � k2z = 
2 : (3.16)

As fun�c~oes delta fazem com que qualquer fun�c~ao das vari�aveis trans-
formadas !, kz e 
 assumam valores em uma curva sobre a superf��cie
!2 � k2z �
2 = 0. Especi�camente, o suporte da fun�c~ao � �e a curva

! = � +
2=4� ; kz = � � 
2=4� : (3.17)

A proje�c~ao desta curva sobre o plano (!; kz) �e uma reta de inclina�c~ao �1
terminando no ponto (�; �). Quando � = 0 devemos ter 
 = 0; neste caso
a linha �e a reta ! = kz e �(t; ~x) �e simplesmente uma superposi�c~ao de ondas
planas, cada uma das quais tem freq�uência ! e viaja com velocidade c = 1
na dire�c~ao z.

A �m de obtermos a solu�c~ao �< (eq.(3.7)), consideremos duas linhas
arbitr�arias com a mesma inclina�c~ao rec��proca, que denotaremos por v > 1,
ambas colocadas entre as linhas ! = �kz no semiplano ! > 0, cada uma
das quais corta o eixo ! em pontos diferentes de coordenadas �1 e �2. Estas
linhas s~ao proje�c~oes de membros de uma fam��lia de linhas-solu�c~oes da EOH ,
e cada uma delas pode ser representada como uma por�c~ao dos segmentos de
reta (entre as retas ! = �kz)

kz = v(! � �1) e kz = v(! � �2) : (3.18)

Sobre uma linha-solu�c~ao da EOH , 
 assume valores que v~ao de zero at�e
um m�aximo que depende de v e � e novamente de volta a zero. O valor
m�aximo de 
 sobre qualquer linha-solu�c~ao da EOH , dado por �v=

p
v2 � 1,

acontece para os valores de ! e kz nos quais as linhas de proje�c~ao corres-
pondentes interceptam a reta ! = vkz . N~ao �e dif��cil comprovar que existem
dois pontos em qualquer linha-solu�c~ao da EOH com o mesmo valor de 
 no
intervalo

0 < 
 < v�=
p
v2 � 1 = 
0 : (3.19)

Segue-se que neste caso a linha-solu�c~ao da EOH se quebra em dois seg-
mentos, como no caso das linhas de proje�c~ao. Torna-se ent~ao poss��vel asso-
ciar fun�c~oes peso diferentes para cada segmento. Vamos ent~ao escrever
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~�(
; !; kz) = �1(
; v; �)�

"
kz � v[� +

p
�2v2 � 
2(v2 � 1)]

(v2 � 1)

#
�

� �

"
! � [�v2 +

p
v2�2 � 
2(v2 � 1)]

(v2 � 1)

#
+

+ �2(
; v; �)�

(
kz � v[� �

p
�2v2 � 
2(v2 � 1)]

(v2 � 1)

)
�

� �

(
! � [�v2 �

p
v2�2 � 
2(v2 � 1)]

(v2 � 1)

)
: (3.20)

Escolhendo

�1(
; v; �) = �2(
; v; �) = (2�)3=2
q


2
0 �
2

obtemos, escrevendo � = (x2 + y2)1=2,

�v;�(t; �; z) = 
0 exp

�
i�v(z � vt)p

v2 � 1

� 1Z
0

d��J0(
0��) cos

(

0vp
v2 � 1

(z � t=v)p
1� �2

)

= exp

�
i�

v(z � vt)p
v2 � 1

� senn
0

q
v2

(v2�1)
(z � t=v)2 + �2

o
n

0

q
v2

(v2�1) (z � t=v)2 + �2
o : (3.21)

Vamos chamar v< = 1=v < 1; considerando o valor de 
0 dado pela
eq.(3.19), podemos escrever (3.21) como

�v<(t; �; z) =
sen(
0�<)

�<
ei
0(z�vt) ;

�< =

�
x2 + y2 +

1

1� v2<
(z � v<t)

2

�1=2
; (3.22)

onde reconhecemos imediatamente a solu�c~ao �< dada na eq.(3.7).

3.2 Solu�c~oes UPW com v > c da EKG

Vamos mostrar agora como obter uma solu�c~ao superluminal da equa�c~ao

de Klein-Gordon

@2

@t2
�KG �r2�KG +m2�KG = 0 ; (3.23)
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a qual pode ser usada para obter �>, dada pela eq.(3.7), no limite m = 0.
Escrevendo ~�KG para a transformada de Fourier de �KG, podemos es-

crever, em analogia �a eq.(3.15),

~�KG
v;� (!;
; kz) = �(
; v; �)�

24! �
�
��v2 +

p
(
2 +m2)(1� v2) + v2�2

�
1� v2

35�
��

24kz � v
�
�� +

p
(
2 +m2)(1 � v2) + v2�2

�
1� v2

35 : (3.24)

Em seguida, escolhemos

�(
; v; �) =
(2�)3 exp(�z0

p

2
0 +
2)p


2
0 +
2

; (3.25)

onde z0 > 0 �e um parâmetro arbitr�ario, e onde


2
0 =

�2v2

1� v2
+m2 : (3.26)

Introduzindo v> = 1=v > 1 e > = 1=
p
v2> � 1, obtemos

�KG>

v;� (t; ~x) = e
i(
20�m

2)(z�vt)

�v
expf�
0

p
[z0 � i>(z � v>t)]2 + x2 + y2gp

[z0 � i>(z � v>t)]2 + x2 + y2
;

(3.27)

que �e uma solu�c~ao superluminal UPW da EKG movendo-se com velocidade
v> na dire�c~ao z (Rodrigues & Lu 1997, Rodrigues & Maiorino 1996). A
partir da express~ao (3.27) �e f�acil reproduzir a solu�c~ao superluminal �> da
EOH no limite m! 0.

3.3 Solu�c~oes UPW com v = c da EKG

Dissemos anteriormente que a EKG possui solu�c~oes luminais. Para exi-
bir uma solu�c~ao deste tipo, tomemos

~�KG = �(
; �) �[kz � (
2 + (m2 � �2)=2�)] �[! � (
2 + (m2 + �2)=2�)] :
(3.28)

Escolhendo
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�(
; �) =
(2�)2

�
exp(�z0
2=2�); z0 > 0; (3.29)

obtemos

�KG
� (t; ~x) = eiz(m

2��2)=2� e�it(m
2+�)=2� e��

2�=2[z0�i(z�t)]

[z0 � i(z � t)]
; (3.30)

que �e claramente uma solu�c~ao que se move com velocidade c = 1 na dire�c~ao
z.

3.4 As solu�c~oes de onda X da EOH

Partindo da eq.(3.14), de�nimos

~�(!; �k) = �(�k; �)�(kz � �k cos �)�(! � �k): (3.31)

Isto implica que

kz = �k cos �; cos � = kz=!; ! > 0; �1 < cos � < 1 : (3.32)

Al�em disso, escolhemos


 = �k sen �; �k > 0 : (3.33)

Lembrando que ~
 = (kx; ky) e ~� = (x; y), podemos escrever ~
:~� =

� cos �. Substituindo a eq.(3.31) na eq.(3.12) encontramos

�(t; ~x) =
1

(2�)4

1Z
0

d�k �k sen2 �

24 2�Z
0

d��(�k; �) ei
�k� sen � cos �

35 ei(
�k cos �z��kt) :

(3.34)

Escolhendo

�(�k; �) = (2�)3
z0 e

��kz0 sen �

�k sen �
; (3.35)

onde z0 > 0 �e uma constante, obtemos
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�(t; ~x) = z0 sen �

1Z
0

d�k e�
�kz0 sen �

24 1

2�

2�Z
0

d� ei
�k� sen � cos �

35 ei
�k(cos � z�t) :

(3.36)

Chamando z0 sen � = a0 > 0, a eq.(3.36) se torna

�>
XBB0

(t; ~x) = a0

1Z
0

d�k e�
�ka0 J0(�k� sen �) e

i�k(cos � z�t) : (3.37)

Ent~ao

�>
XBB0

(t; ~x) =
a0p

(� sen �)2 + [a0 � i(z cos � � t)]2
; (3.38)

que foi chamada por Lu e Greenleaf (Lu & Greenleaf 1992b) de onda X0 de
banda larga. O per�l de �>

XBB0
�e mostrado na �gura 3.1.

Uma outra solu�c~ao superluminal da EOH , bastante semelhante �a onda
X, pode ser obtida com o m�etodo mencionado acima escolhendo-se �(�k; �)
na equa�c~ao (3.34) como

�(�k; �) = (2�)3 cotg � exp(�z0jcos �j); z0 2 R+ ; (3.39)

o que nos d�a

�>(t; ~x) =
[z0 � i sgn(cos �)(z � t= cos �)]

[�2 tg2 � + [z0 � i sgn(cos �)(z � t= cos �)]2]3=2
: (3.40)

�E claro desta express~oes que �>
XBBn

e �> s~ao UPW s que se propagam
com velocidade c1 = 1= cos � > 1 na dire�c~ao z. Nossa a�rma�c~ao se justi�ca
porque, como no caso da solu�c~ao �> (eq.(3.7)) n~ao existe um referencial
de Lorentz no qual �>

XBBn
e �> est~ao em repouso. Al�em disso, devemos

observar que c1 �e a verdadeira velocidade da onda, pois os conceitos normais
de velocidade de fase e de grupo n~ao se aplicam nesta situa�c~ao.

Existem tamb�em solu�c~oes de onda X superluminais de banda limitada
da EOH . As solu�c~oes mais gerais deste tipo s~ao dadas por

�XBLn(t; ~x) = ein�
1Z
0

d�k B(�k)Jn(�k� sen �) e
�i�k[a0�i(z cos ��t)] ; (3.41)

com n = 0; 1, 2, : : : B(�k) 6= a0 (uma constante real) �e uma fun�c~ao complexa
bem comportada arbitr�aria, que representa a fun�c~ao de transferência de um
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radiador real, e Jn �e a fun�c~ao de Bessel de ordem n. Quando B(�k) n~ao for
especi�cado, denotaremos a onda X correspondente por �Xn .
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Figura 3.1: Solu�c~ao de onda X exata da equa�c~ao de onda homogênea. A
solu�c~ao tem simetria cil��ndrica em redor da dire�c~ao de propaga�c~ao, o eixo z,
que aponta para a direita na �gura. A coordenada y representa o valor da
parte real da fun�c~ao nos pontos do plano y = 0. Note-se a grande localiza�c~ao
da onda em redor de seu m�aximo, na origem, variando de 1 em z = 0 at�e
quase 0 em z = �0:001. A fun�c~ao decai muito mais vagarosamente na
dire�c~ao perpendicular (x).
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Cap��tulo 4

Novas solu�c~oes UPW das

equa�c~oes de Maxwell

Neste cap��tulo estudaremos:

(i) Solu�c~oes subluminais UPW das equa�c~oes de Maxwell (EM ) e uma
rela�c~ao insuspeitada entre tais solu�c~oes e a poss��vel existência de par-
t��culas puramente eletromagn�eticas (PEPs) imaginadas por Einstein,
Poincar�e e Ehrenfest (Einstein 1952, Poincar�e 1906, Ehrenfest 1907)
e discutidas recentemente por Waite (1995) e colaboradores (Waite,
Barut & Zeni 1997) e tamb�em por Rodrigues e Vaz (1997).

(ii) As ondas X superluminais eletromagn�eticas (SEXW s) (Rodrigues &
Lu 1997, Rodrigues & Maiorino 1996).

(iii) A teoria de como produzir e lan�car no espa�co aproxima�c~oes de abertura
�nita (FAA) de tais ondas.

4.1 Solu�c~oes subluminais das EM e PEPs

Nesta se�c~ao estudaremos a existência de solu�c~oes UPW subluminais das
EM que se parecem com part��culas puramente eletromagn�eticas (PEPs).

Tomemos � 2 sec(
V0(M) � V4(M)) � sec C̀ (M) e consideremos o se-

guinte potencial de Hertz � 2 sec
V2(M) � sec C̀ (M):

� = �12: (4.1)

Escrevamos agora
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�(t; ~x) = �(~x)e5
t: (4.2)

Visto que � satisfaz a equa�c~ao de onda, temos

r2�(~x) + 
2�(~x) = 0 : (4.3)

As solu�c~oes da eq.(4.3) (a equa�c~ao de Helmholtz) s~ao bem conhecidas.
Aqui, consideraremos a solu�c~ao mais simples em coordenadas esf�ericas,

�(~x) = C
sen
r

r
; r =

p
x2 + y2 + z2; (4.4)

onde C �e uma constante real arbitr�aria. A partir deste resultado, obtemos o
seguinte campo eletromagn�etico, que est�a em repouso no referencial I para
o qual hx�i s~ao coordenadas naturalmente adaptadas:

F0 =
C

r3
�
sen
t(�
r sen � sen'� � cos � sen � cos')01

� sen
t(�
r sen � cos'+ � sen � cos � sen')02

+ sen
t(� sen2 � � 2�)03 + cos
t(� sen2 � � 2�)12

+ cos
t(� sen � cos � sen'+ �
r sen � cos')13

+ cos
t(�� sen � cos � cos'+ �
r sen � sen')23
�

(4.5)

com � = 
r cos
r � sen
r e � = 3� + 
2r2 sen
r. Observe-se que F0 �e
regular na origem e se anula no in�nito. Vamos agora reescrever esta solu�c~ao
usando a �algebra de Pauli em C̀ +(M). Tomando i � 5, escrevemos

F0 = ~E0 + i ~B0: (4.6)

obtemos assim

~E0 = ~W sen
t ; ~B0 = ~W cos 
t ; (4.7)

com

~W = �C
�
�
y

r3
� �xz

r5
;��
x

r3
� �yz

r5
;
�(x2 + y2)

r5
� 2�

r3

�
: (4.8)

�E poss��vel mostrar que div ~W = 0, div ~E0 = div ~B0 = 0, rot ~E0 +
@ ~B0=@t = 0, ~B0 � @ ~E0=@t = 0, e

rot ~W = 
 ~W: (4.9)
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Conforme mostrado na se�c~ao 2.2, T0 =
1
2
~F0F �e a 1-forma que representa

a densidade de energia e o vetor de Poynting (Hestenes 1966, Maia, Recami,
Rosa & Rodrigues 1990). Segue-se disto que ~E0 � ~B0 = 0. A solu�c~ao tem
momento angular nulo. A densidade de energia u = T 00 �e dada por

u =
1

r6
[sen2 �(
2r2�2 + cos2 ��2) + (� sen2 � � 2�)2] (4.10)

Ent~ao
RRR

R3
u dv = 1. Em (Rodrigues & Lu 1997) discute-se como

gerar solu�c~oes de energia �nita. Estas podem ser constru��das considerando-
se \pacotes de onda" com uma distribui�c~ao de freq�uências intr��nsecas F (
)
satisfazendo condi�c~oes apropriadas. Pode-se mostrar que tais \pacotes de
onda" n~ao s~ao UPW s, pois v~ao distorcer-se depois de algum tempo. En-
tretanto, tais pacotes ainda se mover~ao com velocidades subluminais. Em
particular, foi poss��vel projetar e lan�car (Rodrigues & Lu 1997) um pulso de
Bessel ac�ustico dentro da �agua. Nesse experimento, observou-se o pico do
pulso viajar com velocidade 0.611(3)% menor que uma onda de som comum,
de velocidade cs.

Vamos agora dirigir nossa aten�c~ao para a eq.(4.9). Esta �e uma equa�c~ao
muito importante, chamada equa�c~ao livre de for�cas (force free equation), que
aparece, por exemplo, na hidrodinâmica e em v�arias situa�c~oes na f��sica de
plasma. No âmbito deste trabalho, esta equa�c~ao nos leva a fazer as seguintes
considera�c~oes:

Einstein, entre outros (veja-se (Waite 1995) para uma revis~ao), estudou
a possibilidade de se \constru��rem" part��culas puramente eletromagn�eticas
(PEPs). Para isso, partiu das equa�c~oes de Maxwell para uma con�gura�c~ao
de PEP descrita por um campo eletromagn�etico Fp e uma densidade de
corrente Jp = �p0 + jipi, onde

@ Fp = Jp (4.11)

e prontamente concluiu que a condi�c~ao para a exist~encia de PEPs �e

JpyFp = 0: (4.12)

Esta condi�c~ao implica, em nota�c~ao vetorial,

�p ~Ep = 0; ~jp � ~Ep = 0; ~jp � ~Bp = 0: (4.13)

A partir da eq.(4.13) Einstein concluiu que a �unica solu�c~ao poss��vel de
(4.11) com a condi�c~ao extra (4.12) �e Jp = 0. Entretanto, tal conclus~ao �e
correta somente se J2

p > 0, i.e., se Jp for uma densidade de corrente tipo
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tempo. Mas se supusermos que Jp pode ser tipo espa�co, i.e. que J2
p < 0,

ent~ao existir�a um referencial no qual �p = 0 e uma solu�c~ao poss��vel da
eq.(4.12) �e

�p = 0 ; ~Ep: ~Bp = 0 ; ~jp = kC ~Bp; (4.14)

onde k = �1 �e chamada a quiralidade da solu�c~ao e C �e uma constante real.
Em (Waite 1995, Waite et al. 1997) s~ao mostradas solu�c~oes est�aticas das
equa�c~oes (4.11) e (4.12) nas quais ~Ep = 0. Nesse caso veri�ca-se que ~Bp
satisfaz

r� ~Bp = kC ~Bp: (4.15)

Agora, se escolhermos F 2 sec
V2(M) � sec C̀ (M) tal que

F0 = ~E0 + i ~B0 ;
~E0 = ~Bp sen
t ; ~B0 = ~Bp cos 
t ;

(4.16)

percebemos imediatamente que (para 
 = kC > 0)

@F0 = 0 : (4.17)

Este resultado �e surpreendente, pois signi�ca que as EM livres possuem so-
lu�c~oes estacion�arias capazes de modelar PEPs. Em tais solu�c~oes a estrutura
do campo F0 �e tal que podemos escrever, por exemplo, quando ~Bp = ~W
(eq.(4.16))

F0 = F
0

p + �F = ~W sen
t+ i ~W cos 
t ;

@ F
0

p = �@ �F = J
0

p ;
(4.18)

i.e., @ F0 = 0 �e equivalente a um campo mais uma corrente. Este fato
eventualmente abre v�arias possibilidades interessantes para a modelagem de
PEPs.

Observamos aqui que solu�c~oes subluminais das EM podem ser facilmente
obtidas tomando-se como potencial de Hertz, por exemplo,

�<(t; ~x) = C
sen
�<
�<

(4.19)

!2
< � k2< = 
2

<

�< = [x2 + y2 + 2<(z � vt)2] (4.20)

< =
1p

1� v2<
; v< = d!<=dk<
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Vamos terminar esta se�c~ao com as seguintes observa�c~oes:

(i) Em geral, para solu�c~oes subluminais das EM o vetor de propaga�c~ao
satisfaz uma equa�c~ao com a eq.(4.19).

(ii) �E poss��vel veri�car que para uma SSME os invariantes de campo s~ao
em geral n~ao nulos.

(iii) A solu�c~ao subluminal das equa�c~oes de Maxwell n~ao �e uma onda trans-
versal. Isto pode ser veri�cado explicitamente a partir das equa�c~oes
(4.7) e (4.8), com uma transforma�c~ao de Lorentz de parâmetro v<.

As condi�c~oes (i), (ii) e (iii) contrastam com o caso das solu�c~oes de onda
plana das EM . Na se�c~ao 6.2 mostramos que para campos eletromagn�eticos
livres (@ F = 0) tais que F 2 6= 0, existe uma equa�c~ao de Dirac-Hestenes para
 2 sec(

V0(M) +
V2(M) +

V4(M)) � sec C̀ (M), onde F =  12 ~ , que �e
equivalente �as EM livres (Vaz & Rodrigues 1993, Vaz & Rodrigues 1997).

4.2 A onda X eletromagn�etica superluminal

Nesta se�c~ao estudaremos as ondas X eletromagn�eticas superluminais
(SEXW s). A �m de simpli�car o tratamento, suporemos que as fun�c~oes
�Xn e �XBBn abaixo, as quais, como sabemos, s~ao solu�c~oes superluminais
da equa�c~ao de onda escalar (Lu & Greenleaf 1992b, Rodrigues & Lu 1997),
s~ao se�c~oes de 0-formas do �brado de Cli�ord complexi�cado C̀ C (M) =
C 
 C̀ (M). Temos

�Xn(t; ~x) = ein�
1Z
0

B(�k)Jn(�k� sen �) e
��k[a0�i(z cos ��t)] d�k (4.21)

onde n = 0, 1, 2, : : : e � �e uma constante, chamada de ângulo axicon.
Escolhendo B(�k) = a0, temos uma generaliza�c~ao da eq.(3.38),

�XBBn(t; ~x) =
a0(� sen �)

n ein�p
M(� +

p
M)n

(4.22)

M = (� sen �)2 + �2; � = [a0 � i(z cos � � t)]: (4.23)

Al�em disso, supomos ainda que o potencial de Hertz �, o potencial vetor
A e o campo eletromagn�etico correspondente F s~ao se�c~oes apropriadas de
C̀ C (M). Tomamos
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� = �12 2 sec C 

^2

(M) � sec C̀ C(M); (4.24)

onde � pode ser �Xn ou �XBBn . Vamos come�car apresentando a forma
expl��cita de FXBBn , i.e. a SEXW . Neste caso, escrevendo � = ~�e + i~�m, a
eq.(4.24) fornece � = i~�m e

~�m = �XBBnz ; (4.25)

onde z �e o versor do eixo z. Da mesma forma, sejam � e � os versores nas
dire�c~oes � e �, respectivamente, onde (�; �; z) s~ao as coordenadas cil��ndricas
usuais. Escrevendo

FXBBn = ~EXBBn + 5 ~BXBBn (4.26)

encontramos

~EXBBn = ��
�

@2

@t@�
�XBBn + �

@2

@t@�
�XBBn (4.27)

~BXBBn = �
@2

@�@z
�XBBn + �

1

�

@2

@�@z
�XBBn + z

�
@2

@z2
�XBBn �

@2

@t2
�XBBn

�
(4.28)

As express~oes expl��citas para as componentes em coordenadas cil��ndricas
s~ao:

( ~EXBBn)� = �1

�
n
M3p
M

�XBBn (4.29a)

( ~EXBBn)� =
1

�
i

M6p
MM2

�XBBn (4.29b)

( ~BXBBn)� = cos �( ~EXBBn )� (4.29c)

( ~BXBBn)� = � cos �( ~EXBBn)� (4.29d)

( ~BXBBn)z = � sen2 �
M7p
M

�XBBn : (4.29e)

As fun�c~oes Mi, (i = 2; : : : ; 7) nestas equa�c~oes s~ao dadas por:

M2 = � +
p
M (4.30a)

M3 = n+
1p
M

� (4.30b)
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M4 = 2n+
3p
M

� (4.30c)

M5 = � + n
p
M (4.30d)

M6 = (�2 sen2 �
M4

M
� nM3)M2 + n�2 sen2 �

M5

M
(4.30e)

M7 = (n2 � 1)
1p
M

+ 3n
1

M
� + 3

1p
M3

�2 (4.30f)

Vemos imediatamente das equa�c~oes (4.29) e (4.30) que as ondas FXBBn
s~ao de fato solu�c~oes superluminais tipo UPW das EM , propagando-se com
velocidade 1= cos � na dire�c~ao z. �E trivial veri�car que estas ondas n~ao se
distorcem; que elas se propagam com velocidade c1 = 1= cos � �e conseq�uência
de que FXBBn �e uma fun�c~ao somente de (z � c1t), e quaisquer derivadas
de �XBBn conservar~ao a mesma estrutura de dependência. Mais detalhes
podem ser encontrados em (Rodrigues & Lu 1997, Rodrigues & Maiorino
1996). Na pr�oxima se�c~ao mostramos como lan�car aproxima�c~oes de abertura
�nita de uma onda X eletromagn�etica superluminal (FAASEXW ).

4.3 Como lan�car uma FAASEXW

A forma�c~ao de feixes de luz tem uma hist�oria bastante antiga, iniciada
em 1678 com o tratamento intuitivo de Huygens, que postulou a forma�c~ao
de feixes usando wavelets. Uma descri�c~ao quantitativa das id�eias de Huy-
gens foi feita por Fresnel, em 1818. Levou bastante tempo para que se
desenvolvessem f�ormulas melhores, e uma das mais importantes �e a chama-
da f�ormula de difra�c~ao de Rayleigh-Sommerfeld. Uma descri�c~ao detalhada
dos conceitos b�asicos sobre as t�ecnicas de forma�c~ao de feixes pode ser en-
contrada em (Goodman 1968, Kino 1987, Lu, Zou & Greenleaf 1994). Visto
que o conhecimento dos resultados te�oricos principais �e essencial para se
compreender como �e poss��vel produzir ondas eletromagn�eticas superlumi-
nais, apresentamos em seguida, de maneira breve, as formula�c~oes (a) de
Huygens-Kirchho� e (b) de Rayleigh-Sommerfeld da difra�c~ao por uma tela
plana.

Usando (b), mostraremos o resultado de uma simula�c~ao em computador
(�g. 4.1) para o nascimento programado de uma aproxima�c~ao de abertura
�nita do potencial de Hertz H (usado para gerar uma SEXW ) com o m�aximo
de intensidade do campo formando-se em um dado ponto z0 sobre o eixo z.
Mostramos ainda simula�c~oes (�g. 4.2) para a propaga�c~ao de aproxima�c~oes
de abertura �nita de uma SEXW de banda larga e outra de banda limitada,
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que mostra tais ondas propagando-se por at�e 100 km sem sofrerem distor�c~ao
apreci�avel, com seus picos viajando com velocidade superluminal.

4.3.1 A teoria da difra�c~ao de Huygens-Kirchho�

Uma simula�c~ao da propaga�c~ao da onda superluminal �>(t; ~x) dada pela
eq.(3.40) foi feita por Donnelly, Power & Templeman (1994) usando uma
aproxima�c~ao de abertura �nita para a formula�c~ao de Huygens-Kirchho� da
difra�c~ao por uma tela plana. Esta aproxima�c~ao parte da solu�c~ao geral (Morse
& Feshback 1953, p. 1433) da equa�c~ao de onda n~ao homogênea @2� = 4��,
dada por

�(t; ~x) =

t+Z
0

dt0
ZZZ
V

dv0GR(t� t0; ~x� ~x0)�(t0; ~x0)

+
1

4�

ZZZ
V

dv0

�
GR(t

0; ~x0)
@

@t0
�(t0; ~x0) ��(t0; ~x0)

@

@t0
GR(t

0; ~x0)

�
t0=0

+
1

4�

t+Z
0

dt0
ZZ
S

d~S0 � �GR grad
0 �� �grad0 GR

�
: (4.31)

Na eq.(4.31) GR(t � t0; ~x � ~x0) = �(t � t0 � R)=R �e a fun�c~ao de Green
retardada e R = j~x � ~x0j. A express~ao t+ signi�ca que a integral sobre t0

deve terminar em t0 = t + ", a �m de evitar que o limite de integra�c~ao
caia sobre o pico da fun�c~ao delta. O primeiro termo �e o termo da fonte, o
segundo traz a solu�c~ao do famoso problema de Cauchy e o terceiro �e o mais
importante ao se constru��rem dispositivos para a produ�c~ao e o lan�camento
de ondas no espa�co f��sico. Com efeito, a �m de lan�car a solu�c~ao superluminal
�>(t; ~x) dada pela eq.(3.40), tomamos � = 0 e tamb�em fazemos �>(0; ~x)
e [(@=@t)�>(t; ~x)]jt=0 nulos em todo o dom��nio espacial V , e diferentes de
zero sobre a superf��cie S = @V , tomada como o plano z = 0 e fechada
por uma semi-esfera no in�nito, onde �> tende a 0. Na aproxima�c~ao de
Huygens-Kirchho� imaginamos uma abertura de raio a no plano z = 0, e
consideramos que �>(t; ~x) = 0 e que (@=@t)�>(t; ~x) = 0 fora da abertura,
levando em considera�c~ao distâncias deste plano tais que z � R. Chamamos
�>FAA(t; ~x) o campo aproximado de �>(t; ~x). Temos
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�>FAA(t; ~x) =
1

4�

ZZ
S

dS0 1

R
[grad0 �>(t0; ~x0)� z

R

@

@t0
�>(t0; ~x0)

+
z

R2
�>(t0; ~x0)

���
t0=t�R

: (4.32)

A eq.(4.32) pode agora ser usada para reconstruir �>(t; ~x), a qual �e
focalizada pr�oximo ao eixo z usando-se um n�umero �nito de fontes pontuais
cuja resposta �e modulada por �(t � R)=4�. Se N �e o n�umero de fontes em
um arranjo uniforme na abertura e se A(n) �e um peso de �area constante
para cada elemento que substituir�a dS0 na eq.(4.32), temos (com t0 = t�R)

�>FAA(t; ~x) '
NX
n=1

A(n)

4�R

�
grad0�>(t0; ~x0) +

z

R2
�>(t0; ~x0)� z

R

@

@t0
�>(t0; ~x0)

�
(4.33)

Fixando o ponto ~x, a eq.(4.33) pode ser usada para determinar o sinal
que deve ser emitido por cada uma das fontes na abertura em z = 0 com
o intervalo de tempo apropriado. �E muito importante observar que o pulso
\superluminal" �>FAA(t; ~x) �e um tipo de padr~ao de interferência gerado por
pulsos que emanam das fontes na abertura, no plano z = 0, e viajam com
velocidade c = 1. Assim, mesmo se o pico do pulso se move com velocidade
superluminal, pelo menos teoricamente o pulso deve possuir uma frente de
onda, a qual deve deve deslocar-se, segundo resultados matem�aticos bem
conhecidos(Courant & Hilbert 1966, Taylor 1981), com velocidade c = 1.
As simula�c~oes realizadas em (Donnelly et al. 1994) mostram que a natureza
superluminal do padr~ao de interferência1 �e mantida com coerência somente
na chamada regi~ao de campo pr�oximo do arranjo de fontes.2 Esta pode
ser uma distância bastante grande, dependendo do arranjo experimental.
A este respeito, vejam-se tamb�em as simula�c~oes num�ericas do nascimento
de uma FAA para uma SEXW de banda larga (�g. 4.1) e as simula�c~oes
da propaga�c~ao (por distâncias de at�e 100 km) de aproxima�c~oes de abertura
�nita para SEXW s de banda larga e de banda limitada (�g. 4.2), as quais
foram obtidas com a aproxima�c~ao de Rayleigh-Sommerfeld.

1Com o signi�cado preciso de que o pico viaja com velocidade superluminal.
2A distância de campo pr�oximo �e de�nida como z � �w0a=�, onde w0 �e a largura

e � �e o comprimento de onda t��pico do pulso localizado (veja-se (Ziolkowski, Besieris &
Shaarawi 1993) para detalhes).
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4.3.2 A teoria da difra�c~ao de Rayleigh-Sommerfeld

A f�ormula de difra�c~ao de Rayleigh-Sommerfeld (Goodman 1968), que
�e v�alida tamb�em para ondas superluminais, como provado em (Rodrigues
& Lu 1997), pode ser usada para projetar o lan�camento, com um radiador
plano de raio a sobre o plano z = 0, de aproxima�c~oes de abertura �nita
para qualquer solu�c~ao exata da EOH . Temos, por exemplo, para a FAA de
�XBB0(t; ~x) � �0(t; ~x), doravante denotada �FAA

0 (t; ~x), que

�̂FAA
0

(�k; ~x) =
1

i�

aZ
0

�Z
��

�0 d�0 d�0�̂0(
�k; ~x0)

ei
�kR

R2
z

+
1

2�

aZ
0

�Z
��

�0 d�0 d�0�̂0(
�k; ~x0)

ei
�kR

R3
z (4.34)

onde �̂0(!; ~x) = F [�0(t; ~x)], F indica a transformada de Fourier e R =
j~x� ~x0j.

Podemos agora escrever a FAA (derivada da f�ormula de difra�c~ao de
Rayleigh-Sommerfeld) para o potencial de Hertz � que gera a SEXW de
banda larga mais simples, que denotaremos por �FAA.

�FAA(t; ~x) =
12

2�

24ZZ
�

dS0 z

R2

�
d

dt0
�0(t

0; x0; y0; 0) +
1

R
�0(t

0; x0; y0; 0)

�35
t0=t�R

(4.35)

Na eq.(4.35) � �e a �area de integra�c~ao no plano z = 0, explicitada na
eq.(4.34). Ela corresponde �sicamente �a �area do radiador do potencial de
Hertz (a = 10m) mostrado na �g. 4.1 (Oliveira & Rodrigues 1998). A
express~ao (4.35) mostra claramente a possibilidade de se lan�car uma FAA-
SEXW com o pico do campo programado para nascer em um ponto escolhido
do eixo z; no caso da �g. 4.1, z0 = 68m. A t�ecnica para isto consiste em ati-
var os diferentes an�eis do radiador de Hertz nos tempos retardados corretos,
que podem ser obtidos diretamente da eq.(4.35). A seq�uência de imagens
na �gura 4.1 mostra com clareza o que acontece.

Al�em disso, as imagens na �gura 4.2 (Rodrigues & Lu 1997) mostram
simula�c~oes para os movimentos de uma FAASEXW de banda larga (discu-
tida acima) e uma FAA para uma onda X eletromagn�etica superluminal de
banda limitada, gerada pelo potencial de Hertz
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Figura 4.1: Simula�c~ao computacional do nascimento programado da (parte
real da) aproxima�c~ao de abertura �nita do potencial de Hertz, com pico
em z0 = 68m, D = 20m, a0 = 0; 05mm, � = 0; 005�. Fonte: Oliveira &
Rodrigues (1998).

�XBL0 = 12�XBL0 (4.36)

onde �XBL0 �e dado pela eq.(3.41) com n = 0, � = 0:005� e B(�k) �e a fun�c~ao
janela de Blackman, de�nida por

B(�k) =

(
a0 [0:42 � 0:5�

�k
�k0

+ 0:082�
�k

�k0
] para 0 � �k � 2�k0

0; caso contr�ario.
(4.37)

com a0 = 0:05mm e a freq�uência central f0 = c
2�
�k0 = 700GHz, com uma

largura de banda de 6 db em redor de 576 GHz. As simula�c~oes mostram
que em ambos os casos as ondas propagam-se por at�e pelo menos 100 km
sem sofrer espalhamento apreci�avel e, ainda mais importante, seus picos
se propagam com velocidades superluminais dadas aproximadamente por
1= cos �.

�E importante enfatizar que ap�os o seu nascimento, mesmo se a FAA-
SEXW se propaga com distor�c~ao m��nima, e ainda que o pico possa ser
programado para surgir em um ponto arbitr�ario sobre o eixo z com coor-
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Figura 4.2: (1,2) A parte real de FAA�XBB0 nas distâncias z = 10 km e
z = 100 km a partir do radiador, localizado no plano z = 0, com D = 20m
e � = 0; 005�. (3,4) A parte real de FAA�XBL0 para as mesmas distâncias.
Fonte: Rodrigues & Lu (1997).

denada menor que a profundidade de campo,3 ela n~ao pode ser usada para
enviar informa�c~oes ao longo do eixo z com velocidade maior que a da luz.

Para entender isso, lembremos que o movimento de uma FAASEXW �e
completamente causal, visto que �e governado pela fun�c~ao de Green retar-
dada. Isto signi�ca que a forma�c~ao do pico da onda, em um certo ponto
do eixo z, no instante tp, �e determinada pela con�gura�c~ao do sistema em
pontos do espa�co situados �a distância D = c(t � tp), ou seja, os picos de
uma FAASEXW em dois pontos diferentes do eixo z n~ao est~ao causalmente
relacionados.

Como veremos na se�c~ao 7.3, o fenômeno �e similar �a propaga�c~ao super-
luminal do pico de um pulso que se desloca atrav�es de um meio dispersivo.
Este comportamento superluminal (que s�o tem lugar sob certas condi�c~oes)

3A profundidade de campo �e por de�ni�c~ao a distância na qual o campo cai para metade
de seu valor no plano z = 0. Pode ser facilmente mostrado que este valor, para a FAA-
SEXW , �e dado por a cotg �. Com os parâmetros usados nas simula�c~oes, esta distância �e
de 115 km!
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�e devido ao fenômeno de reformatamento de pulso. Como mencionado na
se�c~ao 8.4, existe atualmente um consenso de que, devido ao fato de que todo
detector possui um limiar de detec�c~ao �nito, tais picos superluminais trans-
portam informa�c~ao. Entretanto, o movimento superluminal de pulsos em
meios dispersivos, da mesma forma que os movimento de uma FAASEXW ,
n~ao implicam em uma falsi�ca�c~ao do Princ��pio de Relatividade (PR). O que
entendemos exatamente pelo PR ser�a discutido no cap��tulo 8.

Finalmente, vale a pena mencionar que o lan�camento de uma FAA-

SEXW , na medida em que se trata de um processo bem de�nido no tempo
(como �ca claro da discuss~ao apresentada acima) n~ao tem qualquer rela�c~ao
com o problema de Cauchy, que �e um problema de valor inicial.

4.3.3 Evidência experimental para FAASEXW s

A quest~ao central �e: �e poss��vel lan�car-se uma FAASEXW no espa�co
f��sico? Bem, a resposta �e sim. Nos �ultimos anos, v�arias FAASEXW s foram
produzidas em um engenhoso e importante experimento conduzido por Saari
e Reivelt (Saari & Reivelt 1997), usando t�ecnicas baseadas em aproxima�c~oes
de abertura �nita.

�E muito importante deixar claro, contudo, que uma das conclus~oes dos
autores de (Saari & Reivelt 1997) parece ser non sequitur. Com efeito, eles
a�rmam que a superluminalidade envolvida em seu experimento �e somente
um tipo de processo livre de in�ercia (Barashenkov & Rodrigues 1998) \si-
milar to the one that happens in a faster than light movement of a bright
stripe on a screen when a plane light pulse is falling at an angle � onto a
plane screen." Naturalmente, a a�rma�c~ao entre aspas n~ao tem nada a ver
com o movimento de FAASEXW s, como a discuss~ao acima deixa claro.
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Cap��tulo 5

Novas solu�c~oes da EDH e da

EW

5.1 Solu�c~oes com v 6= c da EDH e da EW com

m = 0

A �m de encontrar tais solu�c~oes, apresentadas pela primeira vez em
Rodrigues & Vaz (1997), vamos utilizar algumas id�eias da supersimetria.
Recordamos que a equa�c~ao de Dirac sem massa e a equa�c~ao de Weyl (EW )
têm a forma @  � = 0, com  � 2 sec C̀ +(M), onde  � �e um campo de
spinores de Dirac-Hestenes no primeiro caso, e um campo de spinores de
Weyl no segundo. Este fato permite de�nir um potencial generalizado para
 �. Com efeito, para cada  � existe um A = A+5B, A; B 2 sec

V1(M) �
sec C̀ (M), tal que

 � = @(A+ 5B) : (5.1)

O operador de Dirac @ tem aqui um papel an�alogo ao de um operador
de supersimetria (Gi�eres n.d.). De fato, as �algebras de Cli�ord s~ao Z2 gra-
duadas, e C̀ +C̀ + � C̀ +, C̀ �C̀ � � C̀ �, C̀ �C̀ � � C̀ +, onde C̀ + [C̀ �] denota
o conjunto dos elementos de C̀ de grau par [��mpar]. Visto que o operador de
Dirac tem propriedades de vetor, sua a�c~ao transforma campos de grau par
em campos de grau ��mpar, e vice-versa. Representar um campo de spinores
por meio de formas n~ao homogêneas de grau par �e portanto equivalente a
encontrar uma representa�c~ao bosônica para o campo fermiônico.

A quantidade A pode ser interpretada como um tipo de potencial para
o campo de Dirac sem massa (ou para o campo de Weyl). Com efeito, de
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@  � = 0 e da eq.(5.1) segue-se que

@2A = 0; (5.2)

ou que

@2A = 0; @2B = 0: (5.3)

Uma solu�c~ao subluminal simples, em repouso no referencial inercial I =
e0, nas coordenadas hx�i naturalmente adaptadas a I �e

A0(t; ~x) = 0�(~x) exp (5
t) (5.4)

com �(~x) dado pela express~ao (3.8). Temos

A0 =
C

r
(sen
r cos 
t 0 � sen
r sen
t 123) (5.5)

Ent~ao

 0
� =

C

r3
[�
r2 sen
r sen
t+ 01�x cos 
t

+ 02�y cos 
t+ 03�z cos 
t� 12�z sen
t+ 13�y sen
t

� 23�x sen
t+ 0123
r2 sen
r cos 
t]; (5.6)

onde � = 
r cos 
r � sen
r.
A solu�c~ao acima no formalismo usual se escreve como:
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1CCCCCCCCCCCCA
(5.7)

e pode-se veri�car explicitamente que de fato @  0 = 0.
Outras solu�c~oes subluminais podem ser obtidas por boosts apropriados.

Uma solu�c~ao superluminal expl��cita  >� pode ser obtida escrevendo-se

A>(t; ~x) = 0�>(t; ~x) (5.8)
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com �> dado por (3.7) e  >� = [@ �>(t; ~x)]
0. Barut (Barut 1994) encontrou

solu�c~oes subluminais de @	 = 0, onde 	 �e o campo de spinores de Dirac
usual, empregando um m�etodo diferente daquele usado aqui; o m�etodo aqui
apresentado �e bem mais simples, pois �e independente de representa�c~oes e
emprega ferramentas elegantes da supersimetria.

5.2 Solu�c~oes com v � c da EDH

A �m de obter essas solu�c~oes, lembramos que na se�c~ao 2 encontramos so-
lu�c~oes com v � c da equa�c~ao de Klein-Gordon. Sejam A, B 2 sec

V1(TM) �
C̀ (M) solu�c~oes com v � c das equa�c~oes

@2A+m2A = 0 ; @2B +m2B = 0 : (5.9)

Chamemos A = A + 5B. Ent~ao, A pode ser usada, como no caso das
equa�c~oes de Dirac sem massa e de Weyl, como um \potencial" para gerar
um campo de spinores de Dirac-Hestenes. De fato, escrevendo

 = @A21 +mA0; (5.10)

Veri�camos facilmente que
@ 21 �m 0 = 0 : (5.11)

Agora, se escolhermos uma solu�c~ao luminal ou superluminal das equa�c~oes
(5.9) para A (@2A+m2A = 0), e.g. escrevendo

A> = �> e5� n ; (5.12)

onde � �e uma constante real, n �e um campo de 1-formas constante e �>

�e qualquer solu�c~ao UPW luminal ou superluminal da EKG , ent~ao teremos
solu�c~oes UPW luminais e superluminais da equa�c~ao de Dirac.

Cabe aqui um coment�ario �nal. A aproxima�c~ao n~ao relativ��stica da EDH
produz uma equa�c~ao de Schr�odinger mostrando que nela o spin encontra-se
\congelado" (Gutler & Hestenes 1975). Existem solu�c~oes n~ao dispersivas,
i.e. solu�c~oes UPW da equa�c~ao de Schr�odinger? Esta quest~ao foi recen-
temente investigada em (Barashenkov & Rodrigues 1998). Encontrou-se a
solu�c~ao UPW em repouso

	(t; ~x) =
sen�r

r
e�imc2t=2~; (5.13)

onde � = mc=~. Todavia, se aplicarmos um boost de Galileu (x; y; z; t) 7!
(x; y; z � vt; t) a esta solu�c~ao, veremos que a fun�c~ao correspondente s�o ser�a
solu�c~ao da equaC�~ao de Schr�odinger para v = 0!
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Cap��tulo 6

A Teoria das Caracter��sticas

e o Conceito de Sinal

6.1 Introdu�c~ao

Nos cap��tulos 3, 4 e 5 demonstramos a existência de solu�c~oes tipo UPW
que se propagam com velocidades arbitr�arias 0 � v < 1 para todas as
equa�c~oes de onda relativ��sticas.

Al�em disso, as simula�c~oes num�ericas de aproxima�c~oes �sicamente rea-
liz�aveis para a onda X apresentadas em 4.3 mostram que os picos dessas
ondas realmente se propagam com velocidades superluminais, ao menos na
regi~ao de campo pr�oximo. Este fato constitui uma forte evidência te�orica de
que �e poss��vel produzir-se ondas eletromagn�eticas superluminais no v�acuo, o
que nos coloca diante da seguinte quest~ao: Como estes resultados podem ser
entendidos em face da a�rma�c~ao, referida em muitos livros (como por exem-
plo (Stratton 1941, p. 337)) de que Sommerfeld e Brillouin (Brillouin 1960)
provaram que nenhum sinal eletromagn�etico pode se propagar com veloci-
dade maior que c?

Para responder adequadamente a esta quest~ao precisamos investigar os
conceitos de sinal, de velocidade da frente de onda (vF ) e de velocidade
do sinal (vs) adotados por Sommerfeld e Brillouin (SB). Em especial, �e
preciso veri�car se �e poss��vel produzir na pr�atica um `sinal' que satisfa�ca
tal de�ni�c~ao. Esses conceitos est~ao intimamente relacionados �a no�c~ao de
superf��cie caracter��stica de um sistema de equa�c~oes diferenciais parciais,
que ser�a estudada em detalhes neste cap��tulo. As se�c~oes 6.2 a 6.7 seguem
de perto a apresenta�c~ao de Courant e Hilbert (Courant & Hilbert 1966).
Os resultados obtidos servir~ao para mostrar no cap��tulo 7 que os resultados
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de SB s~ao bastante particulares e n~ao podem ser usados para endossar a
a�rma�c~ao de que nenhuma con�gura�c~ao eletromagn�etica pode se propagar
com velocidade maior que c.

6.2 Equa�c~oes diferenciais parciais de segunda or-

dem

Consideremos no espa�co-tempo de Minkowski M , munido de uma carta
de Lorentz hx�i, a equa�c~ao diferencial parcial de segunda ordem

L(u) + d = a��
@2u

@x�@x�
+ d = 0; a�� = a��; (6.1)

onde u, @u=@x� e @2u=@x�@x� s~ao fun�c~oes de hx�i. Consideraremos ini-
cialmente um caso bastante geral, em que a�� e d s~ao fun�c~oes de hx�i e
eventualmente de u e @u=@x�, o que quer dizer que nossa equa�c~ao �e line-
ar apenas nas derivadas de segunda ordem. Supomos ainda que todas as
fun�c~oes que aparecem na eq.(6.1) s~ao cont��nuas, a menos que se a�rme o
contr�ario.

O conceito de caracter��stica origina-se no problema de estender os va-
lores iniciais, dados sobre uma (hiper-)superf��cie B � M de dimens~ao três,
de�nida de forma impl��cita por

B : �(x0; x1; x2; x3) = 0; grad� 6= 0; (6.2)

para uma solu�c~ao da eq.(6.1). Os dados iniciais em B consistem nos valores
de u em B, que determinam as derivadas interiores de u em B (vide Ap.A),
e nos valores de uma derivada \para fora" de u, por exemplo

u� =
@u

@x�
��; �� = ���

@�

@x�
: (6.3)

Desta maneira, como �e mostrado no apêndice A, todas as derivadas interiores
de u em B �cam determinadas.

O famoso problema de Cauchy consiste em encontrar uma solu�c~ao da
eq.(6.1) em uma vizinhan�ca completa de B � M . Entretanto, se conside-
rarmos a equa�c~ao diferencial dada somente \ao longo" de B, obteremos um
problema bem mais simples, que pode ser formulado da seguinte maneira:

Estenda os dados iniciais em B a uma faixa integral, i.e., encontre
as fun�c~oes u, @u=@x�, @2u=@x�@x� que satisfa�cam a eq.(6.1) ao
longo de B.
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A solu�c~ao deste problema, como veremos, conduz naturalmente �a formu-
la�c~ao do conceito de caracter��stica.

6.2.1 Caracter��sticas

Para resolver o problema proposto, introduzimos um novo sistema de
coordenadas (�0; �1; �2; �3) em B, de maneira que �0 = � e que os �i's,
i = 1; 2; 3, sejam vari�aveis independentes em B. A formula�c~ao de nosso
problema passa a ser:

Dados sobre a hipersuperf��cie B os valores de u(�0; �1; �2; �3) e
u�(�

0; �1; �2; �3), com

u� =
@u

@�0
=

@u

@�
; (6.4)

construa uma fun�c~ao u(x0; x1; x2; x3) de maneira que para todos
os pontos de B esta fun�c~ao e suas derivadas em rela�c~ao a � coin-
cidam com os valores dados de u e u�, e tal que u(x0; x1; x2; x3)
satisfa�ca a eq.(6.1).

Todas as derivadas segundas de u(x�), exceto @2u=@�2, s~ao univocamen-
te determinadas pelos dados em B, diferenciando-se as express~oes para u e
u� em rela�c~ao �as vari�aveis interiores ��. Em termos das novas vari�aveis a
eq.(6.1) �ca

L(u) + d = a��
@2u

@x�@x�
+ d

= a��

"
u������ + u����

+

3X
i=1

�
@u�

@�i

�
@�i

@x�
�� +

@�i

@x�
��

�
+

@u

@�i
@2�i

@x�@x�

�

+

3X
i;j=1

@2u

@�i@�j
@�j

@x�

@�i

@x�

#
+ d

= a��u������ + (� � � )
= u��Q(��; ��) + (� � � ) = 0; (6.5)
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onde escrevemos �� = @�=@x� e u� = @u=@�0 = @u=@�. Os parênteses (� � � )
representam termos conhecidos a partir dos dados iniciais, i.e., que contêm
somente derivadas interiores de u e de suas derivadas primeiras. A express~ao

Q(��; ��) = a������ (6.6)

�e chamada de forma caracter��stica.
Da eq.(6.5) vemos que u�� �e univocamente determinada pelos dados

iniciais em um ponto p 2 B se e somente se Q(��; ��) 6= 0 naquele ponto.
Para cada ponto p 2 B �M temos ent~ao as seguintes alternativas:

(i) A derivada de segunda ordem u�� \para fora" de B, e com ela todas
as derivadas de segunda ordem de u, s~ao univocamente determinadas
pelos dados iniciais.

(ii) A eq.(6.1) representa uma restri�c~ao adicional em rela�c~ao aos dados
iniciais.

Suponhamos que uma das alternativas acima seja verdadeira para toda
a hipersuperf��cie B. Ent~ao, no caso (i) B �e chamada de superf��cie livre

ou de Cauchy, enquanto que no caso (ii) dizemos que B �e uma superf��cie
caracter��stica. Neste caso a condi�c~ao caracter��stica

Q(��; ��) = a������ = 0 (6.7)

�e veri�cada substituindo-se nos a�� os valores conhecidos de u e u� em B.
Devemos notar que apesar da condi�c~ao caracter��stica [eq.(6.7)] ter a for-

ma de uma equa�c~ao diferencial parcial de primeira ordem para �, a fun�c~ao
�(x0; x1; x2; x3) n~ao precisa satisfazer esta equa�c~ao identicamente; por de�-
ni�c~ao ela precisa satisfazer a eq.(6.7) apenas em B, i.e., para � = 0.

Por outro lado, se B �e dada na forma

x0 =  (x1; x2; x3); (6.8)

ent~ao a eq.(6.7) representa uma equa�c~ao diferencial para  em apenas três
vari�aveis. Neste caso a equa�c~ao caracter��stica assume a forma

�aij i j � 2

3X
i=1

ai0 i + a00 = 0; (6.9)

onde  i = @ =@xi e as express~oes para os coe�cientes em xi, i = 1; 2; 3
precisam ser substitu��das por express~oes envolvendo x0, u e ui.
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Para entender melhor a rela�c~ao entre as equa�c~oes (6.7) e (6.9), supo-
nhamos que �(x0; x1; x2; x3) �e uma solu�c~ao da equa�c~ao caracter��stica, inter-
pretada como uma equa�c~ao diferencial para �. Se � = constante = � for
resolvida para x0, i.e., se escrevermos

x0 =  (x1; x2; x3; �); (6.10)

ent~ao teremos obtido uma fam��lia a um parâmetro de solu�c~oes da eq.(6.9).
Reciprocamente, se x0 =  (x1; x2; x3; �) representa uma fam��lia a um parâ-
metro de solu�c~oes de (6.9) e se ela for resolvida para �, encontraremos

� = �(x0; x1; x2; x3); (6.11)

e � ser�a uma solu�c~ao da equa�c~ao caracter��stica (6.7).
No caso particular em que � satisfaz a eq.(6.7) para � = 0, a fun�c~ao

correspondente x0 =  (x1; x2; x3) ser�a uma solu�c~ao da eq.(6.9). Cada so-
lu�c~ao su�cientemente suave desta equa�c~ao diferencial parcial de primeira
ordem pode ser mergulhada em uma fam��lia a um parâmetro de solu�c~oes
x0 =  (x1; x2; x3; �). Resolvendo esta equa�c~ao para � encontramos ent~ao
uma solu�c~ao correspondente da eq.(6.7). Em resumo:

Cada superf��cie caracter��stica � = 0 pode ser mergulhada em um
fam��lia a um parâmetro de superf��cies caracter��sticas � = �.

Podemos, portanto, supor a existência de um tal mergulho, sem perda
de generalidade, o que faremos de agora em diante, salvo men�c~ao expl��cita
em contr�ario. Em tais condi�c~oes a fun�c~ao � ser�a uma solu�c~ao da equa�c~ao
caracter��stica (6.7) interpretada como uma equa�c~ao diferencial parcial.

No caso particular em que a00 = 1, ai0 = 0 (aij < 0) temos

3X
i;k=1

aik i k = �1: (6.12)

Este �e o caso mais comum quando se estuda a equa�c~ao de onda homogênea
em problemas de f��sica.

6.2.2 Fam��lias de caracter��sticas

Podemos pensar no problema de forma diferente. Para uma dada so-
lu�c~ao u(x0; x1; x2; x3) da eq.(6.1), u e @u=@x� s~ao fun�c~oes conhecidas de x�,
� = 0; 1; 2; 3. Se substituirmos as express~oes conhecidas para u e @u=@x�
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nas f�ormulas dos a�� , a condi�c~ao caracter��stica (6.7) passar�a a de�nir as
superf��cies caracter��sticas correspondentes �a solu�c~ao u dada.

Se a eq.(6.7) �e satisfeita n~ao somente para � = 0, mas identicamente
em todo o espa�co-tempo, ent~ao a express~ao � = constante = � de�ne uma
fam��lia de superf��cies caracter��sticas parametrizadas por �. Neste caso, �
satisfaz a eq.(6.7), interpretada como uma equa�c~ao diferencial parcial de
primeira ordem.

A eq.(6.5) mostra que, para uma superf��cie caracter��stica B : Q(��; ��) =
0, o operador diferencial L(u) �e um operador diferencial interior no seguinte
sentido: Se os valores de u e @u=@x� s~ao dados ao longo de B, ent~ao L(u)
�e conhecido. Isto ocorre porque a partir dos dados iniciais podemos obter
todas as derivadas interiores de @u=@x� e tamb�em de u�.

A derivada de segunda ordem \para fora" de B, u��, n~ao aparece em
L(u), pois est�a multiplicada por Q(��; ��), que �e zero se B �e caracter��stica.
Assim, L(u) = 0 pode ser considerada em B como uma equa�c~ao diferencial
de primeira ordem para a derivada \para fora" de B, u�.

Superf��cies caracter��sticas somente podem existir se � �e real. A partir
de agora restringiremos nosso estudo aos casos em que isto �e verdadeiro.
Suporemos, al�em disso, que em cada ponto p 2 B � M , Q pode ser escrita
na forma

Q = �20 � �21 � �22 � �23 (6.13)

por meio de uma transforma�c~ao linear nas vari�aveis independentes x� em p.
Neste caso a eq.(6.1) �e chamada hiperb�olica e sua parte principal, nas novas
coordenadas no ponto p, �e dada por

@2u

@(x0)2
� @2u

@(x1)2
� @2u

@(x2)2
� @2u

@(x3)2
(6.14)

6.2.3 Equa�c~oes diferenciais parciais lineares

O caso geral discutido na se�c~ao 6.2 simpli�ca-se bastante quando consi-
deramos uma equa�c~ao diferencial parcial de segunda ordem linear,

L(u) + d = 0; (6.15)

com

L(u) = a��
@2u

@x�@x�
+ a�

@u

@x�
+ au; (6.16)
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e onde os coe�cientes a�� , a� e a s~ao fun�c~oes conhecidas das vari�aveis inde-
pendentes x�, � = 0; 1; 2; 3. Neste caso a condi�c~ao caracter��stica [eq.(6.7)
ou (6.9)] depende somente da superf��cie B, mas n~ao dos dados iniciais, ou
seja, a condi�c~ao caracter��stica �e independente da solu�c~ao particular conside-
rada.1

Consideremos, por exemplo, a equa�c~ao de onda homogênea em coorde-
nadas cartesianas:

@2u

@t2
� @2u

@x2
� @2u

@y2
� @2u

@z2
= 0: (6.17)

Neste caso temos a00 = 1, aii = �1, i = 1; 2; 3 e a�� = 0 se � 6= �. Ent~ao a
equa�c~ao caracter��stica (6.7) assume a forma da chamada equa�c~ao eikonal :�

@�

@t

�2

�
�
@�

@x

�2

�
�
@�

@y

�2

�
�
@�

@z

�2

= 0: (6.18)

�E f�acil comprovar que a superf��cie

� = t2 � x2 � y2 � z2 = 0 (6.19)

satisfaz a eq.(6.18) e �e, portanto, uma superf��cie caracter��stica. Esta su-
perf��cie �e chamada de a cone caracter��stico. Embora o cone � = 0 seja uma
superf��cie caracter��stica, as superf��cies � = � n~ao s~ao caracter��sticas para
� 6= 0.

Por outro lado, e conforme foi dito anteriormente, se mergulharmos o
cone caracter��stico original na fam��lia de cones

� = t�
p

x2 + y2 + z2 = �; (6.20)

teremos �
@�

@t

�2

�
�
@�

@x

�2

�
�
@�

@y

�2

�
�
@�

@z

�2

= 0; (6.21)

e as superf��cies � = � ser~ao caracter��sticas para todo valor (real) de �.

1Isto ser�a verdadeiro mesmo que somente a parte principal de L(u) seja independente de
u e @u=@x�, i.e., quando os a�� n~ao dependem de u e de suas derivadas, mas os coe�cientes
a� e a s~ao fun�c~oes de u e @u=@x�. Equa�c~oes deste tipo s~ao chamadas semi-lineares.
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6.2.4 Invariância das caracter��sticas

Consideremos a transforma�c~ao de coordenadas
x� 7! ��(x0; x1; x2; x3); � = 0; 1; 2; 3: (6.22)

Com uma transforma�c~ao de coordenadas como esta, uma fun�c~ao u(x�) ser�a
transformada em uma fun�c~ao diferente !(��). Em termos das novas vari�aveis
a eq.(6.16) �e escrita como:

L(u) = L0(u) + au

= ���
@2!

@��@��
+ ��

@!

@��
+ a!

= �0(!) + a! � �(!):

(6.23)

Com estas de�ni�c~oes temos L(u) = �(!) e tamb�em L0(u) = �0(!). Vale
ent~ao o resultado:

Caracter��sticas s~ao invariantes em rela�c~ao a transforma�c~oes ar-
bitr�arias das coordenadas (vari�aveis independentes).

Com efeito, seja

T �
� =

@��

@x�
: (6.24)

Ent~ao,

��� = T �
� T

�
� a

��: (6.25)

Se �(x0; x1; x2; x3) =  (�0; �1; �2; �3), ent~ao

@�

@x�
= T �

�

@ 

@��
; (6.26)

de onde se segue que

a��
@�

@x�
@�

@x�
= a������ = a��T �

� �T
�
�  � = ��� � � = ���

@ 

@��
@ 

@��
;

(6.27)

o que mostra que de fato a forma caracter��stica �e invariante.
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6.3 Raios e bicaracter��sticas

Cada superf��cie caracter��stica � = 0 ou � = � �e gerada por uma fam��lia
de curvas bicaracter��sticas ou raios caracter��sticos. Nos casos em que os
coe�cientes a�� da eq.(6.1) s~ao independentes de u e @u=@x�, ou seja, pa-
ra equa�c~oes lineares ou semi-lineares, esses raios s~ao dados por aplica�c~oes
(curvas) � : R !M; s 7! �(s) tais que

d

ds
(x� � �) = 1

2

@Q

@��
= a���� : (6.28)

Por simplicidade, e quando n~ao houver risco de confus~ao, escreveremos
_x� = dx�=ds no lugar de d(x � �)=ds. Dado o raio caracter��stico �(s),
associamos a ele a faixa caracter��stica de�nida pelo par de aplica�c~oes x�(s)
e p�(s) = ��(x � �(s)). Estas aplica�c~oes s~ao solu�c~oes do sistema canônico

_x� =
1

2

@Q

@p�
= a���� ; _p� = �1

2

@Q

@x�
; � = 0; 1; 2; 3: (6.29)

Este sistema fornece todas as poss��veis faixas caracter��sticas para a so-
lu�c~ao u.

Devemos ter em mente que as equa�c~oes diferenciais ordin�arias em (6.29)
fornecem solu�c~oes para as quais Q = const. = �. Para obtermos uma
solu�c~ao genu��na da eq.(6.1) precisamos impor a condi�c~ao caracter��stica Q =
0 [eq.(6.7)] em um ponto de cada um dos raios, o que ent~ao implicar�a que
Q = 0 ao longo de todo o raio. As curvas integrais da eq.(6.28) satisfazendo
esta condi�c~ao s~ao os raios caracter��sticos ou bicaracter��sticas da eq.(6.1)
e geram todos os membros das fam��lias de superf��cies caracter��sticas � =
constante.

Se duas superf��cies caracter��sticas distintas t =  e t = � s~ao tangentes
em t = 0, ent~ao para qualquer t > 0 elas possuem em comum um ponto de
tangência, que se move ao longo do raio comum �as duas superf��cies carac-
ter��sticas. No caso em que os coe�cientes a�� da eq.(6.1) s~ao constantes, os
raios caracter��sticos s~ao retas.

Para ver um exemplo de aplica�c~ao destes conceitos, consideremos em M
a equa�c~ao de onda homogênea:

@2u

@t2
�r2u = 0: (6.30)

A superf��cie caracter��stica satisfaz a equa�c~ao caracter��stica

Q(��; ��) = �20 � �21 � �22 � �23 == ������� = 0; (6.31)
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cujos coe�cientes, como se pode ver, n~ao dependem explicitamente de hx�i
nem de u ou suas derivadas.

O sistema de equa�c~oes (6.29) para as faixas carcter��sticas fornece ent~ao:

_x�(s) =
1

2
����� = ��; (6.32)

_�� =
1

2

@Q

@x�
= 0: (6.33)

Derivando (6.32) e substituindo em (6.33) encontramos que _�� = �x� = 0
e portanto

x� = a�s+ ��; (6.34)

com a� e �� constantes. Os raios caracter��sticos s~ao portanto retas para-
metrizadas por s. Escolhendo a0 = 1 e �0 = 0 identi�camos o tempo t e o
parâmetro s. As equa�c~oes para os raios tornam-se ent~ao:

x0 = t; xi = ait+ �i; i = 1; 2; 3: (6.35)

Finalmente, substituindo estes valores em (6.32) encontramos

�0 = _x0 = 1; �i = � _xi = �ai; i = 1; 2; 3: (6.36)

Quaisquer que sejam os valores dos ai e �i nas duas �ultimas equa�c~oes,
os pares (x�; ��) satisfazem o sistema canônico. Entretanto, para que a su-
perf��cie seja caracter��stica �e ainda necess�ario que os �� satisfa�cam a condi�c~ao
Q = 0, i.e., que

������� = 1� (�a1)2 � (�a2)2 � (�a3)2 = 0; (6.37)

o que implica que

3X
i=1

(ai)2 = 1: (6.38)

Desta maneira as bicaracter��sticas, interpretadas n~ao no espa�co-tempo M
mas no R3 , s~ao retas parametrizadas pelo tempo t, ao longo das quais o ponto
de coordenadas (xi(t)) se move com velocidade unit�aria. Uma solu�c~ao da
eq.(6.31) �e o cone

�(t; x; y; z) = t2 � x2 � y2 � z2 = ���x
�x� : (6.39)
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As caracter��sticas de�nidas pela equa�c~ao
� = t�  (x1; x2; x3) = 0 (6.40)

satisfazem
3X

i=1

( i)
2 = 1; (6.41)

e neste caso as caracter��sticas para a equa�c~ao de onda homogênea s~ao de-
�nidas por uma fam��lia de superf��cies paralelas t =  (x1; x2; x3) geradas a
partir da superf��cie inicial por movimento paralelo com velocidade unit�aria
ao longo das normais. Os raios s~ao as trajet�orias ortogonais associadas.

6.4 Caracter��sticas como frentes de onda

As superf��cies caracter��sticas desempenham o papel de frentes de onda,
i.e., superf��cies atrav�es das quais as solu�c~oes da eq.(6.1) podem apresentar
descontinuidades, por exemplo, nas derivadas segundas (no sentido de que
tais derivadas assumem valores distintos de cada lado da superf��cie). Visto
que sobre uma superf��cie de Cauchy as derivadas segundas est~ao univoca-
mente determinadas pelos dados de Cauchy, uma descontinuidade desse tipo
s�o pode acontecer ao longo de uma superf��cie caracter��stica.

Frentes de onda como essa aparecem, por exemplo, na forma de frontei-
ras al�em das quais n~ao existe nenhuma excita�c~ao em um certo instante de
tempo t. A situa�c~ao f��sica t��pica �e aquela em que a solu�c~ao representando
a excita�c~ao anula-se identicamente em um lado da fronteira, mas n~ao no
outro.

Consideremos agora a equa�c~ao linear de segunda ordem

@2u

@t2
� aij @2u

@xi@xj
+ ai

@u

@xi
+ d = 0; (6.42)

onde i; j = 1; 2; 3 e aij , ai, e d s~ao fun�c~oes conhecidas das coordenadas
(xi). Consideremos a fun�c~ao � = t �  (x1; x2; x3). Estamos interessados
em uma solu�c~ao u(t; x1; x2; x3) da eq.(6.42) com uma superf��cie de desconti-
nuidade  (x1; x2; x3) = t que depende do tempo e se move no espa�co f��sico
tridimensional, identi�cado com o R3 .

Ao longo dos raios, como na se�c~ao 6.3, tomamos dt=ds = 1. Ent~ao o
parâmetro s a ser introduzido na de�ni�c~ao dos raios �e o tempo t e a equa�c~ao
para eles �ca (cf. eq.(6.29))

dxi

dt
= aik

@ 

@xk
: (6.43)
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No R3 esses raios atravessam as frentes de onda  = t e temos:
dxi

dt

@ 

@xi
= aik i k = 1: (6.44)

O vetor ~v = ( _x1; _x2; _x3) �e chamado raio transversal �a frente de onda  = t.
Se a matriz

�
aij

�
for positiva de�nida, �ca assegurada a hiperbolicidade

da eq.(6.42). Nesse caso a dire�c~ao do raio e o plano tangente �a frente de
onda s~ao ditos conjugados em rela�c~ao ao elips�oide

aik i k = 1: (6.45)

Al�em do vetor velocidade do raio, com componentes vi = _xi, podemos
tamb�em introduzir o vetor velocidade normal da frente de onda progressiva.
Esta velocidade �e determinada acompanhando-se no tempo um ponto de  =
t nas trajet�orias ortogonais da fam��lia  = t = constante. Suas componentes
ni s~ao proporcionais �as derivadas @ =@xi e s~ao dadas por

ni =
 i

(grad )2
: (6.46)

Assim, a rela�c~ao entre vi e ni �e

vi = aik k = aiknk(grad )
2: (6.47)

6.5 Cone de raios, cone normal e con�oide de raios

As dire�c~oes dos raios que passam por um ponto p 2 M formam uma
superf��cie qu�adrica denominada cone de raios local (ou cone de Monge)
para a equa�c~ao diferencial caracter��stica (6.6):

Q(��; ��) = a��
@�

@x�
@�

@x�
= 0: (6.60)

Esta equa�c~ao diferencial �e uma condi�c~ao imposta sobre os coe�cientes dire-
cionais �� das normais aos elementos da superf��cie caracter��stica. Na base

coordenada fe� = @=@x�g, e� 2 sec TM , o vetor � = @�
@x� e� \mora" na

qu�adrica chamada cone normal ou cone dual, de�nida pela equa�c~ao (6.60).
As dire�c~oes dos raios s~ao dadas por

_x� = a��
@�

@x�
; (6.48)

e portanto

70



@�

@x�
=

�
a�1

�
��

_x� : (6.49)

Usando a eq.(6.49) na eq.(6.60) obtemos�
a�1

�
��

_x� _x� = 0: (6.50)

Finalmente, notamos que se _x� satisfaz a eq.(6.50), ent~ao o vetor x = _x�e�
aponta em uma dire�c~ao bicaracter��stica.

Por de�ni�c~ao o cone de raios �e o envelope de todos os elementos de
superf��cies caracter��sticas que passam por um ponto p 2M . De uma forma
\dual" o cone normal �e o envelope de todos os planos normais aos raios que
passam por p.

Para coe�cientes a�� constantes ou n~ao o con�oide de raios �e de�nido
como sendo constitu��do por todos os raios atrav�es de p 2M e tangentes em
p ao cone de raios local. Este con�oide �e uma superf��cie caracter��stica em que
p �e o centro de uma pergurba�c~ao e �e chamado de frente de onda esf�erica em
torno de p.

Finalmente, observamos que as duas partes do cone de raios local emer-
gindo do ponto p 2M no tempo t s~ao comumente chamadas cone do futuro
(na dire�c~ao de t crescente) e cone do passado (em t decrescente).

6.6 O papel das caracter��sticas

J�a de�nimos as superf��cies caracter��sticas como sendo superf��cies nas
quais os dados de Cauchy n~ao podem ser dados livremente. Daremos agora
uma outra de�ni�c~ao equivalente, que enfatiza um outro aspecto do conceito:
Em uma superf��cie caracter��stica B o operador diferencial L �e um operador
interior.2

Esta propriedade �e crucial para a constru�c~ao do problema de Cauchy
em duas vari�aveis. Para mais de duas vari�aveis independentes a proprie-
dade n~ao �e em geral su�ciente para a constru�c~ao direta da solu�c~ao , ex-
ceto para algumas equa�c~oes diferenciais especiais. Entretanto, mesmo em
tais casos os aspectos principais da solu�c~ao podem, em geral, ser analisa-
dos, aproveitando-se o car�ater `interior' do operador diferencial ao longo das
caracter��sticas para estudar as descontinuidades da solu�c~ao . Assim, pe-
lo menos o `esqueleto' da solu�c~ao pode ser constru��do resolvendo-se apenas

2O sentido do termo interior ser�a esclarecido mais adiante.
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equa�c~oes diferenciais ordin�arias. Sob hip�oteses adicionais apropriadas pode-
mos ainda, algumas vezes, ir mais al�em e construir a solu�c~ao completa do
problema de Cauchy.

Um sinal �e de�nido matematicamente como sendo uma solu�c~ao da equa-
�c~ao (de onda) apropriada que possui uma descontinuidade. Tais descontinui-
dades s�o podem ocorrer atrav�es de uma superf��cie caracter��stica, sendo este
tamb�em o contexto em que s~ao chamadas de frentes de onda, e se propagam,
no caso da equa�c~ao de onda homogênea, sobre essas caracter��sticas ao longo
de raios bicaracter��sticos. Essa propaga�c~ao , como veremos, �e governada por
uma equa�c~ao diferencial simples. Restringiremos nosso estudo aos casos de
equa�c~oes lineares ou semi-lineares.

6.6.1 Descontinuidades de segunda ordem

Seja M � B : �(x0; x1; x2; x3) = 0 uma hipersuperf��cie ao longo da
qual as derivadas primeiras de uma solu�c~ao u da eq.(6.1), e tamb�em todas
as derivadas tangenciais, ou interiores, destas derivadas primeiras sejam
cont��nuas. As derivadas de segunda ordem @2u=@x�@x� (no caso de n~ao
serem derivadas interiores) podem sofrer sofrer descontinuidades (na forma
de saltos) atrav�es de B. Denotaremos por [[f ]] o salto de uma dada fun�c~ao
f atrav�es de B.

Como �e mostrado no Apêndice A, (@2u=@x�@x�)�� � (@2u=@x�x�)��
�e uma derivada interior de u em B, sendo portanto cont��nua em B. Da
mesma forma, (@2u=@x�@x�)�� � (@2u=@x�@x�)�� tamb�em �e cont��nua em
B. Portanto a combina�c~ao linear destas duas express~oes,

@2u

@x�@x�
���� � @2u

@x�@x�
���� (6.51)

tamb�em �e cont��nua atrav�es de B. Obtemos ent~ao para o salto destas quan-
tidades: ��

@2u

@x�@x�

��
���� =

��
@2u

@x�@x�

��
���� : (6.52)

Multiplicando ambos os membros desta igualdade por ���� e efetuando a
soma encontramos que ��

@2u

@x�@x�

��
= ����� ; (6.53)

com
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� =

��
@2u

@x�@x�

��
����

(����)(����)
: (6.54)

Se �zermos agora uma transforma�c~ao linear x� 7! �� tal que � = �
0

para algum 0 = 0; 1; 2; 3, ent~ao @�=@�
0
= 1 e @�=@�� = 0 se � 6= 0.

Teremos portanto ���
� = �0�

0
= �1 (+1 se 0 = 0 e �1 se 0 = 1, 2 ou

3). Nas novas coordenadas temos

u� =
@u

@��
�� = u0�

0

; (6.55)

e portanto

u�� =
@(u0�

0
)

@��
�� = u0��

0

�� + u0

@�
0

@��
��| {z }

=0

= u0��
0

��: (6.56)

Comparando este resultado com (6.54) conclu��mos que

� = [[u��]] : (6.57)

Isto quer dizer que � �e diferente de zero em todos os pontos onde qualquer
uma das derivadas segundas de u �e descont��nua. Vemos portanto que B
precisa ser uma caracter��stica, pois de outra maneira todas as derivadas
segundas de u ao longo de B seriam univocamente determinadas por u e por
suas derivadas primeiras @u=@x� em B, e n~ao poderiam sofrer saltos.

Pode-se entender imediatamente o que foi dito acima se considerarmos
a rela�c~ao de descontinuidade para L(u) = 0 ao longo de B. Usando as
equa�c~oes (6.53) e (6.56) vemos facilmente que

0 = [[L(u)]] = a��
��

@2u

@x�@x�

��
= �a������ ; (6.58)

o que implica que devemos ter a������ = 0.3

6.6.2 A equa�c~ao diferencial ao longo de uma superf��cie ca-
racter��stica

Nesta se�c~ao tratamos o caso das equa�c~oes parciais de segunda ordem
lineares, analisando a informa�c~ao expressa pela equa�c~ao

3Courant e Hilbert mencionam ((Courant & Hilbert 1966), cap. V, x1 e x3) que des-
continuidades nas derivadas primeiras fornecem solu�c~oes generalizadas de u que podem
eventualmente ser compat��veis com a equa�c~ao diferencial ao longo de superf��cies carac-
ter��sticas.
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L(u) = a��
@2u

@x�@x�
+ a�

@u

@x�
+ au = 0 (6.59)

ao longo da superf��cie caracter��stica � = 0, na qual

a������ = 0: (6.60)

Vamos supor, sem perda de generalidade, que a fam��lia de superf��cies
� = const. = � �e transformada na fam��lia de planos coordenados x3 =
const. = �. Os resultados que apresentaremos a seguir podem ser facilmen-
te reformulados para superf��cies arbitr�arias � = c levando-se em conta as
propriedades de invariância das caracter��sticas sob transforma�c~oes de coor-
denadas que estudamos na se�c~ao 6.2.4. Lembrando que nesse caso devemos
ter a33 = 0, a eq.(6.59) �ca

L(u) =

2X
�;�=0

a��u�� + 2

2X
�=0

a�3u�3 +

2X
�=0

a�u� + a3u3 = 0: (6.61)

Vamos agora combinar os termos que contêm somente derivadas interio-
res em B (onde x3 = 0) e denotar sua soma por J . Obtemos assim

L(u) = J + a3u3 + 2
2X

�=0

a�3u�3 = 0 (6.62)

Visto que

u� = u��
� = u3�

3 = �u3 � v; (6.63)

temos

@v

@s
= 2

2X
�=0

a�3
@(�u3)
@x�

= �2
2X

�=0

a�3u3� (6.64)

e a eq.(6.62) se torna

J � @v

@s
� a3v = 0: (6.65)

Como sabemos, a diferencia�c~ao caracter��stica �e invariante sob transfor-
ma�c~oes de coordenadas que transformam os planos x3 = � em outras fam��lias
de superf��cies caracter��sticas � = � = const.. Ainda mais, L(���) tamb�em
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�e invariante sob transforma�c~oes de coordenadas. Para � = x3 = 0 temos
imediatamente que

L(�) = a3: (6.66)

Mais geralmente, para � = x3 = �, L(� � �) = a3 e podemos escrever
que ao longo da superf��cie caracter��stica

J � @v

@s
+ L(�� �)v = 0: (6.67)

L(���) �e uma fun�c~ao conhecida ao longo de B�, e J tamb�em �e conhecida ao
longo de B� se u for conhecida em B�. Assim a eq.(6.67) mostra que ao longo
de B� os dados de Cauchy n~ao podem ser dados livremente. Usaremos esta
equa�c~ao na pr�oxima se�c~ao para estudar a propaga�c~ao de descontinuidades.

6.6.3 Propaga�c~ao de descontinuidades ao longo de raios

A eq.(6.67) representa uma equa�c~ao diferencial ordin�aria de primeira
ordem para a derivada \para fora" de B, u� = v, e �e satisfeita ao longo de
cada um dos raios que geram a superf��cie caracter��stica � = c. Partindo das
mesmas hip�oteses simpli�cadoras usadas para deduzi-la, vamos diferenciar
a eq.(6.59) em rela�c~ao x3 = �. Obtemos

2X
�;�=0

a��u��;3 + 2
2X

�=0

a�3u;33� +
3X

�=0

a�u3� + a3u+ a3u33

+ 2

2X
�;�=0

�
a��
�
3
u�� + 2

3X
�=0

�
a�3
�
3
u3� +

3X
�=0

�
a�
�
3
u� = 0: (6.68)

Em � = 0, u, @u=@xi e, em conseq�uência, todas as derivadas interiores
s~ao conhecidas. Agrupando todos os termos conhecidos da eq.(6.68) como
uma express~ao interior J�, e lembrando que u�� = �u33�3 = u33 � w,
encontramos que

J� + 2
3X

�=0

a�3w� + a3w = 0: (6.69)

Como para a eq.(6.67), denotamos a diferencia�c~ao ao longo de um vetor
tangente a B por @=@s = 2

P2
�=0 a

�3@=@x� e podemos escrever ent~ao

J� +
@w

@s
+ a3w = 0: (6.70)
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Suponhamos agora que u�� possui uma descontinuidade atrav�es de B,
dada por [[u��]] = [[w]] = �, enquanto que u, @u=@xi e todas as derivadas
interiores ao longo de B permanecem constantes. Ent~ao a rela�c~ao de des-
continuidade em B : x3 = 0 �ca

@�

@s
+ P � = 0; (6.71)

onde @=@s �e a diferencia�c~ao ao longo de um dos raios caracter��sticos em B

e P = L(�) = L(x3) �e conhecido em B.
A eq.(6.71) �e a \lei" que governa a propaga�c~ao de descontinuidades ao

longo dos raios nas superf��cies caracter��sticas de descontinuidades. Ela tem
a forma de uma equa�c~ao diferencial ordin�aria e mostra em particular que
uma descontinuidade n~ao pode se anular em nenhum ponto de um raio se
ela for n~ao nula em algum ponto do raio.

Dada a propriedade de invariância das caracter��sticas e da diferencia�c~ao
caracter��stica ao longo de B sob transforma�c~oes de coordenadas, conclu��mos
que a eq.(6.71), com P = L(�), �e v�alida para caracter��sticas � = 0 que n~ao
precisam ser planos. Isto pode ser entendido facilmente se observarmos que
com a transforma�c~ao x3 7! � a derivada \para fora" de B, u33, transforma-
se em u��

�
�3

�2
+ (� � � ), onde novamente os parênteses representam termos

que s~ao constantes atrav�es de B e que portanto se cancelam ao tomarmos a
diferen�ca entre os valores de L(u) em ambos os lados de B. O fator

�
�3

�2
s�o modi�ca o parâmetro s ao longo do raio. Ent~ao, se as descontinuidades
ocorrem atrav�es da superf��cie caracter��stica � = �, a eq.(6.71) transforma-se
em

@�

@s0
+ L(�� �)� = 0: (6.72)

6.7 Caracter��sticas de sistemas de equa�c~oes dife-

renciais parciais de primeira ordem em (M; g;D)

Seja hx�i uma carta de Lorentz, e consideremos um sistema de k equa�c~oes
diferenciais parciais para k fun�c~oes ui, i = 1; : : : ; k. Suponhamos que o
sistema possa ser escrito na forma

Lj(u) � ai ;�j

@ui

@x�
+ bj = 0; i; j = 1; : : : k; (6.73)

onde os coe�cientes ai ;�j dependem de (x0; x1; x2; x3) e os bj dependem de

(x0; x1; x2; x3) e possivelmente de ut � (u1; : : : ; uk). Usando nota�c~ao matri-
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cial podemos reescrever esta equa�c~ao como

L(u) = A� @u

@x�
+ b = 0; bt = (b1; : : : bk); (6.74)

onde os A� s~ao as quatro matrizes k � k
�
ai ;�j

�
.

Consideremos agora uma superf��cie dada por B : �(x0; x1; x2; x3) = 0,
com grad� 6= 0, por exemplo, @�=@x3 6= 0. Consideremos em B a matriz
caracter��stica do sistema (6.73),

A = A� @�

@x�
; (6.75)

e o determinante ou forma caracter��stica

Q(�0; �1; �2; �3) = kAk: (6.76)

Valores iniciais de um vetor u, (ut = (u1; : : : ; uk)) podem ser dados em B.
Vale ent~ao o seguinte teorema:

Teorema. (i) Se Q 6= 0 em B, ent~ao o sistema de equa�c~oes (6.73) determina
univocamente todas as derivadas @u=@x� ao longo de B, a partir dos valores
iniciais dados arbitrariamente. Neste caso dizemos que B �e uma superf��cie
livre ou de Cauchy.

(ii) Se Q = 0 ao longo de B, ent~ao B �e dita uma superf��cie caracter��stica.
Neste caso, dado um vetor l, lt = (l1; : : : ; lk), existe uma combina�c~ao linear
caracter��stica �

lt
�
L(u) = ljLj(u) � �(u) (6.77)

dos operadores diferenciais Lj tal que em � a diferencia�c~ao do vetor u em B

�e interior (no sentido de�nido no apêndice A). Ent~ao a condi�c~ao �(u) = 0
estabelece uma rela�c~ao entre os dados iniciais, de onde se conclui que esses
dados n~ao podem ser dados livremente.

Demonstra�c~ao. Para provarmos (i) e (ii) recordamos primeiramente que

��;3(u) � @u

@x�
�3 � @u

@x3
�� ; � 6= 3; (6.78)

�e um operador diferencial interior em B. Portanto, @u=@x� ser�a conhecido
em B a partir dos dados iniciais se e somente se a �unica derivada \para
fora", @u=@x3, for conhecida (supondo sempre �3 6= 0). Multiplicando a
eq.(6.73) por �3 obtemos
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ai ;�
j �3

@ui

@x�
+ �3bj = ai ;�

j ��
@ui

@x3
+ �3bj +

2X
�=0

ai ;�
j ��;3(ui) = 0: (6.79)

Esta equa�c~ao pode ser reescrita como

�3L(u) = A���
@u

@x3
+ J = A

@u

@x3
+ J = 0; (6.80)

onde J �e um operador diferencial interior de u em B. Segue-se que se
kAk = Q 6= 0, o sistema de equa�c~oes lineares (6.80) determina @u=@x3

univocamente.
Por outro lado, se Q = kAk = 0, ent~ao existe um vetor l, lt = (l1; : : : ; lk),

tal que ltA = 0. Multiplicando a eq.(6.80) por lt obtemos ent~ao

lt�3L(u) = ltJ = 0: (6.81)

Esta equa�c~ao representa um operador diferencial interior para os dados ao
longo de B. Como ltJ n~ao cont�em @u=@x3, segue-se que (6.81) �e uma rela�c~ao
diferencial que restringe os valores iniciais de u em B. �

A equa�c~ao caracter��stica Q = 0 tem a forma de uma equa�c~ao diferencial
parcial de primeira ordem para �(x0; x1; x2; x3). Ela �e satisfeita em x n~ao
somente sob a condi�c~ao �(x0; x1; x2; x3) = 0, mas para toda a fam��lia de
superf��cies � = const., que constituem as poss��veis superf��cies caracter��sticas.

6.7.1 Sistemas de equa�c~oes diferenciais parciais de primeira
ordem hiperb�olicos

Quando o sistema alg�ebrico homogêneo Q = 0 nas quantidades �0, �1,
�2 e �3 n~ao pode ser satisfeito por quaisquer fun�c~oes �� reais, exceto �� = 0,
ent~ao n~ao existem caracter��sticas e o sistema �e dito el��ptico.

Quando a equa�c~ao Q = 0 possui k solu�c~oes reais �3 diferentes, uma
vez prescritos os valores de �0, �1 e �2 (ou se isto for verdadeiro depois de
uma transforma�c~ao de coordenadas), ent~ao o sistema �e dito (totalmente) hi-

perb�olico. Um resultado fundamental para sistemas hiperb�olicos �e o teorema
de Cauchy:

Teorema (Cauchy). Para sistemas totalmente hiperb�olicos o problema de
Cauchy �e completamente sol�uvel.

Uma demonstra�c~ao deste teorema pode ser encontrada em Courant e
Hilbert, vol. 2, cap. VI (Courant & Hilbert 1966).
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6.7.2 As equa�c~oes de Maxwell e de Dirac s~ao sistemas hiper-
b�olicos

As equa�c~oes de Maxwell no v�acuo podem ser escritas no formalismo do
�brado de Cli�ord como

dF = 0; �F = 0; (6.82)

onde F = F�� dx
� ^ dx� e

�
F��

�
=

2664
0 E1 E2 E3

�E1 0 �B3 B2

�E2 B3 0 �B1

�E3 �B2 B1 0

3775 : (6.83)

Em nota�c~ao vetorial as equa�c~oes (6.82) �cam

@ ~E

@t
�r� ~B = 0;

@ ~B

@t
+r� ~E = 0; r � ~E = r � ~B = 0; (6.84)

onde (x0; x1; x2; x3) � (t; x; y; z). Estas s~ao as equa�c~oes importantes que
governam a propaga�c~ao . Para uma onda que se propaga ~E e ~B s~ao fun�c~oes
de t. Tomando o divergente das duas primeiras equa�c~oes e trocando a ordem
de diferencia�c~ao temos, respectivamente,

@

@t
(r � ~E) = 0 e

@

@t
(r � ~B) = 0: (6.85)

Para que estas equa�c~oes sejam satisfeitas devemos ter r � ~E = r � ~B = 0,
que s~ao as duas �ultimas equa�c~oes em (6.84).

Pondo (u1; u2; u3) = (E1; E2; E3) e (u4; u5; u6) = (B1; B2; B3), as duas
primeiras equa�c~oes em (6.84) podem ser escritas como o seguinte sistema de
equa�c~oes diferenciais parciais:

�@u1
@t

=
@u5
@z

� @u6
@y

@u4
@t

=
@u2
@z

� @u3
@y

�@u2
@t

=
@u6
@x

� @u4
@z

@u5
@t

=
@u3
@x

� @u1
@z

�@u3
@t

=
@u4
@y

� @u5
@x

@u6
@t

=
@u1
@y

� @u2
@x

(6.86)

Estas equa�c~oes podem ent~ao ser postas na forma

ai ;�j

@uj

@x�
= 0; (6.87)
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onde ai ;�j s~ao quatro matrizes 6�6 e i; j = 1; : : : 6. Por inspe�c~ao constru��mos
a matriz A = A��� como

A =

26666664

��0+�2��3 0 0 0 0 0

0 ��0��1+�3 0 0 0 0

0 0 ��0+�1��2 0 0 0

0 0 0 �0+�2��3 0 0

0 0 0 0 �0��1+�3 0

0 0 0 0 0 �0+�1��2

37777775
(6.88)

Ent~ao a equa�c~ao das caracter��sticas, Q = detA = 0 fornece

�20(�
2
0 � �21 � �22 � �23)

2 = 0: (6.89)

Uma solu�c~ao poss��vel para (6.89) �e dada pelo \cone de luz"

�20 � �21 � �22 � �23 = 0 (6.90)

e neste caso a caracter��stica �e a mesma que a da equa�c~ao de onda. Entre-
tanto, a eq.(6.89) tamb�em �e satisfeita se �0 = 0. Uma fam��lia de \fun�c~oes
caracter��sticas" que satisfazem �0 = 0 �e dada, e.g., por Ba : � = �x2�y2�
z2 + a2 = 0, a 2 R+ . As aspas devem-se ao fato que as Ba � S2 e portanto
dimBa = 2, enquanto que sempre hav��amos pensado em superf��cies carac-
ter��sticas como sendo aquelas para as quais dimB = n se dimM = n + 1
(veja-se a de�ni�c~ao , eq.(6.2)).

Na se�c~ao 6.9 apresentaremos um m�etodo, baseado no formalismo do
�brado de Cli�ord, que mostra de maneira clara e em poucas linhas que se
as superf��cies caracter��sticas devem ser de dimens~ao 3, ent~ao tanto para as
equa�c~oes de Maxwell quanto para a equa�c~ao de Dirac tais superf��cies s~ao
cones de luz.

6.7.3 Caracter��sticas para o sistema de equa�c~oes de Maxwell
quando ~E e ~B dependem somente de t e z

As solu�c~oes mais conhecidas das equa�c~oes de Maxwell sem fontes, para
um meio material ou para o v�acuo, s~ao as ondas planas transversais. Neste
caso temos, por exemplo, ~E = (Ex; 0; 0) e ~H = (0;Hy; 0), com Ex e Hy

dependentes apenas de t e z. O sistema de Maxwell torna-se ent~ao, como �e
trivial veri�car,

@Ex

@z
+ �

@Hy

@t
= 0;

@Hy

@z
+ �

@Ex

@t
= 0; (6.91)
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onde � e � s~ao respectivamente a permissividade el�etrica e a permeabilidade
magn�etica do meio atrav�es do qual a onda se desloca.4 Pondo Ex = u1 e
Hy = u2 este sistema pode ser escrito como

ai ;�j
@ui
@x�

= 0; (6.92)

onde i; j = 1; 2, � = 0 ou 3 e

�
ai ;0j

�
=

�
� 0
0 �

�
e

�
ai ;3j

�
=

�
0 1
1 0

�
: (6.93)

A matriz caracter��stica para este sistema �e portanto

A = A��� =

�
��0 �3
�3 ��0

�
; (6.94)

e as \superf��cies" caracter��sticas s~ao somente cones pois temos Q = detA =
1
c2
�20 � �23 = 0, c = 1=

p
��. Vemos assim que para o caso particular das

ondas planas transversais �e perdida a generalidade do sistema completo de
equa�c~oes de Maxwell no que diz respeito �as caracter��sticas.

6.7.4 Caracter��stica para a equa�c~ao de Dirac

A equa�c~ao de Dirac para o spinor  2 secPSpin+1;3 � C 4 , em intera�c~ao
com o campo eletromagn�etico A 2 sec �1(T �M), �e escrita em uma carta de
Lorentz hx�i como

i�(@� �A�) �m = 0: (6.95)

Introduzindo as matrizes �� = i��, reescrevemos esta equa�c~ao como

��

�
@

@x�
�A�

�
 � �m = 0; (6.96)

onde

4Supomos neste cap��tulo que � e � s~ao constantes e reais. O caso geral ser�a tratado no
cap��tulo 7.
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�0 =

2664
�1 0 0 0

0 �1 0 0

0 0 �1 0

0 0 0 �1

3775 ; �1 =

2664
0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

3775 ; �2 =

2664
0 0 0 �i

0 0 i 0

0 �i 0 0

i 0 0 0

3775 ;

�3 =

2664
0 0 1 0

0 0 0 �1

1 0 0 0

0 �1 0 0

3775 ; � =

2664
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 �1 0

0 0 0 �1

3775 :
Com esta nova forma a eq.(6.76) fornece

Q(�0; �1; �2; �3) = k����k = (�20 � �21 � �22 � �23)
2 = 0; (6.97)

e portanto as superf��cies caracter��sticas s~ao cones, como no caso da equa�c~ao
de onda homogênea.

6.7.5 Caracter��sticas para as equa�c~oes de Klein-Gordon e
Klein-Gordon modi�cada

Estas equa�c~oes s~ao dadas respectivamente por

2 +m2 = 0 e 2 �m2 = 0; (6.98)

onde m �e uma constante real e  �e uma fun�c~ao complexa. Vemos imediata-
mente que em ambos os casos as caracter��sticas s~ao os cones de luz. Estes
resultados s~ao compat��veis com aqueles obtidos por Fox, Kuper & Lipson
(1970) e tamb�em Strnad & Kodre (1975) usando m�etodos de integrais no
plano complexo an�alogas �aquelas empregadas em alguns desenvolvimentos
no cap��tulo 7.

6.8 Rela�c~ao entre as caracter��sticas

Estudamos agora como se relacionam as de�ni�c~oes de caracter��sticas para
uma equa�c~ao diferencial parcial de segunda ordem linear ou semilinear e para
um sistema de equa�c~oes diferenciais de primeira ordem obtido da primeira
equa�c~ao . Consideremos a equa�c~ao de segunda ordem

a��
@2u

@x�@x�
+ : : : = 0: (6.99)

Se pudermos trocar esta equa�c~ao por um sistema de equa�c~oes diferenciais
parciais de primeira ordem
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8>><>>:
@pl
@x0

=
@p0
@xl

l = 1; 2; 3:

a��
@p�
@x�

+ : : : = 0

(6.100)

com p� = @
@ux

�, obtemos para o sistema a condi�c~ao caracter��stica

det

2664
a1��� a2��� a3��� a0���
�0 0 0 ��1
0 �0 0 ��2
0 0 �0 ��3

3775 = 0; (6.101)

ou seja,

�20
�
a������

�2
= 0; (6.102)

e vemos que a equa�c~ao caracter��stica (6.102) cont�em a condi�c~ao a������ = 0
da equa�c~ao de segunda ordem original, mas que para o sistema de equa�c~oes
de primeira ordem existem novas possibilidades, como no caso j�a estudado
das equa�c~oes de Maxwell.

6.9 Determina�c~ao das caracter��sticas com o for-

malismo do �brado de Cli�ord

Nesta se�c~ao mostraremos, utilizando o formalismo do �brado de Clif-
ford, que se exigirmos que as superf��cies caracter��sticas para as equa�c~oes de
Maxwell tenham dimens~ao 3, ent~ao elas ser~ao necessariamente cones de luz.
Entretanto, �e importante ter em mente que o caso das caracter��sticas com
dimens~ao 2 dever�a eventualmente ser investigado com rigor. Este assunto
ser�a discutido em futuros trabalhos.

No formalismo do �brado de Cli�ord as equa�c~oes de Maxwell e Dirac
têm a forma

@ = f( ; x); (6.103)

onde no caso de Maxwell  � F 2 sec�2(TM) � sec C̀ (M; g), e no caso de
Dirac  =

V0+
V2+

V4 2 sec �0(TM) + �2(TM) + �4(TM) � C̀ (M; g).
Como sabemos, o problema de Cauchy consiste em fornecer dados iniciais

sobre uma superf��cie tridimensional B : � = 0 e estudar a existência de
obstru�c~oes para propagarmos essa informa�c~ao para fora de B. Seja p 2 U �
B e sejam ei 2 TpB, i = 1; 2; 3.
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Como  �e dado em B podemos calcular

(ei � @) ; i = 1; 2; 3: (6.104)

Consideremos o vetor

n = 5(e1 ^ e2 ^ e3); (6.105)

que �e ortogonal a B em p, pois

n � ei = 0; i = 1; 2; 3: (6.106)

Calculemos n@ . Podemos escrever

n@ = (n � @) + (n ^ @) = n � (@ ) + n ^ (@ )

= (n � @) + 5[(e1 ^ e2 ^ e3) � @] : (6.107)

Ent~ao

(n � @) = nf( ; x)� 5
�
(e1 ^ e2)(e3 � @) 

�(e1 ^ e3)(e2 � @) + (e2 ^ e3)(e1 � @) 
�
: (6.108)

Como todos os termos no lado direito de (6.108) s~ao conhecidos em B,
podemos determinar (n � @) e propagar  na dire�c~ao de n, i.e., para fora
de B.

A propaga�c~ao para fora de B n~ao ser�a poss��vel somente no caso em que
n 2 TpB, i.e., quando

n ^ (e1 ^ e2 ^ e3) = n ^ (n5)

=
1

2
(nn5 �n5n)

=
1

2
(nn5 +nn)5

= (n � n)5 = 0;

(6.109)

o que signi�ca que as superf��cies caracter��sticas s~ao os cones de luz.
Fica assim provado que tanto as equa�c~oes de Maxwell quanto a de Dirac

têm os cones de luz como caracter��sticas, quando B �e suposta de dimens~ao
3.
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6.10 Formula�c~ao do problema de Cauchy genera-

lizado para a equa�c~ao de onda homogênea

Desejamos agora resolver o chamado problema de Cauchy generalizado

(Wladimirov 1971). Consideremos a equa�c~ao de onda homogênea

���
@2u

@x�@x�
= d(t; ~x); (6.110)

com as condi�c~oes iniciais

ujt=+0 = u0(~x) e
@u

@t

����
t=+0

= u1(~x); (6.111)

onde d; u1 2 D0(M), u0 2 D1(M) e onde Di(M), i = 0; 1; 2; : : : denota a
classe das fun�c~oes com as i-�esimas derivadas cont��nuas em M .

Suponhamos agora que existe uma solu�c~ao cl�assica u(t; ~x) do problema
de Cauchy dado por (6.110) e (6.111). Isto signi�ca que u, de classe D2(t >
0)[D1(t � 0) satisfaz (6.110) para t > 0 e satisfaz as condi�c~oes (6.111) para
t! +0.

Queremos continuar as fun�c~oes u e d de maneira que ambas se anulem
para t < 0, isto �e, supomos que

~u(t; ~x) =

�
u(t; ~x); t > 0
0; t < 0

e ~d =

�
d(t; ~x); t > 0
0; t < 0

: (6.112)

Mostramos agora que a fun�c~ao ~u(t; ~x) satisfaz em M a equa�c~ao de onda

2~u(t; ~x) = ~d(t; ~x) + u0(~x)�
0(t) + u1(~x)�(t): (6.113)

Naturalmente, ~u(t; ~x) �e uma distribui�c~ao (Wladimirov 1971) e assim,
para todas as fun�c~oes-teste ' 2 D(M), onde D(M) �e a classe das fun�c~oes
com suporte compacto em M , temos

h2~u; 'i = h~u;2'i =
1Z
0

Z
R3

u2' d3x dt

= lim
�!0+

1Z
�

Z
R3

u

�
@2'

@t2
�r2'

�
d3x dt
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= lim
�!0+

" 1Z
�

Z
R3

�
@2u

@t2
�r2u

�
' d3x dt

�
Z
R3

@'(�; ~x)

@t
u(�; ~x) d3x+

Z
R3

'(�; ~x)
@u(�; ~x)

@t
d3x

#

=

1Z
0

Z
R3

d(t; ~x)'d3x dt

�
Z
R3

@'(0; ~x)

@t
u(0; ~x) d3x+

Z
R3

'(0; ~x)
@u(0; ~x)

@t
d3x

=

Z
M

~d'd3x dt�
Z
R3

u0(~x)
@'(0; ~x)

@t
d3x+

Z
R3

u1(~x)'(0; ~x) d
3x

= h ~d+ u0(~x)�
0(t) + u1(~x)�(t); 'i; (6.114)

o que prova a eq.(6.113).
A eq.(6.113) mostra que as perturba�c~oes iniciais u0 e u1 para a fun�c~ao

~u(t; ~x) fazem o papel de uma fonte u0(~x)�
0(t)+u1(~x)�(t) que atua momenta-

neamente no instante t = 0. Al�em disso, as solu�c~oes cl�assicas do problema de
Cauchy (eqs.(6.110) e (6.111)) est~ao contidas entre as solu�c~oes da eq.(6.113)
que se anulam para t < 0. Podemos ent~ao dizer que o problema de encontrar
solu�c~oes generalizadas de (6.113) que se anulam para t < 0 �e o problema de

Cauchy generalizado. Neste caso, ~d, u0 e u1 precisam ser consideradas como
fun�c~oes generalizadas. Dizemos ent~ao que o problema de encontrar solu�c~oes
generalizadas u que se tornam zero para t < 0 e que satisfazem a equa�c~ao
de onda

2u(t; ~x) = d(t; ~x) + u0(~x)�
0(t) + u1(~x)�(t): (6.115)

�e o problema de Cauchy generalizado para a equa�c~ao de onda para uma
distribui�c~ao ~d e perturba�c~oes iniais u0 e u1 que tamb�em s~ao distribui�c~oes .

6.11 Conclus~oes

Mostramos neste cap��tulo que as descontinuidades na derivada segunda
de solu�c~oes da equa�c~ao de onda homogênea e da equa�c~ao de Klein-Gordon
com massa quadr�atica positiva ou negativa s�o podem propagar-se ao longo
de caracter��sticas, que s~ao cones de luz.
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Mostramos tamb�em que as equa�c~oes de Maxwell e de Dirac possuem
como caracter��sticas cones de luz, se elas forem hipersuperf��cies de dimens~ao
3, e apresentamos uma formula�c~ao do problema de Cauchy generalizado
(6.115).

Se olharmos para a eq.(A.9) de Rodrigues & Lu (1997), que fornece a
solu�c~ao completa para a equa�c~ao de onda em uma regi~ao V � R3 , com
fronteira S = @V (isto �e, a superf��cie de Cauchy �e o plano t = 0, com uma
fronteira) vemos que a equa�c~ao 2u = 0 tem como solu�c~ao

u(t; ~x) =
1

4�

Z
V

d3x

�
GRjt0=0

@u(t0; ~x0)

@t

����
t0=0

� u(t0; ~x0)jt0=0
@

@t0
GRjt0=0

�
| {z }

=0

+
1

4�

t+Z
0

dt0
Z
S

d~s0 � �GR grad0 u� u grad0 GR

�
(6.116)

Agora supomos que, em t = 0, u e @u=@t se anulam em todo o espa�co,
com exce�c~ao do plano z = 0. Assim, o primeiro termo em (6.116) vale
zero. Naturalmente, para obtermos a solu�c~ao de (6.116) precisamos conhecer
tamb�em gradujS e ujS . Isto �e compat��vel com a hip�otese de que u e @u=@t
se anulam para t < 0. Vemos assim que a solu�c~ao dada por (6.116) pode
ser superluminal ou subluminal desde que ujS e gradujS sejam os valores
exatos em S de uma solu�c~ao superluminal ou subluminal. Para tais solu�c~oes
o problema a ser resolvido n~ao �e, obviamente, o problema de Cauchy.
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Cap��tulo 7

Ondas em Meios Dispersivos

Neste cap��tulo estudamos a propaga�c~ao de ondas em meios dispersivos.
Esse estudo permitir�a a introdu�c~ao de v�arios tipos diferentes de velocidades
| velocidade de fase, velocidade de grupo, velocidade da frente, velocidade
do sinal, velocidade de transporte de energia | associados aos fenômenos
de movimento ondulat�orio.1 Cada uma dessas velocidades descreve uma
caracter��stica diferente do movimento ondulat�orio, e a compreens~ao de como
tais conceitos podem ser aplicados, bem como de suas limita�c~oes, �e um pr�e-
requisito necess�ario para qualquer estudo s�erio do movimento ondulat�orio.
A teoria de Sommerfeld e Brillouin (SB) (Brillouin 1960) sobre a propaga�c~ao
de ondas em meios dispersivos �e ideal para a apresenta�c~ao desses diferentes
conceitos de velocidade.2

Por essa raz~ao, principiamos este cap��tulo com uma apresenta�c~ao da
teoria de SB . Nosso objetivo principal �e discutir e esclarecer a bem conhecida
a�rma�c~ao de que estes autores provaram que nenhum sinal pode propagar-
se em qualquer meio com velocidade maior que c, a velocidade da luz no
v�acuo.

Vamos ver que os resultados de SB s~ao v�alidos somente sob uma condi�c~ao
matem�atica bastante restritiva, a de que existem (ou podem ser produzidos)
na natureza sinais ideais (ou matem�aticos), i.e., con�gura�c~oes do campo
eletromagn�etico que apresentem um movimento ondulat�orio limitado. Nas
palavras de Sommerfeld: \ : : : nothing until a certain moment in time, then,

1J�a utilizamos os conceitos de velocidade de fase e de grupo em associa�c~ao com algumas
solu�c~oes subluminais e superluminais das equa�c~oes de Maxwell no v�acuo. Neste cap��tulo
mostraremos como tais conceitos foram originalmente introduzidos.

2SB estudaram a propaga�c~ao de ondas em meios dispersivos com absor�c~ao; n�os investi-
garemos o movimento ondulat�orio em meios dispersivos com ganho. Em (Brillouin 1960)
o leitor pode encontrar as referências originais dos artigos de Sommerfeld.
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for instance, a series of regular sine waves, which stop after a certain time
or which continue inde�nitely. Such a wave motion will be called a signal."3

7.1 As EM em meios dispersivos com absor�c~ao

As equa�c~oes de Maxwell para os campos fundamentais ~E e ~B s~ao

r � ~E = �; r� ~E +
@ ~B

@t
= 0;

r � ~B = 0; r� ~B � @ ~E

@t
= ~j

(7.1)

Nas eqs.(7.1) � e ~j s~ao respectivamente as densidades totais de carga e
corrente do meio. Estas equa�c~oes, juntamente com a lei de for�ca de Lorentz
(que descreve o movimento de part��culas carregadas sob a a�c~ao de ~E e ~B) re-
sumem o conhecimento cl�assico a respeito dos fenômenos eletromagn�eticos.
As equa�c~oes foram escritas em um sistema de unidades no qual a permissi-
vidade el�etrica do v�acuo �0 e a permeabilidade magn�etica �0 s~ao iguais a 1.
Dessa forma, a constante c = 1=

p
�0�0, como nos cap��tulos anteriores, ter�a

o valor num�erico 1.
Quando uma onda eletromagn�etica se propaga em um meio inicialmente

neutro, ele em geral se torna polarizado. Apresentamos aqui um mode-
lo simpli�cado desse processo, no qual se sup~oe que os el�etrons em cada
mol�ecula (ou �atomo) do meio comportam-se como osciladores harmônicos
amortecidos e for�cados sob a a�c~ao do campo el�etrico ~E. Al�em disso, supo-
mos tamb�em que �e l��cito, em uma primeira aproxima�c~ao, ignorar a a�c~ao do
campo magn�etico ~B sobre o seu movimento.

Seja ent~ao ~s(t; ~x) uma fun�c~ao vetorial complexa, tal que sua parte real
~s(t; ~x) = Re~s(t; ~x) representa o deslocamento (densidade) de um \el�etron"
na posi�c~ao ~x no instante t. Sejam ~E e ~B campos vetoriais complexos tais
que ~E = Re ~E e ~B = Re ~B.

Suponhamos que uma onda eletromagn�etica transversal se propaga atra-
v�es de um meio dispersivo na dire�c~ao z. Escrevemos:

~E = E0 e
�i(!t�kz) x̂ = Exx̂; ~B = B0 e

�i(!t�kz) ŷ = By ŷ (7.2)

onde E0 e B0 s~ao constantes complexas. Ent~ao, escrevendo

3Brillouin (1960, p. 18). Preferimos usar a express~ao sinal ideal para o sinal de SB
porque, como ser�a discutido na se�c~ao 7.4, h�a d�uvidas sobre se um sinal desse tipo pode
ser produzido experimentalmente.
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~s(t; ~x) = s0 e
�i(!t�kz) x̂ = sxx̂ (7.3)

onde s0 �e uma constante, a equa�c~ao de movimento satisfeita por ~s reduz-se
a

s0 =
E0(e=m)

�!2 � i! + !2
0

=
E0(e=m) ei�p

(!2
0 � !2)2 + 2!2

; tg � =
!

!2
0 � !2

; (7.4)

onde e e m s~ao a carga e a massa do el�etron,  �e a constante de amorteci-
mento (dividida por m) e !0 �e a freq�uência de ressonância do meio. Se N �e
o n�umero de el�etrons polariz�aveis por unidade de volume, ent~ao o vetor de
polariza�c~ao complexo �e

~P = Ne~E: (7.5)

�E usual introduzir na teoria o campo vetorial de deslocamento complexo

~D = ~E+ ~P = �~E: (7.6)

onde � �e chamada de constante diel�etrica complexa do meio,4 e �e dada por

�(!) =

"
1 +

!2
p

�!2 � i! + !2
0

#
; !2

p = N e2 =m: (7.7)

De�nimos tamb�em as densidades complexas de carga e corrente no meio
polarizado como

�P = �r � ~P; ~jP =
@~P

@t
: (7.8)

As partes reais das fun�c~oes acima s~ao as densidades de polariza�c~ao de carga
e corrente verdadeiras do meio. Podemos ent~ao escrever o seguinte sistema
de equa�c~oes de Maxwell complexas:

r � ~D = 0 r� ~E+
@ ~B

@t
= 0;

r � ~B = 0; r� ~B� @~D

@t
= 0:

(7.9)

onde a conex~ao n~ao instantânea entre ~D e ~E �e dada por

4A permeabilidade magn�etica do meio �e tomada como sendo igual ao seu valor no
v�acuo.
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~D(t; ~x) =
1

2�

1Z
�1

d! e�i!t ~D(!; ~x); ~D(!; ~x) = �(!)~E(!; ~x);

~D(t; ~x) = ~E(t; ~x) +

Z
d�G(�)~E(t� �; ~x); (7.10)

Para nosso modelo

G(�) =
!2
p

(2�)2

1Z
�1

d!
e�i!�

!2
0 � i! � !2

(7.11)

Ent~ao, em nosso problema, para cada componente monocrom�atica do
campo eletromagn�etico (eq.(7.2)) as equa�c~oes de Maxwell se reduzem a

@Ex
@z

+
@By

@t
= 0;

@By

@z
+ �

@Ex
@t

= 0 (7.12)

com

k2 = !2

 
1 +

!2
p

!2
0 � i! � !2

!
(7.13)

o que signi�ca que o vetor de onda ser�a geralmente complexo para meios
dispersivos. Quando  = 0 o meio dispersivo �e dito ser n~ao dissipativo. A
eq.(7.13) �e um caso particular da rela�c~ao de dispers~ao de Lorenz-Lorentz.

7.1.1 Velocidade de fase

Vamos reescrever a eq.(7.2) como

~E = E0 e
�i!(t�z=W ) x̂ = Exx̂;

~B = B0 e
�i!(t�z=W ) ŷ = By ŷ

(7.14)

onde
W =

!

k
(7.15)

�e chamada a velocidade de fase complexa. De�nindo o ��ndice de refra�c~ao
complexo do meio como

n =
1

W
=
p
� = n+ ini (7.16)

vemos que o sign�cado de um W complexo �e que existe absor�c~ao durante a
propaga�c~ao da onda monocrom�atica. De fato,
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e�i!(t�z=W ) = e(��z) e[�i!(t�nz)] = e(��z) e[�i(!t�(Re k)]; (7.17)

onde � = Im k = !ni(!) �e o coe�ciente de absor�c~ao e Re k = !n(!). A
parte real do ��ndice de refra�c~ao (n) permite-nos calcular a diferen�ca de fase
entre dois pontos ao longo do eixo z. De�nimos ent~ao a velocidade de fase

como

vph =
1

n
: (7.18)

7.1.2 Velocidade de grupo

Consideremos uma con�gura�c~ao do campo eletromagn�etico em forma de
pacote de onda propagando-se na dire�c~ao z positiva. Ent~ao, as componentes
Ex e By do campo podem ser escritas, para z > 0, como0@ Ex(t; z)

By(t; z)

1A =
1

2�

1Z
�1

d!

�
E0(!)
B0(!)

�
exp[�i(!t� k(!)z]: (7.19)

Para a componente el�etrica temos

E0(!) =
2

1 + n(!)

1Z
�1

dtEx(t; 0�) e
i!t : (7.20)

O s��mbolo 0� na eq.(7.20) signi�ca que a integral deve ser calculada com
o valor do campo incidente em uma vizinhan�ca externa do meio, em z = 0�.
Escolhendo E0(!) real, ent~ao B0(!) deve ser complexo e as equa�c~oes de
Maxwell levam �a seguinte rela�c~ao:

jB0j2 = j�jE2
0 : (7.21)

Estamos agora preparados para introduzir o conceito de velocidade de

grupo (vg) do pacote de ondas. Como primeira observa�c~ao, �e necess�ario
enfatizar que este conceito pode ser aplicado a um pulso geral (arbitr�ario)
somente se restringirmos o intervalo de freq�uências na integral de Fourier da
eq.(7.19) a uma banda limitada de freq�uências

(�! � �; �! + �): (7.22)

Sob esta condi�c~ao, se � representa Ex ouBy, podemos escrever a seguinte
expans~ao:
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!t� kz = (�!t� �kz) + (! � �!)

�
t� z

�
d(Re k)

d!

�
�!

�
� i(! � �!)z

�
d(Im k)

d!

�
�!

: (7.23)

Visto que �(�!) =
h
d(Im k)

d!

i
�!
, encontramos

�(t; z) � 1

2�

�!+�Z
�!��

d![ ~�(!) e�(!��!)�(�!)z e�i(!��!)(t�z=vg)] e�i(�!t�
�kz)

� ��(t; z) e�i(�!t�
�kz) (7.24)

Se �(�!) = 0, a amplitude m�edia �� �e constante sobre as superf��cies z� vgt =
constante, e ent~ao �ca evidente que �� se propaga com vg | a velocidade de
grupo do pacote de ondas, dada por

1

vg
=

�
d(Re k)

d!

�
�!

=

�
n+ !

dn

d!

�
�!

: (7.25)

Se �(�!) 6= 0, a amplitude m�edia da onda �e atenuada durante a propa-
ga�c~ao, mas ela ainda se move com velocidade vg. Observe-se que usando as
equa�c~oes (7.15) e (7.18) e de�nindo o comprimento de onda da componente
monocrom�atica de freq�uência ! como � = 1=Re k, podemos escrever

vg =
d!

d(Re k)
= vph � �

dvph
d�

(7.26)

Vemos assim que se
h
dvph
d�

i
��
< 0, ent~ao vg > vph e pode acontecer que vg > 1.

Se
h
dvph
d�

i
��
> 0 �e poss��vel ter vg < 0! Uma regi~ao �e dita ser de dispers~ao

anômala se vg > 1 ou se vg < 0. Ambas as possibilidade podem ocorrer
pr�oximo a uma linha de absor�c~ao do meio.

Sommerfeld e Brillouin,5 e tamb�em Stratton (1941, p. 333) e Jack-
son (1983, p. 233), a�rmam que em tais casos a velocidade de grupo perde
seu signi�cado. Esta a�rma�c~ao �e incorreta. De fato, mostraremos na se�c~ao
7.3 que pode ser atribu��do um signi�cado f��sico preciso a velocidades de
grupo vg > 1 ou vg < 0. Isto corresponde a um fenômeno conhecido como
reformatamento de pulso, que tem sido observado em v�arios experimentos
realizados nos �ultimos anos (Chiao 1993, Bolda et al. 1994).

5Brillouin (1960), p. 22 e 122 respectivamente.
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7.1.3 Velocidade do sinal e da frente de onda

Vamos discutir agora os conceitos de velocidade da frente de onda e velo-
cidade do sinal, segundo SB . Vamos supor que o meio dispersivo, com��ndice
de refra�c~ao n(!) dado pela eq.(7.16), estende-se do plano z = 0 at�e z =1,
fazendo fronteira com o v�acuo. Suponhamos que uma onda eletromagn�etica
plana (transversal) penetre no meio vindo do v�acuo, com vetor de propa-
ga�c~ao na dire�c~ao z. No plano z = 0 as componentes Ex e By ser~ao fun�c~oes
somente do tempo t. Estaremos interessados somente na onda transmitida.

O problema de Sommerfeld

O problema de Sommerfeld consiste em resolver as equa�c~oes de Maxwell
no meio, quando s~ao dados Ex(t; 0) ou By(t; 0). Note-se que este n~ao �e um
problema de Cauchy (Taylor 1981). Suponhamos que �(t; 0) representa a
situa�c~ao de Ex(t; 0) ou By(t; 0).

SB consideram que um sinal ideal �e uma fun�c~ao com uma descontinui-
dade na sua primeira derivada. O exemplo cl�assico disto, que estudaremos
agora, �e

�(t; 0) =

�
0; t < 0
e�i!t; t > 0

(7.27)

cuja representa�c~ao de Laplace �e

�(t; 0) =

8>>><>>>:
0; para t < 0

1

2�i

�+i1Z
��i1

est

s+ i!
ds; � > 0; para t > 0

(7.28)

�E f�acil veri�car que o valor de Ex(t; z) ou By(t; z) para 0 < z < 1,
a menos de alguns fatores irrelevantes para nossa an�alise, �e dado por uma
fun�c~ao �(t; z) cuja representa�c~ao de Laplace �e

�(t; z) =
1

2�i

�+i1Z
��i1

expfs[t� n(s)z]g
s+ i!

ds; � > 0 (7.29)

onde

n(s) = n(i!) =

s
1 +

!2p
s2 + s+ !20

(7.30)
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Quando s ! �i1, n(s) ! 1. Ent~ao, para (t � z) < 0 o caminho
de integra�c~ao � para o c�alculo da integral de Laplace no plano complexo
s deve ser fechado com um semic��rculo (de raio in�nito) pelo lado direito
(�gura 7.1).

�i!

�

i

plano s

�=2

(t� z) < 0

�i!
�=2

�

plano s
i

(t� z) > 0

Figura 7.1: Contornos de integra�c~ao � no plano s complexo, para t� z < 0
e para t� z > 0.

O caminho � exclui todas as singularidades do integrando. Segue-se
ent~ao do teorema de Cauchy que

�(t; z) = 0 para t� z < 0 (7.31)

Fica assim provado que para um certo instante de tempo t, n~ao existe
campo no meio nos pontos de coordenada z > t. Conclu��mos assim que, sob
as hip�oteses consideradas acima, a velocidade da frente de onda n~ao pode
ser maior que a velocidade da luz no v�acuo.

Quando t � z > 0 o caminho de integra�c~ao deve ser fechado pelo lado
esquerdo, e neste caso

para n!1; s = �

2
� i

2

q
4!2

0 � 2;

para n = 0; s = �

2
� i

2

q
4(!2

0 + !2
p)� 2:

Estas singularidades s~ao mostradas nas �guras 7.1 e 7.2, juntamente com
as linhas de rami�ca�c~ao da integral dada pela eq.(7.29).

Se dermos uma volta em torno do ponto de rami�ca�c~ao no plano com-
plexo s, retornaremos ao valor inicial de n com uma mudan�ca de sinal. Por
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�i!
�=2

i

�0

�1

�2

plano s

Figura 7.2: Caminhos de integra�c~ao no plano s mostrando as linhas de
rami�ca�c~ao.

(a) (b)

Figura 7.3: (a) Varia�c~ao com o tempo da amplitude do primeiro precursor.
(b) Chegada do primeiro e segundo precursores e o sinal principal.

essa raz~ao, introduzimos linhas de rami�ca�c~ao (cortes) no plano s, como
mostrado na �gura 7.1. No plano com os cortes a fun�c~ao n(s) �e univalente.
O caminho de integra�c~ao pode ent~ao ser deformado (no plano s cortado)
em qualquer caminho que n~ao passe pelo p�olo, localizado em s = �i!, sem
alterar o valor da integral. Em particular, o caminho pode ser deformado
at�e tornar-se aquele mostrado na �gura 7.2.

As contribui�c~oes dos percursos de ida e volta pelas linhas ligando �0 a
�1 e a �2 cancelam-se, e a integral de Laplace (eq.(7.29)) fornece

�(t; z) = �0(t; z) + �12(t; z); (7.32)

onde �0 representa as chamadas oscila�c~oes for�cadas e �12 representa as os-
cila�c~oes livres. Temos
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�0(t; z) =
1

2�i

Z
�0

ds
es[t�n(s)s]

s+ i!

= exp(��z) exp
�
�i!(t� z

vph
)

�
: (7.33)

N~ao existe nenhum modo simples de calcular �12(t; z). Temos

�12(t; z) =
1

2�i

Z
�1+�2

ds
es[t�n(s)s]

s+ i!
(7.34)

Brillouin estimou �12(t; z) utilizando o m�etodo do ponto de sela. Apre-
sentamos aqui um resumo de seus resultados (ver �g. 7.3):

(i) Em contraste com as oscila�c~oes livres, que possuem a mesma freq�uên-
cia da onda incidente e n~ao s~ao amortecidas no tempo, as oscila�c~oes for�cadas
sofrem amortecimento no tempo. Este fato �e interpretado �sicamente co-
mo resultado das for�cas de amortecimento que agem sobre os el�etrons das
mol�eculas do meio.

(ii) J�a vimos que �(t; z) = 0 para t < z; �e poss��vel mostrar tamb�em por
um c�alculo expl��cito que �0(z; z) = ��12(z; z). Ent~ao, mesmo se vph > 1 ou
se vg > 1, nada chega aos pontos com coordenada z antes de t = z. Assim,
se por frente de onda entendemos a chegada a z da primeira perturba�c~ao
ondulat�oria, que come�ca a pôr os el�etrons em movimento, ent~ao a velocidade
da frente de onda �e c (= 1), qualquer que seja o meio considerado e dadas
as condi�c~oes particulares que impusemos �a con�gura�c~ao do campo eletro-
magn�etico que constitui o sinal ideal. O signi�cado de como �e poss��vel ter-se
vg > 1 sob tais condi�c~oes ser�a discutido nas se�c~oes 7.2 a 7.4. O estado esta-
cion�ario �e constru��do de forma suave com o decaimento da onda transiente
�12(t; z).

(iii) Recordemos novamente que um sinal ideal, de acordo com SB , �e
um pacote ou um trem de ondas que come�ca a existir em um dado tempo.
Durante a propaga�c~ao atrav�es do meio dispersivo o sinal ideal �e deforma-
do. O corpo principal do sinal ideal �e precedido por um primeiro precursor
(chamado precursor de Sommerfeld) que, como vimos, propaga-se com a
velocidade c (= 1). O precursor de Sommerfeld chega com amplitude zero,
que aumenta gradualmente, enquanto a freq�uência diminui. A amplitude
ent~ao diminui enquanto a freq�uência se aproxima da freq�uência natural de
vibra�c~ao dos el�etrons, que vale !0 em nosso modelo.

(iv) Surge ent~ao uma nova perturba�c~ao, chamada de segundo precursor

(ou precursor de Brillouin), que se propaga com velocidade !0=
q
!2
0 + !2

p.
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Inicialmente, a freq�uência do precursor de Brillouin �e muito pequena e sua
amplitude apresenta uma varia�c~ao similar ao caso do precursor de Sommer-
feld.

(v) Finalmente, um aumento s�ubito da amplitude anuncia a chegada do
corpo principal (tamb�em chamado parte principal) da perturba�c~ao ondu-
lat�oria. Essa parte principal viaja com uma velocidade que Brillouin chama
de velocidade do sinal vs. O valor de vs �e um tanto arbitr�ario; de qualquer
forma, Brillouin mostrou que

vs � vg; (7.35)

onde a velocidade de grupo do sinal �e estimada da seguinte maneira. A
partir da representa�c~ao de Fourier do sinal real (Im�(t; z)) dada por

Im�(t; z) =
1

2�
Re

Z
d!0 e

�i[!0�k(!0)]

!0 � !
; (7.36)

podemos ver que as componentes harmônicas pr�oximas de !0 têm amplitudes
maiores que as outras componentes. Dessa forma, expandindo k(!0) em
torno de !0, como foi feito na eq.(7.23), obtemos

1

vg
=

�
dRe k(!0)

d!0

�
!0

: (7.37)

7.2 Velocidades de grupo vg > 1 ou vg < 0

Vimos na se�c~ao 7.1 que quando uma con�gura�c~ao do campo eletro-
magn�etico com espectro de freq�uência concentrado em torno de �! se propaga
em um meio dispersivo com absor�c~ao (ou ganho), as velocidades de fase e
de grupo s~ao dadas por

1

vph
= n(�!) e

1

vg
=

�
dRe k

d!

�
�!

=

�
n+ !

dn

d!

�
�!

: (7.38)

Vamos agora estudar, seguindo Garrett & McCumber (1970), o compor-
tamento de vg em uma situa�c~ao simples, na qual o ��ndice de refra�c~ao �e dado
por

n(!) = 1 +
!0
p

!(!0 � ! � i)
;

����
p



����� 1; (7.39)

onde 
p > 0 para meios absorvedores e 
p < 0 para meios ampli�cadores.
Desejamos conhecer o comportamento de um pulso gaussiano em um meio
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com ��ndice de refra�c~ao dado por (7.39). Para isso, escrevemos ~E(t; ~x) =
x̂�(t; z), e para �(t; 0) = e�i�!t e�t

2=2�2 obtemos

�(t; z) =
�

2�

1Z
�1

d! e�(!��!)2�2=2 e�i[!t�!n(!)z]; z > 0: (7.40)

Nesta express~ao, 1=� �e a largura espectral do pacote gaussiano incidente, �!
�e a freq�uência central do pacote e  �e a largura de linha atômica.

Vamos agora aproximar (7.40) para z � 1. Supomos para isso que a
largura espectral �e muito menor que a largura de linha atômica, i.e., que
� � 1. Primeiramente, expandimos !n(!) em uma s�erie de Taylor em
torno de �!:

!n(!) = �!n(�!) + (! � �!)
d[!n(!)]

d!

����
�!

+
1

2
(! � �!)2

d2[!n(!)]

d!2

����
�!

+ : : :

(7.41)

com

d[!n(!)]

d!
= 1� !0
p

(! � !0 + i)2
; (7.42)

d2[!n(!)]

d!2
=

2!0
p

(! � !0 + i)3
(7.43)

e
1

m!

dm[!n(!)]

d!m
=

(�1)m!0
p

(! � !0 + i)m+1
; m � 2: (7.44)

Logo,

!n(!) = �!n(�!) + (! � �!)

�
1� !0
p

(�! � !0 + i)2

�
+ � � �

+
(�1)m!0
p(! � �!)m

(�! � !0 + i)m+1
+ � � � (7.45)

Esta s�erie converge se (!� �!)2 � [(!�!0)
2+2], e diverge se acontecer

o contr�ario. Se z � 1, ent~ao as freq�uências importantes s~ao aquelas para as
quais (!� �!)2 � [(!� !0)

2 + 2] e � > 1, pois nesse caso a integral (7.40)
converge. Quando (! � �!)� = 1, a s�erie tamb�em converge rapidamente.

Vamos truncar a s�erie (7.45) ap�os os três primeiros termos. Escrevendo
u = ! � �!, encontramos para (7.40)
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�(t; z) =
�

2�

1Z
�1

du exp

��u2�2

2

�
exp

��i [ut+ �!t� !n(!)z]
	

� � e�i�!t

2�

1Z
�1

du exp

(
�u2�2

2
� iut+ i

"
�!n(�!)

+ (! � �!)

�
1� !0
p

(�! � !0 + i)2

�
+ (! � �!)2

!0
p

(�! � !0 + i)3

#
z

)

=
�

2�
e�i(�!t�n(�!)z)

1Z
�1

exp

(
�itu� �2u2

2

+ iz

�
u

�
d(!n(!))

d!

�
�!

+
1

2
u2

�
d2(!n(�!))

d!2

�
�!

�)

=
�

2�
e�i(�!t�n(�!z)

1Z
�1

exp

�
�iu

�
t� z

�
d[!n(!)]

d!

�
�!

�

� u2�2

2

�
1� iz

�2

�
d2[!n(!)]

d!2

�
�!

��
(7.46)

Se

Re

�
1� iz

�2

�
d2[!n(!)]

d!2

�
�!

�
> 0; (7.47)

a integral (7.46) converge e obtemos

�(t; z) �
�
1� iz

�2
d2[!n(!)]

d!2

����
�!

�� 1
2

e�i�!(t�n(�!)z)

� exp

(
�
�
t� z

d2!n(!)

d!2

����
�!

�2 �
2�2

�
1� iz

�2
d2!n(!)

d!2

����
�!

��
� 1

)
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=

�
1� iz

�2
2!0
p

(�! � !0 + i)3

�� 1
2

e�i�!(t�n(�!)z)

� exp

(
�
�
t� z

�
1� !0
p

(�! � !0 + i)2

��2
�
�
2�2

�
1� iz

�2
2!0
p

(�! � !0 + i)3

��
� 1

)
(7.48)

�E importante observar que a eq.(7.47) �e verdadeira se z � 1, mas que
em geral n~ao �e v�alida para z grande. Tamb�em, os termos

z

�2
d2!n(!)

d!2

����
�!

e { =
z
p!0

�23
(7.49)

s~ao da mesma ordem. Quando j{j ' 1, o procedimento usado para truncar
a s�erie em segunda ordem n~ao �e mais v�alido. Por essa raz~ao, vamos no que
segue considerar que j{j � 1. Com esta suposi�c~ao, vamos analisar os fatores
do lado direito da eq.(7.48) que s~ao relevantes para nossos objetivos (uma
discuss~ao mais completa pode ser encontrada em (Garrett & McCumber
1970)). Introduzimos, al�em de {, as seguintes vari�aveis adimensionais:

� =
�p
2
; T =

p
2(t� z)

�
; � =

�! � !0


; �(�) =

1

1 + �2
; � = � �

1 + �2
:

(7.50)

Observando que sob a hip�otese de que z � 1, o primeiro fator no lado
direito de (7.48) �e aproximadamente igual a 1, podemos escrever

�(t; z) � exp [i�! (t� z)] exp[F1(T;{) + F2(T;{)] (7.51)

onde

F1(T;{) = �2�2{

 
��

1
2(�

0)2{

1� {�00
!

�
1
4 (1 + {�00)

(1� {�00)2 � ({� 00)2

�
T � 2�{

�
� 0 � {� 00�0

1 + {�00

��2
(7.52)

F2(T;{) = 2�2{

�
� +

(�0)2

2� 00

�
+

1
4{�

00

(1 + {�00)2 + ({� 00)2

�
T � 2�

� 00
�
�0 + {(�0�00 + � 0� 00)

��2
(7.53)

101



F1 governa a amplitude do pulso. A varia�c~ao temporal para { �xo �e a
de um pacote gaussiano com largura aproximadamente igual �a largura do
pulso incidente at�e { ' 1. Inicialmente o pico do pulso gaussiano varia como
exp 4(�2�2{�), desviando-se deste comportamento somente quando { � 1.
Podemos veri�car que para { �xo o instante de passagem do pico do pulso
corresponde a

T = 2�{

�
� 0 +

{� 00�

1 + {�00

�
(7.54)

onde o primeiro termo corresponde exatamente ao valor que seria dado pela
velocidade de grupo cl�assica dada pela eq.(7.38), sob nossa suposi�c~ao de que
j
p=j � 1. Agora, consideremos, e.g., um meio absorvedor (
p > 0) para
o qual �! = !0. Neste caso temos

vg =
1

1� !0
p

2

(7.55)

J�a exigimos que 
p= � 1, mas at�e agora n~ao supusemos que !0
p �
2. Isto signi�ca que o denominador na eq.(7.55) pode ter qualquer si-
nal. Podemos ent~ao ter situa�c~oes nas quais vg > 1 e mesmo situa�c~oes onde
vg < 0! Para vg > 1 temos o pulso viajando de tal forma que o locus de
amplitude m�axima (i.e., o pico) desloca-se mais r�apido que c = 1. Em par-
ticular, em meios ampli�cadores com popula�c~ao atômica invertida tamb�em
podemos ter vg > 1 ou vg < 0. Tais casos foram estudados por Chiao e
outros (Chiao 1993, Diener 1997, Mitchell & Chiao 1997), que observaram
experimentalmente ambas as situa�c~oes.

7.3 Reformatamento de pulso

O estranho fenômeno relacionado a situa�c~oes nas quais vg > 0 ou vg <
0 que acabamos de prever �e chamado de reformatamento de pulso. Esse
fenômeno n~ao implica em nenhuma viola�c~ao da causalidade ou falsi�ca�c~ao
do Princ��pio de Relatividade, e a raz~ao para isto �e que o pico do pulso
incidente n~ao est�a relacionado causalmente com o pico do pulso transmitido.
Este resultado geral tem sido descoberto e redescoberto muitas vezes (Chiao
1993, Bolda et al. 1994, Deutch & Low 1993, Low & Mende 1991, Low 1998).
A an�alise a seguir segue de perto a apresenta�c~ao de Diener (1997).

Consideremos novamente nosso pacote gaussiano atravessando um meio

102



(no qual, por simplicidade, tomamos Im n = 0)6 em uma situa�c~ao na qual
vg > 1 e sem qualquer mudan�ca signi�cativa de formato (veja-se a �g. 7.4),
i.e., uma situa�c~ao que pode ocorrer se algumas das condi�c~oes discutidas
acima forem satisfeitas. Podemos escrever, sem fazer qualquer aproxima�c~ao,
que

�(t; z) =

Z
dt0G(t� t0; z)�(t0; 0)

�(t; 0) = e�i�!t e�t2=2�2
(7.56)

onde o G �e a fun�c~ao de Green retardada

G(t; z) =
1

2�

1Z
�1

d! e�i[!t�k(!)z] : (7.57)

Esta fun�c~ao se anula no exterior do cone de luz, i.e., quando t � z < 0. A
raz~ao para isso �e que, como k(!) ! ! quando j!j ! 1 para t � z < 0,
o contorno no plano complexo ! para o c�alculo de (7.57) deve ser fechado
por um semic��rculo de raio in�nito no semiplano superior, e n~ao existem
singularidades do integrando no interior do contorno.

Vamos agora comparar o pulso transmitido em z = l com o pulso gaussia-
no incidente �(t; 0) em z = 0. Vemos ent~ao que a conex~ao causal �e expressa
por

�(t; l) =

t�lZ
�1

dt0G(t� t0; l)�(t0; 0) (7.58)

Nosso pacote de ondas viajando com velocidade de grupo superluminal
�e tal que ele chega �a sa��da da camada que forma o meio mais cedo do que
chegaria se houvesse v�acuo (curva tracejada na �g 7.4.a). O fato �e que a
eq.(7.58) implica que os m�aximos n~ao s~ao causalmente conectados. A par-
te cortada do pacote transmitido �e completamente determinada pela parte
cortada do pacote incidente. Isto pode ser vizualizado da seguinte forma:
cortemos o pacote incidente em um certo instante t0, como mostrado na
�gura 7.4.b. Ent~ao o pacote incidente permanece inalterado at�e t0 + l e
repetindo os c�alculos da se�c~ao 6.2 descobrimos que ele come�ca a oscilar for-
temente somente ap�os o instante em que a informa�c~ao sobre o corte atinge

6O reformatamento de pulso tamb�em ocorre quando Im n 6= 0. A demonstra�c~ao �e
an�aloga (ainda que um pouco complicada) ao caso onde Imn = 0.
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Figura 7.4: Representa�c~ao esquem�atica dos sinais incidente e transmitido
para uma linha de transmiss~ao de comprimento L quando vg > 1. Fonte:
Diener (1997).

z = l. �E impressionante veri�car que o m�aximo suprimido do pacote inciden-
te reaparece no pacote transmitido. Na �gura 7.4.c vemos o que acontece se
cortarmos a parte inicial do pacote para tempos t < t0. Neste caso a respos-
ta desaparece at�e um tempo t0+ l, e o m�aximo presente no pacote incidente
n~ao reaparece no pacote transmitido. A explica�c~ao para o comportamento
dos pacotes de onda �e que o meio utiliza a informa�c~ao dispon��vel no cone
de luz para realizar uma extrapola�c~ao da forma do sinal por continua�c~ao
anal��tica sobre um certo intervalo de tempo. Esta �e a raz~ao porque este
fenômeno �e conhecido como reformatamento de pulso. Para ver exatamente
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o que acontece, vamos supor, por simplicidade, que k(!) �e real7 e vamos
escrever novamente a eq.(7.58) da seguinte forma:

�(t; l) =
1

2�

t�lZ
�1

dt0d! e�i[!�k(!)]l ei!(l�t+t0) e�i�!t0 e�
t0
2

2�2 (7.59)

Devido �a forma desta express~ao, podemos substituir na primeira expo-
nencial de (7.59) a vari�avel ! pelo operador i@=@t. Para entender isto,
observemos o que acontece se trocarmos e�il! por e�il(i@=@t). O operador
resultante pode ser expandido como

e�il(i @
@t) = el@=@t = 1 +

�
l
@

@t

�
+

1

2!

�
l
@

@t

�2

+
1

3!

�
l
@

@t

�3

+ � � � (7.60)

A a�c~ao deste operador sobre o �unico termo dependente de t no integrando
de (7.59) tem ent~ao a seguinte forma:

e�il
�
i @
@t

�
e�i!(t�l�t0) =

h
1 +

�
l
@

@t

�
+

1

2!

�
l
@

@t

�2
+ � � �

i
e�i!t ei!(l+t0)

=
h
1 + l(�i!) +

1

2
l2(�i!)2 + � � �

i
e�i!t ei!(l+t0)

= e�ilw e�i!t ei!(l+t0) (7.61)

Podemos ent~ao escrever

�(t; l) =
eil[k(i

@
@t)�i @

@t ]

2�

1Z
�1

d!

t�lZ
�1

dt0 ei!(l�t+t0) e�i�!t0 A(t0); (7.62)

onde A(t0) = e�
t0
2

2�2 . Trocando a ordem de integra�c~ao encontramos

�(t; l) = eil[k(i
@
@t)�i @

@t ]
t�lZ

�1

dt0

24 1Z
�1

d!

2�
ei!(l�t+t0)

35 e�i�!t0 A(t0);

= eil[k(i
@
@t)�i @

@t ]
t�lZ

�1

dt0�(l � t+ t0)A(t0) e�i�!t0

= eil[k(i
@
@t)�i @

@t ]A(t� l) e�i�!(t�l) (7.63)

7Quando k(!) �e complexo, obtêm-se os mesmos resultados.
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Notemos agora que
@

@t

h
A(t� l) e�i�!(t�l)

i
=

@A

@t

����
t�l

e�i�!(t�l)�i�!A e�i�!(t�l)

=

�
�i�! +

�
@

@t

�
A

�
A e�i�!(t�l)

= e�i�!(t�l)
�
�i�! +

@

@t

�
A: (7.64)

Isto nos permite reescrever �(t; l) como

�(t; l) = e�i�!(t�l) eil[k(�!+i @
@t)��!�i @

@t ]A(t� l): (7.65)

Vamos agora expandir k(�!+i@=@t) e conservar somente o primeiro termo.
A aproxima�c~ao obtida ser�a boa se A(t� l) variar lentamente, como �e o caso
de uma gaussiana. Ent~ao

k

�
�! + i

@

@t

�
= k(�!) +

dk

d!

����
�!

i
@

@t

= k(�!) +
1

vg
i
@

@t
(7.66)

Usando A(t� l) = e�
(t�l)2

2�2 encontramos �nalmente

�(t; l) � e�i(�!t�k(�!)l) e
l(1� 1

vg
)@=@t

e�
(t�l)2

2�2

= exp [�i(�!t� k(�!)l] exp

264�
�
t� l

vg

�2
2�2

375 (7.67)

Esta express~ao mostra que o m�aximo de �(t; l) localiza-se em l = vgt,
deslocando-se portanto com a velocidade de grupo vg. Vemos assim que �e o

operador e
�l
�
1� 1

vg

�
@
@t (entendido, naturalmente, no sentido de uma s�erie de

Taylor) que fornece a continua�c~ao anal��tica do envelope sobre o intervalo de
tempo positivo (1� 1=vg)l. Essa continua�c~ao anal��tica �e ent~ao a origem do
reformatamento do pulso.

Precisamos ainda saber se um pulso viajando com velocidade superlu-
minal em um meio dispersivo carrega informa�c~ao. Tamb�em precisamos es-
tudar qual �e a velocidade de propaga�c~ao da energia em tais situa�c~oes. Estas
quest~oes ser~ao deixadas para o cap��tulo 8.
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7.4 Movimento ondulat�orio em guias de ondas

Nos �ultimos anos, v�arios experimentos têm sido realizados com o �m de
determinar o tempo de tunelamento de pulsos de microondas em guias de
onda (veja-se Nimtz (1997) para uma revis~ao). Parece que o primeiro experi-
mento foi realizado por Ranfagni e colaboradores (Ranfagni, Mugnai, Fabeni
& Pazzi 1991). Foram enviados pulsos de microondas atrav�es de guias de
onda subdimensionadas, as quais, como veremos no cap��tulo 8, represen-
tam o an�alogo de uma barreira de potencial para o caso do tunelamento de
part��culas quânticas descritas pela equa�c~ao de Schr�odinger.8

A rela�c~ao de dispers~ao em um guia de ondas retangular (de se�c~ao a� b)
�e dada por

k2 = (2��)2
h
1�

��c
�

�i2
; (7.68)

onde � �e a freq�uência da microonda e �c = 1=b �e a freq�uência de corte do
guia. A eq.(7.68) nos diz que quando � < �c o vetor de onda k �e imagin�ario;
dizemos ent~ao que em tal situa�c~ao o guia de ondas �e subdimensionado. A
transmiss~ao de microondas neste caso constitui o problema de tunelamento

de microondas. Da eq.(7.68) e da de�ni�c~ao geral de velocidade de grupo
(eq.(7.37)), vemos que quando ! < !c, vg =1!

Nos experimentos de Ranfagni et al. (1991) os tempos de tunelamento
observados correspondiam a velocidades de propaga�c~ao menores que c (= 1).
Todavia, como observado em Ranfagni et al. (1993), os tempos medidos
n~ao representam necessariamente os tempos de tunelamento, visto que as
medidas n~ao foram realizadas para freq�uências su�cientemente menores que
a freq�uência de corte.

Em 1992, Enders e Nimtz (Enders & Nimtz 1992) conduziram experimen-
tos an�alogos aos de Ranfagni e colaboradores e observaram pela primeira vez
que o tunelamento de microondas na condi�c~ao !c < ! ocorre realmente com
velocidades superluminais. A quest~ao central �e: qual o signi�cado das ve-
locidades superluminais observadas nesse e em muitos outros experimentos
como, e.g., Steinberg et al. (1993) (incluindo o surpreendente experimen-
to realizado por Nimtz e colaboradores (Nimtz 1997), a ser discutido na
se�c~ao 8.4). No pr�oximo cap��tulo mostraremos, seguindo Emig (1996), que
um pacote de ondas gaussiano truncado (no espa�co), com freq�uência abaixo
da freq�uência de corte do guia, pode tunelar com velocidade superluminal,

8A men�c~ao �a equa�c~ao de Schr�odinger signi�ca que a Mecânica Quântica est�a em a�c~ao;
de fato, vamos estudar nas se�c~oes 8.1 e 8.2 o que as experiências de tunelamento sugerem
para a interpreta�c~ao dessa teoria.
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sem distor�c~ao apreci�avel, devido ao reformatamento de pulso. Este resulta-
do, mais a analogia entre este problema e a propaga�c~ao de ondas em meios
dispersivos levou �a vis~ao da maioria de que as velocidades superluminais ob-
servadas nas experiências de Nimtz s~ao simples manifesta�c~oes do fenômeno
de reformatamento.

Entretanto, existem alguns aspectos importantes nas experiências de
Nimtz que lan�cam d�uvidas sobre se o reformatamento �e realmente o �unico
respons�avel pela existência de velocidades superluminais em guias de onda.
A este respeito devemos lembrar o seguinte:

(i) Um resultado importante, obtido nos primeiros experimentos (Enders &
Nimtz 1992, Steinberg et al. 1993, Enders & Nimtz 1993a) | e que concorda
com uma predi�c~ao te�orica feita por Hartman (1962) para o tempo de tune-
lamento de part��culas quânticas atrav�es de barreiras de potencial (usando a
Mecânica Quântica) | �e que o tempo de tunelamento para barreiras opacas
(�d � 1, onde � = �ik e d �e o comprimento da barreira) �e independente
do comprimento da barreira. Esse resultado tamb�em foi obtido no estudo
de Emig sobre o tunelamento de um pulso gaussiano truncado (Emig 1996).
Entretanto, em 1994, Nimtz, Spieker e Brodowski (1994) observaram que o
efeito Hartman desaparece com o aumento da dissipa�c~ao.

(ii) A propaga�c~ao superluminal em barreiras tamb�em foi con�rmada com
t�ecnicas �opticas. De fato, Steinberg et al. (1993) observaram em experi-
mentos interferom�etricos a propaga�c~ao superluminal de um �unico f�oton, e
Spielman, Szip�ocs, Stingl & Krauss (1994) observaram a propaga�c~ao super-
luminal de pulsos de ondas.

Os resultados do experimento de Nimtz, Spieker & Brodowski (1994)
podem simplesmente reetir o fato de que, ap�os algum tempo, o fenômeno
de reformatamento coloca o pico do pulso gaussiano truncado pr�oximo de
sua fronteira, que se propaga com a velocidade da frente de onda, ou even-
tualmente o desaparecimento do efeito Hartman signi�ca algum fenônemo
novo n~ao contemplado no tratamento convencional da propaga�c~ao de mo-
dos evanescentes. O experimento de Steinberg, na medida em que trata do
tunelamento de um �unico f�oton, �e de natureza mecânico-quântica. Qual o
signi�cado do reformatamento neste caso? Pode um f�oton isolado ser des-
crito por um pulso gaussiano truncado? Um outro problema importante
�e que o tempo de tunelamento quântico n~ao �e um conceito bem de�nido
| h�a v�arias quantidades diferentes que s~ao chamadas de tempo de tune-
lamento (Landauer & Martin 1994, Martin & Landauer 1992); nenhuma
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delas, acreditamos, representa realmente o tempo gasto pelas microondas
ou el�etrons no interior de uma barreira.

Por estas raz~oes, discutiremos adiante a propaga�c~ao de microondas em
guias de ondas utilizando uma metodologia sugerida por Esposito (1997),
baseada em um m�etodo para obter novas solu�c~oes das equa�c~oes de Maxwell
usado originalmente por Rodrigues e Vaz (1997).9

7.4.1 Novas solu�c~oes para o movimento de microondas em
guias de onda

Seja ! a freq�uência de uma onda monocrom�atica propagando-se no in-
terior de um guia de ondas retangular na dire�c~ao ẑ. Podemos escrever para
o campo eletromagn�etico ( ~E; ~B) dentro do guia:

~E(t; x; y; z) = ~E0(x; y; �) e
�i(!t�kz)

~B(t; x; y; z) = ~B0(x; y; �) e
�i(!t�kz) (7.69)

onde k = k(!) �e o n�umero de onda,

� = z � vt; (7.70)

e o parâmetro v, com dimens~oes de velocidade, ser�a interpretado abaixo.
Substituindo as express~oes (7.69) na equa�c~ao de onda, encontramos que
cada uma das componentes de ~E0 e ~B0 deve satisfazer as equa�c~oes�

(1� v2)
d2

d�2
+r2

? + (!2 � k2) + 2i(k � v!)
d

d�

� 
~E0

~B0

!
= 0 (7.71)

Vamos supor agora que cada uma das componentes de ~E0 ou ~B0 pode
ser escrita na forma F (x; y)f(�). Temos ent~ao

F (x; y)(1 � v2)
@2f(�)

@�2
+ f(�)r2

?F (x; y)

+ (!2 � k2)F (x; y)f(�) + 2i(k � v!)F (x; y)
@f(�)

@�
= 0 (7.72)

Impomos que v = k=!, de forma a eliminar a parcela complexa desta
equa�c~ao. Separando as vari�aveis encontramos

9�E oportuno observar que a aplica�c~ao do m�etodo feita por Esposito, para encontrar
solu�c~oes subluminais e superluminais da equa�c~ao de onda homogênea em um espa�co-tempo
de duas dimens~oes, �e incorreta, pois tais solu�c~oes n~ao existem neste caso.
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r2
?F

F
+ (!2 � k2) = �(1� v2)

f

d2f

d�2
=

(
+
2 se v2 < 1;

�
2 se v2 > 1:
(7.73)

ou ainda

(1� v2)
d2f

d�2
= �
2f se v2 < 1; (7.74)

(v2 � 1)
d2f

d�2
= �
2f se v2 > 1: (7.75)

A constante de separa�c~ao 
 �e suposta real e positiva.
Supondo que as condi�c~oes (7.74) ou (7.75) sejam satisfeitas, obtemos

imediatamente as equa�c~oes para a dependência de ~E0 e ~B0 em (x; y):

�r2
? + !2 � k2 � 
2

� ~E0

~B0

!
= 0; (7.76)

onde os sinais � e + referem-se respectivamente aos casos v2 < 1 e v2 > 1.
Por outro lado, (7.74) e (7.75) implicam que f(�) / e�i
��, onde �

pode ser igual a > ou < e

> =
1p

v2 � 1
para v2 > 1,

< =
1p

1� v2
para v2 < 1.

(7.77)

Vamos ent~ao supor que f(�) = ei
�, onde  pode ser igual a < ou >. As
equa�c~oes de Maxwell para v2 < 1 assumem ent~ao a forma do sistema

(k + 
) ~E? + (! + 
v)ẑ � ~B? = �ir?Ez; (7.78a)

(k + 
) ~B? � (! + 
v)ẑ � ~E? = �ir?Bz; (7.78b)

ẑ:(r? � ~E?) = i(! + 
v)Bz ; (7.78c)

ẑ:(r? � ~B?) = �i(! + 
v)Ez; (7.78d)

r? � ~E? = �i(k + 
)Ez; (7.78e)

r? � ~B? = �i(k + 
)Bz; (7.78f)
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onde  = 1=
p
1� v2 = <. No caso v2 > 1 as equa�c~oes de Maxwell

transformam-se em um sistema idêntico �as eqs.(7.78), com > = 1=
p
v2 � 1

no lugar de .
A primeira coisa importante que o sistema de equa�c~oes 7.78 nos diz �e

que as con�gura�c~oes do campo eletromagn�etico que se propagam no interior
de guias de ondas n~ao s~ao em geral ondas transversais, visto que Ez ou Bz
(ou ambos) podem ser n~ao nulos.10 Ent~ao, se Ez ou Bz s~ao diferentes de
zero, as eqs.(7.78) determinam as componentes transversais, uma vez que
a dependência em � �e determinada pelas condi�c~oes subsidi�arias (7.74) ou
(7.75). Como �e bem conhecido, existem dois tipos espec���cos de ondas n~ao
transversais, chamados modos TM (transverso magn�etico) e TE (transverso
el�etrico). Para modos TM as condi�c~oes de contorno apropriadas s~ao

Bz = 0 8x 2M; EzjS = 0 (7.79)

onde S �e o contorno do guia. Neste caso,

~E? = i
k + 


�2
r?Ez; (7.80)

onde � �e a constante de separa�c~ao, necess�aria para a solu�c~ao da eq.(7.76), e
que depende da geometria do guia de ondas.

Para modos TE as condi�c~oes de contorno apropriadas para resolver
(7.76) s~ao

Ez = 0 8x 2M;
@Bz
@n

����
S

= 0 (7.81)

Neste caso,

B? = i
k + 


�2
r?Bz; (7.82)

onde novamente � �e uma constante de separa�c~ao, a qual, como no caso
anterior, depende da geometria do guia. Das equa�c~oes de Maxwell, em
ambos os casos obtemos solu�c~oes se e somente se

!2 � k2 = �
2 +�2; (7.83)

onde os sinais + e � referem-se respectivamente aos casos v2 < 1 e v2 > 1.
Tamb�em �e preciso que

10�E poss��vel a existência de modos com ondas transversais, chamados TEM. Estes se
propagam com velocidade c (= 1), e n~ao ser~ao tratados aqui.
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vg =

�
dk

d!

��1
= v (7.84)

em ambos os casos.
Para modos TE a constante de separa�c~ao, no caso de um guia retangular

de se�c~ao a� b, pode tomar os valores

�mn = �

r
m2

a2
+
n2

b2
; m; n 2 Z+: (7.85)

Vamos estudar agora o caso v2 < 1. Neste caso a eq.(7.83) se torna

!2 � k2 = 
2 + �2 (7.86)

ou

k2 = !2 � (�2 +
2): (7.87)

Vemos que k �e real se e somente se ! � !c =
p
�2 +
2. Nesse caso,

vg =

�
dk

d!

��1
= v < 1: (7.88)

A freq�uência de corte usual �e dada por

!c = �; (7.89)

visto que nas solu�c~oes mostradas em livros-texto (Stratton 1941, Jackson
1983) sup~oe-se sempre que 
 = 0.

Investiguemos agora se a solu�c~ao generalizada proposta por Esposito �e de
alguma utilidade. Suponhamos que ! < !c, o que implica que k �e imagin�ario.
Ent~ao, de acordo com a eq.(7.25), ter��amos vg = 1! Escrevendo k = i�,
� > 0, a solu�c~ao proposta para Ez �e escrita como

Ez(t; x; y; z) =  (x; y) ei
(z�vt) ei(kz�!t)

=  (x; y) e��z ei
z e�i
vt e�i!t (7.90)

Para que esta express~ao seja uma solu�c~ao das equa�c~oes de Maxwell �e
necess�ario que v = (dk=d!)�1. Ent~ao

v =
dk

d!
=
k

!
= i

��
!

�
= iV (7.91)

112



e

 =
1p

1� v2
=

1p
1 + V 2

2 R: (7.92)

Como v �e imagin�ario, vemos que al�em do decaimento exponencial e��z,
teremos para cada valor �xo de z um decaimento temporal dado por

e�
V t : (7.93)

Um termo como este signi�caria que se envi�assemos continuamente uma
onda de freq�uência ! atrav�es do guia, o meio tornar-se-ia opaco com o
passar do tempo. At�e onde sabemos, n~ao h�a qualquer evidência emp��rica
de tal fenômeno. Em qualquer caso, quando ! < !c, com 
 nulo ou n~ao, a
velocidade de grupo �e vg =1!

Consideremos agora o caso v2 > 1. A rela�c~ao de dispers~ao �e

k2 = !2 � (�2 �
2) (7.94)

Sendo

v =

�
dk

d!

��1
=

r
1� !20c

!2
+


2

!2
; (7.95)

com !0c = �, vemos que v > 1 se e somente se 
2 > !20c. Se esta condi�c~ao �e
v�alida, o vetor de onda �e real. Neste caso temos uma propaga�c~ao com velo-
cidade de grupo superluminal mas �nita, em contraste com o caso estudado
acima, no qual ! < !c e vg =1.

Em resumo, podemos dizer o seguinte:

(i) Como observado por Nimtz (1997), a descri�c~ao te�orica padr~ao (i.e.,
aquela apresentada em livros-texto como, e.g., Stratton (1941), Jackson
(1983)) dos modos evanescentes n~ao �e satisfat�oria. Em particular, como
j�a foi dito, em 1994 Nimtz, Spieker e Brodowsky (Nimtz et al. 1994) obser-
varam que o efeito Hartman desaparece com o aumento da dissipa�c~ao. Isso
pode signi�car, como mencionado acima, que na presen�ca de uma dissipa�c~ao
muito grande o reformatamento ocorre de maneira t~ao r�apida que o pico ge-
rado localiza-se muito perto da frente do sinal, movendo-se, portanto, com
a velocidade da frente, que �e �nita e menor que c. Uma outra possibilidade
seria de que o aumento da dissipa�c~ao leva a uma situa�c~ao na qual apare-
ce uma velocidade de tunelamento superluminal mas �nita, cuja explica�c~ao
pode ser encontrada na teoria apresentada acima sob as condi�c~oes 
2 > !20c,
quando k �e real e 1 < vg <1.
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(ii) Spielman, Szip�ocs, Stingl e Krausz (1994) tamb�em observaram que as
medidas do tempo de tunelamento de pulsos de microondas atrav�es de pho-

ton band-gaps revelaram que os pulsos transmitidos s~ao signi�cativamente
mais curtos que os incidentes e que o efeito desaparece com o aumento da
taxa de transmiss~ao. Este termo parece sugerir que o termo e�
V t est�a
atuando nesta situa�c~ao.

Como dissemos, a vis~ao da maioria argumenta que a propaga�c~ao super-
luminal em guias de ondas n~ao se deve a nada mais que o reformatamento de
pulso. De fato, como descrito no pr�oximo cap��tulo, �e poss��vel resolver com
uma boa aproxima�c~ao o movimento de um pulso eletromagn�etico gaussiano
truncado no interior de um guia de ondas como aquele usado nos experi-
mentos de Nimtz, i.e., no qual a regi~ao evanescente �e realizada na forma
de uma regi~ao subdimensionada localizada entre duas regi~oes com tama-
nhos normais em uma linha de guias de onda. Explicitamente, como na
experiência de Nimtz (1997), uma barreira, produzida por uma regi~ao de
constante diel�etrica baixa �2, foi colocada em um guia de ondas retangular
com a mesma se�c~ao transversal, preenchido com um diel�etrico de constante
diel�etrica �1 > �2 (�g. 7.5). �E importante enfatizar aqui que os resultados de
Emig (1996) n~ao descrevem os resultados das experiências de Nimtz, porque
este n~ao usou pacotes gaussianos truncados. Em vez disso, a con�gura�c~ao do
campo eletromagn�etico usada nesses experimentos apresentava um espectro
de freq�uências limitado, com todas as freq�uências componentes abaixo da
freq�uência de corte da regi~ao evanescente.

�1

x2

d

x1

x3

a

b
�2

�1

Figura 7.5: Esquema do guia de ondas usado no experimento de Nimtz.

Considerando-se esta �ultima observa�c~ao, e algumas outras sobre a mecâ-
nica quântica que ser~ao apresentadas a seguir, �e preciso dizer que ainda que
este autor sinta simpatia pela vis~ao da maioria, �e mais seguro considerar o
assunto como uma quest~ao ainda em aberto.
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Cap��tulo 8

Mecânica Quântica e

Tunelamento

8.1 El�etrons n~ao tunelam com v > c

Nesta se�c~ao e na pr�oxima discutiremos o tunelamento de el�etrons e de
microondas. Vamos inicialmente apresentar as simula�c~oes computacionais
feitas por Lasenby et al. (1996) para a evolu�c~ao temporal de um pacote de
ondas gaussiano (que �e uma solu�c~ao exata da equa�c~ao de Dirac-Hestenes)

de 5 eV e �k = 0:04�A
�1

tunelando atrav�es de uma barreira (�g. 8.1) e
tamb�em as simula�c~oes para as linhas integrais (streamlines) do campo de
velocidades V dado pela segunda igualdade da eq.(2.68) (�g. 8.2). Segun-
do a interpreta�c~ao de de Broglie-Bohm da teoria quântica, essas linhas de
corrente constituem as trajet�orias poss��veis dos el�etrons. O campo de velo-
cidades corrrespondente, por sua vez, �e sempre tipo tempo, como mostrado
no cap��tulo 2. Esse resultado �e v�alido mesmo para solu�c~oes superluminais
da equa�c~ao de Dirac-Hestenes, um fato para o qual admitimos n~ao ter uma
boa explica�c~ao.

De qualquer forma, os resultados obtidos por Lasenby e colaboradores
s~ao novamente uma manifesta�c~ao do fenômeno de reformatamento de pulso,
o qual parece ser um fenômeno universal associado com o movimento on-
dulat�orio (Chiao 1993, Bolda et al. 1994, Landauer & Martin 1994, Garrett
& McCumber 1970). O reformatamento de pulso, juntamente com a inter-
preta�c~ao de de Broglie-Bohm da mecânica quântica, fornece uma explica�c~ao
simples para o tunelamento \superluminal" de el�etrons. Como podemos ver
na �gura 7.1d, em t = 0:5 � 10�14 s o pico transmitido encontra-se a uma
distância de 70�A; sem a barreira o pico estaria a apenas 66�A da origem. Is-
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so signi�ca que o pacote transmitido avan�ca em rela�c~ao ao pacote que viaja
livremente, um fato que �e interpretado como \prova" de que as part��culas
tunelaram com velocidade superluminais. A �g. 8.2 mostra que em ver-
dade este n~ao �e o caso. N~ao h�a viola�c~ao da causalidade de Einstein neste
caso visto que a velocidade dos el�etrons tunelantes �e sempre menor que c.
Em particular, somente as linhas de corrente da frente do pacote conseguem
atravessar a barreira, enquanto que a maioria das trajet�orias �e reetida ap�os
penetrar um pouco na barreira.

Figura 8.1: Evolu�c~ao da densidade J0 como uma fun�c~ao do tempo. O pacote

inicial �e uma gaussiana de largura �k = 0:04�A
�1

e energia 5 eV. A barreira
come�ca na origem, tem largura de 5 �A e altura de 10 eV. A linha do alto
mostra o per�l de densidade nos instantes �0:5 � 10�14 s e �0:1 � 10�14 s,
e a linha de baixo mostra os tempos 10�14 s e 0:5 � 10�14 s. Em todos os
gr�a�cos a escala vertical �a direita da barreira �e multiplicada por 104 para
destacar as caracter��sticas do pequeno pacote transmitido. Fonte: Lasenby
et al. (1996).
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Figura 8.2: Linhas de corrente de part��culas para a evolu�c~ao do pacote mos-
trado na �g. 8.1. Somente as linhas de corrente (linhas integrais) da frente
do pacote atravessam a barreira, com as linhas individuais desacelerando �a
medida que atravessam a barreira. Fonte: Lasenby et al. (1996).

8.2 Tunelamento de microondas e f�otons

Nesta se�c~ao estudamos o tunelamento de pulsos gaussianos truncados
de microondas em condi�c~oes an�alogas (mas n~ao completamente equivalen-
tes) �as dos experimentos de Nimtz (Nimtz 1997, Brodowsky, Heitmann &
Nimtz 1996), seguindo Emig (1996). Como veremos, sob certas condi�c~oes os
m�aximos das solu�c~oes atravessam a barreira com velocidade superluminal.
Este resultado �e novamente uma faceta do fenômeno de reformatamento de
pulso. �E um resultado muito importante, pois mostra que mesmo quando
os m�aximos se movem com velocidade superluminal, a velocidade da frente

de onda (de�nida pelo corte imposto com uma fun�c~ao degrau de Heaviside)
move-se no \meio dispersivo" (a barreira) com uma velocidade que �e sempre
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c.1

O problema que vamos estudar �e formulado da seguinte forma. Tal como
na experiência de Nimtz (Nimtz 1997), uma barreira, produzida por uma
regi~ao de constante diel�etrica baixa �2, �e colocada em um guia de ondas
retangular com a mesma sec�c~ao transversal, preenchido com um meio de
constante diel�etrica maior �1 (�g. 8.5). Vamos supor que �1 e �2 n~ao s~ao
fun�c~oes da freq�uência.2

Sob estas condi�c~oes a rela�c~ao entre o n�umero de onda e a freq�uência �e
dada em cada uma das regi~oes por

k =
p
�i

q
!2 �m2

i ; com i = 1; 2; m2
1 =

!2
c

�1
; e m2

2 =
!2

c

�2
; (8.1)

onde !c �e a freq�uência de corte do guia. A express~ao (8.1) impede a invers~ao
anal��tica da transformada de Laplace, que �e a transformada adequada para
o estudo de pulsos truncados (Mehmeti 1996). Por este motivo, fazemos as
seguintes aproxima�c~oes para o n�umero de onda em cada uma das regi~oes:

k =
q

!2 �m2
1; � =

q
!2 �m2

2: (8.2)

Com estas rela�c~oes de dispers~ao a velocidade da frente do pacote gaus-
siano truncado ser�a c(= 1). Lembramos do cap��tulo 2 que as equa�c~oes de
Maxwell livres para o tensor de Faraday F podem ser escritas no �brado de
Cli�ord de multiformas como uma �unica equa�c~ao @ F = 0, a qual, com a

1O resultado de que uma frente de onda (para problemas bidimensionais) sempre se
move com velocidade c em um meio dispersivo foi provado h�a muito tempo por Brillouin
e Sommerfeld (Brillouin 1960). Vale a pena chamar a aten�c~ao do leitor que este fato
est�a intimamente conectado com as caracter��sticas das equa�c~oes de onda. Um fato inte-
ressante, conhecido por qualquer pessoa que tenha estudado (Courant & Hilbert 1966),
e que perturba muitas pessoas e est�a sempre sendo redescoberto (veja-se, por exemplo,
Fox et al. (1970), Strnad & Kodre (1975), Moretti & Agresti (1995), Chiao, Kozhekin
& Kurizki (1996)) �e que a EOH e a EKG para br�adions e t�aquions possuem as mesmas
caracter��sticas. Em particular, Chiao et al. (Chiao et al. 1996) propuseram e realizaram
um experimento para lan�car e observar excita�c~oes tipo t�aquion em meios invertidos de
dois n��veis. Naturalmente, tais excita�c~oes s~ao devidas ao reformatamento de pulso. Aha-
ranov et al. (1998) argumentaram que a teoria quântica imp~oe restri�c~oes severas sobre a
observa�c~ao dessas excita�c~oes tipo t�aquion, mas este n~ao parece ser o caso, visto existirem
atualmente muitos experimentos mostrando este tipo de comportamento.

2�E importante enfatizar que os resultados de Emig n~ao descrevem exatamente os re-
sultados das experiências de Nimtz, pois este n~ao empregou pacotes gaussianos truncados.
Em vez disso, as con�gura�c~oes de campo eletromagn�etico usadas apresentam um espectro
de freq�uência limitado, com todas as freq�uências abaixo da freq�uência de corte da reg~ao
evanescente. Uma con�gura�c~ao de campo eletromagn�etico deste tipo n~ao possui uma
fronteira matem�atica.
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hip�otese expressa pela eq.(8.2) e supondo a inexistência de correntes, gover-
na a propaga�c~ao do nosso pulso gaussiano truncado no interior da barreira.

Podemos encontrar o valor do campo eletromagn�eticos atr�as da barreira
(que se estende ao longo do eixo z) calculando a integral (8.6) abaixo, se
for dado o pulso localizado na frente da barreira como condi�c~ao inicial.
Isto �e realmente su�ciente. De fato, suponhamos que P 2 sec

V
pM �

sec C̀ (M), L 2 sec
V

p�1M � sec C̀ (M), Q 2 sec
Vp+1(M) � sec C̀ (M) e

que @ P = L + Q. Ent~ao, o teorema de Green generalizado para formas
diferenciais (Thirring 1980) fornece

P (x) = (�1)p+4
Z
M

�
dG(x� x0) ^ �P (x0)�G(x� x0) ^ dP (x0)

�
�
Z
@M

�
�G(x� x0) ^ P (x0)� (�1)4+p ? dG(x� x0) ^ ?P (x0)

�
; (8.3)

onde na integral d e � agem sobre a vari�avel x e

@2G(x� x0) = ��P (x� x0) (8.4)

�P (x� x0) = 0�1::�p 
 ?�p::�1�(x � �x) (8.5)

Para nosso problema espec���co, escolhendo � = dx�, 0� = dx0�, en-
contramos

F (t; ~x) = �
Z
V

�G(x� x0) ^ F (x0)� ?dG(x� x0) ^ ?F (x0) (8.6)

onde V = f0 � x01 = x0 < a, 0 � x02 = y < b, �d=2 � x03 = z < d=2,
t0 = 0g. Esta �ultima f�ormula pode ser escrita de maneira bastante compacta
como

F (t; ~x) =
1

2

Z
V

0
0
0
1
0
3
�
�

@

@x�
Gs(x; x

0)0��F��(x
0)

�
2

(8.7)

onde Gs �e a fun�c~ao de Green escalar retardada, i.e., ela se anula fora do cone
de luz em x � (t; ~x). G deve satisfazer condi�c~oes de contorno apropriadas,
i.e., suas componentes devem apresentar descontinuidades adequadas nas
duas fronteiras entre as regi~oes evanescente e de propaga�c~ao.

A expans~ao da eq.(8.7) em componentes fornece
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F01(x) =

Z
V

d3x0(G01;0F01(x
0)�G01;2F12(x

0)�G01;3F13(x
0)) (8.8a)

F02(x) =

Z
V

d3x0(G02;0F02(x
0) +G02;1F12(x

0)�G03;3F13(x
0)) (8.8b)

F03(x) =

Z
V

d3x0(G03;0F03(x
0) +G03;1F13(x

0) +G03;3F23(x
0)) (8.8c)

F12(x) =

Z
V

d3x0(G12;0F12(x
0) +G12;1F02(x

0)�G12;2F01(x
0)) (8.8d)

F13(x) =

Z
V

d3x0(G13;0F13(x
0) +G13;1F03(x

0)�G13;3F01(x
0)) (8.8e)

F23(x) =

Z
V

d3x0(G23;0F23(x
0) +G23;2F03(x

0)�G23;3F02(x
0)) (8.8f)

Nas equa�c~oes (8.8) pusemos dois ��ndices (��) na fun�c~ao de Green, a �m
de lembrar que ela est�a associada com a componente F�� do campo; o tercei-
ro ��ndice refere-se �a derivada na dire�c~ao �. Esta distin�c~ao �e necess�aria, pois
as diferentes componentes do campo eletromagn�etico satisfazem condi�c~oes
de contorno diferentes. Vamos restringir-nos ao estudo de modos TE.

As condi�c~oes de contorno adequadas para as componentes do campo s~ao:

E3 = 0 em todo o espa�co;
@B3

@n

����
S

= 0; (8.9)

onde S �e a superf��cie interna do guia de ondas e ~n �e a normal a S.
No que segue, concentraremos nossa aten�c~ao sobre a componente longi-

tudinal F12 = �B3. Temos

B3(t; ~x) =

Z
d3x0(�G0B3 +G1E2 �G2E1) (8.10)

onde, para simpli�car a nota�c~ao, escrevemos G12;k = Gk. Escrevendo

~G(!; ~x) = L[G(t; ~x)] =

1Z
0

dt ei!tG(t; ~x) (8.11)
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e usando (8.8d), a transformada de Laplace da fun�c~ao de Green que fornece
as condi�c~oes de contorno corretas para B3 �e

~G(!; ~x; t0; ~x0) =
1X

l;n=�1

ei!t
0

cos

�
�lx01

a

�
cos

�
�lx02

b

�
e
�i
�
�lx01

a
+�lx02

b

�
~g(z; z0)

(8.12)

onde �
d2

dz2
+ !2 �m2(z)

�
~g(z; z0) = �(z � z0); (8.13)

com

m(z) =

�
m1 = !c=

p
�1; jzj � d=2

m2 = !c=
p
�2; jzj < d=2

; !c =

s�
l

a

�2
+
�n
b

�2
: (8.14)

Note-se que ~g(z; z0) depende de l e n, visto que as \freq�uências" de corte
m1 e m2 s~ao diferentes para modos diferentes; tamb�em, n~ao aparece em
(8.13) nenhum termo de contorno em t = 0 proveniente da transformada
de Laplace da segunda derivada temporal, devido �a anula�c~ao da fun�c~ao de
Green para t < t0 e �a propriedade t0 > 0.

A forma de ~g(z; z0) pode ser obtida com o m�etodo padr~ao em termos de
duas solu�c~oes linearmente independentes da equa�c~ao de onda homogênea:�

d2

dz2
+ !2 �m2(z)

�
 (z) = 0: (8.15)

Escrevemos, usando a nota�c~ao padr~ao,

 (1)(z) =

8<:
eikz +R e�ikz z � �d=2
A ei�z +B e�i�z jzj < d=2
T eikz z � d=2

; (8.16)

 (2)(z) =

8<:
T e�ikz z � �d=2
A e�i�z +B ei�z jzj < d=2
e�ikz +R eikz jzj � d=2

: (8.17)

onde os n�umeros de onda k e � s~ao de�nidos na eq.(8.2) e as ra��zes quadradas
nas equa�c~oes s~ao escolhidas anal��ticas no semiplano ! superior, devido �a
analiticidade nesse semiplano da transformada de Laplace. Isso signi�ca
que os n�umeros de onda têm partes imagin�arias positivas, apresentando
o comportamento assint�otico correto para  1(z) [ 2(z)] quando z ! 1
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[z ! �1]. Os coe�cientes A, B, R, e T s~ao determinados pelos dois planos
que de�nem a regi~ao evanescente localizada em z = �d=2 e z = d=2. Os
coe�cientes das duas solu�c~oes linearmente independentes foram escolhidos
iguais porque a barreira �e sim�etrica com respeito ao plano z = 0. Sendo W
o wronskiano da solu�c~ao, temos ent~ao que

~g(z; z0) =
1

W

�
 (1)(z0) (2)(z) z0 � z

 (2)(z0) (1)(z) z0 � z
: (8.18)

Para o problema do tunelamento do pacote gaussiano truncado, precisa-
mos do caso z0 � z com z < �d=2 e z0 > d=2, para o qual a fun�c~ao de Green
�e

~g(z; z0) =
1

2ik
T e�ik(z�z0) : (8.19)

Agora, B3 deve ser cont��nuo em z = �d=2 e z = d=2 e precisamos saber o
comportamento de suas derivadas parciais nas dire�c~oes perpendiculares aos
planos que formam as fronteiras da barreira. As componentes transversais
B1 e B2 s~ao cont��nuas em todos os pontos pertencentes �as fronteiras, o que
implica que as derivadas parciais paralelas aos planos s~ao cont��nuas sobre
eles. Dado que r � ~B0 e @B3=@z devem tamb�em ser cont��nuas nos planos
z = �d=2 e z = d=2, obtemos

A =
1

L
2k(k + �) ei(��k)d=2;

B = � 1

L
2k(k � �) ei(3��k)d=2;

R =
1

L
e�ikd(1� e2i�d)(k2 � �2);

T =
1

L
4k� ei(��k)d;

L = (k + �)2 � (k � �)2 e2i�d

(8.20)

Finalmente

g(t� t0; z; z0) =
1+isZ

�1+is

d! ei!(t�t0) ~g(z; z0) (8.21)

Visto que no semiplano ! superior temos que (k � �) 6= 0, que (k �
�)=(k+�) �e limitado por 1 e que Im� > 0, podemos expandir T na seguinte
s�erie geom�etrica:
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T = 4k� e�ikd
1X
p=0

(k � �)2p

(k + �)2p+2
eikd(2p+1) (8.22)

Ent~ao, usando as equa�c~oes (8.20) e (8.22) na (8.21) obtemos

g(t; z) =
2

m2
0

1X
p=0

hp(t; z)

= �2
1X
p=0

(
qp(t; z) +

1

m2
0

�qp(t; z)

�m1

tZ
0

du

�
qp
�p

t2 � u2; z
�
+

1

m2
0

�qp
�p

t2 � u2; z
��

J1(m1u)

)
(8.23)

com m0 =
p
m2

2 �m2
1 e

qp(t; z) = �(t� z � 2pd)

�
t� z + d� (2p+ 1)d

t� z + d+ (2p+ 1)d

�2p+1

� J4p+2(m0

p
(t� z + d)2 � d2(2p+ 1)2) (8.24)

onde � �e a fun�c~ao degrau de Heaviside e Jp �e a fun�c~ao de Bessel de ordem
p. Vemos que mesmo o termo inicial da s�erie salta de zero para um valor
�nito na borda do cone de luz passado, levando assim a uma propaga�c~ao
causal. Entretanto, diferentemente da propaga�c~ao no espa�co livre, vemos
que a fun�c~ao de Green tamb�em tem suporte no interior do cone de luz. �E
muito importante entender a raz~ao para que isso aconte�ca.

Examinemos os termos p na segunda linha da eq.(8.23). Esses termos
contribuem para a s�erie somente para t > z + 2pd, e portanto representam
a parte do campo que deixa o lado direito da barreira depois de 2p reex~oes
nas suas fronteiras. Por outro lado, o termo dentro da integral na terceira
linha da eq.(8.23) surge devido �as condi�c~oes de contorno e n~ao tem qualquer
rela�c~ao com a barreira em si. A integral deste termo descreve o efeito eco,
que acontece porque durante a propaga�c~ao o campo eletromagn�etico dentro
da barreira �e reetido nas paredes met�alicas. Ent~ao, o termo na terceira
linha da eq.(8.23) descreve uma distor�c~ao durante o intervalo de tempo
[0; t] para todas as excita�c~oes em uma dada posi�c~ao.

Considerando a discuss~ao acima, percebemos que o atraso n~ao distorcido,
que �e o mais interessante, �e dado pelo termo na segunda linha da eq.(8.23),
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o qual ser�a o �unico a ser considerado a seguir para o tunelamento de um
modoH01 gaussiano truncado centrado em alguma posi�c~ao z = s < �d=2 em
frente �a barreira, com freq�uência central correspondente a k0 =

p
!2
0 �m2

1 e
tal que a frente de onda do pulso deve estar na frente da barreira em t = 0.
Para este caso, as componentes relevantes do campo incidente s~ao

B3(x) = cos(x1�=a)�(x3);

E2(x) = i!0 sen(x
1�=a)�(x3);

�(x3) = �(�x3 + s+ ) eik0x
3
e�(x

3�s)2=�2 (8.25)

onde o parâmetro , 0 <  < �s�d=2, descreve a distância entre o m�aximo
e a frente de onda. Com todos estes pontos levados em considera�c~ao, a
eq.(8.10) fornece

B3(x) =
�2
m2

0

cos

�
�x1

a

� 1X
p=0

�
cos[k0(u� s)] �(1)

p (u)

+ sen[k0(u� s)] �(2)
p (u)

�
; (8.26)

onde u = t� z + s+ d e

�(1;2)
p (u) = �(u+  � (2p+ 1)d)

�
u+Z

(2p+1)d

dv e�(u�v)2=�2
�
v � (2p+ 1)d

v + (2p+ 1)d

�2p+1

� J4p+2
�
m0

p
v2 � (2p+ 1)2d2

�
�
h
cos(k0v)�

(1;2)(u� v)� sen(k0v)�
(1;2)(u� v)

i
; (8.27)

com v = v0 � z0 + d, e

�(1)(u) =
2

�2
u

�
!2
0 �m2

2 + 2k0(k0 + !0)� 4u2

�4
+

6

�2

�
;

�(2)(u) = k0

�
!2
0 �m2

2 �
12u2

2

�
+ !0

�
!2
0 �m2

2 �
4u2

�4
+

2

�2

�
:

(8.28)

A integral na eq.(8.27) foi calculada numericamente por Emig (1996)
e a �gura 8.3 mostra (em unidades arbitr�arias) o envelope de Bz para
freq�uências de corte e central �xas e para espessuras d diferentes em um
ponto arbitr�ario atr�as da barreira, em fun�c~ao da coordenada relativa u.
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Figura 8.3: Gr�a�cos para o envelope de Bz para pacotes gaussianos trunca-
dos transmitidos abaixo do corte atrav�es de barreiras de espessuras d dife-
rentes como fun�c~ao da coordenada relativa u = t� z+ s+d. As freq�uências
de corte s~ao dadas por m1 = 1, m2 = 4. Al�em disso, !0 = 3:2 e �0 = 10.
Fonte: Emig (1996).

A distância  entre o m�aximo do pacote e sua fronteira foi escolhida como
cinco vezes o valor da variância �0 do pulso, a �m de prevenir deforma�c~oes
do pulso transmitido que surgem quando o pulso incidente apresenta uma
componente de freq�uência alta muito grande. Foi usado o valor x1 = 0.

O pulso n~ao mudou sua forma, na �gura 8.3, porque n~ao levamos em
considera�c~ao o efeito eco. Apesar disso, como no caso do problema estudado
na se�c~ao 7.3, ocorre o reformatamento de pulso, produzindo uma velocidade
de grupo superluminal. De fato, podemos comparar o tempo de tunelamento
do pico de nosso pacote gaussiano truncado com o tempo que o pico gastaria
para atravessar a mesma distância no v�acuo, onde ele n~ao muda de forma.
O pico chega ao lado esquerdo da barreira em um instante tf = �s� d=2.
Seja T tal que Bz(T ) �e um m�aximo. Ent~ao, dada a de�ni�c~ao da vari�avel u
(eq.(8.26)), encontramos que o pico do pacote de ondas tunelado chega ao
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m1 = 1 m2 = 4 !0 = 3:2

d T �

0.5 0.66 10.01
1.0 0.82 9.97
2.0 0.86 9.85
4.0 0.91 9.38

m1 = 6:5 m2 = 9:5 !0 = 8:5

d T �

3.0 0.48 9.82
4.0 0.49 9.66

Tabela 8.1: Valores num�ericos para tempos de tunelamento e variância.
Fonte: Emig (1996).

lado direito da barreira no instante

tT = T � s� d

2
; (8.29)

e o tempo de tunelamento �e, naturalmente, dado por T .
Emig obteve o tempo de tunelamento e a variância dos pacotes ajustando

pacotes de ondas gaussianos aos gr�a�cos da �gura 8.3; os valores resultantes
para T e � s~ao apresentados na tabela 8.1 para dois conjuntos de parâmetros
m1 e m2 e para duas freq�uências centrais diferentes. Em ambos os casos a
variância inicial �e tomada como �0 = 10.

Da tabela 8.1 vemos que para m1 = 1, m2 = 4, !0 = 3:2 e d = 0:5, vg =
d=T < 1, e vg aumenta (e se torna superluminal) mais e mais lentamente
com o aumento da espessura da barreira, um resultado de acordo com a
experiência (efeito Hartman). A tabela 8.2 mostra o tempo de tunelamento
para dois valores diferentes da variância inicial e a variância resultante dos
pacotes gaussianos usados para ajustar os dados, para valores diferentes
da freq�uência central para m1 = 1, m2 = 4 e d = 5. Esses tempos de
tunelamento correspondem a velocidades de grupo superluminais.

A an�alise de Emig, que acabamos de reproduzir, mostra que n~ao h�a
viola�c~ao da causalidade de Einstein. A �m de compreender o mecanismo
do reformatamento de pulso no caso do tunelamento de pacotes de onda
gaussianos, esse autor emprega uma id�eia similar a uma id�eia empregada no
caso do tunelamento de el�etrons (e fundada em f�ormulas matem�aticas simi-
lares, como mostrado no cap��tulo 2), i.e., ele a�rma que o reformatamento
pode ser entendido se seguirmos as linhas integrais do quociente do vetor
de Poynting pela densidade de energia (o uxo de energia). O autor exibe
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�0 = 10

!0 T �

1.2 0.52 9.90
1.6 0.55 9.87
2.0 0.58 9.83
2.4 0.64 9.78
2.8 0.72 9.68
3.2 0.91 9.38

�0 = 4

!0 T �

1.2 0.53 3.72
1.6 0.57 3.61
2.0 0.63 3.43

Tabela 8.2: Tempos de tunelamento e variâncias para pacotes de ondas com
freq�uências centrais e variâncias iniciais diferentes. Fonte: Emig (1996).

um gr�a�co qualitativo do uxo de energia (reproduzido na �gura 8.4). O
gr�a�co �e muito similar ao da �gura 8.2, e mostra que as linhas de corrente da
energia tunelada vêm do extremo direito da cauda do pulso gaussiano trun-
cado. Entretanto, al�em das quest~oes intr��nsecas referentes �a interpreta�c~ao
do vetor de Poynting, a serem tratadas na se�c~ao 8.3, h�a aqui um outro pro-
blema. Segundo a interpreta�c~ao de de Broglie-Bohm da mecânica quântica
| a qual, como vimos no cap��tulo 2, �e naturalmente sugerida pela formu-
la�c~ao no �brado de Cli�ord da Mecânica Quântica Relativ��stica e da Teoria
Eletromagn�etica | essas linhas integrais n~ao s~ao os caminhos dos f�otons,
porque nessa teoria n~ao existem f�otons!3 O que �e importante lembrar �e que
para todos os campos relativ��sticos (b�osons, f�ermions) existem situa�c~oes que
permitem o reformatamento de pulsos (Deutch & Low 1993, Landauer &
Martin 1994, Garrett & McCumber 1970), dando origem a velocidades de
grupo superluminais, ou mesmo negativas.

Ser�a que as velocidades de grupo superluminais observadas no tunela-
mento de microondas implicam que estamos enviando informa�c~ao a veloci-
dades superluminais? A energia viaja com velocidades superluminais nesses
experimentos? A existência de velocidades de grupo negativas implica que
a causalidade est�a sendo violada, no sentido de que estamos enviando in-
forma�c~ao de volta para o passado? De acordo com Nimtz (Heitmann &

3A bem da verdade, n~ao existem part��culas bosônicas na interpreta�c~ao de de Broglie-
Bohm da mecânica quântica (Bohm & Halley 1993, Holland 1993, Grib & Rodrigues 1999).
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Nimtz 1994, Nimtz 1997) a resposta a estas quest~oes �e sim. Esta tamb�em
�e a opini~ao de Mehmeti, expressa em seu recente livro (Mehmeti 1996). Na
se�c~ao 7.4 apresentamos nossa resposta a estas três quest~oes.

A id�eia, mencionada acima, de que n~ao existem f�otons na natureza pode
parecer estranha, mas o fato �e que, segundo Marshall (1997b), todos os
resultados de experimentos envolvendo \f�otons" podem ser explicados pela
eletrodinâmica cl�assica de Maxwell mais o campo de ponto zero, sem lan�car
m~ao desse conceito. Sobre este assunto veja-se tamb�em (Marshall 1997a,
Grimes & Grimes 1995, Ives 1951).

Figura 8.4: Gr�a�co qualitativo do uxo de energia em um plano (x0; x3)
do espa�co-tempo de Minkowski. A intensidade do plote do pacote inicial
corresponde a sua densidade de energia.
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8.3 Qual a velocidade da Energia?

8.3.1 Velocidade da energia em meio dispersivos

Como �e bem conhecido, a velocidade de transporte de energia �e normal-
mente dada por (Jancewicz 1988, Band 1988a, Band 1988b)

vE =
j~P j
u

(8.30)

onde ~P �e o vetor de Poynting e u �e a densidade de energia. J�a observamos
que esta f�ormula geral �e de validade limitada. Apesar disso, ela foi usada
em discuss~oes sobre a propaga�c~ao de ondas em meios dispersivos, mais exa-
tamente, em meios ampli�cadores formados por �atomos de dois n��veis com
popula�c~ao invertida (Chiao 1993, Bolda et al. 1994, Steinberg & Chiao 1994),
que apresentam um ��ndice de refra�c~ao

n2(!) = 1� !2
p

!2
0 � !2 � i!

(8.31)

�E f�acil veri�car que para j!0�!j �  o meio �e anômalo, i.e., a velocidade
de grupo dada pela eq.(7.37) �e maior que 1. A dispers~ao e a ampli�ca�c~ao
s~ao desprez��veis quando ! ! 0, o que signi�ca que um pulso se propaga sem
qualquer distors~ao apreci�avel. Bolda et al. (1994) a�rmam que neste caso a
velocidade de propaga�c~ao da energia deve ser identi�cada com a velocidade
de grupo e �e superluminal. Seu argumento �e o seguinte: Usando a mesma
nota�c~ao da se�c~ao 6.1, e escolhendo novamente � = �0 = 1, lembramos que
de acordo com as equa�c~oes de Maxwell fenomenol�ogicas4 temos a seguinte
equa�c~ao para o balan�co de energia:

r � ~P + ~E � @
~D

@t
+ ~B � @

~B

@t
= �~j � ~E; (8.32)

onde ~j �e uma corrente externa.
Agora, a rela�c~ao entre ~D e ~E �e dada por (7.10), que reescrevemos como

4As equa�c~oes de Maxwell fenomenol�ogica s~ao as eqs.(7.9) com as densidades externas
de carga e corrente.
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~D(t; ~x) =

tZ
dt0 �(t� t0) ~E(t0; ~x);

~D(!; ~x) = � (!) ~E(!; ~x); �(!) =

1Z
0

dt �(t) ei!t (8.33)

Vamos supor a existência de um campo eletromagn�etico transversal que
se propaga no meio,

~E(t; ~x) = Re ~E(t; ~x); ~E(t; ~x) = ~E0(t; ~x) e
�i!t; (8.34)

onde ~E0(t; ~x) �e uma modula�c~ao que varia lentamente. Das eqs.(8.33) obte-
mos as seguintes aproxima�c~oes, v�alidas sob as hip�oteses acima:

@ ~D

@t
= Re �(!)

@ ~E

@t
+ !

dRe �(!)

d!
Re

 
@ ~E0

@t
e�i!t

!
+ ! Im �(!) ~E: (8.35)

Substituindo (8.35) em (8.32), considerando Im �(!) e Re
�
@ ~E0
@t

�
quanti-

dades pequenas e omitindo termos de ordem superior, encontramos

r � ~P +
@u

@t
= �~j � ~E � �a;

j~P j = [Re �(!)]
1
2E2;

u = Re �(!)E2 +
1

4
!
dRe �(!)

d!
~E�
0 � ~E0;

�a = ! Im �(!)E2: (8.36)

onde u �e a densidade de energia total e �a �e o ganho de energia no meio
ampli�cador (ou a perda de energia, num meio dissipativo). Das equa�c~oes
de Maxwell segue-se que B = Dk=! = vphE. Denotando a m�edia sobre um
per��odo por uma barra, temos

�P = [Re �(!)]
1
2E2;

�u =

�
Re �(!) +

1

2
!
dRe �(!)

d!

�
E2

�P

�u
=

[Re �(!)]
1
2

[Re �(!)]
1
2 + 1

2!
dRe �(!)

d!

=
1

n+ ! dn
d!

= vg (8.37)
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Vemos que se a eq.(8.30) for aceita como a velocidade de transporte de
energia, ent~ao deveremos aceitar que a energia ui a uma velocidade super-
luminal nos casos em que j!0�!j � . Entretanto, visto que j�a conclu��mos
que a velocidade de grupo superluminal �e devida ao reformatamento de pul-
so, sem qualquer viola�c~ao da causalidade de Einstein, precisamos concluir
que a an�alise acima �e inv�alida. Uma an�alise rigorosa deve seguir a sugest~ao
de Feynman (Feynman et al. 1964), i.e., que as equa�c~oes de Maxwell funda-
mentais devem ser usadas para o estudo de fenômenos em meios dispersivos.
Vamos por isso analisar novamente nosso problema, introduzindo explicita-
mente as distribui�c~oes de corrente (jp) e de carga (�p) de polariza�c~ao no
meio. Estas s~ao dadas por

�p = �r � ~P e ~jp =
@ ~P

@t
=

@ ~D

@t
� @ ~E

@t
: (8.38)

As equa�c~oes de Maxwell apropriadas s~ao

r � ~E = r � ~P r� ~B = ~j +~jp +
@ ~E

@t

r� ~E = �@ ~B

@t
r � ~B = 0

Neste caso, teremos a seguinte equa�c~ao para o balan�co de energia:

r � ~P +
@uf
@t

= �~j � ~E �~jp � ~E; (8.39)

onde a energia \livre"

uf =
E2 +B2

2
(8.40)

�e a verdadeira energia armazenada no campo ( ~E; ~B), que se propaga atrav�es
do meio. Agora, ~P na eq.(8.39) �e o mesmo que na eq.(8.36). Tomando a
diferen�ca entre a eq.(8.39) e a eq.(8.40) encontramos:

@(u� uf )

@t
=

@um
@t

= � � �a;

� = ~jp � ~E:
(8.41)

O signi�cado da eq.(8.41) �e que o trabalho � realizado pelo meio �e parcial-
mente estocado no pr�oprio meio com uma densidade de energia recuper�avel

um, e parcialmente dissipado, esta �ultima parte, naturalmente, sendo igual
a �a (Diener 1997, Diener 1998). Nenhum termo de transporte aparece em
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(8.41), o que signi�ca que a energia armazenada n~ao se move! Este resultado
concorda com a lei constitutiva local utilizada (eq.(8.33)), que implica que
n~ao existe intera�c~ao entre diferentes elementos de volume do meio, sendo es-
ta a raz~ao pela qual a energia a�� armazenada n~ao se propaga. O transporte
desta energia somente �e poss��vel pela sua convers~ao em energia m�ovel.

Continuando nossa an�alise, vemos que �e poss��vel escrever duas equa�c~oes
de balanceamento a partir das equa�c~oes (8.39) e (8.41) (tomando a corrente
externa ~j = 0, que �e nosso caso):

r � ~P +
@uf
@t

= �� � �a;
@um
@t

= �; (8.42)

onde o termo � descreve uma troca oscilante entre as energias do campo e do
meio, mantendo uma raz~ao �xa entre elas, mesmo para ondas moduladas.
Para o campo eletromagn�etico transversal considerado acima encontramos,
ap�os calcular a m�edia,

uf =
1

2
(1 + Re �)E2;

um =
1

2

�
Re �� 1 + !

dRe �(!)

d!

�
E2: (8.43)

Dadas as considera�c~oes acima, parece claro que uma de�ni�c~ao razo�avel
da velocidade de transporte de energia �e dada por

vE =
�P

uf
=

2n

1 + n2
� 1: (8.44)

Esta express~ao �e uma descri�c~ao te�orica razo�avel do transporte de energia
em um meio ampli�cador, mas devemos levar em considera�c~ao que parece
imposs��vel, do ponto de vista experimental, separar a densidade de energia
total em densidade de energia do campo mais densidade de energia do meio.

8.3.2 Velocidade da energia em um guia de ondas

Em um guia de ondas (com � = �0 = 1), como j�a foi visto, temos para
qualquer modo a rela�c~ao de dispers~ao

!2 � k2 = !2
c ; (8.45)

a partir da qual podemos escrever

1

vph
=

k

!
=

d!

dk
= vg =

r
1� !2

c

!2
= n =

p
�(!) (8.46)
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onde um ��ndice de refra�c~ao formal n foi introduzido, o que n~ao signi�ca,
naturalmente, que exista um meio material dentro do guia de ondas. Parece
razo�avel de�nir a velocidade de transporte de energia para uma microonda
monocrom�atica usando uma equa�c~ao an�aloga �a eq.(8.44), com a densidade
de energia viajante apropriada e o �P apropriado. Para o caso atual temos

uf =
1

2
(1 + �)E2 =

1

2

�
2� !2

c

!2

�
E2; (8.47)

um =
1

2
(�� 1)E2 +

1

2
!
dRe �(!)

d!
E2 =

!2
c

2!2
(2E2 �E2);

onde E2 �e a m�edia temporal de E = E0 cos!t. Para interpretar estes termos,
que oscilam defasados de �=2, precisamos levar em considera�c~ao que neste
caso o campo n~ao �e transversal, e.g., para um modo TE temos um campo
magn�etico longitudinal. �E ent~ao necess�ario considerar uma decomposi�c~ao
diferente da energia. Temos

u? =
1
�hE2

?i+ hB2
?i
�

2
; uq =

1

2
hB2

q i (8.48)

O campo Bq contribui para o vetor de Poynting com uma componente
transversal, perpendicular �a dire�c~ao de propaga�c~ao. Portanto, somente sua
componente transversal �e respons�avel pelo transporte de energia ao longo
do guia, o que signi�ca que uq deve ser considerado como n~ao propagante.
De�nimos ent~ao a velocidade de transporte de energia como

vE =
�P

�u?
=

2n

1 + n2
< 1 (8.49)

Todavia, neste caso temos vE > vg. �E claro que quando ! = !c e
�u? = �uq, ambos, vg e vE , s~ao nulos, o que signi�ca que a energia oscila entre
os modos transversal e longitudinal.

Qual o signi�cado desta f�ormulas se ! < !c? Uma inspe�c~ao da eq.(8.47)
revela que uf �e negativo quando ! < !c=

p
2. Alguns autores, como, por

exemplo, Nimtz (1998), sustentam que a interpreta�c~ao deste resultado deve
ser feita em analogia com o tunelamento de part��culas descrito pela equa�c~ao
de Schr�odinger, i.e., a densidade de energia negativa signi�ca que os modos
evanescentes n~ao s~ao diretamente mensur�aveis. Embora tal analogia seja
atraente, acreditamos que �e enganadora, pois vimos em nossas discuss~oes
anteriores (8.2) que existe uma interpreta�c~ao razo�avel para o uxo de ener-
gia de modos evanescentes, o qual parece ser superluminal por causa do
reformatamento de pulso.
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8.3.3 Velocidade de transporte de energia para uma UPW
superluminal

Se uma solu�c~ao UPW das EM de energia �nita pudesse ser produzida
em uma dada superf��cie de Cauchy, ent~ao nos defrontar��amos com uma
contradi�c~ao com a eq.(8.30), visto que que para uma solu�c~ao arbitr�aria das
EM no v�acuo, @ F = 0, �e sempre verdadeira a desigualdade

v" =
j~P j
u

� 1: (8.50)

Por outro lado, �e claramente absurdo supor que uma UPW que se
move com velocidade superluminal transporta sua energia com velocida-
de no m�aximo igual a 1. Embora esta discuss~ao possa parecer meramente
acadêmica, visto que n~ao parece ser poss��vel gerar UPW s de energia �nita,
o fato �e que pode ser oferecida uma solu�c~ao para este dilema. Com efeito,
recordemos que a conserva�c~ao de energia-momento sobre um volume �nito
V com fronteira S = @V pode ser escrita, em forma integral, como

@

@t

�Z
dV

1

2
( ~E2 + ~B2)

�
=

I
S

d~S: ~P (8.51)

A eq.(8.51) �e interpretada dizendo-se que
H
S d

~S: ~P �e a energia do campo

que atravessa a superf��cie S = @V , de forma que ~P �e a densidade de uxo
|a quantidade de energia do campo atravessando uma unidade de �area da
superf��cie durante uma unidade de tempo. Para solu�c~oes de onda plana das
equa�c~oes de Maxwell,

v" = 1 (8.52)

e para o movimento \superluminal" em meios dispersivos, conclu��mos que
uma de�ni�c~ao razo�avel da velocidade de transporte de energia fornece vE <
1.5

Nossa proposta para resolver o dilema �e simplesmente a observa�c~ao de
que ~P n~ao �e univocamente de�nido. De fato, a eq.(8.51) continua v�alida se

5Em 1987, Band (1988a, 1988b) encontrou pulsos de Bessel modi�cados superluminais.
Ele reconheceu imediatamente que a de�ni�c~ao padr~ao de velocidade de transporte de
energia leva a vE � 1. Al�em disso, esse autor a�rma que n~ao existe conito entre solu�c~oes
superluminais das EM e a teoria da relatividade, pois segundo ele o que a relatividade
pro��be �e a propaga�c~ao de energia com velocidade maior que 1.
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substituirmo ~P por ~P + ~P 0, com r: ~P 0 = 0. Ent~ao, podemos encontrar fa-
cilmente para solu�c~oes subluminais, luminais ou superluminais das equa�c~oes
de Maxwell um ~P 0 tal que

j~P + ~P 0j
u

� 1: (8.53)

Nossa conclus~ao, nesta se�c~ao, �e que a quest~ao do transporte local de ener-
gia em fenômenos ondulat�orios superluminais �e um problema experimental,
embora para todas as ondas reais pare�ca ser verdade que vE < 1.

Vamos �nalizar esta se�c~ao apresentando um exemplo ilustrativo de uma
situa�c~ao na qual a eq.(8.30) �e desprovida de sentido f��sico, pois ainda que ~P
e u sejam bem de�nidos, sua existência n~ao implica em qualquer movimento
da energia do campo.

Consideremos um condutor em equil��brio eletrost�atico, com densida-
de super�cial de carga � (carga total Q) e com um momento de dipolo
magn�etico. Ent~ao teremos

~E = Q
r

r2
; ~B =

C

r3
(2 cos � r + sen � �) (8.54)

e

~P = ~E � ~B =
CQ

r5
sen �' ; u =

1

2

�
Q2

r4
+
C2

r6
(3 cos2 � + 1)

�
: (8.55)

Assim

j~P j
u

=
2CQr sen �

r2Q2 + C2(3 cos2 � + 1)
6= 0 para r 6= 0: (8.56)

Visto que os campos s~ao est�aticos, a lei de conserva�c~ao (8.51) continua
a valer, pois n~ao existe movimento de cargas e para qualquer superf��cie
contendo o condutor esf�erico temosI

S

d~S: ~P = 0: (8.57)

Mas n~ao existe campo em movimento!
Lembramos tamb�em que na se�c~ao 2.19 de seu livro (Stratton 1941),

Stratton apresenta uma discuss~ao sobre o vetor de Poynting e a quest~ao
da transferência de energia que em essência concorda com a vis~ao que aca-
bamos de apresentar. Nas palavras desse autor: \By this standard, there is
every reason to retain the Poynting-Heaviside viewpoint until a clash with
new experimental evidence shall call for its revision."
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8.3.4 Sinais ideais versus sinais t�ecnicos

Principiamos este cap��tulo introduzindo a de�ni�c~ao de Sommerfeld e
Brillouin de um sinal ideal, i.e., uma con�gura�c~ao do campo eletromagn�etico
que apresenta uma frente, ou seja, uma fronteira separando a regi~ao na qual
o campo �e nulo de uma regi~ao onde o campo assume valores diferentes de
zero. Esta frente pode ser introduzida de duas maneira diferentes:

(i) Em ~x = 0 o campo eletromagn�etico �e dado com a con�gura�c~ao de
um pulso no dom��nio temporal, i.e., a con�gura�c~ao eletromagn�etica �e dada,
por meio da eq.(7.27). A propaga�c~ao desta con�gura�c~ao de campo de�ne o
que chamamos de problema de Sommerfeld, e aprendemos que a frente se
propaga com velocidade vf = 1.

(ii) Em t = 0 �e dada uma con�gura�c~ao do campo eletromagn�etico, tal
que este tem suporte compacto, i.e., todas as componentes do campo se
anulam fora de um dom��nio compacto do espa�co. Este �e o cl�assico problema

de Cauchy, e como �e bem conhecido, a frente s�o pode propagar-se sobre as
superf��cies caracter��sticas, que para as equa�c~oes de Maxwell s~ao o cone de
luz (ver cap��tulo 6). Ent~ao, tamb�em neste caso vf = 1.

�E importante perceber que ambos os tipos de frente mencionados acima
s~ao idealiza�c~oes, e que a de�ni�c~ao de uma frente n~ao requer uma descon-
tinuidade de salto nas fun�c~oes que descrevem as componentes do campo.
Para ambos os casos (i) e (ii), as componentes do campo podem ser fun�c~oes
suaves na fronteira, com as fun�c~oes e suas derivadas primeiras se anulando
a��, mas com descontinuidades na derivadas de segunda ordem (Courant &
Hilbert 1966, Taylor 1981) (ver cap. 6). Pulsos desse tipo possuem larguras
de banda �nitas, i.e., para um pulso suave, a dispers~ao quadr�atica m�edia
de sua freq�uência, calculada a partir de seu espectro de potência, �e sempre
�nita.

Ent~ao, para o caso, por exemplo, do problema de Sommerfeld (usando
a mesma nota�c~ao da se�c~ao 6.1), um sinal que se propaga na dire�c~ao z po-
de ser de�nido como um envelope de pulso tal que �(t; z) �e seccionalmente
anal��tico em t, sendo a frente um ponto de n~ao analiticidade separando duas
regi~oes nas quais o envelope do pulso tem formas diferentes. O tratamen-
to do problema de Sommerfeld baseia-se na teoria das fun�c~oes anal��ticas.
Ent~ao, os valores do pulso sobre qualquer segmento �nito no interior de um
dos dom��nios de analiticidade determina o pulso at�e o pr�oximo ponto de
analiticidade, pelo teorema da unicidade da teoria de fun�c~oes anal��ticas.

Este racioc��nio sugere naturalmente associar a chegada de novos dados
(informa�c~ao) a um certo ponto do espa�co aos pontos de n~ao analiticidade
do pulso; segundo esse ponto de vista, parece que a velocidade do sinal deve
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ser identi�cada com a velocidade da frente, e portanto a informa�c~ao, em
meios dispersivos (incluindo guias de onda) nunca se propaga com velocida-
de superluminal. Entretanto, h�a problemas com essa de�ni�c~ao que vamos
discutir agora.

O primeiro problema vem sendo enfatizado h�a muito tempo por Nimtz
(Heitmann & Nimtz 1994, Nimtz 1997, Nimtz 1998) e mais recentemente
por Chiao e colaboradores (Garrison, Mitchel, Chiao & Bolda 1998), e diz
respeito �a de�ni�c~ao de um pulso (ideal) como aquele no qual o campo se
anula abruptamente na frente ou, no caso de um pulso suave, permanece
muito pequeno por algum tempo. Visto que todos os detectores no mundo
real possuem um limiar de detec�c~ao �nito, isto signi�ca que na pr�atica que
nenhum detector real pode detectar uma frente.

Garrison et al. (1998) sugerem que, a despeito desse fato, �e poss��vel
construir uma de�ni�c~ao operacional da velocidade da frente, dada por um
processo de limite da seguinte maneira. Imaginemos uma seq�uência de pul-
so idênticos detectados por uma seq�uência de detectores Dn, com limiar
decrescente Sn, n = 1. 2. : : : Suponhamos que um pulso tenha in��cio em
t = 0 e seja detectado por Dn em um instante tn. Se a distância entre a
fonte e o detector �e L, ent~ao a velocidade efetiva da frente medida por Dn

�e vn = L=tn, e a velocidade da frente poderia ser de�nida, segundo Chiao,
extrapolando-se vn quando o limiar Sn ! 0. Chiao argumenta que esta
de�ni�c~ao �e f��sica e logicamente v�alida, mas muito pouco pr�atica.

Aqui comentamos, junto com Nimtz (Nimtz 1998), que a de�ni�c~ao pro-
posta ignora a estrutura quântica da mat�eria. Para que qualquer detector
real trabalhe, deve absorver pelo menos um quantum de energia, o que sig-
ni�ca que o limite Sn ! 0 n~ao pode ser realizado sequer teoricamente de
acordo com a teoria quântica.

Agora, se tivermos um �unico detector S com limiar pr�oximo do pico espe-
rado do pulso, i.e., S � j�picoj, �e claro que um tal detector pode medir uma
velocidade superluminal, pois j�a vimos que, sob circunstâncias especiais, o
pico pode propagar-se com velocidade de grupo superluminal.

Este argumento sugere de�nir a velocidade detect�avel da frente como a
velocidade de grupo.

Se admitirmos, como imaginado por Chiao e colaboradores, que a infor-
ma�c~ao est�a associada �a chegada de descontinuidades, ent~ao devemos dizer
que um pulso ideal, detectado por detectores com limiar �nito n~ao propaga
informa�c~ao da fonte para o detector. �E dif��cil imaginar que este racioc��nio se-
ja correto, pois o pico de um pulso �e uma assinatura bem de�nida e pode ser
associado com uma informa�c~ao, como mostrado na discuss~ao da experiência
de Nimtz na se�c~ao 8.4.
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De qualquer forma, os m�eritos do racioc��nio acima s~ao:
(i) Ele deixa claro que um sinal contendo informa�c~ao con��avel n~ao pre-

cisa ser um sinal ideal (i.e., n~ao precisa ter uma frente bem de�nida).
(ii) Um detector com limiar �nito, a �m de responder apropriadamente,

i.e., tornar dispon��vel a informa�c~ao con��avel, precisa de mais que a frente
efetiva de um sinal. Um detector requer informa�c~ao sobre a freq�uência do
carregador e a modula�c~ao do sinal a �m de obter a informa�c~ao con��avel.

Que tipo de sinal �e ent~ao usado em comunica�c~oes reais? Conscientes das
discuss~oes acima, os engenheiros empregam o conceito de sinais t�ecnicos. Es-
tes s~ao sinais de amplitude modulada (AM) ou freq�uência modulada (FM),
e têm em comum o fato que o sinal n~ao depende de sua magnitude.

A �gura 8.5 mostra um sinal t�ecnico. Trata-se de um sinal AM usado em
telecomunica�c~oes, com um carregador infravermelho de freq�uência 2�1014 Hz,
no qual a modula�c~ao de amplitude �e dada por uma largura de banda �nita
de 1010Hz. A meia largura do pulso corresponde ao n�umero de d��gitos,
i.e., �a informa�c~ao transmitida. Um sinal desse tipo naturalmente n~ao tem
fronteiras.

Figura 8.5: Sinal de teste usado em tecnologia de �bras �opticas. A abscissa
est�a dividida em unidades de 1:5 ns.

8.4 O surpreendente experimento de Nimtz

A �gura 8.6, mostra o esquema de um experimento realizado por Nimtz e
colaboradores para mostrar que o tunelamento de sinais de microondas em
guias de ondas subdimensionados �e superluminal. O experimento de fato
prova que para o sinal t�ecnico usado (de banda limitada de freq�uência) as
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velocidades do sinal, de grupo e da energia excedem, todas, excedem c ao
atravessar a regi~ao evanescente, conforme veri�cado pelo detector de limiar
�nito de Nimtz.

Na experiência descrita em (Nimtz 1997) o pulso (gaussiano) usado era
de amplitude modulada, com meia-largura de 1 ns sobre um carregador de
8; 7GHz. No ponto M1 o sinal �e separado em dois sinais com uma raz~ao
1:40 entre as intensidades. O sinal mais fraco percorre uma certa dist~ancia
no ar, enquanto o segundo sinal atravessa uma barreira (o guia de ondas
subdimensionado) de mesmo comprimento �optico que a distância no ar.
A barreira �e formada pelo forbidden band gap de uma heteroestrutura de
um quarto de comprimento de onda de comprimento 0:1142m (que �e um
\espelho �optico"). Os tempos de chegada dos sinais grande e pequeno foram
observados com um oscilosc�opio HP54124, com resolu�c~ao temporal de 10 ps;
a resolu�c~ao temporal do experimento era melhor que �1 ps. Nimtz observou
que o sinal tunelado chegava 270 ps antes do sinal que viajou pelo ar. Isto
signi�ca que o sinal viajou por dentro da barreira com velocidade de 4:7c!

G M
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�
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�
�
�

Tunnel

�
@

@
�

Air
�
�
�

�
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�
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Figura 8.6: Arranjo experimental para demonstrar velocidades de tunela-
mento superluminais, usado na experiência de Nimtz (Nimtz 1997). G =
Gerador (carregador); M = Modulador (sinal); T = T�unel (barreira); D =
Detetor (oscilosc�opio).

Que tipo de informa�c~ao �e transmitida por um sinal como este? A respos-
ta �e clara: a largura de linha do pulso representa o sinal, ela �e a informa�c~ao
contida nele, e de fato �e a passagem da meia-largura do pulso transmitido
que �e medida pelo detector.

Terminamos esta se�c~ao dizendo que n~ao concordamos com a a�rma�c~ao
de Nimtz em (Nimtz 1997) de que o cruzamento superluminal de barreiras
permite a comunica�c~ao com o passado. Ainda mais, mesmo que seja verdade
que em algumas situa�c~oes a velocidade de grupo pode ser negativa, e que
o pico transmitido pode aparecer ap�os a barreira antes da chegada do pico
incidente �a pr�opria barreira, a situa�c~ao como um todo �e sempre causal. De
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fato, para a existência de qualquer sinal ap�os a barreira, a onda incidente
deve ser preparada na fonte em um tempo te < tp, onde tp �e o tempo em que
o pico transmitido aparece atr�as da barreira. Sem a prepara�c~ao do pacote na
fonte, n~ao ocorrer�a transmiss~ao de pulso algum. Garrison et al. (Garrison
et al. 1998) mostraram, a partir de c�alculos expl��citos sobre um modelo
simples, que n~ao existem solu�c~oes consistentes que permitam a forma�c~ao de
c��rculos causais.

8.5 Propaga�c~ao superluminal de microondas no ar

Em 1991 Giakos e Ishii (Giakos & Ishii 1991) (ver tamb�em Ishii & Giakos
(1991)) publicaram os resultados de um experimento not�avel, no qual trans-
mitiram pulsos de microondas com freq�uência de carregador de 8202GHz
atrav�es do ar. A antena radiadora era simplesmente a sa��da aberta de um
guia de ondas e o receptor era uma antena de chifre com se�c~ao transversal
de 7; 1 � 9; 5cm2 e comprimento de 14; 4 cm. O tempo entre a emiss~ao e a
recep�c~ao foi medido com um reectômetro de dom��nio de tempo HP1415
para v�arios ângulos � entre os eixos das antenas transmissora e receptora
(ver �gura 8.7), e distâncias vari�aveis (1,658 m a 6,427 m) entre o radiador
e o receptor. Os autores mostraram que a velocidade dos pulsos era bem
representada por

v =
1

cos �
(c = 1); (8.58)

e foram observadas velocidades de at�e 1; 747c.
�E oportuno lembrar aqui que o ar �e praticamente transparente para

microondas; al�em disso, e mais importante, Giakos e Ishii observaram que
na vizinhan�ca da antena emissora as microondas n~ao s~ao ondas transversais.
No que segue, mostraremos porque a eq.(8.58) �e uma boa aproxima�c~ao para
as velocidades dos pulsos observada por esses autores.

O experimento de Giakos e Ishii foi repetido por Ranfagni e colaborado-
res em 1993 e 1996 (Ranfagni & Mugnai 1996, Ranfagni et al. 1991). Em
seus experimentos, mais precisos que aqueles descritos em Giakos & Ishii
(1991) e Ishii & Giakos (1991), foram usadas antenas de chifre piramidais
(ver �g. 8.7). Os sinais usados eram pulsos com a forma de fun�c~oes degrau
(sobre um carregador de 9; 5GHz) produzidas por um klystron e moduladas
por um modulador PIN cujo tempo de decaimento era menor que 10 ns.

O grupo de Ranfagni determinou primeiramente os tempos de trânsito
de pulsos de microondas (acima do corte) atrav�es de um guia de ondas
de 90 cm de comprimento, con�rmando a predi�c~ao te�orica (ver se�c~ao 7.4)
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Figura 8.7: Antenas de chifre usadas na experiência de Ranfagni et al.

de que tais pulsos se propagam com velocidade de grupo vg < 1. Depois
disso, mediram o tempo de transmiss~ao para os pulsos propagando-se entre o
emissor e o receptor atrav�es do ar, para valores diferentes do ângulo � e para
distâncias entre receptor e emissor variando de 10 cm a 100 cm. Os resultados
obtidos con�rmaram a propaga�c~ao superluminal, com as velocidades dos
pulsos sendo dadas pela eq.(8.65) abaixo. Os autores veri�caram tamb�em
que para longas distâncias o efeito desaparece.

Apresentamos agora um modelo matem�atico para a emiss~ao de micro-
ondas por uma antena de chifre que prediz que a propaga�c~ao de ondas �e
superluminal, sob certas condi�c~oes (Ranfagni & Mugnai 1996). Considera-
mos que o campo irradiado pode ser expresso como aquele devido a uma
abertura retangular com as dimens~oes da boca da antena de chifre. Se-
ja (�; �; �) um sistema de coordenadas com origem no centro da abertura,
como mostrado na �gura 8.8.

A �m de facilitar nossa an�alise, suponhamos que a boca �e in�nita na
dire�c~ao �. Sob esta condi�c~ao podemos supor que o campo �e independente
desta coordenada. Na aproxima�c~ao escalar, na qual supomos que somente a
componente transversal E�(�; �; t) = F (�; �; t) �e importante, descrevemos o
sinal emitido pela antena (i.e., para � > 0) como uma superposi�c~ao de ondas
planas:
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Figura 8.8: Sistema de coordenadas usado para calcular o campo emitido
por uma antena de chifre piramidal.

F (�; �; t) = e�i!t

�=2Z
��=2

A(z) exp[ik(� cos z + � sen z) dz

= e�i!t f(�; �): (8.59)

Como �e bem conhecido da teoria de antenas (Felsen & Marcuvitz 1973),
a �m de produzir o campo no plano � da abertura, �e necess�ario estender os
limites de integra�c~ao no plano complexo z. Escrevemos ent~ao

z = x+ iy; � = � cos �; � = � sen �; (8.60)

onde (�; �) s~ao as coordenadas polares do ponto de observa�c~ao. A integral
para f(�; �) se torna

f(�; �) =

Z
C

A(z) exp[ik� cos(z � �)] dz; (8.61)

onde o caminho de integra�c~ao C �e mostrado na �gura 8.9.
Para �� � (onde � �e o comprimento de onda do carregador) a eq.(8.61)

pode ser calculada assintoticamente pelo m�etodo do ponto de sela. Para isso
o caminho C �e deformado em C 0 (�gura 8.9), o qual �e dado por um ramo
da fun�c~ao transcendental

cos(x� �) cos ky = 1; (8.62)
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Figura 8.9: Caminhos de integra�c~ao usados para calcular (8.61).

que corta o eixo real em x � � com um ângulo igual a ��=4. Quando
deformamos o caminho de integra�c~ao, �e necess�ario, naturalmente, levar em
considera�c~ao a contribui�c~ao dos p�olos da amplitude A(z) que se encontram
no interior do contorno, em � = �r + i�i. A existência de p�olos para A(z) �e
mostrada abaixo. Calculando a integral, obtemos para (8.61):

f(�; �) =

s
�

�
ei(k���=4) A(�) + 2�iRe s[A(z ! �)] eik cos(���) : (8.63)

Na eq.(8.63) o primeiro termo representa a contribui�c~ao normal (onda
cil��ndrica) e o segundo termo, devido ao p�olo, representa uma onda evanes-

cente. Escrevendo � = �r + i�i, encontramos para essa contribui�c~ao

2�i[A(z ! �)] exp[ik�(�r � �) cosh�i + k� sen(�r � �) sinh�i]: (8.64)

Esta equa�c~ao representa uma onda que se propaga na dire�c~ao �r e cuja
amplitude �e atenuada quando � e � aumentam. Quando �r ! 0 sua con-
tribui�c~ao se torna dominante (se �i for pequeno), um fato que parece estar
em acordo com a experiência. Essas ondas evanescentes, que praticamente
desaparecem para � grande, s~ao chamadas ondas complexas (Tamir & Oliner
(1963a), (1963b)).

Analisando o fator de fase na eq.(8.64) e levando em conta a varia�c~ao
temporal, vemos que a velocidade de propaga�c~ao ao longo do caminho de-
terminado por um ângulo � �e dada por
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v =
!

k cos(�r � �) cosh�i
=

1

cos(�r � �) cosh�i
; (8.65)

onde usamos ! = k para a propaga�c~ao no ar. Esta equa�c~ao mostra que
v pode ser menor ou maior que 1, dependendo do p�olo � e do ângulo de
observa�c~ao �.

Dado que a propaga�c~ao de microondas no ar �e n~ao dispersiva, a velocida-
de v na eq.(8.65) representa a velocidade de propaga�c~ao do sinal, um resulta-
do con�rmado no experimento de Ranfagni et al. (Ranfagni & Mugnai 1996),
no qual foi observado que v > 1 para � < �r. O valor de �r �e aproxima-
damente metade do valor do ângulo do chifre da antena, (que tal ângulo
de abertura da antena?) um fato que sugere que as ondas complexas est~ao
relacionadas diretamente �as paredes verticais da antena. Este parece ser de
fato o caso, pois ao serem empregados outros tipos de antenas (como, por
exemplo, antenas bicônicas) este efeito n~ao foi mais observado no plano H.

Figura 8.10: Divis~ao do plano � em 2N zonas horizontais para o c�alculo do
campo no ponto P.

Mostraremos agora que A(z) tem p�olos. Para isso, relembramos as con-
di�c~oes usadas no experimento de Ranfagni et al.(Ranfagni & Mugnai 1996),
onde � ' 0:5m, � ' 3 cm e a dimens~ao da abertura era d ' 10 cm. Em
seguida, dividimos o plano � (�g. 8.10) em 2N zonas horizontais de largura
d=2N e escrevemos
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f(�; �) =

Z
A(z) eik(� cos z+� sen z) dz

'
NX

n=�N

Z
A(zn) e

ik(� cos zn+� sen zn) dz (8.66)

onde A(zn) se refere �a amplitude da n-�esima zona e �e dada por

A(zn) =

1Z
�1

F (�n) e
�ik�n sen zn d�n; (8.67)

onde F (�n) �e a intensidade do campo no plano �, suposta constante em
cada zona. Sob estas condi�c~oes temos

f(�; �) =

NX
n=�N

Z �Z
F (�n) e

�ik� sen zn d�n

�
eik(� cos zn+� sen zn) dzn: (8.68)

Para calcular (8.68) supomos normalmente que �e poss��vel inverter a or-
dem de integra�c~ao. Aqui vamos trocar

P
n com

R
d�n. Vamos agora in-

vestigar a eq.(8.67), que fornece a amplitude em cada zona. Supondo que �e
uma boa aproxima�c~ao tomar F (�n) = F (�) em cada zona, obtemos

A(sen z) =

NX
n=�N

cos z

2�

�?Z
�n�1

e�ik� sen z d�

=
cos z

2�

"
e�ik

d
2
sen(z��n)

�ik sen(z � �n)
� eik

d
2
sin(z+�n)

�ik sin(z + �n)

#
; (8.69)

onde ao passar da primeira para a segunda linha escrevemos zn = z �
�n, onde 2�n �e o ângulo compreendido pela abertura �a distância �, i.e.,
2�n ' d=�. Para �� d, �n ! 0, recuperamos a conhecida aproxima�c~ao de
Fraunhofer, i.e., sen[k(d=2) sen z]=k sen z.

Ranfagni e colaboradores veri�caram (Ranfagni & Mugnai 1996) que
a eq.(8.69) fornece uma excelente aproxima�c~ao para o campo como uma
fun�c~ao de z na vizinhan�ca da abertura, quando �N �e complexo. Neste caso,
�Nr = Re�N , que �e o ângulo da abertura.
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Cap��tulo 9

Conseq�uências para a teoria

da relatividade

Nos cap��tulos anteriores aprendemos que �e poss��vel lan�car no espa�co,
com radiadores planos ou utilizando dispositivos �opticos, FAASEXW cujos
picos se propagam com velocidade superluminal, e tamb�em que �e poss��vel
ter sinais com velocidades de grupo superluminais em meios dispersivos.1

Enfatizamos aqui que estes dois tipos de superluminalidade n~ao implicam
em falsi�ca�c~ao do Princ��pio de Relatividade (PR), visto que a forma como
tais ondas s~ao geradas implica que na pr�atica elas possuem frentes, que se
movem sempre com a velocidade da luz. Nesta se�c~ao desejamos apresentar
de forma rigorosa o PR e demonstrar que se fosse poss��vel gerar uma UPW

superluminal de energia �nita sobre uma dada superf��cie de Cauchy, isto
implicaria na perda de validade do PR.

Antes da descoberta da existência de solu�c~oes superluminais das equa�c~oes
de ondas relativ��sticas, apareceram na literatura especializada muitos tra-
balhos sobre t�aquions, part��culas hipot�eticas que viajam mais r�apido que a
luz. Alguns autores como, e.g., Recami (Recami 1986) argumentam que,
devido a sua dinâmica peculiar, os t�aquions n~ao violariam o PR. Tamb�em
mostramos neste cap��tulo que esta a�rma�c~ao �e inv�alida.

9.1 Formula�c~ao do PR

J�a de�nimos o espa�co-tempo de Minkowski como a tripla hM; g;Di, onde
M ' R4 , g �e uma m�etrica lorentziana e D �e a conex~ao de Levi-Civita de g.

1�E poss��vel tamb�em lan�car aproxima�c~oes de abertura �nita de outras solu�c~oes super-
luminais das EM .
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Consideremos agora GM , o grupo de todos os diferomor�smos de M ,
chamado o grupo de aplica�c~ao da variedade. Seja T um objeto geom�etrico
de�nido em A � M . O difeomor�smo h 2 GM induz uma aplica�c~ao defor-
madora h� : T 7! h�T = �T tal que

(i) Se f : M � A! R, ent~ao h�f = f � h�1 : h(A) ! R.

(ii) Se T 2 sec T (r;s)(A) � secT (M), onde T (r;s)(A) �e o sub�brado dos
tensores do tipo (r; s) do �brado tensorial de T (M), ent~ao

(h�T)he(h�!1; : : : ; h�!r; h�X1; : : : ; h�Xs) = Te(!1; : : : ; !r;X1; : : : ;Xs)
(9.1)

8Xi 2 TeA, i = 1; : : : ; s, 8!j 2 T �
eA, j = 1; : : : ; r, 8e 2 A.

(iii) Se D �e a conex~ao de Levi-Civita e X, Y 2 sec TM , ent~ao

(h�Dh�Xh�Y )heh�f = (DXY )ef 8e 2M: (9.2)

Se ff� = @=@x�g �e uma base coordenada para TA e f�� = dx�g �e a base
dual correspondente para T �A e se

T = T �1:::�r
�1:::�s �

�1 
 : : :
 ��s 
 f�1 
 : : :
 f�r ; (9.3)

ent~ao

h�T = [T �1:::�r
�1:::�s � h�1]h��

�1 
 : : :
 h��
�s 
 h�f�1 
 : : :
 h�f�r : (9.4)

Suponhamos agora que A e h(A) podem ser recobertos pela carta local
(U; �) do atlas maximal de M , e que A � U e h(A) � U . Sejam hx�i as
fun�c~oes coordenadas assciadas a (U; �). A aplica�c~ao

x0
�
= x� � h�1 : h(U) ! R (9.5)

de�ne uma transforma�c~ao de coordenadas hx�i 7! hx0�i se h(U) � A[h(A).
De fato, hx0�i s~ao as fun�c~oes coordenadas associadas �a carta (V; ') onde
h(U) � V e U \ V 6= �. Sob as condi�c~oes acima, h�@=@x

� � @=@x0� e
h�dx

� � dx0�, e as equa�c~oes (9.4) e (9.5) implicam que

(h�T)hx0�i(he) = Thx�i(e); (9.6)

onde Thx�i(e) signi�ca as componentes de T na carta hx�i no evento e 2M ,

i.e., Thx�i(e) = T �1:::�r
�1:::�s (x�(e)) e onde �T 0�1:::�r

�1:::�s (x
0�(he)) s~ao as componentes
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de �T = h�T na base fh�@=@x� = @=@x0�g, fh�dx� = dx0�g, no ponto h(e).
Ent~ao a eq.(9.6) se torna

�T 0�1:::�r
�1:::�s (x

0�(he)) = T �1:::�r
�1:::�s (x�(e)); (9.7)

ou, usando (9.5)

�T 0�1:::�r
�1:::�s (x

0�(e)) = (��1)�1�1 : : :�
�s
�sT

0�1:::�r
�1:::�s (x

0�(h�1e)); (9.8)

onde ��
� = @x0�=@x�, etc.

Na se�c~ao 2.1 introduzimos o conceito de sistema de referência inercial
I 2 secTU , U �M , como

g(I; I) = 1 e DI = 0: (9.9)

Um referencial geral Z satisfaz g(Z;Z) = 1, com DZ 6= 0. Se � =
g(Z; ) 2 sec T �U , vale a igualdade

(D�)e = ae 
 �e + �e + !e +
1

3
�ehe; e 2 U �M; (9.10)

onde a = g(A; ), A = DZZ �e a acelera�c~ao e onde !e �e o tensor de rota�c~ao,
�e �e o tensor de cisalhamento, �e �e o tensor de expans~ao e he = gjHe

, onde

TeM = [Ze]� [He]: (9.11)

Nesta express~ao He �e o espa�co de repouso de um observador instantâneo

em e, e um observador instantâneo �e o par (e; Ze). Al�em disso, he(X;Y ) =
ge(pX; pY ), 8X;Y 2 Te(M) e p : TeM ! He.

2 Das equa�c~oes (9.9) e (9.10)
vemos que um sistema de referência inercial n~ao apresenta acelara�c~ao, ro-
ta�c~ao, cisalhamento ou expans~ao.

Tamb�em na se�c~ao 2.1 foi introduzido o conceito de um (nacs/I). Um
(nacs/I) hx�i �e dito estar no calibre de Lorentz se x�, � = 0, 1, 2, 3 s~ao as
coordenadas de Lorentz usuais e I = @=@x0 2 sec TM . Lembramos que �e um
teorema que escolhendo I = e0 = @=@x0, existem sempre três outros campos
de vetores ei 2 sec TM tais que g(ei; ei) = �1, i = 1, 2, 3, e ei = @=@xi.
Um referencial m�ovel para x 2 M �e uma base ortonormal de TxM . Seja
� : R � I 3 t 7! �(t) 2 M uma curva tipo tempo. Um sistema m�ovel para
todos os pontos x 2 �(t) �e chamado um referencial com�ovel para a curva �.

2Para as formas expl��citas de !, � e � veja-se Sachs & Wu (1977) e Rodrigues & Rosa
(1989).
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Agora, sejam hx�i fun�c~oes coordenadas de Lorentz como acima. Dizemos
que l 2 GM �e uma aplica�c~ao de Poincar�e se e somente se3

x0�(e) = ���x
�(e) + a�; (9.12)

onde ��� 2 L"
+ �e uma transforma�c~ao de Lorentz e a� s~ao as componentes

de um vetor constante. Quando a� = 0, a equa�c~ao (9.12) �e chamada uma
aplica�c~ao de Lorentz especial ort�ocrona. Por abuso de nota�c~ao tamb�em
denotamos o subconjunto f`g de GM tal que a eq.(9.12) �e verdadeira por
P � GM .

Quando hx�i s~ao fun�c~oes coordenadas de Lorentz, hx0�i tamb�em s~ao
fun�c~oes coordenadas de Lorentz. Neste caso denotamos

e� = @=@x�; e0� = @=@x0�; � = dx�; 0� = dx0� ; (9.13)

quando ` 2 P � GM dizemos que `�T �e a vers~ao Lorentz deformada de T.
Seja h 2 GM . Se para um objeto geom�etrico T tivermos

h�T = T; (9.14)

ent~ao h �e dita uma simetria de T e o conjunto de todos os h 2 GM para os
quais vale a equa�c~ao (9.14) �e chamado o grupo de simetria de T. Podemos
veri�car imediatamente que para ` 2 P � GM

`�g = g; `�D = D; (9.15)

i.e., o grupo de Poincar�e (e em particular seu subgrupo L"
+) �e um grupo de

simetria de g e D.
Em (Rodrigues, Scanavini & Alcantara 1990) uma teoria f��sica � �e ca-

racterizada por:

(i) A teoria de uma certa \esp�ecie de estrutura" no sentido de Bourba-
ki (Bourbaki 1957).

(ii) Sua interpreta�c~ao f��sica.

(iii) Seu signi�cado atual e suas aplica�c~oes atuais.

3O conjunto de todas as aplica�c~oes de Poincar�e de�ne o grupo de Poincar�e (P), que
�e igual ao produto semidireto de L"+ com o grupo de transla�c~oes, i.e., P = L"+ � T . O
conjunto de todas as aplica�c~oes de Poincar�e tais que a� = 0 de�ne o grupo de Lorentz
ort�ocrono especial.
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Recordemos que em exposi�c~oes matem�aticas de uma dada teoria f��sica � ,
os postulados ou axiomas b�asicos s~ao apresentados como de�ni�c~oes. Tais de-
�ni�c~oes signi�cam que os fenômenos f��sicos descritos por � ocorrem de uma
certa maneira. Ent~ao, as de�ni�c~oes requerem mais motiva�c~ao que as de�-
ni�c~oes puramente matem�aticas. Chamamos as de�ni�c~oes f��sicas de de�ni�c~oes
coordenativas, um termo introduzido por Reichenbach (Reichenbach 1958).
�E necess�ario ter em mente que n~ao se podem dar motiva�c~oes completamente
convincentes e genu��nas para as de�ni�c~oes coordenativas, na medida em que
elas se referem �a natureza como um todo e �a teoria como um todo.

A postura te�orica com rela�c~ao �a f��sica por tr�as de (i), (ii) e (iii) �e ent~ao
admitir os conceitos matem�aticos da esp�ecie de estrutura que de�ne � como
primitivos, de�nindo coordenativamente as entidades observ�aveis a partir
deles. Reichenbach sup~oe que \o conhecimento f��sico �e caracterizado pelo
fato que os conceitos s~ao de�nidos n~ao somente por outros conceitos, mas
s~ao tamb�em coordenados a objetos reais." Entretanto, em nosso tratamen-
to, cada teoria f��sica, quando caracterizada como uma esp�ecie de estrutu-
ra, cont�em tamb�em alguns objetos geom�etricos impl��citos, como alguns dos
campos de sistemas de referência de�nidos acima, que n~ao podem, em ge-
ral, ser coordenados a objetos reais. De fato, seria um absurdo supor que
a in�nidade de referenciais inerciais existentes em M deve ter um suporte
material.

De�nimos uma teoria do espa�co-tempo como uma teoria de uma esp�ecie
de estrutura tal que, se Mod � �e a classe dos modelos de � , ent~ao cada
� 2 Mod � cont�em uma subestrutura chamada espa�co-tempo (ST ). Mais
exatamente, temos

� = (ST ;T1 : : :Tmg ; (9.16)

onde ST pode ser uma estrutura bastante geral (Rodrigues et al. 1990). Em
nossa apresenta�c~ao suporemos que ST = M = (M; g;D), i.e. que ST �e o
espa�co-tempo de Minkowski. Os Ti, i = 1; : : : ;m s~ao objetos geom�etricos
expl��citos de�nidos em U � M que caracterizam os campos f��sicos e as
trajet�orias das part��culas, que n~ao podem ser geometrizados em �. Neste
contexto, ser geometrizado signi�ca ser um campo m�etrico ou uma conex~ao
sobre M , ou ser um objeto derivado desses conceitos como, por exemplo, o
tensor de Riemann ou o tensor de tor�c~ao.

Os campos de referenciais ser~ao chamados de objetos geom�etricos im-
pl��citos de � , visto tratar-se de objetos matem�aticos que n~ao correspondem
necess�ariamente a propriedades de algum sistema f��sico descrito por � .

Com o formalismo do �brado de Cli�ord podemos formular em C̀ (M)
todas as teorias f��sicas modernas, incluindo a teoria gravitacional de Eins-
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tein (Rodrigues & Souza 1993). Vamos introduzir agora a eletrodinâmica
de Lorentz-Maxwell (ELM ) em C̀ (M) como uma teoria de uma esp�ecie de
estrutura. Dizemos que a eletrodinâmica de Lorentz-Maxwell �ELM possui
um modelo

�ELM = hM; g;D; F; J; f'i ;mi; eigi; (9.17)

onde (M; g;D) �e o espa�co-tempo de Minkowski, f'i;mi; eig, i = 1; 2; : : : ; N
�e o conjunto de todas as part��culas carregadas, mi e ei s~ao as massas e
as cargas das part��culas e 'i : R � I ! M s~ao as linhas de universo das
part��culas, caracterizadas pelo fato que se 'i� 2 sec TM �e o vetor velocidade,
ent~ao �'i = g('i�; ) 2 sec �1(M) � sec C`(M) e �'i � �'i = 1. F 2 sec �2(M) �
sec C`(M) �e o campo eletromagn�etico e J 2 sec �1(M) � sec C`(M) �e a
densidade de corrente. Os axiomas pr�oprios da teoria s~ao

@F = J
miD'i�

�'i = ei �'i � F (9.18)

Do ponto de vista matem�atico �e um resultado trivial que �LME tem a
seguinte propriedade: Se h 2 GM e se as equa�c~oes (9.18) têm uma solu�c~ao
hF; J; ('i;mi; ei)i em U �M , ent~ao hh�F; h�J; (h�'i;mi; ei)i tamb�em �e uma
solu�c~ao das equa�c~oes (9.18) em h(U). Como este resultado �e verdadeiro para
qualquer h 2 GM , ele tamb�em vale para ` 2 P � GM , i.e., para qualquer
aplica�c~ao de Poincar�e.

Devemos agora deixar claro que hF; J; f'i;mi; eigi que s~ao uma solu�c~ao
da eq.(9.18) em U s�o podem ser obtidos impondo-se condi�c~oes de contor-

no matem�aticas que denotaremos por BU . A solu�c~ao ser�a realiz�avel na
natureza se e somente se as condi�c~oes de contorno matem�aticas forem �si-
camente realiz�aveis. Este �e de fato um ponto importante pois nos diz, em
particular, que ainda que hh�F; h�J; fh�'i;mi; eigi possam ser uma solu�c~ao
de (9.18) com condi�c~oes de contorno matem�aticas Bh(U), pode ocorrer que
Bh(U) n~ao seja �sicamente realiz�avel na natureza. A seguinte a�rma�c~ao,
denotada PR1, �e normalmente apresentada como o Princ��pio (Especial) de
Relatividade na forma ativa:

PR1: Seja l2P � GM . Se para uma teoria f��sica � , � 2 Mod � , � =
hM; g;D;T1; : : : ;Tmi �e um fenômeno f��sico poss��vel, ent~ao `�� =
hM; g;D; l�T1; : : : ; l�Tmi tamb�em �e um fenômeno f��sico poss��vel.

Est�a claro que no PR1 encontra-se escondida a suposi�c~ao de que as con-
di�c~oes de contorno que determinam `�� s~ao �sicamente realiz�aveis. Antes
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de continuar, introduzimos a a�rma�c~ao abaixo, denotada PR2 e conheci-
da como Princ��pio (Especial) de Relatividade na forma passiva (Rodrigues
et al. 1990):

PR2: Todos os referenciais inerciais s~ao �sicamente equivalentes ou indis-
tingu��veis.

Vamos agora tentar dar um signi�cado matem�atico preciso a esta a�rma�c~ao.
Seja � uma teoria do espa�co-tempo e seja ST = hM; g;Di uma subes-

trutura de Mod � representando o pr�oprio espa�co tempo. Sejam I 2 secTU
e I 0 2 sec TV , U; V �M , dois sistemas de referência inerciais. Sejam (U; �)
e (V; ') duas cartas de Lorentz do atlas maximal de M que s~ao sistemas
de coordenadas naturalmente adaptados a I e I 0, respectivamente. Se hx�i
e hx0�i s~ao fun�c~oes coordenadas associadas a (U; �) e (V; '), ent~ao temos
I = @=@x0, I 0 = @=@x00.

De�ni�c~ao. Dois sistemas de referência inerciais I e I 0 como acima s~ao �si-
camente equivalentes segundo � se e somente se as seguintes condi�c~oes s~ao
satisfeitas:

(i) 9 ` 2 P � GM , ` : U 7! `(U) � V , tal que x0� = x� � `�1, o
que implica que I 0 = `�I

Al�em disso, sejam � 2Mod � , � = hM; g;D;T1; : : :Tmi, tais que g e D
sejam de�nidos sobre todo M e Ti 2 sec C`(U) � sec C`(M). Consideremos
uma subestrutura o = hg;D;T1; : : :Tmi, tal que o resolve um conjunto de
equa�c~oes diferenciais em �(U) � R4 com um certo conjunto de condi�c~oes de
contorno denotadas bohx

�i, o que denotamos como

D�
hx�i(ohx�i)e = 0 ; bohx

�i ; e 2 U (9.19)

Ent~ao, se todas as condi�c~oes acima forem verdadeiras, devemos ter ainda:

(ii) Se � 2 Mod � , `�� 2 Mod � , ent~ao necessariamente

`�� = hM; g;D; `�T1; : : : `�Tmi (9.20)

est�a de�nido em `(U) � V e chamando `�o � fg;D; `�T1; : : : ; `�Tmg
devemos ter

D�
hx0�i

(`�ohx0�i)j`e = 0 ; b`�ohx
0�i `e 2 `(U) � V: (9.21)
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Nas equa�c~oes (9.19) e (9.21) D�
hx�i e D�

hx0�i signi�cam � = 1; 2; : : : ;m

conjuntos de equa�c~oes diferenciais em R4 . O sistema de equa�c~oes diferenciais
(9.21) deve ter a mesma forma funcional que o sistema de equa�c~oes diferen-
ciais (9.19) e b`�ohx

0�i deve ser com rela�c~ao a hx0�i o mesmo que bohx
�i �e com

rela�c~ao a hx�i, e se bohx
�i for �sicamente realiz�avel, ent~ao b`�ohx

0�i tamb�em
deve ser �sicamente realiz�avel. Dizemos em tais condi�c~oes que I � I 0 e que
`�o �e a vers~ao Lorentz deformada dos fenômenos descritos por o.

Visto que na de�ni�c~ao acima `�� = hM; g;D; `�T1; : : : ; `�Tmi, segue-
se que quando I � I 0, ent~ao `�g = g; `�D = D (como j�a sabemos) e isto
signi�ca que a estrutura do espa�co-tempo n~ao atribui um estatuto especial
a I ou I 0 segundo � .

9.2 Movimentos superluminais violam PR1 e PR2

Estamos agora prontos para provar a a�rma�c~ao, feita no in��cio deste
cap��tulo, de que se fosse poss��vel produzir uma UPW superluminal de ener-
gia �nita sobre uma dada superf��cie de Cauchy, isto implicaria a viola�c~ao
do Princ��pio de Relatividade em ambas as suas vers~oes, a ativa (PR1) e a
passiva (PR2).

Seja ` 2 P � GM e sejam F , �F 2 sec �2(M) � sec C`(M), tais que
�F = `�F . Seja �F = `�F = R �FR�1, onde �Fe = (1=2)F�� (x

�(`�1e))�� ,
e 2M , e onde R 2 sec Spin+(1; 3) � sec C̀ (M) �e uma aplica�c~ao de Poincar�e,

e tal que 0� = R�R�1 = ����, �
�
� 2 L"

+. Suponhamos ainda que hx�i
e hx0�i s~ao fun�c~oes coordenadas de Lorentz relacionadas entre si por uma
aplica�c~ao de Poincar�e (eq.(9.12))

x0
�
(e) = ���x

�(e) + a� (9.22)

tais que � = dx�, 0� = dx0� e x0� = x� � `�1. Estas fun�c~oes coordena-
das est~ao associadas a dois referenciais inerciais I; I 0 2 sec TM , hx�i �e um
(nacs/I) e hx0�i �e (nacs/I 0) (�g. 9.1) e

I 0 =
1p

1� V 2

@

@t
+

Vp
1� V 2

@

@z
: (9.23)

Al�em disso, temos:

F (e) =
1

2
F��(x

�(e))�� ; (9.24a)

F (e) =
1

2
F 0
��(x

0�(e))0
�
0
�
; (9.24b)
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�F (e) =
1

2
�F��(x

�(e))�� ; (9.25a)

�F (e) =
1

2
�F 0
��(x

0�(e))0
�
0
�
: (9.25b)

Destas equa�c~oes segue-se que

F 0
��(x

0�(e)) = (��1)�� (�
�1)�� F��(x

�(e)): (9.26)

e tamb�em

�F��(x
�(e)) = ��

��
�
�F��(x

�(`�1e)) (9.27)

Suponhamos agora que F , uma solu�c~ao UPW superluminal de energia
�nita das equa�c~oes de Maxwell, pode ser produzida em uma dada superf��cie
de Cauchy (realizada como algum dispositivo hipot�etico) em um dado refe-
rencial inercial I, com hx�i sendo um (nacs/I) (ver �g. 9.1). Suponhamos
tamb�em que F viaja com velocidade c1 > 1 na dire�c~ao z negativa, i.e.,
vF = v�� = (c21 � 1)�1=2(1; 0; 0;�c1). Nestas condi�c~oes ela viajar�a para o
futuro no espa�co-tempo, segundo os observadores em I. A rela�c~ao entre F
e �F implica que

v �F = v�0� = (c21 � 1)�1=2(1; 0; 0;�c1); (9.28)

i.e., �F viaja relativamente a I 0 da mesma maneira que F viaja em rela�c~ao a
I.

Por outro lado, existe um `0 2 L"
+ � P tal que `0�F = F 0 = RFR�1 ser�a

uma solu�c~ao da equa�c~oes de Maxwell e tal que se a 1-forma de velocidade
de F �e vF = (c21 � 1)�1=2(1; 0; 0;�c1) de acordo com I, ent~ao a 1-forma de
velocidade de F 0 �e vF 0 = (c021 � 1)�1=2(�1; 0; 0;�c01) de acordo com I, com
c01 > 1, i.e., vF 0 est�a apontando para o passado.

A densidade de energia carregada por F 0 �e positiva, segundo os observa-
dores em ambos os referenciais I e I 0 (e como se segue da eq.(2.33)). Agora,
supondo que F 0 �e um fenômeno f��sico poss��vel, sua energia total, segundo
os observadores em repouso no referencial I, �e positiva ou negativa? Para
encontrar a resposta recordemos primeiramente que a energia de uma con�-
gura�c~ao eletromagn�etica arbitr�aria F 2 sec�2(M) � sec C̀ (M) �e dada pela
equa�c~ao

EF = P 0
F =

Z
�

T 0�
F
d�� (9.29)
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onde T 0�
F

= T 0
F �� (veja-se a eq.(2.32)) �e calculado com F, � �e uma hipersu-

perf��cie tipo espa�co e d�� = n�d�, sendo n�, � = 0, 1, 2, 3, as componentes
de um vetor tipo tempo na base f@=@x�g de TM . Agora, tomemos � como
hipersuperf��cie tipo espa�co de tempo constante. A equa�c~ao param�etrica de
� �e

n�x
� � � = 0 (9.30)

onde � �e um parâmetro invariante que mede a \distância" de � a uma origem
escolhida arbitrariamente. Neste caso d�� ! d�0 = n0dx

1dx2dx3. A orien-
ta�c~ao usual dada pelos observadores do referencial I a � �e n� = (1; 0; 0; 0).
Esta escolha de�ne o futuro absoluto dos observadores em repouso em I
e reduz a eq.(9.30) a x0 = � . Com esta conven�c~ao, ainda que F 0 esteja
indo para o passado (segundo seu vetor velocidade) temos EF 0 > 0! Por
outro lado, visto que F 0 foi obtido de F por meio de uma transforma�c~ao
de Lorentz ativa, esperamos que a rela�c~ao entre EF 0 > 0 e EF 0 seja dada
pela mesma transforma�c~ao de Lorentz ativa. Mas neste caso, como �e bem
conhecido (Recami 1986), temos EF 0 < 0, e chegamos a uma contradi�c~ao
com a conclus~ao anterior.

�A primeira vista parece que seria poss��vel evitar essa contradi�c~ao se os
observadores no referencial I escolhessem a orienta�c~ao de �, quando tratas-
sem com ondas que viajam para o passado, como n� = (�1; 0; 0; 0). Com
esta escolha os observadores em I estariam enviando energia negativa para o
passado, e, em conseq�uência, o dispositivo que produz F 0 teria mais energia
ap�os o lan�camento de F 0 do que possu��a inicialmente, o que con�gura um
moto perp�etuo do primeiro tipo.

Portanto, podemos concluir que a suposi�c~ao da validade do PR1 �e equi-
valente a admitir ou (i) a possibilidade f��sica de se enviar para o passado
ondas carregando uma densidade de energia positiva ou (ii) a possibilidade
de se construir uma m�aquina de moto perp�etuo do primeiro tipo. Ambas as
possibilidade nos parecem imposs��veis de serem realizadas. A �unica solu�c~ao
para esse dilema �e admitir que n~ao existem condi�c~oes de contorno �sicamente
realiz�aveis que permitam aos observadores em I lan�car F 0 no espa�co-tempo
de forma que este viaje para seu pr�oprio passado. Em conseq�uência a �unica
conclus~ao razo�avel a que podemos chegar �e que temos aqui uma viola�c~ao de
PR1.

Mostraremos agora | sempre sob a hip�otese de que existam ondas su-
perluminais | que h�a tamb�em uma viola�c~ao do PR2, i.e., que no caso de
existirem tais ondas, nem todos os referenciais inerciais ser~ao �sicamente
equivalentes. Suponhamos ent~ao que I e I 0 s~ao dois referenciais inerciais
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como os mencionados anteriormente, i.e., I = @=@x0, I 0 = @=@x00, com
hx�i e hx0�i relacionados por uma transforma�c~ao de Poincar�e (eq.(9.12)).
Supomos que F0 (eq.(9.24) �e uma UPW superluminal que pode ser lan�cada
de I com 1-forma de velocidade vF0 = (c22 � 1)�1=2(1; 0; 0; c2), c2 > 1 (�g.
9.1) e que �F , relacionada a F pelas equa�c~oes (9.24) e (9.25), �e uma UPW

superluminal produzida em I 0 com 1-forma de velocidade relativamente a
hx0�i dada por (9.28).

Se F0 e �F est~ao relacionados como descrito acima, ent~ao F0, que tem
energia positiva e viaja para o futuro segundo os observadores em I, poderia
ser enviado para o passado dos observadores em I 0 (ver �g. 9.1). Da mesma
forma, �F , de energia positiva e que viaja para o futuro em I 0, poderia ser
enviado para o passado dos observadores em repouso no referencial I. N~ao
existem raz~oes a priori para que isto n~ao seja poss��vel, mas se fosse, seria
tamb�em poss��vel uma situa�c~ao conhecida como o paradoxo de Tolman-Regge.
O paradoxo �e o seguinte:

Suponhamos que dois observadores, em repouso nos referenciais I e I 0,
respectivamente, e cujas linhas de universo s~ao representadas na �gura 9.1
pelos eixos t e t0, decidem realizar o seguinte experimento: Os observadores
combinam que se I 0 receber de I um sinal superluminal (a UPW F0) at�e o
momento do evento o0 em I 0, ele destruir�a o laborat�orio de I usando a UPW
superluminal �F . Como pode ser visto na �gura 9.1 (e �e facilmente veri�cado
com alguns c�alculos simples) a destrui�c~ao do laborat�orio em I ocorreria no
evento d tal que td < te, o que constitui um claro paradoxo l�ogico.

Acreditamos que se algum dia forem produzidas ondas superluminais,
estas poder~ao ser usadas para identi�car um referencial de Lorentz privile-
giado, que de�niria uma ordem temporal universal, pois em qualquer outro
referencial inercial seria imposs��vel produzir uma UPW superluminal que
viajasse para o passado do referencial privilegiado. Dessa forma, como os
observadores em movimento em rela�c~ao ao referencial privilegiado n~ao po-
deriam produzir ondas superluminais com velocidade arbitr�aria, eles encon-
trariam uma viola�c~ao de PR2 e, al�em disso, seriam capazes de determinar
sua velocidade absoluta em rela�c~ao ao referencial privilegiado.

Com efeito, seja I 2 sec TM o referencial fundamental. Suponhamos
que I 0 se move com velocidade V relativamente a I, i.e., que

I 0 =
1p

1� V 2

@

@t
+

Vp
1� V 2

@

@z
: (9.31)

Ent~ao, se os observadores em I 0 estiverem equipados com um gerador de
UPW s superluminais e prepararem seus aparelhos para emitir tais ondas
com diferentes 1-formas de velocidade em todas as dire�c~oes poss��veis no
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espa�co-tempo, eles encontrar~ao, para uma certa 1-forma de velocidade, uma
particular dire�c~ao no espa�co-tempo na qual seus dispositivos parar~ao de
funcionar. Um c�alculo simples fornece ent~ao, para os observadores em I 0, o
valor de V !

te

z

t

td

t0

z0

t
0
0

vF 0 v �F

vF

vF0

Figura 9.1: Ilustra�c~ao do paradoxo de Tolman-Regge.

Recami (1986) argumenta que o Princ��pio de Relatividade continua-
ria a valer ainda que existissem na natureza | materializados na poss��vel
existência de t�aquions| fenômenos superluminais. Nessa teoria dos t�aquions
tamb�em existe uma situa�c~ao similar ao paradoxo de Tolman-Regge descrito
acima para UPW s. Segundo Recami, o PR2 continuaria v�alido porque os
observadores em I devem interpretar um t�aquion emitido de I 0, que apre-
senta uma linha de universo igual �a de �F na �g. 9.1 e que possui energia
negativa do ponto de vista do referencial I, como um antit�aquion de energia
positiva viajando para o futuro. Em sua teoria dos t�aquions Recami con-
segue provar que a dinâmica taquiônica implica que nenhum detector em

repouso em I pode detectar um t�aquion enviado por I 0 com a 1-forma de
velocidade dada pela eq.(9.28).4 Conclui da�� que o PR2 continua verdadeiro.

�A primeira vista o argumento parece bom, mas �e pelo menos incomple-

to. De fato, um detector em I n~ao precisa estar em repouso em I (nem
um detector em I 0 precisa �car parado ali). Podemos imaginar detectores
em movimento peri�odico em cada um dos referenciais que poderiam, em
princ��pio, absorver os t�aquions gerados no outro referencial, bastando pa-
ra isso que no momento da absor�c~ao a velocidade do detector em I (por
exemplo) tivesse a dire�c~ao e o valor apropriados. Este argumento simples,
juntamente com a discuss~ao acima sobre a energia de hipot�eticas UPW s su-

4�E claro que tamb�em I 0 interpretar�a um t�aquion com linha de universo igual �a de F
como um antit�aquion, o qual, pelo mesmo argumento, n~ao poderia sequer ser absorvido.
Dessa forma, n~ao seria sequer poss��vel uma situa�c~ao como a do paradoxo de Tolman-Regge.
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perluminais com 1-forma de velocidade apontando para o passado, mostra
que n~ao h�a salva�c~ao para PR2 (nem para PR1) se existir na natureza algum
tipo de movimento superluminal.

A esta altura, uma quest~ao intrigante surge naturalmente: Como �e
poss��vel trabalhar no espa�co-tempo de Minkowski, com equa�c~oes que car-
regam a simetria de Lorentz, e ainda assim chegar �a conclus~ao que PR1 e
PR2 n~ao s~ao v�alidos? A raz~ao para isto �e que a estrutura lorentziana de
hM; g;Di j�a est�a embutida na pr�opria estrutura do espa�co-tempo newtonia-

no, como mostrado em (Rodrigues, Souza & Bozhkov 1995). Nesse trabalho
demonstra-se que ainda que P n~ao seja um grupo de simetria da dinâmica
newtoniana, �e contudo um grupo de simetria da �unica formula�c~ao coerente
poss��vel da eletrodinâmica de Lorentz-Maxwell compat��vel com resultados
experimentais e que pode ser formulada no espa�co-tempo newtoniano.5

Para terminar, chamamos �a aten�c~ao do leitor que, ainda que a evidência
n~ao seja completamente convincente, existem na literatura relatos de expe-
riências que sugerem uma viola�c~ao de PR2 para o movimento roto-translacional
de corpos r��gidos. Uma discuss~ao e referências podem ser encontrados
em (Rodrigues & Tiomno 1985).

5Recordamos aqui que as equa�c~oes de Maxwell possuem muitos outros grupos de sime-
tria al�em de P (Fushchich & A 1987).
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Cap��tulo 10

Conclus~oes

Mostramos neste trabalho que as principais equa�c~oes relativ��sticas da
F��sica, i.e., a equa�c~ao de onda homogênea e as equa�c~oes de Maxwell, Weyl,
Klein-Gordon e Dirac possuem solu�c~oes com a forma de ondas progressi-
vas n~ao distorsivas (UPW ) que se deslocam com velocidades arbitr�arias
0 � v < 1. Essas solu�c~oes | tal como as solu�c~oes de onda plana das
equa�c~oes de Maxwell | têm energia in�nita e, portanto, n~ao podem ser
lan�cadas no espa�co f��sico. Entretanto, provamos que as aproxima�c~oes de
abertura �nita para solu�c~oes UPW podem ser, como de fato foram, produ-
zidas (Saari & Reivelt 1997). Para o caso particular das SEXW s veri�cou-se
experimentalmente que seus picos se propagam com velocidades superlumi-
nais por grandes distâncias.

Mostramos a existência de solu�c~oes UPW das equa�c~oes de Maxwell com
v 6= c, que apresentam invariantes de campo F 2 6= 0. Para solu�c~oes deste ti-
po pode-se provar uma equivalência Maxwell-Dirac.1 Essa equivalência abre
o caminho para a modelagem das part��culas da mat�eria como PEPs. Al�em
dessa possibilidade, mostramos que a interpreta�c~ao de de Broglie-Bohm da
teoria quântica fornece uma interpreta�c~ao simples do tunelamento \supelu-
minal" de el�etrons e de microondas, e sugere tamb�em que o tunelamento
de microondas pode n~ao ser compat��vel com o conceito de f�oton. Nossa
investiga�c~ao mostra tamb�em que tais fenômenos n~ao implicam em qualquer
viola�c~ao do princ��pio de Relatividade pois, ao que tudo indica, todas as
ondas superluminais geradas experimentalmente parecem ter suporte com-

pacto no dom��nio temporal e portanto possuem frentes que se propagam
com a velocidade da luz no v�acuo.

1Essa equivalência foi usada recentemente para construir uma teoria sobre o espectro
de massa dos l�eptons (Rodrigues & Vaz 1998).
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A teoria das caracter��sticas, apresentada no cap��tulo 6, serviu para recu-
perar os resultados bastante conhecidos de Sommerfeld e Brilouin a respeito
da velocidade de propaga�c~ao de sinais. O valor limite c para a velocidade da
frente de onda, obtido por esses autores e corroborado pela teoria das carac-
ter��sticas, n~ao invalida os resultados sobre a existência das solu�c~oes UPW
das diversas equa�c~oes de onda estudadas, na medida em que diz respeito �a
existência de sinais com suporte compacto no tempo, e n~ao de solu�c~oes com
suporte in�nito como as UPW . Em particular, a existência de fenômenos
superluminais em meios dispersivos encontra uma boa explica�c~ao no refor-
matamento de pulso, estudado em detalhes no cap��tulo 7, no qual tamb�em
foram apresentadas novas solu�c~oes superluminais para o movimento de mi-
croondas em guias de ondas.

O tunelamento de el�etrons e a velocidade de propaga�c~ao da energia fo-
ram tratados no cap��tulo 8. Aqui, a interpreta�c~ao de de Broglie-Bohm da
mecânica quântica serve para mostrar que os el�etrons n~ao tunelam com
v > c, ainda que o pacote de onda que os descreve pare�ca indicar o contr�ario;
segundo essa interpreta�c~ao, o fenômeno de tunelamento quântico nada mais
�e do que uma nova instância do fenômeno de reformatamento de pulso. A
de�ni�c~ao canônica da velocidade de propaga�c~ao da energia, ao contr�ario,
leva-nos a uma resultado paradoxal, na medida em que, por sua forma, tal
de�ni�c~ao implica que esta velocidade seja sempre menor que c, mesmo para
uma UPW superluminal! Nossa conclus~ao �e que somente a experiência e
novas investiga�c~oes te�oricas poder~ao esclarecer satisfatoriamente a quest~ao
da velocidade da energia na teoria eletromagn�etica.

As poss��veis conseq�uências de todos estes fatos para a teoria da relativi-
dade s~ao analisadas no cap��tulo 9, no qual demonstramos que a existência
de ondas superluminais, e a decorrente possibilidade de se transmitir infor-
ma�c~ao a velocidades maiores que c, levam necessariamente a paradoxos que
tornariam imposs��vel sustentar essa teoria em sua forma atual.

Gostar��amos de enfatizar aqui que existem aplica�c~oes pr�aticas para as
UPW s ou quasi-UPW s, desde a gera�c~ao de imagens com ultrasom ao pro-
jeto de canh~oes eletromagn�eticos e de dispositivos para telecomunica�c~oes
(Ziolkowski 1989). Al�em disso, acreditamos | e esta �e uma conjectura |
que a existência de solu�c~oes sub- e superluminais da equa�c~ao de Weyl pode
revelar-se importante na solu�c~ao de alguns mist�erios acerca dos neutrinos.
De fato, se se puderem produzir neutrinos em modos subluminais ou super-
luminais, estes poderiam eventualmente n~ao ser detectados na Terra ap�os
serem produzidos no Sol (veja-se Otten (1995) e Giannetto, Maccarrone,
Mignani & Recami (1986) para algumas evidências experimentais de neu-
trinos superluminais). Por outro lado, têm sido recentemente discutidas
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na literatura (Primack, Holtzman, Klypin & Caldwell 1995, Simone 1998)
evidências cosmol�ogicas de que os neutrinos possuem massa n~ao nula. Ora,
seria poss��vel de�nir para neutrinos sub- ou superluminais uma esp�ecie de
\massa efetiva", a qual seria respons�avel por tais evidências, e de tal forma
que ainda ter��amos um neutrino lev�ogiro, visto que ele satisfaria a equa�c~ao
de Weyl. Mais detalhes sobre a teoria dos neutrinos superluminais podem ser
encontrados nos trabalhos de Rembielinski (Rembielinski 1994, Rembielinski
1997).

Acreditamos que muito trabalho ainda resta por fazer sobre o assunto
do movimento ondulat�orio superluminal, em particular, um melhor modela-
mento matem�atico das ondas reais produzidas por geradores com espectros
de freq�uência limitados, mas sentimos que o mecanismo dos fenômenos est�a
agora bem entendido.

Nota: Ap�os a apresenta�c~ao desta tese, chegou ao nosso conhecimento um
trabalho de Harold Willis Milnes (Milnes 1999) em que o autor relata a trans-
miss~ao de sinais em linhas de transmiss~ao a velocidades bastante superiores
�a velocidade da luz. A equa�c~ao que descreve tais fenômenos �e a equa�c~ao dos
tel�egra�stas. Um estudo detalhado das propriedades desta equa�c~ao foi feito
h�a bastante tempo por F. M. de Oliveira Castro (de Oliveira Castro 1949),
em disserta�c~ao apresentada �a Escola Nacional de Engenharia da Universida-
de do Brasil, em 1949, no qual s~ao mostradas as solu�c~oes superluminais da
equa�c~ao dos telegra�stas. A veri�ca�c~ao experimental desses resultados cer-
tamente abrir�a caminho a novas investiga�c~oes sobre a teoria eletromagn�etica
e a teoria da relatividade.
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Apêndice A

Sobre derivadas interiores e

\para fora" de uma

hipersuperf��cie B em M

Seja (M; g;D) o espa�co-tempo de Minkowski e hx�i uma carta de Lorentz
naturalmente adaptada a um sistema de referência inercial I = @=@x0. Seja
p = (x0; x1; x2; x3) 2 M e a = a�@=@x�jp, a 2 TpM um vetor tangente a M
em p tal que

g(a;a) = a2 = (a0)2 � (a1)2 � (a2)2 � (a3)2 6= 0: (A.1)

Uma rega � na dire�c~ao de a �e uma aplica�c~ao
� : R ! M; R 3 s 7! �(s) 2M; (A.2)

tal que as fun�c~oes coordenadas têm a forma
x� � �(s) = x� + sa�: (A.3)

Seja u : M ! R (ou C ) uma uma fun�c~ao1 . A derivada direcional de u
na dire�c~ao de a �e por de�ni�c~ao

@u

@s
=

@u

@x�
@

@s
(x� � �) = u�a

�: (A.4)

No que segue chamaremos abreviadamente @u=@s de \derivada de u em
rela�c~ao a s" e denotaremos x� � �(s) por x�(s), sempre que isto n~ao dê
margem a confus~ao.

1A representante de u na carta hx�i ser�a denotada u(x�) ou simplesmente u sempre
que tal procedimento n~ao resulte em confus~ao
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Consideremos agora uma hipersuperf��cie B � M de dimens~ao 3, dada
de forma impl��cita por

B : �(x0; x1; x2; x3) = 0: (A.5)

Seja u(x�) uma fun�c~ao cujas derivadas sejam cont��nuas em um aberto U �
B. Consideremas ainda um ponto p 2 B �M tal que, em p,

���
@�

@x�
@�

@x�
� ������� = ���

� = �20 � �21 � �22 � �23 6= 0; (A.6)

e seja a 2 TpM um vetor arbitr�ario.

A.1 Derivadas de u em B

A derivada de u em B na dire�c~ao de a foi de�nida, segundo a eq.(A.4),
como

@u

@s
=

@u

@x�
a�; a� =

@x� � �(s)
@s

: (A.7)

Se a equa�c~ao
a� = ���; �� = ����� ; (A.8)

for satisfeita para algum � real �xo, ent~ao a eq.(A.7) ser�a dita derivada
de u \na dire�c~ao da normal" ou simplesmente derivada normal. Se, em
particular, a2 = 1, i.e., a� = ��(���

�)�1=2, ent~ao
@u

@s
=

��

(����)1=2
u�: (A.9)

Se a 2 TPU � TpM , sendo portanto ortogonal �a normal a B em p 2
B �M , i.e., se

a��� = 0; (A.10)

ent~ao
@u

@s
= a�u� (A.11)

ser�a dita derivada tangencial ou derivada interior. Neste caso dizemos que
a derivada \mora" na superf��cie B.

Se a��� 6= 0, @u=@s ser�a chamada derivada \para fora" de B.
Exemplo: Os vetore tangentes a M em p = (x0; x1; x2; x3) 2 B da forma

��
@

@x�
� ��

@

@x�
(A.12)

representam derivadas interiores. De fato, seja a o vetor cujas componentes
� e � s~ao

a = (0; : : : ;

�z}|{
��� ; : : : ;

�z}|{
�� ; : : : ; 0): (A.13)
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Ent~ao
a��

� = ����� + ���
� = 0: (A.14)

Temos agora a seguinte proposi�c~ao, que �e muito importante no estudo
da teoria das caracter��sticas de sistemas de equa�c~oes diferenciais parciais:

Proposi�c~ao. As derivadas interiores de u na superf��cie B dependem somen-
te dos valores de u sobre a pr�opria superf��cie B.

Demonstra�c~ao. Introduzimos em uma vizinhan�ca U � B uma carta local
h��i (em geral, diferente da carta hx�i), de maneira que (�1; �2; �3) sejam
vari�aveis independentes em B e tais que �0

��
B
= � = 0. Ent~ao,

@u

@x�
=

@u

@��
@��

@x�

=
@u

@�0
@�0

@x�
+

3X
i=1

@u

@�i
@�i

@x�
; (A.15)

e denotaremos aqui @u=@�0 por u�. Uma vez que na hipersuperf��cieB temos
�� = @�0=@x�, a eq.(A.15) �ca

@u

@x�
= u��� +

3X
i=1

@u

@�i
@�i

@x�
: (A.150)

Temos ent~ao que, dado a 2 TpM ,

a�
@u

@x�
= a�

@u

@��
@��

@x�

= (a���)u� +

3X
i=1

@u

@�i

3X
�=0

a�
@�i

@x�
: (A.16)

Agora, se a 2 TU � TB � TM , ent~ao a��� = 0 e portanto

@u

@s
= a�

@u

@x�
=

3X
i=1

@u

@�i

3X
�=0

a�
@�i

@x�
: (A.17)

Esta igualdade mostra ent~ao que @u=@s ser�a conhecida se os valores de
u(0; �1; �2; �3) de u em B forem conhecidos. �

Naturalmente, conhecidas três derivadas interiores de u em B (e.g.,
(�i@u=@x

n � �n@u=@x
i), �n 6= 0, i = 1; 2; 3) e uma derivada de u \para

fora" de B (e.g., u�), poderemos obter todas as outras derivadas interiores
de u formando combina�c~oes lineares. Enta~ao, em resumo, todas as derivadas
@u=@x� de u em B ser~ao conhecidas se u e uma derivada sua \para fora" de
B forem conhecidas em B.
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