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Resumo

Na primeira parte deste trabalho apresentamos um método para o calculo
do coeficiente de indutancia. Aplicamos este método a diversas configuragdes
de circuitos, inclusive os com densidade de corrente superficial ou volumétrica,
utilizando as féormulas de Neumann, Weber, Maxwell e Graneau. Compara-
mos os resultados obtidos através do nosso método com os resultados obti-
dos por métodos de aproximagao usuais. Concluimos que o nosso método é
superior a estes ultimos por possibilitar resultados algébricos com a ordem
de aproximacio que se queira. Para a auto-induténcia de um circuito de
corrente fechado de gualquer forma generalizamos a equivaléncia entre as
quatro férmulas citadas acima.

A forga entre elementos de corrente foi analisada na segunda parte deste
trabalho. Através do aperfeicoamento de um método de calculo de forga
entre partes em contato de um circuito inico, comparamos as expressoes de
Ampére e Grassmann em diversas configuracoes, também incluindo aque-
las com densidade de corrente superficial ou volumétrica. Concluimos que
estas duas expressies sdo equivalentes em todas as situagdes de circuito de
corrente fechado. Apresentamos uma demonstracao deste fato. Por dltimo,
analisamos a existéncia de forca longitudinal entre condutores de corrente
com a forca de Weber, e concluimos que ela ndo é capaz de explicar a or-

dem de grandeza dos resultados experimentais com explosio de fios, no caso
estacionario.



Abstract

In this work we present a method for inductance calculation. We apply this
method to various configurations of circuits, including the ones with sur-
face or volumetric current density, using the formulas of Neumann, Weber,
Maxwell and Graneau. We compare the results obtained with our method
to the ones obtained with the usual approximation methods. We conclude
that our method is more powerful than the last ones, because it allows one
to obtain algebraic results with the degree of approximation desired. For
the self-inductance of a closed circuit with arbitrary shape we generalize
the equivalence between the four formulas cited above.

The force between current elements was analized in the second part of
this work. We improved a method for force calculation between parts in
contact of a single circuit, and use it to compare the expression of Ampeére
to the expression of Grassmann in various configurations of circuits, also in-
cluding the ones with surface and volumetric current density. We conclude
that these two expressions for force between current elements are equivalent
to one another in all situations of closed circuits. We present a demonstra-
tion of this fact. Finishing, we analyse the existence of longitudinal force
between current carrying conductors with Weber’s force, and we conclude
that it is not able to explain the magnitude of the experimental results with
exploding wires, in steady state.
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Introducgao

Dentre as possiveis expressdes para o calculo da forca entre elementos de
corrente duas se destacam: a for¢a de Ampére ¢ a de Grassmann. A
primeira foi obtida pelo préprio Ampére, entre 1820 e 1826, como resul-
tado dos seus experimentos para explicar a descoberta de Oersted de 1820,
[Amp23, Amp65] e [Whi73], Vol. 1, pags 84-88. A segunda foi uma pro-
posta tedrica feita por Grassmann em 1845 [Gra4b, Gra65).

No sistema internacional de unidades podemos escrever a for¢a de
Ampére d?F4, e a forga de Grassmann d?FS, no elemento de corrente
1,d#,, localizado em 7y, devido ao elemento de corrente I,d#, localizado em
;, Tespectivamente como:

- LI 7 - . - o g
sz;;" = E%iuir—;’ [3(dF, - 7, )(dF, - 74y) — 2(dF, - dFy)], (a)
1)
= - = - Ho Ld7, x
d2F3' = Ldi, x dB,(F,) = Ldr, x (Z;_J__.;!’?J__’i)
LI 1 - . - o ponn
= ”Z; 2 7z [(dF, « #,5)d7) —-.(dr. - dy)fy,], (b)

i)

onde pg = 47 x 10~ 7kgmC~2 & a permeabilidade no vacuo, r;; = |7, — 7|
é a distancia entre os elementos de corrente, e #, = 7,,/r,; é o versor
unitario apontando de I,d7, para I,d7,. Na expressdo de Grassmann dB,(7,)
€ o campo magnético em 7, devido ao elemento de corrente I,dF,. Esta
expressao foi sugerida por Biot e Savart em 1820.

A forca de Grassmann é compativel com a forga de Lorentz (1895} e é a
expressao utilizada na eletrodinémica classica, Dificilmente vemos qualquer
referéncia a forga de Ampére nos livros de eletrodinamica de hoje. Apesar
disto ela foi largamente aceita na época, como podemos constatar nesta
declaragdo de Maxwell, [Max54], Vol. 2, Art. [528], pag. 175:
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“The experimental investigation by which Ampére established
the laws of the mechanical action between electric currents is
one of the most brilliant achievements in science, The whole,
theory and experiment, seems as if it had leaped, full grown and
full armed, from the brain of the ‘Newton of Electricity’. It is
perfect in form and unassailable in accuracy, and it is summed
up in a formula from which all the phenomena may be deduced,
and which must always remain the cardinal formula of electro-
dynamics.”

Deve ser ressaltado também que Maxwell conhecia ndo apenas a forga
de Ampére mas também a de Grassmann (ver [Max54], Vol. 2, Art. [526],
pag. 174). No Treatise Maxwell compara estas duas expressdes e duas
outras que ele préprio havia sugerido teoricainente, e afirma ([Max54], Vol.
2, Art. [627], pag. 174):

“Of these four different assumptions that of Ampére is undoubt-
edly the best, since it is the only one which makes the forces on
the two elements not only equal and opposite but in the straight
line which joins them.”

Ressaltamos duas caracteristicas importantes que dlstlnguem estas duas
expressoes. O principio de agao e reagao, d® F,, = —d? F,,, é sempre satisfei-
to pela forga de Ampeére enquanto que em geral nfo ¢ satisfeito pela forga
de Grassmann. A violagio do principio de a¢Bo e reagfio poderia conduzir
a eletrodinamica classica a néo conservagio de momento linear. Isto nio
ocorre por causa do momento linear armazenado no campo.* A outra ca-
racteristica é que a for¢a de Grassmann é sempre perpendicular & diregio da
corrente no elemento que sofre a forga, ndo permitindo portanto interagio
longitudinal entre elementos de corrente colineares, o que é previsto com a
forca de Ampére.

Apesar destas diferencas, ja se sabia desde o século passado que as duas
expressdes $30 equivalentes quando se calcula a for¢a que um circuito de
corrente fechado faz num elemento de corrente externo a ele. Vemos facil-
mente isto pois, a diferenca entre as expressdes (a) e (b) é uma diferencial
exata, que quando integrada em um circuito fechado resulta zero [Chr88].
Isto faz com que todo o empenho em se decidir qual das duas expressdes é a
correta seja voltado para a anélise de um circuito tinice, Aipodemos citar
dois problemas que surgem e que fizeram com que esia questdo fosse pouca
analisada ao longo deste século. Do lado experimental, a dificuldade em se
realizar experimentos com circuito tnico. E do lado teérico, o problema de

*Ver discussdo em [FL364], Vol. 2, pigs. 26-2 a 26-5 ¢ 27-9 a 27-11.



divergéncia quando se utiliza as expressdes (a) e (b} para o calculo da forga
que um circuito fechado de corrente faz numa parte dele proprio.

No entanto, a partir de 1982 com a publicagio de um resultado expe-
rimental na revista Nature [Gra82b], a controvérsia entre as expressoes de
Ampére e Grassmann foi retomada. Desde entdo diversos resultados experi-
mentais e tedricos vém sendo publicados em varios periddicos, por diversos
autores. Citaremos ao longo deste trabalho alguns artigos, e indicaremos
outras obras que servem de referéncia para quem deseja se aprofundar nesta
questio que, apesar de decorridos tantos anos e tantos artigos publicados,
continua sem uma resposta de consenso entre os pesquisadores.

A primeira questao que surge é sobre a forca resultante em parte de um
unico circuito, como nos casos das Figs. I(A)} e (B):

- 5 =

—

A) A7

B)

Figura I: Dois circuitos fechados de corrente com partes méveis.

Os circuitos abeda séo fechados e em cada um deles circula uma corrente
I (fornecida por uma fonte de alimentagdo continua ou alternada). Em a
e ¢ temos arcos elétricos ou merciirio liquido que permitem que a corrente
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circule pelo circuito todo, mas deixa o pedaco abe livre para se movimentar.
Podemos medir a for¢a resultante sobre abe, utilizando balanga de torgao,
sem romper a corrente e deixando todas as partes fixas e em equilibrio. A
pergunta principal que se faz é: serd que nestes e em outros casos analogos a
forca resultante em abe calculada com a expressio de Ampére vai concordar
com a calculada com a expressio de Grassmann? Este é um dos assuntos
principais discutidos neste trabalho.

Para se ter uma idéia da ordem de grandeza das forgas citamos aqui ex-
periéncias de Peoglos com estas duas geometrias, Com correntes continuas
de 1 A, fios de cobre com espessura de 1,2 mm e circuito quadrado de lado
10 cm, foram medidas com balan¢a de torgdo forcas da ordem de 107 a
108 N [Peo88]. J4 Moyssides com corrente continua no intervalo de 35
a 140 A, fios de cobre com didmetros de 1 a 3 mm e circuito retangular
com comprimentos dos lados de 124 e 48 cm (situagdo da Fig. I(B)) mediu
for¢as entre 10~2 e 10-2 N [Moy89¢].

Além da forga resultante, tem sido discutido recentemente a tragao T
representada na situagio da Fig. I{A). De acordo com a for¢a de
Grassmann, dF® = Idi x B, nunca pode haver uma for¢a ao longo da
direcio da corrente, qualquer que seja o valor e a diregio do campo magnético
B. Portanto, um fio reto com corrente nio deveria ficar tracionado. Por
outro lado, se calculamos com a expressdo de Ampere a for¢a entre ab e
bc (Fig. 1(A)) obtemos que as duas metades do pedago retilineo abe se re-
pelem, podendo gerar uma tragdo T no fio. Experimentos recentes tém
comprovado a existéncia desta tragao.

Estes experimentos sao conhecidos como explosao de fios. Apesar de
serem conhecidos relatos deste tipo de experimento desde 1774 [Cha59],
nas fitimas décadas o maior interesse tem sido em tentativas tedricas para
elucidar este fenémeno ainda sem uma explica¢io consensual. Destacamos
aqui um experimento de Graneau [Gra83]. Na Fig. [(A) representamos o
esquema elétrico deste experimento de explosio de fios. Ele é bastante sim-
ples, e com certeza pode ser realizado em laboratérios didaticos de fisica.
Um pedago de fio retilineo de aluminio abec (aproximadamente 1 mm de
diametro) é conectado a uma fonte de alimentaco (no caso um banco de
capacitores) através de um circuito que pode ser representado pelo cir-
cuito aberto cda. O fio retilineo abe estd mecanicamente desconectado do
restante do circuito por um espago vazio (gap) de 1 cm de cada lado de
suas extremidades. Ao se descarregar o banco de capacitores sao formados
arcos elétricos nestes gaps, que fecham a corrente no circuito e mantém abe
desconectado mecanicamente do restante do circuito.

Ao se descarregar o banco de capacitores, gera-se pulsos de até 7000 A,
o fio de 1 m de comprimento se rompe em diversos pedacos, Fig. I1.
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Fir. 1. Fragments of 8 1.7 rm digmeier sleminum wice, (8) Collection of frapmenis from several experiments. The lisprsonis sr
ol the wame dlamrter g the original wire_ (k) L iapmenis recennected by arc spol welding. (¢] Optical mibcvapraph of Irscniie Tae,
1) Sz anming electron micropiaph of fracturne lace

Figura II: Fotos do resultado de um experimento de explosio de fios, tirado
de [Gra83].
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Uma explicagio qualitativa para este fato pode ser o aquecimento e
derretimento do fio por efeito Joule. No entanto, a anilise microscopica
da superficie dos fragmentos do fio revela que o rompimento ocorrer no
estado sélido, Fig. 11, portanto nfo podendo ser atribuido a fusdo devido
ao aquecimento por efeito Joule. Qutros dados quantitativos que os expe-
rimentos revelam sao: a forga que rompe o fio é proporcional & corrente no
circuito ao quadrado; o pedago inicial de fio se rompe ao meio, sendo que
cada uma das metades provenientes do pedago inicial também se rompem ao
meio, e assim sucessivamente para os fragmentos subsequentes; o processo
de subdivisao dos fragmentos cessa quando o seu comprimento é da ordem
de grandeza do didmetro do fio.

Mais uma vez é inegavel a existéncia de uma forga de tragio longitudinal
& corrente no fio, e que ndo pode ser explicada pela forga de Grassmann. No
entanto, com a utilizagio da for¢ga de Ampére, Graneau é capaz de explicar
quantitativamente todos os resultados citados acima.

Algumas outras explicagdes para este fendmenc também foram dadas:
stress waves provocadas por rapida expansio térmica no fio [Ter86], (esta
explica¢io segundo Graneau nio estd de acordo com outros resultados expe-
rimentais que ele obteve [Gra87c]); efeito “relativistico” segundo Ivezié
[Ive91], o que é refutado por Singal [Sin93], e por Bartlett e Edwards {[BE90]
(ver também {Ive93]). No entanto, nenhuma destas explicagdes, e outras
existentes, foram capazes de elucidar quantitativamente os resultados acu-
mulados nos diversos experimentos de explosio de fios ja realizados,

Apenas para ilustrar como se tem explicado diversos destes fendmenos
com a forga de Ampére, mostramos na Fig. III um pedaco retilineo de fio
de comprimento £ e didmetro w, no qual flui uma corrente f. Dividimos
o fio imaginariamente em duas partes 1 ¢ 2 de comprimentos z e £ — z,
respectivamente.

Se calcularmos a forga de 1 em 2 (ou vice-versa) com a expressio de
Grassmann obteremos um resultado nulo. Por outro lado, a forca entre
1 e 2 com Ampére é dada por (neste trabalho mostraremos os célculos
detalhados para isto):

2
.UQI € £—z
Fe——|In (—) In

4T ( w + [} +C) (c)
onde C' é uma constante numérica adimensional cujo valor exato depende
da geometria especifica do fio (se sua secio reta é quadrada ou circular),
mas que é dada aproximadamente por 0,5. Esta forga é de repulsio sc
F > 0 ou de atraghose F < Q.

Vemos entio que em geral esta for¢a indica uma tragio no fio. Além
disto, a forga é proporcional a I?. Fixando £ e considerando (¢) como
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Figura III: Pedaco de fio retilineo dividido em duas partes.

fungéio de # achamos que o valor maximo de F é obtido para = = £/2,
indicando que neste ponto a tragio é maior, sendo portanto ao redor deste
ponto que o fio deve romper-se primeiro. Todos estes fatos sao observados
experimentalmente [Gra85a]. A ordem de grandeza desta forga de tragdo
pode ser obtida com os dados numeéricos citados acima para o experimento
do Granean: I = T000 A, f = 1m,w = 1,2 mm, e & = £/2. Com isto
obtemos T = 30N/mm?. E isto é da ordem de grandeza necessiria para
romper um fio de aluminio como neste caso, [Ge63], pag. 48. Por 1ltimo,
vale ainda observar que a for¢a de tragio tende a zero quando £ =~ w,
indicando que o fio deve parar de se romper quando fica tdo pequeno.

Até o momento nenhuma outra explicacio ja sugerida conseguiu
explicar tantos fatos observacionais quanto esta baseada na forga de Ampere.
Voltaremos a discutir esta explica¢io mais adiante neste trabalho.

Outro tipo de experimento é conhecido como reilgun ou acelerador de
projéteis. Neste caso observa-se compressao ao invés de tragio, como ocor-
ria no caso do experimento de explosio de fios. Na Fig. IV apresentamos
uma deserigao do circuito experimental. Temos um circuito retangular que
é formado por condutores metélicos 4 e B, os trilhos (rail), que estdo fixos
no laboratério através de uma lateral de madeira D que suporta as forgas
laterais que devem existir tanto com a expressao de Ampére quanto com a
de Grassmann; e wm condutor a que fecha o circuito e pode se movimentar
sobre os trilhos, o projétil (gun). O circuito é alimentado por uma fonte
de corrente C. Os condutores B sio finos e nio resistem & compressio, ao
contrario dos condutores grossos A. Os trilhos A e B estio rigidamente
ligados entre si através dos pinos p.

Ao fecharmos a chave S, com o projétil fixo, uma corrente circulara pelo



T B B
b
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+ P Tl-— p

=
FIG. 2. Rallgun recoil experiment. A, thick rails; B, thin tails; D, woodeg

side boards; p, anchor pins at rail joints; , stationary armature; S, switch,C, -
£ uF, 100-kY capacitor bank; b = Y0 cm; ¢ = 200 cn; d = 23 em. H

Figura IV: Desenho esquematico do circuito em um experimento do tipo
railgun, tirado de [GraB87a).

circuito e os condutores B sdo deformados, como vemos nas fotes da Fig.
V. No caso deste experimento foram utilizados bancos de capacitores de
8uF carregados até 80 kV gerando pulsos de corrente com pico de 100 kA.
O comprimento do projétil era de 25 cm, do trilho A de 200 cm e do trilho
B de 30 em, todos feitos de cobre.

Se calcularmos a forga no projétil devido ao circuito todo com as expres-
s0es de Ampére e Grassmann encontraremos o mesmo resultado: a forca
é perpendicular ao projétil e no sentido que faz com que o seu movimento
aumente a area do retingulo. E a reacao a esta forga, onde é aplicada? Nos
trilhos A e B, na fonte C, ou no campo eletromagnético? Uma possivel
explicagio dada é que a reag3o estaria armazenada no campo magnético
em forma de radiagdo. Esta explicagao, no entanto, viola a conservagao de
momento linear e energia, como demonstrado em [Pap83, Gra87b, Ass92b].
Por outro lado é inegavel que os trilhos B sofreram a agdo de um forca



de compressao longitudinal. Esta compressdo ndo pode ser devido a forga
de Grassmann (pois esta for¢a é sempre perpendicular & dire¢do da cor-
rente), e segundo Graneau pode ser quantitativamente explicada pela forca
de Ampere [Gra87a]. Isto deve-se ao fato da for¢a do projétil @ nos tri-
lhos B ter uma componente vertical de acordo com a expressio de Ampére,
apontando de @ para C, que tenderia a comprimir os trithos B pois estes
estao rigidamente ligados aos trilhos A pelos pinos p.

-

-
s s 32 e 1,

)

v A R

i
FIG. 3. Buckling of thin ralls: (4} inward deflection of aluminum rail: ﬂi‘
steet rail before recoll experiment; (c) steel rail after recoil experimest !

Figura V: Deformagio dos trilhos em um experimento de raiigun, tirado de
[Gra87a).

Como podemos ver estes dois exemplos de experimentos demonstram a
existéncia de uma for¢a longitudinal & dire¢io da corrente no condutor. A
forga de Grassmann n#o pode ser a responsavel por tal for¢a como dissemos
acima. Neste trabalho vamos discutir se a espressio de Ampére pode ou
nao explica-los.

Outra forma de se calcular a forga entre dois circuitos de corrente fecha-
dos distintos é através do gradiente de uma energia de interagio entre os
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circuitos (ver [Ass94], pags. 98-102). Desta energia podemos derivar um
fator que depende puramente da geometria dos circuitos, € que é conhecido
como indutancia miitua, O primeiro a introduzir tal conceito foi Neumann
em 1845, [Whi73], Vol. 1, pags. 198-205 e 230-236. Podemos estender
este conceito de coeficiente de indutdncia a um circuito unico, e temos a
auto-indutancia de um circuito.

Sejam, por exemplo, dois circuitos rigidos circulares C e Cy de raios R,
e Ry por onde circulam as correntes I; e I, respectivamente. Os circuitos
sdo concéntricos e pertencem a planos paralelos entre si separados pela
distincia z como representado na Fig. VI

<

Figura VI: Dois circuitos circulares.

Para calcular a for¢a entre eles pode-se integrar as expressdes de Ampére
ou de Grassmann. Na préitica, o procedimento utilizado na maioria dos
casos ndo é este. Ao invés disto utiliza-se F = VUN = I, IgﬁMN, onde
UN = L1 I;M¥ é aenergia de interacio entre os circuitos e M o coeficiente
de indutancia mitua de Neumann:

dF) - dF:
UN = LLMY = ‘”’”Ilbff f i (d)
Cy I 2

Para a aproximagao z >» R e z 3» R» temos:

()I]_Ig (TI'R )(TI'Rg)

N ooy
v pre P (€)

tal que a forga entre os circuitos ao longo do eixo z, F = 8UVN /§z, resulta:

3#011.[2 (WRE)(WR )

i A )
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sendo a forga atrativa ou repulsiva dependendo dos sentidos das correntes
em cada circuito. Calculando esta for¢a comn as expresstes de Ampére e
Grassmann obtemos exatamente o mesmo resultado que o de (f).

Comao o coeficiente de induténcia ja esta tabulado para diversas geome-
trias e & uma grandeza escalar, este procedimento para calcular a forga
¢ muito mais simples que integrar diretamente as expressces de forca de
Ampeére ou Grassmann.

Em seguida a Neumann surgiram as expressdes de Weber e Maxwell
para a energia de intera¢io entre dois elementos de corrente, I1 47y e Idf,
Mais recentemente foi proposta uma quarta férmula por Graneau, [{Gra85aj,
pag. 212. Todas elas podem ser excritas como:

2 polily [(1+ kN (dfy-dfy)  (1—k\ (F12 - dF1)(F1o - di)
d“Uys = +
a7 2 T12 2 ™12
(8)

Com k = 1 obtemos a expressao de Neumann, com k& = —1 a de Weber,
k =0 a de Maxwell e com k = —5 a de Graneau.

Neumann apenas utilizou a férmula integrada apresentada em (d) ao
observar que a expressio de Ampére ao ser integrada para dois circuitos
fechados pode ser escrita como:

LI #
— koly 2f }( 12(dr1 dr). (h)
c JCs rf,

Sendo fi2/ri, = Vl(l/'rlg) pode-se entender como ele chegou em sua
expressdao. J4 a férmula de Weber foi obtida a partir da eletrodinémica
de Weber, como veremos em seguida (de onde se deriva também a forga
de Ampére, mas nio a de Grassmann). A expressio de Maxwell foi a
terceira a surgir. Neste trabalho veremos que ela pode ser derivada da
lagrangiana de Darwin, sendo portanto a Unica expressio compativel com a
relatividade (da lagrangiana de Darwin também pode ser derivada a forga
de Grassmann, mas ndo a de Ampare). J4 a expressao de Graneau foi
introduzida para que se pudesse derivar a forga de Ampére entre elementos
de corrente (e n&o necessariamente entre dois circuitos fechados como no
caso de Neumann) através da expressio d2F4 = #8(d2U7)/0r, onde d2U &
a energia entre os elementos de corrente que vai satisfazer a esta relagao.

Asgsim como ocorria com as expressoes de Ampére e Grassmann, também
se sabia desde ¢ século passado que a0 se calcular a energia de interacao
entre dois circuitos fechados o resultado era independente de k, e portanto
com o mesmo valor para as féormulas de Neumann, Weber e Maxwell (o
mesmo valendo para a induténcia mitua). Por outro lado, até o momento
nao se sabe se esta concordancia vale para a auto-energia de formacao
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de um circuito vnico (ou, equivalentemente, se a auto-induténcia de um
circuito fechado de forma arbitraria calculada por todas estas férmulas vai
ser a mesma). Este é o outro assunto pesquisado neste trabalho. Além de
resolvermos esta questio tedrica, apresentamos também um método para o
calculo da auto-indutéancia que proporciona resultados algébricos de forma
exata ou com a precisio desejada. Este é um grande avan¢o de ordem
pratica em relagac aos métodos de aproximagio usuais.

Dividimos a apresentagio deste trabalho em duas partes. Comegaremos
a primeira parte com os resultados para o coeficiente de induténcia, e na
segunda parte os resultados para as expresstes de forca entre elementos de
corrente. Invertemos a ordem de apresentag¢io dos assuntos no trabalho,
em rela¢io a ordem apresentada aqui, pois o assunto do coeficiente de
induténcia é mais simples que o da forga.

Utilizaremos o sistema internacional de unidades MKSA ao longo deste
trabalho. Ao definirmos algum conceito ou grandeza faremos uso de =
como simbolo de defini¢io. Representaremos por F’.J a forga exercida pelo
COIPO J NO COIPO 2.



Parte 1

Indutancia



Capitulo 1

Coeficiente de Indutancia

1.1 Introducao

O conceito de coeficiente de indutancia (auto-indutancia ou induténcia
mitua) surge, por exemplo, quando estudamos a energia de interag¢io entre
circuitos elétricos. Esta energia de interagio possui um fator que depende
unica e exclusivamente da geornetria dos circuitos. Este fator é denomi-
nado auto-induténcia quando analisamos a auto-energia de um circuito; e
indutdncia mitua quando a interagao é entre circuiutos distintos.

Estudaremos neste trabalho quatro formulas para o célculo do coefi-
ciente de indutancia. Sdoc elas: a de Neumann, a de Weber, a de Maxwell,
e a de Graneau. As trés primeiras sao conhecidas desde o fim do século
passado, enquanto que a 1ltima é uma proposta recente.

Além da importancia tedrica do coeficiente de induténcia, ele tem uma
grande utilizagBo pratica. O projeto de indutores ou o calculo da in-
duténcia de determinados circuitos sao problemas praticos encontrados em
engenharia elétrica, principalmente na irea de comunicagio. A forga en-
tre circuitos com corrente elétrica também ¢ obtida, em geral, a partir do
coeficiente de indutancia.

A equivaléncia entre as féormulas de Neumann, Weber ¢ Maxwell para
o célculo da indutdncia mutua entre circuitos de corrente fechados é um
resultado j4 estabelecido [Dar93]. Mostraremos que esta equivaléncia se
estende para o caso da auto-indutancia de um circuito de corrente fechado,
para as quatro férmulas citadas acima. Este é um resultado novo.

2
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Outro resultado que apresentamos nesta parte é uma técnica para o
calculo do coeficiente de indutancia. Uma das vantagens que este método
proporciona é a obtengdo, a principio, de resultados exatos e¢ algébricos.
Faremos uma comparacio dos resultados obtidos com este método, com os
obtidos tradicionalmente por métodos de aproximacgio.
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1.2 Elemento de Corrente

Definimos aqui o conceito de elemento de corrente que utilizaremos por
diversas vezes neste trabalko. Uma discussio mais detalahda sobre este
topico pode ser encontrada em [Gra85a).

Este conceito foi introduzido em 1820 com a lei de Biot-Savart para o
campo magnético gerado por um elemento de corrente. A forma como o
utilizamos hoje & fruto de uma hipétese atomisitca da corrente elétrica, que
possibilitou a unificagio da eletrostatica (forca de Coulomb) com a eletro-
dindmica (forca de Ampére): a hipitese de Fechner. Esta hipétese afirma
que a corrente elétrica em condutores metalicos é formada por densidades
iguais de cargas positivas e negativas se movimentando em sentidos opostos
e com mesma velocidade em médulo. Hoje sabemos que esta hipdtese nao
é verdadeiral. ¥ facil corrigir este modelo supondo que apenas as cargas
negativas sio responsaveis pela corrente, permanecendo as cargas positi-
vas em repouso com relagio ao fio. Neste trabalho utilizamos esta dltima
hipé6tese.

A corrente elétrica em condutores metalicos é constituida por fons posi-
tivos fixos na rede cristalina e elétrons livres que se movimentamm através do
condutor, sendo que a carga liquida do condutor é nula. Esta é uma visao
ingénua da verdadeira constituigao do interior de um condutor metalico,
mas que é extremamente til quando estamos interessados na analise dos
resultados macroscopicos.

Seja entdo um circuito elétrico T' onde flui uma corrente I. Um ele-
mento de corrente deste circuito é representado por IdF, onde dr = |d7]
¢ o comprimento infinitesimal deste elemento e di aponta na direg¢io da
corrente, tangencialmente em cada ponto do circuito. Supomos que cada
elemento de corrente é composto de cargas positivas e negativas: dg; e
dg... As velocidades médias destas cargas em relagdo a um referencial O
sao representadas por ¥4 e 7_, respectivamente. Em termos de suas cargas
e velocidades um elemento de corrente é definido por

Idr = dq.|.’i-)‘+ -+ dq_’!—)’_ = dq+(f?‘+ — 17_) (11)

Nesta dltima igualdade utilizamos a neutralidade elétrica do elemento de
corrente, dg_ = —dg4.

Caso o fio esteja em repouso em relagio ao referencial O teremos ¥y = 0,
J4 que supomos as cargas positivas paradas em relagio ao fio. Neste caso v_
serd a velocidade de arraste ou de “drifting” dos elétrons: #_ = 74, onde &,
¢ a velocidade média dos elétrons em relagio ao fio. Mesmo quando o fio ou

1Leia mais sobre a hipétese de Fechner na Parte I, Segéo 5.1.2.
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o elemento de corrente se move com velocidade V em relagio ao referencial
O teremos ¥y — 7_ = —ig, jaque Ty = Ve 5_ =V + 5.

Se tratarmos o fio como sendo composto por elementos de corrente linea-
res (desprezando sua se¢do reta comparada com seu comprimento} teremos:

dq+ = /\+d1", (12)

onde A; é a densidade linear de carga positiva no fio. Neste caso:

1d7 = Ay (Fy — 7_)dr. (1.3)
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1.3 Foérmula de Indutancia de Neumann

Com o objetivo de explicar o fenémeno da indutancia de Faraday com a
utiliza¢ao da forga entre elementos de cotrente de Ampére, F. Neumann
realizou um desenvolvimento tedrico que levou ao conceito de potencial
vetor e coeficiente de induténcta. N&o apresentaremos aqui o caminho que
Neumann seguiu para partir da teoria de Ampére e chegar a uma teorta
que explica a indugdo de Faraday. Ao leitor interessado indicamos a leitura
de [Whi73], Vol. 1, pags. 198-205 e 230-236.

1.3.1 Energia de Neumann entre Elementos de Cor-
rente

Dados os elementos de corrente I1dr, e I df, localizados em 7, ¢ ¥, e com
correntes I; e Is, respectivamente (Fig. 1.1), a energia de Neumann d? Vaﬁv
entre eles é ([Whi73], Vol. 1, pag. 233 ):

dr, - dF,

vy = £ 11, (1.4)

47 i

Figura 1.1: Elementos de corrente.

1.3.2 Férmula de Neumann

Considere dois circuitos fechados I'y e I's com correntes Iy e Iy, respectiva-
mente. Um elemento de corrente do circutto T'y é I1dF, e do circuito 'y é
I2dr), respectivamente localizados em 7, e 7, (Fig. 1.2).

A energia de interagdo Vi entre os circuitos I'y e 'y é obtida integrando
a Eq. (1.4) para os circuitos I'y e T'y:
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0

Figura 1.2: Circuitos fechados Iy e I's com elementos de corrente I,d7, e
Iydr,, respectivamente.

dF, . dF,
VN=-’fEIIj£ L th 1.5
=g hlp p — (1.5)

Podemos entdo escrever a energia V{3 como I; LM}, onde M{¥ ¢é o
coeficiente geométrico denominado indutancia mitua. Portanto, de (1.5),

R R
A r, Jry T';J

= M. (1.8)

N
M12

]
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1.4 Férmula de Indutancia de Weber

Antes de apresentarmos a férmula de Weber para o coeficiente de induténcia
vamos apresentar a energia de Weber.

1.4.1 Energia de Weber

A energia potencial eletrodinamica de Weber é uma generaliza¢io da ener-
gia potencial coulombiana. Enquanto que a tltima se aplica a cargas em
repouso entre si, a primeira ¢ uma proposta para descrever a intera¢io
eletrodinamica entre particulas carregadas em movimento.

Considere duas cargas pontuais ¢; e go localizadas, respectivamente, em
71 e 73 em relagdo a um referencial O (Fig. 1.3). A energia potencial ele-
trodinamica V'Y entre estas cargas, proposta por Weber, [Web48, Web66]
e [Ass94], Se¢do 3.3, &

q

H

i}

wty

0

Figura 1.3: Cargas q; e ¢z localizadas respectivamente em 71 e 5.

w_ 09 1 (0 7
iz = 4dmeg 1y (1 262) ! (1.7)

onde €y é a permissividade no vicuo, ryp = dria/dt a velocidade radial

entre as cargas, e ¢ = 1/, /igeo = 3 x 10®°m/s é a razdo entre as unidades
eletromagnética e eletrostatica de carga.

Utilizando que r12 = /(1 — 2)2 + (31 — ¥2)2 + (21 — 22)2 é facil obter

que

. driz Tz iz :
Pla= —— = —X "% — f10 - F 1.8
gt — 12 - 12, (1.8)
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onde Fig =7 — 75, € -;'-'12 = dfya/dt é a velocidade relativa entre as cargas
no referencial O.

A energia de Weber satifaz a conservagao de energia mecénica para um
sistema fechado. Uma anélise detalhada da energia de Weber encontra-se
em [Ass94], Capitulo 3.

A energia de Weber possui termos até segunda ordem em v/c, Eq. (1.7).
Uma possivel generalizagao recente da energia de Weber que inclui termos
de todas as ordens em v/c é a energia de Phipps [Phi90, Bue94, BA95a)].

1.4.2 Energia de Weber entre Elementos de Corrente

Aplicaremos a energia de Weber definida pela Eq. (1.7) ao modelo de ele-
mento de corrente descrito na Se¢iio 1.2. Considere os elementos de corrente
da Fig. 1.1. Definimos a energia de Weber entre os elementos de corrente
d?V,W como sendo,

eV =V + dVE L+ PV VY (1.9)
onde:
dg.1dg (Fitst - Prtys)?
ey, = 2t IS kAL - L2 1.1
A 4mey  Tigyt 2rZ, . c? (1.10)
d _ _ 2
d2v:lf+vjn - ql+dq3 1— (r'+J . ri‘fg ) , (111)
dmen  rigy- 2r,+J_c
dg,-dy;y 7’:— + Famgt)?
2V = W9y 1 — Fimgt Tamgy 1.12
1ot ATeg  Pooyy 2rf_ ¢ ' (1.12)
dqg, _dg,_ (r__-r-_,_)2 '
dsz = 3 J 1— 1—3 =) .
Lt 4Teq  Tyoyo ( 2?‘2_3_(:2 ’ (1.13)

sendo dg,+ a carga infinitesimal positiva em I; dr;, 1;"'..,.,.;. = d(F 4 —7+)/dt,
e assim por diante.

Como estamos interessados numa analise macroscépica, podemos usar
a hipdtese que 74,1 = F,;, 0 mesmo valendo para as expressdes analogas
em (1.11), (1.12), (1.13). Sendo neutros os elementos de corrente (dg,. =
—dg,4), com a defini¢do (1.1) e as Eqgs. (1.9} a (1.13), obtemos:

d‘?t/‘?r' - EE—I]_IQ (dﬁ ' flJ)(dF} : ’x'J)’

e . (1.14)

onde utilizamos a relagdo pp = 1/¢pc2.
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1.4.3 Foérmula de Weber

Congideremos que os elementos de corrente da Se¢ao anterior pertengam,
respectivamente, aos circuitos I'y e I'; da Fig. 1.2
A energia mitua de Weber entre os circuitos I'; ¢ T'p é:

Vi
Vi =2nn f (B r‘z("" ), (1.15)
r, JI'; 17

Anélogo ao que foi feito com & energia de Neumann, Segdo 1.3.2,
definimos um coeficiente de indutancia miitua de Weber M{} escrevendo a
Eq. (1.15) como I I M{Y. De (1.15),

w
My

I

4
= MY (1.16)

Ho f (Fyy - d73)(7; - A7)
ryJrs

LAY
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1.5 Férmula de Indutancia de Maxwell

A férmula de induténcia de Maxwell pode ser derivada da lagrangiana de
Darwin. Apresentamos a seguir a lagrangiana de Darwin.

1.5.1 Energia de Darwin

Uma lagrangiana relativisticamente correta e com termos de todas as or-
dens em w/c, que descreva a intera¢do entre particulas carregadas com
movimento aleatério, é uma questdo ainda sem solugio na eletrodinimica
classica. Até termos de segunda ordem em v/ec temos a lagrangiana de Dar-
win, introduzida por Darwin no comego deste século [Dar20]. A lagrangiana
de Darwin LP? para um sistema de duas cargas q; e ¢, ¢ dada por {[Dar20];
[JacT5], Segao 12.7 pags. 593-595; [Ass94], Secgao 6.8):

P =1/ -UB. (1.17)

Nesta expressao LS é a lagrangiana das particulas livres dada classica-

mente por myvi/2+ myvd /2 e relativisticamente por —m,1¢?/1 — v /c? —

moac®y/1 — vi/c?. J& Uf} é a energia potencial lagrangiana de Darwin dada
por

D _ 992 i _ "':;.l ' 7.'-"2 + ('Fl . 7:12)(?‘?2 . 7112)
Uiz = dmey Typ (1 902 ) (1.18)

onde 7 = df} /dt e Py = diy /dt so, respectivamente, as velocidades das
cargas q; e ¢z em rela¢ao a um referencial inercial Q.

A hamiltoniana de Darwin H? para estas duas cargas é a energia total
do sistema que se congerva, E, dada por:

6 D
HD - qk.a_'_L_._ - LD
k=1 3(},&

= T+VE =E, (1.19)

onde ¢ é uma coordenada generalizada e ¢ = dgi/df a respectiva veloci-
dade generalizada. Aqui T" é a energia cinética do sistema dada classica-
mente por myv?/2+ myv /2, e relativisticamente por m,1¢?//1 — v§/c? +
meac?/y/1 — v3/c?. Além disto, V{3 ¢ a energja potencial de Darwin dada
por:

1 - . e = a . a
Vlg _ $192 1 (1 4 r1-7Te+ (1"120212)(1"2 7'12)) ' (1.20)
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Deve ser observada a mudanca de sinal em frente do termo com 1/2¢?
em UB e V2.

O analogo classico para a energia de Weber (1.7) é a energia de Darwin
(1.20).

1.5.2 Energia de Maxwell entre Elementos de Corrente

Calcularemos a energia entre dois elementos de corrente utilizando a
energia de Darwin introduzida na dltima Seg8o. Chamamos esta expressao
de energia de Maxwell tendo em vista que é dela que derivamos o coeficiente
de indutincia de Maxwell. Definimos a energia de Maxwell dzld}w como

M _ giyM M 2
VM =a*vY + VY VY +aPVY (L.21)
onde:
dg:+d Tox + (Fog Py WFoa - Prgog)
21, M — G+ 054 7'3-!- + Tapgp NP4 Tatyt
Vit = dme0 iy (1+ 902 ;
{1.22)
dg,rdg,_ P Fre + (P Prgy= (P - Fagy)
d? = 2t 7y 34 T ] 147
V"H_ Ameg  Pogy— (1+ 2¢2 ’
(1.23)
dg,—d Tt (Fol  Po g (P - Fosyt)
2y M _ q: QJ+ Ty r]-{- [} 1—1+ 1+ 1—i+
Ve = dmeg  To_yt (1+ 902 ;
(1.24)
dg.—dg, Py F (P Py ) (Fpm < Frmye)
2yyM _ 94:-0G "3 T e ol AU A
Vs = Amep Py (1+ _ 5e? :
(1.25)

Substituindo (1.22) a (1.25) em (1.21) e invocando as mesmas hip6teses
utilizadas no parigrafo anterior & Eq. (1.14), resulta que

(df} - dify) + (dF - 7y)(dF - ru)
2ry,

LVM = fl‘_:r LI (1.26)
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Desde o século passado j se sabia que esta é a exi)resséo correta na ele-
trodindmica de Maxwell para a energia de interagdo entre dois elementos
de corrente: [Woo68, Wis81, Arc89] e [Whi73], Vol. 1, pags. 233-234.

1.5.3 Fdérmula de Maxwell

Aplicando a expressio (1.26) para calcular a energia mitua Vi¥ dos cir-
cuitos da Fig. 1.2, resulta

‘/’11:‘2’“r = ﬂ I1I2f f (d?", 'er) + (riJ i dr,)(r,, 'er) i (127)
4 Ty JIy 27‘”

Com a defini¢do anterior que demos para My (ver Secio 1.3.2), de

(1.27) temos:
#_Off (dﬁ'd’:})*-(?‘u'dﬂ)(ﬂ:'dﬂ))
4 I, JEy 21";3
MM, '

M

(1.28)
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1.6 Férmula de Indutancia de Graneau

O crescimento nos ultimos anos do interesse em se estudar os fundamen-
tos da eletrodinamica é devido, em grande parte, aos trabalhos de Peter
Graneau. Graneaun, desde 1982 (ver [Gra82b]), vem realizando uma série
de experimentos relacionados ao assunto, motivando outros fisicos a desen-
volverem trabalhos na area, tanto experimentais quanto tedricos. Apesar de
aceitar a expressfio de Neumann para a energia de interagio entre circuitos
fechados de corrente, Eq. (1.5), Graneau propos uma outra energia para
a interag¢ao entre elementos de corrente, diferente daquela que chamamos
aqui de energia de Neumann entre elementos de corrente (Eq. (1.4)). Apre-
sentamos a seguir a energia de Graneau.

1.6.1 Energia de Graneau entre Elementos de Corrente

Em seu livio de 1985 {Gra85a], Graneau atribui uma energia eletrodinamica
sz,f entre elementos de corrente. Para os elementos de corrente da Fig.
1.1 podemos escrevé-la como ([Gra85a), pag. 212):

2ve =My, (3(‘1’* Py (@7 - Fy) = 2(dA, 'd"i)) . (129)

v T 4y Ty

1.6.2 Fdérmula de Graneau

Da expressio (1.29), através do procedimento seguido nas se¢des correspon-
dentes as férmulas de Neumann, Weber e Maxwell, deduzimos a energia
mitua V,§ e a indutincia mitua M entre circuitos fechados distintos:

1&‘35:-;-‘%1112}( ){ (3(”""1’"’)("”'dr’)"g(dr"dr’)), (1.30)
I'y JT'y

LY

H_Off (3(faa'dﬁ)(r‘u-dﬁ)—2(dﬁ-dﬁ))
4r Jp, Jr, Ty
= Mg. (1.81)

G
M12
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1.7 Equivaléncia Parcial

Em analogia com a simplificacdo que Helmholtz utilizou para escrever uma
linica expressdo para a energia eletrodindmica, [Woo68, Wis81, Arc89] e
[Whi73], Vol. 1, pags. 233-234, escreveremos uma expressdo para a in-
dutiancia mitua entre dois elementos, que resume as quatro férmulas ante-
riormante apresentadas.

Dados dois elementos de corrente, I dF;, em F, e Id; em 7, a indutancia
mitua entre eles é dada por:

e, = K (Hk) Wrid) 4 (15%) G diliy o))

2 LY Tay
1+k 1-k
( 5 ):PMN ( 5 )dzM,‘;’, (1.82)

onde k& é uma constante adimensional. A energia mitua entre eles é dada
simplesmente por d?V;, = LL,d*M,,.

Obtemos d2M,; = d*M}} com k = 1; d*M,; = &*MY com k = —1;
d?M,; = d2MM com k= 0; e d2M,; = d*ME com k = 5.

Quando integramos a expressio (1.32) para calcular a induténcia mitua
entre dois circuitos fechados, oblemos um resultado que é independente de
k. Este resultado é um fato conhecido, [Dar93] e {Ass94], Se¢do 4.6. Assim,
quando calculamos a indutancia mitua entre dois circuitos distintos (por
exemplo os da Fig. 1.2) obtemos o mesmo resultado com as férmulas de
Neumann, Weber, Maxwell ¢ Graneau.

Apresentamos aqui uma prova simples deste fato. Consideremos a inte-
gragio de (1.32) para dois circuitos distintos I'y e T'y:

= 2[4 4 4,0
(1- ) fp fr (w - d7)( U"u d’"f)} (1.33)

Considerando sé a integra¢do em I'; na segunda parcela de (1.33) e
utilizando o teorema de Stokes temos:

| (g - dF) (R, - A7) / jsﬁ ((r,, dr;)m)‘dgl_ (1.34)

Ty rs_;l

Expandindo o rotacional no integrando acima e utilizando algumas iden-
tidades vetoriais simples chegamos a:
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/] 6,x(wi)-d§, =/] d.’r,x-m-—dS
Sr, Ty Sr, T}
= // 6. X (ﬁ) .d§
Srl r‘J

}( 98 9%) (1.35)
I

(Y]

onde na dltima passagem de (1.35) utilizamos novamente o teorema de
Stokes.

De (1.34) e (1.35) concluimos que:
§ Gty a5 _ | 4505 (136)
Ty Y

AT (Y]

que substituide em (1.33) mostra que M2 é independente de k. Ou seja,
a indutancia mitua entre dois circuitos fechados de corrente tem o mesmo
valor com as fé6rmulas de Neumann, Weber, Maxwell e Graneau.

Com relagdo a auto-indutincia de um circuito fechado de corrente o
primeiro problema que temos é com a utilizagdo do modelo linear de ele-
mento de corrente. A expressdo {1.32) diverge quando temos : — 3. Assim,
nao podemos utiliza-la para calcular a auto-indutincia. O segundo pro-
blema com relacdo & auto-indutincia, ainda nao resolvido, é saber se as
férmulas apresentadas anteriormente sdo equivalentes entre si, da mesma
forma que sdao para o célculo da induténcia mitua entre dois circuitos de
corrente fechados. Trataremos destes assuntos, apresentando suas solugdes,
nos Capitulos seguintes.



Capitulo 2

Calculo do Coeficiente de
Indutancia

2.1 Introducao

Na. eletrodinadmica classica a féormula usual para o cilculo do coeficiente de
induténcia é a férmula de Neumann. Ela é a expressiio mais simples entre
todas as apresentadas aqui para o calculo do coeficiente. Apesar disto, é s
nos casos mais simples que ele pode ser calculado exatamente. Para casos
mais complicados s80 empregados métodos de aproximagio que utilizam
estes resultados exatos. A féormula de Neumann apresenta, como as outras,
problemas de divergéncia quando utilizada para calcular a auto-indutancia
de um circuito simples ou a indutincia mituaentre circuitos que t&m pontos
de contato.

A causa desta divergéncia ¢é a utilizacdo no modelo de elemento de cor-
rente do elemento linear, introduzido na Segao 1.2 e utilizado nas Se¢des
subsequentes para a apresentagdo das féormulas.

() elemento linear é uma aproximagao da realidade. Ele é util quando a
area da segao reta do fio é pequena comparada com sua drea superficial (isto
¢, quando o diametro do fio é muito menor que seu comprimento). Quando
os elementos lineares estdo em contato, a expressio (1.32) nio pode ser
utilizada para calcular indutincia, devido a problemas de divergéncia,

10
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Para resolver este problema usualmente utilizam-se métodos de apro-
ximagdo. Uma apresenta¢io destes métodos e a aplicacdo a inlimeras
situagdes praticas podem ser encontradas no livio do Grover {Gro46]. Den-
tre eles citamos: integracdo de férmulas bdsicas através da secio reta do cir-
cuito (como por exemplo calcular a auto-indutancia de uma bobina de se¢io
reta circular utilizando para isto a induténcia mitua entre anéis circulares);
expansdo em série de Taylor para a induténcia mitua entre condutores com
Area da segBo reta de dimensdes grandes, utilizando para a expanséao a in-
duténcia mitua entre os condutores centrais; férmule da quadratura de
Reyleigh, que é uma variagcdo do método da expansdo em série de Taylor,
variando justamente a maneira como se calcula os termos da série; para
bobinas coaxiais uma variagdo do método de Rayleigh é conhecido como
método Lyle dos filamentos equivalentes; para obter melhores resultados
com estes métodos de expansio utiliza-se o principio de seccionamento,
onde divide-se a seg¢io reta do condutor em regides nas quais serd apli-
cado o método de expansio; e talvez o mais utilizado que é o métedo da
distdncia médie geoméirice, onde substitui-se um condutor por diversos
condutores equivalentes com elemento de corrente linear, e obtém-se a in-
dutdncia mitua do condutor original através da ponderagio das distancias
entre os condutores equivalentes.
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2.2 Descricao do Métoedo Utilizado

Este trabalho utiliza um método para calcular auto-indutancias, que per-
mite, em principio, a obteng¢do de resultados exatos para qualquer ge-
ometria, e pode ser utilizado quando o didmetro do fio é da mesma or-
dem de grandeza que seu comprimento. Além do mais, outra vantagem
deste método é que ele permite a obten¢do de expressdes algébricas para
a auto-indutancia. Os outros métodos usualmente apresentam resultados
numéricos o8 quais precisam ser tabulados para diferentes geometrias.

Para resolver este problema nés simplesmente substituiremos o elemento
linear d por fda/w, Fig. 2.1. Aqui, £ é o vetor unitério indicando a
dire¢do do fluxo da corrente em cada ponto, w é a largura perpendicular
a € neste ponto e da é o elemento de area neste ponto. Se o fluxo de cor-
rente ¢ uniforme ao longe da sec¢éo reta de um condutor tridimensional nés
substituimos d por #dV/A, Fig. 2.2. Aqui, A é a 4rea da se¢io reta do fio
em cada ponto e dV é o elemento de volume do condutor.

i

N
N—’/

Figura 2.1: Corrente I fluindo através da superficie de uma fita.

Esta idéia é derivada do trabalho de Wesley {Wes00a]. Wesley utili-
zou pela primeira vez um tratamento similar, para comparar as forgas de
Ampére e Grassmann entre elementos de corrente. Especificamente, ele
substituiu o elemento de corrente Id7 por JdV, onde J & o vetor densidade
de corrente volumétrica (com unidades Am~2). Quando a corrente flui
uniformemente em cada se¢3o reta do fio nés temos J = #I/A. Utilizando
este fato no tratamento empregado por Wesley (Idr — JdV) nés chegamos
ao nosso resultado. Analogamente, quando a corrente flul através de uma
superficie nés temos Id7 « Kda, sendo K o vetor densidade de corrente
superficial (com unidades Am~1). Para fluxo uniforme de corrente através
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Figura 2.2: Corrente I fluindo através da sego reta de um fio.

de cada se¢do da superficie nés temos K =10 /w, obtendo nosso resultado
anterior.

Fazendo estas substituigdes em (1.32) nds obtemos para elemento de
corrente superficial e elemento de corrente volumétrico, respectivamente,

pu, = o L F(LHRY @ b)) 1=k G 8)Fy )] 4o 46
1) 47 Walwy 92 Ty, 9 oy ] s B
(2.1)
&M, _m, 1 [(1+k (‘e“é’)+ L— kY Gy £)Fy 6)] 0o
g 4 AA \_2 ] 1y 2 Tag o
TN 4An Wity \ 2 } ry ' \ 2 } o e
(2.1)
ds = ﬂ 1 [ 1+k (f, EJ) 1-k& (ﬁl.? ‘él)("ﬁﬂ é.?)- dv.dv.
'u __475 A\ 2 ) ry 2 ) Ty U
TTH T 4n Walwy \ 2 j Ty ' \ 2 } oz I
(2.1)
dEM.. = p,g 1+ & (E E) —k\ (Fy - £ (r,_, E) dv,dv,,
v _ %ﬂ' 2 Ty 2, I Y
TTH T 4n w,wJ \ 2 j Ty ' \ 2 } oz I
(2.1)
- v 01 /AT BNF PN F1 BN fa .23a .93
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2.3 Comparagao com Resultados Conheci-
dos

2.3.1 Solendide com Corrente Poloidal

Nosso objetivo é calcular a auto-indutancia de um solendide de compri-
mento £, N espiras de raio a e corrente [ em cada espira, Fig. 2.3. Para
simplificar o cdlculo utilizamos uma idealizagio do solenéide que é um cilin-
dro de comprimento £ e raio da se¢do reta transversal a, com uma densidade
de corrente superficial poloidal! K = NI¢/¢, Fig. 2.4.

{ N

..l'_
L

| a
I

Figura 2.3: Solendide com N espiras.

!Estamos desprezando a corrente axial que existe em um solendide real obtido com o
enrolamento de fios, onde o versor perpendicular ao plane que contém cada espira néo
aponta na diregio . Esta corrente também é desprezada nos livros. Um dos poucos que
comenta a respeito € [Grig9), pags. 219-221.
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Figura 2.4: Cilindro utilizado para o calculo da auto-induténcia do
solenéide da Fig. 2.3.

Utilizaremos coordenadas cilindricas (p, ¢, z) nas configura¢des desta
Se¢ao. Com a Fig. 2.4 e substituindo na Eq. (2.1) i, = f, = ¢, da, =
adzdé,, da; = adz,d¢;, w, = w, = £, 7, = ap, + 2.2, T) = ap, + z,%, ¢ os
limites de integrago, obtemos que:

o ag 2x 2r £ é
Lpoi'os‘a'al’ = :ﬁ_‘ ?2“/; d¢z-/0 d¢]£ dz:/; dz;

14k COS(¢5 —¢;)
x [( 2 ) [2a2(1-—cos(¢,-¢,))i(z, =2, A7

1-k a?sin®(¢, — ¢,)
+ ( ) ) Ra?(1 = cos(dr — 6)) Y z,)2]3/2]'
(2.3)

Integrando primeiro em z, e z, obtem-se;
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#oa

b1 2w
Lootoidal = =5 d¢s]0 de, ((1 + k) cos(¢: — ¢;)

X {sinh'1 ( ¢ )
V2 a (1 — cos(d, — ¢,))2/?2

+/32 (%) (1 = cos(ds — ¢,)) /2

- [1 +2 (2)2 (1 - cos(ds — ¢,))] 1/2}

+ (155) - costd - 6)

{[1+2 (3)" (1 costo, m))]m

— 5 V2 (1 - cos(4, —m)m}).
(2.4)

Como estamos interessados na situa¢io onde £ >» a, expandimos o re-
sultado da integracio anterior até quarta ordem em a/! e em seguida inte-
gramos em ¢, e ¢,2. O resultado obtido é:

: 2
Lpotoidal = ‘uo:a [1 + %(%)2] : (2.5)

O resultado acima independe de k. Isto significa que o valor da auto-
indutancia do cilindro com corrente poloidal tem o mesmo valor com as
formulas de Neumann, Weber, Maxwell e Graneau. Como dissemos
anteriormente, esta equivaléncia sempre ocorre para a induténcia miitua
entre circuitos fechados de corrente. Mas, neste caso temos um inico cir-
cuito fechado de corrente. Isto nos coloca a questio se também para a
auto-indutincia de um circuito fechado as féormulas dao sempre o mesmo
resultado. Discutiremos isto no Capitulo 4.

O valor da auto-indutéancia foi obtido até quarta ordem em a/l. Pode-
mos obté-lo até a ordem n, bastando que fagamos a expansao do integrando
da expressdo (2.4) até a ordem n, e depois realizemos as integragdes em ¢, e
¢,. Também podemos obter o resultado exato (ndo expandido), resolvendo
a integragdo dupla em (2.4).

2Ver no Apéndice A descrigio sobre o método de aproximacio utilizado,
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Como dissemos, este cilindro com corrente poloidal é uma idealizacdo
de um solenéide de comprimento £ com N espiras de corrente I. O valor
da auto-indutancia deste solenéide podemos encontrar em diversos livros
de eletrodindmica cléssica. Por exemplo, [LCL88], pig. 442. O valor
encontrado nestes livros para a aproximacio £ > a é:

2
Lyt = ponN? 5. (2.6)

Este é exatamente o valor de (2.5) multiplicado por N2, deixando de lado
os termos a partir de 1/2(a/£)?, calculado com o nosso método proposto.
Nosso método ja apresenta correcdes para este resultade aproximado dos
livros.

Achamos que na férmula de indutancia nao deve aparecer o fator N?
(como aparece nos livros), pois a anto-indutancia é um fator geométrico que
nao depende da corrente no circuito. No caso do solendide, se alterarmos
simplesmente o niimero de espiras por unidade de comprimento (N/£), o
que altera a corrente total NI, teremos uma alteragio da auto-induténcia
através da férmula dos livros, (2.6), mas nio através do resultado obtido
com a nossa férmula, (2.5). O fator N? deve aparecer quando calculamos a
auto-energia do solenéide, que neste caso é 1/2(NI)2L. Nos livros a auto-
indutancia ndo é obtida com a férmula de Neumann, mas sim utilizando
L = d®/dI, onde ® é o fluxo magnético sobre o circuito. Este método dos
livros sé é 1itil em situacdes altamente simétricas nas quais se pode calcular
® com uma certa facilidade.

2.3.2 Cilindro com Corrente Axial

Agora consideramos um cilindro de comprimento £, se¢do reta circular de
raio @, e uma corrente I na diregdo do eixo z, Fig. 2.5. Vamos calcular a
auto-indutancia deste cilindro.

Substituindo na Eq. (2.1) 4, = ¢, = 2, da, = adzd¢,, da, = adz,dé,,
Wy = w; = 27a, 7y = ap, + 2%, ¥, = af; + 2,£ e os limites de integragao,
resulta:

2w 2%
— Ho
Laziar = 1671'3_/(; d¢1f d¢;/ dz:/ dZJ

[(1 _; k) [2a2{1 — cos(¢, — J)) + (2 — 2,)?]172

X

+

1—-k (2, ~ 2,)?
( 3 )[202(1_003(@ TN+ )] sfz] 2.7)
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1

——

-
a
K
——

Figura 2.5: Cilindro com corrente axial.

Integrando a expressio (2.7) em z e 2, o resultado é:

Lam’al

g% 02« o .[02” de, ((#)

) {Sinh—I (ﬁ a (1 — coﬁ(q&, —¢J))1/2)

+V2(5) (1= cos(4, - ¢,))!/2

- [1 +2 (%)2 (1 — cos(¢h — ¢3))] 1/2}

+ (1 - k) % {sil’lh—l (ﬁ i coﬁ(@ _ ¢1))1/2)

+2 V2 () (1= cos(g, — ¢,))"/2

) [1 +2 (%)2 (1= cos(¢h — M)F”}).

8]

(2.8)

Utilizando a aproximag#o £ 3> a expandimos o integrando de (2.8} até
segunda ordem em a/l. Em seguida, integramos nas varidveis ¢, e #,,

obtendo:
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2 3
fena = 52 [ (5) +mr4 () (5-1) #3690 ()]
(2.9)
O valor da auto-induténcia do cilindro com corrente axial depende do
valor de k. Portanto, terd valores diferentes para cada uma das férmulas
conforme o valor de k atribuido (ver Segdo 1.7). Valeressaltar que o cilindro
com corrente axial, Fig. 2.5, ndo é um circuito de corrente fechado como o
cilindro com corrente poloidal, Fig. 2.4.
Demonstramos com este exemplo que, para circuitos de corrente abertos
as formulas para o cdleulo de auto-induténcia apresentadas no Capitulo 1
s&o, em geral, n&o equivalentes.

2.3.3 Cabo Coaxial

Calcularemos a auto-indutancia de um cabo coaxial (Fig. 2.6), formado por
dois cilindros concéntricos com raios b e a (b > a), iguais ao da Fig. 2.5,
com correntes axiais em sentidos opostos nos cilindros. A auto-induténcia
Leoazial deste cabo coaxial pode ser trivialmente escrita como:

¢

# b
-+ —[a‘ .
K, z
— N—

Figura 2.6: Cabo coaxial formado por dois cilindros concéntricos.

Lcoam’a! = La + Lb + 2Mab; (210)

onde L, e L, sfo, respectivamente, a auto-indutancia do cilindro interno e
externo, e M,; é a indutancia mitua entre eles.

Da expresséo (2.10) ja temnos calculado L, e Ly, a auto-indutancia calcu-
lada para o cilindro com corrente axial (Fig. 2.5). O resultado até segunda
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ordem em a/l ou b/l estd em (2.9). Falta, portanto, calcular a indutancia
mitua M,. E o que fazemos a seguir.

A Eq. (2.1) com §, = ~f, = £, da, = adzdé,, da, = bdz,d¢,, w, = 27a,
wy = 27h, ¥, = apy + 2%, 7, = bp, + 2,4 e substituindo os limites de
integragdo fornece:

27 27
- __ o
Ma =~y Moo [Tae, [ /d,.,,

[(1+k)
% 2 ) [a2 + b2 —2ab cos(¢: ~ ;) + (5 — 7)?]1/?

1-k (2 — 2)
+ ( 2 ) [@2 + b2 — 2ab cos(¢, ——Jr,bj) + (2 — z,)?]3/2 )"
(2.11)

Resolvendo as integrais em 2, ¢ z, na Eq. (2.11} o resultado é:

_ _ﬂﬂe 27T 27 1+ k
Mgy = W/O d¢s[) d¢3((m2

x {sinh_1 ( ¢ )
(1+ 72 —2rcos(¢, — ¢,))4/2
+ ) 1+ 72 — 2rcos(gy — )1/

(&)
{1 + (1 + r? — 2rcos(¢, — qS_,))] 1/2}

+(1 ) {Si“hhl(a(1+r2—2rfos(¢,—¢3))1/2)

(1 +r% = 2rcos(¢, — <}5,))1/2

(2.12)

onde r = b/a (r > 1}.

Antes de integrarmos (2.12) em ¢, e ¢, expandimos o integrando até
segunda ordem em aff e a/b = 1/r. Depois, substituimos r por b/a e
integramos para chegar em:
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e = ()2 3 () 4 (5) 62

+(2"—£)2(k—3) Lk =3) - (E—9)
+la-nro(d) o (8)] 213)

Por nao formarem circuitos de corrente fechados, a induténcia muitua
entre os cilindros depende de k.

O valor da auto-induténcia do cabo coaxial pode agora ser calculado.
L. e Ly s3o obtidos de (2.9), sendo que para o 1ltimo substituimos a por
b. Junto com Mg, (2.13), em (2.10) finalimente temos que:

e = ()1 67
+ (% + %) (k-3)+0 (%)3 +0 (%)3] (2.14)

Em livros, ver [FLS64], Vol. 2, pags. 24-1 a 24-3, encontramos que o

valor da auto-indutancia de um cabo coaxial andlogo ao da Fig. 2.6 é dado
por (supondo £33 & > a):

Lista = ‘;‘f In (g) : (2.15)

O valor em (2.15) € exatamente a aproximagao de ordem zero do resul-
tado calculado pelo nosso método, (2.14).

O resultado dos livros foi obtldo utilizando U = 1/2(L1?), onde U éa
energia calculada através de 1/(2u0) [ [ f B2dV (B é o médulo do campo
magnético).

Neste capitulo apresentamos o método que propomos para calcular o
coeficiente de indutancia. Além disto, calculamos a auto-indutancia de um
golendide, Se¢ao 2.3.1, e de um cabo coaxial, Secao 2.3.3, ilustramos sua
exatiddo (comparando nossos resultados com os dos livros) e utilidade (ob-
tendo facilmente outras ordens de aproximagio que aquelas aptesentadas
nos livrios). A auto-induténcia do solendide independe de k, ou seja, tem
o mesmo valor para as férmulas de Neumann, Weber, Maxwell e Graneau.
Este fato, mesmo valor da auto-indutincia de um circuito de corrente
fechado com qualquer uma das férmulas citadas acima, serd demonstra-
do no Capitulo 4. Ser um circuito de corrente fechado é uma condigio
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necessaria para esta equivaléncia, como constatamos com o calculo da auto-
induténcia do cabo coaxial. Se fechissemos cada uma das laterais do cabo
coaxial com um disco circular de raio b, com corrente fluindo axialmente
do cilindro interno para o externo (ou vice-versa), o circuito seria fechado.
Nesta situagio a auto-indutancia independeria de &, como provaremos num
caso genérico adiante.

A seguir aplicaremos as férmulas (1.32), (2.1) e (2.2) a diversas con-
figuracdes nas quais o método dos livies (L = d®/dl e
L=1/(Pu) [ [ [ B2dV) deixa de ser itil.



Capitulo 3

Indutancia em Diversas
Configuracoes

Utilizaremos as férmulas (1.32), (2.1) e (2.2) para calcular a auto-indutancia
¢ a indutancia mutua de diversos condutores [BA95c]. Em alguns casos
compararemos nosso resultado com o analogo encontrado no livro do Grover

[Gro46).

3.1 Elemento Linear

Apresentamos duas situagdes onde n&o ha problema de divergéncia quando
utilizamos elemento de corrente linear para calcular o coeficiente de in-
dutancia.

3.1.1 Fios Retilineos e Paralelos

Vamos calcular a induincia mitua M. entre dois fios finitos e retilineos,
paralelos entre si, conduzindo corrente. A disposigio dos fios esta esquema-
tizada na Fig. 3.1.

A Eq. (1.32) com dF;, = dz,, dF, = dx,&, 7, = z,&, ¥, = ,&+ by e com
os limites de integragio resulta:

19
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{

4

A

Figura 3.1: Dois fios retilineos e paralelos, condutores de corrente.

#0 -Cl G+£:
Mper = 4_7"./0 da:,,/; dx,
» 14 % 1
7 ) (@2 + I

* (1 7 k) @ fméﬁfi)zz]a/z]- (3.1)

Resolvendo as integrais em (3.1) nds obtemos o valor exato:

Mpar = :—; (a',sinh_1 (%) + (a+ 3 — £1)sinh ™! (Lﬂz—_ﬁ)

+ (G - £1)Sinh_1 (a__z;_el) + (a+€2)sinh_1 (a-:i’z)

+ (3 -:2- k) {(a2 +B2  [(a— £1)2 + b2]/2
—[(a+ )2+ 812 [(a+f — ) + bz]lf"‘}). (3.2)

A expressdo (3.2) mostra que a induténcia mitua entre dois fios parale-
los e finitos depende do valor de k. Portanto, ela tem diferentes valores de
acordo com as férmulas de Neumann, Weber, Maxwell ¢ Graneau.
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3.1.2 Fios Retilineos e Perpendiculares

Agora consideramos os fios retilineos perpendiculares entre si, Fig. 3.2, e
calculamos a induténcia mitua Mperp.

k 4

Figura 3.2: Dois fios retilineos e perpendiculares, condutores de corrente.

Substituindo dF, = dx,2, dF, = dy,§, 7, = z,&, ¥; = a2 + y,§, na Eq.
(1.32) com os respectivos limites de integra¢io obtemos:

Mperp = uo (1- ) /tldm‘ /m, ((m' (_x; )—21)332]3/2) (3.3)

Resolvendo as integrais chega-se ao valor exato:

1—%

—@— ) + B2 4 e 6)2 + (b + eg)ﬂl/z}- (3.4)

O valor da indutincia mitua dos fios na Fig. 3.2 tem uma peculiaridade.
Apesar de termos utilizado elemento de corrente linear para o célculo, o re-
sultado ndc diverge quando consideramos que os fios se tocam ou se cruzam
(0<a<ty, —¥ <b<0), como pode ser verificado em (3.4).

Novamente o valor cbtido é dependente de k.
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3.2 Elemento Superficial

Nesta Secio as configura¢des utilizam elemento de corrente superficial, pois
o calculo com elemento de corrente linear diverge.

3.2.1 Superficie Retangular

Considere a superficie retangular de lados £ e w, com corrente uniforme I
na dire¢do z (Fig. 3.3).

Y A
[ (1]

I

—
0 ¢ Xx

Figura 3.3: Superficie retangular.

Neste caso nods integramos a Eq. 2.1 para calcular a auto-indutancia
L,up da superficie retangular condutora de corrente. Com i = l?_, =z,
i = a8+ ug =28+ pY v =w =w, da, = dr,dy, e da, = dx,dy,
nods obtemos

Ly = f_;%f;dx./:dy,/:dx,fowdy,
N [(1+k) 1 .
2 J (=i =2 +{y — y,)?]/2
— z, — x,)?
* (1 3 k) [Gor = xf)? T (yf)— y,)zlm]‘ 3.9)

Resolvendo as integrais em (3.5} obtem-se:
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— 1 (£ 2, ikt (¥
Lywp = Ir 2[2&9 sinh (w)+(1+k)£wsmh (7)
_B=R) a2 (1 - B 4 22
T @+ P+ (1= DR+ 8)
2k -k
2py (3—3‘)“’3]' (3.6)

Este resultado é exato. Isto mostra o quio poderoso é este método
de calculo de coeficiente de indutancia. Ele fornece resultados em forma
analitica. De maneira a comparar os resultados com a literatura, nds con-
sideramos w <« ¢. Expandindo este resultado em w/£ e desprezando os
termos de ordem superior a (w/£)? obtem-se:

Lyup % %2'5 (21 (f) + k) (3.7)

Mais uma vez o resultado depende de k. Fazendo w/¢ tender a zero
o resultado diverge. Isto mostra que a auto-indutancia de um fio reto de
comprimento £ com elemento de corrente hinear é infinita.

Come nds fizemos a hipdtese w < £ este resultado aproximado é vilido
para qualquer terminagao da superficie (ver Fig. 3.4(a) e Fig. 3.4(b)), e néo
somente para uma terminag¢do retilinea (Fig. 3.3). Este resultado tende a
infinito quando w/¢ tende a zero, mostrando a divergéncia que ocorre no
calculo da auto-indutancia utilizando (1.32).

3.2.2 Superficies Retangulares em Contato

Calcularemos a indutidncia miitua entre duas superficies retangulares que
estdo em contato (Fig. 3.5).

Para a configuracao da Fig. 3.5 temos: i = -3, -é_, = —g, 1 = 5,8+ y 9,
7 = 2, + y @, da, = dz,dy,, de, = dz,dy, ¢ w, = w; = w. Substituindo os
valores acima em (2.1) com os limites de integragio adequados, chega-se a:

1_ £y ) o —w
izt = s (58) [ [ [0
aup yy— dz - di A dx, ; dy,

(x, —z)) (% — )
(& — ;)% + (3 ~ 3,)2 3%

Como estamos interessados somente na aproximacao w € 4 e w < £y,

desprezaremos termos de ordens superiores a (w/€)% e (w/f)3. Fazendo

isto, obtemos a seguinte aproximacio para M, :31';‘.

(3.8)
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_b) I @

Figura 3.4: A auto-induténcia destes circuitos, para w < £, tambétn ¢ dada
por (3.7).

M 2’_" (1___"“) [el + 49— (£ + .eg)l/?} . (3.9)
. 2

Esta expressdo depende de k. Vale observar que o resultado acima néo
diverge para qualquer valor de £ ou #s, apesar das duas superficies estarem
em contato. Ja haviamos obtido este resultado na Secio 3.1.2. Se conside-
rarmos na Fig. 3.2 a = £;, b = 0, obteremos a Fig. 3.5 no limite w tendendo
a zero. Fazendo estas substitui¢des na Eq. (3.4) obtemos exatamente a Eq.
(3.9).

Como o resultado (3.9) é valido somente quando w <« ] e w € £y, ele
permanecera valido para qualquer terminagao das superficies, como indi-
cado nas Figs. 3.6(a) e 3.6(b). Este é o motivo que nos permite calcular
a indutancia mitua com as superficies da Fig. 3.5, que nao correspondem
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Y i
A T
o -
1
g @ t, ;:

Figura 3.5: Superficies retangulares em contato.

i realidade pois as linhas de corrente sio descontinuas, aoinvés de uti-
lizarmos as superficies da Fig. 3.6(a}, onde as linhas de corrente néo sofrem
descontinuidade.

3.2.3 Circuito Retangular

Os resultados obtidos nas liimas Se¢des serdo utilizados para calcular a
auto-indutancia L.,f, do circuito retangular de lados £; e £, e espessura
constante w. Ha uma corrente superficial uniforme e constante I fluindo no
circuito. Nos elementos 1 a 4 a diregdo da corrente é dada por, respectiva-
mente: +&, —§, —& ¢ +§ (Fig. 3.7).

A auto-induténcia do circuito acima pode ser escrita como:

sup
Lccto

4 4
S Lo+ M,
=1

1,3=1

1%)
2L, +2Lo + 8M12 4+ 2My3 + 2My,, (3.10)

onde foi usado que, por simetria, L, = L3, Ly = Ly, M1y = Moy = My =
My = Maz = M3zz = Maqg = Mya, Mz = M3, e Myy = Mys.

Utilizando na Eq. (3.10): Eq. (3.2) para M3 ¢ Ma4, Eq. (3.T) para Ly e
Lq e Eq. (3.9) para My,, e simplificando o resultado com £; > w e £y > w,
chegamos a



40 CAPITULO 3. INDUTANCIA EM DIVERSAS CONFIGURACOES

y 4
L N I
N -—
{,-o
a) Il
0 o l, X
J A
t
2 \\ ..L
oo |
b) Il
0 @ { X

Figura 3.6: A indutincia mitua destes circuitos quando w € €1 e w & £y
também ¢ dada por (3.7).

Ly, = Hob [2 In (Efi) tofin (2_51) — 2ginh~" (53)
2w W 'e2 w El
b nnt (& Biya _ 4|
b, o (Ez) MR U S »
W 8 W 8
+0 (E) +0 (f_z) ] (3.11)

O fato mais importante é que este resultado ¢ independente de k. Apesar
da auto-indutancia de cada elemento ou a indutancia miitua entre quaisquer
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J
A "

0 ® {, =«

Figura 3.7: Circuito retangular superficial.

dois elementos do circuito depender de &, 0 mesmo n#o acontece com a auto-
indutincia deste circuito fechado. Este é um resultado completamente nao
trivial.

Nés ainda ndo podemos comparar este resultado com os da literatura,
pois normalmente eles apresentam a auto-indutincia de circuitos
volumétricos. Faremos o célculo para um circuito retangular com elemento
de corrente vohunétrico na proxima Segao.
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3.3 Elemento Volumeétrico

Faremos uso da Eq. (2.2) para o calculo de auto-induténcia e induténcia
mitua nesta Se¢io. Nosso objetivo é obter uma expressdo para a auto-
indutancia de um circuito retangular com elemento de corrente volumétrico,
analogo ao com elemento de corrente superficial (Fig. 3.7), para podermos
comparar este resultado com o encontrado na literatura.

3.3.1 Fio de Secao Reta Retangular

Na Fig. 3.8 apresentamos um fio de comprimento £ e secio reta retangular
de lados w; e wa. Através desta segio reta flui uma corrente uniforme
I. Para calcular a auto-indutancia L}fﬂ deste fio integraremos a expressao

(2 2) com as seguintes substltulgoes b =4 = &, F, = 5,2 + i+ 22,
Ty = &8 + pi + 5, A = 4; = wiwe, dV, = dady,dz e dV) = dz,dy,dz;.
O resultado é:

y
@,
1 S EE—
—_—
{ x
©,

Figura 3.8: Fio de se¢io reta retangular.

L}?L = 41rw1w2/ dﬁlf dylf dz1f dﬂ!g/ dyzj d.Zz

14k
x [( 2 ) (=1 —32)2+(y1—y2)2+(21 — 22)2)1/2

1-k% (z1 — z2)?
* ( 2 ) [(z1 — 22} + (g1 — ¥2)® + (21 — 22)2]3/2]'
(3.12)
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Para comparar este resultado com as tabelas fazemos uso da
aproximagio wy & £, we € £ e consideramos somente termos até segunda
ordem em (w1 /£) ¢ (wo/£€). Obtemos entéo, apds a integragao:

1 Mol w? wh
L;fo 2 5 [2 ln(?ﬂ) — 3—“'}? IDW]_ bl Ea? ].I'IW2

wi

2
wi  wi 2, 2y 4w w2
- (1 - 67 Eg) In(wi + w3) — 3o, arctan (w—l)

4¢.¢J2
- 1
3o arcta n(w )+6+k] (3.13)

Um caso particular do resultado acima é o do fio com segao reta quadrada.
Fazendo wy = wz = w em (3.13) ela simplifica para

L}:{,N’;—‘)E(zl (%{)——1 2_2—3’5+g+k) (3.14)

Este resultado depende de k e diverge quando w tende a zero. Sendo
a expressio (3.14) vilida para w < £, ela permanece vélida para os fios
representados nas Figs. 3.9(a) e (b).

Estes dois vltimos resultados podem ser comparados com a literatura.
Das tabelas que temos conhecimento somente é apresentada a férmula de
Neumann (k = 1). O valor (47/uo})(L/£) é um parametro adimensional (in-
duténcia por unidade de comprimento}. Nés consideraremos este parametro
com 3 digitos significatives. Em [Grod6], pag. 35, nds encontramos as
seguintes expressdes para wy = 2w; = 2w e wy = ws = w, respectivamente,

4w Lyg!
7; 2~ 2 G}) +0.185, (3.15)
0
4n Lyl
”2"’ s 2ln(£)+0996 (3.16)
0

Estes resultados foram obtidos com métodos de aproximagio que nio
envolvem (2.1) ou (2.2).

Nossas formulas fornecem os seguintes resultados algébricos, com k = 1:
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S |

Figura 3.9: A auto-induténcia destes fios quando w <« £ também é dada
por (3.14).

4 Lud
il LU 21n £ +Eln2wiln5+2arctan2
w 3 24

pot
4r 13
-5+ (3.17)
4 Ly
”02“’ ~ 2In (£)+§1n2—2?“+% . (3.18)

Os valores das constantes numéricas em (3.17) e (3.18) (com 3 digitos
significativos) sdo, respectivamente, 0, 185 e 0,996. Isto mostra o excelente
grau de aproximacdo do nosso método, e como ele pode ser largamente
aplicado a outras geometrias.
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3.3.2 Circuito Retangular

Agora podemos calcular a auto-indutancia L2%, de um circuito retangular

com sec¢do reta quadrada. O circuito retangular de lados £1 € £ e secho
reta quadrada de lados w esta na Fig. 3.10.

g
]

J
. €)] . I
z @ f, x

Figura 3.10: Circuito retangular volumétrico.

O que falta ser calculado é a indutancia mitua entre lados opostos (como
1 e 3), e entre lados adjacentes (como 1 e 2). Como estamos considerando
w) € ws muito menores que £y e £o, o resultado (3.2) & o valor aproximado da
indutincia mitua entre lados opostos. Analogamente, a indutancia mutua
entre quaisquer dois lados adjacentes é dada por (3.9).

Utilizando na Eq. (3.10), (3.14) para L; e Lz, (3.9) para My2 e (3.2)
para Mz e Mp4, nés obtemos (com w; = ws = w):

vol _ pofz ?..{_2. 31 231 _ . -1 ﬁ
Ly, = S 2ln( - ) l 2sink 7

_ 9% ginnt (El +4(1+ )1f2
t ¢

+(1+%) (5-3me 2::) +O(el)3+o(fz)3]

(3.19)

Mais uma vez, este resultado é independente de k. Portanto, ele tem o
mesmo valor para as formulas de Neumann, Weber, Maxwell e Graneau.

Vamos comparar o nosso resultado (3.19) com o tabulado por Grover
para esta geometria (Fig. 3.10). Na Eq. (3.10) com (3.16) para Ly e Ly,



46 CAPITULO 3. INDUTANCIA EM DIVERSAS CONFIGURACOES

(3.9) (k = 1) para Myz e (3.2) (k = 1) para M3 e My, obtemos que o
resultado do Grover é:

v Molaly (26 oty (20 yao (8
Ly, = o |:21n(w)+2e21n " 2sinh 7

/2
N ﬁ)‘
22-2—smh (—5) +4(1+ e
- (1+ %;-) (2ln2+1.004)]. (3.20)

Comparando (3.19) e (3.20) nés vemos que eles podem diferir somente
ne coeficiente numérico do fator (1 + #1/£2). Na Eq. (3.19) ele é&: [1/6 —
2/3(In2) — (27)/3] =~ ~2,390; e pelo método de aproximagio utilizado no
livro do Grover: —(21n2+1.004) = —2,390. Obtivemosentdo, um excelente
acordo entre nosso método e a aproximagso utilizada no livro do Grover.

Neste Capitulo aplicamos nosso método de calculo do coeficiente de in-
duténcia a diversas configuragdes. Resolvemos os problemas de divergéncia
apresentados em algumas geometrias onde og livros normalmente utilizam
complicados métodos de aproximagdo (como por exemplo, a auto-induténcia
do fio de se¢do reta retangular, Fig. 3.13, Eq. (3.13)). Obtivemos na com-
paracdo dos resultados do nosso método com aqueles tabulados no livro
do Grover um excelente acordo. Por fim, obtivemos que para os circuitos
retangulares fechados das Figs. 3.7 e 3.10, o valor da auto-induténcia é o
mesmo com as formulas de Neumann, Weber, Maxwell e Graneau. Nova-
mente, este é um resultado totalmente novo e que iremos generalizar para
outros circuitos no Capitulo seguinte.



Capitulo 4

Equivaléncia Completa

Como vimos na Se¢ao 1.7, quando calculamos a indutancia matua entre
circuitos fechados de corrente obtemos o mesmo valor com as férmulas
de Neumann, Weber, Maxwell e Graneau. A importancia do circuito de
corrente ser fechado podde ser constatada quando calculamos a indutincia
mitua, por exemplo, entre os fios retilincos das Secdes 3.1.1 ¢ 3.1.2, ou
entre as superficies retangulares na Se¢ao 3.2.2, ji que nestes casos os valo-
res obtidos para a indutancia mitua dependeram de k. A auto-indutincia
para circuitos abertos também apresenta valores distintos para cada uma
das férmulas. Este resultado foi obtido nos calculos da auto-indutancia do
cilindro com corrente axial na Segio 2.3.2, e também da superficie retangu-
lar da Segdo 3.2.1. Por outro lado, para as auto-indutancias do solendide
(Segdo 2.3.1), do circuito retangular superficial (Segdo 3.2.3) e do circuito
retangular volumétrico (Se¢do 3.3.2), todos circuitos fechados de corrente, a
equivaléncia é total. Este fato parece sugerir que a equivaléncia citada para
a indutancia mutua vale para a auto-indutancia, nas mesmas condigdes.
Este é o objetive deste Capitulo: demonstrar que as equivaléncias citadas
acima para a auto-induténcia nio sio acidentais, mas sim exemplos de um
resultado genérico [BA95b].

4.1 Preliminares

Primeiro, nés demonstraremos que se decompormos urn circuito fechado em
dois outros circuitos fechados, a auto-indutancia do circuito original pode
ser escrita como a soma da auto-indutancia dos dois novos circuitos mais a
indutancia mutua entre eles.

Considere um circuito genérico I', descrito na Fig. 4.1(a).
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QO circuito é dividido em dois circuitos abertos através dos pontos A e
B. Os dois circuitos abertos resultantes, Iy com terminactes A e B, e 'y
com termina¢des A’ e B’ (Fig. 4.1(b)), séo fechados com os circuitos aber-
tos representados por I's e ~I's, respectivamente (Fig. 4.1(c)). O circuito
fechado I'; + I's nés designamos Iy € o circuito fechado I'; + (—T's} por T.
Uninde os pontos A com A’ ¢ B com B, resulta o circuito fechado original
I' (Fig. 4.1(a)).

Como ndo podemos utilizar elemento de corrente linear para calcular
a auto-indutdncia devido aos problemas de divergéncia, vamos utilizar ele-
mento de corrente superficial. Seja d*M,, a induténcia miitua entre os
elementos t ¢ g em I'. A auto-indutancia Ly de T pode ser escrita como

=[] [on,
(TSI LS ) em
LSBT he LS ) e

(4.1)

Analogamente, as auto-indutancias Ly, de Iy, L, de Ty, e a indutéancia
muitua Mt r, entre I'; e I'y sao dadas por:

wo = (JLS L2 LS LT LT L) e

(4.2)

ULS L2 LT LT LT ) #e

GLILILIL L
LT e -

onde utilizamos em (4.3) que [ [ r, == ff

Calculando Ly, + Lr, + 2Mr 1, de (4.2) a (4 4), e comparando o resul-
tado com (4.1) resulta

il

Lr,

Mr,r,

Ly =Ly, + Lr, + 2Mr,1,. (4.5)
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Isto mostra que a auto-indutancia do circuito fechado T (Fig. 4.1(a)) é
dada pela soma da indutancia mitua entre os circuitos fechados I'y e T
(Fig. 4.1(c)) com a auto-induténcia de I'y ¢ I'y, quando as curvas conectando
os pontos A a B e A’ a B’ da Fig. 4.1(c) coincidem.

A
a) I
B I
A A’
r, B B I
I, A A’ I,
\» ‘_/2
c) I I
B B’
I:m_r"-l-_[; I:=I-;+(-FJ)

Figura 4.1: Divi& a0 do circuito fechado I' em dois outros, I'y ¢ .
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O resultado em (4.5) pode ser generalizado para N circuitos fechados
dividindo o circuito original I'. Seguindo o mesmo raciocinio que levou a
(4.5), nds obtemos que

N N
Ir = Z; Lr,+ ), Mrr,. (4.6)
= [

t#)
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4.2 Demonstracao da Equivaléncia

Agora nés demeonstramos a equivaléncia entre as férmulas de
auto-indutancia dadas por Neumann, Weber, Maxwell e Graneau. Primeiro,
considere o circuito I' descrito na Fig. 4.2(a). Nés supomos que este cir-
cuito é composto de elementos superficiais. A espessura do circuito é w,
Nés dividimos T’ em N circuitos I', com espessura w, e corrente I, de tal
maneira que w = Zil w,, I, = Iw, Jw (Figs. 4.2(b) e 4.2(c)). Nés escolhe-
mos um valor grande para N de maneira a fazer v, K wew, € £ (£ éo
comprimento de T').

A auto-induténcia Ly do circuito T, nas Figs. 4.2(a) e 4.2(b), pode ser
escrita como

I j / /Srm,; .
(5/1.) G/ L)

N N
Z L[*n + Z Mpm['“, (47)
n=t ™,n

mAn

onde St ¢ a superficie do circuito I', Ly, = f [ ffsr d*M,, e Mr,r, =

oo f fso, d*M,y. B

Nés aproximamos o circuito Ty, na Fig. 4.2(c), por M circuitos fecha-
dos retangulares T, com correntes I,, na mesma dire¢do que em I, (Fig.
4.3). Esta aproximagdo pode ser aprimorada ao nivel desejado, apenas
diminuindo as areas dos retingulos e aumentando a sua quantidade M.
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Ir

Figura 4.2: Circuito genérico I'.
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Figura 4.3: Circuitos retangulares que aproximam o circuito T,.

De (4.6) nés podemos escrever

M M
Ly, = Z L['U + Z MP.,ng‘ (48)
1=1 k=1

£k

A auto-indutincia Lr,, do retangulo Ty, foi calculada na Se¢do 3.2.3. O
resultado (3.11) para o circuito da Fig. 4.4 &

J Ar
{, -
ta" m' - -
L]
LA R .
0 ©, L, _;

Figura 4.4: Circuito retangular superficial Ty,

53
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¥, = LE, = L{f, = If, =~ £ [% In (3}2—) +261n (?{fi{)
— 24ysinh™" (2 ) — 26, sinh~! (‘5_1)
fl £2
+ 48+ Bty - 22] . (4.9)

Os circuitos Ty; e Ty da Fig. 4.3 s#o dois circuitos fechados distintos
(com g # k). Portanto, MY p = M@ = M. = MIC"‘.QP.:;' Nés
concluimos, ent3o, com (4.8) e (4.9), que para o circuito T, da Fig. 4.2(c),

L =L¥ =1¥ = LE. (4.10)

Consequentemente, como M{'. = MPL = MM, = M (dois cir-
cuitos fechados distintos da Fig. 4.2(b)) e com (4.10), nds obtemos que,

LN =LF =¥ = L§. (4.11)

A prova da equivaléncia entre as expressbes de Neumann, Weber,
Maxwell e Graneau foi obtida utilizando um circuito superficial genérico
I' (Fig. 4.2(a)). Nés podemos também utilizar um circuito volumétrico
I'. A demonstracao de equivaléncia neste caso segue exatamente o mesmo
raciocinio apresentado para o circuito superficial. E somente necessério uti-
lizar circuitos retangulares volumétricos I'y; (Fig. 4.5), cuja auto-indutancia,
utilizando a expressdo (3.19), é dada por (4.12):

L

g,
——

z o, l. x

Figura 4.5: Circuito retangular volumétrico T'y;.
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F’D 2£2 251
Lf:v‘u — LIWC, = LTM., = Lﬁ, " -2-1?[2£2ln (—;’—-—-) +2£1111(

s ety
— 20y siph~! ) — 24, sinh ™! 4 + 4082 4 22
£1 £2 1 2

+ (0 + ) (%-glnz-%”)]. (4.12)

Com isto provamos pela primeira vez na literatura que a auto-induténcia
de um circuito fechado com corrente superficial ou volumétrica tera sempre
o mesmo valor quando calculada com as férmulas de Neumann, Weber,
Maxwell e Graneau. No caso de circuitos com elemento de corrente linear
todas estas expresstes divergem. Além da importancia tedrica deste fato,
ele mostra que na pratica podemos utilizar a férmula que mais simplificar
os calculos no caso de uma geometria especifica.
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Forca



Capitulo 5

Forca Entre Elementos de
Corrente

Enquanto na primeira parte deste trabalho apresentamos célculos e fize-
mos demonstragoes sobre o coeficiente de indutancia, nesta segunda parte
faremos o andlogo para a forca entre elementos de corrente. Estaremos
analisando duas expressdes para a forca entre elementos de corrente: a
forca de Ampére e a for¢a de Grassmann.

5.1 Forca de Ampeére

Na célebre experiéncia de Oersted uma agulha imantada sofre a a¢io de um
fio conduzindo corrente [Mar86]. Se por um lado este fato motivou Biot e
Savart a escreverem uma expressio para o campo magnético gerado por um
elemento de corrente com a intengao de explicar tal fendmeno, por outro
Ampere acreditava que o resultado obtido por Oersted era fruto da interagao
entre correntes elétricas. Interagio esta entre a corrente no fio condutor e as
correntes microscopicas que ele supos gerarem o comportamento magnético
na agulhal,

Ampére iniciou entdo um minucioso trabalho experimental que culminon
com uma expressdo para a forga entre elementos de corrente (marco inicial
da drea da fisica que hoje designamos por eletrodinamica), [Amp23, Amp65)
e [Whi73], Vol. 1, pigs 84--88,

1Esta & a chamada conjectura de Ampére: O campo magnético em materiais
magnéticos ocorre devido ao fluxo de correntes elétricas microscépicas em cada molécula
do material.

143



60 CAPITULO 5. FORCA ENTRE FLEMENTOS DE CORRENTE

No sistema internacional de unidades e utilizando notagac vetorial
moderna podemos escrever a for¢a de Ampére a!ZF;;t no elemento de corrente
Ldr,, localizado em 7, devido ao elemento de corrente I,d7), localizado em
7y, COMO

=] I 2 — N - ~ — —
LA = B0 Ty 34 b VAR, - #y) - 2dF - dR). (5.1)
4 dr rZ
Deve-se observar que esta expressio sempre satisfaz o principio de agao
e reagdo (d?Fj} = —d’F#) e esta sempre apontando ao longo da reta que

une os dois elementos,

5.1.1 Forga de Weber

Se o trabalho de Ampére servin para elucidar a relagdo entre galvanismo
(correntes elétricas em condutores) e magnetismo, ¢ passo que estava fal-
tando para a unificagio da eletrodinimica com a eletrostitica era a con-
cep¢do atomistica da corrente elétrica. Este passo foi dado por Weber,
que baseado nesta concepgio atomnistica do elemento de corrente e nos re-
sultados experimentais obtidos por Ampére escreveu a expressdo que hoje
conhecemos por forga de Weber.

Apresentaremos a seguir a dedugio da forca de Ampére dentro da
eletrodindmica de Weber.

A forga de Weber, além de unificar os efeitos eletrostaticos com os efeitos
eletrodinamicos, foi a primeira expressio que permitiz uma ligacéo entre o
eletromagnetismo e a velocidade de propagacéao da luz no vacuo, ¢, abrindo
assim o caminho para a relagio entre o eletromagnetismo e a dptica.

Podemos deduzir a forga de Weber da energia de Weber, (1.7), apresen-
tada na Segao 1.4.1. Consideremos as cargas ¢; e ¢p da Fig. 1.3. Sendo V¥
a energia de Weber de interagio eletrodindmica entre as cargas, a forga de
Weber ﬁf’;‘{ , que a carga gz exerce sobre 4 carga ¢, é dada por:

" dv¥

Ry = —~fug2. (5.2)

Substituindo em (5.2) a expressdo (1.7) para V¥ e fazendo os cédlculos
resulta que:

=t q192 F12 17, B
Fa = zrq,;z—[l*“c—z("w"l?‘%)]
12
9142 P12 | P 3(~ . )2 Lo
r— —_— I —— . JE—— N .
dmeg rfz{ +c2 [ 12712~ 5 \Ti2 T +ris-Fi2f ¢,

(5.3)
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onde 715 = d?rio/dt? e 713 = diia/dt = d27y3/dt?. Pode se obter facilmente
que:

diig _ T1z - 712 = (F1a - F12)2 + 712 - Fia

‘Fig —_ =
dt r12

(5.4)

Como podemos ver na expressao acima, FJ¥ = —F§/. Outras impor-
tantes caracteristicas da forga de Weber podem ser encontradas em detalhes
em [Ass94].

Esta nfo é a \nica maneira que temos para derivar a forga de We-
ber. Podemos derivi-la através da utilizagao de uma energia potencial
lagrangiana de Weber U} [Bue94]2.

5.1.2 Expressao de Ampere

Deduziremos a forga de Ampére da forga de Weber, utilizando o modelo de
elemento de corrente apresentado na Se¢ao 1.2. Considere os dois elementos
de corrente da Fig. 1.1. A for¢a de Ampére dz.ﬁg no elemento ¢ devido ao
elemento j sera dada pela superposigio das for¢as em cada uma das cargas
infinitesimais que constituem o elemento 2 devido As cargas pertencentes ao
elemento 3. Para a forga entre as cargas utilizamos a for¢a de Weber. Com
notacgao dbvia, podemos escrever:

dPFA = 2EY, + PFEY _ + d*FY |+ dPFY (5.5)

Utilizando a neutralidade dos elementos de corrente (dg_ = —dgy) e
a expressdo para a for¢a de Weber (5.3}, escrevemnos para cada uma das
parcelas em (5.5):

dg,eda,y (. oo
d2E+J+ = %E_Oﬁ T:zj (1 -+ c_z{(rg.}. - 7'J+) . (T'|+ - 1’_,+)
3

-3 [f‘s: (P = ;7;+)]2 + Ty (g — %J'l-)})’ (5.6)

2Ver uma outra maneira em [Wes87h)].
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- dq,+dgq,+ 7 171 . - . R
)

_ g [fy - (s _,‘:3_)]2+ﬁ,-(531+-5ﬁ—)}),

(5.7)
= dgi1dg; 4 % 1 [ - o = 5
2 FW - ++0D+ My . —
dFT,. = ~Tire, 7 1+ (Foe = Fy) - (Foe = 74)
3. (= _ s Pls (& _=
T3 Fiy - (Fa- — "'J+)] + 7y (Fim =~ F4) ¢ ],
(5.8)
~ dg,+dg;+ 7 1 . - - L
2 7w — s+ Ty — - . —
d Fs—J— - 47eg r% (1 + c? {(1‘,_ 1'3_.) (1‘;_ TJ—)
3. /o L 012, . o
-3 Fog + (Faz — 7‘:—)] + 7y (F- — "J—)} )
(5.9)

onde j& utilizamos a aproximacio para os elementos de corrente (74,4 =
Figs o).

Substituindo as expresstes (5.6) a (5.9) em (5.5) chega-se & Eq. (5.1),
onde utilizamos a defini¢do (1.1): I,df, = dg,4.(F.4+ — 71~), € 0 mesmo para
J. Neste caso I, = I para todo 2 e I, = I3 para todo j.

Esta é a forca de Ampére entre os elementos de corrente : e j da Fig.
1.1. A iltima igualdade de (5.1) demonstra que a for¢a de Ampére satisfaz
a¢ho e reagho para elementos de corrente.

A tinica hipdtese que utilizamos para esta deducdo foi a neutralidade dos
elementos de corrente. Nao importa se as cargas nos elementos de corrente
estdo aceleradas ja que a aceleragdo nao aparece no resultado, final (5.1).
Também n&o importa se os modulos das velocidades das cargas positivas
e negativas em cada elemento sio iguais ou distintos entre si. Portanto,
a forga de Ampeére vale mesmo quando a corrente esté4 variando no tempo
(corrente alternada, transientes, ...). Além disto, ela vale ndo sd em cor-
rentes metalicas (74 = 0), mas também em plasmas gasosos e correntes em
eletrolise onde as cargas positivas também se movem em relagio ao meio
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condutor.

A ndo imposig¢do de restri¢des aos modulos das velocidades das cargas
positivas e negativas nos elementos de corrente na dedugdo da forga de
Ampére, (5.1), a partir da for¢a de Weber, (5.3), demonstra que nio é
necessario utilizarmos a hipétese Fechner®, que hoje j& sabemos através de
diversos experimentos® nio ser verdadeira [Ass90]. Portanto, a obje¢do &
eletrodindmica de Weber por causa de Weber ter utilizado inicialmente a
hipétese de Fechner nio tem sentido, como vemos em [Whi73], Vol. 1, pags
205-206. Isto é, a partir da eletrodinamica de Weber se deriva exatamente
a for¢ca de Ampére mesmo nao valendo a hipdtese de Fechner.

Além dos livros didaticos no discutizem em detalhe a questdo da forga
entre elementos de corrente, alguns chamam a expressdo da forga entre
circuitos fechados de corrente deduzida da forga de Grassmann como sendo
de Ampére, [JacT5], pag. 169-173. A for¢a de Grassmann é o assunto da
proxima Secgdo.

3Ver Secdo 1.2,
4Como por exemplo o efeito Hall.
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5.2 Forca de Grassmann

Ao contrario da for¢a de Ampére que é fruto de um minucioso trabalho
experimental desenvolvido por Ampére, com o intuito de entender os resul-
tados experimentais de Qersted, a expressdo para a for¢a entre clementos
de corrente na eletrodinamica classica, a for¢a de Grassmann, é fruto do
trabalho tedrico em matematica de Grassmann. Grassinann sugeriu em
18455 [Grad4b, Gra65], uma expressio para a forga entre elementos de cor-
rente. Seu objetivo era ilustrar através desta expressdo a aplicagéo de uma
dlgebra ndo comutativa desenvolvida por ele, [Ass94], pag 89-90. Mais
tarde, esta expressao veio a se tornar a parte magnética (qr x B) da forga
de Lorents, com B dado pela expressio de Biot-Savart.

A forga de Grassmann no elemento I, dr,, localizado em 7, exercida pelo
elemento I,d7,, localizado em 7, é dada por:

. - =+ ., — d-‘ F
RS = LR x dB5) = 17 x (o)
¥
mzl{;rl rl [(dF; - #3y)d7; — (dF; - dT))F]. (5.10)

LX)

Em (5.10) dB,(7,) é a expressio de Biot-Savart para o campo magnético
no ponto 7, devido ao elemento de corrente I,d7, localizado em #,. Ela foi
obtida por Biot e Savart em 182{ apenas algumas semanas apds a desco-
herta de Qersted, a partir de um Winico experimento com um longo fio com
corrente interagindo com uma pequena agulha magnetizada, [BS20, BS65]
e [Whi73], Vol. 1, pags. 67-94.

Deve ser observado que a for¢a de Grassmann entre elementos de cor-
rente nio satisfaz ao principio de agio e reagio de forma geral: dgFG #

ndzfﬁ. Apenas em alguns casos particulares isto vai ocorrer. Além dlsto,
em geral a for¢a de Grassmann ndo vai estar apontando ao longo da reta
que une os dois elementos. Trocando entre si os indices 2 e 3 em (5.10)
obtem-se:

= OI L1 ..
PR = . 7 —-[dF) x (d7f X )]
#DII 1 - oa - - -~
= L8 (07, = (4 0]
# -d'F]. (5.11)

SMais de 20 anos apts Ampéere.
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5.2.1 Forcga de Liénard-Schwarzchild

Na eletrodindmica classica a for¢a que descreve a interagio eletrodinémi-
ca entre particulas carregadas é a forca de Lorentz. Podemos escrevé-la
em fungao dos campos eletromagnéticos ou entdo em fungdo dos potenciais
vetor e escalar:

Fi=qBtoix B=—qFe+ )4 oix (95 4. (12)

Nesta ultima forma, quando substituimos os referidos potenciais pe-
los potenciais de Liénard-Wiechert, obtemos o que chamamos de forga de
Liénard-Schwarzchild. Esta forga descreve a interagio eletrodinamica entre
duas cargas pontuais (por exemplo as da Fig. 1.3).

Até segunda ordem em v/e os campos elétrico e magnético no ponto 7
devidos a uma carga pontual ¢ localizada em 73, movendo-se com veloci-
dade 75 e aceleragdo 72 em relagio a um referencial inercial O, sio dados
por ([O'R65], Vol. 1, pags. 215-223; [PK74, EKL76]; e [Ass94], Sectes 6.2
¢ 6.8, pags. 143-147 e 177-179):

= ooy _ g2 11, 737y 3(Pi2- 1)
Ea(h) = dmeg T3, [r12(1+ 2c? 2 e
7_"12'1"_"'2 7“12%2
ot )_ 2 ] (5.13)
1 & xs
By(r) = 2 o 22T (5.14)

dmeg riy, 2

Nestas expressdes todas as grandezas (incluindo 7, 73, 7y e ’Fg) 830
calculadas e medidas no tempo presente t e nao no tempo retardado t* = t—
r12/ec. Isto porqué para chegar nelas ja se fez uma expansio nos potenciais
retardados em torno de t* = t. Estas expressdes sdo corretas até segunda
ordem em v/e¢, inclusive, ¢ foram derivadas levando em conta os efeitos de
tempo retardado, de radiagio eleiromagnética, e correcdes relativisticas.
Para saber a for¢a que uma carga ¢; localizada no tempo ¢ em 71 vai sofrer,
basta usar a for¢a de Lorentz F12 = qlE’z + ¢17 X Bz O resultado final é
a chamada for¢a de Lienard-Schwarzschild.

Uma maneira alternativa de deduzir a for¢a de Liénard-Schwarzschild é
através da lagrangiana de Darwin (ver Sec¢do 1.5.1), utilizando o formalismo
lagrangiano para a dedu¢do da for¢a. A energia potencial lagrangiana de
Darwin U{} é dada por (1.18).
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A expressio para calcular a forca de Liénard-Schwarzschild entre as
cargas q; e q2, Fis°, através da energia potencial lagrangiana de Darwin
apresentada acima é [Bue94],

3

, UB  d OUR
LS _ _OUf 12 \ .
Fif =32 ( Oz1m | di 6:':1,,.) Fms (5.15)

m=1

ondea:n =r, 21220 em13—-21,ml—w xg_y, &3 = %.
Substituindo (1.18) na expresséo (5.15) e fazendo os caleulos chegamos
al

1 3 (f12 - 72)?
fLs = g T{[ (1+r2 s 2(rlzc2r2)

dmey T
' g - 7 riaTa :, Fy X P12
-z )_ 1 ]+r1 x ( 5 )} (5.16)

Diferente do que acontece com a forga de Weber, com a forga de Liénard-
Schwarzschild nao temos Fi* = —FL5. Trocando entre si os indices 1 e 2
em (5.16) chegamos a

nLs q142 1 R ’l"‘l 1 3(f‘12';:'1)2
Fa® = %F{["”(” 5 T3
12
Fia - 71 r1971 - 71 X F12
M )+ 2c2]+r2x(T)}'

# ~FL. (5.17)

5.2.2 Expressao de Grassmann

Para caleular a forga de Grassmann seguiremos um procedimento andlogo
ao utilizado na Se¢ao 5.1.2. Da mesma forma que aplicamos a for¢a de
Weber ao modelo de elemento de corrente para obtermos a forga de Ampére,
vamos aplicar a for¢a de Liénard-Schwarzschild ao modelo de elemento de
corrente. Para os elementos de corrente da Fig. 1.1 definimos: ,

d?ﬂfj sd?FL5, + E*FES_ + d*FLS, 4 d*FES

t—gm"

(5.18)

Para obter os termos d2FLS acima, utilizamos (5.16), a aproximagao

para elementos de corrente (74,4 = 7;, ...) e a neutralidade dos mesmos
(dg— = —dg4):



5.2. FORCA DE GRASSMANN 67

LS, = dg.4dg,y i{ [;'11(1 g Pk 3Ry )’
47

2 2 2
dmeg T Ze 2 ¢

oy Ty TagTot o Tt X Fy
- - bRy x (DR
2c? 2c? o+ c? !

(5.19)
- dg.ydg,r 1 (], P - Te 3 (R )2
ppLs _ _%%464+ 1 1 _e\Ty Ty
d FH-J_ - 471’60 T'EJ{[TU(]-_F 2(52 2 c2
Fiy - .1"",_ r,_,;';',_ . ;"’J_ X Ty
- ) -] e (B3R
(5.20)
- dgidg,e 1 ([. Py For 3 (Fy e’
2oLs - Y%+ A R o R Y L & &
d F'—'H- - 4meg 'PEJ{[T‘J(I-I- 2c2 2 c?
NN Fyp X Fy
- ) - ]+’°‘“X( a))
(5.21)
- dgedg,e 1 []. Py Tpe 3 (Fy-7y-)?
27LS 1+ 0+ 1 1 3= _ 9Ty Ty
FhS- = drey r?J{[r”( t e 2 c?
Ty - %J— T“J"%}- 5 1;_"3— X Ty
-PgE) - 2c2}+“'"( =)}
(5.22)

Substituindo as expressoes (5.19) a (5.22) nos respectivos termos de
(5.18) e utilizando a definigio (1.1), obtém-se finalmente (5.10), sendo I, =
I, para todo t e I, = I3 para todo J.

O elemento de corrente € uma idealiza¢do matematica que facilita o es-
tudo macroscopico da interagdo entre correntes elétricas. Apesar da forca de
Grassmann n#o satisfazer, ein geral, a¢ao e reagho entre elementos de cor-
rente, temos que nos preocupar de fato é se este comportamento se estende
para circuitos macroscopicos. Este tema serd abordado em profundidade
mais adiante.

Poderiamos ter deduzido a for¢a de Grassmann de uma maneira mais
simples, através da utilizacio da for¢a de Lorentz, ao invés de ter utilizado
a forga de Liénard-Schwarzschild. Optamos por este ltimo caminho pois
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ele evidencia o fato, importante no contexto do nosso trabalho, que a forga
de Grassmann é a expressdo correta (até segunda ordem em v/c)® para a
forga entre correntes elétricas na relatividade restrita.

5Caso das correntes usuais em experimentos.
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5.3 Equivaléncia Parcial

Apesar das duas forgas serem diferentes entre si, elas dao o mesmo resultado
quando calculamos a for¢a exercida em um elemento de um circuito devido
a todos os elementos de um segundo circuito fechado. Por exemplo, se
calcularmos a for¢a que o circuito I'y da Fig. 1.2 exerce no elemento I,dr,
do circuito I'y, acharemos o mesmo resultado tanto integrando a for¢a de
Ampere, (5.1), quanto a for¢a de Grassmann, (5.11). Este resultado ja é
conhecido, € podemos ver esta demonstragiao em [Tri65], pag. 55; [Whi73],
Vol. 1, pdgs. 82-87 e [Ass94], Segdo 4.5. A razdo para isto é o fato notével
de que a diferenga entre as Eqs. (5.1) ¢ (5.11) é uma diferencial exata, que
quando integrada em I'; resulta zero. Apresentamos a seguir uma prova
simplificada deste fato,

Integrando para o circuito fechado 'y, Fig. 1.2, as expresstes da forga
de Ampere, Eq. (5.1), e da for¢a de Grassmann, Eq. (5.11), obtemos a for¢a
dF_,l que o elemento de corrente Igdr_, do circuito I'y sofre devido ao circuito
T'y, respectivamente:

- LI # 7
dip = Bl fmiid“,.“ ar; - #, —2f—‘ld*.d"
71 - 3 ) TEJ( T T'”)( r.? rJ) I, 7‘,2,( Ty TJ) ]
(5.23)
" LI 7 1
dF¢ = *““_I%(f-&df.dr* -f——df.f dﬁ). 5.24
Fa ! 4 I lej( & J) I r%( J 1.7) ( )

Calculando a diferenga entre (5.23) e (5.24), e utilizando algumas iden-
tidades vetoriais obtemos:

dis _gie = _3Swmhly g [ [ (dF - Fy)(d7 - Fy)
1 1 e 2 L, T

_ f}l (dﬁr;Jd’:}))_ (5.25)

Na Sec¢éo 1.7 mostramos que as duas integrais na expressao (5.25) sdo
iguais entre si (ver Eq. (1.36)). Este fato em (5.25) completa a nossa
demonstragdo da equivaléncia entre a for¢a de Ampére e Grassmann para
a forga que um circuito fechado de corrente faz num elemento de corrente
externo a ele.

Alguns defensores da forga de Grassmann alegam que o fato dela nio
satisfazer agdo e reagho entre elementos de corrente ndo é importante, pois
elementos de corrente ndo podem ser isolados para fazermos experiéncias.
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Sendo o elemento de corrente um modelo matemdtico para facilitar o calculo
de situagdes macroscdpicas, temos que analisar estas situagbes. No caso de
um circuito fechado de corrente e um elemento de corrente externo a ele,
como vimoe acima, além da for¢a de Grassmann satisfazer acéo e reagio,
ela fornece o mesmo resultado que a for¢a de Ampeére. Cabem entdo as
seguintes questdes: E quando calculamos a forga que um circuito fechado
exerce num pedago finito dele préprio? No caso de um circuito aberto
(como por exemplo antenas), Grassmann n#o satisfaz a¢do e rea¢ao e nem
deve dar o mesmo resultado que a forga de Ampére. Quais implicagGes
experimentais isto tem?

Estaremos respondendo neste trabalho a primeira questio feita acima.
A segunda, circuitos abertos, néio é o objetivo do nosso trabalho. O leitor
interessado nesta érea, pouco explorada, pode consultar {Wes90b)].

Para respondermos a primeira questio acima teremos primeiro que re-
solver o problema de como calcular a forga, ja que quando integramos as
expressdes (5.1) e (5.10) para calcular a forga entre elementos em contato
de um mesmo circuito, ela diverge. Mostraremos na Se¢do seguinte qual a
técnica que utilizaremos, e no Capituloseguinte o resultado da sua aplicagio
a diversas configuragoes.
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5.4 Descricao do Método

Quando nés tentamos calcular a for¢ga numa parte de um circuito devido
ao restante do circuito (partes em contato), o resultado diverge (a forga
vai para infinito) para ambas as expressoes. FEsta incapacidade em lidar
com este problema é a principal razdo pela qual poucos cilculos deste tipo
foram publicados desde que Ampére formulou a sua expressdao de forga.
Para evitar esta divergéncia algumas pessoas tém tentado introduzir uma
distancia de separagdo finita entre as duas partes do circuito, {ver referéncia
em [Gra85a}, pags. 179-203), ou introduzir um elemento de corrente de
tamanho finito para utilizar analise de elementos finitos em calculos com-
putacionais [GG85). Uma maneira inquestionéavel de se fazer estes calculos
e obter valores finitos sem hipoteses arbitrarias é usar elemento de corrente
superficial, ou volumétrico, ao invés de elemento de corrente linear. O
primeiro a calcular explicitamente a for¢a entre duas partes em contato de
um circuito por este método correto foi Wesley [Wes87b, Wes87a, Wes90a],
no caso de elementos de corrente volumétricos.

Estamos interessados, principalmente, no caleulo da forga em uma parte
de um circuito fechado devido a todo o circuito. Quando integramos as ex-
pressdes (5.1) e (5.10), para um circuito Unico, o resultado diverge por causa
dos elementos em contato no circuito’, Podemos eliminar este
problema de duas maneiras: utilizar integragdo numérica com elementos de
corrente linear de tamanho finito (tipicamente da ordem do espagamento
interatémico) {Gra8ba, Gra90]; ou substituir o elemento de corrente linear
por elemento de corrente superficial ou volumétrico, realizando integracio
numérica [Moy89b, Moy89a, Moy89¢|, ou analitica [Wes90a]. Neste tra-
balho utilizaremos esta ultima técnica [AB95b].

E claro que a utilizagio de elementos de corrente lineares (introduzidos
na Secdo 1.2) é abstrata e nio corresponde & realidade. Podemos methorar
esta representacao trocando a corrente linear por uma densxdade de corrente
superficial X, ou uma densidade de corrente volumétrica J. A relago entre
estas quantidades é:

Id¥ «— Kda — JdV, (5.26)

onde da é o elemento de area e dV o elemento de volume,

Substituindo estas relagdes nas equagdes (5.1) e (5.10) obtemos,
respectivamente, a expressdo da forca de Ampére e Grassmann para ele-
mento superficial, d“FA e d1F¢ > € para elemento volumétrico, dsﬁ",‘; e
dsﬁg":

7Ver exemplos na Segao 6.1.
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d* A

dSFA

d*Fg

-

dGFG

HoTy [3(}?; ‘ﬁ;)(ﬁj 'f“J) - 2(}?' ) XJ)] da'da:"

Arre
dw rk

_d4i}f1

Ho f'u N I oa .7
Zﬂ—';?; [3(']: o)y - o) — 200, JJ)] dV,dV,

_dsﬁ'}f,

1.2 2., L
—:_; r_:-’[(K' - Ky)y — (K, - #yy)K,)da,da,,
1}

po 1 o= ol IR
I ;?J'[(Js . JJ)riJ - (/- rU)KJ]dV*dVJ‘

(5.27)

(5.28)
(5.29)

(5.30)



Capitulo 6

Forca em Diversas
Configuracoes

Calcularemos neste Capitulo a for¢a entre elementos de corrente (linear,
superficial e volumétrico) em diversas situagoes, utilizando as expressoes

{5.1), (5.10), (5.27) a (5.30) [AB95b].

‘6.1 Elemento Linear

Nesta Se¢@o estaremos calculando a forga somente em situacgdes que nfo
apresentam problemas de divergéncia (os fios ndo estao em contato), o que
permite a utilizaggo de elementos lineares.

6.1.1 Fios Paralelos

Primeiro calculamos a forga entre dois fios paralelos. Utilizamos os fios
descritos na Fig. 3.1. ﬁlz é a forga sobre o fio 1 devido ao fic 2. Para
esta situacdo temos: dr, = dz,2, dr, = dx,&, 7, = 0,8, ¥, = z,& + bj.
Substituindo estes valores em (5.1), (5.10) e (5.11), e considerando os limites
de integracgio, obtemos, respectivamente:

. IiTI £y a+£2 A i
Ffy = “041 2_/ '_d:c,f dz; [(x: ~ 2;)% + bf]
T 0 a
ez, —2,)* 2
\T w3
1 17
= -Fg, (6.1)
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= Ll b
FS = _«#0 1 2[ / dx,

— (6.2)

Integrando a expressao (6.1) para achar a forca de Ampére o resultado
exato é:

A pA [J,UI112 -1 G‘|"£2 o ainh—1 E
F12 == F21 = 47!' [ ( nh (__b Slnh (b)
— ginh™! at=h th - b +sinh™?! i b
b b
" oa+t 4y a a4y — 4

Tt Gy + R Gt [(ax g — £ 4

a—t ([(a+£2)? + 6712
- [(0*51)2-:132]1/2) + ( E 2
+ [(a — £4)? + 62}1/2 3 (az + 62)1/2

b b
[(a+ € — £,)2 +p2)1/2 b
- b + (aZ + 62)172
+ b 3 b
R = CRY A EA D e
b
- )| ©3)

Caso b — ( (dois fios paralelos e colineares de comprimentos £; e £y
separados por uma distancia d = a — £; > 0) a for¢a de Ampére se reduz a:

= = - pod1 I d+ ¢
Fo=—Fp =200 (0 (D) 4m(222)). (6o

Isto indica uma repulséo entre os fios caso as correntes estejam no mesmo
sentido. Se fizermos d — 0 nesta ltima expressdo (ou seja, @ — £1) a forga
vai para infinito. Neste caso os fios 1 e 2 estdo se tocando. Para evitar
esta divergéncia temos que tratar com elemento de corrente superficial ou
volumétrico, ao invés de linear.

Para obter a forga de Grassmann resolvemos as integrais em (6.2). O
resultado exato obtido é:
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3 2] L poly I a + £5)% + b2]1/2 a—£)? + b2]1/2
Fg = -F§ = -ty ([( z)b A 1)b ]
(62 + 82 [(a+ by — &) + B2J1/2
B b - b : (6.5)

Se fizermos b — 0 (em (6.2) ou (6.5)) a forga de Grassmann tende a zero.
Ou seja, nao ha for¢a entre dois fios paralelos e colineares de acordo com
Grassmann.

Com a for¢a de Ampére, (6.3), obtivemos o resultado esperado: vale
a¢do e reagdo. No caso da for¢a de Grassmann, (6.5), a validade da ac¢éo e
rea¢do nao é um resultado trivial (principalmente em situacéo de circuito
aberto), e neste exemplo é uma peculiaridade da geometria. No exemplo da
proxima Segdo (fios perpendiculares), veremos que a for¢a de Grassmann
nio mais satisfara a¢io e reacio.

6.1.2 Fios Perpendiculares

Consideremos os fios perpendiculares entre si da Fig. 3.2. Como podemos
ver da figura, df; = dx, &, dr, = dy,§, 7, = 2.2, ¥, = ai + y;§. Com estes
valores e considerando os limites de integracio das varidveis , ¢ y, nas Egs.
(5.1), (5.10) e (5.11), obtemos

. I T £, biiqo
Ff = ”O : 2/ f dy, [(z, — )& — y,9]

(3(:0. - a)yj)
= “ﬁﬁ: (66)

para a forga de Ampére, ¢

b+ea _
S = nﬂohf:z/ / dy, (:::, a)’ (6.7)

. s L, 4 b+z,
Fﬁ - ,Uﬂ 1 2/ / r3’ (6.8)

para a forca de Grassmann.
Calculando as integrais em (6.6) obtemos o resultado exato:
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B4 _ _pA _,uoflfg Ao 1 fhh—a : —1( a )
Ffs = —-F5 = P [:r: (smh (b T 82) + sinh A
.1 ff1—a =1 (%Y £i—a
— sinh (—-—-—--b ) sinh (b) (01— a)2 + (b + &)2]72
a 4 !.’1 —a + a )
— [a+ b+ &)272 " [(8 —a)2+ 0212 " (a2 + b2)1/2

af o= b+ 2y . =1 b 1 fbFE
1 — — ————
- y(smh (|a — £1|) sinh (-—-—-—-——-la m sinh -

+sinh'1 E _ b+£2 + b
o) =87+ G+ BT [0y + 67

b+ £y b
+ [2 + (b + £)2]172 (a2 + 52)1/2)] ' (6.9)

E resolvendo as integrais em (6.7) ¢ (6.8) obtemos os resultados exatos:

2¢ _ odolilaf .y b+ 4y iyt E
Fy = Y= (smh (—a sinh -
o f b+ -1 ( b )
— sinh™! | ——= Wt ——) ), (8.10
sin (131 — at) 4- s1n ] ( }
e pohilaf . 1 fb—a o1 (a
Foi = £ pp (smh (———-——b ) + sinh ( b)

— sinh™! (ii_l__e;l) — sinh™! (b-:fz))’ (6.11)

Como haviamos dito na Segédo anterior, a vahidade da a¢do e reagdo para
a for¢a de Grassmann no caso dos fios paralelos, (6.5), foi um resultado da
geometria e ndo uma propriedade da for¢a. J4 quando os fios sdo perpen-
diculares entre si, Fig. 3.2, a forga F'§ que o fio 1 faz no fio 2 nio é o oposto
da forca FG que o fio 1 sofre do fio 2 (respectivamente expressdes (6.10) e
(6.11)).

Além disto, obtivemos que Fji # FG e Ff # FS.

Se fizermos a ¢ b tender a zero nas Eqgs. (6.9) a (6.11) o resultado diverge.
Nestes casos os fios 1 e 2 se tocam. Esta ¢ a divergéncia a que nos referimos
na Segdo 5.4, e que nos obriga a abandonar o modelo de elemento de corrente

linear se quisermos analisar a situagio de for¢a em um circuito fechado
anico.
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Baseados nas expressoes que obtivemos para os casos dos fios paralelos e
perpendiculares entre si, nas Se¢Oes anteriores, resumimos nas Figs. 6.1e 6.2
o comportamento qualitativo das forcas de Ampére e Grassmann. A forga
de Grassmann satisfaz ag8o e reagfo nos casos (b} e (¢). Além da forga de
Ampére satisfazer a¢io e reagio em todas as situagdes, ela prediz uma forga
longitudinal no caso de fios alinhados, (c), enquanto a forga de Grassmann
nao. Esta caracteristica é a base dos recentes trabalhos experimentais de
Graneau. Discutiremos mais a respeito desta diferenga entre a forca de
Ampére e Grassmann na Se¢do 8.3.
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Py,
—

b) I

I
—
j-—fr’

1
c ) >
iff—
-

-F

Figura 6.1: Comportamento qualitativo da forca de Ampére.
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Sk
vy —»
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-
b) I
I
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I I
c) —»>— >
F=0 F=0

Figura 6.2: Cornportamento qualitativo da forga de Grassmann.
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6.1.3 Circuito Retangular

Como dissemos anteriormente (Segao 5.4), quando o objetivo é calcular
a for¢a entre partes de nm mesmo circuito que estao em contato, nos de-
paramos com o problema de n#o ser possivel fazer tal caleulo com elementos
de corrente lineares. Apesar disto vamos dar um exemplo nesta secdo de
que, em determinadas situac¢des, com a utilizagdo de argumentos de simetria
podemos superar esta dificuldade. Os argumentos de simetria nos permi-
tirdo eliminar a forga entre partes do circuito em contato, possibilitando a
utilizagfo de elementos de corrente lineares.

Na Fig. 6.3 nés apresentamos o circuito utilizado para os calculos. O
circutto composto pelas partes de 1 a 12 é fechado. Por ele fiui uma cor-
rente uniforme e constante /. Estamos interessados ein saber a forga na
parte 1 (designada ponte!) devido ao restante do circuito, partes de 2
a 12 {chamado suporte). Podemos imaginar que a ponte estd conectada
ao restante do circuito através de cubas de mercurio liquido em ambas
as suas extremidades, ou por arcos elétricos. Desta maneira a ponte fica
mecanicamente desconectada do suporte, embora permanega eletricamente
ligada a ele. Assim, a for¢a nela pode ser medida sem a necessidade de
se interromper a corrente através do circuito. Como utilizaremos elemento
de corrente linear, este calculo é vilido somente quando o didmetro w do
fio é muito menor que outras dimensdes no circuito (como por exemplo o
tamanho da ponte e o comprimento dos lados do circuito retangular). Isto
significa: w € a, w K (b—a)ew < f.

Y4
f

1

)

1z 3:
I
| 5
I
I
|

11

e o e o o e = o
I

10 7

b cd e

’.
0 x

-]

Figura 6.3: Circuito Retangular com elementos de corrente lineares.

A forga na ponte devido ao suporte Fpg leva em conta a forga das partes

10 nome ponte tem sido utilizado de acordo com o famoso experimento ponte de
Ampére ou hairpin, [Gra85a).
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2 e 12 na ponte. Ao calcularmos com Ampére a forga de 2 na ponte obtemos:
FfA = —a#, & > 0. Caso utilizissemos elemento de corrente linear entio
a — oo (ver (6.4) com d — 0 ou a — £}, Se utilizarmos elemento de
corrente superficial ou volumétrico (fios em contato mas com se¢ao reta
n#o desprezivel) entdo o sera finito, como veremos mais pra frente. Com a
for¢a de Grassmann eliminamos o problema pois a forga entre elementos
colineares ¢ nula (Fig. 8.2(c)). Portanto, F§ = F1 12 = 0. Se utilizarmos
a forga de Ampére, devido & simetria do circuito temos que F} = ~—F1,12.
Isto porqué o comprimento do pedago 2 é igual ac comprimento do pedago
12, e ambos estdo simetricamente dispostos em relagéo & ponte. Tanto com
Grassmann quanto com Ampére temos entdo que Fia+ ﬁ1,12 = 0. Assim,
para ambas as expressoes de forga so precisamos calcular a forga que os
elementos nao em contato do suporte (de 3 a 11) fazem na ponte.
Utilizando os resultados calculados nas duas Se¢oes anteriores, formulas

(6.3), (6.5), (6.9), (6.10) e (6.11),.0btemos que:

oA - el _ A OI2 oy —1 f  ainh=1 f
Fps = Fps - y—4ﬂ_ (S]llh (——-—e_b) sinh (-—-—-—e_a

o (L) - (1) 4 402 P
B el U)o Caed ) i
f 7 .

(6.12)

Dois resultados interessantes nos revela a expressio (6.12). Primeiro,
a igualdade entre a for¢a de Ampére e a for¢a de Grassmann. Este é um
resultado nao trivial. Nds no estamos integrando em um circuito fechado
(o suporte é um circuito aberto). Segundo, apesar da ponte niao estar si-
metricamente localizada em relagéo as partes 12 e 24344 (parae £ d # ¢),
a forga resultante nela nfo tem componente na dire¢do & Portanto, uma
das principais caracteristicas que a for¢a de Ampére tem, e a de Grassmann
n&ao, desaparece nesta situagao: a existéncia de forga longitudinal. Voltare-
mos a discutir esta questado na Se¢do 8.3. O resultado de que a forga do
suporte na ponte com Ampére & perpendicular a ponte, apesar dela n2o es-
tar localizada simetricamente no circuito, é altamente nao trivial. Ficamos
muito surpresos ao obter este fato, que foi contra as nossas expectativas,

Como a forga de Ampére sempre satisfaz agio e reagao temos trivial-
mente que:

Ffp = —Fy, (6.13)
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onde Ffp ¢ a forca no suporte devido a ponte.

Como a forga de Grassmann ndo satisfaz a¢do e rea¢do em todas as
situagdes (Fig. 6. 2) precisamos calcular explicitamente a forga no suporte

devido & ponte Fgp. De novo, F§ = Fm 1 = 0. Utilizando as expressoes
(6.5), (6.10) e (6.11) chegamos a:

- _ ”012 . (f2+a2)1/2 (f2+52)1/2 [fz+(b__e)z]1/2
FSGP = in [y( f - f + f

- LF” + (af— 6)2]1/2) + & (sinh"1 (5-}_-—6) ~sinh™?! (e ; a)

s () () - (22) = ()]

(6.14)

Somando esta expressao a Eq. (6.12) nos obtemos um resultado diferente
de zero. Isto parece indicar que a for¢a que o circuito retangular exerce
nele mesmo é diferente de zero, de acordo com Grassmann. Este seria um
resultado contririo & experiéncia, pois isto significaria que se o circuito
retangular estivesse suspenso no ar ele se movimentaria por si préprio.

A solugdo deste aparente problema é que ﬁps + Fs p Ndo é a for;a que
o circuito retangular exerce nele mesmo. A correta expressio é: Fpgs +
Fsp + Fpp + Fsg. Como Ampére satisfaz ago e reagao, a forga da ponte
na ponte Ffp e a forga, do suporte no suporte Fs s 830 nulas. Obviamente
FPP =0. Mas e F

Para calcular a for¢a no suporte devido ao suporte, com a forga de
Grassmann, nds utilizaremos argumentos de simetria. A forga nas partes
10, 11 e 12 devido a elas mesmas é —fF%, onde § > 0 (8 é igual a in-
finito se utilizarmos elementos de corrente linear ou £ € igual a um valor
finito se utilizarmos elementos de corrente superficial ou volumétrico). Por
outro la,do, as partes 4, 5 e 6 estdo simetricamente localizadas relativa-
mente s primeiras e tém o mesmo tamanho. Portanto, a forga que este
lado do circuito faz nele mesmo é +8%. Assim, F(10+11+12) (10+11412) +

F(4+5+6) (4+5+486) — = 0. Ou seja, Fss = FQ 1t F9 5 T Fu 3t Fs 3. Todas
estas outras for¢as podem ser obtidas dos resultados (6.5), (6.10) e (6.11).
O resultado final é:
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FG, = #2:_2 [g}(s@inh—1 (;——L&') — ginh~! (e :f_ b) —sinh ™! ( )
+ ginh™! (%)) - :f:(lsinh_1 (E—-_f-b —sinh~! (e ; a

i (2) =am (2) - (222 (2))]

(6.15)

R - )

Este é novamente um resultado nfo trivial. Qu seja, de acordo com
a expressido de Grassmann o suporte faz uma forca nele mesmo néo nula.
Conseguimos obter ¢ valor explicito desta forca com elemento de corrente
linear utilizando argumentos de simetria. .

Somando a Eq. (6.15) & Eq. (6.14) nds obtemos exatamente — F'§g. Isto
significa que mesmo com a for¢a de Grassmann neste circuito simples, a
for¢a resultante no suporte vai ser ighal e oposta & forga resultante na
ponte, embora F&, # —F§.

O principal resultado desta Se¢ao pode ser resumido assim: se nos di-
vidimos um circuito fechado em duas partes A e B, e queremos saber a
for¢a resultante na parte A de acordo com a for¢a de Grassmann, néds pre-
cisamos calcular ndo somente £'¢;, mas também £, . Este é um resultado

extremamente importante e negligenciado por muitos autores, como por
exemplo: [Wes87b, Wes90a].
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6.2 Elemento Superficial

Apesar de ainda n3o ser uma representacao fiel da realidade, o elemento
de corrente superficial permite fazer o calculo de for¢a em situagdes onde
a utilizagao do modelo de elemento de corrente linear ndo permite, devido
a divergéncias. Nesta Secdo calcularemos a forga com as expresstes de
Ampére ¢ Grassmann em diversas situacgoes.

6.2.1 Circuito Retangular I

O circuito com o qual faremos os calculos agora é ¢ da Fig. 6.4. A espessura
w do circuito é uniforme. A ponte é contituida pelos elementos 3, 4 e b e
o restante, 1, 2 e 6, formam o suporte. A densidade superficial de corrente
K tem médulo I/w e a diregdo é: & parte 1; —& parte 4; § partes 2 ¢ 3; —§
partes b e 6.

¥
L,
{,- »

L,

® o)

® I_J@

D .

0o ° -» I, x

Figura 6.4: Circuito retangular com elementos de corrente superficiais.

Commno vamos supor que £; > w, £2 — £1 > w, £3 > w, utilizaremos as
expressdes de forga para elemento de corrente superficial (5.27) e (5.29) s6
para as partes em contato do circuito {como por exemplo partes 5 ¢ 6 da
Fig. 6.4), onde ndo podemos utilizar as expressdes (5.1) e (5.10).

Forca de Ampére

No caso da forca de Ampére o calculo da for¢a resultante na ponte ﬁﬁ
devido ao circuito todo (ponte + suporte), serd utilizada integragio com
elementos de corrente superficials apenas para a for¢a na parte 5 devido &
parte 6, Fik (por simetria, Ffb & igual a FA). Do fato da forga de Ampére
satisfazer sempre acfo e reagiio, a forca que a ponte faz nela mesma F'ﬁp é
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nula. Do exposto acima podemos escrever que a forga resultante na ponte
P e

Ff = 2Ffs + F + F+ FRL + Fy + Fs+ FA + S, (6.16)

Explorando mais a simteria do circuito na Fig. 6.4

(Fg)y = (F31)y (Fit)y = (F42)y H(Fh)y = (Fg)y ;

(Fsl)x = (Fal)w ,(F.ﬂ;)x = ~(Ff ) a(Fsz)r = "(Fss)m ; }
(6.17)
(FfA)e = 05 (Fék)e = (Fh)o = 05 (Ft)y = (Fib)y -

Das relgdes acima podemos entio escrever para (6.16):

FA = §l2(Ffi + FA + Fi+ F&)y + (Fi)). (6.18)

Com #gs = (x5 — 26)2 + (5 — y6)¥, das = dagdys, dag = dredys, e
substituindo os limites de integragio em (5.27):

Iz fa—w w
FA), = 2 f d f d / d f d
( 56 4t L5 A Ys o Te Ve

% ( 3(;'15 - .%l’ts)3

(25 ~ z6)? + (w5 — us)?]*/?

_ 2(ys — o)
((z5 ~ 26)% + (ys — ys)?)3/% |

(6.19)

Apesar de trabalhosa, as integrais acima podem ser resolvidas. O valor
final exato é:
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(= 2o {ae-u)e -t -w) 4 (G-t -)

x [w? + (€2 — £ — w)?]V/? — (£3 — 2w)[w? + (£2 — 2w)?}M/?
+ (& — w)[w2 + (6 ~ w)2]1/2 + o?sinh~! (M)

73]

— w?sinh™? (é——%—J) + w?sinh~! (M) } (6.20)
w w

Se fizermos w — [ este resultado diverge, mostrando mais uma vez
a divergéncia que ocorre com fios em contato se utilizarmos elemento de
corrente linear.

As outras parcelas da expressio (6.18) podem ser calculadas utilizando
os resultados (6.3) e (6.9). A for¢a na ponte devido aos elementos ndo em
contato Fp é:

= A _ ,.ﬂ.gI fz 32—21 _ aimh—1 _li_g_
Fgp = e (l (fl) In ( 7 sinh .

+ (€3 +E§)1/2)_ (6.21)

£y
Quando nés calculamos a for¢a entre partes nio em contato, (6.21), nds
implicitamente utilizamos que w < £;, w <€ (€2 — £1) e w < £3. Por razdes
de consisténcia nés devemos também expandir o resultado entre as partes

em contato, (6.20), utilizando esta aproximagdo. Com termos até segunda
ordem em w/¢ (£ um dos comprimentos citados acima), obtemos:

A MoI fl 21 1 [#1] 3
Fa=f (1 ( )+1( - )+ln2+§+0(?)). (6.22)

Somando ent3o o valor acima com (6.21) obtemos o valor de FA:

- TPy £ (¢ (gz + £2 )1/2
FA = Ho 1 2y h 1 /%2 2 3
3 Yoor (“(w =G YT

+ 1n2+%+0(%)3). (6.23)
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Interessante notar que o resultado acima independe do valor de 4, a
altura da ponte,.

J4 que o resultado exato da integragdo com elementos de corrente super-
ficiais nao é utilizado, mas sim a sua expansao, poderiamos ter aproximado
o calculo das integrais ao invés de ter calculado exatamente e depois ter
feito uma expanséo do resultado exato. Utilizando o método de aproxima-
¢do para integrais descrito no Apéndice A obtivemos o valor aproximado

(6.22), para as integrais (6.19). Apresentamos estas contas em detalhes no
Apéndice B.

Forga de Grassmann

Faremos o calculo da for¢a na ponte da Fig. 6.4 devido ao circuito tode com
a for¢a de Grassmann, F-;? . Seguiremos o mesmo procedimento utilizado
com a forga de Ampére na Segdo.anterior. 86 utilizaremos integragio com
elementos de corrente superficiais para as partes em contato do circuito.

Com a forga de Grassmann nao podemnos afirmar a priori que a forga que
a ponte faz nela mesma FEP é nula. ﬁng = FG4+ FE+ FG+FE+ FG+FS,.
Podemos simplificar esta expressdo com as seguintes relagdes (através de
simetrias na Fig. 3.7 e dos resultados da Fig. 6.2):

| (Fﬁ)x = _(Fscfl)a: ;(F.?g)x = _(FEaGEl)m E(ng)y = "(Ffs)y 3 } (6 24)
(ng)y = (Fg,)y = (Faf:';)w =(F): = (Fs%)y = (Fsci)y =0, '
portanto,

F8p = #(2(FG)y). (6.25)

As simetrias apresentadas em (6.17) também sio vilidas para a for¢a
de Grassmann. De (6.18) e (6.25):

S = 9(2(F§ + FE + FE + FG + FS)y + (F),).  (6.26)

Com Fy5 = (24 — 5)2 + (Y2 — ys5)§, das = deadys, das = desdys, e os
limites de integragao adequados:

a ”0I2 £y £a W £y ~w
F =
T A A AT A

(x4 — x5)
(x4 — 25)2 + (ya — y5)2]3/2"

(6.27)
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Resolvendo as integrais acima e depois expandindo o resultado em
w/£ até a segunda ordem?, ou aplicando o método de aproximagao as inte-
grais, obtem-se:

G _ I-‘O-IZ £y - £y =1 by — 4,
(Fgly = yp (]H( ” sinh --—-——£3

‘\/§ 3 . -1 1 W 3
+ In2+ Y= — Zsinh (1)+§+O(‘e') . (6.28)

A for¢a acima diverge quando w — 0, como em (6.20).

As outras parcelas da Fq. (6.26), F"EF, podem ser calculadas utilizando
as expressoes (6.5) e (6.10):

e . Apofz =1 £2_£1)_ e | E_z)_ EZ_EI)
Fgp = § o (smh (_Ea sinh 7 In 7

+@+@W_0_

7 (6.29)

Substituindo a expressio acima e a Eq. (6.28) em (6.26) obtemos a forga
na ponte devido ao circuito todo com a expressao de Grassmann:

o 2 2 4 g2y1/2
F§ = il (1n (%) — sinh~! (fﬁ) + @G+e"

27 £3 £y
V2 O3 1 w)? .
+ 5 -ismh (1) - 3 +0 (7) . (6.30)

Com a for¢a de Grassmann o resultado também independe da altura £,
da ponte. Este resultado difere do resultado analogo com a forga de Ampére,
(6.23), apenas nas constantes numéricas. Comentaremos esta diferenca
mais adiante.

6.2.2 Circuito Retangular II

Nosso segundo circuito é apresentado na Fig. 6.5. A espessura w é uniforme

e continuam valendo as defini¢des de ponte e suporte do circuito da Fig.
6.4.

2{ sempre representa um comprimento tipico do circuito.
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!_t; . @ .
1 @ @
| —
® I_J @
o g D . .
o ° !J- o« t: x

Figura 6.5: Circuito retangular com linhas de corrente fechadas.

A iinica diferenga relativa 4 Fig. 6.4 ¢ na terminacao de cada uma das
partes. Cada linha de corrente agora é fechada, Fig. 6.6. Na Fig. 6.6(a)
nds temos a terminagio das partes da Fig. 6.4, enquanto na Fig. 6.6(b) a
terminagdo do circuito da Fig. 6.5. Como podemos ver, a descontinuidade
abrupta que ocorre com a corrente no caso (a} ndo ocorre no caso (b).

Forga de Ampeére

O que muda com relagio ao calculo feito na Secio 6.2.1 é nos limites de
integragao de Figk. A expressio para a forga na ponte devido aos elementos
néic em contato, (6.21), continua vilida neste caso pois a terminagao das

partes nao importa com elementos de corrente linearcs. Da expressio {6.19)
e da Fig. 6.5,

1 ”012 W ﬂ] W fg—.‘l','s
(Fﬁﬁ)!l' —_— m/o dl'ﬁ-/rs dyﬁfo dﬂ:ﬁ ‘/El dyE

y ( 3(ys — y6)°

[(x5 — 26)2 + (ys — ys)?]%/?

~ 2(ys — ye)
((xs — x6)? + (y5 — yﬁ)z)sjg)‘ (6.31)

Fazendo o calculo das integrais e expandindo o resultado final, da mesma
forma como foi feito anteriormente, ou entac aplicando o método de
aproximacao nas integrais, os resultados sdo iguais ao obtido em (6.23).



90 CAPITULO 6. FORCA EM DIVERSAS CONFIGURACOES

T A

b)

Figura 6.6: Terminacao das partes do circuito retangular.

Portanto, com a for¢a de Ampére, nao obtivemos diferenga alguma modifi-
cando a terminagdc das partes do circuito nesta ordem de aproximagio.
Assim sendo, a for¢a pna ponte devido ao restante do circuito continua
sendo dada pela expressdo (6.23). Agora faremos o cilculo com a for¢a de
Grassmann.

Forca de Grassmann

A expressio para a forga entre os elementos n&o em contato, (6.29), continua
valida para o circuito da Fig. 6.5. A modificagao nos limites de integragao
da Eq. (6.27) para a nova sitna¢io da Fig. 6.5 &
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G #012 3 43 w £y —w
= = d
(Fit)y 4‘.'rw2,/; dh/;rw y4f0 dxsll dys
)

y (x4 — x5
(x4 —25)% + (ya — u5)?]3/%

(6.32)

Tanto a aplicagio do método de aproximagao as integrais acima, quanto
o calulo exato seguido de expansao, conduz em:

Pe _u01'2 Ez—fl o winh—1 fg—fl 3 wy3
(Fqsy_-—-i-?r—(ln( - sinh 7 +ln2+§+0(—é) :

(6.33)

A mudan¢a da terminag¢do das partes do circuito mudou o valor da

constante numeérica em (F{)y, como podemos ver comparando (6.28) com

(6.33). A forca resultante é obtida substituindo em (6.26) as Egs. (6.29) e
(6.33):

=c _ o Hol? LY 1 (43 + )2 1 w3
Fg =g o (ln(w) sinh (53 +—————£2 +ln2+2+0(£) .
(6.34)
F, este resultado é exatamente igual ao obtido com a for¢a de Ampére,

Eq. (6.23).

6.2.3 Circuito Retangular II1

Continuando com elementos de corrente superficiais faremos agora o célculo
com o circuito da Fig. 6.7. A ponte é a parte 3 do circuito e o suporte é
constituido pelas partes 1, 2 e 4. Calcularemos a forga resultante na ponte
devido ao circuito todo com as forgas de Ampére e Grassmann.

Como podemos ver dos resultados anteriores a for¢a resultante inde-
pende da altura £y da ponte. Portanto, é de se esperar que também no caso
da Fig. 6.7 os resultados coincidam com os das Eqs. (6.23) e (6.34), pois a
ponte do circuito da Fig. 6.7 € o caso limite da Fig. 6.5 quando #; tende a
4.

O circuito da Fig. 6.7 também serve como modelo para o calculo da
forga na ponte do circuito da Fig. 6.3, quando a ¢ ¢ — b tendem a zero.
Nesta situagio o resultado obtido com elemento de corrente linear, (6.12),
nao é mais valido pois diverge.
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Figura 6.7: Circuito retangular com uma outra ponte,

Supomos um fluxo uniforme de corrente I na seg¢ao reta do circuito,
.Kg = -Kl = —I/wi‘, K4 = —[{2 = —-I/WZ}, daa = d.’!.‘adyg, da.; = da:4dy4.
A simetria do circuito da Fig. 6.7 permite escrever:

(FsﬁG)rf*O(sz z— ( ) ;
(FA©)y = (FA©), } (6.35)

Como nos casos anteriores Ffip = 0. Mas nesta situagio também temos

que FSp = 0. Portanto, com as relagdes (6.35) podemos escrever tanto
para a for¢a de Ampére quanto a de Grassmann que a forga resultante na
ponte Fp é:

FAC = gl2(F&%), + (F9), ). (6.36)

For¢a de Ampére

Com as defini¢Ges feitas na Segao anterior e substituindo os limites de in-
tegracdo adequados (ver Fig. 6.7) em (5.27) obtemos,

3“012 /‘W /52—1‘1 £a Yya+Es— 52

FA =

(Faidy | A J, dey 5 dy4/h_ dya/tz o
(ya — ya)*(z3 — 24)

[(za — 24)? + (yz — ya)2]5/2

Resolvendo as integrais pelo método de aproximacgio até segunda ordem
em w/¢, supondo €2 P we f3 3w,

(6.37)
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A . pol? £2 £, 4
(F:M)y = yp= (ln (;) — sinh~ ( + W
1 wy?
+1n2+-2-+o(?) ) (6.38)

Se w/€y — 0 o resultado acima diverge, confirmando o que obtivemos
em (6.9) quando @ — 0 e b — 0 (fios perpendiculares que se tocam).
De (6.3) obtemos que

2 s0p2 1 p2\1/2
#aol ((fz + £3) £y ) (6.39)

FA — —
(F31)y o7 A (72 £ 2)17%
Substituindo em (6.36) as Eqs. (6.38) e (6.39) obtemos exatamente a
Eq. (6.23). Ou seja, corno haviamos previsto, o resultado para a ponte do
circuito da Fig. 6.7 é o mesmo que para a ponte do circuito da Fig. 6.5.

Forca de Grassmann

Da mesma forma que obtivemos (6.37), obtemos com a expressao {5.29):

LT ya-Ha—-fz
it} _ MDI!! d
(Fza)y = 41rw3_/ d934/ dy«:/t Ya ,

=Y
333 - 5'34)
[(-"5‘3 —24)? + (y3 — ya)?]¥?

(6.40)

cuja solugdo pelo método de aproximagao das integrais descrito no Apéndice
Aé&

Gy _ pol? By 1l 3 w3
(Fs)y =~ (ln(w) sinh (fa +im2+240(%) ). (641)

De (6.5) ¢ da Fig. 6.7,

g, =Bl (BE )
£

2

que junto com (6.41) em (6.36) resulta também na Eq. (6.34).
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6.2.4 Comentarios

Independente da terminagao que foi utilizada para as partes que compdem
os circuitos das Figs. 6.4 e 6.5, a for¢a na ponte devido ao circuito todo in-
depende da altura £, da ponte (expressées (6.23), (6.30) e (6.34)). Podemos
comprovar este resultado com o circuito da Fig. 6.7.

O resultado (6.34) é o mesmo que (6.23). Isto mostra que a forga
de Grassmann prediz exatamente a mesma forga na ponte que a forga de
Ampére (tanto para a ponte do circuito da Fig. 6.5 como a da Fig. 6.7).
E extremamente importante ressaltar dois aspectos fundamentais para se
obter esta igualdade. O primeiro foi a inclusdo da forga da ponte nela
mesma quando utilizamos a for¢a de Grassmann (com a de Ampére ela ¢
obviamente nula). O segundo fol utilizar um circuito somente com linhas
de corrente continuas e fechadas (Fig. 6.6). Estes dois aspectos, funda-
mentais para se obter a equivaléncia entre as forcas, nao foram levados em
conta por Wesley. Ele conclui erradamente que a forga de Ampere é a tnica
compativel com os experimentos [Wes90a).

Vamos agora explicar porqué a forga de Ampére nao se modificou do
circuito da Fig. 6.4 para o da Fig. 6.5, ac contrario do que aconteceu com
a forga de Grassmann.

y 4
Ll
- wf2
(@
®
A
0 [+ ]

Figura 6.8: Ponte de Ampére com as duas termninagoes das partes do cir-
cuito, no casc da for¢a de Ampére,

Utilizaremos a Fig. 6.8 para a explicagiio. No circuito da Fig. 6.4 cal-
culamos a forga de Ampére na parte 5 devido & parte 6. No da Fig. 6.5
calculamos a forga que 6 4 6’ fazem em 5 + 5. No segundo caso temos a
mais que no primeiro: FA, Fdq e FA.. Todas estas forcas so pequenas
pois £; e €3 — £; sao muito maiores que w. Quando fazemos expansio até
segunda ordem em w /£ o resultado é igual pois as forgas acima contribuem
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apenas com termos de terceira ordem para cima na expansao.

Figura 6.9: Ponte de Ampére com as duas terminagdes das partes do cir-
cuito, no caso da forga de Grassmann.

J4 0 mesmo nao acontece com a forga de Grassmann, Fig. 6.9. Em (6.30)
calculamos ﬁﬁ-4r+4rr,5 e em (6.34) foi calculado Ff4,+5. A diferenga é que,

no segundo caso nao calculameos Fﬁ',s e, ao invés de calcularmos ng cal-

culamos ﬁf4,. Diferente do caso com a forga de Ampére, esta diferenga nao
¢ desprezivel pois 0s elementos 4’ e 5 estdo em contato, o0 mesmo ocorrendo
com 4’ e 4. Logo, as forcas F‘f‘y e ﬁg,s vao ter componentes de segunda
ordem em w/#, que ndo necessariamente precisam ser as mesmas (neste caso
em particular: ﬁf4, # ﬁﬁs mesmo em termos de segunda ordem em w/£).

Por fim, no caso do coeficiente de auto-induténcia do circuito da Fig. 3.7,
nao foi preciso alterar a terminagio dos pedagos para se obter a equivaléncia
entre as formulas de Neumann, Weber, Maxwell e Graneaun, Eq. (3.11),
como tivemos que fazer no caso das for¢as de Grassmann e Ampére. O
motivo desta diferenca est4 na dependéncia das férmulas com r (distancia
entre as particulas). Fnquanto as férmulas do coeficente de indutancia
dependem de 1/, as da forga dependem de 1/r?. Como pudemos verificar
com os nossos calculos, a dependéncia em 1/r? da forga produz alteragoes
em termos até de segunda ordem em w/£ (quando alteramos a terminagio

dos pedagos), que a dependéncia em 1/r do coeficiente de indutancia néo
term.
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6.3 Elemento Volumeétrico

A utilizagio de elementos de corrente volutnétricos faz com que os resultados
obtidos possam ser melhor comparados com os dados experimentais, do
que os obtidos com elementos de corrente superficiais. Este é o objetivo
desta Se¢do. Para tal, utilizaremos uma versdo volumétrica do circuito
apresentado na Fig. 6.5, e calcularemos a forga na ponte devido ao circuito
todo com as for¢as de Ampeére ¢ Grassmann.

6.3.1 Circuito Retangular

O circuito com elementos de corrente volumétricos que utilizaremos é o da
Fig. 6.10. As definigBes de ponte e suporie sao as mesmas que as do circuito
da Fig. 6.5. A se¢dio reta do circuito é um quadrado de lados w. O fluxo de
corrente é uniforme na segio reta de cada pedago do circuito. Cormn isso a
densidade volumétrica de corrente |.7] pode ser escrita como I/w?, onde [
¢ a corrente que flui no circuito. Suporemos, para simplificar, que w < £,
wZ by — b ew<E by

i

©® 1_I®

. @ K )
@ i x
s

Figura 6.10: Circuito retangular com elementos de corrente volumétricos.

As relagdes de simetria em (6.17) e (6.24) continuam validas para este
caso. Portanto, a for¢a na ponte devido ao circuito todo com a forga de
Ampére continua sendo dada pela expressio (6.18), enquanto que, para a
forga de Grassmann, é a expresao (6.26). Para as partes nio em contato do
circuito podemos utilizar dentro desta aproximagao o elemento de corrente
linear. O calculo da forga na ponte devido s partes nio em contato, com
elementos de corrente lineares, ja foi feito. No caso da for¢a de Ampere
é a expressao (6.21), e para a for¢a de Grassmann é a expressdo (6.29).
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Falta ent3o calcular para a forga de Ampére (F&),, e (F), para a forga
de Grassmann. Faremos isto a seguir.
For¢a de Ampire

Substituindo na espressio (5.28), fss = (5 — re}d + (¥5 — ys)u + (25 — 26) 2,
Jo = Jg = —I/w?§ e os limites de integragao da Fig. 6.10, chega-se a

la—zy £
(Féb)y = ”OI j d%‘s/ dx(;/ dZ-'sj dZs/ dy5 dys
3]

g ( 3(ys — ys)®
(25 — z6)% + (ys — ys)2 (25 — 76)2]5/2
2(ys - vs) )

(25— z6)? + (s — us)? + (25 — 26)2]3/2

(6.43)
A resolugdo destas integrais pelo método de aproximagio fornece:

=4 _ pol® £y —hy, 2, ,, 13 7 wyB
Fe =47 (] (w)+1 ( 5 ) Talkhitg 3+0(3) )s

(6.44)
Este resultado, multiplicado por 2 e somado 4 Eq. (6.21), é a forca na
ponte devido ao circuito todo com termos até segunda ordem em w /4y, w/é;

e w/fa:
=4 ool 6Y (Y (B85
Fg = 3 5 (ln (w ) sinh (63 + 5

2 r 13 w3
+§1“2_§+ﬁ+0(?))' (6.45)

Podemos ver que o resultado para ﬁjé no caso do circuito volumétrico
da Fig. 6.10, Eq. (6.45), é essencialmente o mesmo que para o caso super-
ficial da Fig. 6.5, Eq. (6.23). As diferencas ocorrem apenas nas constantes
numeéricas.

Forca de Grassmann

As simplificagdes por simetria apresentadas em {6.17) e (6.24) também
valem neste caso. Portanto, a Eq. (6.26) é a expressao correta para o
caleulo de FS no caso do cirenito volumétrico da Fig. 6.10.
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Substituindo os limites de integra¢do para as partes 4 e 5 na Fig, 6.10,
Fag = (24— 25)& + (ya — y5)§ + (24 — 25)2, Jy = =[JwPE e J5 = —I/w?},
em (5.30), resulta em:

By = Ly [Ty [Can [ [
F = / 24/ 2'5/ 35/ y4f
8y Anwt Jo o 0 £— £a—ya

la-rs (.’174 _ -’55)
* /tl ds (24 —25)2 + (ya — ys)? + (22 — 2521372
(6.46)

Da mesma forma que obtivemos uma igualdade entre a forga de Ampére
e a de Grassmann para F P, Nos circuitos das Figs, 6.5 e 6.7, esperamos obter
o mesmo no caso do circuito volumétrico da Fig. 6.10. Assim sendo, ao invés
de calcularmos explicitamente (6.46), vamos supor que o resultado para Fg
no circuito da Fig. 6.10 é 0 mesmo que o da expressio (6.45). Em seguida
provaremos que isto vai ser realmente verdade.

Podemos escrever a forga resulitante na ponte devido ao circuito todo
como sendo:

Fp
Fg

Fép + 0(2(FA)), (6.47)
F8e + 0(2(F&),), (6.48)

com Fp e FSp dados respectivamente por (6.21) e (6.29), (F&), por (6.44)
e (F%)y por (6.46).

Supondo entio que FA = FS, obtemos de (6.47) e (6.48) que,

a
]

) i 1 = -

§(Fgs — Fii)y = §(F.5"F — Fgyp)

._ A#OI:) . -1 Ez —£1 fz

= (smh (T In i) 1]). (6.49)

Integrando em x4 e y5 em (6.46),
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(Fg)y =

2 w W w 5
pol f dza / dzs / dzs / dys
drw? fo 0 i f3—w
% (ln ((y4 — &) + [(£2 ~ ya — a5)?
+ (2 = 25)" + (3 — )1/2)
—In ((y4 — 8+ z5) + [2(f2 — ys — v5)° + (24 — 25]2]”2)

+ sinh™! ( ya b+ 25 )
[(ya + €s — £2 — 25)% + (24 — 25)°]'/2

—£
— siph~! ¥a— 4 ) )
sin ([(3,&1 + €3 — fo - 35)2 + (24 - 25)2]1/2

(6.50)

Por outro lado, a integracdo em yg € y5 em (6.43) fornece:

(Fsﬁély =

] w w w w
Eif dzsf dzsf da:sf dre
4wt fy 0 0 0
b4 (ln((fg - 81 - '1!5) + [(1‘5 - 1,‘5)2 + (2’5 - 25)2
+ (62 — £ — 25)]'1?)
- 1n((ez < 25— z5) + [(z5 ~ 26)% + (25 — 25)°
+ (€ — x5 — m6)2]1/2)
+ ]n((gl —xq) + [(x5 — z6)* + (25 — z6)* + (&1 — -‘135)2]]/2)
62 - fl — Iy
(x5 — 26)* + (25 — 26)% + (f2 — €1 — 25)?]V/2

+ £y — x5 — g
{7s ~ 2o + (z5 — )7 T (62 — 25 — o)A

_ 31 - X6
(x5 — z6)2 + (25 — 26)? + (f1 — x6)?]1/2
- %ll’l((zs—-:ﬂs)z“f'(.‘ts —25)2)). (651)

Fazendo a mudanga de varidvel: z4 = 2z € ¥4 = 26 + €3 — w em (6.50),
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(FE)y = pol? /wdz fwdz /wd:;r: /wdm
8l T et 5 A 6 A B A 6
x (ln((l's +£2 —.€1 — w) + [(w — &g — 3‘5)2 + (Ze, - 25)2

+ (26 + £ — b —w))?)

—In ((-’L’e +z5—w)+ (2w — 76 — 25)? + {26 — 25)2)1/2)
Tg+ &5 —w )

[(£3 — x5 + 25 — w)? + (25 — 25)2]1/2

_ Sinhﬂl( 3:5“‘1‘-‘?2—31—\'.:.«‘ )
{(1?3 — ¥5 + s — W)g + (Zs - 25)2]1/2 ’

+ sinh™! (

(6.52)

Utilizando o método de aproximagio de integrais em algumas parcelas
de (6.51) e (6.52), e substituindo o resultado em {6.49):

R o= gl (s (228 - (2) -1)
_ /Gw dzs /Dw dzs /uw dzs /ow dze (% In((26 = 2)? + (25 — 25)?)
— n((zs + 25 — w) + (2w — 26 — 25)? + (6 = 25)2)112))
+0 (%)3] . (653)

Comparando (6.49) com (6.53) vemos que a nossa hipétese inicial, F§ =
F#, sera vélida se demonstrarmos que:

/ dZEj dzsj dry / dzg I ((26 — 25)° + (25 — 25)2) =
0 0 0 0

j dzs,f dzsj dxsf drg In ((zﬁ + 25 —w) + [2(w _ rg — x>
0 0 0 0
+ (26 #)]'/?). (6.54)

Manipulande o integrande do lade direito de (6.54), e com algumas
mudangas de varidveis dbvias, verificamos facilmente a igualdade acima,
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Assim, completamos a demonstragao de que FE , para o circuito da Fig.
6.10, tem o mesmo valor que fﬁ, Eq. (6.45).

6.3.2 Comentarios

No circuito com elementos de corrente volumétricos da Fig. 6.10 utilizamos
secdoreta quadrada. A se¢io reta maisadequada para reproduzir a situagao
experimental é a circular, j& que em geral os fios possuem segiio reta circular.
Um circuito que reproduziria melhor a situagao pratica seria o da Fig. 6.11.

Yy i

L=
AN @ + f

LY

L

(&

®
®

©

"]
s ® -:\

z I:

%Y

Figura 6.11: Circuito retangular com secio reta circular.

Recentemente Moyssides realizou o caleulo com as forgas de Ampére e
Grassmann para um circuito andlogo ao da Fig. 6.11 [Moy89b, Moy89a].
Ele utilizou integra¢do numeérica com rotinas computacionais, ac invés de
resolver analiticamente as integrais como fizemos. No entanto, o resultado
que Moyssides obteve é equivalente ao nosso. Ou seja, dentro da validade
do método numeérico, a for¢a de Ampere e a de Grassmann sao equivalentes
para o calculo da for¢a na ponte devido ao circuito todo. O resultado dele
50 difere do nosso em termos das constantes numéricas, ja que a nossa se¢ao
reta é quadrada e a que ele utilizou circular. Apesar disto ele também obteve
que as expressoes de Ampére e (Grassmann prevém ¢ mesmo resultado para
a forca resultante na ponte.

Moyssides também realizou experiéncias com os circuitos que ele utilizon
para os cilculos [Moy89c]. Ele obleve uma excelente concordancia entre a
previsdo tedrica e os resultados experimentais. Comentaremos um pouco
mais sobre estes resultados, comparando com os nossos, na Segio 8.1,

Ja sabiamos que a forga de Ampére e a de Grassmann sio equivalentes
quando se calcula a for¢a que um circuito fechado de corrente faz num
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condutor externo a ele. O que os resultados deste Capitulo parecem nos
indicar é que esta equivaléncia também se estende para o caso da forga
que um circuito fechado de corrente faz numa parte finita dele proprio.
No caso de elemento de corrente linear a equivaléncia foi obtida com o
circuito da Fig. 6.3. Com elemento de corrente superficial nao obtivemos
a equivaléncia para o circuito retangular da Fig. 6.4. QO motivo, explicado
na Secao 6.2.4, é que, apesar deste circuito ser mecanicamente fechado,
as linhas de corrente nac sao. Portanto, temos um circuito aberto onde
sabemos que, em geral, nfo h4 equivalencia entre as expressdes de forga.
Quando fechamos as linhas de corrente através do circuito da Fig. 6.5,
obtivemos a igualdade para o valor da forga na ponte devido ao circuito
todo entre as duas férmulas. Mais uma vez este resultado se repetin com
o circuito da Fig. 6.7, e também quando utilizamos elemento de corrente
volumétrico no circuito da Fig. 6.10.

Isto nos motiva a demonstrar que estas equivaléncias sAo apenas o re-
flexo de um resultado mais genérico: a equivaléncia entre a forga de Ampére
e a de Grassmann, para todos os ¢ircuitos fechados de corrente {linhas de
corrente fechadas). Apresentamos a demonstragio no Capitulo seguinte.



Capitulo 7

Equivaléncia Completa

A prova de equivaléncia entre a for¢a de Ampére e a forga de Grassmann,
para a interagho de um circuito fechado com uma parte dele préprio, tem
sido reivindicada por alguns autores nos ultimos anos [Jol85, Ter85, Chr87,
Chr88, Chr89)]. Neste Capitulo nés apresentaremnos uma nova demonstragio
da equivaléncia, tentando eliminar as dificuldades apontadas por outros au-
tores contra aquelas demonstragdes [Gra85b, Gra85c, Cor89, Pap90, Gra93).
Desta maneira, nos esperamos dar uma resposta definitiva a esta con-
trovérsia [AB95a].

7.1 Efeito Bootstrap

Em decorréncia da forga de Grassmann, em geral, nao satisfazer agao e
reagao entre elementos de corrente, pode se pensar que, para algum circuito
fechado em particular, haja uma forga ndo nula que o circuito exerce em si
proprio. Isto é chamado de efeito bootstrap. Se este efeito realmente fosse
possivel, poderiamos construir naves espaciais que se locomoveriam através
do espago simplesmente com uma for¢a gerada internamente ao sistema
(e ndo baseada no par ag¢io-rea¢do no caso de naves com jato propulsao).
Mag este nao é o caso para circuitos fechados de corrente com a forga de
Grassmann. Ou seja, mostraremos que nao ha efeito bootstrap para a forga
de Grassmann quando tratamos com circuitos fechados.

Que ndo existe efeito bootstrap com a forga de Ampere é dbvio, pois ela
sempre satisfaz acdo e reagdo para a for¢a entre elementos de corrente, para
qualquer distancia e orientagao relativas dos elementos.

Seja o circuito fechado genérico T da Fig. 7.1. Nele representamos dois
elementos de corrente, {d7 e [df;. A for¢a resultante que o circuito fechado
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I’ exerce nele mesmo pode ser escrita como:

I

1dr

2

Figura 7.1: Circuito fechado genérico I

Frp = ffdzﬁu- (7.1)
rJr

Na verdade esta expressio é indeterminada pois ha uma singularidade
quando temos 1 = 2. Apesar de se necessitar de um rigor matematico
mais apurado para a demonstragao que apresentamos a seguir, nac nos
preocuparemos com isto visto que no Capitulo anterior apresentamos (e
ilustramos com diversos calculos) um método de se evitar estes problemas
de divergéncia.

Fazendo uma mudanga de variavel em (7.1) obtemos:

ﬁrrszdzﬁ;}, _ (7.2)
rJsu

—

jd que Ty = Ty = T. Como para a forga de Ampére vale d?Ff} = —d2F,
da altima expressao temos:

/T

Adicionando este resultado com (7.1) obtemos 2F#&. = 0, ou'seja, F& =
0.

No caso da for¢a de Grassmann nioc podemos utilizar este raciocinio
pois, em geral, d2F:§ # —d?FS. Seguimos entdo outro procedimento para
chegar a G, = 0.

Substituindo a expressao para a forca de Grassmann (5.10) em (7.1):
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Frr uoIZ (}gf( :iz) 2‘}5% (dry - dip) " ) (7.4)

Mas,

o B)on - o5 (3
}g f (7'12) dry. (7.5)

Integrando primeiro na variavel 1 obtemos obviamente zero, ja que o
integrando é uma diferencial exata e o caminho de integragio é fechado.

Falta agora mostar que o segundo termo entre parénteses de (7.4) também
se anula. Trocando os indices 1 e 2 obtemos:

j{ }( (dFy - drz)"” = j{ f (diy - drl)’"“. (7.6)

Lembrando que d7y - dry, = dFy -d7y, roy = 119 e que 731 = —Fj9 obtemos:

f;'ﬁ(drl drg)r12 = ff(drl df’?, (7.1

Passando o termo da direita para a esquerda obternos que esle termo
também se anula. Concluimos entao que F.IGI = 0. Ou seja, nao ha eleito
bootsirap  em um  circuito  fechado com a forga de
Grassmann.

Wesley discutiu este tipo de argumento e concluiu que haefeito bootstrap
com a for¢a de Grassmann [WesB87b, Wes87a, Wes00a]. Analisando seu
trabalho nos observamos que ele dividiu um circuito fechado em duas partes,
Ae B, ecalculou Fup e Fgy. Fle concluiu que como estas duas expressoes
nao precisam ser iguais com a for¢a de Grassmann, entao nds podemos ter
um efelto booistrap. O problema com este raciocinio é que ele nao calculon
Faa e Fpg, o que é essencial como mostramos com os calculos para o
circuito da Fig. 6.3. Cabe ressaltar que o fato de F'§, ser diferente de zero
em alguna casos j& é um efeito beotstrap. O que demonstramos nesta Segao,
é que, apesar de haver efeito bootstrap para circuitos abertos com a for¢a de
Grassmann, o mesmo nao ocorre quando consideramos circuitos fechados,
como o da Fig. 7.1. A for¢a de Ampeére nunca apresenta efeito bootstrap,
mesmo em circuitos abertos, o que é compativel nao s6 com as evidéncias
experimentais, mas também com a mecénica classica. O caso de circuitos
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abertos, como por exemplo antenas, nio é o objetivo deste trabalho, Mais
informagdes podem ser encontradas em [Wes90b).

Apresentamos agora uma prova geométrico-indutiva da nao existéncia
do efeito bootstrap para circuitos fechados de corrente com as forgas de
Grassmann e Ampeére. Um circuito fechado genérico, como I' na Fig. 7.1,
pode ser aproxitmado por um nimero grande de retdngulos N, com corrente
I na mesma diregao que em I' (Fig. 7.2). Esta aproximagfo pode ser apri-
morada, conforme o grau de precisdo que se deseja, aumentando o niimero
de retangulos N e diminuindo consequentemente as suas areas. No caso
limite de N tendendo a infinito, e a drea dos retangulos tendendo a zero,
reproduzimos o circuito original. Na se¢ho 6.1.3, com o circuito retangular
genérico da Fig. 6.3, provamos que a forca resultante que este circuito faz
nele préprio é zero, tanto com a for¢a de Ampére como coin a forga de
Grassmann. Por indugio, 0 mesmo vale para o circuito fechado genérico I,

A N3
A A4 A A4 A
AAAAAAA A A A A
J
J
Jl 2 ]

|

I

Figura 7.2: N retngulos que aproximan o circuito fechado genérico I' da
Fig. 7.1.
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7.2 Demonstracac da Equivaléncia

Provaremos que a forca resultante agindo sobre um pedaco retilineo de
condutar, devido ao cireuito fechado arbitrario ao qual ele pertence, tem o
mesmo valor para as forgas de Ampére e Grassmann. Além do mais, a forga
resultante (sendo finita ou infinita) é ortogonal ac pedago. Utilizaremos
para isto um raciocinio geométrico-indutivo com um circuito linear. A
generalizagdo para circuitos superficiais ou volumétricos pode ser estendida
facilmente, por analogia.

Considere novamente um circuito fechado genérico I', agora o da Fig.
7.3(a). Nele circula uma corrente I. Queremos comparar as forgas de
Grassmann e Ampére exercidas no pedago retilineo ab, de comprimento
|d7], devido ao restante do circuito bea. Na Fig. 7.3(b) representamos um
circuito quadrado abefa de lado 3|dF] e um circuito IV, que é similar a [ na
maioria dos pontos, com excegao daqueles proximos ao circuito quadrado.
Ha uma distancia d entre os lados do circuito quadrado abefa ¢ os lados
retilineos equivalentes do circuito [Y. Quando fazemos d — 0 o conjunto
composto pelo circuito quadrado e por I retorna a ser o circuito original T,
Fig. 7.3(c). A diregio da corrente I que circula nos circuitos esta indicada
na Fig. 7.3(b). A for¢a no pedaco ab, de comprimento |d¥], é composta
por duas parcelas. Uma devido ao circuito aberto befa, e outra devido
ao circuito fechado externo Y. A forga deste ultimo tem o mesmo valor
com as expressdes de Ampeére e Grassmann, pois ele é um circuito fechado
exercendo for¢a num pedago de condutor externo a ele, como mostramos
na Secho 5.3. J& para a forga que o circuito aberto befa faz em ab, nés
demonstramos na Sec¢io 6.1.3, com o circuito da Fig, 6.3, que também
tem o mesmo valor para ambas as for¢as. Portanto, a forga resultante
no pedacgo ab, na configuracio da Fig. 7.3(b), é igual entre as forgas de
Ampére e Grassmann. Apesar da for¢a resultante depender do valor de d,
a equivaléncia entre as for¢as ndo depende. Assim, quando fazemos d tender
a zero, a forga do circuito aberto be fa mais a forga do circuito fechado I'
em ab, é equivalente 4 forga do circuito aberto bea em ab (Fig. 7.3(a)), como
podemos ver na Fig. 7.3(c).

Sendo nula a for¢a que o pedago de condutor ab exerce nele para am-
bas as forgas, fica demonstrado que: a forga que nm circuito fechado de
corrente exerce num pedago retilineo de condulor periencente a ele, tem o
mesmo valor com as expressdes de Ampére e Grassmann. Como a forga de
Grassmann é sempre ortogonal ao elemento que sofre a forga (ver primeira
igualdade de (5.10)), o mesmo vale para a for¢a de Ampére no caso de
um circuito fechado de corrente. Ou seja, e forga exercida por um circuilo
fechado genérico T' num pedago reiilineo de condutor arbitrdrio perfencente
a ele é sempre ortogonal a este pedago, tanio com a forga de Ampére quanto
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com a de Grassmann.

Estes resultados sao peculiares. Se por um lado a for¢a de
Grassmann incorpora a caracteristica de satisfazer agdo e reag¢io para um
circuito fechado (o que nfdo acontece em geral entre elementos de corrente),
a for¢ga de Ampére incorpora o cariter de nao apresentar forga longitudinal
em circuitos fechados (o que acontece entre elementos de corrente).

A demonstragio que apresentamos aqui foi amplamente ilustrada com
os resultados obtidos no Capitulo 6.
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Figura 7.3: Circuitos utilizados para a demonstira¢io da equivaléncia
Ampére-Grassmann.



Capitulo 8
Topicos Finais

Neste tltimo Capitulo trataremos de alguns outros tépicos relacionados
com a forga, como por exemplo a comparagao dos nossos resultados com os
valores experimentais, a relacao entre forga e indutancia, e por ultimo uma
analise da existéncia de forga longitudinal com a for¢a de Weber [AB95¢].

8.1 Comparacao com resultados experimen-
tais

Selecionamos dois artigos experimentais recentes para poder comparar os
nossos resultados tedricos com os valores experimentais.

Peoglos realizou experimentos com dois dos circuitos que analisamos no
Capitulo anterior [PeoB8]. O primeire é o circuito retangular da Fig. 6.3,
apresentado na Sec¢ao 6.1.3. Neste caso, a ponte é formada apenas pelo fio
retilineo localizado num dos lados do retingulo. No experimento, Peoglos
utilizou um circuito quadrado com as seguintes dimensdes (utilizando a
nomenclatura da Fig. 6.3): e =2 em; b= 8cm;e=d=¢e = f =10
cm; sendo o fio de cobre, de diametro de 1,2 mm. Utilizando uma halanca
de torgac Peoglos mediu a for¢a na pont: .ura dez valores de corrente,
variando de 0,2 a 2,0 A. O gréifico da for¢a medida na ponte em newtons,
pela corrente ao quadrado no circuito em amperes { Fz7?), é apresentado na
Figura b do seu artigo, o qual reproduzimos aqui na Fig. 8.1. Nela podemos
ver que os dez pontos experimentais medidos estio distribuidos ao longo de
uma reta cuja equagdo é: F = 3,0513 x 10-712, Este é exatamente o valor
que encontramaos ao substituir as dimensoes do circuito quadrado utilizado
no experimento na Eq. (6.12), nosso resultado teérico. Com seus valores de
corrente a for¢ca medida variou entre 0,5 % 107 e 6 % 10~7 N.
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1
17 wh

Figura 8.1: Figura 5 do artigo do Peoglos.

O segundo circuito que Peoglos utilizou nos seus experimentos esta re-
presentado na Fig. 6.10. Os valores utilizados por ele, com a nomenclatura
da nossa figura, sao: £; = 7,b cm; £, = €5 = 10 cm; e fio de cobre de
diametro d = 1,2 mm. No nosso caso utilizamos nma segac reta quadrada
para fazer os cdlculos. Para comparar os nossos resultados tedricos com os
valores experimentais, vamos atribuir um valor para w (Fig. 6.10) de tal
forma que a area da se¢do reta circular utilizada no experimento tenha o
mesmo valor que a drea da segiio reta quadrada utilizada nos nossos calculos:
7d?/4 = w?. Assim sendo, achamos que w = 1,1 mm. O gréfico da for¢a
medida na ponte em newtons, pela corrente ao quadrado no circuito em
ampéres, é apresentado na Figura 6 do artigo [Peo88}, o qual reproduzimos
aqui na Fig. 8.2. Podemocs ver que os pontos experimentais obtidos por
Peoglos se distribuem ao longo da reta de equagao: F' = 11,2 x 107712,
Substituindo os valores acima na Eq. (6.45) achamos: F' = 11,1'x 10-7J2,
Novamente, ha uma Stima concordancia entre os valores experimentais me-
didos por Peoglos e os nossos calculos tedricos.

Agora, o segundo artigo que utilizamos para comparar com 0s nossos
resultados teéricos é o do Moyssides [Moy89c]. Ele também realizou ex-
petimentos com um circuito andlogo ac da Fig. 6.10. As dimensdes do
sen circuito, com a nomenclatura da nossa figura, sao: & = 123,7 cm,
#3 = 48,0 cm; e fios de cobre de diametro de 2 e 3 mm. Ele utilizou
corrente continua com valores entre 35 ¢ 140 A, e apresentou resultados
de forgas medidas com balanga de tor¢do entre 1073 e 10~2 N. No artigo
Moyssides nao diz qual o valor que ele utilizou para #;. Isto nao importa
pois a for¢a na ponte devido ac circuito todo independe deste valor, como
mostramos no Capitulo anterior. lgualando a 4rea da se¢lo reta circular
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S0 1+ 4.5 %

e

trw
Figura 8.2: Figura 6 do artigo do Peoglos.

utilizada no experimento com a drea da segdo reta quadrada utilizada nos
nossos caleulos, encontramos: w = 1,77 mm para o fio de diametro de 2
mm; e w = 2,66 mm para o fio de 3 mm de diametro. Com estes valores os
nossos resultados para a relagio FzI? sdo: F = 12,890 x 10~71? (2 mm)
e F=12,075 x 10~7I? (3 mm). Os valores experimentais encontrados por
Moyssides para os fios de 2 e 3 mm de didmetro foram, respectivamente:
F=12,813x 107712 e F=12,208 x 10~ 712,

Mostramos assim que o nosso método analitico de calcular a for¢a com
as expressdes de Ampére e Grassmann (apresentado no Capitulo 6) con-

duz a excelentes predi¢des tedricas, confirmadas pelos experimentos citados
acima.
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8.2 Forca e Indutancia

Uma maneira para se calcular a for¢a entre condutores metalicos, evitando
o calculo direto com as expressdes de forga, é a utilizagio do coeficiente de
indutancia. Quando temos dois circuitos fechados distintos é facil demons-
trar que a forga entre os circuitos serd o gradiente de uma fun¢ao que contém
o coeficiente de indutancia mitua entre os circuitos. Para uma demonstra-
¢ao deste fato ver [Ass04], pags. 98-102. Como exemplo, calculamos a
forca entre os circuitos circulares da Fig. VI na Introdugdo, derivando-a da
induténcia mitua entre eles.

A mesma relagaojanao € tio clara entre o coeficiente de auto-indutancia
de um circuito fechado e a forga que este circuito exerce numa parte dele
mMesmo. No entanto, alguns autores utilizam uma relagao entre
auto-induténcia e forga, aniloga A existente entre circuitos fechados distin-
tos, para calcular a forga em determinadas geometrias de circuito fechado
tnico, onde além de ser trabalhoso o calculo da forga através da expresséo de
forga ja existem expressGes do coeficiente de auto-indutancia em
manuais, como por exemplo [Gro46, Kno49]. Exemplos deste procedimento
encontramos em [Gro46), Capitulo 23; [GraB5a], pags. 204-214; ou [Peo88].

Apesar de acharmos que este procedimento para calcular a forga en-
tre partes de um mesmo circuito fechado através do coeficiente de auto-
indutancia necessita de uma demonstragio, é evidente que ele conduz a
resultados corretos. Uma prova deste fato podemos obter comparando as
expressoes que calculamos para o coeficiente de auto-indutancia no Capitulo
3 com a for¢a calculada no Capitulo 6.

Como primeiro exemplo utilizamos o resultado da auto-indutancia (3.11)
para o circuito da Fig. 3.7, e a for¢a na ponte do circuito da Fig. 6.5, dada
pela Eq. (6.23). Derivando a expressao (3.11) com relagido a £, e multi-
plicando o resultado por I?/2, obtemos exatamente a expressio (6.23). O
segundo exemplo é com os circuitos volumétricos das Figs. 3.10 ¢ 6.10. A
auto-indutancia do primeiro circuito é dada por (3.19). Derivando esta ex-
pressdo com relagio a €3 e multiplicando o resultado por I?/2 encontramos
exatamente a forga na ponte de Ampére do segundo circuito, dado pela Eq.
(6.45).

Por outro lado, o método nao funciona sempre, como foi observado por
Wesley ao criticar o trabalho de Peoglos [Wes89]. Por exemplo, no caso do
circuito retangular da Fig. 6.3, a forga na ponte é dada por (6.12). Ji o
coeficiente de auto-indutancia deste circuito é dado por (3.11). Derivando
esta expressao em relagio a altura do circuito, nao obtemos (6.12). Con-
clrimos entdo que, é necessario muito cuidado ao utilizar este método, pois
ainda n&o se sabe exatamente em que condigBes ele pode ser aplicado.

Por ltimo, vamos comentar um fato interessante a respeito da derivagio
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das expressoes de forga.

A forga de Weber (5.3) pode ser derivada da energia potencial de We-
ber (1.7) ou da energia potencial lagrangiana de Weber [Bue94]. A forga
de Liénard-Schawrzchild (5.16) (equivalente & for¢a de Lorentz para duas
cargas com movimentos arbitrarios) pode ser derivada da lagrangiana de
Darwin, como vimos anteriormente. O anilogo para a forga entre elemen-
tos de corrente, tanto de Ampére (5.1) quanto de Grassmann (5.10), seria
deriva-la de uma energia entre elementos de corrente. No caso da forga de
Ampére, da energia entre elementos de corrente de Weber (1.14), e para
a for¢a de Grassmann, da energia entre elementos de corrente de Maxwell
(1.26). N&o foi este o procedimento que adotamos. E quem resolver seguir
este caminho, intuitivo, vai descobrir que da energia entre elementos de
corrente de Weber e Maxwell nic se deriva, respectivamente, a forga de
Ampére e Grassmann. O que estd errado?

0 que estd errado é querer derivar a forga entre elementos de corrente
diretamente da energia entre elementos de corrente, da mesma forma que
se deriva a forga entre cargas pontuais da energia de interagio entre tais
cargas. No caso de elementos de corrente este processo nao é mais valido
por causa da aproximagao que se considera para um elemento de corrente.
Por exemplo, quando derivamos a energia de Weber entre elementos de
corrente da energia de Weber entre cargas fazemos a aproximagio que a
distancia entre as cargas dentro de um elemento de corrente é desprezivel
comparada com a distancia entre os elementos de corrente r (ver Segiio
1.4.2). Assim, n3o podemos esperar que, através de um processo que en-
volve a derivada da energia entre elementos de corrente com relagéo a r,
nos obtenhamos exatamente a forca de Ampére. O mesmo se aplica para a
forca de Grassmann e a energia entre elementos de corrente de Maxwell.
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8.3 Forga Longitudinal

A forga entre elementos de corrente colineares é nula quando calculada com
a expressido de Grassmann (Fig. 6.2). J4 com a forga de Ampére, existe uma
forga longitudinal entre os elementos de corrente (Fig. 6.1). Este compor-
tamento da forga de Ampére para elementos de corrente tem sido utilizado
como argumento para explicar a existéncia de forgas longitudinais em cir-
cuitos metdlicos. H4 diversos experimentos que comprovam a existéncia
desta forga longitudinal em circuitos fechados de corrente. Podemos citar
como exemplo: a propulsio a jato em liquidos {Gra82b]; os aceleradores de
projéteis (railgun acelerators) [Gra86, Gra85a, GraB2a, Gra87c, Gra87b];
o fénomeno de explosiao de fios [Gra83, Gra84, Gra8bc, Gra87a, Nas85,
Asp87]; e as explosdes eletrodindmicas em liquidos [GG85, Aze86, Asp86].
Nao concordamos, ne entanto, com as explicagtes dadas a estes fatos experi-
mentais que utilizam a forga longitudinal de Ampére entre elementos de cor-
rente como a responsavel pela existéncia de forgas longitudinais em circuitos
fechados [Gra85a). O motive é que, como demonstramos a equivaléncia en-
tre a forca de Ampére e a de Grassmann, Capitulo 7, e a for¢a de Grassmann
é sempre perpendicular ao elemento que sofre a forga, o mesmo vale para
a forga de Ampére. A forga resultante longitudinal em qualquer pedago de
um condutor retilineo de um circuito fechado de corrente é nula, para ambas
as for¢as. Portanto, ndo podemos afirmar que a forga de Ampére explica
anqueles fatos experimentais, da mesma forma que a for¢ga de Grassmann
também nao.

A demonstragio de que também a for¢a de Ampére ndo pode explicar os
experimentos com forga longitudinal deixa uma lacuna aberta na
eletrodinamica neste final de século: a procura por uma explicagio tedrica
para os experimentos citados acima que provam a existéncia de forgas lon-
gitudinais.

Dentro do contexto que apresentamos neste trabalho a for¢a de Ampére
é deduzida da forga de Weber. Uma primeira tentativa natural é aplicar a
propria forga de Weber para explicar a existéncia de tais forgas longitudi-
nais. N3o é nosso objetivo aqui abordar este assunto por completo. Vamos
apenas iniciar uma linha de pesquisa.

A explosio de fios é um dos principais experimentos mostrando a
existéncia de forgas longitudinais em circuitos elétricos. Devido a este
fato, nés decidimos analisar este problema com a eletrodinamica de Weber.
Assim, nds calcularemos a for¢a longitudinal que atua na rede cristalina
positiva de uma parte assimétrica de um circuito retangular. A geometria
do circuito analisado é apresentada na Fig. 8.3, um cireuito retangular di-
vidido nas partes 1,2, ...,8. Chamamos de ponte o pedago 8, e de suporte
os pedagos de 1 a 7. Ha uma corrente constante I fluindo no circuito.
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Figura 8.3: Circuito retangular utilizado para estudar a existéncia de forga
longitudinal com a forga de Weber.

Nés vamos utilizar um modelo simplificado de condutor metalico para
facilitar estes primeiros calculos. Supomos que o fio é constituido de uma
rede cristalina positiva, fixa em relagao ao laboratdrio, e elétrons que se
movem em relagio a rede resultande na corrente elétrica I. Calcularemos
a forga longitudinal na rede da ponte quando ela ndo estd simetricamente
localizada no circuito, ou seja, quando 4 # (7, devido a rede e elétrons
do circuito todo. Os pedacos 1 ¢ 7 tém o mesmo tamanho B, Assim, por
simetria, n6s ndo precisamos calcular a forga que eles fazem na ponte, ja
que F¥ + FJ¥ = 0. Evitamos assim calcular a forca entre elementos em
contato.

Substituimos na expressio da forca de Weber, Eq. (5.3), as cargas g,
e ¢, pela carga contida no comprimento dr, Adr, onde X é a densidade
linear de cargas no fio. Sendo o fio neutro temos Ay = —A_ = A, com + ¢
— indicando, respectivamente, as cargas positivas e negativas em todos os
pedacgos. Esta hipdtese faz com que possamos desprezar a parte coulom-
biana da for¢a de Weber. Como estamos utilizando corrente constante, e
desprezando os cantos do circuito, a aceleracio é nula para todas as cargas,

Vamos calcular a forga das cargas do pedago 2 nas cargas da ponte. 59
nos interessa aqui a componente longitudinal paralela ao eixo z. Com dg, =
Az, 7, = a,# + Dy, 7, = v,Z, para 1 = 2, 8, substituido na compontente
z da Eq. (5.3) e integrando para os comprimentos dos pedagos 2 e 8 (Fig.
8.3), obtemos,
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)\2'\8 (va _ ’02)2 -[A+B+L /A+2.B+C+L 1
~o27s (Ve — M) drs

dey———
41!'60 202 A4+ B A+2B+L (2'.2 — 1'8)2

Aghg(‘t}g—vg)z( (B+C+L B+ L

= 1 — _— . .

47ep 2¢2 n B+C In B (8.1)
Para A\ = Ay e vg = 0 nos temos os ions positivos da ponte. Com

As = A_ e vg = Vi nos temos os elétrons livres com a velocidade de arrasie

ou de drifting V4. O mesmo valendo para todos os outros pedagos.

Da mesma forlma para o pedago 3, com dgz = Asdys, 73 = (A + 28 +
C+ L)z + yai) e fz = vaf,

A+B+L D 2 2 -
Fz, = Aads / dzB/ dyg[(va 'zﬂs) zz — (A +23B +C+ L}
4mep A+B a ¢ 783
Mﬂm—UHJB+C+mP
T 22 s
_ 3vdlza— (A+ 2B+ C+ LD~ y3)°
2c? r8;
3‘Usva [z~ (A+ 2B+ C + L)*(D - ys)
c? "8
_ AgAs 'U% In \/(B+C+L)2+D2+D
T Ame | 2¢2 B+C+1L
V(B+CYPE+D*+ D
B+C
I Sl | vg — vi _ D
T2 \fBrOrE+ D +C +D? \JB+C+L)E+ D¢

4 Usvs ln(B+C+L)— B+C
c? B+C V(B+C)2+D?

_n( JEB+OZ+ D2 (B+C) )

VIB+C+ L2+ D2 (B+C+ 1)

B+C+1L
\/(B+C+L)2+D2)]’ (8-2)

onde rga = v/[zs — (A + 2B + C + L)|¥ 4 (D — u3)*.
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Procedendo de maneira analoga & descrita para se obter FE, e Fg,
obtemnos que,

Fr Aghs | (v — vy)? In V{A+B) +D?+(A+P)
T dme | 22 VIBFCYLE+ D —(B+C +1L)
. \/(A+B+L)2+D2+(A+B+L))
VIBFCRE+ D —(B+0)
_(%—mf( A+B+ L B+C
2c? VA+B+L?+D? \J(B+C)?+D?
_ A+ B _ B+C+1L )
VA+ B2 4D (J(B+C+ L2+ D2

; (8.3)

: [ (JATBFTT®
F5 = AgAs [vi(ln( (A+8)?+ +D)

4mren | 22 A+ B

_ ln(\/(A+B+L)2+D2-1-D))

A+B+L
+v§—v§( D _ D )
22 \\J(A+B+1)2+D? J(A+B2+D?
_ Uslg A+ B _ A+B+ L
e \V(A+B)?*+D? JIA+B+L)+D?
+in(\/(A+B+L)2+D2+(A+B+L))

A+ B+ D%+ (A + B)

~In (%)H , (8.4)

I_Agz\ﬁ (vg—vs)z B4+ L A+ B+ L )
B = fres ( 72 =) "\ —ag5)) G
Somando Fgg com Fgg, com vz = vg € Ay = Ag, obtemos zero se A = (7,

para qualquer valor de B. Isto mostra que a soma das forgas dos pedages 1 e
7 nas cargas da ponte é igual a zero, como haviamos suposto anteriormente:

Fa1 + Far =0, (8.6)
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supondo também que v} = vy e Ay = A7,

Para obter a for¢a longitudinal nos ions da ponte devido a todo o circuito
basta adicionarmos todas as componentes z das forgas dos ions positivos e
dos elétrons dos pedagos de 2 a § nos ions positivos da ponte, respectiva-
mente, Fy e F_. Isto porqué a for¢a que os ions positivos e os elétrons da
ponte fazem nos ions positivos da ponte é obviamente nula. Para obter F
nos fazemos Aa = ... = Ag = Ag = A, ve = ... = vg = vg = 0 nas Egs. (8.1)
a (8.5). E para obter F_ nos fazemos Ay = ... = Ag = A_, g = Ay, v2 =
vs = vg = V3, v3 = vy = —Vy4 nas Eqgs. (8.1} a {8.5). Fazendo isto chega-se
a:

poI? A+B+L) (B+C+L)
Foo= Pl _m(BfCHL
Fet e [“( AT B "\TEFT

. VA+B+LYE+ D2+ (A+ B+ L)

2 V(A+B)2+D?+(A+B)

L VBACHLP+ D2+ (B+C+ 1)
V(B+C)2+ D2+ (B+C)

t o VB+C+ L)+ D*+ D
VB+C)P+ D2+ D

' VA+B+Ly2+D*+ D
V(A+ B2 +D*+ D

+

A+B+D  A+B+D+1L
VIA+B)Z?+ D2 (\J(A+ B+ L)+ D?
L _B+C+D+L  B4+C+D
VB+C+L2+DF (\J(B+CY¥E+ D)

(8.7)

onde substituimos {AVy| por I e ¢2 por 1/ugeq.

Calculando a for¢a que o cirenito todo {rede + elétrons) faz nos elétrons
da ponte nés obtemos exatamente o resultade acima, Eq. (8.7}, multiplicado
por —1. Isto era de se esperar pois, quando somamos esta for¢a com aquela
em (8.7) o que estamos obtendo é exatamente a componente longitudinal
da for¢a de Ampérel, e esta nés demonstramos ser nula para um circuito
de corrente fechado, nao importando a localizagiio da ponte.

1 Nés derivamos a forga de Ampére da forca de Weber na Segao 5.1.1.
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Analisemos agora esta forga longitudinal nos ions positivos da rede.
Para isto consideremos o circuito da Fig. 8.4. Neste circuito nés temos A+
2B4+C+L=D,A+B = B+C=D/4, L= D/2 detal formaque a ponte
estd simetricamente localizada no circuito quadrado. A ponte é composta
de duas partes iguais que nds designamos por metade direita e metade
esquerda. Cada uma dessas metades tem entdo o comprimento de [/4.
Substituindo estes valores em (8.7) nds obtemos que a for¢a longitudinal
exercida nos ions positivos da metade esquerda da ponte pelo resto do
circuito (incluindo a metade direita) é dada por 0.27(pq/2 /47), apontando
para a esquerda. Esta forca é independente do valor de D. Com uma
corrente de 6 x 1094 isto resulta numa forga de aproxidamente 0, 7N. Esta
mesma for¢a, calculada para a metade direita, tem o mesmo valor mas
apontando para a direita, ver Fig. 8.5.

Y 4

D4 D2 D4

E F

U,

>
0 X

Figura 8.4: Circuito quadrado com ponte simetricamente situada em um
de seus lados.

Em um experimentc com uma geometria deste tipo (apesar do reslo
do circuito ndo ser claramente especificado) e correntes desta ordem de
magnitude, um fio de aluminio de 1, 2mm de didmetro ¢ Im de comprimento
se quebrou em varios pedagos [Gra83]. A analise dos fragmentos indicou
que ¢ fio foi quebrado no estado sélido devido a uma tensdo mecénica e
nao, por exemplo, devido a derretimento ou aquecimento Joule, Este fio de
aluminio estava mecanicamente desconectado do resto do circuito e nos o
representamos pela ponte do nosso circuito na Fig. 8.4. Nas extremidades
dos pontos E e F desta figura ha arcos elétricos fechando a corrente através
do circuito, mas permitindo que a ponte esteja mecanicamente desconectada
do suporte. Como a ponte estd mecanicamente desconectada do resto do
circuito ela naoc sofre qualquer forga on tensho exercida pelo suporte. A
forga longitudinal resultante na ponte é obviamente nula. Apesar disto ela
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|
|

-F

Figura 8.5: Ponte dividida em dois pedagos iguais e a for¢a devido ao
circuito da Fig. 8.4 que atua em cada metade,

deve estar tensionada, o que é representado pela forca na metade esquerda
e direita, Fig. 8.5. Como mastramos anteriormente, esta forca calculada
com a forga de Weber é da ordem de 1N. Mas, a forga necessaria para
romper um fio de aluminio é da ordem de 50 a 500N/mm?, [Ge63], pag.
48. Isto mostra que naquele experimento nao deve ter sido a forga de
Weber a responsavel pela explosio do fio. E importante ressaltar aqui que,
nio levamos em conta a possivel variagio da forga necessaria para romper
o metal com a temperatura, Em um experimento de explosio de fios, a
temperatura que o flo de aluminio atinge nos instantes anteriores 4 sua
ruptura, é da ordem de milhares de graus.

Conclusoes

Obtivemos entao uma for¢a longitudinal sobre os ions com a forga de Weber.
Quando comparamos esta for¢a com um experimento real de explosao de
fio nos achamos que esta tensdoc é duas ordens de grandeza menor que a
necessdria para romper 0 fio. Apesar deste fato, vamos analisar um pouco
mais as consequéncias de tal forga.

Ela atua nos ions positives e nds vimos também que uma for¢a oposta
a esta atua nos elétrons. Considerando que nds estamos no estado esta-
clonaria, esta forga nos elétrons precisa ser anulada por alguma outra. A
for¢a eletromotiva da bateria ja é anulada pela resisténcia do fio. A con-
sequéncia disto é que esta forga extra nos eléirons provocari um acimulo
de elétrons na metade de cada um dos lados do circuito, ocorrende uma
compressdo dos elétrons, enquanto que os {ons positivos estao tensionados.
No equilibrio esta distribui¢do de cargas deve equilibrar esta compressio.
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Nés nao levamos em conta esta nova distribuigao de cargas no caleulo
acima. Uma consequéncia desta distribuigao é que havera, no equilibrio,
uma nova repulsio coulombiana entre os elétrons, a qual nfio existia an-
teriormente quando consideramos uma corrente neutra. Os efeitos desta
repulsio coulombiana nio serao analisados aqui,

Qutro aspecto a ser mencionado é que, em experimentos de explosio
de fios, em geral, se utiliza uma descarga de um banco de capacitores, ao
invés de uma corrente dc¢ devide a uma bateria quimica. Isto significa que
a explosao de fios acontece com uma corrente transiente (na maioria dos
casos uma sendide amortecida), enquanto a anélise apresentada nesta Se¢ao
ficou restrita a correntes dc.



Capitulo 9

Conclusoes

Na primeira parte deste trabalho apresentamos um método de calculo do
coeficiente de indutancia, que permite a obten¢do de resultados analiticos
dentro da aproximagic que se queira, e que é bastante superior aos tradi-
cionais métodos de aproximagao conhecidos até hoje na literatura (que re-
sultam em tabelas e férmulas de aproximagio numéricas). Demonstramos
a sua utilidade através da comparagdo dos resultados obtidos por este
método com os resultados obtidos por meio dos métodos tradicionais de
aproxima¢ao. Este método, aplicado a eircuitos de corrente fechados, indi-
cou que a equivaléncia entre as formulas de Neumann, Weber, Maxwell e
Graneau para o cilculo da indutancia mitua parecia tamhém se estender
para o calculo da auto-indutancia. Apresentamos entdo uma demonstragao
que confirmou esta equivaléncia.

Utilizamos este mesmo método de calculo no estudo da for¢a entre con-
dutores metilicos na segunda parte deste trabalho. O problema de di-
vergéncia com as expressoes para calculo da forca entre partes de um mesmo
circuito fechado também foi extensivamente tratado neste trabalho, onde
aperfeigoamos um método de calcule utilizado pela primeira vez na litera-
tura por Wesley [Wes90a], para se obter resultados analiticos. Constatamos
que nado existe diferenca entre as forgas de Ampére e Grassmann para cir-
cuitos de corrente fechados, como afirmam alguns autores (por exemplo
[Gra85c, Wes0a, Pap90]), quando levamos em conta dois importantes fa-
tores negligenciados por eles: a utilizagao de circnitos com linhas de corrente
fechadas; e a inclusfio no calculo com a expressio de Grassmann da forga
que uma parte do circuito faz nela mesma, visto que a for¢a de Grassmann
nao satisfaz agfio e reagio entre elementos de corrente da mesma forma
que a forca de Ampere satisfaz. Estes resultados, obtidos com circuitos es-
pecificos, foram confirmados através da comparacgao com os dados obtidos
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de experimentos, e generalizados através de demonstra¢io para quaisquer
circuitos de corrente fechados.

Assim, se o conhecimento no século passado da equivaléncia entre as
for¢as de Ampére e Grassmann para a interag¢do entre um circuito fechado
e um condutor externo a ele restringiram a procura por uma distingéo entre
estas forcas a experimentos com circuitos unicos, agora demonstramos que
mesmo nestas situagdes também existe uma completa equivaléncia entre as
duas expressoes de forga. Portanto, outros tipos de experimentos tém que
ser utilizados na procura por uma solugdo para esta controvérsia.

A equivaléncia entre estas expressdes em situagdes de circnito fechado
é reivindicada por alguns autores nos ultimos anos. Jolly [Jol85)], e Ternan
[Ter85], apresentaram demonstragdes da equivaléncia que estdo restritas
ao caso magnetostatico (V - J = 0). Como nos experimentos utiliza-se
descarga de bancos de capacitores (como nos de explosio de fios) e cor-
rente pulsada (por exemplo [Peo88]), estas demonsiragdes sio limitadas.
Christodoulides apresentou uma demonstragdo da equivaléncia que nao tem
esta limitagdo [Chr87]. No entanto, sua demonstra¢io possui alguns pro-
blemas matematicos de convergéncia e singularidade indicados por outros
autores [Cor89, Pap90), e que Christodoulides néo mostrou na pritica como
resolvé-los. A demonstragio da equivaléncia entre as forgas de Ampére e
Grassmann que apresentamos neste trabalho além de ndo estar limitada
ao caso magnetostatico, ndo possui o8 problemas apontados por Pappas e
Cornille.

Com estas demonstracoes fica evidente que os efeitos de interagdo lon-
gitudinal entre condutores metdilicos (claramente demonstrados através de
inimeras experiéncias, principalmente as realizadas por Graneau) néo po-
dem ser atribuidos & forca de Ampére. Assim também, ndo podemos
através destes experimentos com circuitos de corrente fechados demonstrar
a nao validade da forca de Grassmann. Vemos claramente dois caminhos a
seguir. O primeiro, de cunho tedrico, iniciamos neste trabalho através do
estudo da interacdo longitudinal entre condutores metalicos com a forga de
Weber. Na situacgao de estado estacionario que analisamos, o experimento
de explosao de fios, vimos que apesar de existir uma forga longitudinal pre-
vista pela for¢a de Weber, ela nao é suficiente para explicar a ordem de
grandeza dos resultados experimentais. No entanto, esta forga determina
uma nova distribui¢io de cargas dentro do condutor que nio foi levada em
consideragdo aqui, e que precisa ser estudada em detalhes. Também nio
foram levados em conta nesta 1iltima analise os termos de aceleragio que
existemn numa corrente originada pela descarga de um banco de capaci-
tores. O outro caminho é experimental. Ou seja, experimenios realizados
com cargas movendo-se dentro de cascas esféricas dielétricas carregadas po-
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dem decidir no futuro qual das duas expressdes de forga esta errada, a de
Weber ou a de Lorentz, jA que ambas prevém resultados diferentes nesta
situagdo [Ass02a, Ass93).

Esperamos assim, com este trabalbo, ter contribuido pars um assunto
interessante e importante neste fim de século: o estudo dos fundamentos
da eletrodinamica através da anilise da for¢a entre condutores metalicos de
corrente.



Apéndice A

Método de Aproximacao
das Integrais

Como na maioria das situag¢des experimentais que envolvem condutores
metilicos o didmetro do fio é muito menor que qualquer comprimento
caracteristico do circuito do qual ele faz parte, é comum fazermos a
aproximagao que utilizamos nos nossos calculos do coeficiente de indutancia
e da forga.

Nestas situagdes a utiliza¢do do elemento de corrente de superficie ou de
volume 86 é necessaria quando estamos calculando a forga ou a indutancia
mitua entre partes em contato, ou a auto-indutincia de um tnico pedago.
N&o sendo nestas situa¢des, podemos utilizar elemento de corrente linear.
O resultado & uma excelente aproximaciao do valor experimental medido,
como pedemos constatar com a compara¢ao dos cilculos para o circuito da
Fig. 6.3 com os resultados experimentais, ver Seg¢éo 8.1,

Nem sempre ¢é facil calcular as integrais quidruplas ou séxtuplas que
aparecemn nos problemas onde ndo se pode utilizar elemento de cortente
linear. E também nem sempre é 1itil ter o resultado exato, apenas uma
aproximagao até uma determinada ordem. Assim, ao invés de se fazer o
calculo exato das integrais e depois a expansio deste resultado até a ordem
desejada, faz-se a aproximagao nas integragdes.

O método que utilizamos foi o seguinte. Sejam ¢ ¢ w constantes tais que
w € a. Seja f uma funcdo real a valor real e T a sua integral no intervalo
[a,a + w]:
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a4
T = f f(z)dx
F(a +w) — F(a), (A1)

onde F'(z) = f(z).
Fa¢amos uma expans&o em série de Taylor em torno de @ até a ordem
desejada em w, por exemplo até a segunda, da segunda equagio em (A.1):

T wF'(a) + %-EF”(a) + O(w®)

wf(a)+ (@) + O(w?). (A2)

Portanto, para obtermos o resultado de T expandido em série de Taylor
até segunda ordem em w, ndo precisaremos calcular F(z) (a primitiva de
f(z)). Basta que f(a) e f'(a) estejam definfidos.

E extremamente importante que f(a) e f'(a) tenham valores definidos.
Como as nossas integrais sdo miltiplas alguns cuidados precisam ser toma-
dos. Consideremos, como exemplo, a integral dupla:

S= /aa+w dz .[:‘W dyf(z,y). (A.3)

Com as condi¢des w € a e w € b podemos escrever:

a+w wg
s = /a dz (uf(z,b)+ -é—fy(z,b)+0(w3)) .
= w?f(a,b)+ O(w?), (A4)
onde f, = df/dy.

Precisamos entao verificar se a fun¢do f(x,y) estd definida tanto em
z = a quanto em y = b. As vezes a prépria fungio f(z,y) depende de w.
Temos entao que garantir que além de f estar definfida no ponto (a,b), o
seu limite guando w tende a zero tem de existir e ser finito. Fste coidado
também deve ser tomado com relagao as derivadas. Como um exemplo,
de uma variavel, consideremos @ = 0 e f(z) = (w? + z))Y? em (A.1).
Resolvendo a integral exatamente temos,

,sinh™1(1) .

2
T=w2l'2c+w 5 (A.5)
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Agora vamos utilizar o método de aproximagio sem verificarmos os
limites de f(a) € f/{a) quando w tende a zero. Com (A.2),

T = w? + O(?). (A.6)

Comparando o resultado exato (A.5) com o da aproximagao (A 8), con-
cluimos que o método ndo funcionou, O problema esta no limite de fy(z,w)
quando z e w tendem a zero. Para o exemplo acima este limite é uma in-
determinagao do tipo 0/0.

Portanto, s6 podemos utilizar corretamente a expansio do integrando
em série de Taylor para aproximar o valor da integral se nao existirem os
problemas expostos acima. Em todos os cilculos das integrais que resolve-
mos exatamente e depois expandimos o resultado houve igualdade quando
comparamos este com o resultado da aproximagio da integral, desde que
verificada as condigdes expostas acima.



Apeéendice B

Exemplo do Método de
Aproximacgao

Neste Apéndice vamos aplicar o método de aproximagio de integrais, descri-
to no Apéndice A, ao calculo das integrais da expressio (6.19). A primeira
aproximagio que podemos fazer é nos limites de integrago das varidvels ys
e Ys. Como vamos considerar w & £y e w < {5, ao invés de ys variar de £,
a f3 —w e yg variar de w a #;, podemos simplificar o intervalc de variagao
para, respectivamente, £; a £ e 0 a £;. Reescrevendo a expressio (6.19)
para esta primeira aproximacio, temos:

2 12 4
:"0 2] da:s.f dy;,] d:cgf dys
i tl

R Y
x ( 3(35 yﬁ)

[(x5 — z8)? + (ys — ys)2}*/2

_ 2(ys — ye)
({z5 — 76)% + (5 — ye)2)3:’2)‘ (B.1)

Primeiro integramos semn aproximagio nas variiveis ys e yg. O resultado
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i [ oo [ 0eolom (=2
d d h
4rw? s z6| sin |¢’5 — zg]

B (£2 — £1) _ sinh-1 £3
(x5 — 26)% + (£2 — £,)2)1/2 h (Izs - xel)

—_ 12} £
+ sinh™! ( ) +
lzs — 25| (x5 — 26)? + £3)1/2

&
~ [z +eg)l,2)- (B.2)

N&o podemos utilizar aproximagao das integrais acima nas parcelas que
divergem quando z5 — z¢. Precisamos integrar mais uma vez para ver
se a divergéncia desaparece. Como as outras parcelas que nio divergem
sao facilmente integraveis, vamos calcular as integrais na varidvel 25 sem
aproximagio tambérmn:

2 w _ —
F = F’OI / d:Es Ty sinh—l E_Q__El - (w - 255) Sil'lh_1 u
dnw? f, x5 w — 25
— zgsinh™! (E—z) — (w — z5)sinh™! (-——8-2—--—) + 2gsinh~! (ﬁ—)
rg W — Iy Iy

+ (= 2s)sinh ™ (_f_l_._)] . (B.3)

W — Ty

Na expressao acima podemos expandir os termos do integrando em série
de Taylor na variavel 5 ao redor de 0, até primeira ordem em w /!.’ (€ sendo
£; ou £3). Fazendo a expansdo obtemos:

2 w
F = E-EI— dzs|wlin b
A2
T [}

— esln(zs) — (w —zs) In(w — z5) + O (%)21 . (B.4)

_El) +wln(2¢)

O resultado acima é facilmente integravel na variavel 5. Resolvendo as
integrais chegamos a:

_,UQI2 fl Eg——fl 1 71 3
F_—:l—;—(l ( )+1( - )+ln2+§+0(?)). (B.5)
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A expressao acima ¢ igual & componente y da expressao (6.22), que foi
calculada fazendo-se a expansic em série de Taylor até segunda ordem em
w/£ do resultado exato da integragio em (6.19).

Assim, mostramos que quando utilizado de maneira correta (levando
em considerag@o as divergéncias descritas no Apéndice A), o método de
aproximagio das integrais permite que obtenhamos o mesmo resultado que
a expansao em série de Taylor da integragao exata. No caso das integragses
séxtuplas com elementos de corrente volumétricos este método é extrema-
mente util.
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