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Resumo

O propósito desse trabalho é estudar o papel da desordem em sistemas de spins fortemente

interagentes de baixa dimensionalidade. Do ponto de vista teório, adeias de spin são

extremamente atrativas por apresentarem uma nova físia de baixas energias que vem da

ompetição entre o ordenamento magnétio e as �utuações quântias. A introdução de

desordem, onipresente no ontexto experimental, é um elemento que pode desestabilizar as

fases puras dando origem a uma nova físia. Essa é a motivação prinipal do estudo de seu

papel. Neste trabalho nós estudamos 4 sistemas de spins antiferromagnétios desordenados:

(i) as esadas de spins-1/2 dos tipos 2 pernas e zig-zag, (ii) as adeias isotrópias de spins

SU(N ), (iii) a adeia anisotrópia de spins SU(4), e (iv) revisitamos a adeia de spins-

1/2. O estudo destes sistemas foi realizado apliando generalizações da ténia do grupo

de renormalização no espaço real para desordem forte. No aso do primeiro sistema, nós

mostramos que as esadas de spins sempre renormalizam em adeias de spins muito bem

onheidas. A esada de 2 pernas renormaliza para uma adeia de spins-1/2 dimerizada

antiferromagnétia desordenada e, portanto, possui duas fases. Para dimerização forte ou

equivalentemente desordem fraa, o sistema se enontra na fase de Haldane onde há um

�gap� e a desordem é irrelevante. Para dimerização fraa ou equivalentemente desordem

forte, o �gap� de Haldane se feha e o sistema se enontra numa fase de Gri�ths onde as

quantidades termodinâmias são ontroladas por um expoente não universal denominado

expoente dinâmio z. Em ontraste, a esada zig-zag renormaliza ou para uma adeia de

spins-1/2 antiferromagnétia desordenada ou para uma adeia de spins om aoplamentos

ferro e antiferromagnétios desordenada. Se a desordem e a frustração são su�ientemente

fraas, a esada renormaliza para a primeira adeia, aso ontrário esta pertene à mesma

lasse de universalidade da segunda. Além disso, relaionamos o expoente dinâmio da

adeia de spins om aoplamentos ferro e antiferromagnétios om a distribuição de ponto

�xo desses aoplamentos. Finalmente, através de argumentos simples, onsideramos dizi-

mações de aoplamentos orrelaionados. Nesse aso, torna-se bem laro que a frustração é
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responsável pelo surgimento de aoplamentos ferromagnétios que põem a esada na baia

de atração do ponto �xo das adeias om aoplamentos ferro e antiferromagnétios. Com

relação à adeia SU(N), desenvolvemos uma generalização do método do grupo de renor-

malização para desordem forte para uma adeia isotrópia antiferromagnétia de spins que

pertenem à representações irredutíveis totalmente anti-simétrias do grupo SU(N), om

N maior ou igual a 2. Conseguimos resolver as equações de �uxo analitiamente e des-

obrimos que essas adeias pertenem a uma nova lasse de universalidade ujos pontos

�xos são de desordem in�nita e, por tal motivo, nossos resultados se tornam assintotia-

mente exatos. Próximo a esses pontos �xos, os expoentes araterístios são universais,

i. e., independentes da desordem iniial da adeia, e dependem somente do posto N do

grupo de simetria. Devido às similaridades entre as regras de aglomeração de spins quando

da dizimação de uma adeia de spins om aoplamentos ferro e antiferromagnétios e da

dizimação da adeia isotrópia de spins SU(N ) no limite N →∞, fomos apazes de alu-

lar analitiamente, através de expansões de 1/N , a função orrelação da primeira adeia.

Com relação à adeia de spins SU(4), modi�amos a generalização do método de grupo de

renormalização para levar em onta a anisotropia dos aoplamentos. Conseguimos deter-

minar o diagrama de fases através de álulos analítios e numérios. Todos os pontos �xos

enontrados são universais e de desordem in�nita, entretanto, os expoentes araterístios

dependem de uma maneira não trivial da anisotropia do sistema. Por �m, revisitamos a

adeia de spins-1/2 antiferromagnétia. Calulamos a amplitude da função de orrelação

média e a relaionamos om a amplitude da entropia de emaranhamento da mesma. Além

disso, argumentamos em favor da universalidade dessas amplitudes.



Abstrat

The purpose of this thesis is the study of the role of quenhed disorder in low-dimensional

strongly interating quantum spin systems. From the theoretial point of view, spin hains

are extremely attrative due to their unonventional behavior that originates in the ompe-

tition between magneti ordering and quantum �utuations. The introdution of disorder,

ubiquitous in experimental realizations, is an element that an destabilize the lean phases

giving rise to new physial behavior. That is the main motivation of this study. In this

thesis, we study 4 random antiferromagneti spin systems: (i) the spin-1/2 two-leg and

zigzag ladders, (ii) the isotropi SU(N) spin hains, (iii) the anisotropi SU(4) spin hain,

and (iv) we also revisit the spin-1/2 hain. For suh a task, we use generalizations of the

strong disorder real-spae renormalization group method. Conerning the �rst systems,

we show that the ladders are always renormalized to well-known spin hains. The two-leg

ladder is renormalized to a random dimerized antiferromagneti spin-1/2 hain, hene exhi-

biting two phases. For strong dimerization or equivalently weak disorder the system is in

the gapful Haldane phase where disorder is irrelevant. Otherwise, the Haldane gap loses

and the system is driven into a nonuniversal Gri�ths phase, where the thermodynamial

quantities are ontroled by the dynamial exponent z. In ontrast, the zigzag ladder is re-

normalized either to a random antiferromagneti spin-1/2 hain or to a random spin hain

with both ferro- and antiferromagneti ouplings. If the randomness and frustration are

su�iently weak, the ladder is renormalized to the former hain, but otherwise it belongs

to the same universality lass of the latter one. In addition, we related the dynamial ex-

ponent of the ferro- and aniferromagneti spin hain with its �xed point oupling onstant

distributions. Moreover, through simple qualitative arguments, we determined the phase

diagram of the zigzag ladder with orrelated disorder. That alulation learly showed

that frustration is responsible for the appearane of ferromagneti ouplings, whih plae

the system in the basin of attration of the �xed point of the ferro- and antiferromagneti

spin hains. With respet to the SU(N) spin hain, we developed a generalization of the
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strong-disorder renormalization group method to the ase of an antiferromagneti isotropi

spin hain whose spins belong to the totally antisymmetri irreduible representations of

the SU(N) group, with N greater than or equal to 2. We solved the �ow equations analy-

tially and found that suh hains belong to a new universality lass whose �xed point

distributions are haraterized by in�nite disorder, rendering our results asymptotially

exat. The harateristi exponents of these �xed points are universal, i. e., independent

of the bare disorder, and depend only on the symmetry group rank. Due to the similarities

of the spin lustering rules between the ferro- and antiferromagneti spin hain and the

isotropi SU(N) spin hain in the limit of N → ∞, we were able to analytially alu-

late, through a 1/N expansion, the mean orrelation funtion of the former hain. In the

ase of the SU(4) spin hain, we modi�ed the generalization of the renormalization group

method to take into aount the oupling anisotropy. We determined the phase diagram

through analytial and numerial alulations. All �xed points found are universal and

of in�nite-randomness type. However, the harateristi exponents depend in a nontrivial

fashion on the anisotropy. Finally, we revisited the antiferromagneti spin-1/2 hain. We

alulated the amplitude of the mean orrelation funtion and related it with the amplitude

of the entanglement entropy of the hain. In addition, we gave arguments in favor of the

universality of these amplitudes.
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Capítulo 1

Introdução

Sistemas quântios interagentes de baixa dimensionalidade são objetos interessantes por

apresentarem uma variedade exótia de fen�menos omo ordem de quase longo alane,

invariânia onforme, transições de fase a temperatura zero, estatístia fraionária e ordem

esondida entre outros [Fradkin 1991, Sahdev 1999℄. Além disso, devido à simpliidade de

seus espaços de fase, ténias teórias matematiamente muito bem estabeleidas podem

ser desenvolvidas forneendo um profundo entendimento da físia envolvida em tais fen�-

menos. Destaam-se entre essas ténias o �Ansatz� de Bethe [Bethe 1931℄, a bosonização

[Miranda 2003℄ e o grupo de renormalização [Wilson 1974/75, Fisher 1974℄.

O ingrediente marante dos sistemas de baixa dimensionalidade que os difere de suas

ontrapartidas em dimensões superiores são as �utuações quântias. Em uma dimen-

são estas são responsáveis pela ausênia de ordem de longo alane em temperatura zero

[Landau 1959℄, mas em ontrapartida ordens esondidas podem existir a T = 0. É de

grande interesse o entendimento do papel dessas �utuações na desestabilização das fases

presentes em dimensões superiores. É nesse ontexto que as adeias de spin se tornam

um sistema atrativo. Muito esforço teório tem sido despendido sobre elas no intuito de

eslareer esse ponto e grandes progressos já foram obtidos. Por exemplo, um ferromagneto

não pode existir em uma dimensão a T = 0 porque o ganho entrópio da formação de uma

parede de domínio é maior que a perda energétia de sua formação, que em uma dimensão

é proporional a ligação entre os pouos spins que a formam.

Em ontraposição a esse grande esforço teório, poua realização experimental tem sido

feita para onfrontar as previsões teórias. Felizmente esse enário tem mudado om o ad-

vento de novas ténias de onstrução de nanomateriais e tubos de arbono. E é nesse

enário que o papel desempenhado pela desordem deve ser bem entendido para a orreta
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interpretação dos resultados experimentais. Exemplos muito bem onheidos da realização

experimental da adeia de Heisenberg antiferromagnétia de spins-1/2 desordenada são os

ompostos orgânios de transferênia de arga �N-methyl-phenazinium tetrayanoquinodi-

methanide� (NMP-TCNQ), �quinolinium�-(TCNQ)2, �aridinium�-(TCNQ)2 e �phenazine�-

(TCNQ) [Bulaesvkii 1972, Shegolev 1972℄. Medidas experimentais apontavam uma de-

pendênia singular da suseptibilidade magnétia om a temperatura em desaordo om

a teoria de ondas de spins que prevê que a suseptibilidade deve ser uma onstante (na

ausênia de desordem, o sistema é um líquido de spin de Luttinger [Haldane 1983℄). Na

époa atribuiu-se à desordem nas onstantes de aoplamento a responsabilidade por tal

disordânia, porém nenhuma expliação teória satisfatória sobre o seu papel foi dada

[Bulaesvkii 1972, Theodorou 1976℄. Isso só se daria realmente à partir de 1979 quando Ma,

Dasgupta e Hu propuseram um método de grupo de renormalização no espaço real para

tratar o referido modelo [MDH 1979℄. Apesar da equação de �uxo não ter sido resolvida

analitiamente, simulações numérias foram su�iente para expliar de modo irrefutável o

omportamento singular da suseptibilidade magnétia om a temperatura.

Em 1992, Doty e Fisher mostraram que a desordem é um operador relevante [Doty 1992℄

e, portanto, o ponto �xo que governa as propriedades de baixas energias das adeias de Hei-

senberg de spins-1/2 antiferromagnétias não é aquele desrito pela teoria de ondas de spin.

Mais tarde, Fisher onseguiu resolver analitiamente as equações de �uxo e dessa forma de-

terminou ompletamente as propriedades desse novo ponto �xo [Fisher 1992, Fisher 1994℄.

A prinipal araterístia deste é que a desordem do sistema torna-se ada vez maior à me-

dida que o grupo de renormalização é iterado e tende ao in�nito no limite infra-vermelho.

Em uma linguagem mais simples, é omo se as onstantes de aoplamento do sistema

seguissem uma distribuição in�nitamente desordenada em baixas temperaturas. Tal fato,

omo será melhor abordado no próximo apítulo, onfere ao método de renormalização a

qualidade de ser assintotiamente exato [Fisher 1994℄. Este é um resultado extremamente

importante porque muito pouo se sabe sobre os sistemas desordenados. Exetuando o

modelo de MCoy e Wu [MCoy 1968℄, não se onhee nenhum outro modelo interagente

e desordenado que possua solução exata. Devido às quebras de simetria impostas pela de-

sordem, quase nenhuma ténia teória tão on�ável quanto esta existe. É prinipalmente

por esse motivo que iremos explorar tal ténia ao longo deste trabalho.

Antes de apresentarmos os sistemas que foram estudados nesse trabalho (que é um dos

objetivos dessa introdução), devemos falar um pouo mais sobre esse método de grupo de

renormalização para sistemas desordenados e suas apliações em outros tipos de adeias
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de spins. O motivo para tal se dá porque muitos de nossos resultados se referem a essas

adeias e suas lasses de universalidade.

Primeiramente vamos falar um pouo mais sobre a natureza do estado fundamental da

adeia de Heisenberg. Na estrutura do grupo de renormalização, este nada mais é do que

uma oleção de pares de spin aoplados em estados de singleto [MDH 1979℄. Tais spin

estão aoplados de forma aleatória e podem estar separados por distânias arbitrariamente

longas. Existe ainda uma relação entre a magnitude do aoplamento, Ω, e a distânia,

L, que os separa, ln Ω ∼ −Lψ. A essa relação se dá o nome de esalonamento dinâmio

ativado (�ativated dynamial saling� no original) om um expoente de tunelamento igual

a ψ = 1/2. Como existem pares de spin que estão separados por distânias que vão desde

um parâmetro de rede até frações do tamanho da adeia, a magnitude dos aoplamentos

varia enormemente. Por isso dizemos que o sistema tem desordem in�nita e os resulta-

dos são assintotiamente exatos (no ap. 2 retomaremos esse ponto om mais detalhes).

Mais surpreendente é que a função orrelação média spin-spin é de quase-longo alane

e deai om expoente igual a 2. Por �m, devido à natureza desse estado fundamental,

hamou-se essa fase de singletos aleatórios [Doty 1992℄ (�random singlet phase� no origi-

nal). Reentemente, mostrou-se que a entropia de emaranhamento dessa adeia segue uma

lei logarítmia, c lnL, onde L é o tamanho do sub-sistema emaranhado om o resto da

adeia, om c sendo uma onstante universal [Refael 2004, La�orenie, 2005℄. Nós real-

ulamos a entropia de uma maneira alternativa onde relaionamos c om a amplitude da

função de orrelação média, c
′

. Da relação entre essas duas quantidades, extraímos ara-

terístias interessantes sobre o estado fundamental do sistema. Deixaremos essa disussão

para o momento oportuno.

Após os trabalhos de Fisher sobre o grupo de renormalização de Ma, Dasgupta e Hu

[Fisher 1992, Fisher 1994℄, um dos primeiros sistemas em que este fora apliado foi a a-

deia de Heisenberg de spins-1/2 antiferromagnétia dimerizada na presença de desordem

[Hyman 1996℄. Neste modelo os aoplamentos pares e ímpares são variáveis aleatórias

independentes que seguem distribuições diferentes. Mostrou-se que somente quando as

distribuições são as mesmas é que o sistema se enontra na fase de singleto aleatório. Se as

distribuições são muito próximas, ou seja, dimerização fraa (ou equivalentemente desor-

dem forte), o sistema não tem "gap" de spin e as quantidades físias são ontroladas por

um expoente não universal denominado expoente dinâmio z > 1. Por exemplo, a relação

entre as esalas de energia e omprimento é Ω ∼ Lz , a suseptibilidade magnétia omo

função da temperatura diverge omo lei de potênia ujo expoente é 1− 1/z. A essa fase
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denominou-se fase de Gri�ths. Se as distribuições entre os aoplamentos pares e ímpares

são muito diferentes, a desordem é irrelevante, ou seja, a físia de baixas energias é aquela

do sistema limpo. Um "gap" de spin (o "gap" de Haldane) é aberto e o sistema se torna

dimerizado. Em ambas as fases a orrelação média spin-spin é de urto alane. Em ambos

os asos, o estado fundamental basiamente é uma oleção de dímeros livres, e portanto a

função orrelação é de urto alane.

Mais tarde, veri�ou-se que a apliação do método de grupo de renormalização nas a-

deias de Heisenberg antiferromagnétias desordenadas de spins-1 era problemátia

[Boehat 1996℄, então se fez neessária uma implementação mais so�stiada do método.

Duas implementações (melhoramentos) surgiram. Na primeira, onsiderava-se que os spins-

1 são 2 spins-1/2 aoplados forte e ferromagnetiamente [Hyman 1997, Monthus 1997,

Damle 2002a℄ (onsistente om a estrutura de sólido de ligação de valênia da adeia limpa,

�valene bond solid� no original [AKLT 1987℄), e na segunda, onsiderou-se a diagonaliza-

ção de um luster de 3 spins ao invés de 2 omo era o usual [Saguia 2002℄. Em ambos os

asos, ahou-se que o sistema possui 3 fases ujas transições são seqüenialmente dirigidas

pela desordem. Desordem pequena é irrelevante. O "gap" de Haldane persiste e portanto

o sistema se enontra na fase de Haldane. Para desordem intermediária, o "gap" é fehado

e o sistema se enontra na fase de Gri�ths não universal (araterizada pelo expoente

dinâmio z). E �nalmente, para desordem grande, o sistema é levado para a fase universal

do singleto aleatório om expoente dinâmio ψ = 1/2.

Apliações para a adeia de spins-3/2 usando o primeiro melhoramento do método

(de aordo om a ref. [Monthus 1997℄) foram feitas [Refael 2002℄. A onlusão é de que

o sistema possui duas fases universais dependentes da desordem. A primeira, para de-

sordem pequena, é uma fase de singleto aleatório ujas exitações são de spins-1/2. (Na

verdade é um estado de singleto aleatório de spins-1/2 envolto em um estado de sólido

de ligação de valênia de spins-1.) Para desordem grande, o sistema está numa fase de

singleto aleatório om espetro de exitações de spins-3/2. Em ambas as fases o expo-

ente dinâmio é igual a ψ = 1/2. Entretanto, no ponto rítio, aredita-se que ψ = 1/4

[Refael 2002, Damle 2002b℄, e está relaionado om peuliaridades de um ponto multirí-

tio. Tal expoente está intimamente relaionado om as adeias de spin SU(4) estudadas

por nós nesse trabalho omo será abordado nos aps. 4 e 5. Este enário está em perfeito

aordo om o que se pensava na époa sobre o fato de a desordem desestabilizar sistemas

rítios unidimensionais. (A onjetura de Haldane diz que adeias de spins inteiros tem

espetros om �gap� enquanto as adeias de spins semi-inteiros são rítias [Haldane 1983℄.)
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Porém, tratamentos da adeia de spins-3/2 pelo segundo melhoramento indiou que o sis-

tema tem 3 fases análogas as da adeia de spins-1, sendo que a fase de singleto aleatório

só era alançada para desordem iniial extremamente grande [Saguia 2003℄. Simultanea-

mente, Carlon et al. [Carlon 2004℄, através de álulos numérios de DMRG, enontraram

que desordem fraa é (marginalmente) irrelevante, onsistente om os resultados reportados

na ref. [Saguia 2003℄.

Outro importante sistema onde o grupo de renormalização para desordem forte foi

apliado é a adeia de Heisenberg desordenada om aoplamentos que podem ser tanto

ferromagnétios quanto antiferromagnétios. Realizações experimentais dessa adeia são

as ligas do tipo Sr3CuPt1−xIrxO6 [Nguyen 1994℄, onde a onentração de aoplamentos fer-

romagnétios, x, está simplesmente relaionada à presença dos íons de Ir. A generalização

do método de grupo de renormalização para levar em onta os aoplamentos ferromag-

nétios foi primeiramente realizada por Westerberg et al. [Westerberg 1995℄. Através de

um extenso estudo numério, eles enontraram que em baixas energias a suseptibilidade

magnétia deve seguir a lei de Curie e a relação entre esalas de energia e omprimento

segue uma lei de esalonamento dinâmio usual, Ω ∼ Lz,1 onde z é universal (aproxima-

damente igual a 2, 27) se a desordem é pequena, e não universal (maior que 2, 27) em aso

ontrário. Além disso, sempre se veri�a a presença de grandes momentos magnétios no

limite de baixas temperaturas. Por esse motivo essa fase é denominada fase de grandes

spins (�large spin phase� no original) [Westerberg 1995℄. Digno de nota é o fato de que as

predições teórias estão em aordo om as medidas experimentais [Nguyen 1996℄. Como

veremos em maiores detalhes no ap. 3, esta generalização para levar em onta aoplamen-

tos ferromagnétios é de extrema importânia para o estudo das esadas de spins. Mais

tarde, de modo impressionante, mostrou-se que a função orrelação neste sistema deve air

om o logaritmo da distânia [Hikihara 1999, Hoyos 2004b℄.

Muitos outros modelos de spins desordenados foram estudados utilizando essa ténia

de grupo de renormalização e podem ser onsultados em um reente artigo de revisão na

ref. [Iglói 2005℄. Até agora listamos aqueles que onsideramos de maior interesse tanto

para introduzir o método e o tipo de físia envolvida nesses sistemas quanto para dar

um mínimo de base neessária para a ompreensão do nosso estudo sobre os sistemas que

estudamos (listados à partir do próximo parágrafo). Para �nalizar esse parágrafo, devemos

itar apenas mais uma adeia de spins: A adeia de Ising no ampo transverso desordenada

[Fisher 1992℄. Foi neste modelo que Fisher resolveu analitiamente as equações de �uxo

1Na verdade, esta relação pode ser deduzida analitiamente uma vez obtida as distribuições de ponto
�xo das onstantes de aoplamento [Hoyos 2004a℄.
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pela primeira vez e relaionou a físia do ponto rítio deste om a adeia de Heisenberg

[Fisher 1994℄. Além disso, fora do ponto rítio, o sistema se enontra numa fase de Gri�ths

que também pode ser relaionada om a fase de Gri�ths da adeia de Heisenberg dimerizada

[Hyman 1996℄.

O primeiro sistema em que onentramos nossa atenção foram as esadas de spins-

1/2 antiferromagnétias do tipo 2 pernas e zig-zag. Reentemente, realizações experi-

mentais desses sistemas têm sido reportadas na literatura. Por exemplo, os ompostos

Sr(Cu1−xZnx)2O3 são realizações experimentais de esadas do tipo 2 pernas [Azuma 1997℄.

Outro grupo de ompostos que formam esadas de spins são os seguintes óxidos de boratos:

M3+M'2+OBO3, M3+(M'2+)2O2BO3 e M2+M'2+B2O5 [Continentino 2005℄, onde M e M' são

metais. Em todos os asos, esses ompostos são altamente anisotrópios e por isso o aráter

unidimensional se torna relevante para uma faixa bem determinada de temperaturas. Com

relação ao sistema limpo, sabe-se que as esadas de 2 pernas são objetos análogos à adeia

de spins-1. Ambos têm um "gap" de spin e apresentam um parâmetro de ordem esondida

de longo alane diferente de zero [Nijs 1989, Hida 1992, White 1996a℄. Por outro lado, a

esada do tipo zig-zag (também onheida omo o modelo J1−J2 por ser topologiamente

equivalente a uma adeia de Heisenberg om aoplamentos entre primeiros, J1, e segundos

vizinhos, J2) possui uma transição de fase em Λ = J2/J1 = Λc ≈ 0.24 [Haldane 1982℄. Para
Λ < Λc, o sistema não possui "gap" e se omporta omo a adeia de Heisenberg, no entanto

para Λ > Λc, um "gap" de spin é aberto devido a uma dimerização espontânea do sistema.

Somente para Λ→∞ a dimerização vai a zero e o sistema se torna sem "gap" novamente

[White 1996b℄. No entanto, na maioria dos sistemas itados aima, medidas de susepti-

bilidade magnétia indiam uma dependênia singular om a temperatura, novamente em

desaordo om as previsões teórias. (Nas fases om e sem �gap�, a suseptibilidade deve

ir a zero e tender a uma onstante, respetivamente, quando a temperatura vai a zero.)

Novamente devemos onsiderar o papel da desordem para o entendimento desta questão.

Esta se faz onipresente tipiamente pela ação de impurezas fora da esada que distorem

loalmente a estrutura da rede (e onseqüentemente, o valor da onstante de aoplamento)

sem afetar os spins que a formam.

Em 2002, Mélin et al. apliou o método de Ma, Dasgupta e Hu para estudar diversas

esadas de spins-1/2 antiferromagnétias na presença de desordem [Mélin 2002℄. O estudo

se baseou exlusivamente no álulo numério do expoente dinâmio e as onlusões em

relação às esadas em questão são as seguintes: A esada de 2 pernas possui uma transição

de fase em temperatura zero dirigida pela desordem do sistema. Para desordem fraa, o
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sistema se enontra na fase de Haldane (a mesma fase do sistema limpo) onde a desor-

dem é irrelevante. Para desordem su�ientemente forte o "gap" de Haldane é fehado e

o expoente dinâmio é sempre maior do que 1 e dependente da desordem iniial, o que

arateriza uma fase de Gri�ths, e portanto espera-se que a suseptibilidade magnétia

tenha uma dependênia singular não universal om a temperatura. Com relação à esada

zig-zag, os autores enontraram que o expoente dinâmio era sempre maior que 1 e não

universal e onluíram que o sistema sempre se enontra numa fase de Gri�ths. Simulta-

neamente, Yusuf e Yang estudaram a esada de 2 pernas utilizando o mesmo método de

grupo de renormalização, porém, o estudo foi foado no álulo numério da suseptibili-

dade magnétia e da função orrelação spin-spin [Yusuf 2002℄. Eles enontraram 2 fases

diferentes em temperatura zero uja transição é uma função da desordem. Para desor-

dem pequena, a suseptibilidade vai a zero, araterizando uma fase om "gap" de spin

(a fase de Haldane). E para desordem grande a suseptibilidade diverge omo lei de po-

tênia ujo expoente é não universal. Entretanto, em ambas as fases, a função orrelação

é de urto alane om omprimento araterístio da ordem de dezenas de parâmetros

de rede. Esses resultados estão em aordo om as onlusões obtidas por Mélin et al na

ref. [Mélin 2002℄. Mais tarde, Yusuf e Yang apliaram o mesmo método para estudar a

esada do tipo zig-zag [Yusuf 2003℄, porém om aoplamentos entre primeiros e segundos

vizinhos orrelaionados. O estudo foi baseado prinipalmente no álulo numério da

suseptibilidade magnétia e na veri�ação da formação de grandes momentos magnéti-

os no sistema. Para frustração su�ientemente forte, se veri�a que grandes momentos

magnétios e aoplamentos ferromagnétios apareem, bem omo uma suseptibilidade do

tipo lei de Curie. Dessa forma onlui-se que o sistema se enontra na fase de grandes

momentos magnétios (omo na adeia de spin om aoplamentos ferromagnétios e anti-

ferromagnétios). Por outro lado, para frustração pequena, não se veri�a a formação de

momentos magnétios diferentes dos próprios spins-1/2 e a suseptibilidade se omporta

omo na fase de singleto aleatório. Dessa maneira, onlui-se que o sistema possui duas

fases, a do singleto aleatório e a de grandes momentos magnétios. Tal onlusão está em

desaordo om aquela de Mélin et al. na ref. [Mélin 2002℄. Simultaneamente, nós aplia-

mos o mesmo método para estudar as duas esadas de spin em questão, porém foamos

nossa atenção na estrutura topológia da adeia ao longo do �uxo de renormalização e

veri�amos que, logo nos primeiros estágios do grupo de renormalização, enquanto a esala

de energia ainda está no relativamente alta, aoplamentos de longo alane são formados.

E entretanto, à medida que o limitante de energia diminui estes renormalizam para zero.
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Conseqüentemente, no ponto �xo só restavam aoplamentos entre primeiros vizinhos. Por-

tanto, a nossa prinipal onlusão é que as esadas sempre renormalizam para adeias de

spins [Hoyos 2004a℄. Com esse resultado simpli�ador, failmente relaionamos a físia de

baixas energias dessas esadas om aquela já onheida das adeias de spins. As esadas

do tipo duas pernas sempre renormalizam para uma adeia de spins-1/2 dimerizada e as

esadas do tipo zig-zag renormalizam ou para a adeia antiferromagnétia de spins-1/2 ou

para a adeia om aoplamentos antiferromagnétios e ferromagnétios. Voltaremos om

mais detalhes a esse ponto no ap. 3. Por ora, adiantamos que nossas onlusões estão em

aordo om as de Yusuf e Yang [Yusuf 2002, Yusuf 2003℄.

A segunda lasse de sistemas que estudamos é mais exótia. São as adeias antifer-

romagnétias desordenadas ujas propriedades de rotação dos spins são governadas pelo

grupo SU(N), om N ≥ 2. A seguir daremos várias motivações para o estudo destes.

Coqblin e Shrie�er mostraram que as propriedades de transformação do hamiltoniano

magnétio efetivo que desreve a interação entre os momentos magnétios de terras raras

ou atinídeos, em alguns asos, são governadas pelo grupo SU(N) [Coqblin 1969℄. Por

exemplo, para o Ce3+ N = 6, e Yb3+ N = 8. O Modelo de Hubbard om dupla dege-

neresênia orbital no limite fortemente interagente e no preenhimento 1 (1 életron por

sítio) se reduzem ao modelo de Heisenberg de spins SU(4) uja representação é a fun-

damental [Yamashita 1998℄. O papel da degeneresênia orbital em algumas adeias de

pontos quântios também paree ser muito importante. No preenhimento 2 e no limite

fortemente interagente o modelo de Heisenberg de spins SU(4) uja representação é a auto-

onjugada desreve o sistema [Onufriev 1999℄. Reentemente tem se despertado o interesse

por modelos de spin om degeneresênia orbital [Li 1998, Azaria 1999℄. Devido ao aopla-

mento spin-órbita, esses sistemas podem apresentar um aumento no grupo de simetria de

SU(2) para SU(4). Tais sistemas devem então apresentar uma transição de fase em tem-

peratura zero se a interação spin-órbita é aumentada. Além disso, ténias de N in�nito

são freqüentemente empregadas no intuito de que a físia envolvida em N pequeno seja

apturada [Sahdev 1999℄. Raramente se tem a possibilidade de estudar uma seqüênia de

problemas para todos os valores de N . Aqui tal possibilidade é realizada (omo veremos no

ap. 4). Estas basiamente são as motivações que nos levaram a estudar as adeias isotró-

pias de spins SU(N) e as adeias anisotrópias de spin SU(4), ambas antiferromagnétias

e desordenadas. Para tal, generalizamos o método de grupo de renormalização para levar

em onta a simetria SU(N) dos spins. Resolvendo analitiamente as equações de �uxo,

desobrimos que as adeias isotrópias se enontram numa espéie de fase do singleto alea-
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tório mas om o expoente dinâmio dependente do posto do grupo N [Hoyos 2004b℄. Esse

assunto será detalhadamente abordado no ap. 4. Com relação à adeia SU(4) anisotró-

pia, enontramos o diagrama de fases do sistema (em função da anisotropia e a desordem

da mesma) resolvendo analitiamente a maioria das equações de �uxo, exeto para uma

pequena região do espaço de parâmetros onde o estudo foi onduzido numeriamente. En-

ontramos que o sistema possui uma transição de fase entre diferentes fases de singleto

aleatório dirigida pela anisotropia [Hoyos 2005℄. No apítulo 5, retomaremos esses resul-

tados mais detalhadamente. Fehamos esse parágrafo enfatizando que tais resultados são

extremamente interessantes porque eles apontam que, sem mesmo onheer a físia da fase

limpa, esta deve ser ompletamente desestabilizada pela desordem.

O objetivo desse trabalho é estudar o papel da desordem em sistemas interagentes

unidimensionais. Tal tarefa é feita através do uso da ténia de grupo de renormalização

no espaço real para desordem forte, extremamente poderosa para o estudo desses tipos

de sistemas por se valer da quebra de simetria translaional imposta pela desordem e

das �utuações quântias. No apítulo 2, introduzimos o método original de grupo de

renormalização e suas generalizações e apliações para outras adeias de spin de relevânia

para o desenvolvimento do trabalho. No apítulo 3, reportamos o nosso estudo sobre as

esadas de spins-1/2 antiferromagnétias desordenadas do tipo 2 pernas e zig-zag. No

apítulo 4, desenvolvemos a generalização do grupo de renormalização para levar em onta

spins SU(N), e reportamos nosso estudo sobre essas adeias. No apítulo 5, apliamos

a generalização do grupo de renormalização desrita no apítulo anterior para a adeia

de spins SU(4) anisotrópia antiferromagnétia desordenada. No apítulo 6 alulamos a

amplitude da função orrelação da adeia de spins-1/2 antiferromagnétia desordenada e

a relaionamos om a amplitude da entropia de emaranhamento. E por �m no apítulo 7,

apresentamos as onlusões gerais do trabalho.

Queremos ainda enfatizar que nos álulos aqui apresentados algumas onstantes físias

fundamentais são de�nidas omo a unidade. Estas são kB = � = 1. Este arateriza o que

os teórios omumente hamam de sistema natural. Entretanto, não é uma tarefa difíil

reuperá-las nos resultados aqui reportados.

Para �nalizar essa introdução, enquadramos na tabela 1.1 algumas abreviações e seus

signi�ados que serão omumente usadas ao longo do texto.

Os sigini�ados destas serão freqüentemente relembrados ao longo do texto, mas aso

o leitor neessite, esta tabela torna-se uma fonte de rápida onsulta.
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Abreviação Signi�ado

GR Grupo de renormalização
GRDF GR para desordem forte
AF Antiferromagnétio(a)
FM Ferromagnétio(a)
PFDI Ponto �xo de desordem in�nita
RI Representação irredutível

Tabela 1.1: Algumas abreviações e seus signi�ados.



Capítulo 2

O método do grupo de renormalização

O prinipal objetivo deste apítulo é introduzir o método do grupo de renormalização para

desordem forte.

Primeiramente, introduziremos o método omo ele é atualmente utilizado na literatura.

Tal tarefa será feita em onjunto om a sua apliação no estudo da adeia antiferromagné-

tia de Heisenberg de spins-1/2 desordenada. O método omo é introduzido na seção 2.1 é

interpretado de uma maneira ligeiramente diferente daquela quando de sua introdução por

Ma, Dasgupta e Hu em 1979 [MDH 1979℄. Tal reinterpretação foi dada por Bhatt e Lee

em 1982 [Bhatt 1982℄ e é re�exo do amadureimento das idéias físias por trás do mesmo.

Na seção 2.2, disutiremos os aspetos mais importantes da apliação do método na

adeia de Heisenberg antiferromagnétia om dimerização forçada [Hyman 1996℄. E por

�m, na seção 2.3, mostraremos a generalização do método realizada por Westerberg et al.

para levar em onta aoplamentos ferromagnétios [Westerberg 1995℄.

2.1 O método do grupo de renormalização e a adeia de

Heisenberg de spins-1/2

Nesta seção, desrevemos o método do grupo de renormalização para desordem forte

(GRDF) introduzido iniialmente por Ma, Dasgupta e Hu para o estudo da adeia de

Heisenberg de spins-1/2 antiferromagnétia (AF) na presença de desordem temperada

[MDH 1979℄. Iremos nos ater somente aos aspetos mais relevantes do método e dei-

xaremos para abordar maiores detalhes no ap. 4 quando generalizaremos o método para

estudar adeias de spins ujo grupo de simetria é o SU(N), om N ≥ 2.

11



12 2.1 O método do GR e a adeia de Heisenberg

O hamiltoniano que desreve o sistema de estudo é dado por

H =
∑

i

JiSi · Si+1, (2.1)

onde Si é o operador usual de spin-1/2 om relação ao sítio i, e Ji > 0, é a onstante de

aoplamento entre os spin Si e Si+1. A desordem temperada se faz presente onsiderando

que os Ji's são variáveis aleatórias independentes distribuídas de aordo om P (J).

A estratégia básia do método de GRDF é dizimar (reduzir) graus de liberdade de spin

através da ombinação de dois deles em um estado de singleto. Essa dizimação é feita

obedeendo os seguintes passos/regras. (i) Enontre o maior aoplamento existente na

adeia, Ω = max {Ji}. (Suponha Ω = J2.) (ii) Considere que a interação entre os spins

S2 e S3 é a mais relevante, e portanto a interação destes om o resto da adeia pode ser

tratada perturbativamente. Ou seja, trate

H1 = J1S1 · S2 + J3S3 · S4,

omo uma perturbação de

H0 = J2S2 · S3. (2.2)

Como o estado fundamental de H0 é um singleto, (iii) retire os spins S2 e S3 do sistema e

faça om que os spins vizinhos, S1 e S4 interajam efetivamente de aordo om

Hef = J̃S1 · S4, om J̃ =
J1J3

2Ω
. (2.3)

Este resultado é obtido tratandoH1 em segunda ordem de teoria de perturbação [MDH 1979℄.1

Como o hamiltoniano efetivo tem a mesma forma que a do original, podemos iterar su-

essivamente o grupo de renormalização, ou seja, voltar para o passo (i) e repetir os

proedimentos suessivamente até um ponto que deixaremos para ser determinado mais

tarde. O proedimento de dizimação está ilustrado esquematiamente na �g. 2.1.

O objetivo do método do GR é desrever a físia de baixas energias de um sistema. No

aso em questão, queremos saber omo se omportam as quantidades termodinâmias da

adeia em baixas temperaturas. Supondo que J2 = Ω seja muito maior que a temperatura

T , então o estado tripleto do hamiltoniano H0 será pouo aessado termiamente. Esta

hipótese justi�a a regra (iii). O proedimento perturbativo desrito pelas regras (i) e (ii)

1Na verdade falta um termo onstante no hamiltoniano efetivo (2.3) proporional a J2

1
+J2

3
, porém este

pode ser negligeniado para os nossos propósitos.
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J1 J3

1 2 3 4 1 4

Ω J
~

Figura 2.1: Proedimento esquemátio da dizimação de um par de spins-1/2.

é justi�ado se a desordem no sistema é grande. Dessa maneira, há uma boa hane de

que os aoplamentos vizinhos J1 e J3 sejam muito menores que J2.

O método do GR nos diz que devemos iterá-lo até que os parâmetros do hamiltoniano

não mudem mais. Quando isso aontee, dizemos que enontramos um ponto �xo, e esse

hamiltoniano invariante dita a lasse de universalidade de todos aqueles hamiltonianos

que estão na baia de atração deste ponto �xo [Fisher 1974℄. Usualmente em sistemas

limpos, o hamiltoniano invariante é de�nido por inúmeros parâmetros, omo por exemplo as

onstantes de aoplamento entre primeiros e segundos vizinhos. No aso em questão, este é

de�nido por in�nitos aoplamentos entre primeiros vizinhos que seguem uma determinada

distribuição. Então a quantidade que deve ser renormalizada é a distribuição P (J) ≡
P (J ; Ω), onde indiamos om o ponto-e-vírgula que Ω é orte superior de P (J).

Fluxo

(  )JP

dΩ

(  )J

Distribuiçao de
ponto fixo

0 0J J
J J J Ω

*P

~
1 3

~

Figura 2.2: Proedimento esquemátio do proesso de dizimação sobre a distribuição P (J).
Note que todas as regiões sombreadas tem a mesma área, e que a distribuição de ponto
�xo, P ∗ (J), é singular.

A �g. 2.2 ilustra esquematiamente omo o proedimento de renormalização altera a

distribuição P (J). As regiões sombreadas em destaques representam pitoriamente a fra-

ção de aoplamentos renormalizados durante os proessos de dizimação que levam a esala

de energia Ω → Ω − dΩ. Aquelas 3 maradas om um X representam a trina de aopla-

mentos vizinhos (J1, Ω, J3) que devem ser retirados do sistema, e aquela mais à esquerda

representa o aoplamento J̃ a ser inserido. Além disso, omo não há orrelação entre a

trina de aoplamentos retirados, o aoplamento inserido J̃ também é desorrelaionado, e
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dessa maneira as novas onstantes de aoplamento são variáveis aleatórias independentes.

O ponto have que devemos dar destaque é que o aoplamento J̃ a ser inserido é menor

que os aoplamentos originais (ver eq. (2.3)). Este fato é perfeitamente ondizente om o

objetivo do GR em abaixar a esala de energia do sistema. E omo veremos a seguir, é

responsável por gerar uma distribuição de ponto �xo extremamente larga e singular em J .

A equação de �uxo que desreve as transformações da distribuição P (J) quando a

esala de energia Ω é variada é [MDH 1979℄

∂

∂Ω
P = −P (J = Ω)

∫

dJ1dJ3P (J1)P (J3) δ

(

J − J1J3

2Ω

)

, (2.4)

e apresenta um únio ponto �xo estável [Fisher 1994℄,

P ∗ (J ; Ω) =
α

Ω

(

Ω

J

)1−α
θ (Ω− J) , α = − 1

lnΩ
. (2.5)

Esta distribuição é interessante porque a desordem do sistema aumenta gradativamente à

medida que o GR é iterado. E tende ao in�nito quando Ω → 0. A quanti�ação desta

a�rmação é dada quando se alula

lim
Ω→0

√
Var J
〈J〉 → ∞,

onde 〈J〉 e Var J são a média e a variânia de P (J), respetivamente. A imediata impli-

ação deste fato é tornar o proedimento perturbativo de renormalização assintotiamente

exato. No limite Ω → 0 a probabilidade de oorrênia de uma dizimação ruim vai a

zero, ou seja, a probabilidade de um dos aoplamentos vizinhos a Ω ser igual a J > CΩ,

om 0 < C < 1 é igual a 2 − 2Cα ≈ −2α lnC para α pequeno. Portanto, nas pala-

vras de D. S. Fisher: �Isto fortemente sugere que, ontanto que possamos atravessar a

salvo o regime iniial em que a distribuição dos J 's não é larga, as transformações do

GR se tornarão assintotiamente exatas.� [Fisher 1994℄. Os efeitos de desordem pequena

foram estudados através do método de réplias [Doty 1992℄ e por diagonalização exata

[Henelius 1998, La�orenie 2003, La�orenie 2004℄. Veri�ou-se que tais efeitos não re-

tiram uma distribuição iniialmente estreita e bem omportada da baia de atração da

distribuição de ponto �xo (2.5). Dessa maneira onlui-se que a introdução de desordem,

por menor que seja, desestabiliza a fase pura, e o sistema é levado para um ponto �xo

universal de desordem in�nita (2.5) [Fisher 1994℄.
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Para alular as quantidades físias, proede-se da seguinte maneira: (a) Itera-se o

proedimento de dizimação até que a esala de energia Ω seja diminuída até se igualar

a temperatura T . (b) Em seguida, onsidera-se que os spins não dizimados (ou �spins

ativos�) são livres, i. e., não interagem entre si, e que aqueles que foram dizimados estão

inertes e devem ser desonsiderados. E sendo assim, o sistema é diagonalizado trivialmente

[Bhatt 1982℄. (Por exemplo, a suseptibilidade magnétia estátia, χ, será dada pela on-

tribuição de Curie de ada um dos spins ativos na esala de energia Ω = T .) A justi�ativa

para se proeder dessa maneira é relativamente simples. O proedimento (a) é re�exo

do fato de que o estado de tripleto não pode mais ser desartado porque é termiamente

ativado abaixo dessa esala de energia, e portanto importante para a desrição da físia

do sistema.2 O proedimento (b) é justi�ado se a temperatura de interesse T é muito

menor que a esala de energia iniial Ω0.3 Dessa maneira, P (J) teve bastante �tempo�

para �uir e se enontra próximo ao ponto �xo, i. e., P (J) ≈ P ∗ (J) que é extremamente

singular. Sendo assim, a esala de energia das interações entre a grande maioria dos spins

está muito abaixo da temperatura T e, portanto, são essenialmente livres. Os demais

spins dizimados em esalas de energia superiores a T estão �ongelados� em estados de

singletos, e portanto, podemos onsiderá-los inertes.

Devemos, a seguir, alular a fração de spins ativos, nΩ, na esala de energia Ω. Como

em ada dizimação 2 spins são retirados, então a fração de spins dnΩ dizimados quando se

varia Ω → Ω − dΩ deve ser igual a 2 vezes a fração de spins disponíveis para dizimação

multipliado pela probabilidade de oorrênia de uma dizimação nessa esala de energia,

P (J = Ω) dΩ. O que nos leva a

dnΩ = 2nΩP (Ω) dΩ, =⇒ nΩ ∼
1

(ln 1/Ω)2
, (2.6)

onde usamos que P ≈ P ∗, imediatamente impliando em uma singularidade da susepti-

bilidade magnétia [Fisher 1994℄,

χ ∼ nΩ=T

T
∼ 1

T (ln 1/T )2
. (2.7)

Pelo fato do estado fundamental ser uma oleção de singletos aoplados aleatoriamente

2Lembre-se que a diferença de energia entre o tripleto e o singleto no hamiltoniano (4.6) é igual a
onstante de aoplamento J2 = Ω.

3Note que Ω0 é uma esala global de energia, e dessa maneira podemos reesalar todo o sistema por
ela, ou seja, Ω0 = 1. Na verdade isso foi impliitamente assumido quando da solução de ponto �xo (ver
eq. (2.5)).
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(ver �g. 2.3), diz-se que o sistema se enontra na fase dos singletos aleatórios [Doty 1992℄.

Nessa visão pitória, podemos alular as exitações fundamentais do sistema da seguinte

maneira. As exitações de mais baixa energia são polarizações dos estados de singletos

formados por pares de spins arbitrariamente afastados. O usto energétio da polarização

de um singleto ujos spin estão afastados por uma distânia da ordem de LΩ é igual ao

valor do aoplamento ompartilhado por estes quando tal par foi dizimado, ou seja, era

o mais forte da adeia (Ω) naquela esala de omprimento (LΩ). Porém, nesta mesma

esala, a fração de spins ativos era nΩ, logo a distânia média entre spins ativos vizinhos

era LΩ ∼ n−1
Ω . E através da eq. (2.6), enontramos que esala de energia e a esala de

omprimento se relaionam através de,

ln
1

Ω
∼ LψΩ, onde ψ =

1

2
. (2.8)

A este tipo de relação dá-se o nome de esalonamento dinâmio ativado om um expoente

de tunelamento ψ = 1/2 [Fisher 1994℄. Esta relação foi reentemente veri�ada experi-

mentalmente no omposto BaCu2(Si0.5Ge0.5)2O7 por espalhamento inelástio de nêutrons

[Masuda 2004℄.

Figura 2.3: Visão pitória do estado fundamental da fase de singleto aleatório. Pares de
spins extremamente distantes podem se aoplar em um estado de singleto. Note que as
ligações nuna se ruzam.

A função de orrelação spin-spin, Cij = 〈Si · Sj〉, onde 〈. . . 〉 denota a média no en-

semble, também pode ser obtida. Note que, em longas distânias, raros pares de spins,

que eventualmente se aoplam em estados de singleto, desenvolvem fortes orrelações (da

O (1)) e, portanto dominam a função orrelação média C̄ij = C (|i− j|), onde a sobrebarra

denota a média na desordem.4 Dessa maneira, a função orrelação média deve ser propor-

ional ao número de singletos formados na esala de omprimento |i− j| ∼ n−1
Ω . Mas a

probabilidade de que um spin forme um singleto om um outro qualquer é proporional à

probabilidade de que este não tenha sido dizimado até a esala de omprimento que separa

os dois, ou seja, proporional a própria fração de spins ativos nΩ [Fisher 1994℄. Como

4Note que este proedimento torna a função orrelação média invariante por translação.
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ambos os spins devem estar ativos,

C (|i− j|) ∼ n2
Ω ∼

(−1)i−j
|i− j|η , om η = 2. (2.9)

Este resultado é intrigante porque, mesmo num regime extremamente desordenado, o sis-

tema possui orrelações de quase-longo alane.

Entretanto, tipiamente os spins não estão aoplados em singletos e desenvolvem fraas

orrelações. Estas orrelações podem ser estimadas da seguinte maneira. Considere 3 spins

ativos vizinhos, por exemplo, S1, S2 e S3, na esala de energia Ω = J2 separados a uma

distânia da ordem de LΩ ∼ n−1
Ω . Na próxima dizimação, os spin S2 e S3 desenvolverão

orrelações iguais a C23 = −3/4+O (J1/Ω)
2, enquanto uma fraa orrelação entre os spins

S1 e S2 igual a C12 = −J1/Ω +O (J1/Ω)
2 será desenvolvida. O valor típio da orrelação

entre spins distantes será então proporional ao valor típio da distribuição J/Ω. Como

P ∗ (J) é larga, tal valor típio é aproximadamente igual a média geométria, o que nos leva a

uma orrelação típia, Ctip (L) om deaimento do tipo exponenial estiada [Fisher 1994℄,

Ctip (L) ∼ exp
{

ln (J/Ω)
}

= exp {−1/α} ∼ exp
{

−Lψ
}

, (2.10)

e ψ = 1/2.

Em suma, os resultados assintotiamente exatos desritos nas eqs. (2.5), (2.7), (2.8),

(2.9) e (2.10) araterizam bem a fase dos singletos aleatórios governada por um ponto �xo

de desordem in�nita. Estes foram obtidos em onsonânia om a introdução do método do

GRDF e ilustram quão onveniente é essa ténia. Basiamente, ela usa o fato do sistema

ser desordenado para justi�ar o seu proedimento perturbativo de dizimação, que a priori,

não deve ser uma boa estratégia para tratar sistemas pouos desordenados. Entretanto,

a desordem rese inde�nidamente quando se apliam as transformações do grupo, e isso

melhora o proedimento de renormalização de tal maneira que o tratamento em segunda

ordem de teoria de perturbação se torna assintotiamente exato.

2.2 A adeia de Heisenberg dimerizada

Nesta seção, apliamos o método do GRDF introduzido na seção anterior para estudar

a adeia de Heisenberg desordenada de spins-1/2 AF dimerizada (estudada iniialmente

por Hyman et al. [Hyman 1996℄). O objetivo prinipal é introduzir e araterizar a fase

de Gri�ths. Nesta, raras regiões in�nitamente desordenadas dominam a físia de baixas
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energias dando origem a quantidades não universais.

O hamiltoniano de interesse é aquele que desreve a adeia de Heisenberg AF desorde-

nada, eq. (2.1), porém os aoplamentos pares, J2i, e ímpares, J2i+1, seguem distribuições

diferentes: P2 (J) e P1 (J), respetivamente.

O proedimento de renormalização é o mesmo que desrevemos para a adeia não dime-

rizada na seção anterior. Retira-se da adeia o aoplamento mais forte, Ω = max {J2i, J2i+1},
juntamente om seus vizinhos e insere-se um novo de aordo om a eq. (2.3). Porém, omo

há uma orrelação intrínsea nas onstantes de aoplamento, a equação de �uxo (2.4) não

pode ser mais apliada. Entretanto, pode-se esrever equações de �uxo separadamente para

ada uma das distribuições P1 e P2. Elas desrevem os proedimentos de dizimação da se-

guinte forma. Toda vez que o aoplamento mais forte a ser dizimado é par, retira-se este da

distribuição P2, retiram-se também dois aoplamentos a esmo da distribuição P1 (referentes

aos aoplamentos ímpares vizinhos a Ω) e insere-se um novo aoplamento em P1 (de aordo

om a eq. (2.3)) que é menor que os três dizimados. Proede-se analogamente quando Ω é

um aoplamento ímpar. Por �m, as equações de �uxo são [Fisher 1992, Hyman 1996℄,

∂P2

∂Ω
= P2 [P2 (Ω)− P1 (Ω)]− P1 (Ω)

∫

dJadJbP2 (Ja)P2 (Jb) δ

(

J − JaJb
2Ω

)

,

∂P1

∂Ω
= P1 [P1 (Ω)− P2 (Ω)]− P2 (Ω)

∫

dJadJbP1 (Ja)P1 (Jb) δ

(

J − JaJb
2Ω

)

.

Note a dualidade quando da troa de 1↔ 2.

A solução trivial desse onjunto é P1 = P2 = P desrita em (2.5), porém, ela é instável

om relação à introdução de qualquer quantidade de dimerização [Hyman 1996℄, ou seja,

na linguagem do GR a dimerização é um operador relevante.

A desestabilização do ponto �xo de desordem in�nita (PFDI) pode ser entendida em

termos do parâmetro

δ =
ln J2i − ln J2i+1

Var (ln J2i) + Var (ln J2i)
, (2.11)

que seria uma medida da dimerização ou, equivalentemente, da distânia ao ponto rítio

δ = 0. Para |δ0| ≪ 1,5 o �uxo de renormalização �ui muito semelhantemente ao da adeia

não dimerizada, ou seja, o sistema mal �sabe� que há uma pequena diferença entre os

aoplamentos pares e ímpares e as distribuições P1,2 �uem em direção ao PFDI dado pela

5Aqui δ0 é o valor iniial de δ alulado pela eq. (2.11) para as distribuições originais (não renormali-
zadas) dos aoplamentos pares e ímpares.
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eq. (2.5). Todavia, a perturbação δ rese linearmente om Γ = − ln Ω e se torna da ordem

da unidade na esala de energia Γ−1
c ≈ 2 |δ0| [Fisher 1992, Hyman 1996, Iglói 2001℄. Note

que nesta, a densidade de spins é aproximadamente igual a nc ∼ 1/Γ2
c, uma vez que o

�uxo de renormalização era aquele governado pelo PFDI, portanto a distânia média entre

estes é da ordem de Lc ∼ n−1
c ∼ 1/ |δ0|2. Além disso as distribuições P1 e P2 são do

tipo lei de potênia om expoente aproximadamente igual a 1 − 1/z, om 1/z ≈ 1/Γc ≈
2 |δ0| . A partir da esala de energia Γc, as distribuições divergem entre si. Isto pode

ser failmente entendido da seguinte maneira. Supondo que δ0 > 0, a partir de Γc os

aoplamentos pares serão tipiamente mais fortes que os ímpares, e dessa maneira, há uma

maior probabilidade destes serem esolhidos para a dizimação. Quando um aoplamento

par é dizimado, retiram-se dois aoplamentos ímpares e insere-se um novo de magnitude

muito mais fraa que também é ímpar, logo aoplamentos ímpares extremamente fraos

serão gerados. Nos estágios �nais do GR a distribuição P2 será uma lei de potênia om

expoente 1 − 1/z e a distribuição P1 será extremamente fraa e singular. Teremos então

uma oleção de dímeros livres extremamente separados entre si. A distânia média entre

os spins que ompõe o par é Lc e os aoplamentos seguem uma distribuição não universal

dada por

P2 (J) ≈
1

zΩ

(

Ω

J

)1−1/z

θ (Ω− J) .

Com esses resultados, algumas quantidades físias são imediatamente aluladas. O

esalonamento dinâmio é dado por

Ω ∼ L−z
Ω , (2.12)

que é uma lei dinâmia usual, a suseptibilidade magnétia,

χ ∼ T−1+1/z, (2.13)

diverge om lei de potênia e a função orrelação é de urto alane om omprimento

araterístio

ξ ≈ Lc ∼ z−2, (2.14)

ver refs. [Fisher 1992, Hyman 1996℄. E pela natureza do estado fundamental, esta fase de

Gri�ths é omumente denominada fase dos dímeros aleatórios (�Random Dimer Phase�

no original). Esses resultados resumem e araterizam a fase de Gri�ths. Esta é uma fase

onde raras regiões do sistema tem desordem in�nita e ontrolam a físia de baixas energias
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dando origem a quantidades não universais. Para ser mais espeí�o, essas raras regiões

são aquelas entre o par de spins que formam o dímero geradas pelo �uxo do GR quando o

sistema era pouo dimerizado. São exitações virtuais dos singletos de spins lá dizimados

que medeiam a fraa interação entre os spins do dímero.

Os resultados (re-)apresentados nesta seção são válidos somente para |δ0| ≪ 1. Isto por-

que as quantidades de interesse não são universais e dependem de estágios intermediários

do �uxo de renormalização. Reentemente, Iglói et al. onseguiram aompanhar analiti-

amente esse �uxo para uma erta família de distribuições iniiais, e dessa forma foram

apazes de determinar exatamente o expoente dinâmio z em função de P1,2 [Iglói 2001℄.

Analisemos agora o aso extremo em que δ0 ≫ 1, i. e., dimerização iniialmente forte,

ou equivalentemente desordem iniialmente fraa. Neste aso, somente os aoplamentos

pares serão dizimados gerando aoplamentos ímpares in�nitamente mais fraos, ou seja, a

distribuição P2 não será renormalizada (exeto pela dizimação de seus aoplamentos mais

fortes) e portanto o estado fundamental será uma oleção de dímeros livres ordenados for-

mados sobre os aoplamentos pares, equivalentemente ao aso limpo. A suseptibilidade

magnétia dependerá fortemente da distribuição iniial de P2 e para os asos experimentais

de maior relevânia deve ir a zero, araterizando o "gap" de Haldane. Na estrutura do

GRDF, os dímeros (singletos) são formados sobre os aoplamentos pares e o ordenamento

é perfeito. Isso é verdade na ausênia de aoplamentos ímpares. Entretanto, estes não são

nulos, e por tal motivo as �utuações quântias (fortes em 1D) e estatístias gerarão regiões

onde os pares de singleto (dímeros) estarão formados sobre um aoplamento ímpar. En-

tre essas regiões de diferentes estruturas topológias um spin desemparelhado deve surgir

(sóliton), e omo o usto energétio da região de estrutura topológia �errada� deve ser

proporional ao seu volume, então o sóliton deve estar on�nado em um potenial linear

[Hyman 1996℄.6 Neste aso, a físia de baixas energias é governada por esses sólitons on-

�nados, equivalentemente ao aso limpo, e não por dímeros aoplados desordenadamente

omo no aso em que δ0 ≪ 1 (analisado anteriormente). Então dizemos que a desordem

fraa é um operador irrelevante e o sistema se enontra na fase de Haldane araterístia

do sistema limpo, ujo expoente dinâmio é z = 1.

Para �nalizar essa seção, queremos apontar o fato de que as ontrapartidas limpas das

adeias AF's de Heisenberg de spins-1 e de spins-1/2 dimerizadas são objetos análogos.

Ou seja, de�nindo que J e J
′

são os aoplamentos alternantes da adeia de spins-1/2

dimerizada AF, mostra-se que se pode variar J
′

de J até −∞ sem uma transição de fase

6Para a adeia espontaneamente dimerizada, o sóliton não é on�nado. As onseqüênias deste fato
serão disutidas mais tarde no ap. 3.
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[Hida 1992, Hung 2004℄. Ambos os sistemas apresentam ordem de longo alane esondidas

om parâmetros de ordem orrespondentes [Nijs 1989, Hida 1992℄. Tal ordem ainda está

presente mesmo no sistema fortemente desordenado [Hyman 1996℄. Entretanto, as adeias

de spins-1 AF's desordenadas apresentam 3 fases determinadas pela desordem. Desordem

fraa é irrelevante. O "gap" de Haldane persiste e o sistema se enontra na fase de Haldane.

Desordem moderada feha o "gap" de Haldane e o sistema se enontra numa fase de

Gri�ths. Essas duas fases são análogas as da adeia dimerizada desordenada disutidas

nesta seção. Entretanto, para desordem forte, o sistema é dirigido para a fase universal

dos singletos aleatórios [Hyman 1997, Monthus 1997, Saguia 2002℄, inexistente na adeia

dimerizada. Veja que dois sistemas ujas ontrapartidas limpas são análogas apresentam

araterístias de baixas energias distintas na presença de desordem.

2.3 A adeia de Heisenberg ferromagnétia e antiferro-

magnétia

Nesta seção, introduzimos a generalização do GRDF para levar em onta a dizimação de

aoplamentos ferromagnétios (FM's), e mostramos sua apliação para o estudo das adeias

de spins desordenadas om aoplamentos FM's e AF's.

Esta generalização foi introduzida por Westerberg et al. (ver ref. [Westerberg 1995℄) e

é de grande relevânia para a apliação do GR para as esadas de spins que nós estudamos

(ver ap. 3).

O objetivo maior desta generalização é levar em onta a dizimação de aoplamentos

ferromagnétios. Para tal onsidere o hamiltoniano

H =
∑

i

JiSi · Si+1, (2.15)

onde as onstantes de aoplamentos Ji's são variáveis independentes aleatórias e podem as-

sumir valores positivos e negativos, e os operadores Si's são variáveis de spins de tamanhos

arbitrários.

Seguindo os mesmos passos do GRDF, devemos prourar o par de spins mais fortemente

aoplados entre si, i. e., om maior "gap" de exitação. Aqui de�ne-se "gap" de exitação
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entre o i-ésimo spin e seu vizinho posterior,

∆i =

{

|Ji| (Si + Si+1) , se Ji < 0 (aoplamento FM),

Ji (|Si − Si+1|+ 1) , se Ji > 0 (aoplamento AF),
(2.16)

omo sendo é a diferença de energia entre o primeiro estado exitado e o estado fundamental

devido o aoplamento entre estes. Note que é natural de�nir a esala de energia Ω =

max {∆i}. Uma vez enontrado tal par de spins, por exemplo S2 e S3, deve-se diagonalizar

H0 = J2S2 · S3,

e tratar

H1 = J1S1 · S2 + J2S3 · S4,

omo uma perturbação de H0. O hamiltoniano H0 é failmente diagonalizado através do

operador de spin total S = S2 + S3. Os auto-estados são auto-estados do operador S

que pode assumir todos os valores permitidos pelas regras quântias de soma de momento

angular, ou seja, S = |S2 − S3| , |S2 − S3|+1, . . . , S2+ S3− 1, S2+S3, ujos auto-valores

são iguais a J2

(

Ŝ2 − Ŝ2
2 − Ŝ2

3

)

/2, onde Ŝ2 = S (S + 1) é o quadrado do operador momento

angular total, e a degeneresênia do estado (multipleto) fundamental é igual a 2S + 1.

Caso S �= 0, então em primeira ordem de teoria de perturbação degenerada enontramos

que

Hef = 〈H1〉0 = J̃1S1 · S̃+ J̃3S̃ · S4, (2.17)

onde 〈. . . 〉0 denota a média no multipleto fundamental, S̃ é o operador de spin S or-

respondente (|S2 − S3| se J2 > 0, S2 + S3 aso ontrário), J̃1 = J1c
(

S̃, S2, S3

)

e J̃3 =

J3c
(

S̃, S3, S2

)

. Este resultado é obtido pelo teorema de Wigner-Ekart que diz que

〈S2〉0 = c
(

S̃, S2, S3

)

S̃,

〈S3〉0 = c
(

S̃, S3, S2

)

S̃,

onde c
(

S̃, S2, S3

)

é uma onstante que não depende do valor da projeção dos spins em

alguma direção espeí�a [Sakurai 1985℄. Esta foi alulada na ref. [Westerberg 1995℄ e é

igual a

c (S, S2, S3) =
S (S + 1) + S2 (S2 + 1)− S3 (S3 + 1)

2S (S + 1)
. (2.18)
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No aso em que S = 0, o estado fundamental é um singleto e deve-se ir até segunda

ordem em teoria de perturbação, o que nos leva a

Hef =
∑

S �=0

〈0 |H1|S〉 〈S |H1| 0〉
E0 − ES

,

=
1

E0 − E1

∑

S

〈0 |H1|S〉 〈S |H1| 0〉 ,

=
1

E0 − E1

〈

0
∣

∣H2
1

∣

∣ 0
〉

,

= J̃S1 · S4 + te, om J̃ =
2J1J3S2 (S2 + 1)

3J2

, (2.19)

onde |S〉 denota os auto-estados orrespondentes ao multipleto S, ES a respetiva auto-

energia não perturbada e o termo onstante pode ser desprezado. Na primeira passagem

usa-se o fato de que 〈0 |H1|S〉 é diferente de zero somente para S = 1, que vem do fato

de que o hamiltoniano H1 só �oneta� multipletos adjaentes. O resultado (2.19) é a

generalização para spin S qualquer da eq. (2.3).

Os resultados desritos nas eqs. (2.17) e (2.19) desrevem a generalização dos proessos

de dizimação para levar em onta aoplamentos ferromagnétios e spins maiores do que

1/2. A �g. 2.4 ilustra pitoriamente a generalização do proedimento de dizimação.

J1 J3J2

1 4

J
~

caso

contrario,

J2>0,e

J1 J3

1 2 3 4

´

1 4

S
~~ ~

se S =S2 3

Figura 2.4: Representação pitória do proedimento de renormalização supondo que o
maior "gap" de exitação é igual a Ω = ∆2.

Como no aso das adeias AF's de spins-1/2, devemos iterar as transformações do GR

e enontrar as distribuições de ponto �xo. Porém, agora devemos levar em onta as trans-

formações do tamanho dos spins e o tipo de aoplamento (FM ou AF) em adição à magni-

tude dos "gaps" de exitação. Westerberg e olegas então aompanharam as distribuições

dos aoplamentos ferromagnétios, P F (∆, SE, SD), e antiferromagnétios, PA (∆, SE, SD)
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[Westerberg 1995℄.

Antes de argumentarmos sobre o �uxo das distribuições PA,F , note que a onentração

de aoplamentos FM's e AF's deve ser �nita perto do ponto �xo. Seja x = NA/ (NA +NF )

a onentração de aoplamentos AF's na adeia. Ambas as adeias FM's (x = 0) e AF's

(x = 1) são instáveis ontra a introdução de aoplamentos de sinal oposto. No aso da

adeia totalmente AF (x = 1), a menos que o proesso de dizimação seja em segunda

ordem de teoria de perturbação, a remoção de um aoplamento AF da adeia onverte em

FM um dos aoplamentos vizinhos (ver eqs. (2.17) e (2.18)). Na adeia totalmente FM

(x = 0), um aoplamento AF sempre sobrevive porque a dizimação de um aoplamento

FM não muda o sinal dos aoplamentos vizinhos (novamente, ver eqs. (2.17) e (2.18)), e

se este aoplamento AF for dizimado, um dos aoplamentos vizinhos se tornará AF. Dessa

forma, argumenta-se que, no ponto rítio, as frações de aoplamentos AF's e FM's, x∗ e

1 − x∗, respetivamente, são não nulas. Somente nos asos em que a adeia é totalmente

FM ou totalmente AF om magnitude uniforme dos spins é que x∗ é igual a zero ou 1,

respetivamente.

Infelizmente não se tem uma solução analítia das equações de �uxo de P F,A. O estudo

dessas distribuições realizado por Westerberg et al. foi essenialmente numério, entre-

tanto, algumas hipóteses de esala podem ser feitas. Espera-se que, perto do ponto �xo,

as distribuições P F,A exibam o seguinte omportamento [Westerberg 1995℄:

PA (∆, SE , SD; Ω) = Ω−µAQA
(

∆

ΩλA
,
SE
Ω−κA

,
SD
Ω−κA

)

, (2.20)

P F (∆, SE , SD; Ω) = Ω−µFQF
(

∆

ΩλF
,
SE
Ω−κF

,
SD
Ω−κF

)

. (2.21)

Esses 6 expoentes não são todos independentes, na verdade, enontra-se que

κ = κA = κF , (2.22)

1 = λA = λF , (2.23)

1− 2κ = µA = µF . (2.24)

A eq. (2.22) vem do fato de que não pode haver uma separação nas esalas do tamanho

dos spins que ompartilham aoplamentos AF's e FM's (hipótese de que 0 < x∗ < 1).

A eq. (2.23) vem de resultados numérios que indiam que o valor médio dos "gaps" de

exitação das distribuições P F,A, quando medido em unidades de Ω, é �nito e independente

de Ω [Westerberg 1995℄. E �nalmente, a eq. (2.24) vem do Jaobiano quando da mudança
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de variáveis entre as distribuições PA(F ) → QA(F ). Dessa maneira, a hipótese de esala das

eqs. (2.20) e (2.21) simpli�a em

PA,F (∆, SE , SD; Ω) = Ω
2κ−1QA,F

(

∆

Ω
, SEΩ

κ, SDΩ
κ

)

. (2.25)

Finalmente, a última hipótese de esala se refere ao esalonamento dinâmio

LΩ ∼ Ω−ν , (2.26)

onde LΩ é a distânia média entre os aglomerados de spins efetivos orrespondente à esala

de energia Ω. O expoente ν é relaionado ao expoente κ através de

ν = 2κ. (2.27)

Como o tamanho de um determinado spin efetivo, S, está relaionado om os spins originais

por

S =

∣

∣

∣

∣

∣

l
∑

i=1

±Si
∣

∣

∣

∣

∣

,

onde l é o número de spins originais que ompõe o spin efetivo S, e dois spins vizinhos

entram na soma om o mesmo sinal se o aoplamento mútuo entre estes for FM, aso

ontrário entram om sinais opostos. Como a posição dos aoplamentos FM's e AF's é

aleatória, isto nos leva a um típio problema de passeio aleatório, e portanto S ∼
√
l.

Entretanto, o número médio de spins que ompõe um determinado aglomerado de spin é

proporional à distânia média entre os aglomerados de spins que formam a adeia efetiva.

Logo,

S ∼ L1/2
Ω ,

o que nos leva a eq. (2.27).

Dadas essas hipóteses de esala, vamos nos ater agora aos resultados numérios obtidos

por Westerberg et al. [Westerberg 1995℄. Estes autores investigaram inúmeras adeias de

spins. Desde adeias iniialmente pouo desordenadas totalmente AF's de spins-1/2 om

uma pequena onentração de impurezas de spins-1 até adeias extremamente desordenadas

om aoplamentos FM's e AF's e om spins ujos tamanhos poderiam ir até 20. O resultado

prinipal foi que todas as hipóteses de esala (eqs. (2.22) a (2.27)) foram on�rmadas. Em

partiular a onvergênia da hipótese (2.27) foi a mais rápida de todas, ou seja, ν e κ



26 2.3 A adeia de Heisenberg FM e AF

satisfazem a eq. (2.27) antes de onvergirem para seus respetivos valores de ponto �xo, o

que on�rma a robustez do argumento de passeio aleatório.

O fato mais interessante enontrado por estes autores foi que os expoentes onvergem

para valores que dependem das distribuições iniiais da seguinte forma:

Para distribuições regulares e pouo singulares, i. e., para distribuições de "gaps" de

exitação menos singular que P (∆) ∼ ∆−yc , om 0.65 � yc � 0.75, os autores enontraram

que os valores de ponto �xo dos expoentes são

κ∗A,F = 0, 22± 0, 01,
λ∗A,F = 1, 00± 0, 005,
ν∗ = 0, 44± 0, 02.

Além disso, a fração de aoplamentos AF's onvergiu para x∗ = 0.63 e as distribuições de

"gaps" de exitação FM's e AF's seguem

P F (∆) ∼ ∆−0,44, (2.28)

PA (∆) ∼ ∆−0,70. (2.29)

Para distribuições mais singulares que P (∆) ∼ ∆−yc , os expoentes são não universais

e as distribuições PA,F onvergem para pontos �xos não universais mais singulares que

aquela orrespondente à região universal. Eles nada omentam sobre a onvergênia de x,

mas é evidente que este é �nito e entre 0 e 1.

Pelo fato de que a adeia renormaliza para uma oleção de spins arbitrariamente grandes

e fraamente aoplados, nomeou-se essa fase de fase dos grandes spins (�Large Spin

phase� no original) [Westerberg 1995℄.

Como as distribuições de ponto �xo são singulares, as quantidades termodinâmias são

aluladas da mesma maneira que no aso das adeias de spins-1/2 AF's desrita nas seções

anteriores.

A entropia espeí�a, por exemplo, pode ser alulada diretamente pela de�nição de

Boltzmann [Westerberg 1995℄,

σ =
1

LΩ=T
kB ln (2 〈S〉+ 1) ∼ T 2κ |lnT | ,
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no regime em que 〈S〉 ≫ 1. O alor espeí�o esala om

CT = T
d

dT
σ ∼ T 2κ |lnT | .

A suseptibilidade magnétia estátia segue uma lei universal do tipo Curie,

χ ∼ nΩ 〈S2〉
T

∼ 〈S2〉
TLΩ=T

∼ 1

T
,

independentemente se o sistema se enontra na região universal ou não.

A função orrelação que onvenientemente surge é

Cij = 〈ηijSi · Sj〉 ,

onde ηij = Πj−1
k=isgn (−Jk) para j > i. Coube a Hikihara et al. alular, através de

grandes esforços omputaionais, o omportamento desta função [Hikihara 1999℄. Devido

à natureza das regras de dizimação, os spins efetivos resem inde�nidamente e por isso

pode-se pensar que o sistema torna-se lássio, e eventualmente apresentar ordem de longo

alane. Entretanto o sistema é essenialmente quântio, e em 1D pode-se argumentar que

a ordem de longo alane deve ser suprimida. Hikihara e seus olegas enontraram que a

função orrelação média e típia são próximas uma da outra e se omportam omo

Cij = C
tip
ij = C (|i− j|) ∼

1

ln |i− j| . (2.30)

Realmente não se tem ordem de longo alane. Porém, impressionantemente, as orrela-

ções são maiores do que quase-longo alane (lei de potênia). Este deaimento om o

logaritmo da distânia é mais um efeito exótio presente em sistemas quântios interagen-

tes unidimensionais e desordenados. No ap. 4, relaionamos as regras de aglomeração de

spins deste sistema om as da adeia de spins SU(N) AF desordenadas. Dessa maneira

onseguimos deduzir analitiamente a função orrelação (2.30) [Hoyos 2004b℄.

Antes de �nalizar essa seção, gostaríamos de hamar atenção para uma relação relati-

vamente simples que, pelo nosso onheimento, passou desperebida. Uma vez de posse

das distribuições de ponto �xo (2.28) e (2.29), podemos alular a fração de spins ativos

(ou aglomerados de spins efetivos), nΩ, através dos proessos de dizimação. Como em ada

dizimação apenas um grau de liberdade de spin é efetivamente retirado (independente se



28 2.3 A adeia de Heisenberg FM e AF

o proesso é da dizimação de um aoplamento FM ou AF),7 temos que

dnΩ =
[

xPA (∆ = Ω) + (1− x)P F (∆ = Ω)
]

nΩdΩ,

o que resulta em

nΩ ∼ Ω1/z, (2.31)

onde

1/z = x/zA + (1− x) /zF , (2.32)

om zA,F de�nidos à partir das distribuições de ponto �xo PA,F ∼ ∆1−1/zA,F . Utilizando

os valores de zA,F e x obtidos por Westerberg et al. na região universal, enontramos que

1/z ≈ 0.4 que está bem próximo do valor de ν enontrado numeriamente. Note que a

distânia média entre os spins ativos LΩ é inversamente proporional a nΩ, desse modo a

eq. (2.31) é a própria equação-hipótese de esalonamento dinâmio (2.26), porém, agora

ela é deduzida omo onseqüênia das distribuições de ponto �xo assumirem formas do

tipo leis de potênia [Hoyos 2004a℄.

Finalmente para �nalizar essa seção, gostaríamos de hamar atenção para alguns aspe-

tos da apliação do método do GRDF na adeia em questão. Note que uma vez atingida

a distribuição de ponto �xo, esta não se torna mais singular. A partir daí, o proesso

perturbativo de dizimação não tende a melhorar, a probabilidade de enontrar um "gap"

de exitação vizinho, ∆, que está entre CΩ e Ω, ou seja, CΩ < ∆ < Ω, onde C é uma

onstante entre 0 e 1, é independente da esala de energia Ω. Lembre-se que no aso da

distribuição de PFDI, esta probabilidade ia a zero (ver seção 2.1). Portanto, Westerberg

e olegas onluíram que os resultados aqui reportados não são assintotiamente exatos,

porém qualitativamente orretos. Por �m, ainda há uma peuliaridade dos proessos de

dizimação que deve ser apontada. Em ertas dizimações, o "gap" de exitação renorma-

lizado é maior que os originais dizimados (hamamos isto de dizimação inonveniente), o

que é inonsistente om o intuito de abaixar a esala de energia Ω. Entretanto, para a a-

deia em questão, tais proessos são raros e na dizimação imediatamente após a dizimação

inonveniente o "gap" de exitação renormalizado é dizimado e a esala de energia volta

a baixar [Westerberg 1995℄. Porém no aso de adeias AF's de spins-S om S > 1/2, a

maioria das dizimações são inovenientes se a desordem do sistema é iniialmente fraa

7Isso somente não é verdade no aso em que dois spins de mesma magnitude que ompartilham um
aoplamento AF são dizimados, entretanto a probabilidade de tal proesso é ada vez mais remota no
limite Ω→ 0.
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e a esala de energia não abaixa. Neste aso, o GR omo aqui mostrado não pode mais

ser apliado [Boehat 1996℄, e tratamentos mais uidadosos devem ser levados em onta

[Hyman 1997, Monthus 1997, Saguia 2002, Refael 2002, Saguia 2003, Carlon 2004℄.





Capítulo 3

As esadas de spins-1/2

Neste apítulo, relatamos nosso estudo sobre as esadas de spins-1/2 antiferromagnétias

desordenadas dos tipos 2 pernas e zig-zag.

O estudo foi essenialmente numério. Apliamos o grupo de renormalização para de-

sordem forte introduzido no apítulo anterior e aompanhamos a estrutura topológia das

esadas ao longo do �uxo de renormalização. Esta abordagem se mostrou de extrema utili-

dade porque nos permitiu lassi�ar exatamente a lasse de universalidade desses sistemas.

O nosso resultado mais interessante foi mostrar que as esadas sempre renormalizam em

alguma das adeias de spins abordadas no apítulo anterior.

Com relação à esada de duas pernas, veri�amos que esta sempre renormaliza para uma

adeia de spins-1/2 dimerizada antiferromagnétia que suporta duas fases, a fase de Hal-

dane e a fase de Gri�ths. Com relação à esada zig-zag, enontramos que para frustração e

desordem grandes, o sistema renormaliza para uma adeia de spins om aoplamentos ferro

e antiferromagnétios (porém om algumas diferenças que serão apontadas no momento

oportuno). Por outro lado, se a frustração e a desordem são su�ientemente pequenos,

a esada renormaliza para a adeia de Heisenberg de spins-1/2 antiferromagnétia e se

enontra na fase dos singletos aleatórios.

Este apítulo está estruturado da seguinte maneira. Primeiramente na seção 3.1 abor-

damos omo o método do GR se aplia para a diferente topologia das esadas, e em seguida

nas seções 3.2 e 3.3 o apliamos para a esada do tipo duas pernas e zig-zag, respetiva-

mente. Por �m, na seção 3.4, resumimos as onlusões e disutimos algumas possíveis

impliações de nosso estudo e outros tipos de adeia.

31
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3.1 O proedimento de renormalização

Generalizamos nesta seção o grupo de renormalização para desordem forte introduzido no

apítulo anterior para uma topologia diferente daquela de uma adeia. Tal generaliza-

ção, omo �ará mais evidente a seguir, é uma simples extensão do GR da adeia ferro

e antiferromagnétia (ver seção 2.3) para um sistema onde o número de oordenação é

qualquer.

Considere o hamiltoniano,

H =
∑

i<j

JijSi · Sj , (3.1)

onde Jij é a onstante de troa referente à interação entre os spins Si e Sj. Consideraremos

que esta é uma variável aleatória independente tanto em magnitude quanto em sinal, e Si

é o operador usual de spin-S referente ao sítio i.

Seguindo a idéia de dizimar graus de liberdade de alta energia, esolhemos o par de spins

om maior energia de exitação Ω = max {∆ij} omo de�nido na eq. (2.16). Chamemos o

par esolhido de Sα e Sβ. Dessa maneira devemos tratar

H0 = JαβSα · Sβ,

omo o termo de maior relevânia em H e

H1 = H −H0,

omo um perturbação de H0. Tratando H1 perturbativamente, os termos de relevânia são

aqueles em que Sα e Sβ apareem, ou seja,

H1 =
∑

i�=β
JiαSi · Sα +

∑

i�=α
JiβSi · Sβ .

Caso o estado fundamental de H0 seja degenerado, em primeira ordem de teoria de

perturbação enontramos que

Hef = 〈H1〉0 = c
(

S̃, Sα, Sβ

)

∑

i�=β
JiαSi · S̃+ c

(

S̃, Sβ, Sα

)

∑

i�=α
JiβSi · S̃,

=
∑

i

J̃iSi · S̃, (3.2)
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onde 〈. . . 〉0 denota a média sobre o multipleto fundamental. Na primeira passagem usamos

o teorema de Wigner-Ekart. O operador de spin S̃ é aquele orrespondente à simetria

do multipleto fundamental, S̃ = Sα + Sβ, se Jαβ < 0, e S̃ = |Sα − Sβ |, aso ontrário. O

oe�iente c dá a projeção do spin Sα ou Sβ no multipleto S̃ e está dado pela eq. (2.18). Por

�m, a onstante de aoplamento renormalizada que liga o spin efetivo S̃ ao spin loalizado

no i-ésimo sítio do sistema é

J̃i = c
(

S̃, Sα, Sβ

)

Jiα + c
(

S̃, Sβ, Sα

)

Jiβ. (3.3)

Note que o hamiltoniano efetivo (3.2) possui a mesma forma estrutural que o hamiltoniano

original (3.1). O efeito líquido deste passo de dizimação foi a retirada de um grau de

liberdade de spin, da mesma maneira omo na adeia de spins ferro e antiferromagnétia.

Devemos agora analisar o aso em que Sα = Sβ = S e Jαβ > 0. Neste, o estado

fundamental é um singleto e não há orreções em primeira ordem de teoria de perturbação.

Entretanto, em segunda ordem,

Hef =
∑

S �=0

〈0 |H1|S〉 〈S |H1| 0〉
E0 −ES

,

=
1

E0 − E1

∑

S

〈0 |H1|S〉 〈S |H1| 0〉 ,

=
1

E0 − E1

〈

0
∣

∣H2
1

∣

∣ 0
〉

,

onde usamos que o únio elemento não nulo se dá quando S = 1. O operador H2
1 é um

operador omposto por uma soma de termos do tipo 4 orpos. Em ada parela desta,

dois desses 4 orpos são os spins dizimados Sα e Sβ (podendo apareer ou o quadrado

de um deles ou os dois na mesma parela). Ao projetar os graus de liberdade destes

spins no singleto em questão, a soma de termos do tipo 4 orpos de H2
1 dará origem a um

hamiltoniano efetivo, Hef , que é uma soma de termos do tipo 2 orpos. As parelas do tipo

S2
i dão origem a termos onstantes que, para nossos propósitos, devem ser negligeniadas.

As parelas de interesse são aquelas do tipo J̃ijSi · Sj , om J̃ij = Jij + δJij , onde Jij é o

aoplamento não renormalizado existente entre os spins Si e Sj antes da dizimação de Sα
e Sβ, e δJij é a renormalização devido a essa dizimação. Dessa maneira onluímos que o

hamiltoniano efetivo é

Hef =
∑

i<j

J̃ijSi · Sj , (3.4)
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que possui a mesma estrutura do hamiltoniano original (3.1). Para omputar δJij devemos

prourar os termos de H2
1 em que Si e Sj apareem ao mesmo tempo. A soma deste é

2 {JiαJjα (Si · Sα) (Sj · Sα) + JiβJjβ (Si · Sβ) (Sj · Sβ)
+JiαJjβ (Si · Sα) (Sj · Sβ) + JiβJjα (Si · Sβ) (Sj · Sα)} ,

onde a primeira (segunda) parela é devida à interação dos mesmos om Sα (Sβ) e a tereira

(quarta) parela é devida à interação de Si (Sj) om Sα e Sj (Si) om Sβ. A média destes

termos no estado fundamental nos fornee

2S (S + 1)

3
(JiαJjα + JiβJjβ − JiαJjβ − JiβJjα)Si · Sj.

Como E0 −E1 = −Jαβ (ver eq. (2.16)) alulamos o aoplamento renormalizado

J̃ij = Jij +
2S (S + 1)

3Jαβ
(Jiα − Jiβ) (Jjβ − Jjα) . (3.5)

Da mesma maneira omo na adeia de spins, dois graus de liberdade de spins são

retirados quando da oorrênia de uma dizimação em segunda ordem de teoria de pertur-

bação. Uma vez de�nidas as regras de dizimação em primeira e segunda ordem de teoria

de perturbação, terminamos a desrição da generalização do método do GR.

Para �nalizar essa seção queremos frizar que, omo esse proedimento se aplia para

qualquer sistema de Heisenberg (independentemente do seu número de oordenação), a ge-

neralização do método do GR para desordem forte aqui apresentada pode ser, em prinípio,

apliada em dimensões superiores [Lin 2003℄.

3.2 As esadas de duas pernas

Reportamos nesta seção o nosso estudo sobre as esadas de spins-1/2 antiferromagnétias

desordenadas do tipo duas pernas.

3.2.1 O modelo

O sistema leva esse nome por ter a mesma topologia de uma esada usual omo mostra

a �g. 3.1. As interações do tipo primeiros vizinhos �desenham� os degraus e as pernas da

esada.
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Figura 3.1: A esada de spin de 2 pernas.

Além disso, omo ainda ilustrado na mesma �gura, a esada pode ser vista omo uma

adeia ujo hamiltoniano é dado por

H =
∑

i

(JiSi · Si+1 +KiSi · Si+2) , (3.6)

onde Ji e Ki são variáveis aleatórias positivas e independentes que desrevem as interações

entre primeiros e segundos vizinhos, respetivamente, e Si é o operador de spin-1/2 usual

referente ao sítio i. Para que a topologia da adeia seja respeitada, devemos impor que

J2i = 0, ∀i, omo ilustrado na �g. 3.1, ou seja, iniialmente não há interação entre um spin

loalizado em um sítio par om o próximo spin à direita.

Uma vez de�nido o hamiltoniano desordenado (3.6), notamos que este é do tipo desrito

pelo hamiltoniano da eq. (3.1), e sendo assim podemos apliar a generalização do método

do GR para estudar o sistema. Mas antes de entrarmos no estudo que realizamos, vamos

realizar uma únia dizimação para mostrar laramente omo o �uxo de renormalização

muda o número de oordenação (no aso igual a 3) do sistema. Suponha que o aoplamento

mais forte do sistema seja aquele entre os spins S3 e S5, ou seja, Ω = K3. (Na notação do

hamiltoniano (3.1), Ω = J35.) Como ilustra a �g. 3.2, ambos os spins devem ser retirados

do sistema, o aoplamento prévio existente entre os spins S4 e S6 deve ser renormalizado

onforme a eq. (3.5). Além disso, surgem novos aoplamentos. Estes são entre os spins S6

e S7, S1 e S4, S4 e S7, S1 e S6, e �nalmente entre os spins S1 e S7. Na adeia renormalizada

(ver �g. (3.2)), o primeiro é do tipo primeiros vizinhos, o segundo e o tereiro são do

tipo segundos vizinhos, o quarto e o quinto são do tipo tereiros vizinhos e o último é do
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8642
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Figura 3.2: A esada de duas pernas renormalizada após a dizimação dos spins S3 e S5.
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tipo quartos vizinhos. Note ainda que os aoplamentos entre os spins S1 e S4, e S6 e S7

são neessariamente ferromagnétios (ver eq. (3.5)), portanto, devemos esperar que spins

maiores que 1/2 surjam em futuras dizimações.

Com esta simples dizimação, esperamos ter onvenido o leitor de que a estrutura ori-

ginal da adeia é drastiamente mudada pelo �uxo de renormalização. Tanto o número de

oordenação quanto o alane das interações resem e o tamanho dos spins que ompõem

a adeia também pode reser. Todas essas mudanças tornam a tentativa de tratar analiti-

amente o �uxo de renormalização inviável. Por esse motivo, onduziremos numeriamente

o nosso estudo sobre esse sistema.

3.2.2 Resultados numérios

Em nosso estudo numério, onsideramos que iniialmente os aoplamentos entre primeiros

e segundos vizinhos estão distribuídos de aordo om as seguintes leis de potênia

PJ (J) =
1− α
J0

(

J0

J

)α

, om 0 < J < J0, (3.7)

PK (K) =
1− α
K0

(

K0

K

)α

, om 0 < K < K0, (3.8)

respetivamente, e 0 < α < 1. O expoente α é uma medida da desordem enquanto a razão

Λ = K0/J0 dá o valor típio da magnitude relativa entre os aoplamentos entre segundos

e primeiros vizinhos.

O nosso estudo numério se baseou prinipalmente no monitoramento da estrutura

topológia do sistema, ou seja, monitoramos a fração de aoplamentos que são do tipo

primeiros, segundos, tereiros e quartos vizinhos. O prinipal resultado que obtivemos é

que, independente dos valores de α e Λ, o sistema sempre renormaliza para uma adeia,

ou seja, a fração de aoplamentos de alane maior que primeiros vizinhos vai a zero perto

do ponto �xo. Tendo esse resultado em vista, resumimos o proedimento numério da

seguinte maneira.

Tomamos iniialmente uma adeia de tamanho L0 = 2 × 105 spins. Prouramos o

par de spins uja energia de exitação é a maior (Ω) e apliamos então o proedimento de

dizimação onforme espei�ado na seção 3.1. Este proedimento é apliado suessivamente

até que restem somente aoplamentos do tipo primeiros vizinhos. Durante o �uxo de

renormalização, aompanhamos a fração de aoplamentos do tipo primeiros, segundos,

tereiros e quartos vizinhos, a fração de spins ativos, a fração de spins maiores que 1/2 e
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a fração de aoplamentos ferromagnétios. Tudo isso omo função da esala de energia Ω.

Ao �nal do proedimento de renormalização, veri�amos que a adeia é sempre populada

somente por spins-1/2 interagindo antiferromagnetiamente. Entretanto, a distribuição

dos aoplamentos pares e ímpares são diferentes. O número de spins ativos na adeia

renormalizada varia entre 500 e 2000, este depende dos parâmetros α e Λ, e a menor esala

de energia veri�ada em nossas simulações é da ordem de 10−40Ω0, onde Ω0 é a esala de

energia iniial que tomamos omo a unidade. Finalmente, os dados gerados são obtidos a

partir de uma média em 100 realizações de desordem.

A �g. 3.3 ilustra o omportamento típio das quantidades estruturais do sistema ao

longo do �uxo de renormalização. Note que nos primeiros estágios do grupo de renor-

malização a fração de aoplamentos de longo alane aumenta, entretanto, quando nos

aproximamos do ponto �xo, a fração de aoplamentos do tipo primeiros vizinhos vai a 1,

enquanto os demais tipos de aoplamento desapareem, ou seja, a esada �uiu para uma

adeia. Devemos aqui adiionar um detalhe importante. O leitor deve se perguntar omo,

durante o �uxo de renormalização, aoplamentos de longo alane desapareem? Esse me-

anismo não é bem laro a partir da generalização do grupo de renormalização desrito
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Figura 3.3: A fração de aoplamentos do tipo primeiros, segundos e tereiros vizinhos,
a fração de spins maiores que 1/2, e a fração de aoplamentos antiferromagnétios omo
funções da esala de energia Ω para o parâmetro de desordem α = 0, 3 e razão Λ = 1, 0.
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na seção 3.1. Na verdade, aoplamentos de longo alane existem e permaneem. Porém

a amplitude destes é menor do que Ωmin = 10−200Ω0. Ao longo dos proedimentos de

renormalização, nós desartamos aoplamentos menores que o limite inferior Ωmin. Testa-

mos também outros limites omo Ωmin = 10
−150Ω0 e não onstatamos nenhuma mudança

quantitativa.

Outro dado mostrado pela �g. 3.3 é a fração de spins maiores que 1/2, NS>1/2/Nspin,

onde Nspin é o número total de spins ativos. Note que muito pouos spins são maiores que

1/2, em nossas simulações raramente enontramos spins maiores que 1. Este resultado está

de aordo om o útimo dado que a �g. 3.3 ainda nos mostra. A fração de aoplamentos

antiferromagnétios, NAF/Naop, onde NAF é o número de aoplamentos AF's, vai a 1 perto

do ponto �xo. Como vimos na seção 2.3, uma adeia totalmente antiferromagnétia só é

possível se todos os spins tem a mesma magnitude. Como já adiantamos anteriormente, a

distribuição entre os aoplamentos pares e ímpares é diferente. A magnitude dos aopla-

mentos pares é ordens de grandeza menor que a dos aoplamentos ímpares de tal maneira

que, na maioria das vezes, quando o proedimento de renormalização é interrompido, a

maioria dos aoplamentos pares já foi desartada por ser menor que Ωmin, ou seja, a adeia

é literalmente formada por dímeros livres. Esse enário é perfeitamente ompatível om o

da adeia desordenada de spins-1/2 antiferromagnétia dimerizada desrita na seção 2.2.

Como esse resultado é veri�ado para todas as ondições iniiais de α e Λ, isso nos permite

onluir que a esada de duas pernas de spins-1/2 desordenada AF está na mesma lasse

de universalidade da adeia de spins-1/2 AF desordenada dimerizada. Com base nesta

onlusão, a esada de spins está em uma fase de Gri�ths que é araterizada por um

expoente não universal denominado expoente dinâmio, z. A relação entre as esalas de

omprimento, LΩ, e de energia, Ω, é dada por

Ω ∼ L−z
Ω . (3.9)

Além disso, a suseptibilidade varia om a temperatura da seguinte forma1

χ ∼ T−1+1/z, (3.10)

e por �m a função orrelação é de alane �nito (ver seção 2.2). Estas propriedades estão

de aordo om aquelas obtidas numeriamente nas refs. [Mélin 2002, Yusuf 2002℄.

1Na página 214411-3 da ref. [Hoyos 2004a℄, há um erro tipográ�o para essa relação. Aqui apresentamos
a forma orreta.
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A �g. 3.4 mostra o diagrama de fases α vs. Λ que divide a região em que há um pseudo-

"gap" de spin da região em que este foi ompletamente destruído. Na primeira, o sistema

se enontra numa fase em que o "gap" de Haldane araterísitio do sistema limpo ainda

não foi ompletamente destruído, a esta denominamos fase de Haldane desordenada que é

araterizada por um expoente dinâmio 0 < z < 1. Na segunda, o expoende dinâmio é

maior que 1 e o "gap" de spin desaparee ompletamente, neste aso o sistema se enontra

na fase de Gri�ths.
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Figura 3.4: Diagrama de fases da esada de duas pernas de spins-1/2 AF desordenada. A
fase de Haldane é araterizada por um pseudo-�gap� de spin onde o expoente dinâmio
varia entre 0 < z < 1. Este �gap� é destruído pela desordem na fase de Gri�ths, que por
sua vez é araterizada por um expoente dinâmio z > 1. Em ambas as fases o sistema é
dimerizado e não universal. O detalhe é um aumento da região em que Λ é pequeno. O
erro dos dados é do tamanho dos símbolos.

A linha que delimita as duas fases é alulada simplesmente prourando os pontos em

que o expoente dinâmio é igual a z = 1. Este, por sua vez, é alulado da seguinte maneira.

Durante o �uxo de renormalização, aompanhamos a fração de spins ativos, nΩ, em função

da esala de energia Ω. Relaionando a esala de omprimento, LΩ, om a distânia média

entre os spins ativos 1/nΩ, o expoente dinâmio é failmente alulado através de

nΩ ∼ Ω1/z.
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Figura 3.5: Cálulo do expoente dinâmio z, (a) alulado diretamente da relação lognΩ ∼
(1/z) logΩ+te para uma únia adeia. A variação para outras adeias é da ordem de 1%.
(b) A distribuição de primeiros "gaps", ∆1, onstruída a partir da dizimação de 50 000
adeias de tamanho L = 100, 150 e 200. Para L0 > 200, o expoente dinâmio satura
em z = 1, 0. Este por sua vez é alulado a partir do ajuste da urva logP (− log∆1) =
(1/z) log∆1 + te.

A �g. 3.5(a) ilustra nΩ omo função de Ω ao longo do �uxo de renormalização para uma

únia realização de desordem onde α = 0, 3 e Λ = 1, 0. Note que, mesmo os dados sendo

gerados a partir de uma únia adeia, a �utuação estatístia é extremamente pequena. A

�g. 3.5(b) mostra a distribuição do "gap" de exitação da adeia, ∆1
2, para os mesmos

parâmetros de α e Λ, e para adeias de tamanhos L0 = 100, 150 e 200. Este método de

alular o expoente dinâmio é utilizado na ref. [Mélin 2002℄. Se o sistema se enontra numa

fase de Gri�ths uma medida da esala de energia, ∆1, deveria ser distribuída onforme

P ∼ ∆1−1/z
1 , o mesmo omportamento da distribuição de ponto �xo dos aoplamentos da

adeia de spins-1/2 AF desordenada (ver seção 2.2). Os autores dessa referênia esolheram

o primeiro "gap" da adeia, ∆1, omo medida da esala de energia. Dizimando inúmeras

adeias e onstruindo a distribuição dessa quantidade, o omportamento para ∆1 pequeno

deve seguir o omportamento de esala P ∼ ∆
1−1/z
1 . Para L0 > 200, o sistema está livre

de efeitos de borda e o expoente dinâmio é aquele do sistema in�nito. Como podemos

ver os dois resultados mostrados na �g. 3.5(a) e (b) estão em exelente aordo. Neste

2Calulado quando da dizimação de uma adeia inteira até que reste somente um par de spins. ∆1 é o
valor do "gap" de exitação desse par.
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aso, onluímos que para Λ = 1, 0, o sistema se enontra na fase de Haldane se α < 0, 3,

aso ontrário, está na fase de Gri�ths. Este resultado está de aordo om os resultados

numérios obtidos na ref. [Yusuf 2002℄ para a suseptibilidade magnétia. Para α < 0, 3, χ

vai a zero para T → 0 e para α > 0, 3, χ é singular om a temperatura. Entretanto, estes

resultados numérios estão em desaordo om os da ref. [Mélin 2002℄.

Retornando à disussão para o diagrama de fases desrito na �g. 3.4, para Λ � 10−2,

o sistema sempre se enontra na fase de Gri�ths. Entendemos este fato da seguinte ma-

neira. Para Λ→ 0, o sistema se reduz a uma oleção de dímeros livres formados sobre os

�degraus� da esada. Tais dímeros estão distribuídos de aordo om a eq. (3.7) e, portanto,

z = (1− α)−1 ≥ 1 e portanto o sistema está na fase de Gri�ths. Para Λ pequeno esse

omportamento é mantido pelo GR, entretanto na região 10−2 � Λ � 1, 53, o "gap" de

Haldane do sistema limpo dá origem a um pseudo-"gap" se a desordem é pequena, neste

aso o sistema se enontra na fase de Haldane desordenada. Para desordem su�ientemente

forte, este é destruído e a fase de Gri�ths reemerge novamente. Para Λ � 1, 53, somente

a fase de Gri�ths existe. Este omportamento suavemente se oneta om o do limite

Λ → ∞, onde as duas adeias se desonetam e são governadas pelo ponto �xo de desor-

dem in�nita (ver seção 2.1) que orresponde ao limite z →∞. Salientamos entretanto que,

para qualquer valor �nito de Λ, o omportamento enontrado orresponde somente às duas

fases desritas na �g. 3.4, em aordo om o resultado das refs. [Mélin 2002, Yusuf 2002℄.

3.2.3 Considerações �nais

Nesta sub-seção, disutimos brevemente um ponto intrigante que se faz presente na ara-

terização da fase de Haldane desordenada.

Como mostramos na sub-seção anterior, a esada de duas pernas renormaliza para

uma adeia de spins-1/2 dimerizada, que por sua vez, omporta duas fases determinadas

pela desordem. Desordem pequena é irrelevante e a adeia se enontra na fase dimerizada

(fase de Haldane) araterístia do sistema limpo, ujo expoente dinâmio é igual a zl =

1. Para desordem forte, o "gap" de Haldane é fehado e o sistema se enontra numa

fase não universal denominada fase de Gri�ths, onde o expoente dinâmio z > 1 varia

ontinuamente om a desordem.

O leitor pode se indagar se na fase por nós denominada de fase de Haldane desordenada,

onde por 0 < z < 1 ser menor que zl, não deveríamos araterizar a fase pela desordem

ser irrelevante? E sendo assim, a sistema não deveria ser governado pela físia de baixas

energias do sistema limpo? Tais argumentações foram iniialmente feitas por Mélin et al.
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e eles onjeturaram que, por z < zl, a desordem deve ser irrelevante, e portanto, o sistema

deve estar na fase de Haldane do sistema limpo [Mélin 2002℄.

Como disutimos na seção 2.2, a adeia dimerizada está na fase de Haldane se a desor-

dem é su�ientemente pequena ou a dimerização equivalentemente grande. Dessa maneira

o estado fundamental é uma oleção de dímeros formados sobre os aoplamentos pares

(supondo que estes são mais fortes que os ímpares). A físia de baixas energias é dominada

pelas �utuações quântias, alguns dímeros devem se formar sobre aoplamentos ímpares,

e dessa formar sólitons on�nados em um potenial linear. Daí a presença do "gap" de

spin, e além disso o expoente dinâmio ser igual a zl = 1. Argumentamos, entretanto,

que esse enário não é o aso veri�ado por nós para o tipo de desordem onsiderada. Os

dímeros que se formam e araterizam o ponto �xo da esada de duas pernas estão sepa-

rados por dezenas de parâmetros de rede e os aoplamentos que os onetam não são os

aoplamentos originais, e sim aoplamentos efetivos gerados pelo �uxo de renormalização.

Além disso, os aoplamentos que onetam os dímeros são extremamente fraos (menores

que Ωmin) e portanto não devemos esperar que �utuações quântias sejam su�ientes para

desestabilizar os dímeros. E por �m, a distribuição renormalizada dos aoplamentos dos

dímeros não possui um "gap" e, portanto, no aso em questão (0 < z < 1), o espetro não

deve possuir um "gap", e sim um pseudo-"gap" omo havíamos argumentado.

É bastante provável que, para desordem iniial menor do que a que onsideramos, a

distribuição de ponto �xo dos aoplamentos dos dímeros possua um "gap", e nesse aso

a desordem deve ser irrelevante omo onjeturaram Mélin et al., mas para o tipo de

desordem aqui onsideradas, argumentamos que o sistema se enontra na fase de Haldane

desordenada.

Os resultados apresentados nesta seção resumem nosso estudo sobre as esadas de spins-

1/2 do tipo duas pernas.

3.3 As esadas zig-zag

Relatamos nesta seção o nosso estudo sobre as esadas de spins-1/2 AF's desordenadas do

tipo zig-zag.

3.3.1 O modelo

Similarmente ao aso da esada do tipo duas pernas, a topologia desse sistema nos permite

desrevê-lo omo uma adeia de spins om interações entre primeiros e segundos vizinhos,
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ver �g. 3.6.

O hamiltoniano em questão é o mesmo desrito na eq. (3.6), porém os aoplamentos

entre primeiros vizinhos, Ji, são todos não nulos. Todos os aoplamentos são antiferro-

magnétios e são variáveis aleatórias independentes iniialmente distribuídos de aordo

om PJ (J) e PK (K) (ver eqs. (3.7) e (3.8)) se são do tipo primeiros e segundos vizinhos,

respetivamente. Há uma importante diferença entre essas duas esadas. Como os aopla-

mentos pares do tipo primeiros vizinhos na esada de duas pernas são nulos, o sistema não

é frustrado. Diferentemente, a esada zig-zag é frustrada, e omo veremos mais para frente,

esse ingrediente é fundamental pra a físia que emerge em baixas energias e diferenia as

duas esadas. Note que a razão Λ = K0/J0 se torna uma medida da frustração do sistema.

Para Λ = 1, o sistema é maximamente frustrado, e para Λ = 0 ou ∞, a frustração vai a

zero.

A esada zig-zag é estudada da mesma maneira omo a esada de duas pernas. Apli-

amos a generalização do GR para desordem forte desrito na seção 3.1. Monitoramos

ao longo do �uxo a estrutura topológia do sistema renormalizado através da fração de

aoplamentos do tipo primeiros, segundos, tereiros e quartos vizinhos. Monitoramos tam-

bém a fração de spins maiores que 1/2 e a fração de aoplamentos antiferromagnétios. A

prinipal onlusão é a seguinte: a esada sempre renormaliza para uma adeia de spins

om aoplamentos tanto do tipo antiferromagnétios quanto ferromagnétios. Somente

para uma pequena região onde tanto a desordem quanto a frustração são pequenas é que

o sistema renormaliza para uma adeia totalmente AF de spins-1/2. No primeiro aso, o

sistema se enontra na fase dos grandes spins, e no segundo aso, o sistema está na fase

dos singletos aleatórios. A seguir, mostramos os resultados numérios que nos levaram a

essa onlusão.
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Figura 3.6: A esada do tipo zig-zag.

3.3.2 Resultados numérios

Consideramos esadas de tamanho iniial L0 = 640.000 e os dados são gerados a partir da

média sobre 5 realizações de desordem.



44 3.3 As esadas zig-zag

−20 −15 −10 −5 0

log
10

 Ω/Ω
0

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Escada zig−zag

1
o
 viz.

2
o
 viz.

3
o
 viz.

4
o
 viz.

N
AF

/N
acop

N
S>1/2

/N
spin

α=0
Λ=1,0

Figura 3.7: Fração de aoplamentos do tipo primeiros, segundos, tereiros e quartos vizi-
nhos, fração spins maiores que 1/2, e fração de aoplamentos antiferromagnétios, todos
omo função da esala de energia Ω. Os parâmetros de desordem e frustração são α = 0, 0
e Λ = 1, 0, respetivamente. Os dados são gerados a partir da média sobre 5 realizações de
desordem. Para Ω/Ω0 ≥ 10−10, o erro relativo dos dados é menor que 2%, aso ontrário
é menor que 8%.

A �g. 3.7 mostra o prinipal resultado om relação a estrutura topológia do sistema

perto do ponto �xo. Este sempre renormaliza para uma adeia de spins. Além disso, a

adeia renormalizada é predominantemente populada por spins efetivos maiores que 1/2, e

grande parte dos aoplamentos são ferromagnétios. Aqui, hamamos novamente atenção

para o fato de que, da mesma maneira omo na esada de duas pernas, aoplamentos de

longo alane existem, entretanto, desartamos aqueles menores que Ωmin = 10
−200Ω0.

O enário aqui enontrado é araterístio da adeia de spins om aoplamentos ferro

e antiferromagnétios (ver seção 2.3), e omo ilustra a �g. 3.8, as similaridades entre os

dois sistemas não é fortuita. Na referida �gura, mostramos o tamanho médio, 〈l〉, dos
aglomerados de spins e o tamanho médio dos spins assoiados a estes, 〈S〉, em função

da esala de energia Ω. É araterístia da fase de grandes spins que 〈l〉 ∼ Ω−1/z , onde

z é o expoente dinâmio, e 〈S〉 ∼ Ω−k, onde k é uma onstante. Além disso, z e k

estão relaionados por 1/z = 2k (ver eqs. (2.27) e (2.31)). Ambos os omportamentos são
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observados nas esadas zig-zag. Relembramos que a relação 1/z = 2k vem do fato de que

o tamanho dos spins efetivos é dado por uma soma aleatória dos spins que o ompõem.

Esta re�ete o fato de que o proesso de dizimação dominante não é a formação de singletos

aleatórios. O fato da esada zig-zag apresentar essa araterístia é forte indíio de que ela

pertene à mesma lasse de universalidade que a da adeia de Heisenberg om aoplamentos

ferro e antiferromagnétios.

−20 −15 −10 −5 0

log
10

 Ω/Ω
0

−1

0

1

2

3

4
Escada zig−zag

log
10

 <l>

log
10

 <S>

α=0,0
Λ=1,0

Figura 3.8: O tamanho médio dos aglomerados, 〈l〉, e o tamanho médio dos spins efetivos,
〈S〉, omo função da esala de energia Ω. No limite de baixas energias obtemos os ajustes
de 〈l〉 ∼ Ω−0,14 e 〈S〉 ∼ Ω−0,069. Os parâmetros de desordem e anisotropia são α = 0, 0 e
Λ = 1, 0, respetivamente. Os dados foram obtidos a partir da média sobre 5 realizações
de desordem e a variação entre as amostras é menor que 5%.

Nossa simulações também mostram que a distribuição de ponto �xo dos "gaps� de ex-

itação relativos aos aoplamentos FM's e AF's, P F e PA, respetivamente, são as mesmas

e do tipo lei de potênia,

PA (∆) = P F (∆) = P (∆) ∼ ∆−1+1/z , (3.11)

onde z é o mesmo expoente dinâmio obtido pela relação entre 〈l〉 e Ω, omo esperado.

Queremos agora explorar a dependênia do expoente dinâmio om a desordem iniial.

A �g. 3.9 mostra o omportamento de z em função de α para vários valores de Λ. O
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menor valor enontrado foi de z ≈ 1/0, 15. O menor valor enontrado por Westerberg et

al. se refere às adeias iniialmente pouo desordenadas e é universal igual a zu = 1/0.44

(ver seção 2.3). Cadeias iniialmente mais desordenadas são araterizadas por expoentes

dinâmios não-universais. Como pode ser visto pela �g. 3.9, para distribuições iniiais de

aoplamentos do tipo leis de potênia, as esadas zig-zag sempre possuem um expoente

dinâmio z > zu e, portanto, estão longe da baia de atração de omportamento universal

das adeias FM's e AF's.
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Figura 3.9: Variação do expoente dinâmio z em função do parâmetro de desordem α
para várias ondições de frustração Λ. De ima para baixo, os írulos e linhas ontínuas
orrespondem a Λ = 1, 0, 0,6, 0,4, 0,2, 0,1, 0,05, e 0,025. Analogamente, os asterisos e
linhas pontilhadas orrespondem a Λ = 0, 8−1, 0, 6−1, 0, 4−1, 0, 2−1, 0, 1−1, 103, e 106. O
erro relativo dos dados é menor que 10%, que orresponde ao tamanho dos símbolos.

Para α ≤ 0, 6, o omportamento de 1/z é linear om α,

1/z = aα + b.

Note que para Λ ≥ 1, 0, a = 0 e para 1, 0 ≤ Λ ≤ 1/0, 4, b não varia, e assim o sistema

�ui para um novo ponto �xo universal onde 1/z ≈ 1/0, 15. Este omportamento é similar

ao da adeia de spins FM e AF mas om o valor do expoente dinâmio diferente. Para

Λ ≤ 0, 4, todas as urvas tem o mesmo oe�iente angular a ≈ 0, 040±0, 002, e o oe�iente
linear varia logaritmiamente om Λ, i. e., b = b1 + b2 ln Λ, om b1 = 0, 12 ± 0, 01, e
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b2 = 0, 020 ± 0, 001. Então deve haver uma transição de fase no valor de α em que o

expoente dinâmio diverge, α = αc (Λ) = − (b2 ln Λ + b1) /a. Para α ≤ αc, o sistema é

governado por um ponto �xo de desordem in�nita. Neste, a magnitude dos spins não

rese e não há a proliferação de aoplamentos FM's, ou seja, a esada renormaliza para

uma adeia de spins-1/2 AF desordenada. Para α ≥ 0, 6, todas as urvas onvergem

para o ponto α = 0, 95 e 1/z = 0, 05. Note, entretanto, que α = 0, 95 orresponde a

uma distribuição iniial om expoente dinâmio igual a z = 1/0, 05 (ver eqs. (3.7), (3.8) e

(3.11)). Isto é re�exo da inabilidade do proedimento de dizimação, que é dominado por

dizimações em primeira ordem de teoria de perturbação, gerar distribuições mais singulares

do que a iniial.
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Figura 3.10: Variação do expoente dinâmio z em função do parâmetro de frustração Λ
para distribuições iniiais do tipo aixa (δ = 0, 05, leia o texto para maiores detalhes). O
tamanho iniial da adeia é de L0 = 200 000 e o erro relativo dos dados é menor que 5%,
do tamanho do símbolos.

No intuito de veri�ar se as esadas zig-zag de spins podem realizar ou não o ponto

�xo universal das adeias de spins AF's e FM's araterizadas pelo expoente dinâmio

z = zu, estudamos esses sistemas na presença de desordem fraa, ou seja, onsideramos

distribuições de aoplamentos do tipo aixa, onde os aoplamentos estão uniformemente

distribuídos entre J0 − δ < J < J0 e K0 − δ < K < K0, e tomamos que max {J0, K0} = 1.
Exploramos vários valores de δ e sempre enontramos que z é maior do que zu. O menor
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valor enontrado se deu para o aso extremo δ = 0, 05, mostrado na �g. 3.10. Nesta,

mostramos 1/z em função da frustração Λ. Para Λ ≤ 0, 4, o sistema se enontra na fase

dos singletos aleatórios onde o expoente dinâmio diverge om z ∼ − ln Ω. Para Λ > 0, 4

o sistema se enontra na fase dos grandes spins onde o expoente atinge um valor mínimo

de z = 1/0, 22 (maior que zu = 1/0, 44 enontrado por Westerberg et al.) e para Λ � 10,

z paree saturar em ≈ 1/0, 11.
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Figura 3.11: Diagrama de fases da esada zig-zag. A fase dos grandes spins (GS) domina
a maior parte do espaço de parâmetros. Há uma região universal (área sombreada) para
1 � Λ � 2, 5 e 0 � α � 0, 6 araterizada por um expoente dinâmio z ≈ 1/0, 15. Há
também uma estreita região onde a frustração é pequena (ver detalhe) e o sistema se
enontra na fase dos singletos aleatórios (SA).

Conluímos então que a esada zig-zag está na mesma lasse de universalidade que

a da adeia de spins om aoplamentos FM's e AF's mas não alança a região universal

enontrada nessas adeias. Devemos lembrar ainda que a ontrapartida limpa da esada

zig-zag é rítia para Λ � Λc, om Λc ≈ 0, 24, e é espontâneamente dimerizada e possui um

"gap" de spin para Λ � Λc [Haldane 1982℄. A natureza topológia do estado dimerizado,

entretanto, faz om que este seja instável ontra a introdução de desordem e portanto o

espetro do sistema desordenado é sempre sem "gap" [Yang 1996℄.

Baseado no omportamento do expoente dinâmio, podemos determinar o diagrama

de fases da esada zig-zag desordenada omo mostra a �g. 3.11. A fase dos grandes spins
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domina a maior parte do espaço de parâmetros (Λ, α). Nesta fase, a físia de baixas energias

é governada por um ponto �xo onde o tamanho médio dos spins efetivos rese quando a

esala de energia é diminuída, e estes são fraamente aoplados. A distribuição dos "gaps"

de exitação não é universal exeto na região sombreada, onde o expoente dinâmio é igual

a z = 1/0, 15. Nesta fase as propriedade termodinâmias são bem onheidas (ver seção

2.3): O alor espeí�o C ∼ T 1/z |lnT | e a suseptibilidade magnétia segue uma lei de

Curie, χ ∼ T−1. A funçao de orrelação spin-spin média e típia aem logaritmiamente

(omo será visto no ap. 4). Além disso, há uma estreita região onde o sistema �ui para

um ponto �xo de desordem in�nita e a esada se enontra na fase dos singletos aleatórios

(ver detalhe da �g. 3.11). Nesta, as propriedades termodinâmias são universais onde,

por exemplo, o alor espeí�o C ∼ −1/ ln3 T , a suseptibilidade magnétia diverge om

χ ∼ 1/
(

T ln2 T
)

, e a função orrelação média deai om lei de potênia om expoente igual

a 2 e a função orrelação típia é suprimida exponenialmente, ∼ exp
{

−r1/2
}

(ver seção

2.1).

3.3.3 Considerações �nais

Desejamos agora disutir alguns aspetos intrigantes do omportamento do expoente di-

nâmio om relação à desordem iniial mostrado na �g. 3.9. Quanto maior o expoente

dinâmio, maior é a desordem do sistema no ponto �xo. Entretanto, para Λ < 1 e α < 0, 6

(linhas ontínuas), quanto maior é a desordem iniial do sistema, menor é a desordem �nal

efetiva. É intuitivo aeitar que, quanto maior a desordem iniial, maior deve ser a desor-

dem �nal, uma vez que os proedimentos de renormalização aqui desritos sempre tendem

a aumentar a desordem renormalizada. Como mostraremos agora, esse inesperado om-

portamento pode ser entendido analisando os proedimentos de renormalização no limite

Λ≪ 1.
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Figura 3.12: Dizimação esquemátia nos primeiros estágios do GR.

Para omeçar vamos esrever os aoplamentos efetivos gerados pelo proedimento de

dizimação nos primeiros estágios do �uxo do GR quando todos os spins ainda são spins-1/2

e os aoplamentos são AF's (ver �g. 3.12). Supondo que os spins a serem dizimados são os
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S3 e S4 , após o proedimento de renormalização estes devem ser retirados do sistema e os

aoplamentos restantes são os seguintes. Do tipo primeiros vizinhos,

J̃12 = J12 −
K13 (J23 −K24)

2Ω
,

J̃25 =
(J23 −K24) (J45 −K35)

2Ω
,

J̃56 = J56 −
K46 (J45 −K35)

2Ω
,

do tipo segundos vizinhos,

K̃15 =
K13 (J45 −K35)

2Ω
,

K̃26 =
K46 (J23 −K24)

2Ω
,

e surge um aoplamento do tipo tereiros vizinhos entre os spins S1 e S6,

L̃16 =
K13K46

2Ω
,

onde Ω = J34.

Como os aoplamentos renormalizados do tipo primeiros, segundos e tereiros vizinhos

são O (Λ0), O (Λ1) e O (Λ2), respetivamente, no limite em questão podemos desprezar

os aoplamentos do tipo tereiros vizinhos e, dessa maneira, o sistema renormalizado é

topologiamente igual ao anterior onde a magnitude dos aoplamentos entre primeiros

vizinhos é muito maior que a dos aoplamentos entre segundos vizinhos. Neste aso,

nenhum aoplamento FM é gerado e a magnitude dos aoplamentos entre segundos vizinhos

vai a zero mais rapidamente que a dos aoplamentos entre primeiros vizinhos. Logo, o

sistema �ui para um ponto �xo de desordem in�nita araterístio da adeia de spins-

1/2 AF, e portanto, está na fase dos singletos aleatórios. Este esquema é desestabilizado

quando, devido à frustração, um aoplamento FM entre primeiros vizinhos é gerado. Dos

3 aoplamentos renormalizados desse tipo, aquele que tem a maior hane de ser FM é o
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J̃25, e om probabilidade

P
(

J̃25 < 0
)

=2P (J23 < K24)P (J45 > K35) ,

=2

{
∫ Λ

0

PJ (J)

[
∫ Λ

J

PK (K) dK

]

dJ

}

×
{

1−
∫ Λ

0

PJ (J)

[
∫ Λ

J

PK (K) dK

]

dJ

}

,

=Λ1−α
(

1− 1
2
Λ1−α

)

≈ Λ1−α.

Como esperado, P
(

J̃25 < 0
)

é maior quanto maior for Λ, uma vez que Λ é uma medida

da frustração. Além disso, esta probabilidade aumenta om α. Quanto mais aoplamentos

FM forem gerados, mais o �uxo do GR tenderá a se desviar daquele que leva o sistema para

a fase dos singletos aleatórios. Como resultado, o expoente dinâmio deverá ser menor.

Isto explia o omportamento an�malo de z em função de α.

No limite oposto (Λ≫ 1), este esquema de dizimação não é valido. Supondo que

Ω = K35, o aoplamento renormalizado entre os spins S2 e S4 é agora um aoplamento do

tipo primeiros vizinhos e igual a

J̃24 = K24 +
J23 (J45 − J34)

2Ω
,

enquanto o aoplamento de segundos vizinhos entre os spins S1 e S4 é

K̃14 =
K13 (J45 − J34)

2Ω
.

Vemos laramente que, neste aso, um aoplamento do tipo primeiros vizinhos ganha �força�

e um aoplamento entre segundos vizinhos tem grandes hanes de se tornar FM logo nos

primeiros estágios do GR. Dessa forma, rapidamente o sistema será dirigido para longe do

PFDI em direção ao ponto �xo que governa a fase dos grandes spins. Esperamos, portanto

que, neste limite, a fase dos singletos aleatórios seja atingida somente no ponto Λ−1 = 0.

Note que a ompetição entre as tendênias do �uxo do GR para Λ grande e pequeno

aqui analisadas leva a um valor mínimo de z (ver �gs. 3.9 e 3.10). A presença desse mínimo

parialmente explia a existênia da região universal onde z é aproximadamente onstante.

Para �nalizar essa seção, queremos utilizar o raioínio aqui expliitado para analisar a

o aso onsiderado pela ref. [Yusuf 2003℄ em que a desordem é orrelaionada. Nesta, Yusuf
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e Yang onsideraram que os aoplamentos entre primeiros vizinhos da esada zig-zag estão

distribuídos de aordo om a eq. (3.7), porém, o valor dos aoplamentos entre segundos

vizinhos está orrelaionado om o dos primeiros através de

Ki = Λ
JiJi+1

Ω0
, (3.12)

onde Ω0 = 1 e 0 < Λ < 1. Em suas análises, os autores identi�aram uma fase de singletos

aleatórios para Λ < 0, 5 e uma fase de grandes spins para 0, 5 < Λ < 1, 0. Usando a

de�nição de Ki aima e supondo que o aoplamento a ser dizimado é Ω = J34, omo

ilustrado na �g. 3.12, enontramos que

J̃25 = (1− Λ)2
J23J45

2Ω
,

K̃15 = Λ
′ J12J̃25

Ω
,

K̃26 = Λ
′ J̃25J56

Ω
,

onde Λ
′

= Λ/ (1− Λ). Negligeniando o aoplamento entre tereiros vizinhos e as orrela-

ções nas onstantes de aoplamento J12 e J56, o novo hamiltoniano tem a mesma forma que

o original exeto pelo fato de que o parâmetro de frustração Λ para K̃15 e K̃26 foi renor-

malizado. Note que, pela de�nição de Ki (ver eq. (3.12)), nas primeiras dizimações não há

possibilidade de geração de um aoplamento FM. Entretanto, num estágio imediatamente

depois, há uma probabilidade �nita de surgimento de uma aoplamento FM apareer se

Λ
′

> 1. Isto aontee se Λ > 0, 5. Neste aso, a frustração é su�ientemente forte para

gerar aoplamentos FM's, que é o meanismo que dirige o sistema para longe da fase dos

singletos aleatórios em direção à fase dos grandes spins.

3.4 Conlusões

Neste apítulo, nós apliamos o método do grupo de renormalização para desordem forte

para estudar as esadas de duas pernas e zig-zag de spins-1/2 antiferromagnétias.

Foamo-nos prinipalmente na estrutura topológia do sistema e enontramos que, nos

primeiros estágios do �uxo de renormalização ínumeros aoplamentos de longo alane

eram gerados, mas assim que o �uxo era levado para o ponto �xo, somente interações entre

primeiros vizinhos restavam. Portanto, de maneira indubitável, onluímos que as esadas
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renormalizam para uma adeia de spins (ver �gs. 3.3 e 3.7). Tal onlusão nos permitiu

lassi�ar as lasses de universalidade desses sistemas em termos daquelas das esadas de

spins analizadas no apítulo 2.

As esadas de duas pernas sempre renormalizam para uma adeia de spins-1/2 AF

dimerizada. Para o tipo de desordem analisada, ou o sistema se enontra na fase de

Haldane desordenada ou na fase de Gri�ths. Ambas as fases são araterizadas por um

expoente dinâmio z não universal, onde na primeira, 0 < z < 1, e na segunda, z ≥ 1.

Nessas fases, a suseptibilidade magnétia esala om χ ∼ T−1+1/z e a relação entre as

esalas de omprimento, L, e energia, Ω, é Ω ∼ L−z. Como o sistema é dimerizado em

ambas as fases, a função de orrelação média deve ser de urto alane. A distinção entre

as duas fases se deve simplesmente ao fato de que na primeira a desordem não foi apaz

de destruir por ompleto o "gap" de spin (o "gap" de Haldane) presente no sistema limpo,

possuindo assim um pseudo-�gap�, enquanto na segunda, este foi ompletamente destruído.

Prourando no espaço de parâmetros os pontos onde z = 1, onstruímos o diagrama de

fases desse sistema omo ilustrado na �g. 3.4. Dessa maneira, onluímos que a esada de

duas pernas sempre está na mesma lasse de universalidade que a da adeia de spins-1/2

AF dimerizada.

A esada zig-zag, entretanto, ou renormaliza para uma adeia de spins FM e AF, ou,

para desordem e frustração su�ientemente pequenas, renormaliza para uma adeia de

spins-1/2 AF. No primeiro aso, o sistema se enontra na mesma lasse de universalidade

que aquela da adeia de spins FM e AF. O sistema é araterizado por um expoente

dinâmio z que governa as leis de esala entre omprimento e energia, Ω ∼ L−z , mas a

suseptibilidade magnétia segue uma lei de Curie, χ ∼ T−1. Além disso, os spins efetivos

que governam a físia de baixas energias esala de uma maneira interessante om o tamanho

do aglomerado, 〈S〉 ∼
√
L (ver �g. 3.8), por isso dizemos que o sistema se enontra na

fase dos grandes spins. As funções de orrelação média e típia têm omportamentos

semelhantes e deaem logaritmiamente. O sistema não possui ordem de longo alane,

mas possui orrelações que deaem mais lentamente que no aso de quase-longo-alane.

Além disso, o sistema apresenta uma região universal onde z independe da frustração Λ

e da desordem α (ver �g. 3.11). Entretanto, esse ponto �xo universal é diferente daquele

observado nas adeias FM's e AF's. Para desordem e frustração su�ientemente pequenas,

o expoente dinâmio diverge, aoplamentos FM's não são gerados, e a esada renormaliza

para a adeia de spins-1/2 desordenada. Logo, onluímos que o sistema se enontra na

fase dos singletos aleatórios, governada por um ponto �xo universal de desordem in�nita.
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Nesta, a suseptibilidade magnétia diverge om χ ∼ 1/
(

T ln2 T
)

e a função de orrelação

média ai om lei de potênia ujo expoente é universal igual a 2. A função de orrelação

típia é de urto alane e ∼ exp−
√
L. Além disso, om simples argumentos, indiamos o

meanismo que leva a esada zig-zag para longe do ponto �xo de desordem in�nita: este é a

frustração. É este elemento que permite que aoplamentos FM's sejam gerados de maneira

desorrelaionada no sistema aarretando assim um aumento efetivo da magnitude dos

aglomerados de spins efetivos, levando assim o sistema para a fase dos grandes spins. Da

mesma maneira, indiamos o diagrama de fases para a esada orrelaionada enontrada

por Yusuf e Yang na ref. [Yusuf 2003℄. Nossas onlusões estão em aordo om as de Yusuf

e Yang mas divergem das de Mélin et al. reportadas na ref. [Mélin 2002℄.

Finalmente, queremos salientar que o fato das duas esadas renormalizarem para uma

adeia não deve ser exlusivo desses sistemas. Provavelmente, sistemas om topologias

quase-unidimensionais, omo por exemplo a adeia de 3 pernas, no limite de baixas ener-

gias, devem se omportar omo uma adeia. Essa extrapolação é utilizada por Conti-

nentino et al. no estudo de vários boratos altamente anisotrópios. As medidas experi-

mentais de suseptibilidade magnétia estão em aordo om as previstas neste apítulo

[Continentino 2005℄.



Capítulo 4

As adeias isotrópias de spins SU(N)

Neste apítulo relatamos o nosso estudo sobre as adeias isotrópias de spins SU(N) anti-

ferromagnétias desordenadas.

O nosso estudo é foado em adeias ujos spins são representações irredutíveis total-

mente anti-simétrias do grupo SU(N). Nós generalizamos o método do GRDF para levar

em onta a dizimação de tais spins. Em seguida nós esrevemos a equação de �uxo para as

onstantes de aoplamento e a resolvemos analitiamente. Enontramos um únio ponto

�xo estável de desordem in�nita que dirige o sistema para uma fase universal independente

da desordem iniial, e portanto o método se torna assintotiamente exato. As quantidades

termodinâmias e as funções de orrelação média e típia são aluladas em função de N .

Reomendamos ao leitor a leitura das referênias [Cheng 1988℄ e [Jones 1990℄ para

uma introdução à teoria de grupos, em espeial ao grupo SU(N) e tabelas de Young.

Entretanto, o leitor não deve ser um espeialista em teoria de grupos para entender os

álulos que são apresentados, podendo até dispensar a leitura dessas referênias se o

intuito for somente entender a físia de baixas energias desses sistemas. Como nos foamos

nos spins ujas representações são totalmente anti-simétrias, pode-se esrevê-los omo

função de operadores fermi�nios de riação e destruição, e a partir destes deduzir as

regras neessárias de dizimação. Também fazemos uso das tabelas de Young. Estas são

extremamente onvenientes para alular o valor do "gap" de exitação de um par de spins

aoplados, para alular a série de Clebsh-Gordan de duas representações irredutíveis e

para ilustrar os proedimentos/regras de dizimação.

Como menionamos na introdução, a motivação para tal estudo é múltipla. No estudo

de ompostos dopados por terras raras e/ou atinídeos, Coqblin e Shrie�er onsideraram

a interação dessas impurezas om os elétrons de ondução do sistema e mostraram que esta
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apresenta uma simetria aumentada dada pelo grupo SU(N). Quando os graus de liberdade

dos elétrons de ondução são integrados, o hamiltoniano torna-se aquele que desreve a in-

teração efetiva entre as impurezas magnétias, que são os íons de terras raras e atinídeos.

Tal hamiltoniano magnétio efetivo pode possuir, em ertas ondições, simetria por rota-

ções do grupo SU(N), sendo N a degeneresênia do momento magnétio fundamental do

íon. Por exemplo, o íon Ce3+ tem um únio elétron na amada 4f e todos os outros orbitais

preenhidos. Pelas regras de Hund, a soma do momento angular (l = 3) om o momento

de spin (s = 1/2) resulta em um momento magnétio total igual a j = 5/2, ou seja, a

degeneresênia do orbital 4f 1 é igual a 6, portanto, neste aso N = 6. Analogamente, o

íon Yb+3, om 13 elétrons na amada 4f , tem momento magnétio total igual a j = 7/2 e,

portanto, N = 8. Este resultado pode ser entendido omo se a forte interação spin-órbita

alinhasse os momentos magnétios de spin e orbital. A desrição da entidade efetiva que

desreve o momento magnétio total requer um aumento do grupo de simetria de SU(2)

para SU(N). Por �m, a ondição que deve ser satisfeita para que o hamiltoniano efetivo

possua simetria SU(N) é que o ampo ristalino do substrato não quebre a degeneresênia

do momento magnétio fundamental [Coqblin 1969℄ e que as bandas de ondução também

preservem essa simetria.

O hamiltoniano do modelo de Hubbard om dupla degeneresênia orbital, no limite

fortemente interagente e no preenhimento de 2 elétrons por sítio, também tem, sob al-

gumas ondições, simetria aumentada de SU(2) para SU(4) (omo abordaremos em mais

detalhes na seção 5.1) e tem atraído muita atenção reentemente [Azaria 1999, Li 1998,

Yamashita 1998℄.

Além disso, adeias de pontos quântios que têm seu orbital p semi-preenhido também

podem ser desritas por uma adeia de spins SU(4). Neste aso, a degeneresênia orbital

não é levantada pela repulsão Coulombiana devido a ertas peuliaridades do potenial do

ponto quântio [Onufriev 1999℄.

Finalmente, ténias aproximativas de N in�nito são omumente usadas no intuito de

apturar a físia de N pequeno. Podemos estudar a físia no limite de N grande através

do método de ponto de sela e, em prinípio, obter orreções ordem a ordem em 1/N

[Sahdev 1999℄. Neste trabalho, nós resolvemos o problema assintotiamente para todos

os valores de N . Dessa forma, podemos veri�ar se a físia do sistema no limite N in�nito

aptura ou não o omportamento físio do sistema para N pequeno.

O apítulo é dividido da seguinte maneira. Na seção 4.1 introduzimos muito brevemente

o grupo SU(N) e as tabelas de Young no intuito de dar noções sobre a álgebra envolvida, na
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seção 4.2 motivamos e esrevemos o hamiltoniano de interesse, na seção 4.3 generalizamos

o método do GR propriamente dito, na seção 4.4 resolvemos as equações de �uxo do GR,

na seção 4.5 alulamos as propriedades termodinâmias dessas adeias, e �nalmente na

seção 4.7 resumimos nossas onlusões.

4.1 O grupo SU(N)

Por ompleteza, nesta seção devemos de�nir o grupo SU(N).

Este é hamado de grupo unitário espeial por ser o grupo das matrizes unitárias NxN

que possuem determinante igual a 1, ou seja, se U é uma matriz desse grupo, então

U †U = UU † = 1, e detU = 1.

Mas qualquer matriz unitária pode ser esrita em termos de uma matriz hermitiana, S,

na forma U = exp iS. Pela identidade det eS = etrS e por detU = 1, segue que trS = 0.

Como existem N2−1 matrizes hermitianas NxN de traço nulo linearmente independentes,

então um elemento do grupo SU(N) pode ser esrito omo

U = exp

{

i

N2−1
∑

a=1

caS
(a)

}

,

onde os ca's são números reais ditos parâmetros do grupo e as matrizes S's são ditas

geradoras do grupo. Ao onjunto de matrizes U 's geradas pelas matrizes S's denomina-se

representação irredutível fundamental do grupo, que na notação de tabelas de Young é

representada por uma simples aixa, . Como somente N − 1 das N2 − 1 matrizes

geradoras são diagonais, diz-se então que o SU(N) é um grupo de posto N − 1.
No aso SU(2), as matrizes S's são usualmente as matrizes de Pauli. Delas geram-se

todas as outras representações do grupo SU(2), i. e., todos os outros spins maiores que

1/2. Por exemplo, um spin de tamanho 1 é obtido quando se simetrizam dois spins 1/2,

que na notação de tabelas de Young é onatenar duas aixas horizontalmente, ou seja,

um spin 1 equivale a . Por sua vez, o estado de singleto entre dois spins 1/2 é

obtido através da anti-simetrização dos mesmos. Em notação de tabela de Young signi�a

que devem-se empilhar duas aixas vertialmente, ou seja, o singleto equivale à . A

dimensão de uma tabela de Young é a dimensão linear em que atua a representação, ou
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seja, é a dimensão das matrizes da representação. Esta ainda representa o número de

graus de liberdade assoiado ao spin orrespondente. Por exemplo, no grupo SU(2), uma

aixa tem dimensão igual à 2 (representando os dois estados de um spin 1/2), duas aixas

onatenadas horizontalmente tem dimensão 3 (orrespondente aos estados de um spin-1)

e duas aixas onatenadas vertialmente tem dimensão 1 (só há uma maneira de anti-

simetrizar 2 números quântios tomados dois a dois). A série de Clebsh-Gordan de dois

spins 1/2 é representada, na notação de tabelas de Young, por

⊗ = ⊕ ,

que orrespondem às regras quântias de soma de momento angular.

Essas duas tabelas ompostas por duas aixas representam os auto-estados de um ha-

miltoniano invariante por rotações do grupo SU(2), que desreve a interação entre dois

spins 1/2 (por exemplo o hamiltoniano desrito na eq. (2.2)). As auto-energias orrespon-

dentes são dadas pela quantidade hamada Casimir, que na linguagem de spins SU(2) é o

operador momento angular total ao quadrado, Ŝ2 = S (S + 1), onde S = S2+S3, e S2 e S3

são os operadores de spins-1/2 do hamiltoniano (2.2). No momento oportuno mostraremos

omo alular os Casimires de nosso interesse.

Por �m, devemos listar a relação de omutação entre as matrizes geradoras do grupo,

[

S(a), S(b)
]

= fa,b,cS(c), (4.1)

onde fa,b,c é dito fator de estrutura do grupo. No aso SU(2), por exemplo, fa,b,c é igual

ao tensor de Levi-Civita multipliado por i.

Podemos assoiar operadores Sa's às matrizes S(a)'s em termos de operadores de riação,

f †, e aniquilação, f , de férmions, ou seja, podemos riar uma representação do grupo SU(N)

em termos dos operadores

Sa =
∑

α,β

f †αS
(a)
α,βfβ, (4.2)

onde S(a)
α,β são os elementos da matriz S(a) da representação fundamental. Pode-se mostrar

que os operadores S satisfazem as relações de omutação, eq. (4.1). A formulação (4.2) não

se restringe à representação fundamental. Na verdade, os operadores S são operadores de

qualquer representação totalmente anti-simétria. Na notação de tabelas de Young, estes

equivalem à tabelas formadas por Q aixas onatenadas vertialmente. A representação
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é espei�ada restringindo a de�nição (4.2) ao sub-espaço em que

N
∑

α=1

f †αfα = Q.

Note que esta formulação é semelhante à representação dos bósons de Shwinger para spins

SU(2) [Fradkin 1991, Read 1989℄. Sendo S um operador de spin-S do grupo SU(2), então

este pode ser esrito em termos dos operadores bos�nios b e b† omo

S =
1

2
b†α/σα,βbβ ,

onde
N
∑

α=1

b†αbα = 2S.

Na notação de tabelas de Young, um operador de spin-S do grupo SU(2) orresponde a

uma tabela formada por 2S aixas onatenadas horizontalmente.

Há uma outra ombinação linear onveniente dos operadores S em termos de operadores

de riação, f †, e aniquilação, f , de férmions,

Sα,β = f
†
αfβ −

1

N
δα,β , (4.3)

onde α, β orrem de 1 até N , e a delta de Kroneker assegura que as matrizes assoiadas

aos operadores tenham traço nulo. (Note que dessa maneira onstróem-se N2 operadores,

porém um deles é linearmente dependente dos demais.) Dessa maneira, os operadores Sα,β
obedeem a seguinte álgebra de Lie,

[Sα,β , Sµ,ν] = δβ,µSα,ν − δα,νSµ,β .

Portanto, as regras de omutação na formulação (4.3) não depende do fator de estrutura

do grupo.

4.2 O hamiltoniano

Em ompostos om impurezas diluídas de terras-raras (Cério, por exemplo), o hamilto-

niano efetivo que desreve as interações entre os momentos magnétios dessas impurezas

pode ser invariante por transformações do grupo SU(N), onde N é a degeneresênia do
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multipleto fundamental da impureza [Coqblin 1969℄. Mais reentemente, Onufriev e Mars-

ton mostraram que uma adeia de pontos quântios pode ser modelada omo uma adeia

de spins SU(4) auto-onjugada [Onufriev 1999℄. Essa modelagem é possível porque a in-

teração Coulombiana entre os dois elétrons que ompartilham um mesmo ponto quântio

pode ser, em ertas ondições, negligeniada. Dois elétrons que ompartilham o mesmo

orbital at�mio em um ristal, por exemplo, não podem ser desritos por uma entidade

om simetria maior porque a interação Coulombiana levanta a degeneresênia desse or-

bital. Isto reduz a simetria do sistema para a simetria mínima SU(2) intrísea dos spins.

A peuliaridade do potenial efetivo de um ponto quântio permite que os estados per-

maneçam degenerados, e dessa maneira, a simetria do problema é aumentada para SU(4)

[Onufriev 1999℄. Reentemente, o modelos de Hubbard om dupla degeneresênia orbital

têm despertado bastante interesse. No limite fortemente interagente e no preenhimento

1/4 o hamiltoniano magnétio efetivo se reduz ao modelo de Heisenberg de spins SU(4) u-

jas representações são a fundamental [Yamashita 1998, Azaria 1999℄.1 Além disso, modelos

de spins SU(N) no limite N →∞ são de grande interesse no estudo de sistemas quântios

antiferromagnétios. Quando tomamos o limite de N-grande, muitos modelos podem ser

resolvidos pelo método de ponto de sela e orreções de N �nito podem ser, a priori, obtidas

de maneira ontrolada. Tal aproximação tem tido muito suesso por desrever uma enorme

variedade de fases enontradas nesses sistemas [Sahdev 1999℄. Entretanto, raramente há

a possibilidade de aompanhar a solução de um modelo om o aumento progressivo de N .

Como será relatado ao longo deste apítulo, tal possibilidade é aqui realizada.

Entender omo o aumento da simetria muda a físia das adeias de spins, bem omo

o papel da desordem, é fundamental para a interpretação dos resultados experimentais.

Por esses motivos, estudaremos as adeias desordenadas antiferromagnétias de spins ujo

grupo de simetria é o SU(N), om N ≥ 2.
O hamiltoniano naturalmente generalizado é

H =

L0
∑

i

JiSi · Si+1, (4.4)

onde Si · Sj =
∑N2−1
a=1 S

(a)
i S

(a)
j , as matrizes S(a)

i 's são as geradoras de uma representação

irredutível (RI) do grupo SU(N) referente ao sítio i, onde a = 1, . . . , N2 − 1, os Ji's são

variáveis aleatórias independentes maiores que zero, e L0 é o número de sítios na adeia.

Nosso interesse é estudar as adeias ujas RI's são totalmente anti-simétrias, que na

1Voltaremos om mais detalhes a esse sistema no próximo apítulo.
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notação de tabelas de Young ("Young Tableaux" no original) são representadas por um

número Q de aixas onatenadas vertialmente. Ou seja,

Si equivale a

1
...

Qi

,

onde 1 ≤ Qi ≤ N − 1. Sendo assim, podemos esrever as RI's do grupo SU(N) omo

funções de operadores de riação e aniquilação de férmions: Si = f
†
iαSαβfiβ, onde

∑N
α=1 f

†
αfα = Q, e Sαβ são as matrizes da RI fundamental. Esta é a generalização natural

de um spin SU(2) para SU(N).

Como menionamos anteriormente, podemos tratar o problema do ponto de vista fer-

mi�nio. Substituindo a identidade (A.3) (ver apêndie A) na eq. (4.4),

H =
∑

i

1

2
Ji
∑

αβγδ

f †iαfiβf
†
i+1γfi+1δ

(

δαδδβγ −
1

N
δδγδαβ

)

=
∑

i

1

2
Ji

(

∑

αβ

f †iαfiβf
†
i+1βfi+1α −

1

N

∑

αβ

f †iαfiαf
†
i+1βfi+1β

)

.

Note que o último termo é onstante igual a −∑

JiQiQi+1/ (2N).

Assim, de�nimos o novo hamiltoniano:

H =
∑

i

Ji
2

∑

αβ

f †iαfiβf
†
i+1βfi+1α −

1

2N

∑

i

JiQiQi+1, (4.5)

sujeito aos vínulos
N
∑

α=1

f †iαfiα = Qi.

Para estudar a físia de baixas energias desse sistema, utilizamos a ténia do grupo

de renormalização introduzido por Ma, Dasgupta e Hu e desrito no ap. 2 [MDH 1979℄.

Mostraremos a generalização do método para o sistema em questão na próxima seção.

Note ainda que o hamiltoniano (4.4) possui simetria �partíula-burao�. Isso quer dizer

que o espetro de H deve permaneer o mesmo se troamos as RI's dos spins Si's pelas

RI's onjugadas.2 Ou seja, o espetro de H permanee o mesmo se fazemos Qi → N −Qi.
2Uma RI totalmente anti-simétria é onjugada à outra (neessariamente totalmente anti-simétria)

quando o total de aixas que ompõem suas tabelas de Young somam N .
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Considere a matriz da RI fundamental. Os auto-estados orrespondentes são

f †α1
|0〉 ,

onde α1 vai de 1 até N , e |0〉 é o estado de váuo. Os auto-estados da matriz da RI

onjugada à RI fundamental são

f †α1
. . . f †αN−1

|0〉 .

Rede�nindo o váuo omo o estado ompletamente heio, |1, 2, . . . , N〉 = |0̄〉, estes últimos

auto-estados podem ser reesritos omo,

fα1
|0̄〉 .

Analogamente, os auto-estados da matriz da RI fundamental tornam-se

fα1
. . . fαN−1

|0̄〉 .

Isto tudo é equivalente a troar f ⇋ f † e Q ⇋ N − Q = Q̄. Como tais troas deixam o

hamiltoniano (4.5) invariante (além de um termo onstante), dizemos que o sistema tem

simetria �partíula-burao�.

Por �m, onluímos essa seção justi�ando o mapamento do sistema em operadores de

riação e aniquilação de férmions. A únia motivação para tal é por onveniênia. Temos

bastante experiênia om tais operadores e om eles obtivemos as regras de dizimação.

Algum espeialista em grupos SU(N) poderia obter essas regras usando propriedades do

grupo. Esolhemos essa abordagem por ser mais familiar para nós, físios da matéria

ondensada.

4.3 Generalização do Grupo de Renormalização

Nesta seção, generalizamos o proedimento de renormalização introduzido por Ma, Das-

gupta e Hu [MDH 1979℄.

Primeiramente, de�nimos omo ∆i a diferença de energia entre o primeiro estado exi-

tado e o estado fundamental de um sistema de dois spins aoplados entre si via,

H0 = J2S2 · S3, (4.6)



As adeias isotrópias de spins SU(N) 63

onde estamos supondo que i = 2. Os auto-estados de (4.6) são aqueles representados pelas

RI's da série de Clebsh-Gordan de Q2 ⊗Q3, que na notação de tabela de Young é

Q2

1
. 
. 
.

Q2

Q3

1

. 
. 
. . 
. 
.

1

Q3

1

. 
. 
.

Q
~ Q’

= . . .

1

.    .    .

1

.    .    .
onde Q̃ = Q2 + Q3, Q

′

= Q̃ − 1, e estamos supondo que Q2 + Q3 ≤ N e Q3 ≤ Q2.

Caso Q2 + Q3 > N , a série de Clebsh-Gordan será dada pelas RI's onjugadas da série

de Clebsh-Gordan das RI's onjugadas de S2 e S3, uma vez que Q̄2 + Q̄3 ≤ N , onde

Q̄ = N − Q é o número de aixas da RI onjugada de uma RI totalmente anti-simétria

[Cheng 1988, Jones 1990℄.

No proedimento de renormalização, substituiremos os dois spins S2 e S3 por um novo

spin S̃, que é representado pela tabela de Young de mais baixa energia da série aima, e

desartamos os demais estados exitados. Como J2 > 0, a RI totalmente anti-simétria é

a de mais baixa energia. Dessa forma, todos os spins da adeia renormalizada ontinuam

representados por RI's totalmente anti-simétrias.

Como a tabela de Young em forma de Γ representa o primeiro estado exitado, neessi-

tamos do valor de seu Casimir para o álulo de ∆i. Este se enontra derivado no apêndie

B, o que nos leva a,

∆i =

{

1
2
Ji (Q2 +Q3) , se Q2 +Q3 ≤ N,

1
2
Ji (2N −Q2 −Q3) =

1
2
Ji
(

Q̄2 + Q̄3

)

, se Q2 +Q3 > N.
(4.7)

Uma vez de�nido o "gap" de exitação do aoplamento entre dois spins, prouramos

na adeia o par de spins mais fortemente aoplados, ou seja, prouramos o maior "gap"

de exitação Ω = max {∆i}. No limite de baixas esalas de energia (T ≪ Ω), dizemos que

estes dois spins estão "ongelados" no multipleto fundamental, portanto devemos desartar

os graus de liberdade orrespondentes aos multipletos mais exitados. Isto orresponde a

substituir os spins S2 e S3 por um spin efetivo S̃ que é representado pelo multipleto de

mais baixa energia. Devemos ainda projetar sobre este, o hamiltoniano que liga o resto da

adeia a esses dois spins,

H1 = J1S1 · S2 + J3S3 · S4. (4.8)
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Na verdade, isto é equivalente a tratarH1 omo uma perturbação de H0. Para Q2+Q3 �= N
(ver apêndie C.1), o hamiltoniano efetivo é

Hef = J̃1S1 · S̃+ J̃3S̃ · S4, (4.9)

onde

J̃1 =

{

ξJ1, se Q2 +Q3 < N,

ξ̄J1, se Q2 +Q3 > N,
(4.10)

J̃3 =

{

(1− ξ)J3, se Q2 +Q3 < N,
(

1− ξ̄
)

J3, se Q2 +Q3 > N,
(4.11)

om ξ = Q2/ (Q2 +Q3) e ξ̄ = Q̄2/
(

Q̄2 + Q̄3

)

, e o spin S̃ orresponde a um RI totalmente

anti-simétria omposta por Q̃ aixas, onde

Q̃ =

{

Q2 +Q3, se Q2 +Q3 < N,

Q2 +Q3 −N, se Q2 +Q3 > N.
(4.12)

No aso em que Q2 + Q3 = N , o estado funamental é um singleto, e portanto não

há um spin S̃ orrespondente, ou seja, não há orreções em primeira ordem de teoria de

perturbação. Ambos os spins S2 e S3 são retirados do sistema e H1 deve ser tratado em

segunda ordem de teoria de perturbação (ver apêndie C.2), o que leva a um hamiltoniano

efetivo dado por

Hef = J̃S1 · S4, onde J̃ = 2
Q2Q3

N2 (N − 1)
J1J3

J2
, (4.13)

que orresponde a um aoplamento efetivo entre os spins vizinhos, S1 e S4, originado por

polarizações virtuais do singleto.

Esta é a generalização do grupo de renormalização para adeias de spin SU(N) ujas

representações são totalmente anti-simétrias. A �g. 4.1 ilustra esquematiamente o pro-

edimento de dizimação, que pode ser resumido em dois passos. (i) Proure o maior "gap"

de exitação na adeia, digamos Ω = ∆2, em seguida (ii) retire do sistema os spins S2 e

S3 que o ompartilham e, (ii.a) se Q2+Q3 = N , aople os spins vizinhos de aordo om a

eq. (4.13), aso ontrário (ii.b), insira um novo spin S̃ de aordo om a eq. (4.12) e aople-o

om os spins vizinhos de aordo om as eqs. (4.10) e (4.11). A semelhança destes proedi-

mentos om os do método do GRDF para tratar a adeia de spins om aoplamentos FM's

e AF's é evidente.
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Figura 4.1: Proedimento esquemátio da dizimação em uma adeia de spins SU(N).

A seguir, apliamos esse método para as adeias de spins SU(N) e prouramos por

pontos �xos.

4.4 Apliação do método do GR

Nesta seção, apliamos a generalização do método do GR às adeias de spins SU(N). Deri-

vamos as equações de �uxo e enontramos analitiamente os pontos �xos orrespondentes.

4.4.1 As dizimações do grupo SU(3)

Antes de darmos ontinuidade à apliação do método do GR nas adeias de spins SU(N),

queremos ilustrar brevemente todos os possíveis proedimentos de dizimação na adeia de

spins SU(3). O objetivo para tal é familiarizar o leitor om os mesmos e om a notação de

tabelas de Young.

Por se tratar do grupo SU(3), as únias RI's totalmente anti-simétrias são aquelas

denotadas por uma ou duas aixas empilhadas vertialmente, ou seja, Qi = 1 ou 2, ∀i,
onde a RI uja tabela de Young tem Q = 1 é dita fundamental, aso ontrário, é dita

antifundamental. Assim, as seguintes séries de Clebsh-Gordan de interesse são:

• ⊗ = ⊕ ,
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• ⊗ = ⊕ = 1 ⊕ ,

• ⊗ = ⊕ ,

onde 1 denota a tabela de Young om 3 aixas empilhadas vertialmente que tem dimen-

são unitária por se tratar do estado singleto. Estas séries dizem respeito aos proessos

de dizimação que podem oorrer durante a iteração do GR. Se o aoplamento de maior

"gap" de exitação (Ω) for ompartilhado por dois spins ujas representações são as fun-

damentais, estes devem ser retirados do sistema e substituídos por um spin efetivo uja

representação é a antifundamental. Caso Ω seja ompartilhado por um spin fundamental

e um antifundamental, os dois serão retirados do sistema e um aoplamento efetivo surge

entre os spins vizinhos a estes. Note que o tereiro proesso é semelhante ao primeiro se

tomamos o onjugado das representações.

Dessa maneira, onforme as eqs. (4.10), (4.11), (4.12) e (4.13), as renormalizações

pertinentes ao grupo SU(3) são:

J1

J1 J3

J3 J3J1J2

J2

J1 J3 J1 J3J2
~ ~

1. ,

J
~

~ ~

2.

3.

,

,

onde J̃1 = J1/2, J̃3 = J3/2, J̃ = 2J1J3/ (9J2), e o "gap" de exitação é Ω = ∆2, om

Ω =

{

J2, nos proessos 1 e 3,
3
2
J2, no proesso 2,

onde usamos que o Casimir da RI é igual ao Casimir da RI , uma vez

que uma RI é a onjugada da outra.
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4.4.2 Distribuição de Ponto Fixo

Finalmente iremos esrever a equação de �uxo da distribuição onjunta de RI's e "gaps"

de exitação da adeia isotrópia de spins SU(N) AF desordenada.

O proedimento de renormalização pode ser desrito em termos de onexões, onde

de�nimos omo onexão a trina de valores (Qi, ∆i, Qi+1) que são renormalizados a ada

passo de dizimação. Dessa maneira, devemos onsiderar a distribuição P (QE,∆, QD; Ω) d∆

que dá a probabilidade de se enontrar um "gap" de exitação entre ∆ e ∆ + d∆ ujo

aoplamento é ompartilhado por spins ujas RI's tem QE e QD aixas, respetivamente,

tudo isso na esala de energia Ω (�ut-o�� de P ).

A equação de �uxo que rege as transformações do GR é dada por

P (QE,∆, QD; Ω− dΩ)×Norm = P (QE ,∆, QD; Ω) +R1 [P ] +R2 [P ] , (4.14)

onde Norm é igual à 1 (unidade) menos a fração de onexões perdida por P (QE ,∆, QD; Ω)

quando Ω→ Ω−dΩ, para manter P (QE ,∆, QD; Ω− dΩ) normalizada. Os funionais R1 e

R2 orrespondem as frações de onexões perdidas e adquiridas por P quando da dizimação

em primeira e segunda ordem de teoria de perturbação, respetivamente.

O primeiro termo, e o mais simples de todos, é o fator de normalização

Norm = 1− dΩ
∑

QE ,QD

P (QE ,Ω, QD; Ω) (1− δQE+QD,N)

−2dΩ
∑

QE ,QD

P (QE ,Ω, QD; Ω) δQE+QD,N , (4.15)

onde o segundo (tereiro) termo do lado direito da equação é igual à fração de onexões

perdidas na adeia (ou por P ) por dizimações em primeira (segunda) ordem de teoria de

perturbação.

O funional R1 é dado por

R1 = dΩ
∑

Q2,Q3

P (Q2,Ω, Q3) (1− δQ2+Q3,N)
∑

Q1,Q4

∫

d∆1

∫

d∆3

P (Q1,∆1, Q2|Q2,Ω, Q3)P (Q3,∆3, Q4|Q1,∆1, Q2,Ω, Q3)

×
[

δ
(

∆− ∆̃1

)

δQE ,Q1
δQD,Q̃

− δ (∆−∆1) δQE ,Q1
δQD,Q2

+δ
(

∆− ∆̃3

)

δQE ,Q̃
δQD ,Q4

− δ (∆−∆3) δQE ,Q3
δQD,Q4

]

, (4.16)



68 4.4 Apliação do método do GR

onde P (Q2,Ω, Q3)P (Q1,∆1, Q2|Q2,Ω, Q3)P (Q3,∆3, Q4|Q1,∆1, Q2,Ω, Q3)d∆1dΩd∆3 é a

probabilidade de enontrar a seqüênia de Q's e ∆'s (Q1, ∆1, Q2, Ω, Q3, ∆3, Q4) que deve

ser modi�ada (a seqüênia mais à esquerda na �g. 4.1). Aqui fazemos uso da notação

P (Q1,∆1, Q2|Q2,Ω, Q3) para espei�ar a probabilidade ondiional de se enontrar a

onexão (Q1,∆1, Q2) dada que a onexão ao lado é (Q2,Ω, Q3). O primeiro e segundo

termo da tereira linha representam a inserção e dizimação das onexões
(

Q1, ∆̃1, Q̃
)

e

(Q1,∆1, Q2), respetivamente. Analogamente para as onexões
(

Q̃, ∆̃3, Q4

)

e (Q2,∆3, Q4)

na última linha. As somatórias e integrais em Q1, Q2, Q3, Q4, ∆1 e ∆3 representam a

soma sobre todas as possibilidades de dizimação quando se enontra ∆2 = Ω. Entretanto,

o termo (1− δQ2+Q3,N) na primeira linha exlui a possibilidade de que a dizimação oorra

em segunda ordem de teoria de perturbação. Finalmente, as quantidades renormalizadas

∆̃1, ∆̃3 e Q̃ são dadas de aordo om as eqs. (4.10) (4.11), (4.7) e (4.12).

Analogamente, o funional R2 é dado por

R2 = dΩ
∑

Q2,Q3

P (Q2,Ω, Q3) δQ2+Q3,N

∑

Q1,Q4

∫

d∆1

∫

d∆3

P (Q1,∆1, Q2|Q2,Ω, Q3)P (Q3,∆3, Q4|Q1,∆1, Q2,Ω, Q3)

×
[

− δ (∆−∆1) δQE ,Q1
δQD ,Q2

− δ (∆−∆3) δQE ,Q3
δQD,Q4

+δ
(

∆− ∆̃
)

δQE ,Q1
δQD,Q4

]

, (4.17)

onde o termo da última linha se refere a inserção da onexão
(

Q1, ∆̃, Q4

)

no sistema, onde

∆̃ é dado pelas eqs. (4.13) e (4.7).

Como o leitor deve pereber, a equação de �uxo (4.14) não é failmente resolvida

devido à possibilidade de orrelações entre os "gaps" de exitação ∆'s e as RI's dos spins,

QD e QE , que ompartilham a onstante de aoplamento orrespondente. Porém, uma

solução pode ser obtida se onsiderarmos que tais orrelações vão a zero no limite Ω→ 0.

Imagine uma adeia AF de spins SU(3) muito pouo desordenada, de tal maneira que

todos os "gaps" de exitação estejam distribuídos em torno de ∆0 e muito próximos a este.

Considere ainda que todas as RI's são as fundamentais, ou seja, Qi = 1, ∀i. Nos primeiros

estágios do GR, teremos somente dizimações em primeira ordem de teoria de perturbação.

Dessa forma, rapidamente a população de RI's antifundamentais rese, e após todos os

"gaps" em torno de ∆0 terem sido renormalizados, a adeia deve ser populada por RI's

fundamentais e antifundamentais. Entretanto, duas RI's fundamentais não devem ser

vizinhas, porque isso onstituiria uma onexão original ujo "gap" de exitação está perto
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de ∆0. Os "gaps" de exitação ompartilhados por RI's diferentes, são aproximadamente

3/4 dos originais, e os "gaps" de exitação ompartilhado por duas RI's iguais (no aso

duas RI's antifundamentais) são aproximadamente 1/4 dos originais. Voltando a iterar os

proedimentos de dizimação, teremos que somente dizimações de segunda ordem em teoria

de perturbação oorrerão. Após estas, restarão somente RI's antifundamentais na adeia.

Todavia, devido aos proessos em segunda ordem de teoria de perturbação, a dispersão da

distribuição renormalizada dos "gaps" de exitação é maior que a da original. A seguir,

teremos uma nova inversão da população de RI's na adeia e assim suessivamente. Porém,

em ada inversão, as onstantes de aoplamentos são dizimadas em segunda ordem de teoria

de perturbação. Nesses proessos, a largura da distribuição é enormemente aumentada e

sendo assim, haverá uma esala de energia em que as distribuições dos "gaps" de exitação

ompartilhados por RI's iguais e diferentes estarão entrelaçadas. Abaixo desta, a seqüênia

de dizimações que oorreram nos primeiros estágios do GR não mais serão obedeidas e

haverá dizimações entre RI's iguais ou não sem nenhum privilégio. Logo, onluímos que

próximo do ponto �xo, não deve haver orrelações entre os ∆'s e Q's. E sendo assim,

podemos reesrever P omo

P (QE ,∆, QD) d∆ = PQ (QE , QD)P∆ (∆) d∆, (4.18)

onde P∆ (∆) d∆ ≡ P∆ (∆;Ω) d∆ é a probabilidade de se enontrar um "gap" de exitação

entre ∆ e ∆ + d∆ na esala de energia Ω, e PQ (QE , QD) é a probabilidade de enontrar

dois spins onseutivos ujas RI's são QE e QD, respetivamente.3

Esta onlusão aparentemente simples nos permite hegar a uma importante onlusão

sobre a população das RI's na adeia de ponto �xo. Uma vez que a RI gerada é sempre

diferente das originais (ver eq. (4.12)), a adeia de ponto �xo deve então ser igualmente

populada por todas as N − 1 possíveis RI's totalmente anti-simétrias, ou seja,

P ∗
Q (QE , QD) = PQ (QE)PQ (QD) =

(

1

N − 1

)2

, (4.19)

independente de Q. Dessa maneira pode-se reinterpretar o proedimento de renormalização

perto do ponto �xo da seguinte maneira. (i) Enontre o maior "gap" de exitação na adeia;

(ii) Em seguida, om probabilidade p = 1/ (N − 1), dizime os spins orrespondentes em

3Nossas simulações numérias mostram que essas orrelações vão a zero exponenialmente em função da
esala de energia Ω. Isto é re�exo da e�iênia das dizimações em segunda ordem de teoria de perturbação
em aumentar a desordem do sistema e em abaixar a esala de energia.
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segunda ordem de teoria de perturbação, e om probabilidade q = 1 − p, dizime-os em

primeira ordem de teoria de perturbação. Esta nova interpretação é failmente obtida

a partir da equação de �uxo (4.14), onde usando os resultados das eqs. (4.18) e (4.19),

enontramos que

Norm = 1− (2p+ q)P∆ (Ω) d∆,

R1 = qdΩP∆ (Ω)

∫

d∆1

∫

d∆3P∆ (∆1)P∆ (∆3)

×
[

δ
(

∆− ∆̃1

)

+ δ
(

∆− ∆̃3

)

− δ (∆−∆1)− δ (∆−∆3)
]

,

R2 = pdΩP∆ (Ω)

∫

d∆1

∫

d∆3P∆ (∆1)P∆ (∆3)

×
[

δ
(

∆− ∆̃
)

− δ (∆−∆1)− δ (∆−∆3)
]

.

Note que p = 1 (N − 1) é a probabilidade de se enontrar duas RI's onseutivas, Q2 e

Q3 por exemplo, tal que Q2 +Q3 = N , ou seja, p é a probabilidade de oorrênia de uma

dizimação em segunda ordem de teoria de perturbação.

Agora os funionais R1 e R2 pareem bem mais amistosos. Entretanto, ainda devemos

fazer mais uma aproximação para resolver analitiamente a equação de �uxo. Supondo que

a distribuição de ponto �xo seja bem larga, os fatores numérios nas equações de renorma-

lização (4.10), (4.11) e (4.13) e na equação do "gap" de exitação (4.7) não desempenham

nenhum papel importante. Portanto, perto do ponto �xo,

• Consideraremos que o "gap" de exitação entre dois spins é igual ao aoplamento

entre os mesmos e independente de suas RI's. Ou seja,

∆i = Ji.

• Desprezaremos os fatores numérios das renormalizações esritas nas eqs. (4.10),

(4.11) e (4.13), ou seja, J̃1 = J1, J̃3 = J3, J̃ = J1J3/J2.
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E mais uma vez simpli�amos a equação de �uxo, onde

Norm = 1− (2p+ q)PJ (Ω) d∆,
R1 = 0,

R2 = pdΩPJ (Ω)

∫

dJ1

∫

dJ3PJ (J1)PJ (J3)

×
[

δ

(

∆− J1J3

Ω

)

− δ (J − J1)− δ (J − J3)

]

.

Uma vez assumidas essas aproximações e negligeniando os termos deO (dΩ2) a equação

de �uxo de PJ (J) (eq. (4.14)) torna-se

− ∂

∂Ω
PJ = qPJ(Ω)PJ(J)

+pPJ(Ω)

∫

dJ1dJ3PJ(J1)PJ(J3)δ

(

J − J1J3

Ω

)

, (4.20)

uja únia solução estável é (ver apêndie D),

P ∗
J (J ; Ω) =

α

Ω

(

Ω

J

)1−α
θ(Ω− J), om α =

N − 1
ln (Ω0/Ω)

. (4.21)

Note que a distribuição de ponto �xo (4.21), omo no aso SU(2) (ver eq. (2.5)), é de

desordem in�nita, ou seja,

lim
Ω→0

√
Var J
〈J〉 = lim

Ω→0

1
√

α (α + 2)
→ lim

Ω→0

√

ln (Ω0/Ω)

2 (N − 1) →∞. (4.22)

Dessa maneira a probabilidade de enontrar um aoplamento entre CΩ e Ω om 0 < C < 1

é igual à 1 − Cα ≈ −α lnC, para α pequeno. Este resultado implia que o tratamento

perturbativo utilizado em ada dizimação se torna ada vez melhor no limite de baixas

energias, ou seja, perto do ponto �xo, a probabilidade de oorrênia de uma dizimação

ruim vai a zero. Em analogia om as adeias de spins SU(2) [Fisher 1992, Fisher 1994℄, isto

sugere fortemente que, uma vez que possamos passar pelo regime em que a distribuição não

é larga, os resultados aqui apresentados são assintotiamente exatos. O sistema se enontra

numa fase de singleto aleatório generalizada, onde spins que podem estar arbitrariamente

afastados se aglomeram em estados de singleto omo ilustra a �g. 4.2.

Este resultado nos permite onluir que o sistema, independentemente de sua desordem
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Figura 4.2: Representação pitória do estado fundamental da fase de singleto aleatório
generalizada. Os spins onetados estão aoplados em um estado de singleto.

iniial, �ui para um ponto �xo universal de desordem in�nita. Como veremos na seção 4.5,

isso implia que muitas das propriedades dessa fase de singletos aleatórios generalizada

também é universal.

4.5 A fase dos singletos aleatórios generalizada

Nesta seção, alulamos as propriedades físias de baixa energia de uma adeia de spins

SU(N) AF desordenada que se enontra na fase dos singletos aleatórios governada pelo

ponto �xo dado pela eq. (4.21).

4.5.1 Propriedades termodinâmias

Como é usual para o álulo de propriedades de baixa temperatura utilizando este mé-

todo, onsideramos que os spins dizimados em esalas de energia muito maiores que a

temperatura T estão ongelados em estados de singleto e não ontribuem para as proprie-

dades termodinâmias. Já quanto aos spins não dizimados até a esala de energia Ω = T ,

onsideramos que estes estão muito fraamente aoplados, e portanto, livres. Estas apro-

ximações são as mesmas utilizadas anteriormente quando do álulo das propriedades de

baixa energia da adeia de Heisenberg AF de spins-1/2 (ver seção 2.1).

A suseptibilidade magnétia é dada pela soma das ontribuições de Curie de ada

aglomerado spin ativo na adeia (ver apêndie E), ou seja, χ ∼ nΩ=TT
−1, onde nΩ é a

fração de aglomerados de spins na esala de energia Ω. Esta fração pode ser alulada pela

seguinte equação de taxa,

d

dΩ
nΩ = (2p+ q)PJ(Ω; Ω)nΩ,

onde, quando Ω→ Ω−dΩ, um (dois) grau (graus) de liberdade de spins é (são) retirados do

sistema quando da oorrênia de um proesso de dizimação em primeira (segunda) ordem
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de teoria de perturbação. Como p+ q = 1, então

d

dΩ
nΩ = (p+ 1)PJ(Ω; Ω)nΩ = (p+ 1)P

∗
J (Ω; Ω)nΩ =

α (p + 1)

Ω
nΩ,

portanto,

nΩ ∼
[

ln

(

Ω0

Ω

)]−1/ψ

, (4.23)

onde ψ = p/(p+ 1) = 1/N . Note que esta é a generalização da eq. (2.6).

Uma vez de posse da fração de aglomerados de spins ativos, a suseptibilidade magnétia

é failmente alulada,

χ ∼ 1

T
nT ∼

1

T (− lnT )1/ψ
. (4.24)

Outra importante propriedade que pode ser alulada diretamente da fração de aglo-

merados de spins ativos é a relação entre esalas de omprimento e energia. Relaionando

a esala de omprimento L om a distânia média entre os aglomerados de spins, então

L ∼ n−1
Ω . Dessa maneira, enontramos que

Ω ∼ exp
{

−Lψ
}

, (4.25)

que onsiste em um esalonamento dinâmio ativado om expoente de tunelamento ψ =

1/N . Note que tal esalonamento dinâmio é diferente do usual em sistemas quântios

onde as esalas de energia e omprimento se relaionam por leis de potênias, Ω ∼ L−z,

onde z é dito expoente dinâmio. A eq. (4.25) pode ser medida experimentalmente por

espalhamento inelástio de nêutrons. A diferença de momento linear do nêutron espalhado

está assoiado ao inverso de L, e a energia perdida a Ω.

Considere agora a entropia por unidade de omprimento,

σ (T ) =
1

L0

ln (Υ (T )) ,

onde L0 é o número original de spins, e Υ (T ) é o número de estados aessíveis na es-

ala de energia Ω = T . Nesta aproximação, o número de estados aessíveis é dado pela

degeneresênia dos aglomerados de spins não dizimados,

Υ(Ω) =
N−1
∏

Q=1

DNQ

Q ,
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onde DQ =
(

N

Q

)

é a dimensão de uma RI uja tabela de Young tem Q aixas empilhadas

vertialmente, e NQ é o número de spins uja RI tem dimensão DQ. Na distribuição de

ponto �xo, sabemos que os spins são distribuídos de tal maneira que NQ = N /(N − 1),
∀Q, onde N é o número total de spins ativos. Então,

Υ(Ω) =

[

N−1
∏

Q=1

DQ
]

N

N−1

= [g (N)]N ,

onde, g (N) só depende da simetria do grupo envolvida.

Logo,

σ ∼ N (Ω)

L0
ln g (N) = nΩ=T ln g (N) ∼ nT ∼ (− lnT )−1/ψ , (4.26)

Uma vez alulada a dependênia da entropia om a temperatura, podemos alular o alor

espeí�o,

c (T ) = T
d

dT
σ (T ) ∼ (− lnT )−

ψ+1

ψ . (4.27)

4.5.2 Funções de orrelação

Devemos agora alular as funções de orrelação típia

Ctip (|i− j|) ≡ exp
{

〈ln |Cij|〉
}

,

e média

C (|i− j|) ≡ 〈Cij〉,

onde Cij = Si · Sj , e 〈. . . 〉 denota a média sobre a desordem e sobre o ensemble.

Para alular Ctip, onsidere o problema de 3 spins S1, S2 e S3 dado pelo hamiltoniano

H = JS1 · S2 + ΩS2 · S3, (4.28)

e esquematizado na �g. 4.3.

Na próxima dizimação, os spins S2 e S3 serão dizimados e desenvolverão orrelações

da ordem da unidade, ou seja, estarão fortemente orrelaionados. Se a dizimação for em

segunda ordem de teoria de perturbação, esse par de spins �ará ongelado em um singleto

e o spin S1 �ará fraamente orrelaionado om eles, aso ontrário, todos os 3 spins

desenvolverão fortes orrelações.
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J Ω

1 2 3

Figura 4.3: 3 spins aoplados onforme o hamiltoniano (4.28). Os spins onetados por
aoplamentos pontilhados já foram dizimados e estão �ongelados� em estados de singleto.

Para exempli�ar a a�rmação aima, onsidere o grupo SU(2), onde os spins Si são

spins-1/2 usuais. O hamiltoniano (4.28) pode ser diagonalizado exatamente, e no limite

Ω≫ J , enontramos que C23 = −3/4 +O (J/Ω)2 e C12 = −J/Ω+O (J/Ω)2. (Neste aso,

a dizimação só pode ser dada em segunda ordem de teoria de perturbação.) Considere

agora o aso SU(3) onde Q1 = Q2 = Q3 (ou seja, a dizimação se dará em primeira ordem

de teoria de perturbação). Desse modo, enontramos que C12 = C23 = C13 = −2/3, i. e.,
os spins se ongelam num singleto e desenvolvem fortes orrelações. Por outro lado, se

Q2 �= Q3, então C23 = −4/3+O (J/Ω)2 and C12 = −8J/ (27Ω)+O (J/Ω)2. Este resultado
é análogo ao aso SU(2), os spins S2 e S3 fortemente se orrelaionam em um estado de

singleto enquanto o spin S1 fraamente se orrelaiona om o par. Conjeturamos que este

resultado permanee válido para qualquer grupo SU(N): Se um par de spins pertene ao

mesmo aglomerado, estes estão fortemente orrelaionados, aso ontrário, desenvolvem

fraas orrelações da ordem de J/Ω.

Tipiamente, um par de spins extremamente separados entre si não pertenem ao

mesmo aglomerado, dessa maneira, o valor típio da distribuição da função orrelação será

dado pelo valor típio de J/Ω. Como a distribuição de ponto �xo (4.21) é extremamente

larga, o valor típio é aproximadamente dado pela média geométria. Sendo assim,

− lnCtip ≈
〈

ln
Ω

J

〉

=
1

α
.

A distânia orrespondente a essa intensidade é obtida através da relação entre energia e

omprimento, eq. (4.23), impliando que

Ctip (|i− j|) ∼ exp
{

− |i− j|ψ
}

, (4.29)

que é de urto alane. Esta é a generalização para o aso SU(N) da função orrelação

típia eq. (2.10).

O álulo da função orrelação média é um pouo mais ompliado. No aso SU(2),
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Fisher sup�s que a média da função orrelação é dominada pelos raros pares de spins que

se aoplam em singletos, e que a quantidade desses separados por uma distânia |i− j|
é proporional a probabilidade de que os spins Si e Sj se aoplem. Essa probabilidade

é dada pela hane desses dois não terem sido dizimados até a esala de omprimento

|i− j| e portanto C ∼ n−2
Ω . Para o aso SU(N), om N > 2, os aglomerados de spins

não são mais os operadores de spins originais, e a probabilidade de que dois spins se

tornem fortemente orrelaionados não será mais proporional a n2
Ω. Entretanto, a função

orrelação média deve ser proporional a m2
Ω, onde mΩ é a densidade de spins originais não

retirados do sistema até a esala de energia Ω. Note que mΩ ≥ nΩ, uma vez que em um

únio aglomerado de spin ativo pode haver vários spins originais dizimados em primeira

ordem de teoria de perturbação. Em média, após a total dizimação de uma adeia, os

aglomerados de spins possuem N spins originais (ver apêndie F.1), ou seja, o estado

fundamental esquematizado na �g. 4.2 é formado por uma oleção de aglomerados de N

spins em média aoplados em um estado de singleto. No apêndie F.2, nós alulamos a

probabilidademΩ de enontrar um spin original na esala de omprimento orrespondente,

e dessa maneira,

C (|i− j|) ∼ m2
Ω ∼

1

|i− j|η , om η =
4

N
, (4.30)

ou seja, apesar do regime ser extremamente desordenado, a função orrelação média ai

omo uma lei de potênia om a distânia, e onforme N aumenta, maior são as orrelações.

Isto é um re�exo das dizimações em primeira ordem de teoria de perturbação que aumentam

o número de spins orrelaionados em um únio aglomerado. Note também que as funções

de orrelação média e típia tem omportamento bastante distintos e isto é uma assinatura

de fases totalmente dominadas pela desordem.

Podemos ainda estimar a função orrelação média térmia, Cij (T ), relaionando a

temperatura om a esala de energia orrespondente Ω. Os aglomerados de spins não

dizimados são essenialmente livres, e portanto não ontribuem para a orrelação média.

Dessa maneira,

Cij (T ) ∼ exp {− |i− j| /ξT} , (4.31)

onde ξT é o omprimento de orrelação térmio araterístio dado pelo aoplamento entre

os spins originais que se formou até a esala de energia Ω = T , que em média é igual a

m−1
Ω = n

−2/N
Ω , ou seja,

ξT ∼ m−1
Ω=T ∼ n

−2/N
T ∼ ln

(

Ω0

T

)2

, (4.32)
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que, supreendentemente, não depende do grupo de simetria.

Para �nalizar essa seção, queremos oloar a relação entre as esalas de energia e ompri-

mento de uma maneira mais formal. Para isso, devemos alular diretamente a distribuição

do tamanho das onexões da adeia na esala de energia Ω. Primeiramente devemos esre-

ver a relação de reorrênia da variável l (tamanho da onexão) assim que os proedimentos

do GR são iterados. Suponha que a onexão �2� é aquela a ser dizimada. No aso de uma

dizimação em primeira ordem de teoria de perturbação, extraem-se as variáveis de ompri-

mento l1, l2 e l3 da distribuição original e adiionam-se duas novas iguais a l̃1 = l1+ l2/2 e

l̃3 = l3 + l2/2. No aso de uma dizimação em segunda ordem de teoria de perturbação l1,

l2 e l3 são substituídas por uma únia variável de omprimento l̃ = l1 + l2 + l3. Tratando

l omo um variável ontínua, a equação de �uxo para a distribuição de aoplamentos e

omprimento P (J, l; Ω) é dada por

− ∂

∂Ω
P = qP (J, l)P (Ω, l) + 2q

∫

dl1dl2P (J, l1)P (Ω, l2) δ

(

l − l1 −
l2
2

)

+p

∫

dl1dl2dl3dJ1dJ3P (Ω, l2)P (J1, l1)P (J3, l3)×

×δ
(

J − J1J3

Ω

)

δ (l − l1 − l2 − l3) . (4.33)

No apêndie D.3, esboçamos a solução de ponto �xo da eq. (4.33) e enontramos que a

distribuição de omprimentos deve ser igual a

Pr (l; Ω) ≡
∫

dJP (J, l; Ω) ∼ eyl/Γκ

, (4.34)

om y sendo uma onstante real negativa, Γ = ln (Ω0/Ω), e κ = N . Deste resultado,

reuperamos a eq. (4.25) quando relaionamos a esala de omprimento, L, om a média

do omprimento das onexões l̄ =
∫

lP r (l; Ω) dl.

4.6 Caraterístias topológias

Esta seção tem dois objetivos: (i) apontar algumas araterísitias topológias das adeias

de spins SU(N) ligadas ao fato de que um singleto de spins pode ser omposto por mais

de 2 spins e (ii) disutir os resultados aqui apresentados no limite N →∞.
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4.6.1 Outras distribuições de ponto �xo

Chamamos atenção agora para outras distribuições de ponto �xo diferentes daquelas en-

ontradas na sub-seção 4.4.2, onde todas as RI's são equiprováveis e a distribuição de ponto

�xo dos aoplamentos é dada pela eq. (4.21). A prinipal araterístia que esses outros

pontos �xos ompartilham é que todos são fortemente dependentes da distribuição iniial

das RI's dos spins.

Considere, por exemplo, a adeia de spin SU(4) AF desordenada onde todos os spins

pertenem à RI auto-onjugada, i. e., Qi = 2, ∀i. Neste aso, somente dizimações de

segunda ordem deverão oorrer, e sendo assim, o �uxo de renormalização será o mesmo

que o da adeia de spins-1/2. Portanto, o expoente de tunelamento deve ser igual a 1/2,

e a função de orrelação média deve air omo uma lei de potênia om expoente igual a

η = 2 (ver eq. (4.30)). O mesmo raioínio se aplia a todas as adeias SU(2k), om k > 1

e inteiro, e todos os spins pertenentes à RI totalmente anti-simétria e auto-onjugada

(Qi = k, ∀i). Note que, apesar desses sistemas apresentarem um "gap" em seus expetros

[A�ek 1991℄, a natureza do �uxo do GR aqui apresentada fortemente sugere que estes

são instáveis ontra a introdução de desordem. Como a esada de spins-1/2 do tipo zig-

zag AF desordenada [Yang 1996℄, tais sistemas são espontaneamente dimerizados. Há

dois estados fundamentais degenerados, |R〉 e |L〉, que representam a dimerização sobre os

aoplamentos pares e ímpares, respetivamente. Se uma pequena quantidade de desordem

é introduzida, será energetiamente favorável que o estado fundamental seja formado por

regiões alternadas onde a dimerização se dá ora sobre os aoplamentos pares, ora sobre os

ímpares [Yang 1996℄. Dessa maneira, a físia de baixas energias deve ser dominada pelos

spins desemparelhados nas paredes de domínio (sólitons). Tais spins devem estar muito

fraamente aoplados, e esperamos que o espetro da dinâmia deles não apresente um

�gap�.

Existem outros pontos �xos além desses disutidos aima. Considere uma adeia de

spins SU(6) onde Qi = 2, ∀i. Da relação de reorrênia (4.12), onluímos que somente

RI's om Q̃ = 2 ou 4 devem surgir. Dessa maneira, a ompetição entre dizimações de

primeira e segunda ordem será a mesma que a da adeia SU(3), o que implia em ψ = 1/3

e η = 4/3. Deixamos para o leitor a generalização desse raioínio para as adeias de

simetria superior, SU(2k). Finalmente, para terminar de listar essas outras distribuições

de ponto �xo, ainda há aguns outros para as adeias SU(N), om N ímpar, que apresentam

os mesmos expoentes araterístios da adeia SU(2). Tais adeias tem a propriedade de

que Qi+Qi+1 = N , ∀i. Esta ondição assegura que somente dizimações em segunda ordem
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de teoria de perturbação oorrerão.

A mais importante araterístia que todos esses pontos �xos ompartilham, além da

intrigante araterístia topológia, é a de serem instáveis ontra a introdução de �impu-

rezas�. Neste aso, nos referimos à impureza um spin que pertene a uma outra RI além

daquelas neessárias para assegurar que nem todas as RI's totalmente anti-simétrias apa-

reçam. Por exemplo, onsidere a adeia de spin SU(4) auto-onjugada om uma pequena

onentração, ni, de spins espúrios. Neste aso, o estágio iniial do �uxo do GR será então

ontrolado pelo PFDI om ψ = 1/2 até que a esala de energia Ω ∼ exp
{

−n−1/2
i

}

(ver

eq. (4.23)) seja alançada. Abaixo dela, o �uxo de renormalização muda em direção ao

PFDI araterísitio da adeia SU(4) om ψ = 1/4 e η = 1.

4.6.2 Robustez ontra dimerização

É bem onheido que o ponto �xo de desordem in�nita da fase dos singletos aleatórios

da adeia de spins-1/2 AF desordenada (adeia SU(2)) é instável ontra a introdução de

dimerização (ver seção 2.2 e ref. [Hyman 1996℄). Entretanto, é interessante notar que os

outros PFDI referentes às adeias ujo grupo de simetria SU(N) é maior (N > 2) são

robustos ontra a introdução de dimerização.

Nas adeias de spins SU(2), mesmo no limite de fraa dimerização, a fase dos single-

tos aleatórios é desestabilizada. Suponha que as onstantes de aoplamento pares são, em

média, um pouo maiores que as ímpares. Neste aso, o estágio iniial de �uxo de renorma-

lização será governado pelo PFDI araterístio do grupo SU(2). Ambas as distribuições

de onstantes de aoplamento pares e ímpares serão renormalizadas, porém a de aopla-

mentos ímpares será um pouo mais que a de aoplamentos pares. Isso porque a dizimação

de um aoplamento par (ímpar) renormaliza um aoplamento ímpar (par). E sendo que

a distribuição de onstantes de aoplamento ímpares é um pouo mais renormalizada que

a de aoplamentos pares, a primeira se tornará singular um pouo mais rapidamente que

a segunda, e isso aentuará a diferença entre elas aumentando assim a dimerização do

sistema. Conseqüentemente o sistema �uirá para longe do PFDI em direção a um ponto

�xo de desordem �nita não universal. [Hyman 1996, Fisher 1992℄

Considere agora uma adeia de spins SU(N), om N > 2 e Qi = 1, ∀i, no limite

fortemente dimerizado. Considere também que as onstantes de aoplamentos pares são

as mais fortes. De aordo om as regras de dizimação, devemos primeiramente dizimar as

onstantes de aoplamentos pares em primeira ordem de teoria de perturbação. Após esse

estágio iniial, a adeia será inteiramente populada por spins ujas RI's são tais que os Q̃'s =
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2. Além disso, eles estão aoplados pelas onstantes de aoplamentos ímpares originais

divididas por um fator numério de 2 ou 4. Dessa maneira, o �uxo de renormalização que

se segue dirige o sistema para o PFDI orrespondente. (Note que se N é par, o expoente

de tunelamento será igual a ψ = 2/N .) Analogamente, o raioínio pode ser apliado para

o limite de dimerização fraa. Com isso, onluímos que o PFDI orrespondentes ao grupo

SU(N) om N > 2 é robusto ontra dimerização.

4.6.3 Limite N →∞
Mudemos a disussão para as araterísitias do sistema no limite de N grande.

Pela eq. (4.22), a desordem do sistema no limite N →∞ não diverge no limite Ω→ 0.

O limite desrito na referida equação não é bem de�nido porque depende da ordem em

que se toma o limite. De qualquer maneira, a desordem de P (J) diverge logaritmiamente

om Ω→ 0, enquanto vai a zero mais rapidamente, om N−1/2, no limite de N →∞. Isto

sugere que a físia do sistema, fortemente dependente da desordem, no limite de N grande

deve ser diferente.

Na tentativa de estudar o limite de N → ∞, devemos reesalar alguma variável do

sistema. Esta naturalmente deve ser o número de aixas que ompõem as RI. Então,

naturalmente de�nimos

∐i =
Qi
N
,

onde ∐i varia ontinuamente entre 0 e 1.

Próximo da distribuição de ponto �xo, as relações de reorrênia (4.10), (4.11), (4.12)

e (4.13) tornam-se,

J̃1 =

{

ξJ1, se ∐2 +∐3 < 1,

ξ̄J1, se ∐2 +∐3 > 1,
(4.35)

J̃3 =

{

(1− ξ)J3, se ∐2 +∐3 < 1,
(

1− ξ̄
)

J3, se ∐2 +∐3 > 1,
(4.36)

om ξ = ∐2/ (∐2 +∐3) e ξ̄ = ∐̄2/
(

∐̄2 + ∐̄3

)

,

∐̃ =
{

∐2 +∐3, se ∐2 +∐3 < 1,

∐2 +∐3 −N, se ∐2 +∐3 > 1,
(4.37)

J̃ = 2
∐2∐3

(N − 1)
J1J3

J2
→ 0, (4.38)
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respetivamente. A eq. (4.38) se torna indesejável porque diz que a orreção em segunda

ordem de teoria de perturbação para o aoplamento efetivo é nula. Na verdade, esta é nula

somente no limite N → ∞, mas omo a probabilidade de oorrênia de uma dizimação

em segunda ordem de teoria de perturbação vai a 1/ (N − 1) → 0, não há a neessidade

de obter a orreção na energia em tereira ordem. Em suma, as dizimações no sistema são

dadas essenialmente em primeira ordem de teoria de perturbação.

Impor que p = 1 − q = 0 na equação de �uxo (4.20) nos retira da baia de atração

do ponto �xo de desordem in�nita eq. (4.21), ou seja, o sistema não é mais governado

por um ponto �xo de desordem in�nita. O leitor pode protestar no sentido de que a

eq. (4.20) é uma aproximação da verdadeira equação de �uxo onde desprezamos os fatores

numérios de renormalização agora desritos nas eqs. (4.35) e (4.36). Reuperando esses

fatores, reuperamos aproximadamente o �uxo de renormalização das adeias de spins-1/2

om aoplamentos FM's e AF's. Como a distribuição de ponto �xo dessas adeias possui

desordem �nita, esperamos que a desordem das adeias de spins SU(N) permaneça �nita

no limite em questão. Analisando a equação de �uxo (D.7), nota-se que é essenialmente

o termo de onvolução (proporional à probabilidade de oorrênia de uma dizimação em

segunda ordem de teoria de perturbação) que permite que a solução (D.8) seja universal.

Impondo que p = 1 − q = 0, enontra-se que R = R0/ (1 + η)
1+R0 , que é dependente da

desordem iniial. Conluímos dessa forma que, são as dizimação de segunda ordem que

levam o sistema para o ponto �xo universal de desordem in�nita.

Está bem evidente agora que as regras de aglomeração se spin da adeias de spins om

aoplamentos FM's e AF's e a da adeia de spins SU(N) AF são as mesmas no limite

N →∞. Perto do ponto �xo, os spins se tornarão fortemente orrelaionados em enormes

aglomerados. Dessa maneira, podemos esperar que a orrelação média (ver eq. (4.30))

desreva a orrelação média das adeias de spins SU(2) om aoplamentos FM's e AF's.

Fazendo uma expansão em 1/N , enontramos que

C (|i− j|) ∼ 1

ln |i− j| , no limite de N →∞,

que é o omportamento enontrado numeriamente para essas adeias

[Hikihara 1999℄. Devemos ainda salientar o fato de que nas adeias de spins SU(2) AF's e

FM's a função de orrelação típia é muito próxima da função de orrelação média. Entre-

tanto, uma expansão em 1/N da função de orrelação típia (4.29) não deve forneer um

resultado on�ável porque o seu álulo está diretamente vinulado à hipótese de que a
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distribuição de onstantes de aoplamentos no ponto �xo (4.21) é extremamente larga. Já a

função orrelação média está vinulada à regra de aglomeração, e portanto esperamos que o

seu resultado permaneça válido. Conluímos portanto que, apesar da físia do sistema, no

limite N →∞, não ser apturada pelos resultados aqui propostos, o progressivo aumento

de N nos permite um álulo analítio para a função de orrelação spin-spin média e típia

da adeia de spins SU(2) om aoplamentos FM's e AF's.

4.7 Conlusões

Generalizamos, neste apítulo, o método do GRDF para as adeias de spins SU(N) AF's

desordenadas ujas RI's são totalmente anti-simétrias.

O ingrediente adiional que difere o �uxo de renormalização das adeias SU(N) om

N > 2 do �uxo de renormalização da adeia SU(2) é a inserção de dizimações em pri-

meira ordem de teoria de perturbação. Por outro lado, esses proedimentos de dizimação

estão presentes nas adeias de spins SU(2) om aoplamentos AF's e FM's (ver seção 2.3).

Entretanto, a probabilidade de oorrênia de uma dizimação em segunda ordem de teoria

de perturbação vai a zero perto do ponto �xo destas últimas, enquanto tal probabilidade

permanee �nita perto do ponto �xo das adeias SU(N). Somente no limite N → ∞
enontramos alguma semelhança entre os dois sistemas, o que nos permitiu alular anali-

tiamente a função de orrelação destes.

A equação de �uxo foi resolvida analitiamente e enontramos que a introdução de

qualquer quantidade de desordem desestabiliza a fase pura levando o sistema para uma

fase de singletos aleatórios governada por um ponto �xo universal de desordem in�nita.

Nesta fase, inúmeras quantidades são universais, ou seja, independentes da desordem iniial

do sistema. A orrelação spin-spin típia é de urto alane em ontraposição à orrelação

média que deai omo lei de potênia om expoente que depende somente do grupo de sime-

tria dos spins. Esta última é dominada por raros pares de spins arbitrariamente afastados

que desenvolvem fortes orrelações entre si em um estado de singleto. As propriedades

termodinâmias também foram aluladas. Em partiular, a suseptibilidade magnétia

apresenta um omportamento singular om a temperatura que é uma forte araterístia da

fase de singletos aleatórios. A relação entre as esalas de energia e omprimento também

é analitiamente obtida. Enontramos uma lei de esalonamento dinâmio ativado om

expoente de tunelamento que depende somente da simetria do grupo envolvida. Este tipo

de lei é também uma forte araterístia de fases in�nitamente desordenadas e é diferente



As adeias isotrópias de spins SU(N) 83

do esalamente dinâmio usual em sistemas rítios quântios.

No limite N →∞, entretanto, o esquema de renormalização aqui apresentado falha. A

probabilidade de oorrênia de uma dizimação em segunda ordem de teoria de perturbação

vai a zero e o sistema não mais renormaliza para um ponto �xo de desordem in�nita (ver

eq. (4.22)). Este fato nos leva à onlusão de que são as dizimações em segunda ordem de

teoria de perturbação que levam o sistema para uma fase de desordem in�nita. Ou seja,

na sua ausênia, o sistema renormalizado não é in�nitamente desordenado e os resultados

aqui apresentados não são mais válidos. Note que, neste problema, a físia relaionada ao

limite N → ∞ não aptura a físia do limite N pequeno. Este é um exemplo em que a

ténia de N in�nito, muito usada na literatura na esperança de apturar a físia de N

pequeno[Sahdev 1999℄, falha.





Capítulo 5

A adeia anisotrópia de spins SU(4)

Neste apítulo relatamos o nosso estudo sobre a adeia de spins SU(4) antiferromagnétia

anisotrópia. Para tal, dividimos o apítulo da seguinte maneira. Na seção 5.1, nós da-

mos a motivação do estudo e a dedução do hamiltoniano de interesse, na seção 5.2 nós

generalizamos o grupo de renormalização para dizimar os spins SU(4) na presença de ani-

sotropia, na seção 5.3 estudamos o �uxo de renormalização ombinando ténias analítias

e numérias, e �nalmente na seção 5.4 resumimos nossas onlusões.

5.1 O hamiltoniano

Considere o hamiltoniano de Hubbard unidimensional om dupla degeneresênia orbital,

HHubb = Ht +HU ,

= −t
∑

i,α,σ

(

c†i,α,σci+1,α,σ + h..
)

+U
∑

i

∑

α,β,σ,τ

ni,α,σni,β,τ (1− δα,βδσ,τ ) , (5.1)

onde c†i,α,σ (ci,α,σ) denota os operadores usuais de riação (aniquilação) de elétrons no sítio

i e no orbital α(= 1, 2) om projeção de spin no eixo z igual a σ (= ±). O operador ni,α,σ =

c†i,α,σci,α,σ é o operador número usual e os hamiltonianosHt e HU denotam os termos usuais

de �hopping� e de repulsão Coulombiana (U > 0). Note que estamos onsiderando proessos

de �hopping� que onservam tanto a projeção de spin quanto a oupação orbitaional.

No limite fortemente orrelaionado (U ≫ t) e no preenimento 〈ni,α,σ〉 = 1/4 (om

85
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〈· · · 〉 denotando o valor esperado no estado fundamental),1 os graus de liberdade de arga

são suprimidos, ou seja, o sistema torna-se um isolante de Mott om um elétron em ada

sítio. Neste aso, o hamiltoniano efetivo é obtido tratando Ht omo uma perturbação de

HU . Em segunda ordem de teoria de perturbação (para maiores detalhes, ver apêndie G),

obtemos que

Hef =
2t2

U

∑

i

Si · Si+1 +Ti ·Ti+1 + 4 (Si · Si+1) (Ti ·Ti+1) , (5.2)

onde

Si =
1

2

∑

α,a,b

c†i,α,a/σa,bci,α,b, e Ti =
1

2

∑

a,b,β

c†i,a,β/σa,bci,b,β, (5.3)

om /σ sendo as matrizes de Pauli, e Si e Ti são os operadores de spin e isospin que

desrevem os graus de liberdade de spin e orbital, respetivamente. Como veremos no

�nal desta seção, o hamiltoniano efetivo (5.2) possui simetria SU(4). Por ora, ele serve de

motivação para estudarmos o hamiltoniano

H =
∑

i

(aTi ·Ti+1 + b) (cSi · Si+1 + d) , (5.4)

= 4
∑

i

J1
Si · Si+1 + J

2
Ti ·Ti+1 + 4K (Si · Si+1) (Ti ·Ti+1) . (5.5)

Note que este é o modelo antiferromagnétio unidimensional mais simples que possui

dupla degeneresênia orbital e é invariante por rotações tanto no espaço de spin quanto

no espaço orbital, ou seja, esse hamiltoniano possui simetria SU(2)(spin)⊗SU(2)(isospin).
Na forma (5.4), o hamiltoniano laramente desreve uma adeia de spins-1/2 onde tanto

a magnitude quanto o tipo de interação spin-spin depende da oupação orbital. Na forma

(5.5), dizemos que o hamiltoniano desreve duas adeias de spins-1/2 AF's aopladas via

um interação do tipo 4 orpos. Além disso, no ponto J1 = J2 = K, o hamiltoniano desreve

o modelo de Hubbard de duas bandas no limite fortemente interagente e no preenhimento

1/4. Outra motivação para o estudo deste hamiltoniano é o seguinte. No ponto K = 0, o

sistema é exatamente solúvel e possui dois modos bos�nios sem massa. Na linguagem de

teoria de ampos onforme, o sistema tem arga entral c = 2. Já no ponto J1 = J2 = K,

o sistema possui simetria SU(4) (omo veremos mais adiante), é exatamente solúvel via

�Ansatz� de Bethe [Sutherland 1975℄ e possui 3 modos bos�nios sem massa, ou seja, arga

1Somando-se sobre os graus de liberdade orbitaional e de spin, o preenhimento é 1, ou seja, em média
há 1 életron por sítio.
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entral c = 3. Como foi apontado por Azaria et al. [Azaria 1999℄, do ponto de vista teório

essa situação é extremamente interessante porque, pelo teorema c de Zamolodhikov,2 não

podemos �uir do ponto de arga entral c = 2 para o ponto de arga entral maior c = 3.

Ou seja, a físia perto do ponto de simetria SU(4) não pode ser entendida em termos das

adeias de Heisenberg fraamente aopladas. Uma transição de fase deve oorrer se sairmos

do ponto K = 0 e ontinuamente o aumentamos até K = J1 = J2.

É nesse ontexto que desejamos estudar o papel da desordem no hamiltoniano (5.5).

Iremos onsiderar o aso AF em que J1 = J2 = J . Portanto, nosso ponto de partida é o

hamiltoniano desordenado

H = 4
∑

i

Ji (Si · Si+1 +Ti ·Ti+1) + 4Ki (Si · Si+1) (Ti ·Ti+1) , (5.6)

onde Ji e Ki são variáveis aleatórias independentes e positivas. Uma esolha onveniente

para representar as matrizes da representação fundamental do grupo SU(4) em termos

dos operadores de spin-1/2 é Aγ = 4sαtβ , 2sα, 2tα, om α, β = x, y, z (ver apêndie H)

[Arovas 1995℄. Dessa forma, reesrevemos o hamiltoniano (5.6) omo

H =
∑

i

{

Ki

9
∑

γ=1

AγiA
γ
i+1 + Ji

15
∑

γ=10

AγiA
γ
i+1

}

, (5.7)

onde agora se torna evidente que o ponto Ki = Ji é invariante por transformações do grupo

SU(4).

Na próxima seção generalizaremos o grupo de renormalização para desordem forte para

tratar o hamiltoniano (5.7).

5.2 O grupo de renormalização

Para tratar o hamiltoniano (5.7), apliamos a ténia do grupo de renormalização para

desordem forte introduzida no ap. 4. A idéia prinipal desse método é integrar graus de

liberdade muito energétios, que não devem ser importantes para a físia de baixas ener-

gias, renormalizando os graus de liberdades restantes. Isto é feito da seguinte maneira:

Esolhe-se o par de spins que possui a maior energia de exitação (onde de�nimos omo

energia de exitação a diferença de energia entre o primeiro estado exitado e o estado

2O teorema de Zamolodhikov diz que não se pode �uir via transformações de grupo de renormalização
de um ponto �xo de arga entral c1 para um outro de arga entral c2 > c1 [Zamolodhikov 1987℄.
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fundamental devido ao aoplamento loal desses spins), em seguida "ongela-se" o par no

estado fundamental e trata-se perturbativamente o hamiltoniano que os aopla om o resto

da adeia. O objetivo desta seção é desenvolver os proedimentos de dizimação para o es-

tudo do hamiltoniano (5.7). Mas antes de darmos iníio, faz-se neessário espei�ar om

mais detalhes a notação aqui utilizada. Como será visto ao longo desta seção, após alguns

proedimentos de dizimação, o hamiltoniano renormalizado terá spins que pertenem às

três representações irredutíveis totalmente anti-simétrias do grupo SU(4), ujas matrizes

geradoras denotaremos de A, B e C aso os spins pertençam às representações fundamen-

tal, auto-onjugada e antifundamental, respetivamente. Tais matrizes estão desritas no

apêndie H.

Como é o proedimento usual desse grupo de renormalização, devemos onsiderar o

par de spins que possui maior energia de exitação, �ongelá-lo� no estado de mais baixa

energia, e tratar o resto do hamiltoniano perturbativamente, ou seja, devemos tratar H1

omo uma perturbação de H0 onde

H0 =K2

9
∑

γ=1

Dγ2D
γ
3 + J2

15
∑

γ=10

Dγ2D
γ
3 , (5.8)

H1 =K1

9
∑

γ=1

Dγ1D
γ
2 + J1

15
∑

γ=10

Dγ1D
γ
2 +K3

9
∑

γ=1

Dγ3D
γ
4 + J3

15
∑

γ=10

Dγ3D
γ
4 , (5.9)

supondo que o par de spins mais energetiamente aoplados são aqueles dos sítios 2 e 3, e

Dγi denota as matrizes do i− ésimo spin que pode pertener a qualquer uma das três RI's

totalmente anti-simétrias.

Para tratar H0, devemos analisar aso a aso as mais diversas possíveis ombinações

das matrizes D2 e D3. Há muitas peuliaridades em ada aso, entretanto, podemos

resumir o resultado prinipal da seguinte maneira. Se o estado fundamental de H0 possui

degeneresênia 4 ou 6, então o hamiltoniano efetivo é dado por

Hef = K̃1

9
∑

γ=1

Dγ1D̃
γ + J̃1

15
∑

γ=10

Dγ1D̃
γ + K̃3

9
∑

γ=1

D̃γDγ4 + J̃3

15
∑

γ=10

D̃γDγ4 , (5.10)

obtido quando tratamos H1 em primeira ordem de teoria de perturbação. Neste aso,

o resultado líquido é a dizimação de um grau de liberdade de spin. As onstantes de

aoplamentos renormalizadas K̃i e J̃i, i = 1 e 3, dependem do aso em questão e serão dadas

mais tarde. O operador de spin efetivo D̃ se refere à RI fundamental ou antifundamental
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no aso do estado fundamental ter degeneresênia 4, aso ontrário, se refere à RI auto-

onjugada. Por outro lado, se o estado fundamental é não degenerado (estado de singleto),

o tratamento em segunda ordem de teoria de perturbação nos leva a uma total dizimação do

par de spins. Enontramos também que surge uma nova interação entre os spins vizinhos

a esse par dada por

Hef = K̃

9
∑

γ=1

Dγ1D
γ
4 + J̃

15
∑

γ=10

Dγ1D
γ
4 + c, (5.11)

onde as onstantes de aoplamento renormalizadas K̃ e J̃ serão dadas no momento opor-

tuno, e c é uma onstante que para os nossos propósitos será negligeniada. Isto resume

brevemente o resultado prinipal dessa seção. A similiaridade om os proessos de dizima-

ção no aso isotrópio (ver ap. 4) é evidente.

Vamos agora nos onentrar nos possíveis asos de dizimação.

5.2.1 Primeiro aso

Nesta sub-seção, analisamos o aso em que os spins 2 e 3 pertenem à RI fundamental.

Diagonalizando H0 (ver eq. (5.8)) om D2 = A2 e D3 = A3 enontramos os seguintes

níveis de energia:

• E1 = −3K2 − 2J2, om degeneresênia g1 = 6,

• E2 = 9K2 − 6J2, om degeneresênia g2 = 1,

• E3 = K2 + 2J2, om degeneresênia g3 = 9.

Como K2, J2 > 0, temos duas possibilidades para o estado fundamental. Se J2 > 3K2, o

estado fundamental é não degenerado e om auto-estado igual a (negligeniando o fator

numério de normalização)

|0〉nd = |1, 4〉f + |4, 1〉f − |2, 3〉f − |3, 2〉f ,
= |s2, s3〉s ⊗ |t2, t3〉s ,

onde |α2, α3〉s = |+,−〉 − |−,+〉, α = s, t denota o estado singleto formado entre os spins

ou isospins α2 e α3.3 Se J2 < 3K2 (que é o aso de maior interesse se estamos

interessados em pequenas anisotropias perto do ponto om simetria SU(4)), o estado

3A notação dos auto-estados de spins SU(4) está dada no apêndie H.
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fundamental tem degeneresênia g = 6 e os auto-estados são os vetores orrespondentes

à representação auto-onjugada {|j〉ac}, j = 1, . . . , 6 (ver apêndie H).

No aso em que J2 < 3K2, tratando o hamiltoniano H1 (ver eq. (5.9)) em primeira

ordem de teoria de perturbação, ahamos que o hamiltoniano efetivo é aquele dado pela

eq. (5.10), onde

K̃1,3 =
1

2
K1,3, e J̃1,3 =

1

2
J1,3, (5.12)

e D̃γ = Bγ são as matrizes da representação auto-onjugada (ver apêndie H). A inter-

pretação desse resultado é substituir o par de spins 2 e 3 por um novo spin uja RI é

a auto-onjugada. Na notação de tabelas de Young, o proedimento pode ser entendido

omo retirar da adeia o par de spins 2 e 3, representados por uma únia aixa ada um, e

substituir por um novo spin om duas aixas empilhadas vertialmente omo ilustrado na

�g. 5.1.

�J1, K1� �J2, K2� �J3, K3�

⇓

�J̃1, K̃1�� ��J̃3, K̃3�

Figura 5.1: Dizimação de um par de spins pertenentes à representação fundamental no
aso J2 < 3K2.

No aso em que J2 > 3K2, os spins S2 e S3 (do hamiltoniano orginal, ver eq. (5.6)) estão

ongelados em um singleto (tal omo os isospins T2 e T3), e em segunda ordem de teoria de

perturbação, enontramos que o hamiltoniano efetivo é aquele dado pela eq. (5.11), onde

J̃ =
J1J3

2 (J2 − 3K2)
, K̃ = − K1K3

4 (J2 −K2)
. (5.13)

e c = c1, om

c1 = −
∑

i=1, 4

{

K2
i

8 (J2 −K2)

9
∑

γ=1

(Dγi )
2
+

J2
i

4 (J2 − 3K2)

15
∑

γ=10

(Dγi )
2

}

.

Note que no ponto K = 0, reupera-se o resultado esperado (ver eq. (2.3)), uma vez que

as duas adeias de spin estão desaopladas.
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É interessante notar que, apesar de se tratar de um aso anisotrópio, os termos propor-

ionais ao quadrado de Dγ1 e Dγ4 são onstantes. Esta a�rmação é evidente no aso em que

Dγ são as matrizes das RI's fundamentais ou anti-fundamentais, porque (Aγ)2 = (Cγ)2 = 1,

∀γ, mas isso não é verdade para as matrizes da RI auto-onjugada. Porém, surpreendente-

mente, as seguintes somas
∑9
γ=1 (B

γ
i )

2
= 12 e

∑15
γ=10 (B

γ
i )

2
= 8 são, e portanto, os termos

quadrátios são meramente onstantes, e sendo assim, podem ser negligeniados. Note

que o mesmo aontee para o modelo de spin-1/2 anisotrópio tratado por Fisher (ver

ref. [Fisher 1994℄): os termos quadrátios são onstantes porque (Sx,y,z)2 = 1/4, embora

isso só seja verdade no aso em que S = 1/2. Para os asos em que S > 1/2, este esquema

de dizimação falha. Por isso não há uma generalização trivial do método de Westerberg et

al. (ver seção 2.3) para as adeias de spins superiores anisotrópias.

Para onluir essa seção, sabemos dizimar o par em questão aso E1 ou E2 sejam a

energia do estado fundamental. Somente para o aso em que J2, K2 < 0, não estamos

munidos de um proedimento de renormalização.

5.2.2 Segundo aso

Analisamos agora o aso em que os spins 2 e 3 pertenem às RI's fundamental e auto-

onjugada, respetivamente.

Diagonalizando H0 (ver eq. (5.8)) om D2 = A2 e D3 = B3 enontramos os seguintes

níveis energétios:

• E1 = −6K2 − 4J2, om degeneresênia g1 = 4,

• E2 = 6K2 − 4J2, om degeneresênia g2 = 4,

• E3 = 2J2, om degeneresênia g3 = 16.

Para os asos de interesse, J2, K2 > 0, E1 é a energia do estado fundamental ujos auto-

vetores são aqueles orrespondentes à representação antifundamental
{

|j〉af
}

, j = 1, . . . , 4

(ver apêndie H). Tratando H1 em primeira ordem de teoria de perturbação, enontramos

que o hamiltoniano efetivo é aquele dado pela eq. (5.10), onde

L̃1 =
1

3
L1, e L̃3 =

2

3
L3, (5.14)

om L = J, K, e D̃γ = Cγ são as matrizes da representação antifundamental. Na notação

de tabelas de Young, substitui-se o par de spins 2 e 3, representados por uma e duas
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aixas, respetivamente, por um spin representado por 3 aixas empilhadas vertialmente

(ver �g. 5.2).

�J1, K1� �J2, K2� �J3, K3�

⇓

�J̃1, K̃1�� ��J̃3, K̃3�

Figura 5.2: Dizimação de um par de spins pertenentes às representações fundamental e
auto-onjugada no aso E1 < E2.

Estudar o aso em que o segundo multipleto é o fundamental também é de interesse

(aso K2 < 0 e J2 ≫ −K2, omo veremos na seção 5.3). Supreendentemente, ao pro-

jetarmos H1 neste sub-espaço enontramos que o hamiltoniano efetivo é aquele desrito

na eq. (5.10), onde D̃γ = Aγ são as matrizes da representação fundamental (ver esquema

representativo �g. 5.3), e

K̃1 = −
1

3
K1, J̃1 =

1

3
J1, (5.15)

K̃3 =
2

3
K3, J̃3 =

2

3
J3. (5.16)

Note que os novos aoplamentos J̃1,3 e K̃1,3 são renormalizados da mesma forma que no

aso em que K2 > 0, om apenas a diferença do sinal na renormalização de K̃1.

�J1, K1� �J2, K2� �J3, K3�

⇓

�J̃1, K̃1�� ��J̃3, K̃3�

Figura 5.3: Dizimação de um par de spins pertenentes às representações fundamental e
auto-onjugada no aso E1 > E2.

Conluímos então que, não sabemos dizimar tal par de spins somente no aso em que
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E3 é a energia do estado fundamental. Como veremos mais adiante, isso não será um

problema no aso AF aqui em estudo.

5.2.3 Tereiro aso

Analisamos aqui o aso em que os spins 2 e 3 pertenem às RI's fundamental e antifunda-

mental, respetivamente.

Diagonalizando H0 (ver eq. (5.8)) om D2 = A2 e D3 = C3 enontramos os seguintes

níveis:

• E1 = −9K2 − 6J2, om degeneresênia g1 = 1,

• E2 = −K2 + 2J2, om degeneresênia g2 = 9,

• E3 = 3K2 − 2J2, om degeneresênia g3 = 6.

Para os asos de interesse, J2, K2 > 0, o estado fundamental é sempre não degenerado om

auto-vetor orrespondente à ompleta anti-simetrização dos 4 possíveis números quântios

da RI fundamental, ou seja, além do fator de normalização, o estado fundamental é

|0〉 = A1,2,3,4 |1〉f ⊗ |2〉f ⊗ |3〉f ⊗ |4〉f ,

onde A1,2,3,4 é o operador anti-simetrizador dos índies 1, 2, 3 e 4. Tratando H1 em segunda

ordem de teoria de perturbação, enontramos que o hamiltoniano efetivo é aquele desrito

pela eq. (5.11), onde

J̃ =
J1J3

2J2 + 6K2
, K̃ =

K1K3

4 (J2 +K2)
, (5.17)

e c = c2, sendo

c2 = −
∑

i=1, 4

{

K2
i

8 (J2 +K2)

9
∑

γ=1

(Dγi )
2
+

J2
i

4 (J2 + 3K2)

15
∑

γ=10

(Dγi )
2

}

.

A �g. 5.4 ilustra pitoriamente o proedimento em questão. Retira-se o par de spins

2 e 3 (representados por 1 e 3 aixas, respetivamente) e surge uma nova interação entre o

par de spins vizinhos.

Note que o multipleto 3 possui degeneresênia g3 = 6. Isso sugere que este é equiva-

lente a um spin pertenente à RI auto-onjugada. Realmente essa hipótese é on�rmada
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�J1, K1� �J2, K2� �J3, K3�

⇓

�����J̃, K̃�����

Figura 5.4: Dizimação de um par de spins pertenentes às representações fundamental e
antifundamental quando E1 < E3.

projetando H1 neste sub-espaço. Enontramos que o hamiltoniano efetivo é aquele dado

pela eq. (5.10) , om

K̃1 =
1

2
K1, K̃3 = −

1

2
K3, (5.18)

J̃1 =
1

2
J1, J̃3 =

1

2
J3. (5.19)

Logo, se o multipleto 3 for o fundamental, o proedimento diz que se deve substituir o par

de spins 2 e 3 por um spin auto-onjugado, omo ilustrado na �g. 5.5.

�J1, K1� �J2, K2� �J3, K3�

⇓

�J̃1, K̃1�� ��J̃3, K̃3�

Figura 5.5: Dizimação de um par de spins pertenentes às representações fundamental e
antifundamental quando E3 < E1.

Por ora, onluímos que sabemos dizimar tal par de spins, aso E1 ou E3 sejam a

energia do estado fundamental.

5.2.4 Quarto aso

Considere agora o aso em que os spins 2 e 3 pertenem à RI auto-onjugada.
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Diagonalizando H0 (ver eq. (5.8)) om D2 = B2 e D3 = B3 enontramos os seguintes

níveis de energia:

• E1 = −12K2 − 8J2, om degeneresênia g1 = 1,

• E2 = −4J2, om degeneresênia g2 = 6,

• E3 = −4K2, om degeneresênia g3 = 9,

• E4 = 12K2 − 8J2, om degeneresênia g4 = 1,

• E5 = 4J2, om degeneresênia g2 = 10,

• E6 = 4K2, om degeneresênia g3 = 9,

Para os asos de interesse, J2, K2 > 0, o estado fundamental é sempre não degenerado

(orrespondente ao nível 1) om auto-vetor orrespondente à ompleta anti-simetrização

dos 4 possíveis números quântios da representação fundamental, ou seja, além do fator de

normalização, o estado fundamental é

|0〉 = A1,2,3,4 |1〉f ⊗ |2〉f ⊗ |3〉f ⊗ |4〉f .

Tratando H1 em segunda ordem de teoria de perturbação, enontramos que o hamiltoniano

efetivo é dado pela eq. (5.11), onde

J̃ =
2J1J3

3J2 + 9K2
, K̃ =

K1K3

3 (J2 +K2)
, (5.20)

e c = c3, sendo

c3 = −
∑

i=1, 4

{

K2
i

6 (J2 +K2)

9
∑

γ=1

(Dγi )
2 +

J2
i

3J2 + 9K2

15
∑

γ=10

(Dγi )
2

}

.

A �g. 5.6 ilustra pitoriamente o proedimento em questão. Retira-se o par de spins

2 e 3 (ambos representados por 2 aixas) e surge uma nova interação entre o par de spins

vizinhos.

Um outro aspeto interessante aparee no aso em que E4 é a energia do estado funda-

mental. Isto oorre quando K2 < 0 e J2 ≫ |K2|. Esta região se torna de interesse quando

estamos analisando o limite de aoplamento frao entre as duas adeias de spins, que será
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�J1, K1� �J2, K2� �J3, K3�

⇓

�����J̃, K̃�����

Figura 5.6: Dizimação de um par de spins pertenentes à representação auto-onjugada
quando E1 ou E4 é a energia do estado fundamental.

disutido posteriormente. O estado fundamental é não degenerado e o proedimento de re-

normalização se dá em segunda ordem de teoria de perturbação omo ilustrado na �g. 5.6,

mas om os seguintes aoplamentos renormalizados,

J̃ =
2J1J3

3J2 − 9K2
, K̃ = − K1K3

3 (J2 −K2)
, (5.21)

e c = c4, sendo

c4 = −
∑

i=1, 4

{

K2
i

6 (J2 −K2)

9
∑

γ=1

(Dγi )
2
+

J2
i

3J2 − 9K2

15
∑

γ=10

(Dγi )
2

}

.

Note que o valor absoluto das onstantes de aoplamento renormalizadas (ver eq. (5.21))

não varia em relação ao aso em que E1 é a energia do estado fundamental (uma vez que

K2 é negativo, ompare om a eq. (5.20)). A únia diferença se dá no sinal de K̃ e, omo

veremos adiante (seção 5.3), isso é irrelevante no limite em que J ≫ |K|.
Note que o estado 2 possui degeneresênia 6. Isso sugere que, aso este seja o estado

fundamental, em primeira ordem de teoria de perturbação teríamos um multipleto fun-

damental representado por um spin auto-onjugado. Isso, no entanto, não é verdade, e

portanto onluímos que temos um proedimento de dizimação somente para os asos em

que ou estado 1 ou o estado 4 são o fundamental.

5.2.5 Demais asos

As duas dizimações restantes, dizimação de um par de spins pertenentes à RI antifunda-

mental e a dizimação de dois spins pertenentes às RI's auto-onjugada e antifundamental,

são análogas às dizimações desritas nas sub-seções 5.2.1 e 5.2.2, respetivamente. Isso é
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re�exo do fato de que o sistema apresenta simetria �partíula-burao�.4 No primeiro aso

(ver esquema ilustrativo desrito na �g. 5.7), substitui-se o par de spins a ser dizimado

por um únio spin pertenente à RI auto-onjugada, e as onstantes de aoplamento são

renormalizadas da mesma forma omo desrita da seção 5.2.1 (ver eq. (5.12)). Lembre-se

ainda que há a possibilidade do proedimento de dizimação oorrer em segunda ordem de

teoria de perturbação aso J2 > 3K2.

�J1, K1� �J2, K2� �J3, K3�

⇓

�J̃1, K̃1�� ��J̃3, K̃3�

Figura 5.7: Dizimação de um par de spins pertenentes à representação antifundamental
no aso em que J2 < 3K2.

No segundo aso, se K2 > 0, o par de spins a ser dizimado é substituído por um

únio spin pertenente à RI fundamental (ver �g. 5.8) e as onstantes de aoplamento são

renormalizadas onforme a eq. (5.14), aso ontário (K2 < 0), o par de spins dizimado

deve ser substituído por um spin da RI antifundamental, e as onstantes de aoplamento

devem ser renormalizadas de aordo om a eq. (5.15) e (5.16).

�J1, K1� �J2, K2� �J3, K3�

⇓

�J̃1, K̃1�� ��J̃3, K̃3�

Figura 5.8: Dizimação de um par de spins pertenentes às representações antifundamental
e auto-onjugada no aso em que K2 > 0.

4Referimo-nos à simetria �partíula-burao� que vem do fato de que o espetro de qualquer hamilto-
niano de spin apresentado aqui neste trabalho é invariante se troamos os spins pelos spins onjugados
orrespondentes, omo menionamos na seção 4.2.



98 5.3 O �uxo de renormalização

5.2.6 Resumo dos proedimentos de dizimação

Nesta seção, resumimos os proedimentos de renormalização que ditam as relações de

reorrênia que formam as transformações do grupo de renormalização.

Primeiramente, prouramos o par de spins que possui maior energia de exitação, i. e.,

o par de spins uja diferença de energia entre o primeiro estado exitado e o estado fun-

damental é maior. Em seguida, dizimamos esse par onforme os asos tratados nas seções

5.2.1 a 5.2.5. Se o estado fundamental for degenerado, então a regra de dizimação é subs-

tituir o par de spins em questão (Di e Di+1) por um únio spin om Q̃ aixas, onde Q̃

depende do aso em questão. Em todos esses, o novo spin efetivo se aopla om os spins

Di−1 e Di+2 através das onstantes de aoplamento L̃i−1 e L̃i+1, respetivamente, sendo

L̃i−1 = ξLLi−1, e L̃i+1 = ξ
′

LLi+1, (5.22)

om L = K, J , e ξL e ξ
′

L diferentes aso a aso (ver eqs. (5.12), (5.14), (5.15). (5.16), (5.18)

e (5.19)).

Quando o estado fundamental é não degenerado, a regra de dizimação é retirar os spins

Di e Di+1 do sistema aoplando-se o par de spins vizinhos através das onstantes K̃ e J̃

iguais a

K̃ =
Ki−1Ki+1

aKi + bJi
, e J̃ =

Ji−1Ji+1

cKi + dJi
, (5.23)

onde a, b, c e d dependem do aso em questão (ver eqs. (5.13), (5.17), (5.20) e (5.21)).

É importante notar que os aoplamentos renormalizados nem sempre são menores que

os originais, e portanto os proedimentos de dizimação podem ser inonsistentes no sentido

de nem sempre abaixar a esala de energia durante o �uxo de renormalização.

Uma vez determinada todas as regras de dizimação, devemos agora estudar o �uxo do

GR. Esta tarefa é feita na seção a seguir.

5.3 O �uxo de renormalização

Nesta seção, estudamos o omportamento da anisotropia do sistema ao longo do �uxo de

renormalização, bem omo araterizamos os pontos �xos enontrados.

Resumimos, iniialmente, o resultado obtido no apítulo anterior para a adeia isotró-

pia. Em seguida, estudamos o hamiltoniano (5.7) nos limites de anisotropia adequados

monitorando a média e a variânia da mesma ao longo do �uxo de renormalização. Tal
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estudo, ujos álulos estão mostrados no apêndie D.4, se baseia na possibilidade de es-

rever um par de relações de reorrênia que desrevem o proedimento de renormalização

para a variável de energia ∆ (que depende da magnitude das onstantes de aoplamento), e

outra para a variável de anisotropia (hamada de variável auxiliar no referido apêndie) que

depende da razão entre as onstantes de aoplamento. Entretanto, nem sempre onsegui-

mos resolver as equações de �uxo analitiamente. Nesses asos, valemo-nos de simulações

numérias para obter a físia do ponto �xo em questão.

5.3.1 Cadeia isotrópia

Resumimos, por ompleteza, muito brevemente nesta sub-seção o resultado obtido através

do método em questão para a adeia isotrópia (aso em que Ji = Ki) omo mostrado no

apítulo 4.

Se iniialmente a adeia é populada somente por spins que pertenem à representação

irredutível fundamental, logo nos primeiros estágios do método de renormalização spins de

outras representações são gerados, e omo na dizimação de um par de spins o novo spin

efetivo gerado não é igual a nenhum dos spins originais, esperamos que, na vizinhança do

ponto �xo, a probabilidade de ahar um spin pertenente a uma dada RI seja indepen-

dente da mesma, ou seja, esperamos que a adeia seja igualmente populada por spins de

qualquer representação, independentemente da magnitude da onstante de aoplamento

ompatilhada por este. Essa expetativa é on�rmada numeriamente.

Como não há orrelação entre a magnitude da onstante de aoplamento e as RI's dos

spins, e omo todas as RI's são equiprováveis, podemos reesrever o �uxo de renormalização

da seguinte maneira. Esolhemos o par de spins om maior energia de exitação. A

probabilidade de que esse par forme um singleto no estado fundamental é igual a p =

(N − 1)−1 = 1/3 e, portanto, om hane igual a 1/3, dizimâmo-lo e �onetamos� os spins

vizinhos através da onstante de aoplamento J̃ = βJi−1Ji+1/Ji, onde β é uma onstante

entre 0 e 1 (ver eq. (4.13)). Com hane igual a q = 1 − p = 2/3, substituímos o par

de spins por um novo spin que interage om os spins vizinhos através das onstantes de

aoplamento J̃i−1 = ξJi−1 e J̃i+1 = (1− ξ)Ji+1, onde ξ é uma onstante entre 0 e 1 (ver

eqs. (4.10) e (4.11)).

Este proedimento nos permite esrever a seguinte equação de �uxo para a distribuição
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de aoplamentos P (J ; Ω),

− ∂

∂Ω
P = qP (Ω)P (J) + pP (Ω)

∫

dJ1dJ3P (J1)P (J3) δ

(

J − J1J3

Ω

)

,

onde Ω = max {Ji} é o �ut-o�� da distribuição P (J ; Ω) e negligeniamos os fatores nu-

mérios ξ, (1− ξ) e β, o que é válido no limite de desordem forte (omo disutimos no

ap. 4). Para resolver a equação de �uxo aima, é onveniente reesrevê-la em função das

variáveis logarítmias Γ = − ln Ω, ζ = ln (Ω/J), para Ω0 = 1. Logo,

∂

∂Γ
ρ(ζ ; Γ) =

∂

∂ζ
ρ+ qρ(ζ)ρ(0) + pρ(0)

∫

dζ1dζ3ρ(ζ1)ρ(ζ3)δ (ζ − ζ1 − ζ3) , (5.24)

onde ρ (ζ ; Γ)dζ = P (J ; Ω) dJ .

Como mostrado no apêndie D, a equação de �uxo (5.24) possui um únio ponto �xo

universal e estável,

ρ∗ (ζ ; Γ) =
θ (ζ)

pΓ
exp {−ζ/pΓ} ,

P ∗ (J ; Ω) =
α

Ω

(

Ω

J

)1−α
θ (Ω− J) , α = − 3

ln Ω
.

A relação entre as esalas de energia Γ, e de omprimento LΓ, pode ser alulada através

da relação entre a fração de aglomerados de spins ativos nΓ, e Γ, dada pela equação de

taxa dnΓ = (2p+ q) ρ (0)nΓdΓ,

LΓ ∼ n−1
Γ ∼ Γ1/ψ = [ln (1/Ω)]1/ψ , (5.25)

om ψ = 1/4. A equação (5.25) é útil por nos permitir alular quantidades físias

importantes omo a entropia espeí�a σ ∼ nΓ ∼ (− lnT )1/ψ, o alor espeí�o c ∼
(− lnT )−(ψ+1)/ψ, e a suseptibilidade magnétia χ ∼ nΓ/T ∼

[

T (− lnT )1/ψ
]−1

.5

Além disso, podemos alular o valor típio e médio da função de orrelação Cij =

〈Ai ·Aj〉, onde 〈· · · 〉 denota a média no quântia no estado fundamental. O valor médio

de Cij (estamos nos referindo à média na desordem) será dominado por raros singletos de

spins formados a distânias arbitrariamente longas que desenvolvem orrelações da O (1).
Sendo Pij a probabilidade de que os spins Ai e Aj se tornem extremamente orrelaionados,

5Lembre-se que devemos usar a aproximação de que os aglomerados de spins ativos são essenialmente
livres, uma vez que P ∗ (J ; Ω = T ) é extremamente singular e larga no limite de baixas temperaturas.
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i. e., a probabilidade de serem dizimados em um mesmo aglomerado de spins, a orrelação

média se omportará omo

Cij ∼ Pij ∼
1

|i− j|η , om η =
4

N
= 1, (5.26)

om · · · denotando a média na desordem, omo alulado expliitamente na seção 4.5.

Entretanto, tipiamente dois spins muito separados não irão desenvolver fortes orrelações.

O omportamento de esala da orrelação típia será dominado pelo frao aoplamento J̃

que surge entre o par, e portanto

ln |Cij|tip ∼ ln J̃/Ω = −pΓ ∼ − |i− j|
ψ . (5.27)

Isto resume brevemente a físia do ponto �xo isotrópio. A adeia se enontra na

fase de singleto aleatório universal onde qualquer quantidade de desordem é renormalizada

universalmente para o in�nito, desestabilizando a fase ordenada. Como veremos mais

tarde, este ponto �xo é instável ontra a introdução de anisotropia.

5.3.2 Aoplamento intra-adeias J = 0

Nesta seção, estudamos o hamiltoniano (5.6) no aso em que o aoplamento Ji = 0, e

Ki > 0, ∀i.
Neste aso, onforme visto na seção 5.2, a energia de exitação de um par de spins

aoplados é sempre proporional a Ki, portanto é natural de�nirmos as seguintes variáveis

de energia ζi = ln (Ω/Ki) e Γ = − ln Ω, onde Ω = max {Ki} e Ω0 = 1. Analisando os

possíveis proedimentos de dizimação desritos na seção 5.2, onluímos que a distribuição

de ζ renormaliza da mesma maneira omo no aso isotrópio desrito na sub-seção anterior,

desde que os fatores numérios sejam desprezados. Portanto, a equação de renormalização

desta distribuição é aquela dada pela eq. (5.24). Além disso, todas as quantidades físias

se omportam da mesma maneira que na adeia isotrópia e a anisotropia permanee a

mesma durante todo o �uxo de renormalização.

Dessa maneira, onluímos que no aso J = 0 o sistema, apesar de não ser invariante

por rotações do grupo SU(4), �ui para ponto �xo que possui as mesmas propriedades físias

da adeia isotrópia de spins SU(4).
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5.3.3 Aoplamento intra-adeias J frao

Estudamos aqui o hamiltoniano (5.6) no limite em que o valor absoluto do aoplamento

Ji é muito menor que Ki > 0, ∀i. Analisando as regras de dizimação desritas na seção

5.2, onluí-se que os possíveis proedimentos de dizimação são os mesmos da adeia SU(4)

isotrópia.

De�nindo

∆i =
Ji
Ki
,

omo uma medida da anisotropia do sistema, esta quantidade se renormaliza da seguinte

maneira ao longo do �uxo,

∆̃i =

{

∆i, se a dizimação é em 1a ordem,

2∆i−1∆i+1

(

1+∆i

3+∆i

)

, aso ontrário.
(5.28)

Note que a relação de reorrênia é a mesma para os dois possíveis asos em que a dizimação

se dá em segunda ordem de teoria de perturbação (QiQi+1 = 3 ou 4), mesmo sendo as

equações de dizimação para J̃ e K̃ diferentes em ada aso (ver eqs. (5.17) e (5.20)).

Como estamos interessados no aso em que |∆i| ≪ 1, ∀i, a equação de reorrênia

(5.28), para o aso de uma dizimação em segunda ordem, se torna uma simples relação

aditiva em esala logarítimia,

ln
∣

∣

∣
∆̃i

∣

∣

∣
= ln |∆i−1|+ ln |∆i+1| , (5.29)

além de uma onstante que pode ser negligeniada para as distribuições em questão onde

− ln |∆| ≫ 1.

De�nindo ζ = ln (Ω/K) e Γ = − ln Ω, onde Ω = max {Ki} e Ω0 = 1, a relação de

reorrênia para ζ é aproximadamente igual à relação de reorrênia para o aso isotrópio,

o que nos permite apliar os métodos desritos no apêndie D.4.

Se iniialmente a distribuição de ∆ não é simétria (por exemplo Ji > 0, ∀i), esperamos

que o valor típio de ∆̃ vá a zero om exp {−Γγass} (ver apêndie D.4.1), om γass =
(

1 +
√
13
)

/2. O mesmo raioínio vale se a distribuição iniial de ∆ é simétria. Como a

relação de reorrênia dos valores absolutos dos ∆'s obedee à equação (5.29), a dispersão

de ln ˜|∆| reserá om Γγass, impliando em valores típios dos módulos dos ∆̃'s indo a zero

om exp {−cΓγass} (om c da ordem de 1).

Então onluímos que aoplamento J frao é irrelevante independentemente de seu
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sinal, e o sistema �ui para um ponto �xo om J = 0 desrito na sub-seção anterior que

mimetiza a físia do ponto �xo isotrópio desrito na sub-seção 5.3.1. Uma pergunta natural

surge neste momento: até que valores negativos de J , este é irrelevante? A resposta é

que para −1 < ∆ < 0, o aoplamento J é irrelevante. Esta onlusão se baseia nos

métodos utilizados na sub-seção 5.3.6, onde deve-se substituir J → −J . Mas note que no

ponto em que −Ji = Ki, diferentemente do ponto isotrópio, Ji = Ki, os proedimentos

de renormalização não podem mais ser apliados. Isto porque os multipletos 1 e 3 se

degeneram no aso da dizimação de um par de spins pertenentes à RI fundamental (ver

seção 5.2.1).

5.3.4 Aoplamento inter-adeia K = 0

Considere o aso em que Ki = 0, ∀i.
Conforme as regras de dizimação desritas na seção 5.2, somente dizimações em segunda

ordem devem oorrer. Isto é re�exo do fato de que nesse ponto as adeias estão desaopladas

e o proedimento de renormalização é aquele originalmente desrito por Ma, Dasgupta e

Hu (ver seção 2.1).

Conluímos portanto que, o sistema �ui para o ponto �xo de desordem in�nita a-

raterístio do grupo SU(2). Como veremos a seguir, esse ponto �xo é robusto ontra a

introdução de pequeno aoplamento inter-adeia.

5.3.5 Aoplamento inter-adeia K frao

Analisamos, nesta sub-seção, omo a anisotropia é renormalizada perto do ponto �xo K =

0. Como no aso K = 0, os possíveis proedimentos de renormalização são aqueles da

adeia SU(2) isotrópia.

De�nindo

ϕi =
Ki
Ji
, (5.30)

omo uma medida da anisotropia loal, esta é renormalizada onforme

ϕ̃i = −ϕi−1ϕi+1
1− 3ϕi
2 (1− ϕi)

≈ −ϕi−1ϕi+1

2
, (5.31)

para ϕ pequeno. A eq. (5.31) é obtida a partir das relações de reorrênia (5.13).

Como no aso de pequeno aoplamento intra-adeia, o valor típio da distribuição do

módulo de ϕ vai a zero omo exp
{

−Γλass
}

, om λass =
(

1 +
√
5
)

/2 (neste aso, p = 1 e
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Υ = 0; ver apêndie D.4.1) independentemente da distribuição iniial. Conluímos então

que o sistema �ui para o ponto �xo de desordem in�nita do grupo SU(2).

Note, entretanto, que a relação de reorrênia (5.13) deixa a possibilidade de uma

onstante de aoplamento renormalizada ser maior que as originais (que a partir de agora

denominaremos de dizimações inovenientes) e, portanto, o resultado de que pequena de-

sordem é relevante deve ser re-examinado. Como no aso de adeias de Heisenberg AF's

desordenadas de spins-S SU(2) om S > 1/2, os proedimentos do GR deixam a possi-

bilidade de oorrênia de dizimações inovenientes (ver eq. (2.19)) e, somente para desor-

dem iniial su�ientemente grande, o sistema �ui para o ponto �xo de desordem in�nita.

Nestas adeias, desordem fraa é irrelevante [Boehat 1996, Hyman 1997, Monthus 1997,

Saguia 2002, Saguia 2003, Carlon 2004℄. Conjeturamos, porém, que este não é o aso ve-

ri�ado aqui. Nossas simulações indiam que qualquer quantidade de desordem é su�iente

para levar o sistema para o PFDI orrespondente. É verdade que algumas dizimações ino-

venientes oorrem. Entretanto, a onentração dessas ai rapidamente e vai a zero perto do

ponto �xo. O motivo para tal é de simples entendimento. Um aoplamento renormalizado

tem a forma

J̃ = f (ϕ2)
J1J3

J2
,

om

f (ϕi) =

(

2− 2ϕi + 3ϕi−1ϕi+1 − 9ϕi−1ϕiϕi+1

4 (1− 3ϕi)2 (1− ϕi)

)

.

Como a magnitude dos ϕ's rapidamente renormaliza para zero, a função f (ϕ) rapidamente

onverge para 1/2, e assim o sistema �ui para o PFDI independentemente da desordem

iniial. Somente nos estágios iniiais do �uxo de renormalização é que f (ϕ) eventualmente

pode assumir valores maiores que 1 e, se a desordem for iniialmente pequena, existe a

hane de J̃ ser maior que J2. Porém a probabilidade de oorrênia de tais eventos vai

a zero rapidamente, diferentemente das adeias de spins SU(2) maiores que 1/2. Nestas,

o prefator numério (aqui denotado por f (ϕ)) independe do �uxo de renormalização e é

maior que 1. Por essa razão, se a desordem é iniialmente pequena, em todos os está-

gios do �uxo de renormalização haverá a oorrênia de dizimações inovenientes e, por

tal motivo, a desordem não rese, omprometendo o método perturbativo de dizimação.

Quando isso aontee, dizemos que as dizimações deixam de ser inovenientes e passam a

ser inonsistentes.

Por �m, se a anisotropia média iniial, ϕ0, for menor que 1/3, o sistema �ui para o PFDI

araterístio do grupo SU(2). Para ϕ0 ≥ 1/3, o proedimento de renormalização não mais
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se dá em segunda ordem (ver sub-seção 5.2.1). Isso desestabiliza o �uxo de renormalização

e o sistema se dirige para outro ponto �xo omo veremos mais adiante.

5.3.6 Pequena anisotropia em torno do ponto J = K

Devemos analisar agora o aso de pequena anisotropia em torno do ponto isotrópio.

De�nindo omo medida da mesma

δi =
Ji −Ki
Ki

, (5.32)

obtém-se a seguinte relação de reorrênia,

δ̃i =

{

δi, se a dizimação é em 1a ordem,

2 (1+δi−1)(1+δi+1)(2+δi)
4+δi

− 1, aso ontrário.
(5.33)

Esta é obtida a partir dos possíveis proedimentos de renormalização que são aqueles da

adeia SU(4) isotrópia. Como estamos interessados no aso em que |δi| ≪ 1, ∀i, a relação

de reorrênia quando de uma dizimação em segunda ordem é aproximadamente igual a

δ̃i ≈ δi−1 + δi+1 +
1

4
δi. (5.34)

De�nindo Ji =
√
JiKi omo variável de energia, enontra-se a seguinte relação de reor-

rênia,

J̃i ≈
{

Ji, se a dizimação é em 1a ordem,
Ji−1Ji+1

gJi
, aso ontrário,

om g = 6 ou 4 se QiQi+1 = 4 ou 3, respetivamente. Dessa forma, de�nindo ζ = lnΩ/J
e Γ = − ln Ω, onde Ω = max {Ji} e Ω0 = 1, podemos apliar os métodos do apêndie D.4.

Se a anisotropia iniial é uniforme, i. e., todos ou a maioria dos δ's sendo ou positivos

ou negativos, então a média de δ rese om

δ ∼ Γγuδ0, om γu =
5

2
,

e δ0 sendo a média da distribuição iniial de anisotropia (ver apêndie D.4.1). Na esala

Γu ∼
∣

∣δ0
∣

∣

−1/γu , a anisotropia se torna da ordem de 1, e portanto o esquema de renormaliza-

ção não é mais válido. Além dessa esala, a anisotropia pode ser positiva (onde tipiamente

Ji > Ki) ou negativa (tipiamente Ki > Ji).
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No aso em que a anisotropia é negativa, a relação de reorrênia (5.28) se torna (5.29),

uma vez que para Γ≫ Γu, ∆ é pequeno. Então onluímos que toda a linha entre o ponto

isotrópio (J = K) e o ponto de alta anisotropia negativa (J = 0) �ui para este último

na presença de desordem. Note que a mesma onlusão se aplia aso o sinal de J seja

troado. Portanto, toda a linha em que −2 < δ0 < 0 se olapsa no ponto J = 0 na presença

de desordem (omo argumentado no �nal da sub-seção 5.3.3).

Por outro lado, para anisotropia positiva, J ganha força em relação a K e isto leva a

uma mudança qualitativa nos proessos de dizimação omo será disutido a seguir.

Nos asos disutidos anteriormente, ou K era sempre maior que |J | (ver sub-seções

5.3.2 e 5.3.3), ou J era sempre maior que |K| om a adeia populada somente por spins

uja RI é a fundamental (ver sub-seções 5.3.4 e 5.3.5). No primeiro aso por exemplo, a

equiprobabilidade dos proedimentos de renormalização era mantida porque a energia de

exitação devido ao aoplamento entre dois spins é sempre proporional a K, independente

das RI's dos mesmos (ver sub-seções 5.2.1 a 5.2.4) e, portanto, a probabilidade de oorrênia

de uma dizimação em segunda ordem de teoria de perturbação ontinuava igual a p = 1/3.

A diferença que se veri�a no aso em que a maioria dos δ's é maior que zero é que

tais proessos de dizimação não são mais equiprováveis. Denotando (Qi,Qi+1) o par de

spins a serem dizimados, notamos que os proessos envolvendo os pares (1,2), (2,1), (2,3),

(3,2) e (2,2) (desritos nas sub-seções 5.2.2 e 5.2.4) são suprimidos porque a energia de

exitação destes não é proporional a J . Os proedimentos mais favoreidos são aqueles

denotados por (1,1), (3,3), (1,3) e (3,1), que no limite em questão, são todos de segunda

ordem em teoria de perturbação. Lembre-se de que se J > 3K, há uma inversão no estado

fundamental (om relação aos proedimentos (1,1) e (3,3)), este torna-se um singleto e o

proedimento de renormalização se dá em segunda ordem de teoria de perturbação (ver sub-

seção 5.2.1). O enário que enontramos agora é pareido om aquele das sub-seções 5.3.4

e 5.3.5, porém om spins pertenentes a outras RI's além da RI fundamental gerados nos

primeiros estágios do �uxo do GR quando este era dominado pelo PFDI do grupo SU(4).

Esta ompliação adiional não nos permite esrever uma equação de �uxo que possamos

resolver analitiamente. Para ontornar tal problema, valemo-nos de simulações numérias

para enontrar o ponto �xo orrespondente. Deixamos esse estudo para a sub-seção 5.3.7.

Queremos agora analisar o aso em que a anisotropia é simétria, ou seja, δ tem sinal

aleatório e média nula. Neste aso, onforme a relação de reorrênia (5.34), o �uxo de

renormalização deve preservar essa araterístia, e portanto, prourando soluções simétri-

as, enotramos pelos métodos desritos no apêndie D.4.2 que a dipersão da distribuição
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de δ deve esalar omo

σ̃2
δ ∼ ΓγRσ2

δ0, om γR =
1 +

√
13, 75

4
,

onde σδ0 é o desvio padrão da distribuição iniial de δ. Portanto, a anisotropia aleatória

é uma perturbação relevante no ponto isotrópio. Quando σ̃δ se torna da ordem de 1, a

aproximação de anisotropia pequena não é mais válida, e isso oorre na esala de energia

ΓR ∼ σ−2/γR

δ0 . Além desta, os proessos de renormalização ora serão omo aqueles desritos

no aso em que o �uxo é dominado por grandes K's, ora serão omo aqueles em que J é

muito maior que K. Como não há uma simetria em troar K ⇋ J , isso implia que o valor

médio de δ não mais deve ser igual a zero. Toda essa ompliação adiional di�ulta enor-

memente uma análise quantitativa do �uxo de renormalização do ponto de vista analítio.

Entretanto, análises numérias podem ser realizadas sem maiores ompliações.

Por ora, onluímos que deve haver um ponto �xo instável que separa as duas fases aqui

propostas. Além disso, queremos apontar a semelhança do �uxo de renormalização aqui

apresentado om aquele proposto para o modelo SU(2) XXZ anisotrópio [Fisher 1994℄.

Neste último, Fisher mostrou que toda a linha que oneta os pontos XX e XXX �ui,

na presença de desordem, para o ponto XX, do mesmo modo omo aqui, toda a linha

0 ≤ J/K ≤ 1 �ui para o ponto J = 0. Para J/K > 1 o sistema �ui para um ponto

dominado por J 's muito maiores que os K's. Da mesma maneira omo no aso SU(2),

para aoplamento na direção z maior que o aoplamento planar, o sistema �ui para um

ponto �xo onde este último é irrelevante. Assoiando o aoplamento J om o aoplamento

na direção z e o aoplamento K om o aoplamento planar, aqui listamos as semelhanças

entre os dois �uxos. As diferenças serão apontadas mais tarde no momento oportuno.

5.3.7 Simulações numérias

As simulações aqui apresentadas tem omo objetivo explorar o �uxo de renormalização

em função da anistropia média δ̄ e de sua variânia σ̃δ (a anisotropia loal δi é dada pela

eq. (5.32)). Para tal, dizimamos inúmeras adeias em diversas ondições iniiais diferentes

(δ0, σδ0) e aompanhamos o evolução de (δ, σ̃δ) ao longo do �uxo de renormalização.

Utilizamos adeias que possuem iniialmente 2 105 spins, todos pertenentes à RI funda-

mental. Os valores iniiais dos K's e dos J 's são gerados da seguinte forma. Primeiramente

geramos os valores dos K's uniformemente distribuídos entre K0 e Kmax = 1. Em seguida,

geramos os valores dos J 's de tal maneira que a anisotropia δ esteja uniformemente distri-
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buída om média δ0 e variânia σδ desejadas. Construída a adeia, esta é dizimada até que

restem somente 50 spins efetivos. Os dados gerados são uma média sobre um total de 10

realizações de desordem. Por lareza, mostraremos somente as simulações em que K0 = 0,

mas também usamos os valores de K0 = 0, 5 e 0,9. Anteipamos que não enontramos

nenhuma diferença qualitativa na esolha de K0. (Uma pequena diferença quantitativa

é veri�ada somente no iníio do �uxo de renormalização enquanto ainda há transiente.)

Note que, nas regiões −2 < δ̄ < −1 e δ̄ > 1, podem oorrer proessos onde os aopla-

mentos renormalizados são maiores que os originais e, portanto, pode-se argumentar que o

método de dizimação é inonsistente. Como argumentamos anteriormente, entretanto, isso

só oorre para valores de anisotropia intermediária. Quando δ̄ está próximo dos pontos

�xos δ̄ = −1, 0 ou δ̄ → ∞, os aoplamentos renormalizados nuna serão maiores que os

originais, e omo a anisotropia do sistema sempre �ui rapidamente para esses pontos, o

�uxo é pouo perturbado pelas dizimações inovenientes, garantindo a universalidade do

mesmo.

−2 −1.5 −1 −0.5 0
δ

0

0.5

1

1.5

2

σ
δ

~
 

Figura 5.9: Fluxo de renormalização para o modelo SU(4) anisotrópio desordenado omo
função da média do parâmetro de anisotropia δ̄ e de sua dispersão σ̃δ, onde a anisotropia
loal é δi = Ji/Ki − 1, para ondições iniiais de −2 < δ̄0 < 0. Cada símbolo diferente
representa uma ondição iniial diferente e o erro do dado é igual ao tamanho dos mesmos.
As linhas onetando os dados numérios são meramente guias para os olhos que, om o
auxílio das setas, indiam a direção do �uxo de renormalização. Todas as urvas indiam
que o ponto δ̄ = −1, σ̃δ = 0 é um ponto �xo estável.
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As regras de dizimação são aquelas desritas na seção 5.2. Prouramos o par que possui

a maior energia de exitação. Isto é feito determinando a energia do estado fundamental e

do primeiro estado exitado. Caso o estado fundamental tenha a simetria tal que podemos

apliar as regras de dizimação desritas na referida seção, dizemos que o proedimento de

dizimação é onsistente (seja este dado em primeira ou em segunda ordem de teoria de

perturbação). Caso o multipleto fundamental não seja um daqueles propostos para uma

dizimação onsistente, dizemos que oorreu uma dizimação inonsistente, e proedemos da

seguinte maneira. Retiramos o par de spins em questão (Di e Di+1, por exemplo) e ligamos

o par de spins vizinhos esolhendo aleatoriamente o par de onstantes de aoplamento,

(Ki−1, Ji−1) ou (Ki+1, Ji+1). Anteipamos que esse tipo de dizimação só oorre na região

δ̄ < −2 (que está fora dos nossos interesses).

Os primeiros dados que queremos mostrar estão na �g. 5.9. Esta mostra o �uxo de

renormalização para as adeias ujas ondições iniiais são tais que−2 < δ̄0 < 0. Para todas
as urvas estudadas, o �uxo de renormalização leva para o ponto δ̄ = −1, σ̃δ = 0. Neste, a
adeia renormalizada é igualmente populada por spins pertenentes às três RI's totalmente

anti-simétrias e os expoentes araterístios são aqueles orrespondentes aos da adeia

SU(4) isotrópia. Além disso, queremos frisar que todos os proedimentos de dizimação

foram do tipo onsistente. Para adeias em que δ̄0 ≤ −2, o grupo de renormalização

aqui desrito se mostrou inadequado. Durante o �uxo, a maioria dos proedimentos de

dizimação se tornou do tipo inonsistente, uma vez que os J 's reseram em módulo mais

que os K's, mas estes eram negativos. Argumentamos, neste aso, que o sistema �ui para

uma fase ferromagnétia.

Mudemos agora nossa atenção para a região em que δ̄0 > 2. Para investigá-la numeri-

amente rede�nimos ϕ (ver eq. (5.30)) para

ϕi =
|Ki|
Ji
,

omo medida da anisotropia. A �g. 5.10(a) mostra as simulações numérias para três

adeias om diferentes ondições iniiais na região em que δ0 > 2. Perto do ponto �xo,

a onstante de aoplamento K se torna irrelevante e de sinal aleatório (daí a esolha de

ϕ). Além disso, não há surgimento de spins pertenentes nem à RI auto-onjugada e

nem à RI antifundamental. Todos os proessos de dizimação são de segunda ordem em

teoria de perturbação, e a fase é governada por um ponto �xo de desordem in�nita om

os expoentes araterístios do grupo SU(2). Este resultado já era esperado, uma vez que
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sendo K irrelevante, as duas adeias se desaoplam.
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Figura 5.10: Fluxo de renormalização para o modelo SU(4) anisotrópio desordenado omo
função da média do parâmetro de anisotropia ϕ̄ e de sua dispersão σ̃ϕ, onde a anisotropia
loal é ϕi = |Ki| /Ji, para ondições iniiais de (a) ϕ̄0 < 1/3 e (b) 1/3 < ϕ̄0 < 1. Cada
símbolo diferente representa uma ondição iniial diferente e o erro dos dados é igual ao
tamanho dos mesmos. As linhas onetando os dados numérios são meramente guias para
os olhos que, om o auxílio das setas, indiam a direção do �uxo de renormalização. Todas
as urvas indiam que o ponto ϕ̄ = 0, σ̃ϕ = 0 é um ponto �xo estável. A linha ontínua
(pontilhada) é a urva onde σ̃ϕ = ϕ̄ (ϕ̄ = 1/3).

Finalmente, devemos agora investigar a região em que 0 < δ̄0 < 2. Para tal monito-

ramos ϕ̄ e σ̃ϕ ao longo do �uxo de renormalização (ver �g. 5.10(b)). Ao mesmo tempo,

monitoramos também a probabilidade de oorrênia de um proesso de dizimação em pri-

meira ordem de teoria de perturbação q e a população de spins pertenentes às três RI's em

questão, tudo isso em função da esala de energia Ω (ver �gs. 5.11. a e b, respetivamente).

As adeias têm as seguintes ondições iniiais: adeia A: ϕ̄0 = 1, 01 e σϕ = 0, adeia B:

ϕ̄0 = σϕ = 2/3, e adeia C: ϕ̄0 = 1/2, 95 e σϕ = 0, ujos dados serão denotados pelos

símbolos de írulo, quadrado e triângulo, respetivamente. Já adiantamos que durante a

iteração do método de renormalização, todos os proessos de dizimação foram onsisten-

tes, i. e., todas as vezes que dizimamos um par, o multipleto fundamental era um daqueles

onsiderados por nós na seção 5.2.

Como argumentamos na sub-seção 5.3.6 e é veri�ado nos dados numérios mostrados

na �g. 5.10(b), o sistema �ui para o ponto �xo onde o aoplamento K é irrelevante. Mas,

diferentemente do aso anterior (onde δ̄0 > 2), a adeia é populada por spins pertenentes

à todas RI's totalmente anti-simétrias (ver �g 5.11(b)). Além disso, a probabilidade de
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Figura 5.11: (a) Fração de proessos de dizimação em primeira ordem de teoria de per-
turbação q, e (b) fração dos spins pertenentes às representações fundamental (Q = 1) e
auto-onjugada (Q = 2), em símbolos vazios e heios, respetivamente. Todas estas frações
em função da esala de energia Ω. As densidades de spins pertenentes às RI's fundamental
e antifundamental (não mostradas aqui por motivo de lareza) são iguais.

oorrênia de uma dizimação em primeira ordem de teoria de perturbação não é nula (ver

�g. 5.11(a)). Veja também que as 3 adeias não apresentam o mesmo omportamento

perto do ponto �xo. A �m de desobrir a araterístia dinâmia desses pontos �xos,

monitoramos a fração de aglomerados de spins nΓ em função da esala de energia Γ =

− ln Ω, mostrada na �g. 5.12. Para essa simulação, usamos adeias de tamanho iniial

L0 = 10
6. Como nas anteriores, os dados numérios aqui são gerados a partir de uma média

em 10 realizações de desordem. Utilizamos distribuições iniiais uniformes (J0 < J < 1)

para J0 = 0, 9, 0,5, e 0, e os aoplamentos K's distribuídos de tal maneira que as ondições

iniias de ϕ̄0 e σϕ fossem satisfeitas. Em todas as simulações o expoente de tunelamento

permaneeu inalterado independente da desordem iniial. A adeia D tem a seguinte

ondição inial: ϕ0 = 0, 07 e σ0 = 0, porém, diferentemente das demais, é iniialmente

populada por spins pertenentes às 3 possíveis RI's totalmente anti-simétrias.

O omportamento dinâmio enontrado nessas adeias é ompatível om o esalona-

mento dinâmio ativado (ver eq. 4.23), porém o expoente de tunelamento, ψ, não é univer-

sal: apesar de não depender da desordem iniial, depende da anisotropia iniial. No detalhe

da �g. 5.12, mostramos ψ em função da anisotropia média iniial ϕ̄0 para as adeias om

anisotropia uniforme (σϕ = 0). Este varia om a anisotropia média iniial se ϕc < ϕ0 < 1,

onde ϕc ≈ 0, 5. Caso 1/3 < ϕ0 < ϕc, o expoente rítio satura em ψ∗ ≈ 1, 6−1 = 5/8.

De modo interessante, o expoente de tunelamento da adeia D é igual a ψ∗. Note que
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Figura 5.12: Fração de aglomerados de spin ativos nΓ em função da esala de energia Γ.
Confome a eq. (5.25), o expoente de tunelamento ψ é alulado a partir de um regressão
linear mostrada pelas linhas. No detalhe mostramos a dependênia de ψ om a anisotropia
média para as adeias uja dispersão da anisotropia é iniialmente zero, i. e., σ0 = 0.

esta adeia, se fosse iniialmente populada somente por spins da RI fundamental, teria

o expoente de tunelamento igual a 1/2. Isto sugere fortemente que a presença de outros

spins não pertenentes à RI fundamental desestabiliza o PFDI do grupo SU(2).

É interesante notar que esse novo ponto �xo, om expoente de tunelamento ψ∗, possui

um tempo de relaxação τ muito maior que o da adeia de spin SU(2). Lembre-se que

τ ∼ exp
{

Lψ
}

.

Nas adeias de spins SU(N) isotrópias, o tempo de relaxação diminui om N , (ψ =

1/N , ver eq. (4.23)). Contrariamente, a introdução de anisotropia aumenta o seu valor.

Fato semelhante foi observado nas adeias de spins-1/2 desordenadas om orrelação de

longo alane entre os aoplamentos [Rieger 1999℄. Porém, no problema em questão, a

anisotropia naturalmente orrelaiona a probabilidade de uma onexão ser dizimada om

as RI's dos respetivos spins.6

Qual o máximo valor que ψ pode ter? O expoente de tunelamento ψ deve ter o valor

6Lembre-se de que somente na região em questão o "gap" de exitação de um par de spins depende das
RI's dos mesmos.
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máximo igual a dimensão do sistema D, no aso D = 1. Isso vem da interpretação da

probabilidade de tunelar todo um volume LD. Como o sistema é interagente e sujeito

à �utuações quântias (maximizadas em 1 dimensão) novos expoentes de tunelamento

surgem, diminuindo o tempo de relaxação. Pode-se então interpretar ψ omo a dimensão

fratal do aglomerado tunelante.

5.4 Considerações �nais e onlusões

Devemos agora resumir os nossos prinipais resultados sobre o estudo da adeia de spins

SU(4) anisotrópia.

Apliando o método do GR para desordem forte, aompanhamos ao longo do �uxo de

renormalização a distribuição dos aoplamentos K e J bem omo a média e a dispersão

da anisotropia, δ̄ e σ̃δ, respetivamente (ver eq. (5.32)). Dessa maneira, propomos um

diagrama de �uxo de renormalização em função de δ̄ e σ̃δ ilustrado na �g. 5.13.

Na presença de desordem, toda a linha −2 < δ0 < 0 �ui para o ponto �xo δ = −1
(J = 0) (om δ0 sendo a média da anisotropia iniial). Este ponto �xo estável mimetiza a

físia da adeia isotrópia, ou seja, possui os mesmos expoentes araterístios da adeia

SU(4) desordenada, por exemplo, ψ = 1/4. Para δ0 > 2, o aoplamento interadeia K

é irrelevante e as adeias se desaoplam. Logo, o sistema é governado pelo ponto �xo de

desordem in�nita araterístio do grupo SU(2), ujo expoente de tunelamento é igual a

ψ = 1/2. No aso intermediário, 0 < δ0 < 2, o aoplamento K também vai a zero, en-

tretanto, as adeias não se desaoplam inteiramente. Nos primeiros estágios do grupo de

renormalização, spins efetivos que pertenem às outras RI's além da RI fundamental foram

gerados. Estes onetam as duas adeias e persistem em todo o �uxo de renormalização.

Impressionantemente, o sistema �ui para um ponto �xo de desordem in�nita om expoente

de tunelamento dependente da anisotropia iniial atingindo um valor máximo ψ∗ ≈ 5/8.

Controlando a transição de fase entre os pontos J = 0 e este último K = 0 está, no aso

de anisotropia uniforme σδ0 = 0, o ponto rítio isotrópio SU(4). No aso de anisotropia

desordenada, o ponto rítio KJC deve ontrolar tal transição. Enfatizamos que os ex-

poentes araterístios desse ponto são de difíil obtenção porque requerem que o �uxo se

mantenha sobre a linha rítia por bastante tempo. Simulações numérias sempre estão

sujeitas a �utuações pelo fato do sistema ser �nito e ao �nal o sistema ou �ui para o ponto

�xo J = 0 ou K = 0. No ponto (δ0 = 2, σδ0 = 0), o grupo de renormalização é inválido

devido a uma degeneresênia aidental (ver sub-seção 5.2.1) e para δ ≤ −2, argumenta-
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mos que o sistema �ui para uma fase ferromagnétia que está além do tratamento aqui

proposto.

Devemos agora apontar a validade dos resultados obtidos. Apesar do fato de que,

em algumas regiões do diagrama de �uxo, os proedimentos de renormalização geram

aoplamentos renormalizados maiores que os originais, estes são pouos e rapidamente são

suprimidos perto dos pontos �xos e, além disso, não desviam o �uxo de renormalização dos

mesmos. Como todos os pontos �xos enontrados são de desordem in�nita, argumentamos

que os resultados aqui apresentados são assintotiamente exatos uma vez que o esquema

perturbativo se torna ada vez melhor.

Por �m, devemos omparar os nossos resultados om a físia onheida do sistema

δσ
~ nao somente~

´Ferromagnetico

−1 2

?J=0

KJC

8

δ

spins−1/2

spins−1/2
somente

−2

K=0

K=J

SU(2)

SU(4)
0

Figura 5.13: Fluxo de renormalização em função da anisotropia média δ̄ e de sua dispersão
σ̃δ, onde a anisotropia loal é dada por δi = Ji/Ki − 1. O ponto �xo estável δ = −1
(J = 0) tem a mesma físia que o ponto �xo isotrópio da adeia SU(4), onde o expoente
de tunelamento é igual a ψ = 1/4 e ontrola toda a físia da região −2 < δ̄ < 0 . Para
δ̄ > 0, o sistema �ui para o ponto �xo K = 0. Se δ̄ > 2, as adeias se desaoplam e o
sistema é governado pelo ponto �xo araterístio da adeia de spins SU(2), om ψ = 1/2.
Entretanto, se 0 < δ̄ < 2, as adeias não se desaoplam inteiramente uma vez que o
sistema é populado por spins de outras RI's além da fundamental. Neste aso, ψ varia
ontinuamente om as ondições iniiais de anisotropia e tem um máximo de ψ ≈ 5/8.
O ponto isotrópio K = J ontrola a transição de fase entre os pontos J = 0 e K = 0
aso a anisotropia seja uniforme (σδ0 = 0), aso ontrário, a transição é ontrolada pelo
ponto rítio KJC. No ponto

(

δ̄ = 2, σ̃δ = 0
)

, o grupo de renormalização é inválido e para
δ ≤ −2, o sistema �ui para uma fase ferromagnétia.
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limpo. O hamiltoniano (5.5) foi estudado pela ref. [Pati 1998℄ onde o diagrama de fases

J1/K vs. J2/K foi determinado. Na linha em que J1 = J2 = J , o sistema é ferromagnétio

para δ = J/K ≤ −2. A região −2 < δ ≤ 0 é rítia onde o ponto δ = 0 possui simetria

SU(4) e é exatamente solúvel via �Ansatz� de Bethe e possui 3 modos bos�nios sem massa

[Sutherland 1975℄. A região δ > 0 é espontaneamente dimerizada (há um �gap� no espetro

de exitações de spin). O estado fundamental do ponto δ = 2 é exatamente obtido sendo

duplamente degenerado e semelhante ao estado fundamental de Majumdar-Gosh da a-

deia de spins-1/2 AF om interação entre primeiros e segundos vizinhos [Kolezhuk 1998℄.

Como disutimos na seção 3.3, este estado é instável ontra a introdução de desordem

[Yang 1996℄. No aso em questão, o GR aqui apresentado fortemente sugere que o sistema

na região δ > 0, apesar de apresentar um �gap�, é instável ontra a introdução de desor-

dem. Da mesma maneira, a linha rítia é desestabilizada pela desordem. A ref. [Pati 1998℄

mostra que a pequena anisotropia (J1/J2 ≈ 1) não muda a fase do sistema. Conjetu-

ramos que este resultado permanee válido no aso desordenado. Isto é evidente para

um sistema uja ondição iniial é δ̄ > 2. As adeias de spins-1/2 se desaoplam pois o

aoplamento K renormaliza para zero e, portanto, são governadas pelo PFDI do grupo

SU(2), independentemente da anisotropia entre J1
i e J2

i . Próximo ao ponto �xo J = 0,

argumentamos que pequena anisotropia entre J1
i e J2

i deve ser irrelevante uma vez que

estes aoplamentos renormalizam para zero. Apesar dessa pequena anisotropia levantar

a degeneresênia de alguns dos estados fundamentais menionados nos proedimentos de

dizimação da seção 5.2, essa quebra de degeneresênia é pequena. Conjeturamos que

o seu efeito líquido é uma modi�ação irrelevante nos fatores numérios das relações de

reorrênia das onstantes de aoplamento renormalizadas. O mesmo argumento vale para

um sistema uja ondição iniial é 0 < δ̄ < 2.





Capítulo 6

Revisitando a adeia de Heisenberg

Neste apítulo, revisitamos a adeia de Heisenberg XXZ antiferromagnétia desordenada

de spins-1/2 para alular a função de orrelação spin-spin média.

A onjetura aeita hoje é de que esta função segue uma lei de potênia ujo expoente de

deaimento é universal e igual a η = 2 (ver seção 2.1), porém, a amplitude é não universal,

omo usual em sistemas rítios. No intuito de analisar a fonte de não universalidade

da mesma, deduzimos a função orrelação de maneira dependente da estrutura do estado

fundamental da fase de singletos aleatórios em que esse sistema se enontra. Mostramos

que o �uxo de renormalização, por si só, não é apaz de produzir uma amplitude não

universal. Entretanto, há outras fontes de não universalidade. O método do grupo de

renormalização não é exato, e portanto, �utuações dos singletos devem ser esperadas. Tais

�utuações são responsáveis pela não universalidade da amplitude.

Apesar da não universalidade da mesma, desobrimos ertas peuliaridades nestas �u-

tuações que nos apontam araterístias interessantes da função de orrelação. Além disso,

assoiamos a função de orrelação om a entropia de emaranhamento do sistema. Reente-

mente foi alulado que a entropia esala om o logaritmo do omprimento do sub-sistema

e om uma amplitude que é universal. Tal amplitude está numeriamente em perfeito

aordo om a nossa proposta sobre a amplitude da função de orrelação.

Dividimos esse apítulo da seguinte maneira. Na seção 6.1 alulamos a função de

orrelação e disutimos a possível universalidade de sua amplitude. Em seguida, na seção

6.2, relaionamos a entropia de emaranhamento om a função de orrelação spin-spin e

disutimos a universalidade da amplitude destas duas funções. Por �m, na seção 6.3,

resumimos nossos resultados.

117
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6.1 A função de orrelação

Nesta seção, derivamos a função de orrelação spin-spin média para a adeia de Heisen-

berg XXZ antiferromagnétia de spins-1/2 desordenada. Primeiramente, introduzimos o

problema em questão rededuzindo a função orrelação média omo é aeita na literatura

para em seguida derivá-la de maneira inédita.

O hamiltoniano de interesse é dado por

H =
∑

Ji
(

Sxi S
x
i+1 + S

y
i S

y
i+1 +∆iS

z
i S

z
i+1

)

, (6.1)

onde Si são operadores de spins-1/2 usuais referentes ao sítio i, os Ji's são variáveis ale-

atórias positivas e independentes distribuídas de aordo om P (J), e ∆i é a medida da

anisotropia loal. Sabe-se que para −1/2 < ∆i < 1, o sistema renormaliza para a adeia

XX (ou seja, ∆̃i → 0, ∀i) que é governada por um ponto �xo universal de desordem in�nita

[Doty 1992, Fisher 1994℄. Neste, a distribuição de ponto �xo dos aoplamentos é dada por

P ∗ (J ; Ω) =
ϑ (Ω)

Ω

(

Ω

J

)1−ϑ(Ω)

, (6.2)

om ϑ (Ω) = −1/ lnΩ, sendo Ω = max {Ji} a esala de energia do problema. Note que esta

é a mesma distribuição de ponto �xo para a adeia isotrópia (∆i = 1, ∀i) omo mostrado

na seção 2.1. Na verdade, no enário aproximado do método do grupo de renormalização,

não há diferenças entre esses sistemas quando −1/2 < ∆i ≤ 1.

6.1.1 Lei de esala da função de orrelação média

A primeira derivação da função orrelação spin-spin média,

C (l) = 〈Si · Si+l〉,

onde 〈. . . 〉 denota a média quântia no estado fundamental e na desordem, segundo o nosso

onheimento, foi dada por Fisher na ref. [Fisher 1994℄. O omportamento de esala desta

foi disutido na seção 2.1 e é obtido da seguinte maneira. Ao se eliminar suessivamente

pares de spins de aordo om o proedimento de renormalização de Ma, Dasgupta e Hu,

estes se tornam fortemente aoplados. Como raramente pares de spins extremamente

afastados se orrelaionam em singletos, tipiamente eles desenvolveram fraas orrelações.

Por esse motivo, a orrelação média deve ser dominada pelos raros pares de spins que se
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aoplam em singletos no limite de longas distânias. A probabilidade de um dado par de

spins afastados de uma distânia l entre si se aoplar em um singleto é igual a probabilidade

do mesmo estar �ativo� (ou seja, os spins que o ompõem não terem sido dizimados) na

esala de omprimento l. Dessa maneira,

C (l) ∼ n2
Ω, ⇒ C (l) =

(−1)l c
lη

, (6.3)

onde nΩ é a densidade de spins ativos na esala de energia Ω orrespondente, η = 2

é o expoente de deaimento e c é a amplitude �não-universal� da função de orrelação.

Esta é a onjetura de Fisher e tem sido on�rmada numeriamente ao longo dos anos

[Henelius 1998, La�orenie 2003, La�orenie 2004℄.

6.1.2 Cálulo da orrelação média

Devemos agora alular a função de orrelção média de uma maneira mais formal que os

argumentos probabilístios de Fisher.

A idéia por trás desse álulo é a seguinte. Suponha que possamos aompanhar exata-

mente a distribuição P (J, l; Ω) ao longo do �uxo de renormalização, onde P (J, l; Ω) dJdl

é a probabilidade de enontrarmos uma onstante de aoplamento entre J e J + dJ ujos

spins que a ompartilham estão separados de uma distânia entre l e l + dl. Se tal possi-

bilidade for alançada, podemos alular a quantidade de singletos de tamanho entre l e

l + dl quando uma adeia inteira é dizimada,

Nsing (l) dl =

∫ Ω0

0

NΩP (J = Ω, l; Ω) dΩdl,

ondeNΩ = L0nΩ é o número total de spins ativos na esala de energia Ω, L0 é o número total

de spins na adeia, e Ω0 é a esala de energia iniial. Felizmente, podemos aompanhar

exatamente a distribuição P (J, l; Ω) dJdl para uma determinada família de P 's. Esta

família é onstituída por distribuições que tem as mesmas araterísitias funionais que a

distribuição de ponto �xo (6.2), ou seja, são distribuições onde 0 < J < Ω0 e proporionais

a Jα, om α > −1. No limite l → ∞, o resultado obtido para essa família de ondições

iniiais se torna universal, uma vez que todas as distribuições bem omportadas �uem para

o mesmo ponto �xo [Fisher 1994℄. Iremos agora, seguindo os passos da ref. [Iglói 2001℄,

derivar nΩ e P (J = Ω, l; Ω) exatamente ao longo do �uxo de renormalização. Naturalmente

o álulo exato da função de orrelação média deve ir além da aproximação desrita por
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esse grupo de renormalização, onde os spins dizimados se aoplam em singletos. Considerar

perturbações no estado de singleto resulta em ontribuições adiionais para a amplitude

da função de orrelação no limite l → ∞. Disutiremos sobre tais ontribuições na seção

6.3. Por ora, o leitor deve ter em mente que estamos resolvendo exatamente um problema

aproximado.

Primeiramente, devemos alular a distribuição de ponto �xo dos aoplamentos J 's,

PJ (J ; Ω) =
∫

P (J, l; Ω) dl. A equação de �uxo é dada por

− ∂

∂Ω
PJ = qPJPΩ + pPΩ

∫

dJ1dJ3PJ (J1)PJ (J3) δ

(

J − J1J3

Ω

)

, (6.4)

onde PΩ = PJ (J = Ω;Ω), p = 1/ (N − 1) e q = 1− p são as probabilidades de oorrênia

de uma dizimação em segunda e primeira ordem de teoria de perturbação, respetivamente

(ver eq. 4.20). Note que estamos onsiderando agora o aso SU(N), uma vez que desejamos

futuramente generalizar o resultado da adeia SU(2).

Substituindo o �Ansatz�

PJ (J ; Ω) dJ =
ϑ (Ω)

Ω

(

Ω

J

)1−ϑ(Ω)

dJ, (6.5)

e as seguinte igualdades,

∂

∂Ω
PJ =

[

− ϑ
Ω2
+
ϑ

′

Ω
+
ϑ

Ω

(

1− ϑ
Ω

− ϑ′

ln
Ω

J

)](

Ω

J

)1−ϑ
,

=
1

Ω

(

ϑ
′ − ϑ

2

Ω
+ ϑϑ' ln

Ω

J

)(

Ω

J

)1−ϑ
,

qPJPΩ =
q

Ω

(

ϑ2

Ω

)(

Ω

J

)1−ϑ
,

pPΩP
J
⊗ P ≡ p

ϑ3

Ω3

∫ Ω

J

dJ
Ω

J1

(

Ω

J1

)1−ϑ(
J1

J

)1−ϑ
= p

ϑ3

Ω2

(

Ω

J

)1−ϑ
ln
Ω

J
,

na equação de �uxo (6.4), enontramos que

−ϑ′

+
ϑ2

Ω
+ ϑϑ

′

ln
Ω

J
=
qϑ2

Ω
+
pϑ3

Ω
ln
Ω

J
,
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onde ϑ
′

= dϑ/dΩ. Dessa maneira,

dϑ

dΓ
= −pϑ2, ⇒ ϑ (Ω) =

ϑ0

1 + pϑ0 (Γ− Γ0)
,

om Γ = − ln Ω e ϑ0 = ϑ (Ω0).

A fração de aglomerados de spins ativos, nΩ, é obtida a partir da equação de taxa (ver

seção 4.5),

dnΩ = (2p+ q)nΩPJ (J = Ω) dΩ = − (1 + p)nΩϑ (Ω) dΓ,

e portanto,

dnΩ

nΩ

= − (1 + p) ϑ0dΓ

1 + pϑ0 (Γ− Γ0)
, ⇒ lnnΩ = −

1 + p

p
ln (1 + pϑ0 (Γ− Γ0)) ,

onde usamos a ondição iniial nΩ0
= 1. Logo,

nΩ =
1

(1 + pϑ0 (Γ− Γ0))
N
. (6.6)

(Note que no limite Γ→∞, a eq. (6.6) reupera a eq. (4.23).)

Desejamos agora obter a distribuição onjunta de onstantes de aoplamento e distân-

ias entre os spins não dizimados P (J, l; Ω) dJdl. A equação de �uxo orrespondente é (ver

eq. (4.33))

− ∂

∂Ω
P = −qPΩP + 2q

∫

dl1dl2P (J, l1)P (Ω, l2) δ

(

l − l1 −
1

2
l2

)

+p

∫

dl1dl2dl3dJ1dJ3P (Ω, l2)P (J1, l1)P (J3, l3)

×δ
(

J − J1J3

Ω

)

δ (l − l1 − l2 − l3) ,

onde a relação de reorrênia para a variável l é

l̃1 = l1 +
1

2
l2, e l̃3 = l3 +

1

2
l2,

se a dizimação se dá em primeira ordem de teoria de perturbação, e

l̃ = l1 + l2 + l3,
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se a dizimação se dá em segunda ordem de teoria de perturbação. Note que podemos usar

uma relação mais onveniente para a dizimação em primeira ordem

l̃1 = l1, e l̃3 = l3 + l2.

Esta relação é equivalente à anterior no limite de l ≫ 1. Entretanto, a equação de �uxo

torna-se

− ∂

∂Ω
P = q

∫

dl1dl2P (J, l1)P (Ω, l2) δ (l − l1 − l2)

+p

∫

dl1dl2dl3dJ1dJ3P (Ω, l2)P (J1, l1)P (J3, l3) (6.7)

×δ
(

J − J1J3

Ω

)

δ (l − l1 − l2 − l3) .

Vamos nos onentrar na equação de �uxo (6.7). Fazendo uma transformada de Laplae

na variável l,

P̃ (J, λ) =

∫ ∞

0

e−lλP (J, l) dl,

a equação de �uxo torna-se

− ∂

∂Ω
P̃ = qP̃ (Ω, λ) P̃ (J, λ)

+ pP̃ (Ω, λ)

∫

dJ1dJ3P̃ (J1, λ) P̃ (J3, λ) δ

(

J − J1J3

Ω

)

. (6.8)

Como na resolução da eq. (6.4), usaremos o �Ansatz�

P̃ (J, λ; Ω) =
α (λ,Ω)

Ω

(

Ω

J

)1−β(λ,Ω)

, (6.9)

om a ondição de ontorno

α (λ = 0,Ω) = β (λ = 0,Ω) = ϑ (Ω) .

Substituindo o �Ansatz� (6.9) na equação de �uxo 
(6.8), enontramos que

d

dΓ
α = −αβ + qα2, (6.10)

d

dΓ
β = −pα2. (6.11)
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Antes de resolvermos as equações aima, podemos alular a distânia média entre os

aglomerados de spins,

l̄ =

∫ ∞

0

l

∫ Ω

0

P (J, l) dJdl = lim
λ→0

∫ Ω

0

∫ ∞

0

le−lλP (J, l) dJdl,

= lim
λ→0

− d
dλ

∫ Ω

0

∫ ∞

0

e−lλP (J, l) dldJ,

= lim
λ→0

− d
dλ

∫ Ω

0

P̃ (J, λ) dJ = lim
λ→0

− d
dλ

(

α (λ,Ω)

β (λ,Ω)

)

,

= − lim
λ→0

lim
∆λ→0

1

∆λ

(

α (λ+∆λ,Ω)

β (λ+∆λ,Ω)
− α (λ,Ω)
β (λ,Ω)

)

,

= lim
∆λ→0

1

∆λ

(

1− α (∆λ,Ω)
β (∆λ,Ω)

)

,

= lim
λ→0

1

λ

(

1− α (λ,Ω)
β (λ,Ω)

)

. (6.12)

Portanto, omo l̄ > 0, β > α quando λ→ 0.

Vamos onsiderar a partir de agora o aso em que N = 2, ou seja, p = 1− q = 1. Neste
aso, as eqs. (6.10) e (6.11), tornam-se

d

dΓ
α = −αβ,

d

dΓ
β = −α2,

respetivamente. Logo,

d

dΓ

(

β2 − α2
)

= 0, ⇒ β2 − α2 = c2 (λ) , (6.13)

o que nos leva a

d

dΓ
β + β2 = c2, ⇒

(

1

c+ β
+

1

c− β

)

dβ = 2cdΓ,

que é de relativamente simples solução,

β (λ,Ω) =
β0c+ c

2 tanh (c (Γ− Γ0))

c + β0 tanh (c (Γ− Γ0))
, (6.14)
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onde β0 = β (λ,Γ0). Da eq. (6.13), failmente hegamos a

α (λ,Ω) =
c
√

β2
0 − c2

c cosh (c (Γ− Γ0)) + β0 sinh (c (Γ− Γ0))
. (6.15)

Devemos agora desobrir omo c (λ) se omporta para λ≪ 1. Primeiramente devemos

alular o limite de α e β quando λ→ 0.

lim
λ→0

β = lim
λ→0

ϑ0c + c
3 (Γ− Γ0)

c+ ϑ0c (Γ− Γ0)
,

onde estamos usando a hipótese de que c (λ→ 0)≪ 1. Logo,

lim
λ→0

β =
ϑ0

1 + ϑ0 (Γ− Γ0)
= ϑ (Ω) ,

que é o omportamento esperado, o que on�rma a hipótese de que c (λ = 0) = 0. Analo-

gamente,

lim
λ→0

α =
ϑ0

1 + ϑ0 (Γ− Γ0)
= ϑ (Ω) .

Calulando agora a distânia média entre os spins (ver eq. (6.12)),

l̄ = lim
λ→0

1

λ

(

1− α (λ,Ω)
β (λ,Ω)

)

= lim
λ→0

1

λ

(

1− β
√

1− c2/β2

β

)

,

= lim
λ→0

1

λ

(

1−
(

1− c2

2β2

))

,

= lim
λ→0

1

λ

c2

2β2
=
a2

2ϑ2
0

(1 + ϑ0 (Γ− Γ0))
2 ,

= l̄0 (1 + ϑ0 (Γ− Γ0))
2 , (6.16)

onde usamos que, para obter uma solução bem omportada, c2 = a2λ+O (λ2), e

l̄0 = l̄ (Ω0) =
a2

2ϑ2
0

,

é o parâmetro de rede que usualmente de�nimos omo 1. Note ainda que a equação (6.16)

é perfeitamente ondizente om (ver eq. (6.6))

l̄ (Ω) = l̄0/nΩ.
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Para obter a distribuição de P (J, l) devemos fazer a transfomada inversa de Laplae

na solução P̃ (J, λ) da eq. (6.9). Tal tarefa é de difíil realização. Por isso, iremos nos

onentrar somente no omportamento perto do ponto �xo onde λ→ 0, Γ−Γ0 →∞, mas

aλ1/2 (Γ− Γ0) ≈ O (1). Com esse omportamento de esala apropriado, as eqs. (6.14) e

(6.15) tornam-se,

β (λ,Ω) = a
√
λ coth

(

a
√
λ (Γ− Γ0)

)

,

α (λ,Ω) = a
√
λosseh

(

a
√
λ (Γ− Γ0)

)

,

respetivamente.

Como estamos interessados na probabilidade de dizimar uma onexão de omprimento

l, não preisamos saber ompletamente P (J, l), basta

P (J = Ω, l) =

∫ γ+i∞

γ−i∞

dλ

2πi

α (λ,Ω)

Ω
eλl,

= Soma de todos os resíduos de
(

α (λ,Ω)

Ω
eλl
)

,

=
4π2

Ωa2 (Γ− Γ0)
3

∞
∑

n=1

(−1)n+1 n2 exp

{

−
(

nπ

a (Γ− Γ0)

)2

l

}

.

Finalmente, podemos alular a distribuição de singletos no estado fundamental. Quando

Ω→ Ω− dΩ, o número de singletos de tamanho entre l e l+ dl que são formados é igual a

dNs (Ω) dl = NΩP (J = Ω, l) dΩdl

(note que, integrando em l e Ω,
∫

dNsdl = L0/2), ou seja,

dNs (Ω) dl = L0

∞
∑

n=1

(−1)n+1 4π2n2

a2

exp
{

−n2π2l/ (a (Γ− Γ0))
2}

(1 + ϑ0 (Γ− Γ0))
2 (Γ− Γ0)

3 dΓdl.

Integrando sobre todas as esalas de energia, o número total de singletos de tamanho entre

l e l + dl, Nsing (l) =
∫

dNs, formados no estado fundamental é
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Nsing (l) = L0

∞
∑

n=1

(−1)n+1 4π2n2

a2

∫ ∞

Γ0

exp
{

−n2π2l/ (a (Γ− Γ0))
2}

(1 + ϑ0 (Γ− Γ0))
2 (Γ− Γ0)

3 dΓ,

= L0

∞
∑

n=1

(−1)n+1 4π2n2

a2
× a4

2ϑ2
0n

4π4l
× f (l, n) ,

≈ L0
2a2

ϑ2
0l

2

∞
∑

n=1

(−1)n+1

π2n2
,

= L0
a2

6ϑ2
0l

2
, (6.17)

onde

f (l, n) =

∫ ∞

0

e−ǫ
(

a
ϑ0nπ

+
√

l
ǫ

)2dǫ =

∫ ∞

0

e−ǫ
(√

2l̄0
nπ

+
√

l
ǫ

)2dǫ,

obtida a partir da mudança de variável ǫ = n2l/ (a (Γ− Γ0))
2, e entre a segunda e a tereira

igualdades, usamos que

lim
l→∞

f (l, n) =
1

l

∫ ∞

0

ǫe−ǫdǫ =
1

l
.

Dividindo Nsing pelo número total de singletos, L0/2, e usando que 2ϑ2
0 l̄0 = a

2, enon-

tramos que a probabilidade de enontrar um singleto de tamanho entre l e l + dl é, para l

grande, igual a

Pr (l) dl =
2l̄0
3l2
dl, (6.18)

que é universal, ou seja, não depende da desordem iniial.

A função de orrelação média é então dada pelo número total de singletos formados na

distânia l, Nsing (l), multipliado por -3/4 e dividido pelo número total de spins L0, ou

seja,

Cuniv (l) =

{

−
(

2l/l̄0
)−2

, se l/l0 for ímpar,

0, aso ontrário,
(6.19)

onde devemos identi�ar dl = l̄0 e, omo os singletos só se formam a distânias múltiplos

ímpares de l̄0, i. e., l̄0, 3l̄0, 5l̄0,..., a orrelação a distânias pares deve ser zero.

Note que Nsing (l) (ver eq. (6.17)) é independente da desordem iniial em todas as

esalas de omprimento (lembre-se que a/ϑ0 =
√
2, uma vez que l̄0 = 1 é o parâmetro

de rede), ou seja, em sistemas uja distribuição de aoplamentos iniial é do tipo lei de

potênia ou polinomial (ver eq. (6.9)) a função orrelação será independente da desordem
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iniial. Como todas as distribuições renormalizam para a mesma distribuição universal de

ponto �xo, o limite l →∞ de C (l), eq. (6.19), deve ser universal.

6.1.3 Simulações numérias

Devemos agora alular a função de orrelação média numeriamente e onfrontar om o re-

sultado da eq. (6.19). Para tal, alulamos a função de orrelação média exatamente. Con-

sideramos a adeia XX, dada pelo hamiltoniano (6.1), om∆i = 0, ∀i. Neste aso, podemos

através de uma transformação de Wigner-Jordan (ver refs. [LSM 1961, Henelius 1998℄) ma-

pear o sistema em um problema de férmions sem spin não interagentes. Este problema é

de simples solução numéria, pois deve-se diagonalizar uma matriz tridiagonal ília (se

onsideramos ondições periódias de ontorno), e para determinar as funções de orrela-

ção, deve-se alular o determinante de uma matriz. Tal tarefa é realizada om o auxílio de

sub-rotinas padrão de álgebra linear. Para o nosso estudo numério, onsideramos adeias

de tamanho L0 = 4× 103, om ondições periódias de ontorno e as seguintes araterís-

tias de desordem. Todos os spins estão iniialmente ordenados na adeia om parâmetro

de rede igual a l0 = 1. A distribuição de aoplamentos é tal que estes estão distribuídos

de aordo om J−α, om α < 1, e entre Jmin e Jmax = 1 (dessa forma Ω0 = 1). As adeias

estudadas são: Cadeia A: Jmin = 0, 5 e α = 0. Cadeia B: Jmin = 0 e α = −2. Cadeia

C: Jmin = 0 e α = 0. Cadeia D: Jmin = 0 e α = 0, 3. As adeias A e B são iniialmente

pouo desordenadas, e as demais bastante desordenadas. Os dados foram gerados através

da média de 100 realizações de desordem. A barra de erro estatísitio é obtida da seguinte

maneira. Para ada realização de desordem, alula-se a função de orrelação média para

uma dada distânia tomando a média sobre os L0 pares de spins existentes separados por

essa distânia. A barra de erro é �nalmente obtida alulando-se o desvio padrão desse

valor sobre as 100 realizações de desordem.

A �g. 6.1(a), mostra a função de orrelação média longitudinal para as 4 adeias em

questão. Note que os dados, dentro do erro estatístio, se olapsam em aordo om a nossa

proposta de universalidade. Na �g. 6.1(b), mostramos os dados das adeias A e B (por

apresentarem as menores �utuações estatísitias) na região onde podemos ver o �rossover�

do regime limpo para o regime desordenado. De maneira inequívoa, mostramos que a

nossa previsão da função de orrelação, eq. (6.1), �ta muito bem os dados exatos. Note

que, em torno de r = 101,5, a barra de erro estatísitio exlui ompletamente a previsão do
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Figura 6.1: (a) Função de orrelação média longitudinal, Czz, em função da distânia r.
(b) Ampli�ação da �gura (a) para os dados das adeias A e B. A urva ontínua Cuniv é
1/3 da orrelação média universal proposta na eq. (6.19), e a urva pontilhada C limpo é a
previsão teória, eq. (6.20), para o sistema limpo.

sistema limpo. Esta é dada na ref. [LSM 1961℄, e é igual a

C limpo (r) =
〈

Szi S
z
i+r

〉

=

{

− (πr)−2 , se r for ímpar,

0, aso ontrário.
(6.20)

Na literatura, ver ref. [Henelius 1998℄, aeita-se a orrelação média longitudinal perma-

nee inalterada tanto na fase limpa quanto na fase dos singletos aleatórios, uma vez que

em ambas as fases o expoente de deaimento é igual a 2. Aqui, testemunhamos um �rosso-

ver� entre os dois regimes determinado pela diferença de amplitude existente entre eles. É

interessante notar que tal �rossover� implia que, em uma determinada região, o expoente

de deaimento da função orrelação tem de ser maior que 2. Talvez esse seja o motivo

pelo qual o onsenso geral entre os pesquisadores é aquele itado na ref. [Henelius 1998℄.

Voltaremos a esse ponto mais tarde.

Agora iremos relaionar a função de orrelação aqui alulada om a entropia de ema-

ranhamento do sistema.
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6.2 A função de orrelação e a entropia de emaranha-

mento

Nesta seção, relaionamos a entropia de emaranhamento om a função de orrelação média

spin-spin alulada na seção anterior.

O emaranhamento de um estado quântio puro |φ〉 om respeito à partição em 2 sub-

sistemas A e B distintos e omplementares é igual à entropia da matriz densidade reduzida

de um dos sub-sistemas,

S = −trρA log2 ρA = −trρB log2 ρB,

onde a matriz densidade reduzida ρA para o sub-sistema A é obtida traçando, na matriz

densidade ρ = |φ〉 〈φ|, os graus de liberdade referentes ao sub-sistema B,

ρA =
∑

i

〈

φiB
∣

∣ ρ
∣

∣φiB
〉

,

onde {|φiB〉} é uma base ompleta do sub-espaço de Hilbert dos graus de liberdade do

sub-sistema B.

Primeiramente, onsidere uma adeia de spins-1/2 antiferromagnétia desordenada. No

limite de longas distânias, o grupo de renormalização para desordem grande é assintotia-

mente exato e neste regime o estado fundamental desta adeia é uma oleção de singletos

de spins independentes e aleatórios. Tais singletos são pares de spins formados em distân-

ias arbitrariamente grandes, omo ilustrado na �g. 6.2. Dessa forma, podemos esrever o

estado fundamental da seguinte maneira:

|φ〉 =
L0/2
⊗

i=1

|si〉 , (6.21)

onde L0/2 é o número de singletos existentes no estado fundamental e |si〉 é o estado que

representa o i−ésimo singleto.

Note que o emaranhamento de um spin-1/2 em um singleto om outro spin-1/2 é

igual a s = 1, que é a entropia dos dois estados de spin om o seu par traçado (ver

apêndie I). Como o estado fundamental da adeia é formado por uma oleção de singletos

independentes, o emaranhamento de um sub-sistema de tamanho L (a aixa indiada na

�g. 6.2) om o resto da adeia será igual ao número de singletos que ruzam a fronteira do
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. . . . . .

L

Figura 6.2: Estado fundamental da adeia desordenada de spins-1/2. Os singletos estão
indiados pelas linhas que os onetam. No aso, o emaranhamento do sub-sistema indiado
pela aixa de tamanho L é igual a 5, devido aos 2 aoplamentos que ruzam o lado esquerdo
da aixa e aos 3 que ruzam o direito (ver texto).

sub-sistema, i. e., um dos spins do par está dentro da região delimitada pela fronteira do

sub-sistema enquanto o outro está fora. No exemplo ilustrado na �g. 6.2, o emaranhamento

bi-partite da região delimitada pela aixa om o resto da adeia é igual a 5. Dois pares

de spins ruzam a fronteira esquerda da mesma enquanto três pares de spins ruzam a

fronteira direita.

Na estrutura do grupo de renormalização, baseada nos proedimentos de dizimação,

alular o número de singletos que se formam sobre um determinado ponto é equivalente

a alular quantas dizimações oorreram sobre aquele aoplamento. Com base neste ra-

ioínio, Refael e Moore alularam a entropia de emaranhamento de um sub-sistema de

tamanho L [Refael 2004℄. Por ompleteza das idéias para o leitor, refaremos a seguir esse

álulo para logo após rededuzir a entropia de aordo om a nossa proposta onde a relai-

onamos om a função de orrelação.

6.2.1 Cálulo da entropia de um sub-sistema segundo Refael e

Moore

Segundo Refael e Moore [Refael 2004℄, o número de dizimações que oorreram sobre um de-

terminado ponto é igual ao número de vezes que um determinado aoplamento é dizimado.

Deixe-nos expliar melhor tal a�rmação. Suponha que um aoplamento Ji é dizimado sobre

um determinado ponto (por exemplo, o ponto é a fronteira direita da aixa na �g. 6.2 e

o aoplamento é aquele de menor omprimento que a ruza), sendo assim, surge um novo

aoplamento

J̃ =
Ji−1Ji+1

2Ji
,

no lugar de Ji que foi dizimado (aquele de omprimento igual a 3 om a �barriga� voltada

para baixo). Se este novo aoplamento J̃ for novamente dizimado, dizemos que o mesmo

aoplamento foi dizimado 2 vezes, e assim por diante. No aso da �g. 6.2, o aoplamento em
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questão foi dizimado 3 vezes. Com base nesse raioínio, o número médio de dizimações,

N̄ , oorridas sobre um determinado ponto é proporional à probabilidade do mesmo ser

dizimado, logo,

dN̄ = dΓρ (ζ = 0; Γ) =
dΓ

Γ
, (6.22)

o que nos leva a N̄ = lnΓ, onde ζ = ln (Ω/J) e Γ = − ln Ω são as variáveis de aoplamento

e energia usuais em esala logarítmia , e

ρ (ζ ; Γ) =
1

Γ
exp {−ζ/Γ} ,

é a distribuição de ponto �xo de ζ na esala de energia Γ (ver seção 2.1 e apêndie D).

Portanto a entropia de emaranhamento de um sistema de tamanho L deve esalar om

S ∼ 2N̄ = 2 ln
√
L+ te = lnL+ te, (6.23)

onde o fator 2 vem do fato de que o sistema possui duas fronteiras. O fato de que os

aoplamentos que ontribuem para o emaranhamento são aqueles menores que o tamanho

L do sistema é implementado através da relação entre a esalas de energia e de omprimento

(ver seção 2.1),

Γ ∼ Lψ,

om ψ = 1/2. O termo onstante na eq. (6.23) depende da desordem iniial do sistema.

Refael e Moore argumentaram que a eq. (6.23) só india omo a entropia esala om o

tamanho do sub-sistema. Para alular o fator numério orreto que deve multipliar lnL

deve-se levar em onta a história do aoplamento, ou seja, um aoplamento que aabou de

ser dizimado tem pouas hanes de ser dizimado logo em seguida. E tal onsideração não

é levada em onta na eq (6.22).

Para levar em onta a história do aoplamento em questão, Refael e Moore aompa-

nharam omo a distribuição deste varia ao longo do proedimento de renormalização.

Seja QΓ0
(ζ) a distribuição do aoplamento em questão assim que este foi dizimado na

esala de energia Γ0. Então,

QΓ0
(ζ) =

∫

dζ1dζ3ρ (ζ1) ρ (ζ3) δ (ζ − ζ1 − ζ3) =
ζ

Γ2
0

e−ζ/Γ0 =
ζ

Γ0

ρ (ζ ; Γ0) . (6.24)

Em seguida devemos interpretar que
∫

QΓ (ζ)dζ = pΓ é a probabilidade do aoplamento

ζ não ser dizimado até a esala de energia Γ. Desse modo a equação de �uxo de QΓ será
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dada por [Refael 2004℄

d

dΓ
QΓ =

∂

∂ζ
QΓ − 2QΓρ0 + 2ρ0QΓ

ζ
⊗ ρ, (6.25)

onde ρ0 = ρ (0; Γ) e Q
ζ
⊗ P =

∫

dζ1dζ3Q (ζ1; Γ) ρ (ζ3; Γ) δ (ζ − ζ1 − ζ3). O primeiro termo

do lado direito da eq (6.25) é devido à mudança de ζ quando Γ muda, o segundo e o

tereiro levam em onta a renormalização de ζ quando um de seus aoplamentos vizinhos

é dizimado. Note que esta equação não leva em onta o fato de ζ ser dizimado. E por

isso deve-se interpretar pΓ omo a probabilidade de tal aoplamento não ser dizimado até

a esala de energia Γ. Note que iniialmente Q vai a zero quando ζ → 0 (ver eq. (6.24)).

Isto re�ete o fato de que a probabilidade de um aoplamento ser dizimado logo após uma

dizimação é nula. Assim que o proedimento do grupo de renormalização é iterado, este

deve ganhar força em magnitude, e portando, Q deve se aproximar de ρ, por isso Refael e

Moore usaram o �Ansatz�

Q (ζ) =

(

aΓ + bΓ
ζ

Γ

)

ρ (ζ) , (6.26)

omo solução da eq. (6.25). Substituindo a eq (6.26) na eq. (6.25), enontramos que aΓ e

bΓ devem satisfazer às seguintes equações,

d
dl
aΓ = bΓ − 2aΓ, (6.27)

d
dl
bΓ = −bΓ + aΓ, (6.28)

onde l = ln (Γ/Γ0), sujeitas as ondições iniias de aΓ0
= 0 e bΓ0

= 1.

Em seguida, devemos alular o �tempo� médio de formação de singletos sobre a fron-

teira do sub-sistema, i. e., devemos alular o �tempo� médio entre duas dizimações onse-

utivas 〈l〉 do aoplamento em questão [Refael 2004℄,

〈l〉 =
∫

dpΓl =

∫ ∞

0

dlaΓl = 3.,

onde usa-se a solução das eqs (6.27) e (6.28), aΓ =
(

e−r−l − e−r+l
)

/
√
5, om r± =

(

3±
√
5
)

/2.

Dessa maneira,

N̄ =
lnΓ

〈l〉 =
1

3
lnL,
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o que implia

S =
ln 2

3
log2 L+ te. (6.29)

Refael e Moore então ompararam a entropia desrita na eq. (6.29) om a entropia de

um sistema rítio invariante onforme derivada por Holzhey et al. [Holzhey 1994℄,

S =
c+ c̄

6
log2 L+ te,

onde, em teoria de ampos onforme, c e c̄ são as argas entrais holomór�a e anti-

holomór�a , respetivamente. Dessa forma, alularam a arga entral efetiva da adeia

de spins-1/2 antiferromagnétia desordenada. No aso c = c̄, o que implia em

cHeisenberg = ln 2. (6.30)

Refael e Moore ainda repetiram o mesmo álulo para a adeia de Ising no ampo transverso

no ponto rítio e enontraram que

cIsing =
1

2
ln 2. (6.31)

As argas entrais �efetivas� dos sistemas desordenados em questão, eqs. (6.30) e (6.31),

são iguais às argas entrais dos respetivos sistemas limpos multipliadas por ln 2. Refael e

Moore então onjeturaram que a arga entral efetiva de todo sistema rítio desordenado

unidimensional deve ser igual a arga do entral do sistema limpo multipliada por um

número determinado pelo �uxo do GR que leva o sistema do ponto �xo do sistema limpo

para o desordenado.

Isto resume brevemente os resultados desritos na ref. [Refael 2002℄. A seguir, mostra-

remos um modo alternativo de alular a entropia para tais sistemas.

6.2.2 Cálulo alternativo da entropia de emaranhamento

A nossa idéia de omo alular a entropia de emaranhamento é a seguinte. A função de

orrelação média (ver eq. (6.19)) nos diz exatamente omo é a distribuição de omprimento

dos singletos formados no estado fundamental. Dessa forma, podemos alular o número

médio de aoplamentos que ruzam a fronteira de um determinado sub-sistema de tamanho

L. Isto é feito da seguinte maneira. A Fig. 6.2 ilustra o estado fundamental da adeia de

Heisenberg desordenada om um sub-sistema, digamos A1, de tamanho LA1
= 11. No aso,
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a entropia de A1 é igual a SA1
= 5. Considere agora um sub-sistema A2 de mesmo tamanho,

porém transladado de um parâmetro de rede para a direita. A entropia deste sistema é

igual a SA2
= 5. Da mesma maneira, um sub-sistema A3 transladado de um parâmetro de

rede à direita de A2 apresenta SA3
= 3, e assim suessivamente. Dessa maneira, a entropia

média de um sub-sistema de tamanho LA será dada por

SA =
1

L0

L0
∑

i=1

SAi
, (6.32)

onde existem L0 sub-sistemas diferentes e de mesmo tamanho se supomos ondições perió-

dias de ontorno.

A quantidade
∑

SAi
na eq. (6.32) pode ser alulada de outra maneira. Primeiramente,

vamos nos onentrar em omo apenas um singleto formado a uma distânia Lsing on-

tribui para a entropia média de um sub-sistema de tamanho L. Se L < Lsing, existem L

sub-sistemas diferentes de tamanho L que têm uma de suas fronteiras ruzadas pelo ao-

plamento do singleto (ver �g. 6.3(a)). Como o sub-sistema possui duas fronteiras, então

onluímos que um singleto de tamanho Lsing ontribui om 2s×L para a entropia média

de um sub-sistema de tamanho L < Lsing, onde s = 1, é a entropia de um par de single-

tos sendo que um deles foi traçado (ver apêndie I). No aso oposto, L ≥ Lsing, existem
2×Lsing sistemas diferentes de tamanho L que ganham a ontribuição de s para a entropia

média (ver �g. 6.3(b)).

1A
A2

A3

1B
B2

B3

. . . . . . . . .

(a) (b)

Figura 6.3: Esquema de ontagem de entropia. (a) Quando o tamanho do singleto, no
aso Lsing = 5, é maior que o do sub-sistema, no aso LA = 3, existem LA sub-sistemas
diferentes ujas fronteiras direitas são ruzadas pelo singleto. (b) Quando Lsing ≤ LB, no
aso Lsing = 3 e LB = 4, existem Lsing sub-sistemas distintos de tamanho LB que têm uma
de suas fronteiras ruzadas pelo singleto.

Dessa forma, a ontribuição de um singleto para a entropia média se resume a

Ssing = 2s×
{

L, se L ≤ Lsing,
Lsing, aso ontrário.

(6.33)
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Uma vez onheido o número de singletos de tamanho Lsing, Ns (Lsing), podemos al-

ular a quantidade

L0
∑

i=1

SAi
= 2s





L
∑

i=1

Ns (i) i+ L

L0/2
∑

i=L+1

Ns (i)



 , (6.34)

onde, omo estamos usando ondições periódias de ontorno, o maior singleto formado

tem tamanho L0/2.

A distribuição de singletos Ns (i) está dada pela eq. (6.17), que possui omportamento

assintótio universal igual a

Ns (i) =
4L0

3
Cuniv(i),

om Cuniv (i) = c/i2 e c = 1/4, omo disutimos anteriormente (ver eq. (6.19)).1

Sendo assim, o número de singletos de tamanho Lsing, Ns (Lsing), deve ser dado por

Ns (i) =
4L0

3
×
{

f (i) , se i < Lc,

ci−2, se i ≥ Lc,
(6.35)

onde f(i) é uma função não universal que dá a dependênia do número de singletos formados

até uma esala de omprimento Lc, sendo Lc a esala de omprimento além da qual o

transiente do �uxo de renormalização (que desvia a função orrelação de sua dependênia

∼ r−2) vai a zero. Note ainda que f (i) e Lc devem satisfazer a ondição de normalização

1

2
=
4

3





Lc
∑

i=1

f (i) +
∞
∑

i= Lc+1

2

c

(2i− 1)2





−1

. (6.36)

Logo, para esalas de omprimento muito maiores que Lc, substituindo a eq. (6.35) em

(6.34), a entropia torna-se

S (L) =
8sc

3





L+1

2
∑

i= Lc+1

2

1

2i− 1 + L
∞
∑

i= L+3

2

1

(2i− 1)2



 + te,

onde

te =
8s

3

Lc
∑

i=1

if (i) ,

1Note que estamos usando que l̄0 = 1.
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é uma onstante não universal. No limite L grande,

S (L) =
c̃

3
log2 L+ te', (6.37)

onde usamos a aproximação
∑

i ≈
∫

di, o que nos leva a um arga entral efetiva

c̃ =
4

2
sc× ln 2,

e te
′

é uma onstante não universal.

A entropia alulada em (6.37) tem a mesma dependênia que aquela alulada por

Refael e Moore (ver eq. (6.29)), porém relaionamos a entropia om a função orrelação.

Se c̃ é uma quantidade universal, omo alegam Refael e Moore, então, se vale a hipótese

usada pelos autores de que s = 1, c também deve ser universal. Note que o valor c = 1/4

implia em uma arga entral efetiva igual a ln 2, em perfeito aordo om os álulos de

Refael e Moore.

6.3 Disussões pertinentes e onlusões

Iremos, nesta seção, disutir possíveis fontes de não universalidade nas amplitudes da

função de orrelação e da entropia de emaranhamento e em seguida enerrar esse apítulo

resumindo nossas onlusões preliminares.

Um problema ainda a ser entendido se refere à função de orrelação transversal no mo-

delo XX. Esta, em uma primeira vista omo estudado nas refs. [Henelius 1998, La�orenie 2003,

La�orenie 2004℄, não têm amplitude universal e este resultado está em desaordo om a

previsão do grupo de renormalização, eq. (6.19). A primeira atitude que devemos tomar

é prourar por erros na dedução de Cuniv (l) relaionados ao �uxo de P (J, l; Ω). Para tal

alulamos a diferença relativa entre a função de orrelação alulada numeriamente pelo

método do grupo de renormalização e a função de orrelação proposta na eq. (6.19),

D (r) =
Cnum (r)− Cuniv (r)

Cuniv (r)
. (6.38)

A função orrelação Cnum (r) é alulada da seguinte maneira. Ao dizimar ompletamente

uma adeia de spins-1/2 (ver seção 2.1), ontamos o número total de pares de singletos

formados a uma dada distânia r, dividindo esse número por L0 e multipliando por 3/4,

enontramos Cnum (r).
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Figura 6.4: Diferença relativa entre a função orrelação alulada numeriamente e a função
orrelação universal (ver eq. (6.38)). Todas as urvas tendem a zero no limite r → ∞. O
sub-índie que denota a adeia diz respeito ao modelo em onsideração, ou o XX ou o
isotrópio XXX.

A �g. 6.4 mostra a diferença relativa D (r) em função da distânia r para as adeias em

estudo (ver sub-seção 6.1.3). Porém agora onsideramos adeias de tamanho L0 = 10
7, e os

dados numérios são obtidos a partir da média sobre 150 realizações de desordem. Além do

modelo XX em questão, onsideramos a adeia isotrópia (denotados pelos sub-índies XX

e XXX, respetivamente). A diferença se dá por um fator de 1/2 na relação de reorrênia

para o aoplamento renormalizado (ver ref. [Fisher 1994℄). Como havíamos previsto, no

limite r → ∞ a função orrelação se torna universal. Isto exlui a possibilidade de uma

derivação equivoada dentro da estrutura do grupo de renormalização. Devemos então

prourar por possíveis hipóteses inválidas na dedução da função orrelação. Mas antes

de entrarmos em tal disussão, queremos disutir um pouo mais esses resultados. Note

que há um inrível olapso da função de orrelação para as adeias B, C e D no modelo

XX. Como era previsto pela eq. (6.17), para distribuições iniiais pertenentes à família

da distribuição de ponto �xo (ver �Ansatz� (6.5)), a função orrelação não depende da

desordem iniial em nenhuma esala de omprimento, só do �uxo de renormalização em

si. Note que as mesmas adeias no modelo XXX onvergem mais lentamente. Na verdade,

devido às grandes �utuações estatístias, os dados aqui só indiam que elas onvergem para

a função orrelação universal. Esta onvergênia mais lenta deve-se ao pré-fator 1/2 na
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relação de reorrênia de renormalização dos aoplamentos. Este provoa um transiente

no �uxo de renormalização que irá a zero somente no limite Γ→∞, ou seja, o transiente

deai logaritmiamente om Ω. Surpreendentemente, a adeia A no modelo XX onverge

rapidamente para a função de orrelação universal. Voltemos agora nossa atenção para

prourar possíveis hipóteses inválidas na dedução de Cuniv (l), eq. (6.19).

A únia hipótese que deve ser questionada é a de que o estado fundamental é onstituído

por uma oleção de singletos independentes

|φ〉 =
L0/2
⊗

i=1

|si〉 , (6.39)

onde |si〉 é o i-ésimo singleto formado no estado fundamental. Este resultado é obtido em

ordem zero de teoria de perturbação. Como para longas distânias a orrelação típia,

Ctip (r) ∼ exp
{

−√r
}

,

ai rapidamente (ver seção 2.1), não devemos esperar �utuações nos singletos devido à pre-

sença de spins distantes. As �utuações devem ser originadas por spins próximos aos spins

do par que foram dizimados nos primeiros estágios do �uxo de renormalização quando

a desordem ainda era pequena. Como Henelius e Girvin apontaram, as amplitudes das

orrelações transversais e longitudinais são diferentes devido às �utuações residuais das

ligações de valênia (�valene bonds� no original) [Henelius 1998℄. Este argumento não só

poria em heque a proposta de universalidade da função orrelação (6.19), mas também

a universalidade da arga entral �efetiva�, eq. (6.29), uma vez que a dedução de Refael

e Moore usa a hipótese (6.39) de um estado fundamental omposto por singletos desa-

oplados [Refael 2004℄. Reentemente, La�orenie alulou numeriamente a entropia de

emaranhamento para as adeias XX e on�rmou o resultado universal de Refael e Moore

[La�orenie, 2005℄.

Supor então que os spins vizinhos são os responsáveis pela �utuação dos singletos é de

grande oerênia do ponto de vista intuitivo. Em pequenas esalas de omprimento seria

omo se o sistema fosse limpo, e as orrelações seriam mediadas pelo meanismo de ondas

de spin. Entretanto, esse enário não é ompatível, pelo menos à primeira vista, om o

resultado de La�orenie [La�orenie, 2005℄, e nem om o resultado apresentado por nós na

�g. 6.1. Note que se aeitamos �utuações no singleto, a entropia desses pares s não seria

mais igual a 1. Seria não universal e, onforme a eq. (6.37), a �arga efetiva� não seria
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universal. O mesmo raioínio vale para a função de orrelação.

Outra araterístia que devemos apontar da função de orrelação transversal, Cxx, é

que esta não é nula para spins separados por distânias pares. Isto é re�exo de que o

singleto sofre �utuações. Entretanto, há uma notável diferença, no limite de r grande,

entre a Cxx alulada em distânias ímpares e pares (ver �g. 6.5). Como pode-se notar, a

função orrelação transversal para distânias ímpares é maior que aquela para distânias

pares. Mais interessantemente, a diferença é universal, ou seja, a diferença de amplitudes

entre elas é igual à amplitude universal proposta na eq. (6.19). Aqui torna-se laro que

a questão de universalidade da função de orrelação transversal está relaionada om a

araterístia das orrelações entre spins separados por distânias pares serem nulas ou

não.
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Figura 6.5: Função de orrelação, transversal e longitudinal, usual e a proposta teste
(ver texto). A linha traejada é a função de orrelação universal alulada na eq. (6.19).
Os dados foram gerados por diagonalização exata do modelo XX om a média sobre 100
realizações de desordem para uma adeia de tamanho (a) L0 = 300, om Jmin = 0 e
α = 0, 7 e (b) L0 = 3.000, om Jmin = 0 e α = 0. As linhas que onetam os dados são
meramente guia para os olhos.

Desreveremos agora outras araterístias interessantes da função de orrelação que são

observadas. Suponha que os spins S1 e S1000 são dois spins distantes que se orrelaionam

em um estado de singleto na estrutura de dizimações do GR. Calulando exatamente a

orrelação longitudinal, Czz, entre esses spins, veri�amos que esta não é igual a −1/4
omo prevê a hipótese (6.39), entretanto é próxima deste valor. Calulando Czz entre os

spin S1 e os primeiros vizinhos de S1000, S999 e S1001, veri�a-se que esta é identiamente
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nula.2 Calulando ainda a Czz entre S1 e os segundos vizinhos de S1000, S998 e S1002,

veri�amos que estas são muito próximas entre si e pequenas. Além disso, somando-as om

a Czz referente aos spins S1 e S1000, o valor �a muito mais próximo de −1/4. Somando

as orrelações longitudinais entre S1 e os vizinhos próximos de S1000 obtemos metade da

diferença entre −1/4 e a Czz entre os spins S1 e S1000. A outra metade é obtida quando

somamos a Czz entre S1000 e os spins vizinhos de S1.

Estes resultados nos levam então a onjeturar que, apesar do singleto ser perturbado,

o aglomerado de spins próximos ao spin S1 se omporta omo um spin-1/2 efetivo aoplado

em um singleto om o aglomerado de spins formados pelos spins próximos a S1000.3 Como

a Czz para distânias pares é sempre nula, na média a orrelação transversal deve seguir a

proposta universal da eq. (6.19). O mesmo não aontee para a Cxx. Conjeturando que a

orrelação se �distribui� entre os pouos spins que formam os aglomerados, e omo a Cxx

entre spins que distam entre si por distânias pares é positiva, para que a orrelação total

entre os aglomerados de spins seja igual a −1/4, a soma das orrelações entre os spins dos

aglomerados que distam entre si por distânias ímpares deve ser, neessariamente, maior

que 1/4 (em módulo), daí a amplitude da mesma ser não-universal.

Para testar nossa onjetura de �distribuição� da orrelação, propomos uma função de

orrelação teste igual a

Cteste(2r +
1

2
) = C (2r + 1) + C (2r) . (6.40)

Note que a orrelação teste longitudinal, Czzteste (r) = C
zz (r + 1/2), tende a Czz (r) no limite

r →∞, uma vez que Czz (2r) = 0. Esta função orrelação teste (6.40) é uma tentativa de

medir a orrelação que se distribui em um aglomerado de spin. Para urtas distânias ela

não deve ser uma boa medida da função de orrelação, entretanto, se esse aglomerado for

�nito e os raros pares de singletos forem realmente responsáveis pela função de orrelação

média, Cteste deve ser uma boa medida da orrelação para longas distânias. Ela ainda tem

a vantagem de omparar a orrelação somente entre primeiros vizinhos, exluindo assim

uma possível interpretação de reesalonamento global da esala de omprimento.

Na �g. 6.5(a), alulamos exatamente as funções de orrelação transversais e longi-

tudinais, usual e teste, para uma adeia XX de tamanho L0 = 300 uja distribuição de

2Por alguma simetria do modelo XX, Czz (l) = 0, para l par, tanto no sistema limpo quanto no
desordenado (ver ref. [LSM 1961℄).

3Este aglomerado é geralmente onstituído pelos 5 primeiros vizinhos dos spins em questão, mas este
número varia onforme a desordem iniial da adeia. Quanto maior for a desordem iniial do sistema,
menor é o tamanho do aglomerado.
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aoplamentos é extremamente desordenada. Esta é do tipo lei de potênia, ∼ J−α, om

α = 0, 7, e os aoplamentos assumem valores entre Jmin = 0 e 1. Os dados são gerados om

a média sobre 100 realizações de desordem e, apesar da grande �utuação estatístia, a nossa

onjetura é veri�ada. O mesmo vale para a �g. 6.5(b), onde a adeia é maior, L0 = 3.000,

e a desordem iniial é moderada, Jmin = 0 e α = 0. A Cteste (tanto a transversal quanto a

logitudinal) seguem a orrelação universal proposta na eq. (6.19).

Iremos agora relaionar esse enário de �orrelação distribuída� om a entropia de ema-

ranhamento. Sendo as �utuações nos singletos loalizadas, podemos onsiderar os aglo-

merados de spins omo dois spins efetivos aoplados em um estado de singleto (agora não

perturbado). Supondo que um dos aglomerados esteja totalmente dentro do sub-sistema

a ser traçado enquanto o outro está totalmente fora, a entropia que devemos esperar é a

entropia de dois spins-1/2 em um estado de Bell quando um deles é traçado, ou seja, s = 1.

Dessa maneira, a operação de traçar um sub-sistema de tamanho L grande não leva em

onta as �utuações do singleto provoadas em pequenas esalas de omprimento, e ao fazer

a soma (6.34), os aglomerados que ruzam a fronteira do sub-sistema ontribuem somente

om efeitos de borda e, portanto, devem ser desprezíveis no limite L→∞, em aordo om

o resultado de Refael e Moore e os álulos de La�orenie [Refael 2004, La�orenie, 2005℄.





Capítulo 7

Conlusões

Neste trabalho, estudamos diversos sistemas interagentes de spins em baixa dimensiona-

lidade na preseça de desordem temperada. O método utilizado foi o método do grupo

de renormalização para desordem forte introduzido por Ma, Dasgupta e Hu e extensa-

mente utilizado para a obtenção da físia de baixas energias em diversos sistemas de spins

desordenados.

O primeiro sistema estudado foram as adeias de spins-1/2 AF's de duas pernas e zig-

zag (ver ap. 3). Devido à grande omplexidade do �uxo de renormalização, o estudo

foi onduzido essenialmente por simulações numérias. Conentramos nossa atenção na

estrutura topológia do sistema e a prinipal onlusão pode ser resumida de maneira

simples. Perto do ponto �xo, as esadas de spins renormalizam para uma adeia de spins.

Esta onlusão está bem ilustrada nas �gs. 3.3 e 3.7. Nos primeiros estágios do �uxo

de renormalização diversos aoplamentos de longo alane são gerados, mas à medida

que nos aproximamos do ponto �xo, somente os aoplamentos entre primeiros vizinhos

permaneem.

No aso da esada de duas pernas, a adeia orrespondente é uma adeia de spins-1/2

AF dimerizada, ou seja, a distribuição dos aoplamentos ímpares é diferente da distribuição

dos aoplamentos pares (ver seção 2.2). Esse sistema suporta duas fases omo mostrado na

�g. 3.4. Na região em que o expoente dinâmio é menor do que 1, o sistema se enontra na

fase de Haldane desordenada araterizada por um pseudo-"gap" de spin. Caso ontrário,

o sistema se enontra na fase de Gri�ths. Em ambas as fases o sistema é dimerizado e o

expoente dinâmio é não universal e dependente da desordem iniial.

No aso das esadas zig-zag, o sistema geralmente renormaliza para uma adeia de

spins om aoplamentos FM's e AF's desritas na seção 2.3 e o sistema se enontra na fase
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dos grandes spins, araterizada por um expoente dinâmio que, para desordem pequena e

grande frustração, é universal. Nos demais asos ele é não universal (ver �g. 3.11). Somente

para desordem e frustração su�ientemente pequenas é que a esada renormaliza para uma

adeia de spins-1/2 AF desordenada. Neste aso, o sistema se enontra na fase universal

dos singletos aleatórios (omo desrito na seção 2.1).

O segundo sistema a ser estudado foram as adeias isotrópias AF's desordenadas de

spins SU(N), om N ≥ 2. Generalizamos o método do grupo de renormalização para levar

em onta dizimações de spins uja simetria é a do grupo SU(N) e a representação irredutível

do operador de spin é totalmente anti-simétria. Resolvemos analitiamente as equações

de �uxo e desobrimos que tais sistemas são instáveis ontra a introdução de desordem e

são governados por um ponto �xo universal de desordem in�nita. A fase em questão é um

tipo de fase de singletos aleatórios ujos expoentes araterístios só dependem do grupo

de simetria envolvido.

Estudamos também a adeia AF desordenada de spins SU(4) anisotrópia. Aompa-

nhando a anisotropia ao longo do �uxo de renormalização, araterizamos o diagrama de

fases em função de sua média e de sua desordem (ver �g. 5.13). Para disutir o diagrama

de �uxo, devemos relembrar o que de�nimos omo anisotropia. O modelo em questão

pode ser visto omo duas adeias de spins-1/2 onetadas via um termo de quatro orpos

om simetria SU(2)⊗SU(2) (ver eq. (5.6)). A anisotropia, ∆i, é a razão entre o aopla-

mento intra-adeia, Ji, e o aoplamento inter-adeia, Ki. Vamos analisar o aso em que a

anisotropia é uniforme, i. e., ∆i = ∆ (onlusões análogas desrevem o aso mais geral).

Se o aoplamento intra-adeia é frao (∆ < 1), este renormaliza para zero e o sistema é

governado por um ponto �xo de desordem in�nita ujos expoentes araterístios são os

mesmos do ponto �xo isotrópio. Se ∆ > 1, o aoplamento inter-adeia renormaliza para

zero. Entretanto, há duas possibilidades de �uxo. Se ∆ > 3, as duas adeias se desaoplam

por ompleto e o ponto �xo de desordem in�nita é aquele araterístio do grupo SU(2).

Se 1 < ∆ < 3, apesar de Ki → 0, as adeias não se desaoplam porque aglomerados de

spins om simetria SU(4) são gerados nos primeiros estágios do �uxo de renormalização

(enquanto ∆ ainda era �nito). Tais aglomerados mudam o valor dos expoentes araterís-

tios, que são dependentes da anisotropia iniial. O ponto �xo isotrópio é instável ontra

a introdução de anisotropia e separa os dois pontos �xos desritos aima. Todos os pontos

�xos enontrados são de desordem in�nita e, portanto, universais, ou seja, os expoentes

araterístios são independentes da desordem iniial do sistema e somente no aso em que

1 < ∆ < 3 dependem da anisotropia.
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Finalmente, estudamos a amplitude da função de orrelação média da adeia de Hei-

senberg AF desordenada, ujo hamiltoniano é dado pela eq. (6.1). Supondo que o estado

fundamental seja uma oleção de singletos aleatórios não perturbados (ver seção 2.1), al-

ulamos que a amplitude deve ser universal e igual a 1/4. Além disso, ela está relaionada

om a amplitude da entropia de emaranhamento (ver eq. (6.29)), que, na linguagem de

teoria de ampos onforme, desempenharia o papel de arga entral �efetiva�. Entretanto,

os singletos �utuam. Tais �utuações são responsáveis por orrelações adiionais on�nadas

em pequenas esalas de omprimento que tornam a amplitude da função de orrelação

média não universal. Porém, diagonalizações exatas do modelo XX mostram que a função

de orrelação longitudinal tem amplitude universal e está de aordo om a nossa previsão

de 1/12. Mas a função orrelação transversal ontinua sendo não universal. Um outro

aspeto interessante que se fez presente foi o fato desta função de orrelação apresentar

(em módulo) magnitudes diferentes para spins afastados por distânias ímpares e pares.

Propondo uma função de orrelação teste (ver eq. (6.40)) no intuito de medir tal diferença,

veri�amos que esta é universal e está de aordo om a nossa previsão. Isto sugere que

as orrelações são �ompartilhadas� em aglomerados de pouos spins, ou seja, em grandes

esalas de omprimento, o sistema se divide em aglomerados de spins. Tais aglomerados

tem magnitude 1/2 e se aoplam aleatoriamente em estados de singletos não perturbados.

Este enário é ompatível om a universalidade da amplitude da entropia de emaranha-

mento veri�ada reentemente na literatura. Para sub-sistemas su�ientemente grandes, a

perturbação no singleto é meramente um efeito de borda, e portanto, negligeniável.

Enerramos �nalmente essa tese enfatizando que o método do grupo de renormaliza-

ção para desordem forte é uma ferramenta extremamente poderosa para estudar sistemas

desordenados e interagentes de baixa dimensionalidade. Este suesso se deve ao fato de

que a renormalização nos aoplamentos é originada nas �utuações quântias. Estas por

sua vez são de extrema importânia para sistemas rítios. Além disso, o proedimento

de renormalização é perturbativo e loal, ou seja, ele é tanto melhor quanto maior for a

desordem no sistema. Isto está relaionado om a natureza loalizada de sistemas desor-

denados unidimensionais. Em suma, o método de renormalização aqui utilizado onilia

perfeitamente as �utuações quântias e a natureza desordenada do sistema. Ao longo deste

trabalho desrevemos várias grandezas ujo omportamento exótio ertamente se deve à

presença onjunta desses dois ingredientes.





Apêndie A

Derivação da equação de normalização

SejaM uma matriz hermitianaN×N . Sejam {S(i)} os N2−1 geradores da RI fundamental

do grupo SU(N), onde i = 1, . . . , N2− 1. Logo, {S(i)} são N2− 1 matrizes hermitianas de

traço nulo e, portanto podemos fazer a seguinte deomposição,

M = m01N×N +
N2−1
∑

i=1

miS
(i). (A.1)

Usando a seguinte normalização

tr(SiSj) =
1

2
δi,j , (A.2)

as onstantes mi são failmente aluladas,

m0 =
1

N
tr(M)

e

mi = 2tr(MS(i)), se i �= 0.

ComoM é arbitrária, esolhemosM (δ,γ)
αβ = δα,δδβ,γ , onde δ e γ são dois números inteiros

quaisquer pertenentes ao intervalo [1, N ]. Note que a de�nição da matriz M depende da

esolha de δ e γ, mas para nossos propósitos não devemos impor uma esolha únia.
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Portanto, a eq. (A.1) torna-se

δα,δδβ,γ =
1

N
δδ,γδα,β + 2

∑

i

∑

µ,ν

δµ,δδν,γS
(i)
νµS

(i)
αβ ,

o que nos leva a
N2−1
∑

i=1

S
(i)
αβS

(i)
γδ =

1

2
(δα,δδβ,γ −

1

N
δδ,γδα,β), (A.3)

que é a equação de normalização desejada.



Apêndie B

Casimir de uma tabela de Young em

forma de Γ

Considere uma tabela Young na forma de Γ. Esta pode ser representada omo uma soma

de dois spins, um totalmente anti-simétrio e um totalmente simétrio [Coleman 2000℄,

Sf = f
†
αSαβfβ =

1
...

nf

e Sb = b
†
αSαβbβ = 1 · · · nb ,

onde
N
∑

α=1

f †αfα = nf , e
N
∑

α=1

b†αbα = nb.

A série de Clebsh-Gordan de Sf ⊗ Sb é igual à soma direta de duas tabelas de Young em

forma de Γ,

1
...

nf

⊗ 1 · · · nb =

1 1 · · · nb
...

nf

⊕

1 · · · nb

1
...

nf

.

Como temos duas possíveis representações para S = Sf +Sb, esperamos que o Casimir,

C(S), assuma dois valores distintos. A distinção entre qual Casimir está sendo alulado

(referente à primeira ou à segunda RI) �ará bem de�nida mais adiante quando de�nirmos

o operador Y . Por enquanto, basta a erteza de que estamos alulando o Casimir de uma

tabela de Young em forma de Γ.

Como C (S) = S
2 = S · S = Sf · Sf+2Sf · Sb+Sb · Sb, então, usando a eq. (A.3), temos
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que

C (S) =
(

f †αfβ + b
†
αbβ

)(

f †βfα + b
†
βbα

)

− 1

N

(

n2
f + 2nfnb + n

2
b

)

,

onde a soma sobre os índies α e β está implíita.

Calulando os termos,

f †αfβf
†
βfα = (δαβ − fβf †α)f †βfα = nf + (1− f †βfβ)f †αfα,

= nf + (N − nf )nf ,
b†αbβb

†
βbα = (bβb

†
α − δαβ)b†βbα = −nb + (1 + b†βbβ)b†αbα,

= −nb + (N + nb)nb,
f †αfβb

†
βbα = b

†
β(δαβ − fβf †α)bα,

= nb − b†βfβf †αbα,

enontramos que

2C(S) = − 1
N
Q2 +

(

n2
b − n2

f

)

+ (N + 1)Q− 2b†βfβf †αbα, (B.1)

onde de�nimos Q = nf +nb omo o operador número total de "aixas". De�nindo Y omo

a diferença entre o número de aixas vertiais e o número de aixas horizontais exetuando

a aixa de esquina (que é tanto horizontal quanto vertial), que pode ser representada

tanto por férmion quanto por bóson, podemos distingüir as duas RI's em questão. Para a

primeira, Y = nf − nb − 1, enquanto para a segunda, Y = nf − nb + 1. Devemos agora

relaionar esse operador om o operador b†βfβf
†
αbα na eq. (B.1).

Introduzindo os operadores

θ† =
∑

β

f †βbβ, e θ =
∑

β

b†βfβ,

que onvertem a aixa da esquina de bóson para férmion e vie-versa,

θ† :
b b

f
−→ f b

f
; θ :

f b

f
−→ b b

f
, podemos alular Y de maneira

únia.

Por exemplo, a tabela
f b

f
é esrita omo b†σf

†
+f

†
− |0〉, onde σ, + e − são 3 possíveis



Casimir de uma tabela de Young em forma de Γ 151

números quântios. Apliando θ nesse estado,

θ
(

b†σf
†
+f

†
− |0〉

)

= b†σ

(

b†+f
†
− − b†−f †+

)

|0〉 ,

porém, o estado orrespondente à tabela
b b

f
é 1√

3
b†σ

(

b†+f
†
− − b†−f †+

)

|0〉 . Ou seja, além

de um fator de normalização igual a
√
Q, os operadores θ e θ† nos forneem um meio

de distingüir uma representação da outra. Em partiular, note que Pf + Pb = 1, sendo

Pf = θ†θ/Q e Pb = θθ†/Q. Isto vem do fato que θ e θ† são operadores geradores do

"super-grupo" SU(1|1), om a álgebra

{θ†, θ} =
∑

α,β

f †αbαb
†
βfβ + b

†
βfβf

†
αbα,

=
∑

α=β

f †αbαb
†
βfβ + b

†
βfβf

†
αbα +

∑

α�=β
f †αbαb

†
βfβ + b

†
βfβf

†
αbα,

= nf + nb −
(

∑

α�=β
f †αfβb

†
βbα − f †αfβb†βbα

)

,

= Q.

A interpretação de Pf e Pb vem quando de�nimos o operador P = Pf − Pb. Este é

igual a +1 ou -1 dependendo se a �aixa� da esquina orresponde a um férmion ou a um

bóson, respetivamente.

Esrevendo onvenientemente o operador Y = nf − nb − P = nf − nb +
[

θ, θ†
]

/Q,

reesrevemos a eq. (B.1) omo

2C (S) = − 1
N
Q2 + (N + 1)Q+Q

(

nb − nf −
2

Q
θθ†

)

,

= − 1
N
Q2 +NQ−Q

(

nf − nb +
1

Q

[

θ, θ†
]

)

,

= Q

(

N − Y − Q
N

)

,

onde usamos que 2θθ† =
[

θ, θ†
]

+ Q entre a primeira e a segunda passagem. Portanto, o

Casimir de uma tabela de Young em forma de Γ é

C(Γ) = S
2 =

Q

2
(N − Y − Q

N
). (B.2)





Apêndie C

Derivação das equações de

renormalização

Neste apêndie, derivamos as relações de reorrênia desritas nas equações de renormali-

zação (4.10), (4.11), (4.12) e (4.13) do apítulo 4.

C.1 Renormalização em primeira ordem de teoria de

perturbação

Considere o hamiltoniano de quatro spins om simetria SU(N)

H = H0 +H1,

onde

H0 = J2S2 · S3 =
J2

2

∑

αβ

f †2αf2βf
†
3βf3α,

H1 = J1S1 · S2 + J3S3 · S4 =
J1

2

∑

αβ

f †1αf1βf
†
2βf2α +

J3

2

∑

αβ

f †3αf3βf
†
4βf4α,

onde negligeniamos os termos onstantes JiQiQi+1/2N , i = 1, 2 e 3, do lado direito das

equações aima. Supondo que J1 e J3 são muito menores que J2, iremos tratar H1 omo

uma perturbação de H0. Como Ji > 0, ∀i, e as RI's dos spins Si são totalmente anti-

simétrias, o multipleto fundamental de H0 tem a simetria de um spin SU(N) totalmente

anti-simétrio, S̃, onde Q̃ = Q2 +Q3, se Q2 +Q3 < N , aso ontrário, Q̃ = Q2 +Q3 −N .
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Por simpliidade e sem perda de generalidade, vamos supor que Q2 +Q3 < N .

Para denotar os estados físios, usaremos a representação fermi�nia. Por exemplo,

denotamos os estados de um spin S uja RI é totalmente anti-simétria om Q �aixas� por

|n1, n2, . . . , nN〉, onde ni = 0 ou 1 é o número de oupação do i-ésimo número quântio.

Tais estados estão restritos a
∑

ni = Q. Podemos simpli�ar a notação desses estados

por |α1, α2, . . . , αQ〉, onde αj india o j-ésimo número quântio oupado. Dessa forma,

denotamos os estados de S2 e S3 por |α1, . . . , αQ2
〉 e |β1, . . . , βQ3

〉, respetivamente.

O multipleto fundamental de H0 é failmente alulado anti-simetrizando-se os estados

formados pelo produto direto de |α1, . . . , αQ2
〉 ⊗ |β1, . . . , βQ3

〉, ou seja,

|α1, . . . , βQ3
〉0 = cte×Aα1,...,αQ2

,β1,...,βQ3
|α1, . . . , αQ2

; β1, . . . , βQ3
〉 ,

onde Aα1,...,αk
é o operador anti-simetrizador dos índies α1, . . . , αk, e cte é a onstate de

normalização. Note que o número total de parelas produzidas pela operação de anti-

simetrização no estado aima é igual a (Q2 +Q3)!. Como os números quântios do lado es-

querdo e/ou direito do ponto e vírgula já estão anti-simetrizados, muitas dessas (Q2 +Q3)!

parelas não são distintas. Por exemplo,

Aα1,α2,β |α1, α2; β〉 = |α1, α2; β〉+ |α2, β;α1〉+ |β, α1;α2〉
− |α2, α1; β〉 − |β, α2;α1〉 − |α1, β;α2〉 ,

= 2 (|α1, α2; β〉+ |α2, β;α1〉+ |β, α1;α2〉) .

No total, ada parela é repetida Q2!Q3! vezes. Logo, o número total de parelas distintas

produzidas pela apliação do anti-simetrizadorAα1,...,βQ3
no estado |α1, . . . , αQ2

; β1, . . . , βQ3
〉

é igual a (Q2 +Q3)!/Q2!Q3! =

(

Q2 +Q3

Q2

)

. De�nindo A
′

α1,...,αQ2
;β1,...,βQ3

omo um ope-

rador anti-simetrizador que gera somente parelas distintas, ou seja, A
′

α1,...,αQ2
;β1,...,βQ3

≡
Aα1,...,αQ2

;β1,...,βQ3
/Q2!Q3!, reesrevemos o estado fundamental da seguinte forma,

|α1, . . . , βQ3
〉0 =

A
′

α1,...,αQ2
;β1,...,βQ3

√

√

√

√

(

Q2 +Q3

Q2

)

|α1, . . . , αQ2
; β1, . . . , βQ3

〉 .

Note que os índies αi e βj são distintos entre si ∀ i, j.
Em primeira ordem de teoria de perturbação, obtém-se o hamiltoniano efetivo proje-
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tandoH1 no sub-espaço fundamental degenerado desrito aima. Por isso, devemos alular

o seguinte elemento de matriz

Ma
′
,a =

0

〈

m
′

;α
′

1, . . . , β
′

Q3

∣

∣

∣
S1 · S2

∣

∣

∣
m ;α1, . . . , βQ3

〉

0
,

= c(Q̃, Q2, Q3) 0

〈

m
′

;α
′

1, . . . , β
′

Q3

∣

∣

∣
S1 · S̃

∣

∣

∣
m ;α1, . . . , βQ3

〉

0
,

onde |m〉 denota os vetores orrespondentes a S1. A última passagem será demonstrada

ao longo deste apêndie, onde também alularemos c(Q̃, Q2, Q3) e mostraremos que este

independe do elemento de matriz. Dessa maneira,

Hef = J̃1S1 · S̃+ J̃3S̃ · S4, (C.1)

onde J̃1 = c(Q̃, Q2, Q3)J1 e J̃3 = c(Q̃, Q3, Q2)J3. Para alular c(Q̃, Q2, Q3), iremos alular

todos os elementos de matriz 0

〈

m
′

;α
′

1, . . . , β
′

Q3

∣

∣S1 · S2

∣

∣m ;α1, . . . , βQ3

〉

0
e, em seguida,

alularemos todos os elementos de matriz 0

〈

m
′

;α
′

1, . . . , β
′

Q3

∣

∣S1 ·S̃
∣

∣m;α1, . . . , βQ3

〉

0
. Dessa

forma, poderemos veri�ar que tais matrizes são proporionais.

Primeiramente, alularemos um elemento qualquer da diagonal,

Ma,a = 〈m| f †1αf1β |m〉 0
〈α1, . . . , βQ3

| f †2βf2α |α1, . . . , βQ3
〉0 ,

onde a soma sobre os índies α e β está implíita e a = {α1, . . . , βQ3
}, denota o seqüênia

de valores referente à a-ésima linha ou oluna da matriz M . Os únios termos não nulos,

são aqueles em que α = β, o que resulta em

Ma,a =

[(

Q2 +Q3

Q2

)]−1

λ 〈m|
(

f †1α1
f1α1

+ · · ·+ f †1βQ3

f1βQ3

)

|m〉 ,

onde

λ =

(

Q2 − 1 +Q3

Q2 − 1

)

, (C.2)

é o número de parelas da série A
′

α1,...,αQ2
;β1,...,βQ3

|α1, . . . , αQ2
; β1, . . . , βQ3

〉 em que, por
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exemplo, o número quântio α1 aparee do lado esquerdo do ponto e vírgula. Logo,

Ma,a =
Q2

Q2 +Q3
〈m|

(

f †1α1
f1α1

+ · · ·+ f †1βQ3

f1βQ3

)

|m〉 .

Mas

〈m|
(

f †1α1
f1α1

+ · · ·+ f †1βQ3

f1βQ3

)

|m〉 = 〈m| f †1αf1β |m〉 δα,β,

= 〈m| f †1αf1β |m〉×
0〈α1, . . . , βQ3

| f̃ †β f̃α |α1, . . . , βQ3
〉0 ,

uma vez que |α1, . . . , βQ3
〉0 é auto-estado do operador número f̃ †αf̃α. Note que a soma sobre

os índies α e β está, novamente, implíita do lado direito da equação. Logo,

c(Q̃, Q2, Q3) =
Q2

Q2 +Q3
, (C.3)

para qualquer elemento da diagonal.

Devemos agora alular um elemento fora da diagonal,

Ma′ ,a =
〈

m
′
∣

∣

∣
f †1αf1β

∣

∣

∣
m
〉

0

〈

α
′

1, . . . , β
′

Q3

∣

∣

∣
f †2βf2α

∣

∣

∣
α1, . . . , βQ3

〉

0
,

onde m �= m
′

e a seqüênia
{

α
′

1, . . . , β
′

Q3

}

�= {α1, . . . , βQ3
}. Para tal, devemos saber

alular
〈

α
′

1, . . . , α
′

Q2
; β

′

1, . . . , β
′

Q3

∣

∣

∣
f †2βf2α

∣

∣

∣
α1, . . . , αQ2

; β1, . . . , βQ3

〉

.

Como o operador f †2βf2α só atua sobre os índies do lado esquerdo do ponto e vírgula das

parelas aima, então a seqüênia de índies do lado direito do ponto e vírgula da parela

|α1, . . . , αQ2
; β1, . . . , βQ3

〉 tem que ser igual à seqüênia de índies do lado direito do ponto

e vírgula da parela
∣

∣α
′

1, . . . , α
′

Q2
; β

′

1, . . . , β
′

Q3

〉

, ou seja,
{

β
′

1, . . . , β
′

Q3

}

= {β1, . . . , βQ3
}, aso

ontrário, a ontração é nula e não ontribui para Ma′ ,a. E omo o operador f †2βf2α,

muda no máximo a oupação de um únio número quântio, as seqüênias
{

α
′

1, . . . , β
′

Q3

}

e {α1, . . . , βQ3
} devem diferir, exatamente, em um únio índie (se não diferissem em pelo

menos um índie, estaríamos alulando os elementos diagonais).
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Suponhamos agora, e sem perda de generalização, que

Ma′ ,a =
〈

m
′
∣

∣

∣
f †1αf1β

∣

∣

∣
m
〉

0

〈

α
′

1, α2, . . . , βQ3

∣

∣

∣
f †2βf2α

∣

∣

∣
α1, α2, . . . , βQ3

〉

0
,

ou seja, as seqüênias
{

α
′

1, . . . , β
′

Q3

}

e {α1, . . . , βQ3
} são tais que α1 �= α′

1, α
′

i = αi, ∀i �= 1
e β

′

j = βj , ∀j. Portanto, os únios termos que ontribuem para Ma′ ,a são aqueles em que

α = α1 e β = α
′

1. Logo,

Ma′ ,a =

[(

Q2 +Q3

Q2

)]−1

λ
〈

m
′
∣

∣

∣ f
†
1α1
f1α′

1

∣

∣

∣m
〉

,

onde λ (ver eq. (C.2)) é o número de parelas do "ket" |α1, α2, . . . , βQ3
〉0 em que o índie

α1 se enontra do lado esquerdo do ponto e vírgula. Note que sempre há uma parela do

"bra" 0

〈

α
′

1, α2, . . . , βQ3

∣

∣ respetiva à tal parela do "ket"
∣

∣α1, α2, . . . , βQ3

〉

0
para que possa

haver a ontração.

Além disso,

〈

m
′
∣

∣

∣
f †1α1

f1α′

1

∣

∣

∣
m
〉

=
〈

m
′
∣

∣

∣
f †1αf1β

∣

∣

∣
m
〉

×

0

〈

α
′

1, α2, . . . , βQ3

∣

∣

∣
f̃ †β f̃α

∣

∣

∣
α1, α2, . . . , βQ3

〉

0
.

Dessa forma, veri�amos que a onstante de proporionalidade entre os elementos de matriz

fora da diagonal é igual à onstante de proporionalidade entre os elementos de matriz da

diagonal (f. eq. (C.3)),

c(Q̃, Q2, Q3) =
Q2

Q2 +Q3
.

C.2 Renormalização em segunda ordem de teoria de

perturbação

No aso em que Q2+Q3 = N , o estado fundamental é um singleto e, portanto o hamiltoni-

ano efetivo, eq. (C.1), é nulo. Para obter um aoplamento não nulo entre S1 e S4, devemos
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tratar H1 em segunda ordem de teoria de perturbação

Hef

m′ ,m
=
∑

i�=0

〈

0
′
∣

∣H1

∣

∣i
〉 〈

i
∣

∣H1

∣

∣0
〉

E0 −Ei
,

onde

|0〉 = |m1〉 ⊗ |α1, . . . , αQ2
; β1, . . . , βQ3

〉0 ⊗ |m4〉 , (C.4)

é o estado fundamental de H0, a soma é sobre todos os estados exitados |i〉, uja energia

não pertubada é Ei. O únio termo não nulo desta soma é aquele em que |i〉 se refere ao

primeiro estado exitado, que na série de Clebsh-Gordan de

1
...

Q2

⊗
1
...

Q3

é representado

pela tabela de Young em forma de Γ ontendo N
′

= N − 1 aixas na primeira oluna e

uma na segunda,

1
...

N
′

.1 A diferença de energia entre este e o estado fundamental é,

f. eq. (4.7), J2/2N . Dessa maneira,

Hef = − 2

J2N

∑

i

〈0|H1 |i〉 〈i|H1 |0〉 = −
2N

J2
〈0|H2

1 |0〉 ,

já que 〈0|H1 |0〉 = 0. Como não há nenhum aoplamento om outros spins, somente os

termos proporionais a J1J3 ontribuem para Hef . Os termos proporionais a J2
1 e J2

3

resultam em um desloamento global da energia que, para os nossos propósitos, pode ser

negligeniado. Logo,

Hef = − 2

J2N
× J1J3

4
〈0| f †1αf1βf †2βf2αf †3γf3δf †4δf4γ + h.. |0〉 ,

onde a soma sobre os índies α, β, γ e δ está implíita. Note que os únios termos não

nulos são aqueles em que α = β e γ = δ, ou α = γ e β = δ, porque os índies αi e βj
são todos distintos entre si, perorrem todos os números quântios possíveis (lembre-se que

1 Na verdade, não temos uma prova para tal a�rmação e a assumimos omo uma onjetura. Esta é
verdadeira para o grupo SU(2) (ver ref. [Westerberg 1995℄), e foi veri�ada por nós para o aso SU(4) na
dizimação de duas RI's auto onjugadas,

⊗ = 1 ⊕ ⊕ , ou seja, em segunda ordem de teoria de perturbação o singleto não é

�ligado� ao multipleto .
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Q2 + Q3 = N) e estão anti-simetrizados entre si (f. eq. (C.4)). Logo, Hef deve ter a

seguinte forma,

Hef

m
′
,m
= − 2

J2N
× J1J3

4

〈

m
′

1;m
′

4

∣

∣

∣

2× ǫ
(

N

Q2

)

∑

α,β

f †1αf1βf
†
4βf4α

∣

∣

∣
m1;m4

〉

+ cte,

onde o fator 2 vem da soma sobre o termo onjugado, ǫ é o número de vezes em que ada

termo f †1αf1βf
†
4βf4α é gerado quando das inúmeras ontrações presentes em

0〈α1, . . . , βQ3
| f †2βf2αf †3γf3δ |α1, . . . , βQ3

〉0, o fator numério

(

N

Q2

)

vem da normalização

do estado |α1, . . . , βQ3
〉0 e cte é um termo onstante que pode ser desprezado. Este último

vem da soma sobre termos em que α = β e γ = δ dando origem a um termo proporional

a Q1Q4.

Iremos agora ontabilizar os termos de

0
〈α1, . . . , βQ3

| f †2βf2αf †3γf3δ |α1, . . . , βQ3
〉0 ,

e dessa maneira provar a a�rmação aima e alular ǫ.

Para tal, ontaremos o número de vezes que o termo, por exemplo, f †1α1
f1β1

f †4β1
f4α1

é

gerado. Este vem da ontração de quando α = γ = α1 e β = δ = β1. Portanto, devemos

alular

0
〈α1, . . . , βQ3

| f †2β1
f2α1

f †3α1
f3β1

|α1, . . . , βQ3
〉0 .

Lembre-se que |α1, . . . , βQ3
〉0 é uma ombinação linear das parelas anti-simetrizadas de

|α1, . . . , αQ2
; β1, . . . , βQ3

〉. Dessa forma, as únias que ontribuem são aquelas em que os

índies α1 e β1 estão do lado esquerdo e direito do ponto e vírgula, respetivamente. No

total, são

(

Q2 − 1 +Q3 − 1
Q2 − 1

)

parelas. Como a operação de f †2β1
f2α1

f †3α1
f3β1

permuta

os índies α1 e β1, e a parela resultante se ontrai om aquela que já foi anti-simetrizada

pelo operador A
′

α1,...,αQ2
;β1,...,βQ3

e omo houve apenas uma troa de índies, um sinal ne-

gativo deve ser levado em onta. Assim, onluímos que o termo f †1α1
f1β1

f †4β1
f4α1

deve ser

multipliado por

ǫ = −
(

Q2 − 1 +Q3 − 1
Q2 − 1

)

= −
(

N − 2
Q2 − 1

)

.
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Como não há nenhuma restrição sobre os índies α1 e β1 (além de que α1 �= β1), este

mesmo pré-fator multiplia todos os termos f †1αf1βf
†
4βf4α, restritos a α �= β.

Surgem ainda outros termos, esses são do tipo f †1αf1αf
†
4αf4α. Para ontá-los, devemos

alular o número de vezes que aparee, por exemplo, o termo f †1α1
f1α1

f †4α1
f4α1

, ou seja,

devemos alular

0
〈α1, . . . , βQ3

| f †2α1
f2α1

f †3α1
f3α1

|α1, . . . , βQ3
〉0 .

Como o índie α1 não pode estar dos dois lados do ponto e vírgula das parelas do vetor

|α1, . . . , βQ3
〉0, então a quantidade aima é nula.

Resta ainda ontar os termos do tipo f †1αf1αf
†
4βf4β . Foquemos nossa antenção no termo

f †1α1
f1α1

f †4β1
f4β1

, por exemplo. Este vem de quando α = β = α1 e γ = δ = β1, portanto

devemos alular

0
〈α1, . . . , βQ3

| f †2α1
f2α1

f †3β1
f3β1

|α1, . . . , βQ3
〉0 .

As únias parelas que ontribuem são aquelas em que os índies α1 e β1 estão do lado es-

querdo e direito do ponto e vírgula, respetivamente. No total, são

(

Q2 − 1 +Q3 − 1
Q2 − 1

)

parelas. Como a operação de f †2α1
f2α1

f †3β1
f3β1

não permuta os índies α1 e β1, a par-

ela resultante se ontrai om o bra orrespondente. Assim, onluímos que o termo

f †1α1
f1α1

f †4β1
f4β1

deve ser multipliado por

ǫ = −
(

Q2 − 1 +Q3 − 1
Q2 − 1

)

= −
(

N − 2
Q2 − 1

)

.

Como não há mais nenhum termo a ser ontabilizado,

Hef

m′ ,m
=
J̃

2

〈

m
′

1;m
′

4

∣

∣

∣

(

∑

α�=β
f †1αf1βf

†
4βf4α −

∑

α�=β
f †1αf1αf

†
4βf4β

)

∣

∣

∣
m1;m4

〉

,

onde

J̃ = − 2

J2N
× J1J3

2
× 2ǫ
(

N

Q2

) =
2Q2Q3

N2 (N − 1) ×
J1J3

J2
.
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Finalmente, omo

∑

α�=β

(

f †1αf1βf
†
4βf4α − f †1αf1αf †4βf4β

)

=
∑

α,β

f †1αf1βf
†
4βf4α − f †1αf1αf †4βf4β −

∑

α=β

f †1αf1βf
†
4βf4α − f †1αf1αf †4βf4β ,

=
∑

α,β

f †1αf1βf
†
4βf4α − f †1αf1αf †4βf4β ,

=
∑

α,β

f †1αf1βf
†
4βf4α −Q1Q4,

então, negligeniando os termos onstantes,

Hef =
J̃

2

∑

α,β

f †1αf1βf
†
4βf4α,

= J̃S1 · S4.





Apêndie D

Equações de �uxo

Neste apêndie, estão listadas as soluções das equações de �uxo das distribuições de ao-

plamentos.

D.1 Distribuição de ponto �xo

Nesta seção, resolvemos a equação que dita o �uxo de renormalização da distribuição de

onstantes de aoplamento P (J) de uma adeia de spins SU(N),

− ∂

∂Ω
P (J ; Ω) = qP (Ω)P (J) + pP (Ω)

∫

dJ1dJ3P (J1)P (J3)δ

(

J − J1J3

Ω

)

, (D.1)

onde p = 1/ (N − 1) e q = 1− p são as probabilidades de oorrênia de uma dizimação em

segunda e primeira ordem de teoria de perturbação, respetivamente.

O método do GR nos diz que devemos prourar por pontos �xos da seguinte maneira.

Diminua a esala de energia de Ω para Ω− dΩ e reesale apropriadamente os parâmetros

do sistema em função da esala de energia. O ponto �xo é enontrado quando os valores

desses parâmetros não mudam quando se diminui a esala de energia, ou seja, os parâ-

metros apropriadamente reesalados om a energia são onstantes ao longo do �uxo de

renormalização. Para realizar essa tarefa, devemos reesalar as onstantes de aoplamento

J em função da esala de energia. Tal reesalonamento não é trivial, e por isso faremos

antes a seguinte mudança de variáveis,

{

Γ = − ln Ω,
ζ = ln (Ω/J) ,

(D.2)

163



164 D.1 Distribuição de ponto �xo

om Ω0 = 1. Dessa forma a equação de reorrênia para a variável ζ é dada por

ζ̃i = ζi, i = 1 ou 3, (D.3)

ζ̃ = ζ1 + ζ3, (D.4)

quando da dizimação do aoplamento �2� em primeira e segunda ordem, respetivamente.

A equação de �uxo (D.1) se torna,

∂

∂Γ
ρ(ζ ; Γ) =

∂

∂ζ
ρ+ qρ(ζ)ρ0 + pρ0

∫

dζ1dζ3ρ(ζ1)ρ(ζ3)δ (ζ − ζ1 − ζ3) , (D.5)

onde ρ(ζ ; Γ) = JP (J ; Ω), e ρ0 = ρ (0; Γ). Note que a relação de reorrênia J̃ = J1J3/Ω

se torna uma simples relação aditiva ζ̃ = ζ1 + ζ3. Por isso, essa mudança de variáveis é

apropriada.

Um reesalonamento apropriado é,

η =
ζ

Γk
.

Sendo R(η; Γ) = Γkρ(ζ ; Γ), a equação de �uxo (D.5) torna-se

Γ
∂

∂Γ
R(η; Γ) = k

[

R+ η
∂

∂η
R

]

+ Γ1−k
[

∂

∂η
R +R0 (qR + pR ⊗R)

]

, (D.6)

onde R0 = R(0; Γ) e R⊗R =
∫ η

0
dη

′

R(η
′

)R(η−η′

). No limite em que Γ→∞, a distribuição

de ponto �xo não deve depender de Γ [Fisher 1974℄, portanto o lado esquerdo da equação

(D.6) aima deve ser nulo. Se k > 1, o primeiro termo do lado direito da eq. (D.6) deve ser

nulo o que nos leva a uma solução não normalizável: R ∼ 1/η. Se k < 1, o segundo termo

do lado direito da eq. (D.6) deve ser nulo, o que nos leva a soluções não físias porque R

osila em sinal. Logo, k = 1 e, portanto,

Γ
∂

∂Γ
R∗ (η; Γ) = R∗ + (1 + η)

∂

∂η
R∗ + qR∗

0R
∗ + pR∗

0R
∗ ⊗R∗ = 0 (D.7)

uja solução é

R∗(η) =
1

p
θ(η)e−η/p. (D.8)
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Retornando às variáveis originais,

ρ∗(ζ ; Γ) =
θ(ζ)

pΓ
e−ζ/pΓ, =⇒ P ∗(J ; Ω) =

α

Ω

(

Ω

J

)1−α
θ(Ω− J), (D.9)

om α = 1/ (pΓ).

D.2 Estabilidade da distribuição de ponto �xo

Para estudar a estabilidade da solução de ponto �xo eq. (D.8), devemos estudar o ompor-

tamento de uma função R qualquer, "próxima" de R∗, na eq. (D.6). (Tal proedimento é

análogo ao realizado por Fisher quando este estudou a distribuição de ponto �xo para as

adeias de spin SU(2) [Fisher 1994℄.)

Γ
∂

∂Γ
R(η; Γ) = R + (1 + η)

∂

∂η
R +R0 (qR + pR⊗ R) .

De�nindo r (η; Γ) = R−R∗ e linearizando a equação de �uxo om respeito a r (η),

Γ
∂

∂Γ
r = r + (1 + η)

∂

∂η
r +R∗

0 (qr + pr ⊗R∗ + pR∗ ⊗ r)

+r0 (qR
∗ + pR∗ ⊗R∗) +O(r2),

onde r0 = r(0; Γ). Simpli�ando a equação aima,

Γ
∂

∂Γ
r =

(

1 +
q

p

)

r + (1 + η)
∂

∂η
r +

2

p
r ⊗ e−η/p + r0

p
(q + η) e−η/p.

Supondo que r tenha a seguinte forma,

r (η; Γ) = fλ(η)e
−η/pΓλ,

enontramos seguinte equação para fλ(η),

0 = −
(

λ+
η

p

)

fλ + (1 + η)
∂

∂η
fλ +

2

p

∫ η

0

dη
′

fλ(η
′

) +
q + η

p
fλ(0).
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A equação aima pode ser resolvida usando o método de Frobenius,

fλ(η) =
∞
∑

n=0

anη
n+m,

onde m ≥ 0, uma vez que
∫∞
0
dηr(η) = 0. Dessa maneira,

−
(

λ+
η

p

)

∑

anη
n+m + (1 + η)

∑

an(n+m)η
n+m−1

+
2

p

∑ anη
n+m+1

n +m+ 1
+
q + η

p
a0δm,0 = 0.

Agrupando os termos de forma adequada,

q + η

p
a0δm,0 + a0mη

m−1 + (a0(m− λ) + a1(m+ 1)) η
m

+

∞
∑

n=0

[

1

p

(

2

n+m+ 1
− 1

)

an + (n +m+ 1− λ) an+1

+(n+m+ 2)an+2] η
n+m+1 = 0.

Como a0 �= 0, então m = 0. Logo, as relações de reorrênia são















(

q
p
− λ

)

a0 + a1 = 0,

2
p
a0 + (1− λ) a1 + 2a2 = 0,

1
p

(

2
n+1

− 1
)

an + (n+ 1− λ) an+1 + (n+ 2)an+2 = 0, se n ≥ 1,

que nos levam ao seguinte resultado,

a1 =

(

λ− q
p

)

a0; a2 =
1
2
(λ+ 1)

(

λ− 1− 1
p

)

a0;

a3 =
1

3
(λ− 2) a2; a4 =

(

1
p
+ (λ− 3) (λ− 2)

)

a2
3
; . . .

Como
∫

r (η)dη = 0, então,

∫

dηfλe−η/p =
∞
∑

n=0

n!pn+1an = 0.
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Dessa forma, devemos impor um "ut-o�" na série de Frobenius. Este se dá impondo

a2 = 0 e, portanto ai = 0, ∀i ≥ 2. Dessa maneira











λ = −1,
ou

λ = 1 + 1/p.

A primeira solução implia que a1 = −a0/p, enquanto a segunda implia que a1 = 2a0.

Como devemos satisfazer a ondição de normalização de r,

p (a0 + pa1) = 0,

a segunda solução é desartada. Logo,

r(η) =

(

1− 1
p
η

)

a0e
−η/pΓλ, onde λ = −1.

Como só exite uma solução om auto-valor λ negativo, onluímos que a distribuição de

ponto �xo R∗ (D.8) é estável e bem omportada.

D.3 Distribuição de omprimentos das onexões

Considere agora a equação de �uxo de renormalização para a distribuição onjunta das

variáveis de energia, J , e omprimento, l, eq. (4.33),

− ∂

∂Ω
P = qP (J, l)P (Ω, l) + 2q

∫

dl1dl2P (J, l1)P (Ω, l2) δ

(

l − l1 −
l2
2

)

+p

∫

dl1dl2dl3dJ1dJ3P (Ω, l2)P (J1, l1)P (J3, l3)×

×δ
(

J − J1J3

Ω

)

δ (l − l1 − l2 − l3) .

Fazendo a onveniente mudança de variáveis eq. (D.2), a equação de �uxo torna-se,

∂

∂Γ
ρ =

∂

∂ζ
ρ− qρ (ζ, l)ρζ (0) + 2q

∫

dl1dl2ρ (ζ, l1) ρ (0, l2) δ

(

l − l1 −
l2
2

)

+p

∫

dl1dl2dl3ρ (0, l2) ρ (·, l1)
ζ
⊗ ρ (·, l3) δ (l − l1 − l2 − l3) ,
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om ρ (ζ, l; Γ) = JP (J, l; Ω), onde os pontos dizem respeito à variável a ser onvoluida

ρ (·, l1)
ζ
⊗ ρ (·, l3) =

∫

dζ1dζ3ρ (ζ1, l1) ρ (ζ3, l3) δ (ζ − ζ1 − ζ3) e ρζ (ζ) =
∫

ρ (ζ, l) dl. Prou-

rando por pontos �xos, reesalamos

η = ζ/Γ, and λ = l/Γκ,

onde κ dever ser ajustado para obtermos soluções bem omportadas. Entretanto, da

eq. (4.25), esperamos que κ = N . Como ρ (ζ, l; Γ) = R (η, λ; Γ) /Γκ+1, temos que

Γ
∂R

∂Γ
= (κ+ 1)R+ (1 + η)

∂

∂η
R+ κλ

∂

∂λ
R− qRη (0)R (η, λ)

+2q

∫

dλ1dλ2R (η, λ1)R (0, λ2) δ

(

λ− λ1 −
1

2
λ2

)

(D.10)

+p

∫

dλ1dλ2dλ3R (0, λ2)R (·, λ1)
η
⊗R (·, λ3) δ (λ− λ1 − λ2 − λ3) .

Fazendo a seguinte transformada de Laplae,

R̂ (η, y) =

∫ ∞

0

e−yλR (η, λ) dλ,

a equação de �uxo (D.10) no ponto �xo torna-se

0 =

(

1− q
p

)

R̂+ (1 + η)
∂R̂

∂η
− κy∂R̂

∂y

+2qR̂
(

0,
y

2

)

R̂ (η, y) + pR̂ (0, y) R̂ (·, y)
η
⊗ R̂ (·, y) ,

uma vez que as soluções de ponto �xo não dependem de Γ.

Nós então tentamos uma solução da forma exp {f1 (y) + f2 (y) η − η/p} /p om as on-

dições de ontorno f1 (0) = f2 (0) = 0 que vêm de R̂ (η, 0) = R∗ (η), e ahamos que f1 deve

satisfazer

0 = κ2y2 d
2

dy2
f1 (y) + κ (κ− 1) y

d

dy
f1 (y)−

e2f1

p

−2κq
p
ef1(y/2) d

dy
f1 (y/2) + 2

q

p
ef1(y/2) − q

p
+ 1, (D.11)
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e otemos f2 a partir de

f2 = κy
d

dy
f1 (y) + 2

q

p

(

1− ef1(y/2)
)

.

Note que as ondições de ontorno �xam f1 a menos de uma onstante multipliativa em

y que orresponde a um reesalonamento global das variáveis de omprimento.

Se onseguíssemos resolver a eq. (D.11), a distribuição de omprimento das onexões

poderia ser obtida integrando R̂ sobre a variável η e tomando a transfomada de Laplae

inversa do resultado. Dessa forma,

Pr (l; Γ) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

ef1(y)

p
(

1
p
− f2 (y)

)eyλdλ ∼ ey∗l/Γκ

, (D.12)

onde y∗ é a raiz da equação f2 (y∗) = 1/p mais próxima da origem no plano omplexo de

y.

Prourando pelo omportamento de Pr (l; Γ) no limite de longas esalas de ompri-

mento, esperamos que a prinipal ontribuição para a integral na eq. (D.12) venha de

y ≪ 1. Então, supondo que f1 é bem omportada nesse limite, podemos aproximar f1 ≈ ay
na equação de ponto �xo (D.11), o que nos leva a

a (κ+ 1) (κ−N) y +O
(

y2
)

= 0.

Como esperado, κ = N , e y∗ ≈ (N − 1) /2a.

Se ompararmos essa solução om a de Fisher para o aso SU(2) (ver ref. [Fisher 1994℄),

enontramos que f1 = ln
(√
y/ sinh

√
y
)

≈ −y/6, o que implia em y∗ = −3. Entretanto,

o resultado exato da integração da eq. (D.11) é Pr ∼ exp {−π2l/ (4Γ2)} [Fisher 1994℄, ou

seja, a solução aproximada (D.12) é exponenialmente diferente da solução exata. Isto é

devido ao reesalonamento global na variável y. Note que y → te × y preserva qualquer

solução da eq. (D.11). O prinipal resultado é que κ = N e a deve ser negativo e inde-

pendente de Γ. Este último dá suporte para a nossa generalização do argumento de Fisher

para alular a função de orrelação típia (ver eq. (4.29)), bem omo o omprimento de

orrelação térmio médio (ver eq. (4.32)).
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D.4 Distribuição de ponto �xo om variáveis auxiliares

Nesta seção, alulamos o omportamento de esala de alguns momentos da distribuição

de variáveis auxiliares.

De�nimos omo variável auxiliar, aquela que se modi�a junto om a variável ζ durante

o �uxo de renormalização. Considere a variável x que não se renormaliza em proedimentos

de dizimação de primeira ordem em teoria de perturbação (tal omo ζ) e que em proedi-

mentos de dizimação de segunda ordem em teoria de pertubação se renormaliza omo

x̃ = x1 + x3 +Υx2, (D.13)

onde Υ é um número real, e a dizimação simultânea na variável ζ é aquela desrita pela

eq. (D.4). Dessa maneira, a equação de �uxo para a distribuição ρ (ζ, x; Γ) torna-se

∂

∂Γ
ρ =

∂

∂ζ
ρ+ qρ (ζ, x)ρζ (0, x) + p

∫

dx1dx2dx3dζ1dζ3ρ (0, x2)×

ρ (ζ1, x1) ρ (ζ3, x3) δ (ζ − ζ1 − ζ3) δ (x− x1 − x3 −Υx2) , (D.14)

onde p (q) é a probabilidade de oorrênia de uma dizimação em segunda (primeira) ordem

de teoria de perturbação.

Reesalando as variáveis ζ e x,

η = ζ/Γ, χ = x/Γγ ,

onde γ deve ser determinado prourando soluções que apresentem invariânia de esala, a

equação de ponto �xo se torna

Γ
∂R∗

∂Γ
= (1 + γ)R∗ + (1 + η)

∂R∗

∂η
+ γχ

∂R∗

∂χ
+ qR∗R∗

η (0) + p

∫

dχ2R
∗ (0, χ2)

∫ ∫

dχ1dχ3R
∗ (·, χ1)

η
⊗ R∗ (·, χ3) δ (χ− χ1 − χ3 −Υχ2) = 0, (D.15)

onde ρ (ζ, x; Γ) = R (η, χ; Γ) /Γγ+1, Rη =
∫

Rdχ = e−η/p/p, e os pontos denotam a variável

de onvolução η, R (·)
η
⊗ R (·) =

∫ η

0
R
(

η
′
)

R
(

η − η′
)

dη
′

.

Podemos analisar os momentos da distribuição ondiional de χ

Ms (η) ≡
1

Rη (η)

∫

χsR (η, χ) dχ,
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a partir da equação (D.15). Multipliando-se por χs e integrando em χ,

−
(

γs+
η

p

)

Ms + (1 + η)
∂

∂η
Ms +

1

p
Fs (η) = 0, (D.16)

om

Fs (η) = p3eη/p
∫

dχ

∫

dχ1

∫

dχ2

∫

dχ3 χ
sQ (0, χ2)

×Q (·, χ1)
η
⊗ Q (·, χ3) δ (χ− χ1 − χ3 −Υχ2) .

Dessa maneira, os momentos podem ser alulados iterativamente em s uma vez que,

F0 (η) = η,

F1 (η) = 2M1 ⊗ 1 + ΥηM1 (0) ,

F2 (η) = 2M2 ⊗ 1 + 4ΥM1 (0)M1 ⊗ 1 + 2M1 ⊗M1 +Υ
2ηM2 (0) ,

(D.17)

e assim por diante.

Devemos agora distinguir dois asos, dependendo se a distribuição é simétria ou não

em x.

D.4.1 Caso assimétrio

Nesta seção, alulamos o momento M1 (η) no aso assimétrio. Este deve satisfazer a

equação

−
(

γ +
η

p

)

M1 + (1 + η)
∂

∂η
M1 +

2

p

∫ η

0

M1

(

η
′
)

dη
′

+
Υη

p
M1 (0) = 0, (D.18)

ou, difereniando om relação a η,

(1 + η)
∂2

∂η2
M1 +

(

1− γ − η
p

)

∂

∂η
M1 −

1

p
M1 (η) +

Υ

p
M1 (0) = 0, (D.19)

om a seguinte ondição de ontorno,

∂

∂η
M1

∣

∣

∣

∣

η=0

− γM1 (0) = 0. (D.20)

Resolvendo a equação (D.19) pelo método de Frobenius, enontramos as seguintes so-
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luções linearmente independentes,

Ma
1 (η) = 1 +

Υ + 1

p (γ − 1)η,

M b
1 (η) ∼ exp {η/p} , para η ≫ 1.

A solução M b
1 não possui realidade físia, uma vez que ela só poderia ser originada de

distribuições iniiais om χ's muito grandes assoiados a grandes η's. Portanto M1 ∝Ma
1 .

Para que a ondição (D.20) seja satisfeita, é neessário que

γ (γ − 1) = Υ + 1

p
,

resultando no seguinte exponente de esala

γass =
1

2

(

1 +

√

1 +
4

p
(1 + Υ)

)

. (D.21)

A solução om γ < 0 não é �sía porque, tipiamente, x deve reser sob o �uxo de

renormalização.

D.4.2 Caso simétrio

Nesta seção, alulamos o momentoM2 (η) no aso em que a distribuição de x é simétria.

Pelas equações (D.16) e (D.17),

−
(

2γ +
η

p

)

M2 + (1 + η)
∂

∂η
M2 +

2

p

∫ η

0

M2

(

η
′
)

dη
′

+
Υ2

p
ηM2 (0) = 0, (D.22)

onde usamos que Ms (η) = 0 para s ímpar, uma vez que a distribuição é simétria. Note

que a equação (D.22) tem a mesma forma que a equação (D.18) om γ indo em 2γ e Υ

indo em Υ2. Portanto, a solução bem omportada para M2 é

M2 = 1 +
Υ2 + 1

p (2γ − 1)η,

onde

γsim =
1

4

(

1 +

√

1 +
4

p
(1 + Υ2)

)

. (D.23)



Apêndie E

Suseptibilidade magnétia de um spin

SU(N)

Iremos alular a suseptibilidade magnétia de um únio spin SU(N), S, livre. O hamil-

toniano que desreve o aoplamento deste om um ampo magnétio externo é

H = −B · S = −BS(a), (E.1)

onde esolhemos sem perda de generalidade que o ampo magnétio B está na direção

indiada pela omponente a do vetor de spin que, por simpliidade, esolhemos

S(a) = S11 = f
†
1f1 −

1

N
. (E.2)

Lembre-se que Sαβ = f †αfβ − 1
N
δα,β , restrito a

∑

f †αfα = Q. Para nossos propósitos,

podemos desonsiderar a onstante −1/N na de�nição da matriz S(a) na eq. (E.2), uma

vez que este representa um desloamento global da energia (f. eq. (E.1)). Note que a

matriz S(a) é diagonal na base de vetores {|α1, . . . , αQ >},1 e

〈

α1, . . . , αQ
∣

∣S(a)
∣

∣α1, . . . , αQ
〉

=

Q
∑

i=1

δ1,αi
,

além de uma onstante. Portanto, a função partição é,

1Veja a de�nição dessa base no apêndie C.1.
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Z =
∑

i

exp

{

−Ei
T

}

= w1e
B
T + w2,

onde

w1 =

(

N − 1
Q− 1

)

e w2 =

(

N

Q

)

− w1,

são o número de estados da base {|α1, . . . , αQ >} em que o número quântio α = 1 está

oupado e desoupado, respetivamente. Uma vez alulada a função de partição, podemos

enontrar a magnetização,

M (T ) = T
∂

∂B
lnZ = 1

1 + we−
B
T

,

onde w = w2/w1. Dessa maneira, mostramos que a suseptibilidade magnétia de um spin

SU(N),

χ (T ) = lim
B→0

=
∂

∂B
M =

w

(1 + w)2
× 1

T
,

segue uma lei de Curie.



Apêndie F

Distribuição de spins originais

Neste apêndie, alulamos o número médio de spins originais que formam um aglomerado-

singleto no estado fundamental da adeia de spins SU(N) desordenada AF e ainda alula-

mos a distribuição do número de spins originais que formam um determinado aglomerado

ativo na mesma adeia na esala de energia Ω.

F.1 Número médio de spins em um aglomerado

O número médio de spins em um determinado aglomerado no estado fundamental, 〈Ns〉,
é dado pela razão entre o número total de spins, L0, e o número total de dizimações em

segunda ordem de teoria de perturbação que oorreram quando toda a adeia foi dizimada,

NT2. Ou seja,

〈Ns〉 =
L0

NT2
.

A relação entre L0 e NT2 é derivada da seguinte maneira. O número médio de spins

extraídos da adeia quando Nd dizimações oorreram é
(

2p
′

+ q
′
)

Nd, onde p
′

(q
′

= 1− p′)
é a fração de dizimações em segunda (primeira) ordem. Assim que a adeia for total-

mente totalmente dizimada, L0 =
(

2p
′

+ q
′
)

NTd, onde NTd é o número total de dizimações

oorridas. Por de�nição, NT2 = p
′

NTd, o que implia em

〈Ns〉 = 1 +
1

p′
.

Perto do ponto �xo, p
′

é igual à probabilidade de oorrênia de dizimações em segunda

ordem de teoria de perturbação p = 1/ (N − 1) e, portanto, 〈Ns〉 ≈ N . Os erros envolvidos

nessa aproximação estão relaionados ao transiente devido às orrelações que surgem entre
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as RI's dos spins originais e a magnitude das onstantes de aoplamento, J 's, omparti-

lhadas por eles. Se tal transiente air exponenialmente (que é o aso), a aproximação

permanee válida. Note que o efeito desse transiente sobre o número médio de spins em

um aglomerado é aumentar o mesmo. Uma vez que nos primeiros estágios do �uxo de

renormalização o proedimento de renormalização mais omum é o de primeira ordem, o

número total de dizimações em segunda ordem NT2 será um pouo menor que pNTd.

F.2 Distribuição do número de spins originais em um

aglomerado

Seja ρ (ζ, t; Γ) dζ a probabilidade de enontrarmos, na esala de energia Γ, um aglomerado

de spins formado por t spins originais ujo logaritmo da onstante de aoplamento a sua

direita está entre ζ e ζ + dζ .1

A relação de reorrênia para a varíavel t é dada por

t̃ =

{

t2 + t3, se Q2 +Q3 �= N,
t, aso ontrário,

quando a onexão �2� é dizimada. Note que, diferentemente de ζ (ver eqs. (D.3) e (D.4)),

a variável t é efetivamente renormalizada quando da oorrênia de uma dizimação em

primeira ordem de teoria de perturbação.

A equação de �uxo para a distribuição ρ é dada por

∂

∂Γ
ρ (ζ, t; Γ) =

∂

∂ζ
ρ+ qρ0

t
⊗ ρ+ pρ0

ζρζ
ζ
⊗ ρ, (F.1)

om ρζ = ρζ (ζ ; Γ) =
∑

t ρ (ζ, t; Γ), ρ
0

t
⊗ ρ =

∑

t2,t3
ρ (0, t2) ρ (ζ, t3) δt,t2+t3 , ρζ

ζ
⊗ ρ =

∫

dζ1dζ3ρζ (ζ1) ρ (ζ3, t) δ (ζ − ζ1 − ζ3), e ρ0 = ρ (0, t; Γ). Prourando por soluções invarian-

tes por reesalonamento, de�nimos

η = ζ/Γ, and τ = t/Γκ,

onde κ deve ser ajustado para obtermos soluções bem omportadas. Tratando τ omo uma

1Veja a de�nição de ζ e Γ no apêndie D.
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variável ontínua, a equação de �uxo (F.1) se torna

Γ
∂

∂Γ
R = (κ+ 1)R+ η

∂

∂η
R+ κτ

∂

∂τ
R+

∂

∂η
R

+qR0 (·)
τ
⊗ R (η, ·) + pR0

ηRη (·)
η
⊗ R (·, τ) , (F.2)

onde o primeiro, o segundo e o tereiro termos do lado direito da eq. (F.2) vêm do termo

∂ρ/∂Γ e o lado esquerdo deve ser igual a zero no ponto �xo. Fazendo a transformada de

Laplae em τ ,

R̂ (η, λ) ≡
∫ ∞

0

e−λτR (η, τ) dτ,

enontramos que

0 = R̂ + (η + 1)
∂

∂η
R̂ − κλ ∂

∂λ
R̂+ qR̂ (0, λ) R̂ (η, λ)

+pR̂ (0, 0) R̂ (·, 0)
η
⊗ R̂ (·, λ) , (F.3)

uma vez que Rη = R̂ (η, 0) e o termo de onvolução é denotado por R̂ (·, 0)
η
⊗ R̂ (·, λ) =

∫

dη1dη2R̂ (η1, 0) R̂ (η2, λ) δ (η − η1 − η2). Depois de algumas inspeções, onluímos que a

eq. (F.3) deve ter uma solução da forma

R̂ (η, λ) =
1

p
exp {f (λ)− η/p} .

Note que R̂ (η, λ) = R̂η (η) R̂λ (λ) é separável e isto é re�exo do fato de que não existe

nenhuma orrelação entre a magnitude das onstantes de aoplamento J̃ e o número ori-

ginal de spins t̃ que onstitui o aglomerado de spin adjaentes a elas. Dessa maneira, a

distribuição de ponto �xo pode ser failmente obtida a partir da eq. (F.1) supondo que

ρ (ζ, t; Γ) = ρζ (ζ ; Γ)ρt (t; Γ) ,

o que nos leva a

Γ
∂

∂Γ
ρt (t; Γ) = −

q

p

[

ρt − ρt
t
⊗ ρt

]

, (F.4)

onde usamos que ρζ = ρ∗ζ da eq. (D.9). Logo,

ρt (t; Γ) ≈ Γ−κ exp
{

−tΓ−κ} ,
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om κ = q/p = N −2. Dizemos que esse resultado é uma aproximação porque t foi tratado

omo uma variável ontínua para resolver a eq. (F.4).

Podemos agora alular a probabilidade de enontrar um aglomerado ativo omposto

por t spins originais, mΩ, na esala de energia Γ. Esta é dada por

mΩ = t̄nΩ = n
2/N
Ω , (F.5)

onde t̄ = Γκ está relaionado om a fração de aglomerados de spins ativos, nΩ, pela

eq. (4.23). Na verdade, t̄ = Γκ é um resultado exato que pode ser obtido operando om
∑

t t em ambos os lados da eq. (F.4) e tratando t omo uma variável disreta. O resultado da

eq. (F.5) é o que estamos prourando para o álulo da função orrelação média, eq. (4.30).

Há uma outra maneira interessante de derivar o resultado da eq. (F.5). Esta vem do

fato de que a renormalização da variável t se dá independentemente da renormalização

da variável ζ . Do ponto de vista da variável t, o proedimento de renormalização pode

ser resumido da seguinte maneira. Esolhe-se arbitrariamente um par de spins vizinhos

na adeia, e om probabilidade p retira-se esse par do sistema, ou om probabilidade

q = 1− p, junta-se o par em um novo spin efetivo omposto pela soma dos spins originais

que formavam o par. Note que um aglomerado de spins omposto por um número enorme

de spins originais não é menos provável de ser dizimado, uma vez que as onstantes de

aoplamento que o eram foram dizimadas em primeira ordem de teoria de perturbação,

e portanto, suas magnitudes não são tipiamente menores que as das demais. Resumindo

o proedimento de renormalização dessa maneira, podemos esrever uma equação de �uxo

para ρt em função da fração de aglomerados de spins ativos nΓ.

Seja MS (t;nΓ) o número total de aglomerados de spins ompostos por t spins originais

na esala de densidade nΓ. Então, quando se abaixa nΓ uma fração dnΓ, Ms muda da

seguinte maneira

MS (t;nΓ − dnΓ) =MS (t;nΓ) + T1 + T2, (F.6)

onde T1 e T2 são os funionais que mudam MS quando das dizimações em primeira e

segunda ordem, respetivamente. No aso das dizimações em segunda ordem, T2 somente

extrai de MS o número orrespondente de aglomerados quando nΓ → nΓ − dnΓ, então

T2 = −2p
MS (t;nΓ)

M (nΓ)
dNdiz,

onde M (nΓ) =
∑

tMS (t, nΓ) = nΓL0 é o número total de aglomerados de spins ativos na
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esala nΓ, e dNdiz é o número total de dizimações oorridas quando nΓ → nΓ − dnΓ. Este

último está relaionado a dnΓ através de dM = (2p+ q) dNdiz, onde dM é o número total

médio de aglomerados removidos do sistema quando dNdiz dizimações oorreram.

Por outro lado, além de remover os aglomerados de spins orrespondentes, T1 insere

um novo aglomerado omposto por t = t2 + t3 spins, supondo que a onexão �2� é aquela

a ser dizimada. Dessa forma,

T1 = q

(

−2MS

M
+
∑

t2,t3

MS (t2)MS (t3)

M2
δt,t2+t3

)

dNdiz,

tornando a equação de �uxo (F.6) igual a

nΓ
∂

∂nΓ
ρt (t;nΓ) =

q

1 + p

[

ρt − ρt
t
⊗ ρt

]

,

onde usamos que ρt (t;nΓ)M (nΓ) = MS (t;nΓ). Como nΓ ∼ Γ−1/ψ (ver eq. (4.23)), reu-

peramos a equação de �uxo (F.4) e, onseqüentemente, os demais resultados.





Apêndie G

Modelo de Hubbard de duas bandas

Neste apêndie, deduzimos o hamiltoniano efetivo do modelo de Hubbard unidimensional

om dupla degeneresênia orbital no limite fortemente interagente.

Partimos do hamiltoniano orrespondente (5.1). No limite U ≫ t e no preenhimento

1/4, o estado fundamental não perturbado é aquele em que há um elétron por sítio, e a

degeneresênia deste é igual a 4L0, onde L0 é o número de sítios. Para que haja ondução,

é neessário que um elétron tunele para o sítio vizinho. Como U ≫ t, a on�guração �nal

é energetiamente desfavorável. Neste aso, dizemos que o sistema é um isolante de Mott.

Tratando Ht em primeira ordem de teoria de perturbação,

〈

ψ0l

∣

∣

∣
Ht

∣

∣

∣
ψ0m

〉

= 0,

onde |ψ0l〉 é um dos 4L0 estados fundamentais degenerados e não obtemos nenhuma orre-

ção. Isto porque Ht só �liga� os estados |ψ0〉 om estados em que há uma dupla oupação

vizinha a uma vaânia. Devemos então tratar Ht em segunda ordem de teoria de pertur-

bação,

Hef
l,m =

∑

k �=0

〈ψ0l |Ht|ψk〉 〈ψk |Ht|ψ0m〉
E0 − Ek

, (G.1)

onde Ek é a energia não perturbada do estado |ψk〉. Como não há orreções em primeira

ordem, e Ht só �oneta� os estados |ψ0〉 om aqueles em que há uma únia dupla oupação

vizinha a uma vaânia (uja energia não perturbada é igual a U), o hamiltoniano efetivo
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(G.1) torna-se

Hef
l,m = − 1

U

∑

k �=0

〈ψ0l |Ht|ψk〉 〈ψk |Ht|ψ0m〉 ,

= − 1
U
〈ψ0l|Ht

(

∑

k

|ψk〉 〈ψk|
)

Ht |ψ0m〉 ,

= − 1
U

〈

ψ0l

∣

∣H2
t

∣

∣ψ0m

〉

,

= −t
2

U

〈

ψ0l

∣

∣

∣

∑

c†i,α,σci+1,α,σc
†
j,β,τcj+1,β,τ + . . .

∣

∣

∣
ψ0m

〉

.

Nesta última linha, devemos onsiderar somente os termos não nulos. Note que o primeiro

e o último termos são nulos, pois estes orrespondem a termos do tipo c†ici+1c
†
jcj+1 (onde

estamos suprimindo os demais índies por simpliidade) que só não são nulos se i = j + 1

e i + 1 = j, o que é impossível. O segundo e tereiro termos são do tipo c†ici+1c
†
j+1cj , que

não é nulo se e somente se i = j. Dessa maneira, o hamiltoniano efetivo simpli�a em

Hef
l,m = −2t

2

U

〈

ψ0l

∣

∣

∣

∑

c†i,α,σci+1,α,σc
†
i+1,β,τci,β,τ

∣

∣

∣
ψ0m

〉

,

= −2t
2

U

〈

ψ0l

∣

∣

∣

∑

c†i,α,σci,β,τ

(

δα,βδσ,τ − c†i+1,β,τci+1,α,σ

)∣

∣

∣
ψ0m

〉

,

= −2t
2

U

∑

i

〈

ψ0l

∣

∣

∣
1−

∑

c†i,α,σci,β,τc
†
i+1,β,τci+1,α,σ

∣

∣

∣
ψ0m

〉

,

= te +
2t2

U

∑

〈

ψ0l

∣

∣

∣
c†i,α,σci,β,τc

†
i+1,β,τci+1,α,σ

∣

∣

∣
ψ0m

〉

, (G.2)

onde o termo onstante pode ser negligeniado.

O grande desa�o agora é relaionar o hamiltoniano efetivo (G.2) om os operadores de

spin, Si, e isospin Ti, de�nidos na eq. (5.3). Depois de uma exaustiva álgebra, hega-se a

∑

α,β,σ,τ

〈

ψ0l

∣

∣

∣
c†i,α,σci,β,τc

†
i+1,β,τci+1,α,σ

∣

∣

∣
ψ0m

〉

= Si · Si+1 +Ti ·Ti+1

+4 (Si · Si+1) (Ti ·Ti+1)

+
1

4

∑

ni,α,σni+1,β,τ ,

onde este último termo, no preenhimento 1/4, é onstante e igual a 1/4. Com este

resultado reuperamos o hamiltoniano efetivo (5.2).

Antes de onluir esse apêndie, queremos mostrar omo o termo
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(Si · Si+1) (Ti ·Ti+1) se torna quártio nos operadores c's. Para tal, onsidere a primeira

parela desse termo

(Si · Si+1) (Ti ·Ti+1) =

[

1

2

(

S+
i S

−
i+1 + h..

)

+ Szi S
z
i+1

]

×
[

1

2

(

T+
i T

−
i+1 + h..

)

+ T zi T
z
i+1

]

,

que é proporional a S+
i S

−
i+1T

+
i T

−
i+1. Em função dos operadores c's,

S+
i S

−
i+1T

+
i T

−
i+1 =

∑

c†i,α,+ci,α,−c
†
i,1,σci,2,σc

†
i+1,β,−ci+1,β,+c

†
i+1,2,τci+1,1,τ .

Foquemos nossa atenção nos operadores referente ao sítio i,

∑

c†i,α,+ci,α,−c
†
i,1,σci,2,σ =

∑

c†i,α,+

(

δα,1δσ,− − c†i,1,σci,α,−
)

ci,2,σ,

= c†i,1,+ci,2,−,

onde na segunda passagem usamos o fato de que ci,α,−ci,2,σ = 0 no preenhimento em

questão. Analogamente para os operadores referente ao sítio i+ 1, enontramos que

S+
i S

−
i+1T

+
i T

−
i+1 = c

†
i,1,+ci,2,−c

†
i+1,2,−ci+1,1,+,

que é quártio nos operadores c's. O mesmo raioínio é válido para as outras parelas

do termo (Si · Si+1) (Ti ·Ti+1) que é inteiramente quártio nos operadores de riação e

aniquilação de férmions.





Apêndie H

Matrizes do grupo SU(4)

Neste apêndie, onstruímos as matrizes geradoras das 3 representações irredutíveis to-

talmente anti-simétrias do grupo SU(4). Estas são a RI fundamental, auto-onjugada e

anti-fundamental que orrespondem às tabelas de Young formadas por uma, duas e três

aixas onatenadas vertialmente, respetivamente. Nosso ponto de partida será a esolha

onveniente de um onjunto de matrizes om a simetria do problema que temos interesse,

que é dada pelo hamiltoniano

H = 4
∑

i

Ji [si · si+1 + ti · ti+1 + 4 (si · si+1) (ti · ti+1)] , (H.1)

onde s e t são operadores de spins-1/2 usuais. Uma esolha onveniente para as matrizes

da representação fundamental é Aγ = 4sαtβ, 2sα, 2tα, om α, β = x, y, z [Arovas 1995℄.

De�nindo os vetores

|1〉f = |+,+〉 , |2〉f = |−,+〉 ,
|3〉f = |+,−〉 , |4〉f = |−,−〉 ,

onde |±,±〉 = |±〉 ⊗ |±〉 são os auto-vetores dos operadores de spin sz e tz, as matrizes da

representação fundamental são esritas omo,
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A1=

(

0 σx

σx 0

)

, A2= i

(

0 −σx
σx 0

)

, A3=

(

σx 0

0 −σx

)

,

A4=

(

0 σy

σy 0

)

, A5=−i
(

0 σy

σy 0

)

, A6=

(

σy 0

0 −σy

)

,

A7=

(

0 σz

σz 0

)

, A8= i

(

0 −σz
σz 0

)

, A9=

(

σz 0

0 −σz

)

, (H.2)

A10=

(

σx 0

0 σx

)

, A11=

(

σy 0

0 σy

)

, A12=

(

σz 0

0 σz

)

,

A13=

(

0 1

1 0

)

, A14= i

(

0 −1

1 0

)

, A15=

(

1 0

0 −1

)

,

onde σγ , γ = x, y, z são as matrizes de Pauli, 0 e 1 são as matrizes nula e identidade de

ordem 2x2, respetivamente. Dessa maneira, o hamiltoniano (H.1) torna-se

H =
∑

i

JiAi ·Ai+1.

Para onstruir a representação auto-onjugada, devemos diagonalizar o hamiltoniano

H1 = A1 ·A2 =
∑

γ

Aγ1A
γ
2 .

Conforme a série de Clebsh-Gordan,

⊗ = ⊕ ,

o hamiltoniano H1 tem dois níveis, o primeiro om degeneresênia g = 6 e o segundo om

degeneresênia g = 10. As matrizes geradoras da representação auto-onjugada são ons-

truídas projetando A1+A2 no sub-espaço de degeneresênia g = 6. DiagonalizandoH1, os

6 estados degenerados orrespondentes à representação auto-onjugada são (negligeniando
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o fator
√
2 devido a normalização),1

|1〉ac = |3, 4〉f − |4, 3〉f , |2〉ac = |2, 4〉f − |4, 2〉f , |3〉ac = |1, 4〉f − |4, 1〉f ,
|4〉ac = |2, 3〉f − |3, 2〉f , |5〉ac = |1, 3〉f − |3, 1〉f , |6〉ac = |1, 2〉f − |2, 1〉f ,

om auto-energia igual a Eac = −5. A energia dos outros 10 estados é igual a Eex = 3, e

os respetivos auto-vetores podem ser alulados simetrizando os índies j, k nos estados

|j〉 ⊗ |k〉 = |j, k〉. Note que a esolha das matrizes da RI fundamental não obedee à

normalização da eq. (A.2) e, portanto a diferença de energia entre o estado fundamental e

o primeiro exitado não é mais dada pela eq. (4.7). A equação deve ser modi�ada por um

simples fator numério que é obtido a partir do reesalonamento do asimir dessas tabelas

na eq. (B.2). Deixamos ao leitor a tarefa de rededuzir essas equações.

Projetando A1 +A2 no sub-espaço |j〉ac, obtêm-se as seguintes matrizes (6x6) da re-

presentação auto-onjugada,

1Esses estados são failmente obtidos pelas regras de onstrução de tabelas de Young (ver
refs. [Jones 1990, Cheng 1988℄). Simplesmente, anti-simetrizam-se os números quântios orresponden-
tes.
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B1 =







σx 0 −1

0 0 0

−1 0 σx






, B2 = −







σy 0 i

0 0 0

−i 0 σy






,

B3 =







0 σ7
0

σ8
0 −σ6

0 −σ5
0






, B4 =







σy 0 −i

0 0 0

i 0 σy






,

B5 =







σy 0 −i

0 0 0

i 0 σy






, B6 = i







0 σ7
0

−σ8
0 −σ6

0 σ5
0






,

B7 =







0 σ1
0

σ2
0 −σ4

0 −σ3
0






, B8 = i







0 σ1
0

−σ2
0 −σ4

0 σ3
0






, (H.3)

B9 = 2







0 0 0

0 σz 0

0 0 0






, B10 =







0 σ3
0

σ4
0 σ2

0 σ1
0






,

B11 = i







0 σ3
0

−σ4
0 σ2

0 −σ1
0






, B12 = 2







−σ9
0 0

0 0 0

0 0 σ10






,

B13 =







0 σ5
0

σ6
0 −σ8

0 σ7
0






, B14 = i







0 σ5
0

−σ6
0 −σ8

0 −σ7
0






,

B15 = 2







−σ10
0 0

0 0 0

0 0 σ9






,

onde i = i1, σ± = (σx ± iσy) /2, σ1 = σ9+σ+, σ2 = σ9+σ−, σ3 = σ10+σ−, σ4 = σ10+σ+,

σ5 = σ9 − σ+, σ6 = σ9 − σ−, σ7 = −σ10 + σ−, σ8 = −σ10 + σ+, σ9 = (1+ σz) /2,

σ10 = (1− σz) /2.

Para onstruirmos as matrizes da representação antifundamental, devemos diagonalizar

H2 = A1 ·B2 =
∑

γ

Aγ1B
γ
2 ,
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que pela série de Clebsh-Gordan,

⊗ = ⊕ ,

possui dois níveis om degeneresênias g = 4 e g = 20 ujas energias são E0 = −10
e Eex = 2, respetivamente. Os estados orrespondentes ao multipleto fundamental são

(negligeniando os fatores de normalização),

|1〉af = |1〉 ⊗ |2〉ac − |2〉 ⊗ |3〉ac + |4〉 ⊗ |6〉ac = A1,2,4 |1〉f ⊗ |2〉f ⊗ |4〉f ,
|2〉af = |1〉 ⊗ |4〉ac − |2〉 ⊗ |5〉ac + |3〉 ⊗ |6〉ac = A1,2,3 |1〉f ⊗ |2〉f ⊗ |3〉f ,
|3〉af = |1〉 ⊗ |1〉ac − |3〉 ⊗ |3〉ac + |4〉 ⊗ |5〉ac = A1,3,4 |1〉f ⊗ |3〉f ⊗ |4〉f ,
|4〉af = |2〉 ⊗ |1〉ac − |3〉 ⊗ |2〉ac + |4〉 ⊗ |4〉ac = A2,3,4 |2〉f ⊗ |3〉f ⊗ |4〉f ,

onde Ai,j,k é o operador anti-simetrizador dos índies i, j, k.

Projetando A1+B2 no sub-espaço fundamental, enontramos as seguintes matrizes da

representação antifundamental,

C1=

(

0 σx

σx 0

)

, C2= i

(

0 −1

1 0

)

, C3=

(

−σx 0

0 σx

)

,

C4= i

(

0 σz

−σz 0

)

, C5=

(

0 σz

σz 0

)

, C6=

(

σy 0

0 σy

)

,

C7= i

(

0 −σy
σy 0

)

, C8=−
(

0 σy

σy 0

)

, C9=

(

σz 0

0 σz

)

, (H.4)

C10=

(

σx 0

0 σx

)

, C11=

(

−σy 0

0 σy

)

, C12=

(

σz 0

0 −σz

)

,

C13=−
(

0 σx

σx 0

)

, C14= i

(

0 σx

−σx 0

)

, C15=

(

1 0

0 −1

)

.

Dessa forma, onstruímos todas as matrizes das representações irredutíveis totalmente

anti-simétrias do grupo SU(4).





Apêndie I

Emaranhamento de duas partíulas de

spins-1/2 em um singleto

Seja ρ a matriz densidade de um sistema de 2 partíulas de spins-1/2 em estado de singleto,

ρ = |s〉 〈s| ,

onde |s〉 = (|+,−〉 − |−,+〉) /
√
2 é o estado singleto e |σ1

z , σ
2
z〉 = |σ1

z〉1⊗ |σ2
z〉2. Traçando a

partíula 2, onstruímos a matriz densidade reduzida ρ1 da partíula 1,

ρ1 =
1

2
(|+〉 〈+|+ |−〉 〈−|)1 .

Dessa maneira a entropia de ρ1 é igual a

S = −trρ1 log2 ρ1 = −2×
1

2
log2

1

2
= 1.

Portanto o emaranhamento de uma partíula de spin-1/2 om a sua pareira em um estado

de singleto é igual a 1, omo era esperado, uma vez que |s〉 é um estado de Bell.
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