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Resumo

Neste trabalho pretendemos analisar comparativamente os resultados
opostos obtidos primeiramente por Caldeira e Leggett e posteriormente
por Bruinsma e Bak. Os primeiros resolveram o problema do tunela-
mento macroscdpico dissipativo de um estado meta-estivel e concluiram
que a dissipagao inibe o tunelamento. Os dltimos estudaram o problema
da transmissao através de uma barreira de potencial dissipativa e conclui-
ram, por sua vez, que o efeito da flutuacio se sobrepde ao da dissipagio
aumentando a taxa de tunelamento. Inicialmente estudamos o método
proposto por Bruinsma e Bak para resolver o problema da transmissio
dissipativa e depois 0 modelo para quantizagio de sistemas dissipativos.
Posteriormente, verificamos a questao da escala de tempo apropriada para
o problema de interesse. Finalmente analisamos a validade do método uti-
lizado por Bruinsma e Bak.



Abstract

In the present work we intend to comparatively analyse the opposit re-
sults obtained firstly by Caldeira and Leggett and secondly by Bruinsma
and Bak. The first solved the problem of macroscopic dissipative tun-
nelling out of a metastable state and concluded that dissipation inhibits
tunnelling. The latter studied the problem of the transmission in a dis-
sipative potencial barrier and concluded that the effect of fluctuation is
bigger than that of dissipation and this enhances the tunnelling rate. First
of all we study the method proposed by Bruinsma and Bak to solve the
dissipative transmission problem and then the model for quantization of
dissipative systems. After that we verify the question of the appropriate
time scale for the problem we are interested in. Finally, we analyse the
validity of Bruinsma and Bak’s method.



I - Introducao

Em 1931 Condon (1) sugeriu que seria interessante considerar proble-
mas nos quais a probabilidade de se encontrar uma particula em diferentes
posicbes fosse dependente do tempo. Desta forma tornar-se-ia possivel o
estudo do problema da transmissao de uma particula através de uma bar-
reira de potencial, utilizando-se a mecinica ondulatéria. No ano seguinte
MacColl (2), seguindo tal sugestao, estudou a passagem de um pacote
gaussiano através de uma barreira de pontencial retangular de altura Vj.
Iniciava-se assim o estudo dos problemas quinticos de transmissio e de
tunelamento.

Desde esta época, os problemas de tunelamento vém sendo sistematica-
mente estudados. Nas iiltimas décadas no entanto, com o desenvolvimento
da ciéncia dos materiais e da fisica do estado sé6lido, o interesse no estudo
deste tipo de problema cresceu enormemente devido & sua aplicagao em
jungdes supercondutoras e, particularmente, em sistemas que apresentam
o efeito Josephson.

Os elétrons de condugiao de um material supercondutor e de um metal
normal podem entrar em equilibrio térmico se colocarmos os metais tao
préximos que apenas uma camada isolante extremamente fina os separe
(3). Os elétrons podem tunelar através do isolante até que haja equilibrio.
Se nenhum dos metais for supercondutor, ao aplicarmos uma diferenca de
potencial induzimos uma “corrente de tunelamento™ que obedece 3 lei de
Ohm. Se os dois metais forem supercondutores, Josephson (4) previu em
1962 que, além do tunelamento normal dos elétrons, haveria uma “corrente
supercondutora de tunelamento” devida aos pares de Cooper. Assim, se
a barreira de potencial néo for muito larga, também os pares de elétrons
podem atravessar a jungdo entre dois supercondutores sem se dissociarem.
Uma supercorrente de pares de Cooper deve fluir pela juncio na auséncia
de campo elétrico aplicado. '

H4 diversas situacbes em fisica nas quais vérios sistemas estio aco-
plados mas apenas um deles é de interesse. Nestes casos &, em geral,
conveniente saber o efeito sobre o sistema no qual estamos interressados
dos demais sistemas a ele acoplados (5).

Consideremos, por exemplo, o caso de um sistema macroscépico cuja
varidvel nao pode ser desacoplada dos graus de liberdade microscépicos
do problema. O efeito sobre o sistema macroscépico de interesse dos de-



mais sistemas microscépicos pode ser, entre outros, o da dissipagao (6).
No estudo do problema de tunelamento de um sistema microscépico é
possivel, muitas vezes, desprezar o acoplamento do mesmo com o reser-
vatério ou trata-lo perturbativamente. Esta aproximacio nao é verdadeira
para sistemas macroscépicos nos quais o acoplamento é necessariamente
forte e o movimento amortecido. Ou seja, os sistemas macroscépicos,
por sua prépria natureza, interagem de forma complexa com o meio no
qual se encontram. Desta forma, h4 uma continua troca de energia e nio
podemos, de modo algum, considerar o sistema como isolado. Em par-
ticular, quando o movimento do sistema pode ser descrito classicamente,
a equagdo de Newton deve apresentar um termo que corresponda a esta
energia dissipada.

Uma outra diferenca a ser considerada entre o tunelamento de sistemas
microscopicos e macroscopicos é que, no primeiro caso, nos pouquissimos
exemplos conhecidos nos quais o acoplamento ao reservatério é relevante,
conhece-se, a priori, a hamiltaniana correta para a descrigio de tal in-
teracao. Por outro lado, em muitos dos sistemas macroscépicos desconhe-
cemos o mecanismo de dissipagao e os detalhes do acoplamento. Sendo
assim, temos que nos reduzir & descrigao somente dos efeitos deste acopla-
mento, lancando mao de constantes fenomenolégicas tais como o coefici-
ente de atrito, de viscosidade, etc...

A questdo importante que se coloca é o efeito deste acoplamento e,
conseqiientemente, da dissipagao nos problemas de tunelamento quintico
- nao necessariamente nos casos de sistemnas macroscopicos mas de forma
geral. A dissipa¢io deve aumentar ou diminuir a probabilidade de tu-
nelamento? Como representar quinticamente o acoplamento e resolver o
problema do tunelamento?

A quantizagdo de sistemas dissipativos € um problema antigo que vem
sendo tratado basicamente através de dois enfoques distintos. No primeiro
a idéia central é a modificagao do sistema canénico de quantizagao para’
sistemas ndo isolados. H4 diferentes propostas para estas modificagées (7),
tais como a introdugao de um termo néo-linear na Equagao de Schrodinger
ou de termos explicitamente dependentes do tempo na hamiltoniana, mas
ainda ndo hd uma formulagio clara e tinica para representar diferentes
processos dissipativos.

No segundo enfoque, que serd adotado, a idéia é manter o esquema
candnico de quantizacio mas, baseado entre outras coisas na discussao



anterior, modificar o sistema a ser quantizado. Devemos considerar ex-
plicitamente a interagio do sistema de interesse com o reservatério tal
como proposto inicialmente por Senitzky (8). O sistema de interesse e o
meio devem ser encarados como um tnico sistema, um “universo fechado”
que devemos quantizar e que pode, em principio, ser descrito por uma
hamiltoniana ou uma lagrangeana. Neste caso a dissipacio nada mais é
do que a transferéncia de energia de um grau de liberdade que representa
o sistema de interesse, para o conjunto muito complexo dos demais graus
de liberdade do nosso universo, que descrevem o reservatério. Uma vez
transferida, a energia “desaparece™ .no reservatério cujo nimero de graus
de liberdade deve ser infinito (matematicamente trocamos os somatérios
no nimero de graus que compoéem o meio por integrais).

Cada um desses graus de liberdade é muito pouco perturbado pela
presenga e interagdo com o sistema. O movimento de qualquer sistema
fisico levemente perturbado em torno do seu estado de equilibrio pode ser
descrito quanticamente, 4 temperatura zero, através de um conjunto de
osciladores harménicos (9). Sendo assim, o que fazemos é representar o
reservatdrio por um conjunto de osciladores: o *banho”. Ou seja, estamos
tratando o problema em primeira ordem e assumindo que a resposta do
reservatério & perturbagao introduzida pelo sistema é linear (6,10). Vamos
considerar também, de acordo com o trabalho de Caldeira e Leggett, que o
acoplamento entre o sistema e o banho deva ser linear nas coordenadas dos
osciladores e uma fungao apenas da coordenada do sistema; em particular
usaremos o acoplamento bilinear coordenada - coordenada.

Um problema interessante que surgiu a partir do desenvolvimento das
jungoes supercondutoras foi o do tunelamento macroscépico através de
um potencial que possui um minimo meta-estdvel, isto é, o decaimento
de um sistema inicialmente em um estado meta-estivel para o continuo.
Consideremos, em particular, o caso dos “dispositivos supercondutores de
interferéncia quintica (SQUID)”, que sdo anéis supercondutores interrom-
pidos por uma jungio Josephson (6, 10, 11, 12). Na presenca de um campo
externo perpendicular ao plano do anel, a equagao para o fluxo total pelo
interior do mesmo é

c$+R“$+% =0

onde C e R sao, respectivamente, a capacitincia e a resisténcia da jungio e
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U(¢) é a energia potencial do sistema que possui um minimo meta-estével
e que pode ser distorcida conforme variamos o campo externo.

O fluxo através do anel é uma grandeza quantizada (11). Podemos
ajustar o campo externo de forma que, inicialmente, o SQUID se encon-
tre em um estado meta-estivel. Comegamos a modificar lentamente este
campo até que, para um certo valor critico, o anel absorva uma quantidade
finita de fluxo e passe para um estado de menor energia, tunelando através
da parede do potencial meta-estivel para préoximo minimo de U(¢).

Se pensamos no anilogo mecénico deste problema estamos interessados
no estudo do movimento de uma particula pesada em um fluido viscoso.
No regime cléssico esta particula obedece & equagao fenomenolégica de
Langevin (Markofiana) dada por (13):

mitnit o= f0), (1.1
q Vo

onde m é a massa da particula que deve ser muito superior & massa de cada

uma das partfculas que compdem o meio, V(g) é um potencial externo que

age sobre a particula e que possui um minimo meta-estavel; f{¢) é uma

forga flutuante que obedece as relagoes

<f(t)>=0 e < [(O)f(t') >=2mkpT6(t —1'), (1)

sendo n o coeficiente de atrito, kg a constante de Boltzman, T a tempe-
ratura e <> a média estatistica sobre um ensemble de particulas ldentl-
camente preparadas. o

Queremos quantizar o nosso sistema ut:hza.ndo uma hamiltoniana sim-
ples que descreva o sistema composto “sistema-banhc” e que, a partir de
algumas condi¢des impostas ac modelo, rep‘rodﬁza as equagoes desejadas
no limite classico. Posteriormente, devemos ehmmar as varlévels do “ba-
nho” que nao sao de interesse, , :

De uma maneira geral, descrevemos o s:stema por uma hamiltoniana
da forma

H = Hg +H;+HB_ : . (1.3)



onde Hg é a hamiltoniana do sistema de 'interesse'iso]adamente, H; re-
presenta a interagao sistema-banho e finalmente Hp é a hamiltoniana do
banho de osciladores harménicos que representa o reservatério.

Partindo desta idéia de quantizacio do sistema composto e da técnica
Jj& desenvolvida por Caldeira e Leggett na resolugio do tunelamento meta-
estdvel, Bruinsma e Bak (14) estudaram a transmissio de uma particula
através de uma barreira de potencial no interior da qual h4 um meio dis-
sipativo. Consideremos uma particula com energia inicial £ e fungao de
onda conhecida que incide sobre uma barreira no interior da qual pode coli-
dir inelasticamente com os diferentes modos af presentes (que representam
o reservatério) e ser entdo transmitida com uma nova energia E'. Este se-
ria basicamente um problema de espalhamento com diversas aplicagdes em
problemas de tunelamento, tratado essencialmente através de um método
“WKB com dissipacio”. .

Podemos pensar, por exemplo, em algum tipo de dispositivo onde haja,
primeiramente, um material com o qual uma dada particula interaja fraca-
mente de forma que possamos conhecer sua funcdo de onda. A particula
penetra entio numa nova regiio onde o acoplamento com os fonons da-
rede seja forte e precise ser de alguma forma considerado. Ela atravessa
tal material sendo transmitida para uma terceira regido onde novamente
a interagdo ¢ fraca e conhecemos a evolugdo temporal da particula.

O resultado defendido por Bruinsma e Bak em seu trabalho (14) é que
quando colocamos o meio dissipativo no interior da barreira, levando em
conta o acoplamento da particula com o meio e tomando a temperatura
como sendo nula, a flutuagio facilita o tunelamento. Segundo eles, o efeito
da flutuagéo predomina sobre o da dissipacéo que inibe o tunelamento, fa-
zendo com que a probabilidade da particula ser transmitida, com qualquer
energia final, aumente com a introdugio do meio material no interior da
barreira. Ou seja, a particula tunela mais facilmente quando h4 interacio
na regido sob a barreira de potencial. '

- Este resultado é contraditério com o obtido anteriormente por Caldeira
e Leggett (6,10,11) no qual o tunelamento é prejudicado pela presenca da
dissipagio fazendo com que a taxa de tunelamento seja inferior neste caso
do que quando néo h4 dissipagio. O objetivo deste trabatho & justamente
mostrar que se utilizarmos corretamente o modelo de quantizagio proposto
por Caldeira e Leggett, levando em consideragdo o contra-termo de renor-
malizagdo do potencial e as escalas de tempo corretas para a resolugio do



problema proposto por Bruinsma e Bak, o resyltado obtido deve ser, de
fato, a inibicac do tunelamento - como dizem os primeiros.

O inicio do trabalho, apés esta introdugio, é uma descrigao cuidadosa
do problema proposto por Bruinsma e Bak e da forma como eles o resol-
veram (segdo II), resolvendo a seguir o caso particular de uma barreira re-
tangular de altura V, com acoplamento bilinear nas coordenadas. Através
do estudo do modelo de quantizagao {se¢do III}), tornamos a resolver o
problema utilizando agora uma hamiltoniana renormalizada que veremos
ser uma imposigdo do modelo, Seguem-se algumas consideragdes sobre
a questao das escalas de tempo do problema {segdo IV) e mais uma vez
retornamos i resolugdo do problema considerando o limite que achamos
correto. Finalmente, fazemos uma comparagio dos diversos resultados
(segiio V) e uma andlise critica do método proposto por Bruinsma e Bak
para resolugao do problema da transmissao dissipativa.



II - O Problema Inicial

Queremos estudar o problema da transmissio de uma particula em

uma barreira de potencial dissipativa. Consideremos uma particula de
energia inicial E que incide numa

barreira de potencial como a
da figura, localizada em ¢y =
0. No interior desta barreira
h4 um mejo material que inte-
rage com a particula trocando
energia e fazendo com que haja
g dissipacdo. Sob a barreira, a

\iig)

mmmee smcaae particula pode sofrer miltiplas
— co.]i.sées inglésticas e ser tranf:-
0 4 % mitida com uma nova energia
média E', diferente da energia

inicial E.

Queremos escrever uma hamiltoniana tipo (1.3) para este problema
que contenha uma parte relativa a particula, uma parte relativa ao con-
junto de osciladores harménicos que representa o meio dissipalivo e uma
hamiltoniana que descreva a interagio entre os dois. '

Temos entdo, de acordo com Bruinsma e Bak (14), uma particula de
‘massa m e coordenada q querendo tunelar por uma barreira de potencial
dada por V(g). No interior da barreira existe um meio representado por
um conjunto de osciladores harmoénicos de massas m;, coordenadas 0
(representadas coletivamente por é) e freqiiéncias w; respectivamente. A
particula se acopla a este reservatério através de uma “for¢a” V, (g ea
hamiltoniana do problema é dada por:

H=Hs+H;+ Hp (2.1)
com
P’ |
Hs = ‘2—5 + VD(Q) ' (2.2)



H ==Y CiaVi(g)  (23)

Lo

' 2
Py 1 2 2
= —= 4 - . 2.4
Hp Et (2%|= + 2"‘&”;%) (2.4)

Vi(g) deve ser tal que s6 exista no interior da barreira V;(q).

Se nao houvesse a dissipagdo, poderiamos resolver este problema dire-
tamente utilizando 0 método WKB e a solucao para a transmissio seria
dada por (15)

Te = =2 J da4(a) (2.5)

onde £ é a largura da barreira e

K(a) = 3v2mlValg) - B (26)

Para este problema temos ainda o tempo de travessia que, segundo
Biittiker e Landauer (16), é dado por

T =fo JQW (2.7)

Suponhamos que a particula incida sobre a barreira no instante ¢, = 0.
Uma vez sob a barreira ela “sente” a presenga do banho e para esta regido
(0 < ¢ < £) podemos falar em uma “hamiltoniana da particula” dada por

p2

Hy, = —+Volg) - Vi(q) S (2) (2-8)

2m

com
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f(t) =_E Crqr(t). : (2.9)

Consideremos conhecido o pacote incidente que pode ser descrito por
uma certa funcdo ¥g(g). Podemos escrever a evolugio temporal do mesmo
através do propagador K{q,t, go, to). Utilizando a formulagio de integrais
de trajetéria de Feynman(17) podemos escrever simbolicamente

fu

q ' ) ¢, t
K(g,t,90,t0 = 0) :-_-f Dq exp{%j; dt L,,(q,t)} (2.10)

onde

Ly(g.) = 3mi® - Vo(a) + Vlg) (1) (211)

é a lagrangeana da particula associada a (2.8). A evolucio temporal do
pacote no interior da barreira é dada por

¥(0:2) = [ dao¥s(e0)K(g,t,00,0). (2.12)

Vamos assumir que no interior da barreria devemos ter uma fungio de
onda tipo WKB para a particula e portanto, nesta regiao,

V(g,t) = AedSle), (2.13)

Substituindo esta expressao na equagao de Schrodinger obtemos, no limite
semi-classico, a equagdo de Hamilton-Jacobi

a5 _ 1 fas
ot 2m

—a—q) - V(q,t). (2.14)

Neste problema em particular,

11



-

V(g t) = Volg) - Vale) /(t) | (2.15)

e estamos considerando nao afpenas a barreira V5(¢q) mas também, ex-
plicitamente, o acoplamento através de Vilg)f(t). Sendo assim, vamos
procurar uma agao S(g,t) para o problema que seja da forma

S(g,t) = sa(q,f) + Si(g,t) (2.16)

onde S;(g,t) deve satisfazer & equagio de Hamilton-Jacobi (2.14) na auséncia
de acoplamento, isto ¢,

So(a,t) = —Et + ik [o " dg'k(q).  (2.17)

O outro termo da agdo, S)(g,t), deve conter o acoplamento. Em pri-
meira ordem para V(¢}f(t) temos a equagao:

85, , .hk(g) 35,

ot e~ Vi) =o (2.18)
Tomando a transformada de Fourier e resolvendo esta equagao obtemos
(14)
Silet) = [~ d1)Qule) (2.19)
onde
Qu(t') = ~i / ” dwg(g,w)e -0 (2.20)
e
_ (744 mWi(q) L
9{q,w) = o 2r RE(g) exp wfq, dq ke | (2.21)

12



Finalmente, juntando (2.16), (2.17) e (2.19),

S(g,t) = —Et +ih fa‘ dg'k(g) + [ : dt' 1 (£)Qu(t). (2.22)

Até agora consideramos apenas a particula que sente uma interagio
com o reservatério. Nio podemos esquecer de levar em consideragio a
presenga do banho quando estudamos a evolugao do sistema. Devemos
quantizar o sistema como um todo, isto &, o sistema composto “sistema-
banho”. Pensando neste sistema composto, tomamos a fungio de onda
inicial no istante ¢, = 0 no qual a particula incide na barreira como

U(go, Qo) = WE(a)®(Go). (2.23)

¥e(go) é a fungdo de onda inicial da particula com energia E e <I>(Q_‘.3) é
o estado inicial do conjunto de osciladores harménicos se o considerarmos
em um estado puro. Utilizando esta fungao inicial estamos considerando
que, no instante em que a particula penetra na barreira, particula e banho
estdo desacoplados.

No interior da barreira temos

=]

‘I’(Qs é! t) = /oo dQO/:: ddo‘p(qU!Q-‘O)K(Q! é;t! q0» Q-.Os tD = O) (224)

onde

- el [ é =+ ) ’ ’ jnd | L
K(q!Qatsq(hQOso) =/;qu fq_. DQ exp{%f:dt L(q sQ st)} (225)

= 1
L{g,Q.t) = %méz - Volg) + Valg) f(t) + > (%mkt}f - Emkwfq:) (2.26)
k
Se levarmos em conta (2.10), (2.11), (2.12) e (2.23) temos
- oo - — 6 —y
¥@.8.)= [ onq’(Qn)j;_ D3'V(g,)---

13



tft . ) R’ 1 '
- exp {E_/:, dt %: (Em;‘qf - Emszqf)} i (2.27)
Considerando ainda (2.9), (2.13) e (2.22),

'Il(q, é, t) = Ae_ ilEt ‘e

"'exp{-j:dq'k(q'}}f: dcj';fp(cj‘o)K:,(é,+oo,c§'o,—oo) (2.28)

onde

K4(@,+00, Qo, —00) =fqz Dé’exp{ %/:: dt' L, (Q',1) } (2.29)

L:;‘(é,t') =3 [ imkéz ~Imywligt + CiqiQu(t') ] . (2.30)
x

- Estamos considerando para o banho uma lagrangeana efetiva que ¢é,
claramente, uma lagrangeana de oscilador forcado. O que fizemos foi rein-
terpretar o Gltimo termo de (2.22) como um termo for¢ante na lagrangeana
do oscilador ji que a agdo é uma integral no tempo de uma lagrangeana.
Ou seja, devido & presenca do sistema de interesse, o conjunto de oscila-
dores harménicos que representa o meio material passa a ser um conjunto
de osciladores harménicos forcados.

O propagador para o conjunto de osciladores é o produto dos propaga-
dores de cada um dos osciladores. Esta expressio é conhecida (17) e para
cada oscilador do banho que vai de gio até gy em At = t; ~ ¢, (depois
tomando o limite de t; — +o00 e £y — —o0) temos:

) Milly

Sl o 2 2
h 2sen(w, At) [ cos(ws A t)(gi, + Qko)+

K:j,k(qkht!a a0, t0) = Nexp {
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ZCkQU' tr . ' '
2qk7qk0 + — 1:“ dt Qu(¢ )senfwy(t — to)]+

2Chti0 [ 1 o :
+ 20480 1" 4y ¢ eenfun(ty ~ )14
202 oty , ¢t ' '
"l f:..! @ f: dsQ(t')Qi(s)senfwi(ty — t')] -

---lsen[wg(s—to)]]} |  (231)

onde N ¢é uma constante de normalizagao que depende de w, e At.

Se substituirmos ¢ = £ ¢ @ = Q; em (2.28) e utilizarmos (2.31) obte-
remos a fungao de onda da Pa.rticu!a quando esta deixa a barreira - para
uma distribuicdo qualquer Q; dos osciadores do banho.

O que nés queremos é a nova distribui¢do de energias E' quando a
particula sai da barreira e, portanto, devemos tomar a transformada de
Fourier de (2.28). Para obtermos o coeficiente de transmissio {probabili-
dade) devemos tomar o médulo quadrado e finalmente, para eliminarmos
as varidveis do banho que nao sio de inieresse, devemos somar em todos
os possiveis estados finais do banho. Logo (14)

t m ' N
Pg g = Nexp {-2[0 qu(q)}f dt dt,et (B - Elta-ta)
[ 4God,43,0(G0)# (&)

,,-(Q;,+oo,Qo, oo)K"‘(Q;,+oo @y, —o0) (2.32)

onde N é um novo fator de normalizagao.
Como podemos ver, o primeiro fator de (2.32) é o coeficiente de trans-
missdo Tg (2.5) para a barreira na auséncia da dissipagio. Agora, com a
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introduciio do meio dissipativo, este coeficiente aparece multiplicado por
um novo fator que contém a informagio sobre o meio. Neste novo fa-
tor aparece a densidade inicial de estados do banho de osciladores que
escreveremos como - :

p(@o, Q) = I e*5 2, (Q0)2;,(Q). (2.33)

pois estamos considerando-o em equilibrio termodinimico na temperatura
T .

Para § = (kyT')~! temos (apéndice A):

PE,E' = TN f°° dtldtzc{(E'_'E)(h—h) .
—o0

Ci f:dt [.; ds {i]Qs, () +

.- -exp {zk: i J-
~@5,(0)] [@uu (o) + @i, ()] sem [wi(t - 5)] +

~coteh (252 ) 104 (1)~ 0,190 )+

-—Q,",(s)] cos |wi(t - s)]}} : (2.34)

Vamos considerar que o banho é formado por uma infinidade de osci-
Jadores que pode ser descrita através de uma fungio espectral (conforme
veremos na segao III) dada por

o) = Y 2

k kaw;,

§(w — wy). (2.35)
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Podemos substituir o somatério em todos os osciladores que aparece em
(2.34) por uma integral em todas as freqiiéncias. Substituindo também
a expressiio (2.20) para @Q(t') e escrevendo como g(w) a expressio (2.21)
quando fazemos ¢ = ¢, obtemos para a probabilidade de tunelamento por
unidade de tempo (apéndice B) a seguinte expressao:

Pg g =TgN /_: dtek(5'-El exp {Z;;r- j;m dch(w){[g’(w)e“‘“+
—y’(—w)e""‘"] + cotgh (ﬁ—;‘fd—) [g’(w)e"‘" + 2¢(w)g(—w)+

+ g’(—w)e“"‘"] }} : (2.36)
Somando para todas as energias finais E',

Tg = Tg exp {-2,'1 f: de(W){[y’(W) ~ g (—w)] +

cotgh (?.’2}_“1) glw) + g(—u)]’}} : (2.37)

A primeira parcela do expoente de (2.37) ests ligada & parte imagindria
de (2.34) e nos fornece o efeito da dissipacado. A segunda parcela, ligada
3 parte real de (2.34), contém a temperatura T e representa as flutuagoes
térmicas do sistema. Este termo é sempre positivo.

Ainda conforme serad explicado na secdo III, vamos assumir que, no
nosso modelo, a fungao espectral pode ser tomada em boa aproximagio
como sendo linear em w até uma certa freqiiéncia de corte (1, a partir da
qual a fungio é nula. Ou seja,

_ ) nw se w< Nl
0 ={"% % s (29

Vamos assumir também que no limite de temperatura muito baixa,
como ¢ nosso interesse, # — oo muito rapidamente de forma que podemos
fazer cotgh (Bhw/2) = 1 e finalmente calcular
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Tf = Tgexp{i?j;ndw w{[g’(w) —g’(——w)] +

+lolw) + o(-w)'}} (2.39)

A expressdo (2.39) é uma das expressoes principais deste trabalho.
Uma vez escolhidos o feitio da barreira V(g) € o tipo de acoplamento V;(q)
podemos calcular g(w) em (2.21) e obter T}§. Se a exponencial que multi-
plica Tg for positiva, Ty é maior que Tz o que significa que o tunelamento
cresce com a presenca da dissipagdo. Caso contrério, se a exponencial for
decrescente, Tf é menor que Tg. Neste caso, o fato de considerarmos o
acoplamento com o meio dissipativo faz que a transmisséo seja inibida.

Como exemplo, vamos escolher o caso em que a barreira é pratica-
mente constante na regiao que a particula fica sob sua influéncia. A partir
de agora consideraremos o caso de uma barreira retangular de altura Vy e
largura £ e de acoplamento bilinear coordenada-coordenada.

JI.1- A Resolugio do Problema para uma Bar-
| reira Retangular e Acoplamento Coordenada-
Coordenada

Para este problema vamos considerar que

Volg) = VoO(9)O(l — ¢}, (2.40)

Vi(q) = ¢6(q)0(I - g) (2.41)

e temos a seguinte hamiltoniana para o problema (2.1):

H= -2‘% + Vu®(q)O(l - q) — ; Crgeg©(q)O(q — 1)+

18



+Z (—”L + lmgwhq,,) . (2.42)

2my 2

De acordo com (2.6},

k(g) = ko = %\/2m(Vo _E) (2.43)

- logo para (2.5) e (2.7),

Tg = ¢ k¢, (2.44)
mi
T0 — H'E;. (2.45)

Finalmente, calculando g(w) através de (2.21) para ¢ = £,

o(w) = j:;"kjexp{——w [fam }

. p—ey (2.46)

_ 1 [mwl — hkoy (1 — e™¥™)

A partir desta expressio podemos agora calcular (2.39) que é o que dese-
jamos,

Vamos antes reescrever o problema em fungao da varidvel adimensional
z = w/fl. Neste caso,

olz) = (2.47)

¢ [z-(Qn) (1-e=0m)
278} z?

e queremos calcular
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Ty = T9 exp {-2-;—”(1’ /01 dzx { [g’(:c) - g’(—z)] + {g(z) + g(fz)]z}}(ZAS)

Para calcular esta expressio, Bruinsma e Bak (14) tomaram o limite
de N7y < 1. Vamos considerar este mesmo limite e reescrever

_ b [0 =z(0r)* | 2}On)®  2P(0n)!
o) = 70 [ 2! 3 T4 st 249
Agora podemos calcular T}, para este limite, e o resultado é:
¢ _ 'P_lz (Qro)? _ (270)°
T; = Tg exp { = [ 1 18 (2.50)

sendo T3 dado por (2.44).

Este € basicamente o resultado obtido por Bruinsma e Bak em seu
trabalho (14), no qual eles propéem esta formulagao para se resolver o
problema da transmissiao por uma barreira dissipativa.

O primeiro termo de corregao A transmissio devido a presenca do ba-
nho de osciladores no interior da barreira é um termo que surge por causa’
das flutuagées. O segundo termo, que é negativo, é o termo dissipativo.
No limite considerado de flry < 1, a corregao que predomina é a da flu-
tuagdo que é uma exponencial positiva e que, portanto, faz com que a
transmissao cresca.

Baseado neste resultado a conclusao que se chega é que o meio dissipa-
tivo facilita o tunelamento ! E justamente este resultado que pretendemos
- discutir nas duas préximas segées introduzindo, inicialmente, um termo
de renormalizagao do potencial na hamiltoniana e considerando, a seguir,
-0 limite de {175 > 1.
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II1 - O Modelo para Quantizagao e a
Renormalizacao do Potencial

Apés uma breve explicacio na segao I deste trabalho sobre a idéia uti-
lizada para a quantizagio de sistemas dissipativos - que ¢é a quantizagao
do sistema de interesse juntamente com o reservatério - utilizamos direta-
mente na secdo II uma hamiltoniana tipo (1.3) para resolver o problema
de interesse. Pretendemos agora justificar este modelo.

Estamos interessados na quantizagao de sistemas néo isolados que obe-

“decam, no limite classico, & equagdo fenomenolégica de Langevin (1.1)
sujeita s condigbes (1.2) (13). Tal equagdo tem sido usada no estudo
do movimento Browniano (10,18) e apresenta um termo dissipativo da
forma n§ fazendo com que nao exista qualquer hamiltonjana H(p,q) cujas
equagdes de Hamilton fornegam a equagao de movimento correta.

A proposta para a quantizagio é partir de um sistema relativamente
simples, que possua uma hamiltoniana simples e que possa reproduzir, no
limite cléssico, equacbes de movimento amortecido tipo Langevin. Para
que este modelo funcione, faremos algumas imposi¢oes ao sistema esco-
lhido . -

Vamos partir inicialmente de uma hamiltoniana tipo a (2.1) com aco-
plamento coordenada-coordenada, ou seja,

2 2 .
P P 1 2 2

H = — 4V, - C 2} —-m 3.1
5 + Volg) Ek, xqrq + Eg' (2 . + 2 kkak) (3.1)

vélida para a regiao onde hd dissipagdo. Neste caso, os Cls sao as cons-
tantes de acoplamento entre as particulas do reservatério de coordenadas
g: € o sistema de coordenada ¢. Estamos assumindo que este acoplamento
pode ser descrito como bilinear nas coordenadas e também, por hipétese,
que ele é fraco no sentido de ser possivel considerar a resposta do reser-
vatério como linear e representé-lo numa aproximagao harménica (6). wis
sa0 as {reqiiencias de movimento dos osciladores harmonicos do banho.
Temos entdo a lagrangeana L(g, §)

1 ., 1
L= -2-qu — Vola) + Y Crarg + 3 (Emqu - Emkw:qz) (3.2)
k k
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e, no limite cléssico, as equagdes de Euler-Lagrange:

. AV, ' -
mi+—=> = 3 Cits (3.3)
q k

made + Mawiqr = Ciq, V. (3.4)

Tomando a transformada de Laplace de (3.4) e depois substituindo em
(3.3) (12) obtemos

+ﬂfg _ Lf‘+imki{ch[ a(0) + 5qx(0) +

g 2miJe-io 4 8 +w} ' 8?7 + w}

Ckz &(3) at ‘
my [83 + wf ¢ (3.5)
Vamos chamar de f(t) a primeira parte desta integral de forma que
W, 1 fetioo Ci [ a(s)
g+ — = [l — d k| et .
mat dq 1)+ 2 js-.‘oo ’ Zk: my [.s’ +wi)© (3.6)

sendo f(t) uma “for¢a” dependente apenas das condig¢des iniciais do banho
dada por

1) = __/"”"” . Z { q(0) qu(o)zl ot (3.7)

276 Jeioo s +wl 8?4 Wl

Consideremos agora as seguintes condi¢oes iniciais para o banho:

< q4(0) >=< &(0) >=< @ (0)3(0) >= . (3.8)

Além disso, pelo teorema de equiparti¢io de energia temos

_ kgT
< q(0)gy(0) > = mawl S (3.9)
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kpT
<q,,(o)q,,»(0) >= n';k " (3.10)

para o banho em equilfbrio termodinimico & temperatura T. Se introdu-
zirmos a fungao espectral J(w) definida por

xC} nw , w<fil

Jw) =3 blw —wp) = (3.11)

% 2wy 0 , w>n

obtemos exatamente as condigdes (1.2) para f(t), conforme desejamos.
Retornando agora para (3.6), ainda é preciso que, de alguma maneira,
o iiltimo termo desta expressio fornega o termo dissipativo —n¢ para que
ela se reduza, no limite cléssico, & equagao de Langevim (1.1).
Se considerarmos a fungao espectral J(w) em suas duas formas como
dado por {3.11) temos

2" g, Wleoslot — )] _ 5~ %cos[w,,(t ~t)) = né(t - £).(3.12)

m W kmkk

Entao,

. d t [} ]
-n¢ = -—dtfodt g{t né(t—t)

_ z f dt' oft )COSIWk(t — 1 )]

/¢+ioo d ~( 8 "
= 8 ——t
m,,wk 274 Je—ioo g 8) 8% + wﬁ

-

I
™

-ng

C_: _1_[‘+'°°ds 6(3) q(S) {3 13)
2 Mk 273 Je—ioo s’+w,‘ wk '
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A primeira parcela do integrando é a integral que aparece em (3.6). Como
podemos ver, é preciso adicionar um novo termo & nossa hamiltoniana
inicial para obtermos no limite cldssico a equagio desejada. Na equacgio
de Euler-Lagrange para a coordenada ¢ devernos ter o termo

£+1i00 dsi ot
- E Mgwk 2m L sg(s)e” = (3.14)
e a lagrangeana do problema deve ser
1 '
L= 5"“12 - Volg) + Y- Crang+
k
1 Chq
+ Z ( mqu 2mkwiqﬁ) Z 2mkwk * (3']‘5)

Comparando (3.2) com (3.15) vemos que hi um novo termo na Gltima
expressiao que surgiu como uma imposi¢ao do modelo para que tenhamos
o limite cléssico correto. Podemos interpretar este novo termo como uma
corre¢ao ao potencial; um termo de renormalizagdo do potencial. Se qui-
sermos que a particula veja no limite cléssico o potencial Vo(g), devemos
partir no caso quintico, por construcao do nosso modelo, de um potencial
efetivo V (g) = Vo + AV onde

Cf 2 _nil .
= —g°. 3.16
2m;w§q x g (3.16)

AV =Y
k

Quando partimos de uma hamiltoniana que ndo possui esta corregao
para o potencial imposta pelo modelo, como foi o caso de Bruinsma e
Bak (14), o potencial que serd efetivamente “sentido” pela particula serd
V(g) = Vo(g) — AV. Isto é, o potencial efetivo serd um potencial menor
do que aquele que desejamos. Assim, ao incluirmos a presenga do banho,
o primeiro efeito é o do aumento da probabilidade de tunelamento. Este
efeito, no entanto, nio é real pois advém simplesmente do fato de estarmos
considerando um potencial que é menor do que o potencial desejado e que
portanto permite um tunelamento maior. Uma vez incluido o contra-
termo, ele deve corrigir este crescimento “artificial” da transmissao que
aparece em primeira anélise.
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I11.1 - A Halmitoniana e a Questio da Invaridncia
Translacional

Vamos escrever a hamilfoniana do nosso problema considerando agora
o contra-termo. Vamos supor também, como temos feito, que o acopla-
mento é bilinear nas coordenadas mas vamos assumir que a barreira estd
localizada num ponto qualquer do espaco ¢ = go e possui largura £. A
" interagao 86 deve existir no interior da barreira e, portanto, somente nesta
regiao é que o potencial é renormalizado.

H = -28;;- + Volq) + (E Cig 2(3&?&?) ©(g - 90)O(g0 + £~ g)+

2m wk

15 (2 i) o
Consideremos a seguinte mudanga de varidveis (19) para o banho:

- mgwk .
—_ : 3.18
Gk Cs Gk ( ]
Ce
P = 3.19
P P (3.19)
Ch
My = 3.20
T miw} ( )

Podemos rescrever

= -’3- + Vo(g)+

+ ; {21::; + ;mawg [Gx — 9©(q — 90)© (g0 + £ — ¢)] } (3.21)

25



que é uma hamiltoniana invariante por translacdo. Quando a particula
estd fora da barreira temos a hamiltoniana da particula e do banho de
osciladores sem qualquer interagao. Uma vez que a partfcula penetre na
regiio do potencial, em g = ¢q; automaticamente ¢ “ligada” a interagdo e
o potencial é renormalizado.

No caso de uma barreira localizada no espaco devemos tomar cuidado
com a questio da invaridncia translacional pois o resultado do problema
nio pode depender do local onde se encontra a barreira. No problema
"como tratado até agora, sem contra-termo, a invarifincia translacional nao
est4 garantida. Fizemos em particular go = 0 mas se considerarmos, por
exemplo, uma barreira simétrica e fizermos go = —¢/2, o resultado muda
drasticamente e o primeiro termo de corregdo & transmissio é negativo,
de ordem cinco em {7, e proveniente da parte dissipativa da corregéo.

Pelas discussoes feitas anteriormente vemos que é necessirio retor-
nar ao problema resolvido na se¢do anterior e resolvé-lo agora partindo
desta nova hamiltoniana proposta, que contém o contra-termo. Ou seja,
onde antes usivamos o potencial Vy{g) simplesmente, se queremos que
& particula perceba realmente Vo(g), devemos usar o potencial efetivo

V(q) = Vo(g) + AV.

I11.2 - A Resolucdo do Problema para a Barreira
Retangular Renormalizada

Vamos retornar ao problema resolvido na secio II.1 para a barreira
retangular de altura Vo e largura £. Ao invés da hamiltoniana (2.42)
devemos considerar

H= 5’% + (Vo + ?;Qq') ©(q)0(q — £) - D_ Crarg©(q)O(g — )+
k

2

Pi 1 2.2,

_* — . 2
-i—z": (2mk + 2mkw,‘qk) (3.22)

onde V(g) = Vo+ n'f1g® com 1’ = n/# é o potencial renormalizado que, por
causa do modelo, devemos adotar. Neste caso, calculando (2.6) obtemos
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k(g) = %\/2mq'ﬂq’ + 1R  (3.23)

onde ko ¢ dado por (2.43), e de (2.7) temos

2mn'Qe2 + h¥k? + /2mn' 12 |
r= o —tn y2mn 3 +y/2mn . (3.24)
\2mn'0l hko ,

Queremos a fungdo g(w) que agora é dada por:

e mwq

T )
[
27w Jo \/2mq'ﬂq" + hzkg

g(w) =

2mn'0g? + R’k + /2mn'Ng?
-+ - exXp T \/ ne 0 \/ il . (3.28)
\/2mq'ﬂ hko

Esta integral estd calculada no apéndice C e o resultado é

£ — \/2mn'0e2 + KkE + hkoe v"
mw \/rr_mﬂ + h*ki + hkge ) (3.26)

W) = o
9\ = ox mi? — 2n'0)

Se nio houvesse o contra termo n'N¢?, r se reduziria a 7, dado por (2.45)
e (3.26) a (2.46).

Novamente reescrevendo o problema em fungio da variavel adimensi-
onal z = w/N, temos

9(z) =

¢ |z- (ﬂfn)"(\/l + 2n'011d /m — e70)
2201 z? - 2n'/mQ

] . (3.27)

Seja 7 a freqiiéncia de relaxagao ligada ao decaimento do sistema em
presenca da dissipagao, ¥ = 1/2m. Como a maior freqiiéncia do banho é a
freqiiéncia de corte {} devemos ter, por construgéo, que 2 >> + (11) pois o
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sistema deve decair em uma escala de tempo muito maior que os periodos
dos osciladores harménicos do banho. Se fosse diferente, o sistema decairia
num tempo menor do que o necessdrio para ele interagir com os osciladores
que representam o préprio meio dissipativo.

Seja

2 _ 2n'Qr? _4
m %

o (v7a){f270) | (3.28)

um parémetro adimensional em fungdo do qual vamos rescrever g(z) e r.
Entao:

9(z) = (3.29)

4 {z — (7o) M(V1+ 2 —~ e-znf)]

2711 z3— o2 (f17) 2

T=r1o [i—tn(m+ oc)] . (3.30}

Vamos considerar o limite de {lry << 1 conforme feito por Bruinsma
e Bak (14). Neste caso temos que 7,1 >> 1 >> you 1 >> QO >> 70
e x?<< 1. Podemos expandir f(x) = én(v/1+ x*+ o) em série de Mac-
Laurin em torno de o e rescrever {3.30) como

n(1-2) )

De fato, no limite de {}7; << 1 a corregdo ao potencial introduzida pela
presenga do contra-termo ¢ muito pequena e em primeira ordem devemos
ter r ~ 7g, isto é, o tempo de travessia deve permanecer aproxidamente o
mesmo. Em segunda ordem, 7 deve ser menor que 7, pois se aurnentamos
a altura da barreira nds a tornamos mais proibida, classicamente falando,
fazendo com que a particula queira atravessi-la mais rapidamente.

De qualquer modo, o limite de 17, << 1 é um limite de correcoes ao
movimento balistico pois sendo 7, << f1”! o tempo de permanéncia da
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particula na regido de interagio é muito menor que o perfodo de qualquer
um dos osciladores do banho.

Para 1rp << 1 temos que fIr << 1 e como 0 < z < 1 podemos
expandir (3.29) com o auxilio-de (3.31). Nio esquecendo que x? tem
ordem de 7} e rearrumando a expansio em série de poténcias de 17y,

4 [ﬂfo __(0r)? + (zz _ 121) M+

@)= mim ~ %3 n/ &

- (z’ ~ 363-3) -(—n—g)—f + ] . (3.32)

Comparando (2.49) e (3.32) vemos que as séries s6 comegam a se dife-
renciar para o termo de terceira ordem e, mesmo nestes casos, a diferenca
se d4 por um fator Y0~ << 1. -

Podemos calcular agora T} através de (2.48) e teremos

T = Tg exp { %%’ [(n;")z - (n'°)s] } . (3.33)

18

Os resultados (2.50) e (3.33) sio semelhantes - porém nio sio iguais.
‘Na primeira expressio temos T2 que é a transmissio pela barreira re-
tangular; agora temos T que deve ser recalculado para o novo k(g) que
~estamos utilizando devido & presenga do contra-termo. Temos um poten-
cial quadrético e usando (2.5) e (3.23),

)
Te = exp {-—%/; rigv\/2mry'!|’lq’l + h’kg}

= exp {—-’1; \/Zmn'ﬂi’ + Wik L+

A2k} \/ 2mn' N2 + Kk + \/qu'ﬂt’
in . (3.34)
Jemrn ko
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Escrevendo em fung¢@o do pardmetro adimensional ,

Tg = exp {—kot [\/I-FT + éln(mﬂ- oc)} } ,- (3.35)

e no limite até agora considerado de flr) << 1 e oc?< < 1,

Ty = exp{;.kot(2+ 9;)}

= Tlexp { - k°t3°‘2} (3.36)

onde T3 ¢ dado por (2.44). Ainda podemos rescrever «? como:

:_ 4 . _ E?_?_' mi _ it
o= “_(‘YTo)(ﬂfo) = m \hks ﬂrg = Tk 207 (3.37)
e
- _ne (2 ) |
Tg = Tgexp{ oh (391’0 } . (3.38)

Finalmente juntando (3.38) com (3.33) , temos que

Tg = TG exp {5’5 [—gnro + (n:")z - (nlr;)’]} . (3.39)

Agora sim devemos comparar (2.50) com (3.39). Vemos que resolvendo
o problema da barreira retangular incluindo o contra-termo e no limite de
flry << 1, a primeira corregio & transmissao é negativa e portanto faz
com que a probabilidade da particula atravessar a barreira, quando no
interior da mesma existe um meio dissipativo, diminua !

Como vimos anteriormente, o termo quadrético vem da flutuagio e o
termo ciibico da dissipagdo. O termo linear que obtivemos vem direta-
mente da modificagio feita na barreira por imposigao do modelo adotado.
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A exiténcia do banho de osciladores, que gera a dissipagdo e a flutuagio,
implica também numa modifi¢io na forma da barreira para que, no limite
cléssico, o modelo quéantico fornega os resultados corretos. E justamente
~ esta modificag@o que nos fornece a exponencial decrescente que indica que
a transmissdo é menor através de uma barreira que contenha um meio
material adverso & passagem da particula.

I11.3 - Alguns Comentirios

Temos dois resultados diferentes - (2.50) e (3.39)- quando resolvemos
o problema sem e com contra-termo respectivamente. No primeiro resul-
tado a conclusido que se chega é que o tunelamento cresce; no segundo o
tunelamento decresce.

Embora o segundo resultado nos pareca ser o correto para a descrigao
da transmissdo por uma barreira dissipativa e seja o resultado obtido
quando partimos da halmitoniana renormalizada, € importante notar que

nos dois casos estamos no mesmo limite de (iry << 1. Este é um limite de
~ correcdes & transmissdo balistica. Neste caso temos que o tempo de tra-
vessia da particula pela barreira é muito menor que o periodo de qualquer
um dos osciladores do banho e sendo assim a particula nio pode “ver”
qualquer oscilacdo.

O objetivo da proxima se¢do é a andlise desta questdo das escalas de
tempo. Qual o limite correto para a resolugao do problema da transmissio
dissipativa ?
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IV - A Relacao entre Freqtiéncia de Corte e
Tempo de Travessia

Ainda em seu artigo de 1932, MacColl (2) ressaltava que o processo de
tunelamento & caracterizado tanto por uma taxa de tunelamento quanto
por um tempo de travessia durante o qual a particula efetivamente atra-
vessa a barreira. A discussao sobre a questao do tempo nos problemas de
tunelamento é muito controversa e hi “diferentes tempos” envolvidos.

Para caracterizar o tempo de travessia, Bittiker e Landauer (16) estu-
daram o tunelamento através de uma barreira dependente do tempo dada

por ‘

V(g,t) = Volq) + Vi(q) cos(wt). (4.1)

Em particular, eles estudaram o caso de V;(g) ser uma barreira retangular
-de altura V; e largura £ e V)(g) ser uma perturbarcio de amplitude V;
muito pequena e constante, existente no interior da barreira e nula fora
dela.

Sendo o tempo de travessia r dado por (2.7) eles observaram que: se
o periodo do potencial é grande comparado com o tempo durante o qual
a particula interage com a barreira (wr << 1), a particula vé, efetiva-
mente, uma barreira estdtica durante sua travessia. A particula, neste
caso, como que ndo nota a presenca do termo oscilante. Por outro lado, se
a fregiiéncia de oscilagao da barreira é grande em relagao ao reciproco do
tempo de travessia (wr >> 1) h4 muitos ciclos de oscilagio durante o in-
tervalo de tempo no qual a particula interage com o potencial. A barreira
efetiva percebida pela particula ndo é maior ou menor que Vj; neste caso a
transmissdo é diferente do caso estdtico anterior porque a particula pode
absorver ou ceder quanta de energia. A particula pode ser transmitida
com maior ou menor facilidade.

No problema que vem sendo tratado até agora, temos um potencial
semelhante ao (4.1) dado por

V{g,t) = Volg) + Vi{g) D Caqult). (4.2)

32




Cada um dos g,(t) é 0 movimento de um oscilador harméonico de fregiiéncia
wi e o que fazemos é somar em todos os osciladores.

Se 0 < w < {1, podemos constderar que no limite que {175 << 1 temos,
para todas as freqiiéncias w;, que wiTy << 1 e a particula ndo percebe
a oscilagdo de nenhum dos osciladores atravessando, efetivamente, uma
barreira estdtica. De fato, para flrg << 1 temos corre¢oes ao movimento
balfstico e tanto (2.50) como (3.39) nos dio, em primeira ordem, T} ~ Tg.
A transmissio no caso estitico é aproximadamente a transmissio sem a
presenca dos osciladores.

Se queremos que a particula interaja com os osciladores podendo assim
ganhar ou perder energia, devemos ter {iro >> 1. Neste caso, apesar de
haver algumas freqiiéncias w; < r~!, haverd também freqiiéncias para as
quais wy >> 77! que fario com que a particula possa absorver energia ou
ceder energia para os osciladores de mais baixa freqiiéncia do banho.

Se observarmos as deducdes feitas por Caldeira e Leggett (6, 10, 11)
veremos que, em todo o estudo feito para este modelo no caso dos po-
tencias meta-estdveis, sempre se considera que a freqiiéncia de corte {1 é
muito maior que qualquer uma das freqiiéncias tipicas do problema. Tal
consideraciio é importante inclusive na dedu¢éio do modelo quando con-
sideramos os limites das integrais em freqiiéncias como indo de zero até
infinito.

Devemos ter entio que f} >> 75 e 1 >> *1 (como j4 foi considerado).
7o é o tempo de travessia da particula pela barreira, o tempo de interagao
com o potencial e, neste caso, o tempo de permanéncia sob a barreira. J a

-1 ¢ o tempo de decaimento ligado ao coeficiente . A relagio entre 7 e

-1 depende do tipo de acoplamento. Se o acoplamento for forte devemos
ter N> T -1+ no caso do acoplamento fraco temos que v < 1'0 .

Quando fizemos 11, << 1 e, por construcdo, 7 << {1, s6 podiamos
estar considerando 75! >> 1 >> 4 e, portanto, acoplamento fraco. Evi-
dentemente, se a particula atravessa a barreira tao rapidamente que vé
uma barreira estética, ou seja, nao vé os osciladores do banho, seria um
contra-senso falar em acoplamento forte.
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IV.1 - O Problema ainda Sem Contra-Termo no
Limite Correto.

Vamos retornar agora ao problema como resolvido por Bruinsma e Bak
(14), isto é, o problema ainda sem considerar o contra-termo. Queremos
analisar este problema no limite de {17y 3> 1 que verificamos ser o limite de
interesse - ao invés do limite de corregdes ao movimento balistico {17y << 1.

Usando a varidvel adimensional z vimos em (2.47) que

g(z) = - (43)

2702 z3

¢ [z - (ﬂ'ro.]"l (1 - e""’“)]
e queremos calcular

T 1
T = Tgexp {—h—nﬂzjo dzz {[g’(:c) - g*(—2)] + |g(x) + g(—x}]z}} -(4.4)
No limite de 17, > 1 ndo podemos mais fazer as aproximagoes feitas
antleriormente e devemos calcular diretamente

. ne® 1 [2senh(z0ro) — senh(2zM17)
Tg = Tgexp { mh j; de [ z3(Q1rp)? *

—~2zf7g {1 — cosh(zflrg)] 3 — 4 cosh(zf1rp) + cosh(2z(rg)
z3(f170)? + 3(1rp)? } - (4.5)

As primeiras parcelas do integrando vém do termo dissipativo e a dltima
do Autuante. O integrando converge na origem e esta integral pode ser
feita normalmente (20). Obtemos

¢ ni* [ —2senh(flr) + senh(20ro)
TE = Tpexp { s { _ 203)

+ —3 + 4 cosh{frp) — cosh{217y) +
2(Q73)
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+ —3cosh(f1ro) + cosh(2M17o) + 2 + 2senh({lro) — senh(2ﬂro)
nfa

1 5
+§E.'(nfo) - EEi(—nTO) + 2E,'(—2n1'9)+

- lim [-;-Ei(zﬂro) - ;E’;(—zﬂro) + zE.-(—zxmo)] }} (4.6)
onde (21)

et
- dt— ,z<0

| Ei(z) = - (4.7)
_.l_l.r.:l} [L, dt——+/ dt—] , x>0,

Podemos expressar a integral exponencial E;(z) como sendo (21)

k

Ei(z) = C + tn|z| + E Py

(4.8)

e portanto temos que

%E.‘(zn‘fo) - gE.'(—InTg) + 2E.'(—2Info) = 2in2+

e * —z0rg)* )t
el seCeel L Eme w)

Se fizessemos em (4.6) o limite de 7o < 1 e expandissemos a expressao
obterfamos novamente o resultado (2.50). Considerando no entanto o li-
mite de 17 3> 1, tomando o8 limites assintéticos (22)
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z—++00

lim [ze"E.-(z)] =1, _(4.10)

Jim [~ze*Ei(—z)] = 1 (4.13)

e considerando finalmente que para firo 2> 1 também temos qﬁe

en'l'u

" senh(f17p) ~ cosh(f70) ~ 5 ,

(4.12)

podemos reescrever para esteé novo limite de interesse

. _ n_ti 28070 —_ 3 __enfu + 2 leﬂfu _
TE - I‘gexp { wh [ 4(“1’0)3 + 2011 + 2 nfo 2Un2
ﬂtﬁ cﬂn.
= — 2 . 13

Tgexp{ﬂh {2(01_0), £n2]} (4-13)

Finalmente,
i 2 1y .
t _ ~(2tn2)nt? {xh '?_ti_ e
TL = Tge exp { pry [——-—2(0-@)2]} . (4.14)

O primeiro fator de COITeGio que escrevemos para a transmissao sem
dissipagdo Tp é uma exponencial decrescente que, a menos de um fator
numérico, depende apenas da dissipagao através do coeficiente n e da bar-
reira em si através de sua espessura L. Este tipo de corre¢ao em primeira
ordem e que depende de n€®/xh é o resultado encontrado por Caldeira e
Leggett {6,10) para o caso de um potencial meta-estédvel na presenca de
dissipagao.

O segundo fator que escrevemos depende diretamente da freqiiéncia
de corte 11 escolhida para o banho - o que nio é desejado. Além disto,
quando fazemos {170 3> 1 este termo diverge muito rapidamente para -+oo.
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Ou seja, estamos multiplicando a transmissao por um fator infinito quando
levamos em consideragio a presenga de um meio dissipativo no interior da
barreira e a interagdo da particula com este meio. Neste caso, fazemos
com que a transmissdo seja maior do que um o que obviamente nao é um
resultado correto.

Mais uma vez, a idéia para se tentar controlar tal fator é a inclusao
do contra-termo. Quando consideramos a freqiiéncia de corte como sendo
muito grande (f} 3 75 '), estamos automaticamente considerando uma re-
normalizacio muito grande para o potencial. A barreira renormalizada é
muito alta e faz com que a probabilidade da particula ser transmitida caia
bruscamente. A idéia é justamente que esta queda na transmissao corrija,
de alguma forma, a parcela divergente indesejada que aparece no expoente.

1V.2 - O Problema Com Contré-Termo no Limite
Correto

Como vimos na seg¢ao 111.2 a inclusdo do contra-termo na resolugao do
problema nos fornece uma fungio g(z) dada por

¢ [z — () (VIT @ — o) }

(=)= 5 5 27— ai(An) (4.15)
onde
T=1p [ien(v’l +a?+ tx)] ' (4.16)
e
o = %(qro)(ﬂro). (4.17)

Novamente neste caso, nio podemos fazer as aproximagoes feitas an-
teriormente para o limite de {17y < 1 e devemos-integrar:

Tt = Tgexp {qt’ /’ i [:1:(01'0)-?[2\/1 + a?senh(zflr) — senh(2z(17)] N
=T il
ah Jo

7 - a*(in)
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_22(Qro) V1 + o — cosh(z07)]

[ a¥{@iro) T

z(070)~2[3 + 2a® — 4V/1 + of cosh(z{dr) + cosh(2z0ir)]
+ [ - o3(0) 2 J} wo

onde as primeiras parcelas do integrado, como em (4.5), vém do termo
dissipativo e a iltima do termo flutuante. Se fizessemos -« ir para zero,
terfarnos que 7 iria para 7o e (4.18} voltaria a ser (4.5). Este integrando
agora pode possuir um polo para z = a(flrg) ~*. No entanto, se substituir-
mos este valor de = teremos exponenciais de ra/ro = fn(v/1+a? + a) e
poderemos verificar que o integrando é uma funcdo bem comportada em
todo o intervalo de integragio e pode ser integrado normalmente. Utili-
zando as igualdades

X nTo { 1 1

22 - a?(Qrg) -2 " ta |z — e{ftro)~'J? B |z + a(nfo)-l]z} (4.19)

z? _1 { 1 + 1 N
[z7 — a?(Or)2]F ~ 4 ||z — a(On)')?  [z+ a(Qlrp) 12

. nfo 1 1
t [:c “a{ftr)! z+ a(fin)-! +]} (4.20)

resolvemos a integral (20) obtendo:

. n€® [ -2v1+ a’senh(fl7) + senh(2(17)
Tg =Tsexp { o { 2[(Om)? — o] *

—3 — 2a? + 44/1 + o cosh(f2r) — cosh(2}7) +
2[(r)? — ]
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nro[\/l + a? ~ cosh(nr)]

- (ﬂro)’ - a?

Vv1+ad o+ a -2—a’+2V1+a?
+ !n( + o +

2a nTo -

C"' /1o

[( (\/1+a’+a)+l) ( (ﬂfo—a))

+ (%(-3\/175 —a)- 1) E (-.—.riﬂ(nr0 + a))] +

e~/

4a

+ [( (3Vi+a? —a) + 1) (—-T’%(nrD - a)) +

( (m+a)_1) ( (mﬁa))]

[ 1+ m'h"E (—ma) — g Ta/nE, (:—Oa)] +

To

+§!& [e"“"’“ [E.- (—ZTLD(HTO + a]) - E,-(—Z;Ea)} +

e S R |||

Precisamos analisar a expressdo {4.21) no limite de Q7 » 1. Vamos
chamar ¢ = ~/{1 onde, como vimos, ¢ — 0 por construgio do modelo
utilizado. Vamos considerar também o parémetro finito A = 7 ( temos
que A > 1 para o acoplamento forte e X < 1 para o acoplamento fraco).
Podemos reescrever nossas grandezas em fungio destes parametros.
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Temos também que

Z e«

nfo

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

Considerando as expressoes (4.10), (4.11) e {4.12) reescrevemos (4.21)

como

T = Ty exp{lt—z [\/1 + a?e -3 — 20 N Oro(—e™ +2¢/1+ a’)

2[(“1’0)2 - a’]

2|(27d) — a?]

Vv1+ al N5+« -2 -a*+2v1+a?
+ tn( )+ 2 +

2a O — a

(v )

1

(a2
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()

fa \ -~ a 1 2ar

2 2 —_ 2
=TEexp{%%{[vl+a flro  (Qro \/1+a)+ro/r]en,+

2{(07o)? ~ o] t 2[(Nro)? — a?

Vv1+af ﬂr§+a) -3 - 2a? _
H e () 2 (4.27)
finalmente, considerando (4.23) e (4.26) escrevemos
‘ e " 1
TE—-—TEGXP{”“ [ 1+2(nf)(nfu)]}. (4.28)

Se compararmos (4.13) com (4.28) poderemos ver que a dltima diverge
mais lentamente que a primeira. O expoente na primeira é 7y e néo NIr
como na Gltima. Apesar de termos 117 3> 1 temos que {11 < 17y . De fato
isto é esperado pois, como a barreira renormalizada é muito maior do que
a inicial, devemos ter r < 7. '

Queremos comparar (4.28) com (4.14). Para isso precisamos calcular
Tg para a >» 1. Temos (3.35):

Tg = exp {—kol [\/1 + a? + —;tn(\/l + a? + a)]} (4.29)
eparaa > 1

Tg ~ =%t (4.30)

que é uma transmissido muito menor do que a transmissao para a barreira
néo normalizada. Como esperdvamos, para « muito grande Ty vai para
zero. Reescremos (4.28) como
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Tp = e e {5 [2(m)(nm)]} (4.31)

Temos entao que, para o problema sem contra-termo e com contra-
termo respectivamente :

93 eftro |
Tﬂe—(zzn:)nz’in exp { :-h [2([11- )2] } (4.32)

Tt =Tge-"¢’f'*exp{ (o= 2kot + T n€ l2(ﬂr)(ﬂro)]} (4.33)

Comparando este dois resultados podemos ver claramente que a inclusio
do contra-termo em (4.33) tenta controlar a divergéncia que aparecia em
(4.32). Nos dois casos temos o primeiro fator de corre¢do proporcional
a nf?/rh que faz com que a transmissio diminua quando consideramos
a dissipagao mas temos também um termo espirio que explode nas duas
expressoes quando {Irp > 1 — um pouco atenuado na segunda expressao
pela presenca do contra-termo. Ou seja, apesar da inclusio do contra-
termo, a transmissio diverge no limite de {17, > 1 o que, como ji foi dito
no final da secdo anterior, ndo pode ser um resultado correto.

Estamos novamente no impasse de termos uma transmissao divergente
quando consideramos o limite de tempos longos (7o > 1°!) que vimos
ser o correto para que possamos estudar, de fato, a interacao da particula
com o8 osciladores do banho. Este tipo de problema - de termos uma pro-
babilidade degenerada quando consideramos o limite de tempos longos -
também aparece no estudo da teoria de pertubagao dependente do tempo.

1V.3- O Limite Correto e a Teoria de Perturbacio
Dependente do Tempo - Alguns Comentérios

Consideremos uma hamiltoniana H = Hy + V(t) onde os auto-estados
E,, de Hy sdo conhecidos. Se V(t) é pequeno, podemos usar a teoria de
perturbagao dependente do tempo para estudar este problema. Neste caso,
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queremos em geral conhecer a probabilidade do sistema, inicialmente no
auto-estado E; de Hy, ser encontrado no auto-estado E; apds um intervalo
de tempo At sob acéo do potencial perturbativo.

Seja, por exemplo, V(t)=V uma perturbagdo que comega a atuar em
to = 0. Em t = 1 queremos saber a distribuicdo de probabilidade de
encontrarmos o sistema nos diversos auto-estados de energia. Se os estados
séo degenerados, um resultado conhecido (23) é que, quando consideramos
apenas a aproximagao em primeira ordem, a probabilidade de transicao
cresce no tempo com 72. Este mesmo resultado aparece quando fazemos
- perturbagoes senoidais- V(t) =V & apenas um caso particular de
V(t) = Vcoswt para w = 0.

Se considerarmos neste exemplo o limite de tempos longos veremos,
obviamente, que o resultado néo estd correto pois uma probabilidade nao
pode ser maior do que a unidade. Estamos em uma situagdo semelhante
Aquela encontrada em nosso problema de transmissao com dissipagio. A
solugdo deste impasse estd no limite de tempo que estamos considerando.
Para que seja vdlida a aproximacao em primeira ordem é necessdrio que
consideremos apenas o limite de tempos curtos. Se o intervalo de tempo
comega a crescer, o efeito dos termos de ordem superior que foram despre-
zados comega & se tornar da maior importancia para que seja.controlado
justamente este tipo de probiema. Ou seja, a aproximacio em primeira
ordem é vélida apenas no limite de tempos curtos !

No modelo proposto por Bruinsma e Bak (14), como eles préprios
enunciam, estamos na verdade resolvendo um problema de espalhamento
- os problemas de espalhamento podem se tratados utilizando teoria de
perturbacao. O método apresentado para resolugio do problema da trans-
missao por uma barreira dissipativa é portanto, na verdade, um misto de
aproximagao semi-classica com teoria de perturbagio em primeira ordem.
Quando escrevemos a equagao (2.18) para S estavamos tratando o acopla-
mento de forma perturbativa e considerando apenas o termo de primeira
ordem. Sendo assim, o modelo proposto por Bruinsma e Bak é vilido
somente no limite de tempos curtos que vem a ser exatamente o limite
de corregdes a0 movimento balistico. J4 sabemos que, se quisermos que
a particula interaja de fato com os osciladores do banho podendo assim
ganhar ou perder energia, serd preciso considerar o limite oposto ao da
validade da aproximagdo, isto ¢, o limite de tempos longos. Neste caso,
nido podemos tratar o problema em primeira ordem como feito no modelo

43



apresentado.

Uma vantagem do formalismo utilizado por Caldeira e Leggett na re-
solugdo da barreira meta-estive| com dissipagio ¢ que estes, apesar de con-
- siderarem o limite semi-cléssico, nao fazem qualquer tipo de aproximacio
perturbativa. ' '

44



V - Conclusoes

A conclus@o mais importante deste trabalho é que, apesar de ser muito
boa a idéia de Bruinsma e Bak de incluir o meio dissipativo apenas no in-
terior da barreira deixando a particula envoluir livremente fora dela, o
problema da transmissio por uma barreira dissipativa ainda nido esta re-
solvido de forma definitiva. O modelo para resolu¢io deste problema pre-
cisa ser aprimorado e o formalismo precisa ser compativel com o problema
correto que desejamos estudar.

‘A pergunta inicial deste trabalho era: qual o efeito da dissipacdo nos
problemas do tunelamento quéntico? A dissipacao deve aumentar ou di-
minuir a probabilidade de tunelamento? Como representar quanticamente
o acoplamento e resolver o problema do tunelamento? A questio da repre-
sentacao do acoplamento foi discutida e nés o representamos através da
interagao com um banho de osciladores harménicos. Quanto & questio do
tunelamento em si, a presenca do meio dissipativo no interior da barreira
parece inibir a transmissiao da particula como achamos coerente e como
~ no problema resolvido por Caldeira e Leggett.

~ No limite de validade da aproximagio feita neste trabalho, que é o li-

mite de 179 << 1 resolvido por Bruinsma e Bak, vemos que a inclusao de
um contra-termo de renormalizacdo do potencial que surge do modelo uti-
lizado para representagao do problema -termo este nao considerado pelos
tltimos - faz com que a transntissao decresga. Mesmo neste limite, que
-nao é o limite de interesse do problema dissipativo por se tratar do limite
de corre¢oes ao movimento balistico, vemos que a utilizagao da hamiltoni-
ana correta para a quantizagiao do problema nos fornece uma “transmissao
com dissipacao” que é inferior & transmissdo encontrada quando niao hd
mejo material no interior da barreira. Como vimos, a inclusao do contra-
termo & imprescindivel. E ele que nos garante a invaridncia translacional
do problema e o limite cldssico desejado para as equagdes de movimento.
Tratar o problema sem este contra-termo significa estudar uma barreira
inferior a barreira efetiva que queremos — é por este motlvo que Bruinsma
e Bak encontram uma transmissao maior.

No decorrer do trabalho vimos que, para que a particula possa real-
mente interagir com o meio dissipativo e para que possamos realmente
falar em dissipacao, devemos considerar o limite oposto ao considerado
inicialmente, isto é, o limite de {17y >> 1. Neste casc o resultado encon-
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trado é um resultado incorreto mas, como dissemos, isto decorre do fato
deste limite ser incompativel com as aproximacdes feitas anteriormente no
modelo. Ainda assim vemos que, fora o termo espiirio que diverge para
tempos longos e que provavelmente surgiu devido a esta incompatibili-
dade, encontramos um resultado que independe do intervalo de tempo e
no qual a transmissdo decresce. Agora o papel do contra-termo é mais
uma vez renormalizar o potencial a fim de controlar esta divergéncia; a
divergéncia de fato é “atenuada” mas ndo o suficiente para que obtenha-
mos um resultado correto pois nosso impasse é decorrente da ulitizagio de
aproximacoes falsas. ‘ _
Em resumo temos: a inclusiao do contra-termo de renormalizacao do
potencial é necesséria quando queremos quantizar um problema que apre-
senta dissipagédo através da interacio da particula de interesse com um
‘meio dissipativo representado por um conjunto de osciladores harménicos;
a presenca da dissipagdo faz com que a transmissio de uma particula
através de uma barreira dissipativa seja inferior & transmissao da mesma
por uma barreira sem dissipagio; 0 método proposto por Bruinsma e Bak
86 é vilido no limite de N1y << 1 e o limite de interesse do problema
dissipativo é flr, >> 1; o problema da transmissio por uma barreira
dissipativa ainda est4 em aberto e talvez possa ser resolvido evitando-se
apenas a aproximagao em primeira ordem utilizada neste trabalho.
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Apéngdice A

Estamos interessados no cdlculo da integral

1= [~ dGodGodGs p(Go,G)K1}(@1r+00,Go,~o0) -

‘e K:;‘(éh +o0o0, é;)l —00)

que aparece na expressio (2.32). Todas as constantes que aparecem mul-
tiplicando o resultado desta integral podem ser incluidas no fator de nor-
malizagdo N da expressdo (2.32) e portanto nio serdo incluidas neste de-
senvolvimento,

Para um conjunto de osciladores em equilibrio termodindmico temos
(17,24)

Mgy

(@0, @) = l;[ exp {2mnh(ﬁhwt) [(ako + @i3) cosh(Bhun) — 29&0420]}

onde § = (kgT)™! sendo T a temperatura de equilibrio. A expressao
para o propagador do conjunto de oscilador é o produto dos propagadores
dados por (2.31). Temos portanto que a integral I pode ser escrita como
um produto de integrais, uma para cada oscilador “k” do banho, I = [, I,.
Omitindo o indice k das coordenadas, massas e freqiiéncias de cada um
dos osciladores,

% ' —mw ' ,
I = f_ _ dgodgodgy exp {—————————2 Reenh(Bh) [(43 + gg')cosh(Bhw) — 2q0q0] n

mw

| —e——— 2, %y
1 Shoen (wap) | SWANG +90) — 20500+

+En%i ./;t! dt Qu,(t) senfw(t — to)] + — 20% f dt Q. (¢) senfw(t; — t)]+
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_..';nz_%’ j::f dt [“ ds Q:,“(.t)Q.,(s) sen|w(t; — t}] sen|w(s — to)]

mw

—_ 2 7y ]
*2h sen(wat) [°° (wat)(g; +90') ~ 29790+

2Cq “ 4y 2 an

f' dt Q;, (¢) sen[w(t—to)]+ f diQy,(t) senlw(t; - t)]+

2C?

T miut

f dt / ds @;,(t)Qy, (8) sen [w(t; - t)]sen |w(s - "’”]}

onde, uma vez resolvida a integral, devemos tomar o limite de {; — +oo
ety — —00
Vamos fazer a seguinte mudanca de varidveis:

y ' v
q0=3+"2’ e q0=z-—§,

cujo Jacobiano € unitdrio. Se omitimos o indice f de ¢; podemos reescrever

I = f_: dz dy dg exp{ _ﬁﬁm [cosh(ﬁhw)(gxz+ y;)_l_

2 .
S L | L. )
: (:c 1 )] T sen(wAt) cos(wAt)2zy — 2qy+

2Cq (4 )
+_":Jj;“ dt[Qul(t) — Q,z(t]]sen[w(t — to) ]+
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ii (x + y) /‘ dt Qu, (t)senjwlt, ~ t)]+

Ee-) et

- [ @ [ ]y, (Qu, o)+

~Qi ()0 senl(ts 1) senlu(s - )] | }

Fazemos primeiramente a integral em q,

ela nos fornece uma é(y ~ r)
onde '

= ;n% dt[Qh(‘) - Qg,(t)] sen|w(t — to)].

Podemos fazer automaticamente a integral em y e nos resta entéo:

- r2
Ik = exp{m!%m?[cosh(ﬂhw) + 1]+

+£2hse:}:At) [:wl‘/‘:! di[Q., (t) + Q:, (t)]sen|w(t, - t)]+
-;:_z%i dt f ds[Qu, (1)Q1, (3) - @;,(1)Q;, (s)] -

sen|w(t; — ¢)]senfw(s — zo)]]}
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o[ dzex { 2hsenh( ﬁhw)[cosh([;’hw) - 1j22%+

muw

+£m[rco&(wx§t) t— f: dt[Q,(t) — @, (t)]senjw(t; — t)]]a:}

Podemos agora integrar diretamente z e substituir posteriormente a
expressao de T'.
Usando a relaga.o

f A ds f(¢,8) = f"dtf'd"[f(t a) + f(s,t)]

e as relagdes conhecidas para as fungdes trigonométricas e hiperbélicas
obtemos finalmente:

I = exp { 2’10 cotgh (ﬁ;‘ ) [Caf ; ds[Qu, () — @5, (][0, o)+

~Q¢,(8)|cos[w(t — 8)|+

i [ 4 [ 4510 ~ @300 () + 0 ()] selols — .

2hmw

A integral total I é entdo o produto das exponenciais dos osciladores e
escrevemos finalmente

P=ep (S0 [ a ' aofi0u) - @i 0lIQu(e)+

k thgwk

+@Q;,(8)lsen[w, (t — )]+

Bhuy

) 90~ 001190 (0 - @5 O costonte o]

€omo aprece na expressao (2.34).

—cotgh (
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Apéndice B

Temos a integral

-

1= [T at[* a8 {i1@ult) - @010 (o) + Qi (o)) senlult — )]+

~coteh (222) (@0, ) - @3, 011Qu ) - @i (o) contott — |

onde @, (t) é dado por (2.20), a saber

Qg(t’) = _"/_: dv g(v) e--l'v(t'_t).

Substituindo,

I= /ﬁm dt /‘_‘ dsf_“' dv du g(v)g(u){_,- [c—iu(l-tn)+
_I_eiﬂ(l-‘_z)] [e—iu(a—h) _ iu(a-—!,)] sen[w(t _ 8)] n
+ cotgh (E_.zh-“_’) [e-—io(t-h) + eiu(l—t,)] [e-iu(t_gl)_i_

+¢‘“""")] cos |w(t — s)]}.

Fazendo a mudanga de variadvel t’=t-s, reescrevemos
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":/: dt /:” a f; dv du g(v)g(u) -+

. { —1 sen(wt') [ ei{é-i—tl)tci(ﬂ-l'u)hcl'ul' +

_ ¢-ilv-u)t givta —iuts c"‘“"_ 4 llv-ut gminta giuts c""'" +
_ei[u+u]le—i(v+u)t3e—iul'] + cotgh (ﬂ’;&d) cos(wt') ..
.. [c—i(u+u)lei(u+u)l; eilll' + c—i(u-u)l e‘iuhe-iutge-iut' +

+elomult gmivta giuty giut! 1 ilotuleg=ilutults e“““'] }

Podemos integrar em ¢ obtendo 276(v + u) e depois integrar em v.
Obtemos

I=-n j;w dt’ -[_: du[ [—g(u)g(—u) + g*(u)eiulti~t2) ] [ et 4
—eiut’ ] [ et ey ] +

—~cotgh (Ef;_w) [9(“)9(—11) + 9'(“]6‘"{“_"}] [6‘"" + e""“"] [c""’" + ef”"] }

Novamente integramos em ¢’ obtendo 276(u + w) e posteriormente em u.
O resultado é

I =2x3 {[ 92(w)eiw(l;—tz) _ gz(_w)e—sw(t,—s,) ] +
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+cotgh (_ﬁ_gw_) [ g’(w)c""'(h—ti) + 2g(w)g{—w) + g}(—w)ewlt1~t) ]}

Queremos reescrever a seguinte expressao:

'Z%W& [T as{ilQut) - QLONQ (o) + @i o) senlun(t - )+

—cotgh (ﬂ ) (Qu.(t) — @7, ()][Qx, (s) - Q::(s)] cos |wg(t — 3)]} .

Se usamos a fungdo espectral J(w) como definida em (2.35)

xC}
LT

6(w wg)

o) =g

e também o resultado encontrado acima para a integral, obtemos que a
expressao desejada pode ser escrita como

RN e _2r oo 20, )i (81—82) _ a2(_ . ) emitw(ts—ta)
”hfo dod (@)1 = [“do { [g*(w)e 0*(~w)e +

+cotgh (ﬂh ) lo* (w)e ¢~ + 29(w)g(-w) + g*(~w) ‘”(‘l-‘ﬂ]}

Finalmente o que queremos é calcular:

Pg g =TgN j:: dtldtzei(E'-E)(h—lzl .
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..,xp{g G [Caf 'm ds {1104, () — Q;,(1)](@x, ()+

2hm,,w; -00
+Qi,(8)] senfwi(t — s)|+

~cotgh (552) 000) - 90, 01Qu (9) - @i (e) confons - )} }

Se fizermos ainda a mudanga de varidveis

ty +t2
2

t=t, ~t3 et =
PE,EI =TEAt'N[Z duﬂx"‘s)‘exp{%{j;w de(f.U) { |g3(w)cl'wl 4

~g*(—w)e™™*] + cotgh (ég’—u-) 9% (w)e™* + 2g(w)g(—w) + g’(—w)e"“‘"]}}

- onde At' veio da integral em dt'. Dividindo por At' obtemos a probabili-
dade por unidade de tempo que é dada por {2.36).



Apéndice C

Temos que
¢ m
r = f dg - =
o '\/ 2mn Ng* + h3k3
__m VZmn'ne + %k +\/2mn'ne?
\/ 2mn'N ’ hko

e estamos interessados no célculo da integral

e mwg
I= dg - ces
/:’ V2mn'g? + A3k2

{ mw ( \/ 2mn'Ng? + A3 + \/2mq'ﬂq’) }
+ o exXp T in
2mn 0

- Ak,

pois temos, de acordo com (3.25), que

—f
e I
27w
Vamos resolver inicialmente a integral indefinida. Utilizando o método
de integracio por partes vamos fazer primeiramente

g(w) =

t=4q

dv — mw dg

V2mn'Ng® + h2k?
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' mw \/Zmn Ng? + A’k +/2mn'01g?
cereXP ' n Bk
E \v2mn'(l 0

Se chamamos

f(q) —-exp{ mw (\/2mn ﬂq’+hzk0+\/2mn g )}’
"0 _

hko
temos que
} I'=qf(g) - qu'f(q')-
Ainda utilizando o método de integragéo por partes, fazemos agora
i
! «= f(g)
e
2
dv = muwqdg ‘
_ \/imn'ﬂq’ + Wik}
Obtemos
- muw try2 ’ 3 _ ' ' ]
I'=goa [\/2mn ¢ + K ki f(q) mwqu fa)|-

Podemos igualar as duas identidades para I,
of(a) - [ da'sld) =

i

§ - z:;in [szn'ﬂq’ + Kk} f(g) — mw f dg (9')]
e calcular
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e 200 — wi/2mn'Ng? + AIK2
[ 4 11g) = 1 ;,’,.‘{,'_"',f,w‘i % ra)

Substituindo novamente em qualquer uma das expressdes para I,

I muwiq — w\/zmq'ﬂq’ + Kk}
B mw? — 20

f(q)

Os limites de integragdo sdo q =0 e q = £. No caso de q=0 temos f(0)=1.
e para ¢ = { temos f(¢) = exp {wr}. Assim

[(mw L- w\/2mr; ne + h.’ko) e“T + whko]
mw? — 2n N

Finalmente escrevemos

mwt ~ \/2mn' Qe + KTk + hkgev"
o) = o ]
mw? — 2:1 N

que é a expressio (3.26) desejada.
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