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Resumo

A Conjectura da Censura Cósmica, proposta por Roger Penrose em 1969, afirma que singulari-
dades resultantes de um colapso gravitacional estão sempre envolvidas pelo horizonte de eventos
de um buraco negro. O objetivo desse trabalho é investigar processos de tunelamento quântico
que visam violar essa conjectura. Através do formalismo de Newman–Penrose, é feita, inicial-
mente, uma análise de perturbações escalares, de neutrinos, eletromagnéticas e gravitacionais
nas métricas de Kerr e de Reissner–Nordström. Processos de espalhamento ondulatório nessas
métricas são estudados e coeficientes de transmissão e reflexão para ondas incidentes são calcu-
lados nos limites de baixas energias. A partir desses resultados, experimentos imaginários com
o intuito de destruir o horizonte de eventos de um buraco negro e expor sua singularidade para
um observador externo são propostos e analisados. A superradiância, fenômeno no qual ondas
incidentes são amplificadas ao serem refletidas por um potencial espalhador, se manifesta nesses
experimentos e, por isso, é tratada com detalhes e de uma forma bastante geral nesse trabalho.
Por fim, experimentos que visam detectar a radiação Hawking e o fenômeno da superradiância
em modelos análogos de gravitação são analisados. Em particular, um experimento proposto
por mim, em colaboração com Silke Weinfurtner, cujo objetivo é investigar a possibilidade de
obtenção de superradiância em laboratório, é discutido.
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Abstract

The Cosmic Censorship Conjecture, proposed by Roger Penrose in 1969, asserts that singularities
arising from the gravitational collapse of a body are always encompassed by the event horizon
of a black hole. The main purpose of this work is to investigate quantum tunneling processes
whose objetive is to violate this conjecture. Using the Newman–Penrose formalism, scalar,
neutrino, electromagnetic and gravitational perturbations in both Kerr and Reissner–Nordström
metrics are analysed. Wave scattering processes in these metrics are studied and transmission
and reflection coefficients for incident waves are calculated in the limit of small energies.
From these results, gedanken experiments with the purpose of destroying the event horizon
of a black hole and exposing its inner singularity to an external observer are proposed and
analysed. Superradiance, phenomenum in which incident waves are amplified when reflected by
a scattering potential, manifests itself in these thought experiments and, therefore, is also tre-
ated in detail in this work. Finally, some experiments with the purpose of detecting Hawking
radiation and superradiance in analogue models of gravity are analysed. In particular, an
experiment proposed by me, in collaboration with Silke Weinfurtner, whose aim is to investi-
gate the possibility of superradiance detection in laboratory, is discussed.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Em 24 de setembro de 1991, três renomados f́ısicos, John Preskill, Kip Thorne e Stephen
Hawking resolveram tornar públicas suas idéias divergentes em relação à existência de singula-
ridades nuas. Fizeram uma aposta, na qual Hawking afirmou que “quando qualquer campo
ou forma de matéria, que é incapaz de se tornar singular no espaço-tempo plano, se
acopla à Relatividade Geral através das equações de Einstein clássicas, o resultado
nunca pode ser uma singularidade nua”, enquanto Preskill e Thorne afirmaram que sin-
gularidades nuas são objetos gravitacionais intrinsicamente quânticos, que podem existir sem
estarem envoltos pelo horizonte de eventos de um buraco negro [1].

Figura 1.1: Preskill, Thorne e Hawking: aposta sobre a existência de singularidades nuas. Retirado
da referência [1].

O objeto central dessa aposta, a singularidade, representa situações nas quais a Relati-
vidade Geral, e todas as outras teorias conhecidas, perdem seu poder de predição. Desde
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2 1 Introdução

1939, com o trabalho de Oppenheimer e Snyder [5], é sabido que singularidades podem surgir
quando condições iniciais evoluem através das equações de Einstein. Generalizando resulta-
dos de Belinsky–Khalatnikov–Lifshitz [6], Hawking e Penrose demonstraram os teoremas de
singularidade [7, 8], que garantem a formação de algum tipo de singularidade em um processo
de colapso gravitacional se algumas hipóteses são satisfeitas (especificamente, a existência de
uma superf́ıcie aprisionada, a não existência de curvas tipo-tempo fechadas, a condição de
não-negatividade da energia e alguma hipótese de generalidade). Contudo, esses teoremas de
Hawking e Penrose nada afirmam sobre a possibilidade dessas singularidades produzidas em um
colapso gravitacional serem observáveis. A singularidade de um buraco negro de Kerr–Newman
(a solução mais geral posśıvel das equações de Einstein-Maxwell, de acordo com os teoremas
de unicidade [9]), por exemplo, está sempre envolvida por um horizonte de eventos. Uma sin-
gularidade, quando não envolta por um horizonte de eventos, é denominada singularidade nua.
A existência desse tipo de singularidade representa um grande problema à Relatividade Geral,
pois impede qualquer tipo de predição sobre a evolução do espaço-tempo.

A conjectura que afirma que singularidades produzidas em um colapso gravitacional estão
sempre envoltas pelo horizonte de eventos de um buraco negro é denominada Conjectura Fraca
da Censura Cósmica. Essa conjectura foi proposta, pela primeira vez, em 1969, por Roger
Penrose [10–12]. Desde então, vários resultados tentando prová-la ou violá-la surgiram na
literatura [13–22]. Uma evidência em favor da Conjectura Fraca da Censura Cósmica é o fato
de buracos negros serem estáveis sob perturbações lineares. Se a conjectura nao for verdadeira,
um colapso gravitacional poderia produzir, genericamente, uma singularidade nua. Nesse caso,
uma demonstração de que buracos negros são linearmente instáveis invalidaria a conjectura.
No entanto, esse não é o caso. Vishveshwara, Price, Whiting, entre outros, demonstraram a
estabilidade linear de buracos negros [23–26].

Outra conjectura, denominada Conjectura Forte da Censura Cósmica, foi proposta também
por Penrose [11, 12]. Ela afirma que todos os espaços-tempo fisicamente aceitáveis são glo-
balmente hiperbólicos. Em outras palavras, além de uma posśıvel singularidade inicial, como
o big bang, nenhuma outra singularidade é viśıvel para nenhum observador. Para uma de-
finição formal das duas formas da conjectura, recomenda-se a leitura da referência [8]. Ao longo
desse trabalho, quando escrevermos “Conjectura da Censura Cósmica”(CCC), estaremos nos
referindo à versão fraca da conjectura.

Com relação à aposta descrita no ińıcio do caṕıtulo, no dia 05 de fevereiro de 1997, Stephen
Hawking acabou aceitando estar errado, tendo em vista um resultado obtido por Choptuik [27],
que mostrou ser posśıvel formar singularidades nuas sob condições iniciais não-genéricas bas-
tante espećıficas. Nesse mesmo dia, uma nova aposta envolvendo singularidades foi feita. Ainda
acreditando na proibição de singularidades nuas pelas leis da f́ısica clássica, Stephen Hawking
desafiou John Preskill e Kip Thorne novamente. Estes, ainda acreditando que singularidades
nuas são objetos intrinsicamente quânticos que possivelmente existem, aceitaram a aposta. No
texto descrevendo o acordo, Hawking afirmava que “quando qualquer campo ou forma
de matéria, que é incapaz de se tornar singular no espaço-tempo plano, se acopla
à Relatividade Geral através das equações de Einstein clássicas, então a evolução
dinâmica a partir de condições iniciais genéricas (i.e. a partir de um conjunto
aberto de dados iniciais) nunca pode produzir uma singularidade nua” [1]. A questão
da existência de singularidades nuas ainda é uma questão não resolvida. A Conjectura da Cen-
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sura Cósmica continua sendo um dos principais problemas em aberto da Relatividade Geral.

Essa tese é baseada em cinco artigos diferentes. As rapid communications, “Can quantum
mechanics fool the cosmic censor?” (Phys. Rev. D 79, 101502(R) (2009)) e “Overspin-
ning a nearly extreme black hole and the weak cosmic censorship conjecture” (Phys.
Rev. D 78, 081503(R) (2008)), tratam, respectivamente, de experimentos imaginários que bus-
cam violar a CCC através do tunelamento quântico de part́ıculas sem carga, ver seção (4.2). Já
o artigo a ser publicado, “Challenging the weak cosmic censorship conjecture” [28], cal-
cula os coeficientes de transmissão e reflexão para part́ıculas carregadas na métrica de Reissner-
Nordström, ver seção (3.6), e analisa a possibilidade de se utilizar essas part́ıculas para violar
a CCC, ver seção (4.3). O artigo “Generalized superradiant scattering” (Phys. Rev. D
80, 124016 (2009)), por sua vez, examina as condições suficientes para que o fenômeno da su-
perradiância ocorra, ver caṕıtulo 6. A possibilidade de detectar superradiância em laboratório
é investigada no artigo “Experimental superradiant scattering” [4], ainda a ser publicado
e baseado em um experimento realizado no ICTP, ver seção (6.5). Experimentos que visam
detectar a radiação Hawking em modelos análogos são discutidos na seção (5.6).



Caṕıtulo 2

Perturbações na métrica de Kerr:
equações de Teukolsky

As equações de Teukolsky são equações desacopladas e separáveis que descrevem perturbações
escalares, de neutrinos, eletromagnéticas ou gravitacionais na métrica de Kerr. Foram desco-
bertas por Teukolsky em 1973 [29, 30], utilizando o formalismo de Newman–Penrose (NP). Na
verdade, o formalismo de NP já havia sido utilizado anteriormente por Price [25] e por Bardeen
e Press [31] para estudar perturbações na métrica de Schwarzschild. Motivado pelo fato de tanto
a métrica de Schwarzschild quanto a de Kerr serem Petrov tipo-D, Teukolsky suspeitou que era
posśıvel obter equações desacopladas também para a métrica de Kerr usando o formalismo de
NP. Nesse caṕıtulo, repetiremos os passos utilizados por Teukolsky para obter as equações que
levam o seu nome. Primeiramente, calculamos os coeficientes de spin para a métrica de Kerr
através da tétrade de Kinnersley. A equação de Klein–Gordon é então separada, originando uma
equação diferencial radial e outra angular. As equações de Dirac, por sua vez, são separadas
utilizando-se o formalismo desenvolvido no apêndice B. Como resultado, tem-se duas equações
radiais diferenciais e duas equações angulares. Já as equações de Maxwell, através do apêndice
A, são também reduzidas a um par de equações radiais e um par de equações angulares. Por
último, a análise de ondas gravitacionais na métrica de Kerr é feita. Os escalares de Weyl e os
coeficientes de spin são separados em dois grupos: as quantidades inicialmente nulas e as ini-
cialmente não-nulas. Essas grandezas são então perturbadas linearmente. Depois de um longo
processo de separação de variáveis, obtem-se um par de equações radiais e um par de equações
angulares.

O próximo passo é reescrever as equações de onda para as diferentes possibilidades de spin
como uma única equação radial e uma única equação angular. Essas equações, denominadas
equações de Teukolsky, são então utilizadas para estudar o problema de espalhamento de uma
onda incidente em um buraco negro de Kerr. Mais especificamente, a equação radial de Teu-
kolsky é resolvida assintoticamente longe e nas proximidades do horizonte de eventos do buraco
negro. Impondo a condição de contorno de que nenhum sinal pode se propagar de dentro para
fora de um buraco negro, calcula-se, no limite de baixas energias, coeficientes de reflexão e de
transmissão (correspondentes, repectivamente, à razão entre o fluxo de energia refletida e o
fluxo de energia incidente e à razão entre o fluxo de energia transmitida e o fluxo de energia
incidente no buraco negro).
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2.1 Espaço-tempo de Kerr 5

2.1 Espaço-tempo de Kerr

O espaço-tempo de Kerr é uma solução estacionária, axissimétrica e assintoticamente plana das
equações de Einstein [8]. A métrica desse espaço-tempo, nas coordenadas de Boyer–Lindquist,
é dada por,

ds2 = −dt2 + ρ2
(

1

∆
dr2 + dθ2

)

+ (r2 + a2) sin2 θdφ2 +
2Mr

ρ2
(

a sin2 θdφ− dt
)2
, (2.1)

onde
ρ2 = r2 + a2 cos2 θ e ∆ = r2 − 2Mr + a2. (2.2)

No caso M < a, essa métrica representa uma singularidade nua. Já para o caso M ≥ a, essa
métrica corresponde a um buraco negro em rotação, com massaM e momento angular J = aM .
As ráızes da função ∆, dadas por,

r+ =M +
√
M2 − a2 e r− =M −

√
M2 − a2, (2.3)

indicam, respectivamente, as localizações do horizonte de eventos e do horizonte de Cauchy do
buraco negro.

Para analisar a propagação de ondas na métrica de Kerr, é conveniente descrever o espaço-
tempo usando o formalismo de NP. A classe de geodésicas nulas dada pelos vetores tangentes,

dt

dτ
=
r2 + a2

∆
E,

dr

dτ
= ±E, dθ

dτ
= 0 e

dφ

dτ
=

a

∆
E, (2.4)

onde E é uma constante, motiva a definição da seguinte base tétrade nula, denominada tétrade
de Kinnersley,

li =
1

∆

(

r2 + a2,+∆, 0, a
)

, (2.5)

ni =
1

2ρ2
(

r2 + a2,−∆, 0, a
)

, (2.6)

mi =
1

ρ̄
√
2
(ia sin θ, 0, 1, i csc θ) , (2.7)

onde ρ̄ = r+ia cos θ e ρ̄∗ = r−ia cos θ. A barra em ρ̄ é utilizada para diferenciar essa quantidade
do coeficiente de spin ρ que, quando necessário, será denotado por ρ̃. Para que as condições de
normalização do formalismo de NP sejam satisfeitas, i.e, l · n = 1 e m · m̄ = −1, os vetores n e
m, ao contrário de l, não são parametrizados afinamente. A forma covariante da base tétrade
é facilmente calculada,

li =
1

∆

(

∆,−ρ2, 0,−a∆sin2 θ
)

, (2.8)

ni =
1

2ρ2
(

∆,+ρ2, 0,−a∆sin2 θ
)

, (2.9)

mi =
1

ρ̄
√
2

(

ia sin θ, 0,−ρ2,−i(r2 + a2) sin θ
)

. (2.10)



6 2 Perturbações na métrica de Kerr: equações de Teukolsky

Os coeficientes de spin para a métrica de Kerr podem, agora, ser calculados a partir dos vetores
da base. O resultado obtido é [29],

κ = σ = λ = ν = ǫ = 0, (2.11)

ρ̃ = − 1

ρ̄∗
, β =

cot θ

ρ̄2
√
2
, π =

ia sin θ

(ρ̄∗)2
√
2
, τ = − ia sin θ

ρ2
√
2
, (2.12)

µ = − ∆

2ρ2ρ̄∗
, γ = µ+

r −M

2ρ2
, α = π − β∗. (2.13)

Devido ao fato da métrica de Kerr ser estacionária e axissimétrica, é natural se esperar que
uma perturbação qualquer do background seja composta por uma superposição linear de ondas
de diferentes frequências ω e diferentes peŕıodos (2πm, m = 0,±1,±2, ...) em φ. Dessa forma,
espera-se que o comportamento temporal e azimutal dessas ondas seja dado por,

e−iωt+imφ. (2.14)

Os vetores da base tétrade, ver equações (2.5)-(2.7), quando vistos como vetores tangen-
tes aplicados a funções com dependência temporal e azimutal dada pela expressão acima, se
comportam como os seguintes operadores diferenciais [29],

l = D = D0, n = △ = − ∆

2ρ2
D†

0, (2.15)

m = δ =
1

ρ̄
√
2
L†

0, m̄ = δ∗ =
1

ρ̄∗
√
2
L0, (2.16)

onde

Dn = ∂r −
iK

∆
+ 2n

r −M

∆
, D†

n = ∂r +
iK

∆
+ 2n

r −M

∆
(2.17)

Ln = ∂θ +X + n cot θ, L†
n = ∂θ −X + n cot θ, (2.18)

e

K = (r2 + a2)ω − am, X = −aω sin θ +m csc θ. (2.19)

Claramente, as expressões acima para os operadores diferenciais só são válidas quando as
funções em questão possuem a forma (2.14). No caso das funções serem independentes de t e de
φ, os operadores D e L se tornam simplesmente ∂r e ∂θ, respectivamente. Usando o teorema de
Goldberg-Sachs, ver seção (A.8), o fato dos coeficientes de spin κ, σ, λ e ν serem nulos implica
que o espaço-tempo de Kerr é Petrov tipo-D. Consequentemente, todos os escalares de Weyl,
com exceção de Ψ2, são nulos.

2.2 Ondas escalares no espaço-tempo de Kerr

A propagação de ondas escalares, neutras e sem massa na métrica de Kerr é descrita pela
equação de Klein–Gordon,

∇µ∇µψ =
1√−g

∂

∂xµ

(√−ggµν ∂ψ
∂xν

)

= 0. (2.20)
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Utilizando as coordenadas de Boyer–Lindquist e separando as variáveis através de,

ψ = R0(r)S0(θ)e
imφe−iωt, (2.21)

obtemos um par de equações,

1

sin θ

d

dθ

(

sin θ
dS0

dθ

)

+

(

a2ω2 cos2 θ − m2

sin2 θ
+ λ

)

S0 = 0, (2.22)

∆
d

dr

(

∆
dR0

dr

)

+
[

ω2
(

r2 + a2
)2 − 4aMrmω + a2m2 −∆

(

a2ω2 + λ
)

]

R0 = 0, (2.23)

onde λ é uma constante de separação.

2.3 Ondas de neutrinos no espaço-tempo de Kerr

Substituindo os coeficientes de spin, equações (2.11)-(2.13), e as derivadas direcionais, equações
(2.15) e (2.16), nas equações de Dirac no formalismo de NP, equações (B.53)-(B.56), obtemos
as seguintes equações,

(

D0 +
1

ρ̄∗

)

F1 +
1

ρ̄∗
√
2
L 1

2

F2 = iµ∗G1, (2.24)

∆

2ρ2
D†

1

2

F2 −
1

ρ̄
√
2

(

L†
1

2

+
ia sin θ

ρ̄∗

)

F1 = −iµ∗G2, (2.25)

(

D0 +
1

ρ̄

)

G2 −
1

ρ̄
√
2
L†

1

2

G1 = iµ∗F2, (2.26)

∆

2ρ2
D†

1

2

G1 +
1

ρ̄∗
√
2

(

L 1

2

− ia sin θ

ρ̄

)

G2 = −iµ∗F1, (2.27)

onde F1 = P 0, F2 = P 1, G1 = Q̄1′ , G2 = −Q0′ e assumimos que essas funções de onda possuem
a dependência usual e−iωt+imφ. Fazendo,

f1 = ρ̄∗F1, f2 = F2, g1 = G1, g2 = ρ̄G2, (2.28)

as equações de Dirac acima assumem a seguinte forma,

D0f1 + 2−
1

2L 1

2

f2 = +(iµ∗r + aµ∗ cos θ) g1, (2.29)

∆D†
1

2

f2 − 2
1

2L†
1

2

f1 = −2 (iµ∗r + aµ∗ cos θ) g2, (2.30)

D0g2 − 2−
1

2L†
1

2

g1 = +(iµ∗r − aµ∗ cos θ) f2, (2.31)

∆D†
1

2

g1 + 2
1

2L 1

2

g2 = −2 (iµ∗r − aµ∗ cos θ) f1. (2.32)

Essas equações são separáveis através das substituições,

f1(r, θ) = R− 1

2

(r)S− 1

2

(θ), f2(r, θ) = R+ 1

2

(r)S+ 1

2

(θ), (2.33)

g1(r, θ) = R+ 1

2

(r)S− 1

2

(θ), g2(r, θ) = R− 1

2

(r)S+ 1

2

(θ). (2.34)
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O resultado obtido, após trocar
√
2µ∗ por me e

√
2R− 1

2

por R− 1

2

, é [29],

∆
1

2D0R− 1

2

= (λ+ imer)∆
1

2R+ 1

2

, (2.35)

∆
1

2D†
0∆

1

2R+ 1

2

= (λ− imer)R− 1

2

, (2.36)

L 1

2

S+ 1

2

= − (λ− ame cos θ)S− 1

2

, (2.37)

L†
1

2

S− 1

2

= +(λ+ ame cos θ)S+ 1

2

, (2.38)

onde λ é uma constante de separação. Eliminando ∆
1

2R+ 1

2

das equações (2.35) e (2.36), obtem-
se uma equação envolvendo R− 1

2

apenas,

[

∆D†
1

2

D0 −
ime∆

λ+ imer
D0 −

(

λ2 +m2
er

2
)

]

R− 1

2

= 0. (2.39)

A função ∆
1

2R+ 1

2

satisfaz à equação complexo conjugada da equação acima. Aplicando pro-
cedimento análogo às equações angulares, é posśıvel encontrar uma equação envolvendo S− 1

2

apenas,
[

L 1

2

L†
1

2

+
ame sin θ

λ+ ame cos θ
L†

1

2

+
(

λ2 − a2m2
e cos

2 θ
)

]

S− 1

2

= 0, (2.40)

sendo que S+ 1

2

obedece à equação adjunta desta, obtida substituindo θ por π − θ. A constante

de separação λ é determinada pelas condições de contorno que exigem que S− 1

2

(e, consequen-

temente, S+ 1

2

) seja regular em θ = 0 e em θ = π.

O parâmetrome nas equações (2.35)-(2.38) pode ser interpretado como a massa da part́ıcula.
Dessa forma, para encontrar as equações que descrevem o comportamento de neutrinos na
métrica de Kerr, basta tomar me = 0 nas equações (2.39) e (2.40). Além disso, fazendo

∆
1

2R+ 1

2

= P+ 1

2

e R− 1

2

= P− 1

2

, obtemos os seguintes pares de equações,

∆
1

2D†
0P+ 1

2

= λP− 1

2

, ∆
1

2D0P− 1

2

= λP+ 1

2

, (2.41)

e,

L 1

2

S+ 1

2

= −λS− 1

2

, L†
1

2

S− 1

2

= +λS+ 1

2

, (2.42)

Desacoplando as equações acima, obtemos [29],

(

∆D 1

2

D†
0 − λ2

)

P+ 1

2

= 0,
(

∆D†
1

2

D0 − λ2
)

P− 1

2

= 0, (2.43)

e,

L†
1

2

L 1

2

S+ 1

2

= −λ2S+ 1

2

, L 1

2

L†
1

2

S− 1

2

= −λ2S− 1

2

. (2.44)
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2.4 Ondas eletromagnéticas no espaço-tempo de Kerr

Substituindo os coeficientes de spin e as derivadas direcionais apropriadas à métrica de Kerr
nas equações de Maxwell do formalismo de NP, equação (A.91), obtemos as seguintes equações,

1

ρ̄∗
√
2

(

L1 −
ia sin θ

ρ̄∗

)

φ0 = +

(

D0 +
2

ρ̄∗

)

φ1, (2.45)

1

ρ̄∗
√
2

(

L0 +
2ia sin θ

ρ̄∗

)

φ1 = +

(

D0 +
1

ρ̄∗

)

φ2, (2.46)

1

ρ̄
√
2

(

L†
1 +

ia sin θ

ρ̄∗

)

φ2 = − ∆

2ρ2

(

D†
0 +

2

ρ̄∗

)

φ1, (2.47)

1

ρ̄
√
2

(

L†
0 +

2ia sin θ

ρ̄∗

)

φ1 = − ∆

2ρ2

(

D†
1 −

1

ρ̄∗

)

φ0. (2.48)

Através da substituição Φ0 = φ0, Φ1 = φ1ρ̄
∗√2, e Φ2 = 2φ2 (ρ̄

∗)2, as equações acima adquirem
uma forma mais simétrica,

(

L1 −
ia sin θ

ρ̄∗

)

Φ0 =

(

D0 +
1

ρ̄∗

)

Φ1, (2.49)

(

L0 +
ia sin θ

ρ̄∗

)

Φ1 = +

(

D0 −
1

ρ̄∗

)

Φ2, (2.50)

(

L†
1 −

ia sin θ

ρ̄∗

)

Φ2 = −∆

(

D†
0 +

1

ρ̄∗

)

Φ1, (2.51)

(

L†
0 +

ia sin θ

ρ̄∗

)

Φ1 = −∆

(

D†
1 −

1

ρ̄∗

)

Φ0. (2.52)

É posśıvel eliminar Φ1 das equações (2.49) e (2.52) e obter uma equação desacoplada para Φ0.
Também é posśıvel eliminar Φ1 das equações (2.50) e (2.51) e obter uma equação desacoplada
para Φ2. Dessa maneira, obtem-se, depois de alguma simplificação, as seguintes equações [29],

[

∆D1D†
1 + L†

0L1 + 2iω (r + ia cos θ)
]

Φ0 = 0, (2.53)
[

∆D†
0D†

0 + L0L†
1 − 2iω (r + ia cos θ)

]

Φ2 = 0. (2.54)

Por meio das substituições

Φ0 = R+1(r)S+1 (θ) e Φ2 = R−1(r)S−1 (θ) , (2.55)

obtém-se dois pares de equações separadas,
(

∆D1D†
1 + 2iωr

)

R+1 = λR+1, (2.56)
(

L†
0L1 − 2aω cos θ

)

S+1 = −λS+1, (2.57)

e,
(

∆D†
0D0 − 2iωr

)

R−1 = λR−1, (2.58)
(

L0L†
1 + 2aω cos θ

)

S−1 = −λS−1, (2.59)
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onde λ é uma constante de separação. A equação (2.56) pode ser reescrita da seguinte forma,

(∆D0D†
0 + 2iωr)∆R+1 = λ∆R+1. (2.60)

Comparando-a com a equação (2.58), conclui-se que as funções R−1 e ∆R+1 satisfazem equações
complexo conjugadas. A partir das equações (2.57) e (2.59), também é posśıvel mostrar que as
equações satisfeitas por S+1 e S−1 podem ser obtidas uma a partir da outra substituindo-se θ
por π − θ.

O fato de termos equações separadas para Φ0 e Φ2 não resolve completamente o problema da
propagação de ondas eletromagnéticas no espaço-tempo de Kerr. Ainda é necessário determinar
a normalização relativa entre Φ0 e Φ2, bem como a solução Φ1. Utilizando as equações (2.55),
e escolhendo S+1 e S−1 de forma que ambas sejam normalizadas em 1, i.e.,

∫ π

0

S2
+1 sin θdθ =

∫ π

0

S2
−1 sin θdθ = 1, (2.61)

a indeterminação em Φ0 e Φ2 é transferida para a normalização relativa entre R−1 e R+1. Essa
normalização relativa pode ser obtida através das identidades de Teukolsky-Starobinski. De
acordo com essas identidades, é posśıvel escrever

∆D0D0R−1 = C1∆R+1, (2.62)

∆D†
0D†

0∆R+1 = C∗
1R−1, (2.63)

L0L1S+1 = D1S−1, (2.64)

L†
0L†

1S−1 = D1S+1, (2.65)

onde C1 e D1 são constantes, denominadas constantes de Starobinski [29, 32], que satisfazem,

|C1|2 = D2
1 = λ2 − 4α2ω2, onde α2 = a2 − am

ω
. (2.66)

Denotando ∆R+1 e R−1 por P+1 e P−1, respectivamente, podemos escrever as equações (2.62)
e (2.63) como,

∆D0D0P−1 = C1P+1, (2.67)

∆D†
0D†

0P+1 = C∗
1P−1. (2.68)

Utilizando a relação,
L0L1Φ0 = D0D0Φ2, (2.69)

entre Φ0 e Φ2, pode-se mostrar que C1 é real e que podemos escrever os escalares de Maxwell,
φ0 e φ2, como,

∆φ0 = P+1S+1, e φ2 =
1

2(ρ̄∗)2
P−1S−1. (2.70)

Depois de um pouco de manipulação algébrica, é posśıvel calcular também o escalar de Maxwell
restante, φ1 [29],

φ1 =

√
2

4(ρ̄∗)2

[(

g+1L1S+1 − g−1L†
1S−1

)

− ia
(

f−1D0P−1 − f+1D†
0P+1

)]

, (2.71)
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onde as funções f±1 e g±1 são dadas por,

f+1 =
1

C1

[

(cos θ)L†
1S−1 + (sin θ)S−1

]

, (2.72)

f−1 =
1

C1
[(cos θ)L1S+1 + (sin θ)S+1] , (2.73)

g+1 =
1

C1
(rD0P−1 − P−1) , (2.74)

g−1 =
1

C1

(

rD†
0P+1 − P+1

)

. (2.75)

2.5 Ondas gravitacionais no espaço-tempo de Kerr

Conforme visto anteriormente, utilizando a base tétrade dada pelas equações (2.5)-(2.7), temos
que os escalares de Weyl, Ψ0, Ψ1, Ψ3 e Ψ4, e os coeficientes de spin, κ, σ, λ, ν e ǫ, são todos
nulos na métrica de Kerr. Quando a métrica de Kerr é perturbada gravitacionalmente, as
quantidades que antes se anulavam no estado estacionário, assumem valores de primeira ordem
na teoria de perturbações lineares. As quantidades que não eram nulas, sofrem, da mesma
forma, perturbações de primeira ordem. O problema da propagação de ondas gravitacionais na
métrica de Kerr se divide naturalmente em duas partes. A primeira consiste em determinar as
perturbações das quantidades inicialmente nulas, denotadas por,

Ψ0,Ψ1,Ψ3,Ψ4, κ, σ, λ, ν. (2.76)

A segunda parte, por sua vez, envolve as perturbações das quantidades inicialmente não-nulas,
dadas por

Ψ
(1)
2 , ρ̃(1), τ (1), µ(1), π(1), α(1), β(1), γ(1), ǫ(1), l(1),n(1),m(1), m̄(1). (2.77)

O ı́ndice (1), que indica as perturbações de primeira ordem, é desnecessário para as quantidades
(2.76) inicialmente nulas. Entre as equações de NP, existem seis que são lineares nas quantidades
que se anulam no background, i.e., Ψ0, Ψ1, Ψ3, Ψ4, κ, σ, λ e ν. Quatro dessas equações são
identidades de Bianchi e duas são identidades de Ricci. Elas podem ser separadas em dois
grupos de três equações, um para Ψ0, Ψ1, κ e σ, e outro para Ψ3, Ψ4, λ e ν. Esses grupos
de equações são totalmente desacoplados e já estão linearizados, i.e., os valores não-nulos do
background podem ser substitúıdos por seus valores não perturbados. As equações em questão
são [29],

(δ∗ − 4α + π)Ψ0 − (D − 2ǫ− 4ρ̃)Ψ1 = 3κΨ2, (2.78)

(△− 4γ + µ)Ψ0 − (δ − 4τ − 2β)Ψ1 = 3σΨ2, (2.79)

(D − ρ̃− ρ̃∗ − 3ǫ+ ǫ∗) σ − (δ − τ + π∗ − α∗ − 3β)κ = Ψ0, (2.80)

e

(D + 4ǫ− ρ̃)Ψ4 − (δ∗ + 4π + 2α)Ψ3 = −3λΨ2, (2.81)

(δ + 4β − τ)Ψ4 − (△+ 2γ + 4µ)Ψ3 = −3νΨ2, (2.82)

(△+ µ+ µ∗ + 3γ − γ∗)λ− (δ∗ + 3α + β∗ + π − τ ∗) ν = −Ψ4. (2.83)
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Assume-se, novamente, que as pertubações possuem dependência temporal e azimutal da forma,

e−iωt+imφ, (2.84)

onde ω é uma constante real e m é um inteiro. Os vetores da base tétrade, quando conside-
rados como vetores tangentes, se tornam os operadores diferenciais encontrados anteriormente,
equações (2.15) e (2.16). Fazendo as substituições,

Φ0 = Ψ0, Φ1 = Ψ1ρ̄
∗√2, k =

κ
√
2

(ρ̄∗)2
, s =

σρ̄

(ρ̄∗)2
, (2.85)

Φ4 = Ψ4(ρ̄
∗)4, Φ3 = Ψ3

(ρ̄∗)3√
2
, l = λ

ρ̄∗

2
, n = ν

ρ2√
2
, (2.86)

as equações acima se reduzem para,
(

L2 −
3ia sin θ

ρ̄∗

)

Φ0 −
(

D0 +
3

ρ̄∗

)

Φ1 = −6Mk, (2.87)

∆

(

D†
2 −

3

ρ̄∗

)

Φ0 +

(

L†
−1 +

3ia sin θ

ρ̄∗

)

Φ1 = +6Ms, (2.88)

(

D0 +
3

ρ̄∗

)

s−
(

L†
−1 +

3ia sin θ

ρ̄∗

)

k = +
ρ̄

(ρ̄∗)2
Φ0, (2.89)

e
(

D0 −
3

ρ̄∗

)

Φ4 −
(

L−1 +
3ia sin θ

ρ̄∗

)

Φ3 = +6Ml, (2.90)

(

L†
2 −

3ia sin θ

ρ̄∗

)

Φ4 +∆

(

D†
−1 +

3

ρ̄∗

)

Φ3 = +6Mn, (2.91)

∆

(

D†
2 −

3

ρ̄∗

)

Φ0 +

(

L†
−1 +

3ia sin θ

ρ̄∗

)

Φ1 = +6Ms. (2.92)

Aplicando o operador (L†
−1 +3ia sin θ/ρ̄∗) à equação (2.87) e o operador (D0 +3/ρ̄∗) à equação

(2.88) é posśıvel eliminar Φ1. Juntamente com a equação (2.89), obtemos,
[(

L†
−1 +

3ia sin θ

ρ̄∗

)(

L2 −
3ia sin θ

ρ̄∗

)

+

(

D0 +
3

ρ̄∗

)

∆

(

D†
2 −

3

ρ̄∗

)]

Φ0 = 6M
ρ̄

(ρ̄∗)2
Φ0. (2.93)

Aplicando procedimento análogo às equações (2.90)-(2.92), obtemos a seguinte equação desa-
coplada,

[(

L−1 +
3ia sin θ

ρ̄∗

)(

L†
2 −

3ia sin θ

ρ̄∗

)

+∆

(

D†
−1 +

3

ρ̄∗

)(

D0 −
3

ρ̄∗

)]

Φ4 = 6M
ρ̄

(ρ̄∗)2
Φ4.

(2.94)
Após sucessivas simplificações, as equações acima podem ser reescritas, respectivamente, como

[

∆D1D†
2 + L†

−1L2 + 6iω(r + ia cos θ),
]

Φ0 = 0 (2.95)

e
[

∆D†
−1D0 + L−1L†

2 − 6iω(r + ia cos θ)
]

Φ4 = 0, (2.96)
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que são separáveis através das substituições,

Φ0 = R+2(r)S+2(θ) e Φ4 = R−2(r)S−2(θ). (2.97)

Como resultado final da separação de variáveis, obtem-se dois pares de equações,

(∆D1D†
2 + 6iωr)R+2 = λR+2, (2.98)

(L†
−1L2 − 6aω cos θ)S+2 = −λS+2, (2.99)

e,

(∆D†
−1D0 − 6iωr)R−2 = λR−2, (2.100)

(L−1L†
2 + 6aω cos θ)S−2 = −λS−2, (2.101)

onde λ é uma constante de separação. A equação (2.98), pode ser reescrita como,

(∆D−1D†
0 + 6iωr)∆2R+2 = λ∆2R+2, (2.102)

de modo que R−2 e ∆2R+2 satisfazem a equações complexo conjugadas. Com respeito aos
coeficientes de spin κ, σ, λ e ν inicialmente nulos, podemos fixar alguns dos graus de liberdade
de gauge para obter seus valores perturbativos. Enquanto Ψ0 e Ψ4 são invariantes de gauge
numa teoria de perturbações lineares, Ψ1 e Ψ3 não são. Desse modo, é posśıvel, através de
rotações infinitesimais da base tétrade, escolher um gauge no qual Ψ1 e Ψ3 são nulos. Nesse
gauge, encontram-se os valores de κ, σ, λ e ν através das equações (2.87), (2.88), (2.90) e (2.91),

κ = −
√
2

6M
(ρ̄∗)2R+2

(

L2 −
3ia sin θ

ρ̄∗

)

S+2, (2.103)

σ =
1

6M

(ρ̄∗)2

ρ̄
S+2∆

(

D†
2 −

3

ρ̄∗

)

R+2, (2.104)

λ =
1

6M

2

ρ̄∗
S−2

(

D0 −
3

ρ̄∗

)

R−2, (2.105)

ν =

√
2

6M

1

ρ2
R−2

(

L†
2 −

3ia sin θ

ρ̄∗

)

S−2. (2.106)

Como ainda não especificamos as normalizações relativas entre Φ0 = R+2S+2 e Φ4 = R−2S−2,
há uma ambiguidade nas soluções de κ e σ em relação às soluções de λ e ν. Analogamente
ao caso das perturbações eletromagnéticas, para as perturbações gravitacionais também podem
ser demonstradas identidades importantes entre ∆2R+2 e R−2 e entre S+2 e S−2, chamadas
identidades de Teukolsky-Starobinski. No caso em que S+2 e S−2 são escolhidos de forma que
ambos sejam normalizadas em 1, i.e.,

∫ π

0

S2
+2 sin θdθ =

∫ π

0

S2
−2 sin θdθ = 1, (2.107)

as identidades de Teukolsky-Starobinski são dadas por,

∆2D0D0D0D0R−2 = C2∆2R+2, (2.108)

∆2D†
0D†

0D†
0D†

0∆
2R+2 = C∗

2R−2, (2.109)

L−1L0L1L2S+2 = D2S−2, (2.110)

L†
−1L†

0L†
1L†

2S−2 = D2S+2, (2.111)
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onde as constantes de Starobinski C2 e D2 são [29, 32],

|C2|2 = λ2(λ+ 2)2 − 8ω2λ
[

α2(5λ+ 6)− 12a2
]

+ 144ω2(M2 + ω2α4), (2.112)

D2
2 = |C2|2 − 144ω2M2, α2 = a2 − am

ω
. (2.113)

Quando a normalização relativa das funções R+2 e R−2 obedece às equações (2.108) e (2.109),
escrevemos,

∆2R+2 = P+2 e R−2 = P−2. (2.114)

Consequentemente, as soluções Ψ0 e Ψ4 devem ser,

∆2Ψ0 = P+2S+2 e Ψ4 =
1

4(ρ̄∗)4
P−2S−2. (2.115)

O estudo perturbativo das quantidades inicialmente não nulas no formalismo de NP é bas-
tante complicado. É conveniente introduzir uma notação mais simplificada para os vetores da
base tétrade. Fazendo, l1 = l, l2 = n, l3 = m e l4 = m̄, podemos escrever as perturbações li(1)

como li(1) = Ai
jl

j. Algumas propriedades da matriz A são diretamente obtidas a partir do fato
de l1 e l2 serem reais e l3 e l4 serem complexo conjugados: A1

1, A
2
2, A

1
2 e A

2
1 são quantidades reais

e os pares de elementos cujos ı́ndices 3 e 4 estão trocados são complexo conjugados. Fixando
os seis graus de liberdade ainda não utilizados, é posśıvel escolher um gauge no qual Ψ

(1)
2 = 0

e A1
1 = A2

2 = A3
3 = A4

4 = 0 [29].

Linearizando as relações de comutação (A.27), i.e. [li, lj] = C ij
k l

k, obtem-se as seguintes
equações,

[Ai
kl

k, lj] + [li, Aj
kl

k] = C ij
k A

k
ml

m + cijml
m, (2.116)

onde cijm representa a perturbação de C ij
m. Utilizando as 24 equações acima, juntamente com as

4 identidades de Bianchi ainda não utilizadas e as 4 identidades de Ricci ainda não utilizadas, é
posśıvel determinar completamente a matriz A e os coeficientes de spin ρ̃(1), τ (1), µ(1), π(1), α(1),
β(1), γ(1), ǫ(1). É posśıvel obter também as partes real e imaginária da constante de Starobinski
C2,

C2 = D2 + 12iωM, (2.117)

onde D2 é dado pela expressão (2.113). O cálculo de todas essas quantidades é extremamente
longo e complexo. Para maiores detalhes, consulte a referência [29], caṕıtulo 9.

2.6 Equações de Teukolsky

É posśıvel reescrever as equações relevantes para as ondas de spin s = 0, equação (2.23), s = 1/2,
equação (2.43), s = 1, equações (2.58) e (2.60), e s = 2, equações (2.100) e (2.102), através de
um único par de equações que dependem de s. Essa equação geral é dada por [29],

[

∆D1−|s|D†
0 + 2(2|s| − 1)iωr

]

P+|s| = λP+|s|, (2.118)
[

∆D†
1−|s|D0 − 2(2|s| − 1)iωr

]

P−|s| = λP−|s|, (2.119)
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onde P−|s| = R−|s|, P+|s| = ∆+|s|R+|s|, e λ é uma constante de separação que depende de |s|.
Essa par de equações pode ser reescrito como uma única equação,

∆−s d

dr

(

∆s+1dRs

dr

)

+

(

K2 − 2is(r −M)K

∆
+ 4isωr − λ

)

Rs = 0, (2.120)

onde λ é uma constante de separação diferente de λ. A equação acima, junto com a equação
que determina a parte angular da função de onda, i.e.,

1

sin θ

d

dθ

(

sin θ
dSs

dθ

)

+

(

a2ω2 cos2 θ − m2

sin2 θ
− 2aωs cos θ

−2ms cos θ

sin2 θ
− s2 cot2 θ + s+ A

)

Ss = 0, (2.121)

onde λ = A + a2ω2 − 2amω, constituem as chamadas equações de Teukolsky. As condições de
contorno para a equação angular (2.121) exigem que suas soluções sejam regulares em θ = 0
e θ = π, o que constitui um problema de autovalores de Sturm-Liouville para a constante de
separação A = sA

m
ℓ (aω). Para s, m e aω fixos, os autovalores são designados pelo ı́ndice ℓ. É

posśıvel mostrar que as autofunções sS
m
ℓ são completas e ortogonais no intervalo 0 ≤ θ ≤ π para

cada m, s e aω. No caso escalar, i.e., s = 0, as autofunções são as funções de onda esferoidais
Sm
ℓ (−a2ω2, cos θ) [33, 34]. Quando aω = 0, as autofunções são os esféricos harmônicos spin-

weighted sY
m
ℓ e os autovalores são dados por A = (ℓ − s)(ℓ + s + 1) [35]. No caso geral, as

autofunções são denominadas harmônicos esferoidais spin-weighted [30].

2.7 Problema de reflexão e transmissão na métrica de

Kerr

Vamos considerar o problema de espalhamento de uma onda sem massa, de spin s = 0, 1
2
, 1 ou 2,

por um buraco negro de Kerr. O objetivo dessa seção é calcular, no limite de baixas energias, os
coeficientes de reflexão e transmissão quando uma onda originada no infinito assintótico incide
sobre um buraco negro de Kerr. Primeiramente, vamos analisar as condições de contorno da
equação radial (2.120). Mudando a variável independente através da relação,

dr∗
dr

=
r2 + a2

∆
, (2.122)

e fazendo a transformação Ys = ∆
s
2

√
r2 + a2Rs, a equação (2.120) se torna,

d2Y

dr2∗
+

{

K2 − 2is(r −M)K +∆(4irωs− λ)

(r2 + a2)2
−G2 − dG

dr∗

}

Y = 0, (2.123)

onde G é dado por,

G =
s(r −M)

r2 + a2
+

r∆

(r2 + a2)2
. (2.124)
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É posśıvel encontrar uma solução simples para essa equação assintoticamente longe do buraco
negro e nas proximidades do horizonte de eventos. Quando r → ∞(r∗ → ∞), a equação (2.123)
se torna,

d2Y

dr2∗
+

(

ω2 +
2iωs

r

)

Y ≈ 0, (2.125)

cujas soluções são, no infinito assintótico, Y ∼ r±se∓iωr∗ . Por outro lado, perto do buraco negro,
i.e., no limite r → r+(r∗ → −∞), a equação radial (2.123) se reduz a,

d2Y

dr2∗
+

(

ω − isω̃
r+ − r−
4Mr+

)2

Y ≈ 0, (2.126)

onde ω̃ = ω − mΩ e Ω = a/(2Mr+). As soluções correspondentes são dadas por Y ∼ (r −
r+)

± s
2 e±iω̃r∗ . A condição de contorno da equação (2.123) no horizonte de eventos é determinada

pelo fato de que as ondas podem apenas entrar no buraco negro (nenhum sinal pode se propagar
de dentro para fora do buraco negro). Exigindo que a velocidade de grupo radial de um pacote de
ondas, medida por um observador fisicamente bem-comportado, seja negativa (i.e., direcionada
de fora para dentro do buraco negro), conclui-se que a solução próxima ao horizonte de eventos
é dada por Y ∼ (r − r+)

− s
2 e−iω̃r∗ . Mais precisamente, as velocidades de grupo e de fase dessa

solução são, respectivamente,

vgrupo =
dω

dω̃
= −1 e vfase =

ω

ω̃
= − ω

ω −mΩ
. (2.127)

Note que a velocidade de grupo é sempre negativa, satisfazendo a condição de contorno explicada
anteriormente. No entanto, a velocidade de fase é positiva quando ω < mΩ, indicando que, para
um observador no infinito, energia é extráıda do buraco negro. Sabendo as soluções assintóticas,
é posśıvel escrever a função radial que descreve o problema de espalhamento da seguinte forma,

Ys =

{

Zin
s r

s
∗e

−iωr∗ + Zout
s r−s

∗ e+iωr∗ , r∗ → ∞
Ztr

s (r − r+)
− s

2 e−iω̃r∗ = Ztr
s e

−i(ω̃−is
r+−r

−

4Mr+
)r∗
, r∗ → −∞

, (2.128)

onde os coeficientes Zin
s , Zout

s e Ztr
s podem ser relacionados, respectivamente, às normas inci-

dente, refletida e transmitida das ondas. Dada uma solução qualquer Ys da equação (2.123), é
posśıvel obter uma outra solução Y ∗

−s simplesmente tomando o complexo conjugado e trocando
s por −s. A partir da identidade de Abel, conclui-se que o Wronskiano W entre duas soluções
da equação (2.123) é constante e, portanto,

W [Ys, Y
∗
−s]
∣

∣

r∗=−∞ = W [Ys, Y
∗
−s]]
∣

∣

r∗=∞ . (2.129)

Substituindo a solução (2.128) na equação acima, obtem-se a seguinte relação,

(

ω̃ − is
r+ − r−
4Mr+

)

Ztr
s Z

tr
−s

∗ = ω
(

Zin
s Z

in
−s

∗ − Zout
s Zout

−s
∗) . (2.130)
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Observe que os coeficientes Zs e Z−s não são independentes. A relação entre eles pode ser
obtida a partir das equações (2.41), (2.67), (2.68), (2.108) e (2.109),

−2iωZin
− 1

2

= λZin
+ 1

2

, (2.131)

2iωZout
+ 1

2

= λZout
− 1

2

, (2.132)

λZtr
+ 1

2

=
4Mr+√
r+ − r−

(−iω̃ + ǫ)Ztr
− 1

2

, (2.133)

C1Zin
+1 = −4ω2Zin

−1, (2.134)

−4ω2Zout
+1 = C1Zout

−1 , (2.135)

C1(r+ − r−)Z
tr
+1 = −16iω̃M2r2+(−iω̃ + 2ǫ)Ztr

−1, (2.136)

C2Zin
+2 = 16ω4Zin

−2, (2.137)

16ω4Zout
+2 C∗

2Z
out
−2 , (2.138)

C2(r+ − r−)
2Ztr

+2 = 16(2Mr+)
4iω̃(ω̃2 + 4ǫ2)(−iω̃ + 4ǫ)Ztr

−2, (2.139)

onde ǫ é dado por,

ǫ =
r+ − r−
8Mr+

. (2.140)

Substituindo-se as relações acima na expressão do Wronskiano, equação (2.130), obtemos a
relação r|s| + t|s| = 1, onde,

r|s| =

∣

∣

∣

∣

Zout
s Zout

−s

Zin
s Z

in
−s

∣

∣

∣

∣

, t|s| =
1

ω
(ω̃ − 2isǫ)

Ztr
s Z

tr
−s

∗

Zin
s Z

in
−s

∗ = 1−
∣

∣

∣

∣

Zout
s Zout

−s

Zin
s Z

in
−s

∣

∣

∣

∣

. (2.141)

Em particular, para |s| = 0, 1
2
, 1, 2, tem-se,

r0 =

∣

∣

∣

∣

Zout
0

Zin
0

∣

∣

∣

∣

2

, t0 =
ω̃

ω

∣

∣

∣

∣

Ztr
0

Zin
0

∣

∣

∣

∣

2

,

(2.142)

r 1

2

=
4ω2

λ2

∣

∣

∣

∣

∣

Zout
+ 1

2

Zin
+ 1

2

∣

∣

∣

∣

∣

2

=
λ2

4ω2

∣

∣

∣

∣

∣

Zout
− 1

2

Zin
− 1

2

∣

∣

∣

∣

∣

2

, t 1
2

=

√
r+ − r−
2Mr+

∣

∣

∣

∣

∣

Zout
+ 1

2

Zin
+ 1

2

∣

∣

∣

∣

∣

2

=
2Mr+

ω2
√
r+ − r−

(

ω̃2 + ǫ2
)

∣

∣

∣

∣

∣

Ztr
− 1

2

Zin
− 1

2

∣

∣

∣

∣

∣

2

,

(2.143)

r1 =
16ω4

C2
1

∣

∣

∣

∣

Zout
+1

Zin
+1

∣

∣

∣

∣

2

=
C2
1

16ω4

∣

∣

∣

∣

Zout
−1

Zin
−1

∣

∣

∣

∣

2

, t1 =
ω(r+ − r−)

ω̃(2Mr+)2

∣

∣

∣

∣

Ztr
+1

Zin
+1

∣

∣

∣

∣

2

=
ω̃

ω3

(2Mr+)
2(ω̃2 + 4ǫ2)

r+ − r−

∣

∣

∣

∣

Ztr
−1

Zin
−1

∣

∣

∣

∣

2

,

(2.144)

r2 =
256ω8

|C2|2
∣

∣

∣

∣

Zout
+2

Zin
+2

∣

∣

∣

∣

2

=
|C2|2
256ω8

∣

∣

∣

∣

Zout
−2

Zin
−2

∣

∣

∣

∣

2

,

(2.145)

t2 =
ω3(r+ − r−)

2

ω̃(ω̃2 + 4ǫ2)(2Mr+)4

∣

∣

∣

∣

Ztr
+2

Zin
+2

∣

∣

∣

∣

2

=
ω̃

ω5

(2Mr+)
4(ω̃2 + 4ǫ2)(ω̃2 + 16ǫ2)

(r+ − r−)2

∣

∣

∣

∣

Ztr
−2

Zin
−2

∣

∣

∣

∣

2

.

(2.146)
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Os coeficientes r|s| e t|s| podem ser interpretados, respectivamente, como coeficientes de
reflexão e de transmissão. Essa interpretação é obtida a partir do cálculo do fluxo de energia
através do horizonte de eventos do buraco negro e do fluxo de energia no infinito assintótico.
Os resultados assim obtidos são [29, 30, 36, 37],

d2Eout
0

dtdΩ
=
S2
0

2π

ω2

2

∣

∣Zout
0

∣

∣

2
,

d2Ein
0

dtdΩ
=
S2
0

2π

ω2

2

∣

∣Zin
0

∣

∣

2
,

d2Etr
0

dtdΩ
=
S2
0

2π

ωω̃

2
|Ztr

0 |2,

(2.147)

d2Eout
1

2

dtdΩ
= ω

(

S2
+ 1

2

+ S2
− 1

2

) ∣

∣

∣
Zout

− 1

2

∣

∣

∣

2

=
4ω3

λ2

(

S2
+ 1

2

+ S2
− 1

2

) ∣

∣

∣
Zout

+ 1

2

∣

∣

∣

2

,

(2.148)

d2Ein
1

2

dtdΩ
= ω

(

S2
+ 1

2

+ S2
− 1

2

) ∣

∣

∣
Zin

+ 1

2

∣

∣

∣

2

=
4ω3

λ2

(

S2
+ 1

2

+ S2
− 1

2

) ∣

∣

∣
Zin

− 1

2

∣

∣

∣

2

,

(2.149)

d2Etr
1

2

dtdΩ
= ω

(

S2
+ 1

2

+ S2
− 1

2

)

√
r+ − r−
2Mr+

∣

∣

∣
Ztr

+ 1

2

∣

∣

∣

2

= ω
(

S2
+ 1

2

+ S2
− 1

2

) 8Mr+

λ2√r+ − r−

(

ω̃2 + ǫ2
)

∣

∣

∣
Ztr

− 1

2

∣

∣

∣

2

,

(2.150)

d2Eout
1

dtdΩ
=
S2
−1

2π

∣

∣Zout
−1

∣

∣

2
=
S2
−1

2π

4ω4

C2
1

∣

∣Zout
+1

∣

∣

2
,

(2.151)

d2Ein
1

dtdΩ
=
S2
+1

2π

1

4

∣

∣Zin
+1

∣

∣

2
=
S2
+1

2π

16ω4

C2
1

∣

∣Zin
−1

∣

∣

2
, (2.152)

d2Etr
1

dtdΩ
=
S2
+1

2π

ω

4ω̃

r+ − r−
(2Mr+)2

∣

∣Ztr
+1

∣

∣

2
=
S2
+1

2π

4ωω̃(2Mr+)
2

C2
1(r+ − r−)

(ω̃2 + 4ǫ2)
∣

∣Ztr
−1

∣

∣

2
, (2.153)

d2Eout
2

dtdΩ
=
S2
−2

2π

1

2ω2

∣

∣Zout
−2

∣

∣

2
=
S2
−2

2π

8ω6

|C2|2
∣

∣Zout
+2

∣

∣

2
, (2.154)

d2Ein
2

dtdΩ
=
S2
+2

2π

1

32ω2

∣

∣Zin
+2

∣

∣

2
=
S2
+2

2π

128ω6

|C2|2
∣

∣Zin
−2

∣

∣

2
, (2.155)

d2Etr
2

dtdΩ
=
S2
+2

2π

ω(r+ − r−)
2

32ω̃(ω̃2 + 4ǫ2)(2Mr+)4
∣

∣Ztr
+2

∣

∣

2
(2.156)

=
S2
+2

2π

8ωω̃(ω̃2 + 4ǫ2)(ω̃2 + 16ǫ2)(2Mr+)
4

|C2|2(r+ − r−)2
∣

∣Ztr
−2

∣

∣

2
. (2.157)

Observe que, para perturbações escalares, eletromagnéticas e gravitacionais, quando ω̃ < 0,
i.e.,

ω < mΩ, (2.158)

o coeficiente de transmissão é negativo e, consequentemente o coeficiente de reflexão é maior
que 1. Esse fenômeno, denominado superradiância, será tratado detalhadamente no caṕıtulo 6.
Note que, para férmions, esse fenômeno não se manifesta, i.e., o coeficiente de reflexão é sempre
menor ou igual a um.
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2.8 Cálculo dos coeficientes de reflexão e de transmissão

A equação (2.120), que descreve o espalhamento de uma onda por um buraco negro de Kerr,
pode ser reescrita como uma equação de Heun [38–40], i.e., uma equação diferencial linear
ordinária de segunda ordem que possui 4 pontos singulares regulares. Como não se conhece
a relação entre as soluções em torno de diferentes pontos singulares da equação de Heun, é
imposśıvel calcular os coeficientes de transmissão e reflexão analiticamente para o caso geral
de espalhamento. No entanto, no limite de baixas energias (Mω ≪ 1 e, consequentemente,
aω ≪ 1), a equação de Heun se reduz à equação hipergeométrica e o problema se torna solúvel.
Fazendo as transformações,

x =
r − r+
r+ − r−

, Q̃ =
r2+ + a2

r+ − r−
(mΩ− ω) , e k = ω(r+ − r−), (2.159)

a equação (2.120), no limite Mω ≪ 1, pode ser reescrita como,

x2(x+ 1)2
d2R

dx2
+ (s+ 1)x(x+ 1)(2x+ 1)

dR

dx
+
[

k2x4 + 2iskx3

−λx(x+ 1) + isQ̃(2x+ 1) + Q̃2
]

R ≈ 0. (2.160)

Nesse limite de baixas energias, temos k ≪ 1 e λ ≈ (ℓ − s)(ℓ + s + 1). Quando kx ≪ ℓ + 1,
os dois primeiros termos dentro dos colchetes são despreźıveis e a equação resultante pode ser
escrita em termos da equação hipergeométrica. A solução que satisfaz à condição de contorno
correta no horizonte de eventos, compat́ıvel com a equação (2.128), é dada por,

R = x−s+iQ̃(x+ 1)−s−iQ̃
2F1

(

−ℓ− s, ℓ− s+ 1; 1− s+ 2iQ̃;−x
)

. (2.161)

Tomando o limite x ≪ 1 na equação acima e comparando com a equação (2.128), obtemos o
valor do coeficiente Ztr

s ,

Ztr
s =

√

2Mr+ (r+ − r−)
3s
2
−iQ̃ . (2.162)

Por outro lado, para x ≫ |Q̃| + 1, podemos trocar x + 1 por x e ignorar os dois últimos
termos dentro dos colchetes. O resultado obtido é uma equação hipergeométrica confluente,
cuja solução geral é,

R = C1e
−ikxxℓ−s

1F1 (ℓ− s+ 1; 2ℓ+ 2; 2ikx) + C2e
−ikxx−ℓ−s−1

1F1 (−ℓ− s;−2ℓ; 2ikx) , (2.163)

onde C1 e C2 são constantes. Para evitar soluções logaŕıtmicas e facilitar o processo de com-
binação das diferentes soluções, assume-se que 2ℓ é quase, mas não exatamente, inteiro. No
intervalo de overlap |Q̃| + 1 ≪ x ≪ (ℓ + 1)/k, podemos combinar as soluções acima para
determinar C1 e C2,

C1 =
Γ(2ℓ+ 1)Γ(1− s+ 2iQ̃)

Γ(ℓ− s+ 1)Γ(ℓ+ 1 + 2iQ̃)
, C2 =

Γ(−2ℓ− 1)Γ(1− s+ 2iQ̃)

Γ(−ℓ− s)Γ(−ℓ+ 2iQ̃)
. (2.164)
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Tomando o limite kx ≫ 1 das funções confluentes, é posśıvel reescrever a equação (2.163) na
forma da equação (2.128), com

Zin
s

r+ − r−
=

Γ(2ℓ+ 1)Γ(2ℓ+ 2)Γ(1− s+ 2iQ̃)

Γ(ℓ− s+ 1)Γ(ℓ+ s+ 1)Γ(ℓ+ 1 + 2iQ̃)
(−2ik)−ℓ+s−1 (2.165)

+
Γ(−2ℓ)Γ(−2ℓ− 1)Γ(1− s+ 2iQ̃)

Γ(−ℓ− s)Γ(−ℓ+ s)Γ(−ℓ+ 2iQ̃)
(−2ik)ℓ+s , (2.166)

Zout
s

(r+ − r−)2s+1
=

Γ(2ℓ+ 1)Γ(2ℓ+ 2)Γ(1− s+ 2iQ̃)

Γ2(ℓ− s+ 1)Γ(ℓ+ 1 + 2iQ̃)
(−2ik)−ℓ−s−1 (2.167)

+
Γ(−2ℓ)Γ(−2ℓ− 1)Γ(1− s+ 2iQ̃)

Γ2(−ℓ− s)Γ(−ℓ+ 2iQ̃)
(−2ik)ℓ−s . (2.168)

Substituindo os coeficientes Z nas relações (2.141) que determinam os coeficientes de reflexão e
transmissão, obtem-se depois de alguma manipulação algébrica, as seguintes expressões válidas
em primeira ordem em ω [41],

t|s| =

[

(ℓ− s)!(ℓ+ s)!

(2ℓ)!(2ℓ+ 1)!!

]2 ℓ
∏

n=1



1 +

(

2Q̃

n

)2


 (−4Q̃)(r+ − r−)
2ℓ+1ω2ℓ+1, (2.169)

para 2s par, e

t|s| =

[

(ℓ− s)!(ℓ+ s)!

(2ℓ)!(2ℓ+ 1)!!

]2 ℓ+ 1

2
∏

n=1



1 +

(

2Q̃

n− 1
2

)2


 (r+ − r−)
2ℓ+1ω2ℓ+1, (2.170)

para 2s ı́mpar.



Caṕıtulo 3

Perturbações carregadas na métrica de
Reissner–Nordström

Equações análogas às equações de Teukolsky para part́ıculas neutras na métrica de Kerr podem
ser obtidas para part́ıculas carregadas na métrica de Reissner–Nordström. Nesse caṕıtulo, a
partir das equações de Klein–Gordon e de Dirac, obteremos as equações de onda que governam
o processo de espalhamento de part́ıculas carregadas, de spin-0 e spin-1/2, em um buraco negro
carregado.

O primeiro passo é determinar os coeficientes de spin na métrica de Reissner–Nordström
utilizando o formalismo de NP. A inclusão da interação eletromagnética entre a part́ıcula e o
buraco negro é feita através do acoplamento mı́nimo, que modifica a derivada covariante usual.
Dessa forma, a partir da equação de Klein–Gordon, obtemos uma equação diferencial radial
e uma equação diferencial angular que governam a propagação de perturbações escalares. Já
o estudo da propagação de ondas de spin 1/2 é feito através do formalismo desenvolvido no
apêndice B. A equação de Dirac, depois de uma separação de variáveis, se reduz a um par de
equações radiais e um par de equações angulares. Da mesma maneira que no caso das equações
de Teukolsky, nesse caso, as equações para os diferentes valores de spin analisados, podem ser
reduzidas a uma única equação radial e uma única equação angular. Utilizando essas equações,
o problema de espalhamento de uma onda carregada incidente em um buraco negro de Reissner–
Nordström é analisado. A equação radial de Teukolsky é resolvida assintoticamente longe e nas
proximidades do horizonte de eventos do buraco negro. Impondo a condição de contorno de que
nenhum sinal pode se propagar de dentro para fora de um buraco negro, calcula-se, no limite
de baixas energias, coeficientes de reflexão e de transmissão (correspondentes, repectivamente,
à razão entre o fluxo de energia refletida e o fluxo de energia incidente e à razão entre o fluxo
de energia transmitida e o fluxo de energia incidente no buraco negro) [28].

3.1 Espaço-tempo de Reissner–Nordström

O espaço-tempo de Reissner–Nordström é uma solução estacionária, esfericamente simétrica e
assintoticamente plana das equações acopladas de Maxwell-Einstein. A métrica desse espaço-

21
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tempo é dada por

ds2 = −∆

r2
dt2 +

r2

∆
dr2 + r2dΩ, (3.1)

onde
∆ = r2 − 2Mr +Q2. (3.2)

No caso M < Q, essa métrica representa uma singularidade nua. Já para o caso M ≥ Q,
essa métrica corresponde a um buraco negro carregado, com massa M e carga Q. As ráızes da
função ∆, dadas por,

r+ =M +
√

M2 −Q2 e r− =M −
√

M2 −Q2, (3.3)

indicam, respectivamente, as localizações do horizonte de eventos e do horizonte de Cauchy
do buraco negro. Para analisar a propagação de ondas na métrica de Reissner–Nordström, é
conveniente descrever o espaço-tempo usando o formalismo de NP. A classe de geodésicas nulas
dada pelos vetores tangentes,

dt

dτ
=
r2

∆
E,

dr

dτ
= ±E e

dθ

dτ
=
dφ

dτ
= 0, (3.4)

onde E é uma constante, motiva a definição da seguinte base tétrade nula,

li =
1

∆

(

r2,+∆, 0, 0
)

, (3.5)

ni =
1

2r2
(

r2,−∆, 0, 0
)

, (3.6)

mi =
1

r
√
2
(0, 0, 1, i csc θ) , (3.7)

de modo que as condições de normalização do formalismo de NP, i.e, l · n = 1 e m · m̄ = −1,
são satisfeitas. A forma covariante da base tétrade é facilmente calculada,

li =

(

1,−r
2

∆
, 0, 0

)

, (3.8)

ni =
1

2r2
(

∆, r2, 0, 0
)

, (3.9)

mi =
1

r
√
2

(

0, 0,−r2,−ir2 sin θ
)

. (3.10)

Utilizando essa base tétrade, é posśıvel calcular os coeficientes de spin,

κ = σ = λ = ν = ǫ = π = τ = 0, (3.11)

ρ = −1

r
, β = −α =

1

2
√
2

cot θ

r
, µ = − ∆

2r3
, γ = µ+

r −M

2r2
. (3.12)

O fato de κ, σ, λ e ν serem nulos, confirma o caráter Petrov tipo-D da métrica de Reissner–
Nordström. Consequentemente, Ψ2 é o único escalar de Weyl não nulo.

Assim como no caso da métrica de Kerr, devido ao fato da métrica de Reissner–Nordström
ser estacionária e esfericamente simétrica, é natural se esperar que uma perturbação qualquer
do background possa ser escrita como,

e−iωt+imφ, (3.13)
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onde ω indica a freqüência da onda e m ∈ Z é o número azimutal. Os vetores da base tétrade,
ver equação (3.5), quando vistos como vetores tangentes aplicados a funções com dependência
temporal e azimutal dada pela expressão acima, se comportam como os seguintes operadores
diferenciais,

l = D = D0, n = △ = − ∆

2r2
D†

0, (3.14)

m = δ =
1

r
√
2
L†

0, m̄ = δ∗ =
1

r
√
2
L0, (3.15)

onde

Dn = ∂r −
ir2ω

∆
+ 2n

r −M

∆
, D†

n = ∂r +
ir2ω

∆
+ 2n

r −M

∆
, (3.16)

Ln = ∂θ +m csc θ + n cot θ, L†
n = ∂θ −m csc θ + n cot θ. (3.17)

As expressões acima para os operadores diferenciais só são válidas quando as funções em questão
possuem a forma (3.13). No caso das funções serem independentes de t e de φ, os operadores
D e L se tornam simplesmente ∂r e ∂θ, respectivamente.

3.2 Ondas escalares no espaço-tempo de Reissner–Nordström

A propagação de uma onda escalar carregada e sem massa na métrica de Reissner–Nordström
é descrita pela equação de Klein–Gordon [42],

(∇µ + iqAµ) (∇µ + iqAµ)ψ = 0, (3.18)

onde q é a carga elétrica e Aµ, dado por,

Aµ = −Q
r
(1, 0, 0, 0) , (3.19)

é o potencial vetor eletromagnético. Observe que o operador derivada covariante usual ∇µ foi
substitúıdo por ∇µ + iqAµ para incluir o acoplamento mı́nimo entre o potencial vetor e a carga
da onda. Utilizando o ansatz,

ψ = e−iωteimϕS0(θ)R0(r), (3.20)

é posśıvel separar a equação de Klein–Gordon. As equações assim obtidas são,

d

dr

(

∆
dR0

dr

)

+

(

(r2ω − qQr)
2

∆
− λ

)

R0 = 0, (3.21)

e
1

sin θ

d

dθ

(

sin θ
dS0

dθ

)

+

(

λ− m2

sin2 θ

)

R0 = 0, (3.22)

onde λ é uma constante de separação. Exigindo que a função angular seja regular em θ = 0 e
em θ = π, a equação (3.22) se torna um problema de autovalores e autofunções, cujas soluções
são os polinômios de Legendre Pm

ℓ (cos θ), com autovalores correspondentes λ = ℓ(ℓ+1) (ℓ ∈ N

e −ℓ ≤ m ≤ ℓ).
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3.3 Ondas de spin 1/2 no espaço-tempo de Reissner–

Nordström

Da mesma maneira que no caso escalar, para incluir o acoplamento mı́nimo entre o potencial
vetor e a carga da onda, temos que substituir o operador derivada covariante usual ∇µ por
∇µ + iqAµ, onde o potencial vetor Aµ é dado pela equação (3.19). Assim sendo, a equação de
Dirac, na forma das equações (B.51) e (B.52), deve ser substitúıda por,

σi
AB′ (∇i + iqAi)P

A + iµ∗Q̄
C′

ǫC′B′ = 0, (3.23)

σi
AB′ (∇i + iqAi)Q

A + iµ∗P̄
C′

ǫC′B′ = 0. (3.24)

Consequentemente, as equações (B.53)-(B.56) devem ser substitúıdas por,

(D + ǫ− ρ+ iqliAi)P
0 + (δ∗ + π − α + iqm̄iAi)P

1 = iµ∗Q̄
1′ , (3.25)

(∆ + µ− γ + iqniAi)P
1 + (δ + β − τ + iqmiAi)P

0 = −iµ∗Q̄
0′ , (3.26)

−(D + ǫ∗ − ρ∗ + iqliAi)Q̄
0′ − (δ + π∗ − α∗ + iqmiAi)Q̄

1′ = iµ∗P
1, (3.27)

(∆ + µ∗ − γ∗ + iqniAi)Q̄
1′ + (δ∗ + β∗ − τ ∗ + iqm̄iAi)Q̄

0′ = iµ∗P
0. (3.28)

Utilizando a base tétrade (3.5) e o potencial vetor (3.19), pode-se mostrar que o efeito do
acoplamento mı́nimo no formalismo de NP é trocar Dn por Dn − iqQ r

∆
(e, consequentemente,

D†
n por D†

n + iqQ r
∆
). Assim, fazendo a mesma transformação que fizemos na métrica de Kerr,

i.e.,

f1(r, θ) = rP 0 =
R− 1

2

(r)
√
2

S− 1

2

(θ), f2(r, θ) = P 1 = R+ 1

2

(r)S+ 1

2

(θ), (3.29)

g1(r, θ) = Q̄1′ = R+ 1

2

(r)S− 1

2

(θ), g2(r, θ) = −rQ̄0′ =
R− 1

2

(r)
√
2

S+ 1

2

(θ), (3.30)

é posśıvel separar a equação de Dirac. O resultado obtido é [43],

∆
1

2

(

D0 − iqQ
r

∆

)

R− 1

2

= λ∆
1

2R+ 1

2

, (3.31)

∆
1

2

(

D†
0 + iqQ

r

∆

)(

∆
1

2R+ 1

2

)

= λR− 1

2

, (3.32)

L 1

2

S+ 1

2

= −λS− 1

2

, (3.33)

L†
1

2

S− 1

2

= λS+ 1

2

, (3.34)

onde λ é uma constante de separação. Eliminando ∆
1

2R+ 1

2

das equações (3.31) e (3.32), obtem-
se uma equação envolvendo R− 1

2

apenas,

[

∆
(

D†
1

2

+ iqQ
r

∆

)(

D0 − iqQ
r

∆

)

− λ2
]

R− 1

2

= 0. (3.35)

A função ∆
1

2R+ 1

2

satisfaz à equação complexo conjugada da equação acima. Aplicando pro-
cedimento análogo às equações angulares, é posśıvel encontrar uma equação envolvendo S− 1

2

apenas,
[

L 1

2

L†
1

2

+ λ2
]

S− 1

2

= 0. (3.36)
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S+ 1

2

obedece à equação adjunta desta, obtida substituindo θ por π−θ. A constante de separação

λ é determinada pelas condições de contorno que exigem que S− 1

2

(e, consequentemente, S+ 1

2

)
seja regular em θ = 0 e em θ = π.

3.4 Generalização das equações de Teukolsky

As equações separadas em r e em θ, relevantes ao casos de spin s = 0 e s = 1/2, podem ser
escritas como uma única equação radial e uma única equação angular, análogas às equações
de Teukolsky, equações (2.120) e (2.121), para campos sem carga e sem massa na métrica de
Kerr [28],

∆−s d

dr

(

∆s+1dRs

dr

)

+

(

K2 − 2is(r −M)K

∆
+ 4isωr − 2isqQ− λ

)

Rs = 0, (3.37)

1

sin θ

d

dθ

(

sin θ
dSs

dθ

)

+

(

− m2

sin2 θ
− 2ms cos θ

sin2 θ
− s2 cot2 θ + s+ λ

)

Ss = 0, (3.38)

onde λ é uma constante de separação diferente de λ e K = ωr2 − qQr. O fato das soluções da
equação angular acima serem regulares em θ = 0 e θ = π, transforma a resolução da equação
diferencial em um problema de autovalores de Sturm-Liouville para a constante de separação λ.
As autofunções que resolvem o problema são os esféricos harmônicos spin-weighted sY

m
ℓ , com

autovalores correspondentes dados por λ = (ℓ− s)(ℓ+ s+ 1) [35].

3.5 Problema de transmissão e reflexão na métrica de

Reissner–Nordström

Analogamente ao caso de campos sem carga na métrica de Kerr, define-se uma nova coordenada
radial r∗,

dr∗
dr

=
r2

∆
, (3.39)

e uma nova função Ys,
Ys = ∆s/2rRs, (3.40)

de modo que a equação radial, equação (3.37), pode ser reescrita como,

d2Ys
dr∗2

+ Vs(r∗)Ys = 0, (3.41)

onde,

Vs(r∗) =
∆

r4

[

(K − is(r −M))2

∆
+ 4isωr − 2isqQ− l(l + 1) + s2 − 2

M

r
+ 2

Q2

r2

]

. (3.42)

O processo de espalhamento de uma onda originada assintoticamente longe do buraco ne-
gro pode ser descrito por uma solução Ys da equação acima com o seguinte comportamento
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assintótico (a condição de contorno no horizonte de eventos é análoga à utilizada na métrica de
Kerr, ver equação (2.127)),

Ys =







Zin
s r

s+iqQ
∗ e−iωr∗ + Zout

s r−s−iqQ
∗ e+iωr∗ , r∗ → ∞

Ztr
s e

− s
2

(

r+−r
−

r2
+

)

r∗−i
(

ω− qQ

r+

)

r∗
, r∗ → −∞

, (3.43)

onde os coeficientes Zin
s , Zout

s e Ztr
s podem ser relacionados, respectivamente, às normas inci-

dente, refletida e transmitida das ondas. Note que, no caso fermiônico, Z+ 1

2

e Z− 1

2

não são

independentes. Substituindo a forma assintótica, equação (3.43), nas equações (3.31) e (3.32)
obtem-se,

2iωZout
+ 1

2

= λ
√
2Zout

− 1

2

, (3.44)

2
√
2iωZin

− 1

2

= −λZin
+ 1

2

, (3.45)

λ√
2
Ztr

+ 1

2

=

(

1

2
− 2iδ

)

(r+ − r−)
1/2 Ztr

− 1

2

, (3.46)

onde δ é dado por,

δ =
r2+

r+ − r−

(

ω − qQ

r+

)

. (3.47)

Para obter relações entre os coeficientes in/out/trans, é posśıvel utilizar, assim como no caso da
métrica de Kerr, o fato do Wronskiano W entre duas soluções da equação (3.41) (por exemplo,
Ys e Y

∗
−s) ser independente da coordenada radial,

W [Ys, Y
∗
−s]
∣

∣

r=r+
= W [Ys, Y

∗
−s]]
∣

∣

r=∞ . (3.48)

Utilizando a solução (3.43), obtemos a relação,

r|s| + t|s| = 1, (3.49)

onde,

r0 =

∣

∣

∣

∣

Zout
0

Zin
0

∣

∣

∣

∣

2

, t0 =
1

ω

(

ω − qQ

r+

) ∣

∣

∣

∣

Ztr
0

Zin
0

∣

∣

∣

∣

2

(3.50)

para o caso de spin-0 e,

r 1

2

= 4
ω2

λ2

∣

∣

∣

∣

∣

Zout
+ 1

2

Zin
+ 1

2

∣

∣

∣

∣

∣

2

, t 1
2

=

√
r+ − r−
r2+

∣

∣

∣

∣

∣

Ztr
+ 1

2

Zin
+ 1

2

∣

∣

∣

∣

∣

2

, (3.51)

para o caso de spin-1/2. As quantidades r|s| e t|s| podem ser interpretadas como coeficientes de
reflexão e de transmissão, como pode ser confirmado pelo cálculo dos fluxos de energia atráves
do horizonte de eventos e no infinito [43]. Observe que t0 pode assumir valores negativos quando
δ < 0, i.e. quando,

ω − qQ

r+
< 0. (3.52)

Portanto, assim como no caso de uma part́ıcula escalar com momento angular azimutal espa-
lhada por um buraco negro com rotação, uma part́ıcula escalar carregada que é espalhada por
um buraco negro carregado também pode sofrer o fenômeno da superradiância. Observe que
o coeficiente de transmissão t 1

2

é sempre não negativo e, portanto, superradiância é imposśıvel

para férmions de spin-1/2.
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3.6 Cálculo dos coeficientes de reflexão e de transmissão

Seguiremos o procedimento utilizado anteriormente para a métrica de Kerr [41]. Mudando a
coordenada radial através da transformação,

x =
r − r+
r+ − r−

, (3.53)

a equação de Teukolsky generalizada, equação (3.37), pode ser reescrita no limite Mω ≪ 1
como,

x2(x+ 1)2 + (s+ 1)(2x+ 1)x(x+ 1)
dRs

dx
+
[

k2x4

+2 (−qQ+ is) kx3 + (q2Q2 − λ)x(x+ 1) + Zx+ F
]

Rs = 0, (3.54)

onde,

Z =
(s

2
− iδ − iqQ

)2

−
(s

2
+ iδ

)2

, (3.55)

F =
(s

2

)2

−
(s

2
+ iδ

)2

, (3.56)

δ =
r2+

r+ − r−

(

ω − qQ

r+

)

. (3.57)

No limite kx ≪ 1, os primeiros dois termos dentro dos colchetes na equação (3.54) podem ser
ignorados. A solução, nas proximidades do horizonte de eventos, compat́ıvel com a equação
(3.43) e correspondente a uma onda que entra no buraco negro, é dada por,

Rs = (1 + x)−s+iδ+iqQx−s−iδ
2F1 (a, b; c;−x) , (3.58)

onde,

a =
1

2
− s+ iqQ− iβ, b =

1

2
− s+ iqQ+ iβ, (3.59)

c = 1− s− 2iδ, β =

√

q2Q2 −
(

ℓ+
1

2

)2

. (3.60)

Comparando essa solução, no limite x→ 0, com a equação (3.43), determina-se Ztr
s ,

Ztr
s = r+ (r+ − r−)

3

2
s+iδ . (3.61)

Por outro lado, quando x ≫ 1, os dois últimos termos dentro dos colchetes da equação (3.54)
podem ser ignorados e x+ 1 pode ser trocado por x. A solução correspondente é,

Rs = C1x
− 1

2
−s+iβe−ikx

1F1

(

1

2
− s+ iβ − iqQ, 1 + 2iβ; 2ikx

)

+C2x
− 1

2
−s−iβe−ikx

1F1

(

1

2
− s− iβ − iqQ, 1− 2iβ; 2ikx

)

(3.62)
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Comparando as duas soluções, i.e. equações (3.58) e (3.62), na região de overlap 1 ≪ x≪ 1/k,
é posśıvel determinar os coeficientes C1 e C2,

C1 =
Γ(2iβ)Γ(c)

Γ(b)Γ(c− a)
, C2 =

Γ(−2iβ)Γ(c)

Γ(a)Γ(c− b)
. (3.63)

Agora, comparando a forma assintótica das funções hipergeométricas confluentes com a
equação (3.43), encontramos,

Zin
s

(r+ − r−)1−iqQ
=

[

C1
Γ(1 + 2iβ)(−2ik)−

1

2
+s−iβ+iqQ

Γ
(

1
2
+ s+ iβ + iqQ

) + C2
Γ(1− 2iβ)(−2ik)−

1

2
+s+iβ+iqQ

Γ
(

1
2
+ s− iβ + iqQ

)

]

.

(3.64)
Usando as equações (3.61) e (3.64), calculamos,

∣

∣

∣

∣

Ztr
s

Zin
s

∣

∣

∣

∣

2

=
r2+(r+ − r−)

3s−2e−πqQ(2k)1−2s

|Γ(c)|2|F (β) + F (−β)|2 , (3.65)

onde,

F (β) =
Γ(2iβ)Γ(1 + 2iβ)e−

πβ

2
−iβ log(2k)

Γ(b)Γ(c− a)Γ
(

1
2
+ s+ iqQ+ iβ

) . (3.66)

Substituindo a equação (3.65) nas expressões (3.50) e (3.51), obtemos a seguinte fórmula para
o coeficiente de transmissão,

t|s| =
e−πqQ(2δ)1−2|s|

|Γ(1− |s| − 2iδ)|2|F (β) + F (−β)|2 , (3.67)

onde o valor de β deve ser calculado para |s|. Quando ℓ+1/2 > |qQ|, β é um número imaginário
puro, β = iγ, com γ > 0. No limite de pequenas energias, k → 0, temos,

t|s| =
e−πqQ(2δ)1−2|s| ∣

∣Γ
(

1
2
+ |s|+ γ + iqQ

)

Γ
(

1
2
− |s|+ γ + iqQ

)

Γ
(

1
2
+ γ − iqQ− 2iδ

)∣

∣

2

|Γ(1− |s| − 2iδ)|2 [Γ(2γ)Γ(1 + 2γ)]2
(2k)2γ,

(3.68)
mais termos de ordem k4γ. No entanto, quando ℓ + 1/2 < |qQ|, β se torna um número real e,
portanto, no limite de baixas energias, o coeficiente de transmissão t|s| passa a ser composto por
um termo constante em k mais um termo oscilatório em k. No caso extremo, ℓ + 1/2 ≪ |qQ|,
o termo constante domina. obtemos,

t|s| =

{

∓1 +O
(

e−πqQ
)

, qQ > 0

1− π
|qQ|
(

j + 1
2

)2
+O

(

1
q2Q2

)

, qQ < 0,
(3.69)

onde o sinal + vale para o caso de spin-1/2 e o sinal − para o caso de spin-0.



Caṕıtulo 4

Conjectura da Censura Cósmica

A Conjectura Fraca da Censura Cósmica (CCC), proposta por Roger Penrose em 1969, afirma
que singularidades originadas a partir de um colapso gravitacional devem sempre estar envoltas
pelo horizonte de eventos de um buraco negro [10–12]. Apesar da conjectura ser uma condição
necessária para se garantir o determinismo das leis da f́ısica, sua validade ainda é uma questão
em aberto na Relatividade Geral. Desde que foi proposta em 1969, vários resultados clássicos
surgiram em favor de sua validade. Por exemplo, se a CCC fosse falsa, seria natural se es-
perar que a formação de um buraco negro em um colapso gravitacional fosse um resultado
não-genérico. Portanto, o fato de buracos negros estacionários serem estáveis em relação a per-
turbações lineares [23–26], atesta em favor da conjectura. Outro t́ıpico teste da CCC consiste
em experimentos imaginários que tem como objetivo destruir o horizonte de eventos de um
buraco negro e, consequentemente, expor a singularidade para um observador externo. Esses
experimentos imaginários são baseados nos teoremas de unicidade [9], que afirmam que todas as
soluções de buracos negros estacionários das equações de Maxwell-Einstein são caracterizadas
por três parâmetros conservados, a massa gravitacional M , a carga elétrica Q, e o momento
angular J , que satisfazem a seguinte relação,

M2 ≥ Q2 +

(

J

M

)2

. (4.1)

Por outro lado, soluções que satisfazem,

M2 < Q2 +

(

J

M

)2

, (4.2)

são singularidades nuas ao invés de buracos negros. Quando a relação (4.1) é de igualdade, o
buraco negro é dito extremo. A idéia básica por trás desses experimentos imaginários é fazer
o buraco negro absorver uma part́ıcula com carga e/ou momento angular suficientes de modo
que a condição (4.1) deixe de ser válida. Na maioria das análises clássicas, o horizonte de
eventos do buraco negro é preservado porque a energia necessária para que a part́ıcula supere
a barreira de potencial (criada pela interação part́ıcula-buraco negro) mais do que compensa
o aumento em carga e/ou momento angular [13]. Outras análises clássicas, porém, indicam
que uma violação da CCC é posśıvel se efeitos de backreaction são ignorados. Uma maneira de

29
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evitar uma singularidade nua nesses casos pode ser considerar correções de auto-energia para a
part́ıcula [16, 17, 19,44].

Algumas tentativas recentes de destruir o horizonte de eventos são baseadas no tunelamento
de part́ıculas através de um buraco negro quase-extremo. A idéia original, considerada por
Matsas e Silva [18], é baseada no fato de que, devido à dualidade onda-part́ıcula, a probabilidade
de tunelamento pode ser não-nula até mesmo se a energia da part́ıcula é inferior à altura da
barreira de potencial, indicando uma posśıvel violação da CCC. No entanto, como ainda não
temos uma teoria completa de gravitação quântica dispońıvel, uma conclusão definitiva não
pode ser obtida [18–22].

Nesse caṕıtulo iremos tratar detalhadamente os experimentos imaginários que buscam violar
a CCC. Inicialmente, estudaremos processos clássicos seguindo a referência [13]. A partir de
um buraco negro extremo, mostraremos que é imposśıvel violar a CCC utilizando qualquer tipo
de part́ıcula com carga e/ou momento angular. No entanto, como veremos na sequência, bura-
cos negros inicialmente quase-extremos podem, em prinćıpio, violar a CCC quando absorvem
uma part́ıcula [16,45]. A próxima etapa será considerar processos quânticos de tunelamento de
part́ıculas. Ao contrário do que ocorre em processos clássicos, em processos quânticos part́ıculas
com energias infinitesimalmente pequenas tem uma probabilidade não-nula de serem absorvidas
por um buraco negro. Utilizando os coeficientes de transmissão calculados nos caṕıtulos ante-
riores, estudaremos o tunelamento de part́ıculas com/sem carga e com/sem momento angular
em buracos negros de Reissner–Nordström ou de Kerr.

4.1 Processos Clássicos

Considere, inicialmente, um buraco negro de Kerr–Newman, com massaM , carga Q e momento
angular espećıfico a = J/M , que satisfaz a condição M2 ≥ Q2 + a2. Pode-se mostrar que,
enviando part́ıculas teste com cargas e momentos angulares suficientes, é posśıvel aproximar
um buraco negro da extremalidade o tanto quanto se queira. Em sua análise [13], Wald estudou
um buraco negro de Kerr–Newman extremo, i.e. M2 = Q2 + a2, que absorve uma part́ıcula
teste de energia E, momento angular L na direção do momento angular do buraco negro e carga
q. Assumindo que a configuração é axissimétrica, nem carga nem momento angular podem
ser irradiados para longe. O estado final do buraco negro, depois da captura da part́ıcula, é
caracterizado por uma nova massaM ′ ≤M+E, uma nova carga Q′ = Q+q e um novo momento
angular J ′ = aM + L. Para que o horizonte de eventos seja destrúıdo e uma singularidade nua
seja criada, esses novos parâmetros devem satisfazer a,

M ′2 < Q′2 +

(

J ′

M ′

)2

⇒ E <
qQM + aL

M2 + a2
, (4.3)

onde o fato da part́ıcula ser um corpo teste, i.e. q ≪ Q, L≪ aM e E ≪M , foi utilizado. Nas
coordenadas de Boyer–Lindquist, a métrica de Kerr–Newman assume a seguinte forma,

ds2 = −
(

∆− a2 sin2 θ

ρ2

)

dt2 − 2a sin2 θ(r2 + a2 −∆)

ρ2
dtdφ+

ρ2

∆
dr2

+ρ2dθ2 +

(

(r2 + a2)2 −∆a2 sin2 θ

ρ2

)

sin2 θdφ2, (4.4)
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onde ρ2 = r2+a2 cos2 θ e ∆ = r2−2Mr+a2+Q2. As ráızes de ∆, r+ =M+
√

M2 −Q2 − a2 e

r− =M −
√

M2 −Q2 − a2, correspondem, respectivamente, ao horizonte de eventos do buraco
negro e ao horizonte de Cauchy. As equações que descrevem o movimento de uma part́ıcula de
massa de repouso m e carga q na métrica de Kerr–Newman são,

d2xµ

ds2
+ Γµ

ρσ

dxρ

ds

dxσ

ds
=

q

m
F µν dx

ν

ds
, (4.5)

onde Γµ
ρσ são os śımbolos de Christoffel e F µν é o tensor eletromagnético, dado por,

F =
1

2
Fµνdx

µdxν =
Q(r2 − a2 cos2 θ)

ρ4
dr ∧ (dt− a sin2 θdφ)

−2Qar cos θ sin θ

ρ4
dθ ∧

(

adt− (r2 + a2)dφ
)

. (4.6)

Essas equações de movimento podem ser obtidas a partir do lagrangiano,

L =
1

2
mgµν

dxµ

ds

dxν

ds
+ qAµ

dxµ

ds
, (4.7)

onde A é o potencial vetor eletromagnético, dado por,

A = −Qr
ρ2
(

dt− a sin2 θdφ
)

. (4.8)

A energia E da part́ıcula e seu momento angular L ao longo do eixo de simetria são calculados
a partir do lagrangiano da seguinte forma,

−E = pt =
∂L
∂ṫ

= mgtµ
dxµ

ds
+ qAt, (4.9)

L = pφ =
∂L
∂φ̇

= mgφµ
dxµ

ds
+ qAφ. (4.10)

Ambas quantidades são constantes pois os vetores ∂/∂t e ∂/∂φ são vetores de Killing no espaço-
tempo de Kerr–Newman. Uma relação entre E, L e q pode ser obtida a partir da 4-velocidade
da part́ıcula,

− 1 = gµν
dxµ

ds

dxν

ds
=

1

m2
(pµ − qAµ) (pµ − qAµ) . (4.11)

Essa relação dá origem a uma equação quadrática em E, cuja solução (impondo a condição de
que dt/ds > 0), é,

E = −qAt +
1

gtt

{

gtφ(L− qAφ)− [(L− qAφ)
2((gtφ)2 − gttgφφ)− gtt(grrp2r + gθθp2θ +m2)]

1

2

}

.

(4.12)

Portanto,

E ≥ −qAt +
1

gtt
gtφ (L− qAφ) . (4.13)
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Suponha que a part́ıcula atravesse o horizonte de eventos e seja absorvida pelo buraco negro.
Logo, deverá existir um instante no qual r = r+ =M . Substituindo essa coordenada na equação
(4.13), obtem-se [13],

E ≥ qQM + aL

M2 + a2
. (4.14)

Comparando essa condição com a condição para que uma singularidade nua seja criada, equação
(4.3), conclui-se que qualquer part́ıcula que seja capturada por um buraco negro de Kerr–
Newman extremo não possui carga nem momento angular suficientes para destruir o horizonte
de eventos.

Portanto, processos de captura de part́ıculas não podem ser utilizados para destruir o ho-
rizonte de eventos de um buraco negro de maneira quasi-estacionária. Mais precisamente, se
o buraco negro inicial não é extremo, através de processos quasi-estacionários ele se tornará,
primeiramente, um buraco negro extremo. A partir da análise acima, é imposśıvel, portanto,
transformá-lo em uma singularidade nua. Hubeny [16], por sua vez, considerou um buraco negro
de Reissner–Nordström quase-extremo, com carga Q e massa M tais que Q . M e part́ıculas
teste com carga e massa pequenos (mas não infinitesimais). A idéia é semelhante a de Wald [13]:
enviar ao buraco negro uma part́ıcula teste com massa de repouso m, energia E e carga q de
modo que o estado final do sistema seja uma singularidade nua, i.e.,

Q+ q > M + E. (4.15)

A análise do movimento de uma part́ıcula teste é igual à análise anterior para um buraco negro
de Kerr–Newman com a = 0 e L = 0. A grande diferença é que, agora, o buraco negro não
é mais extremo. A partir das equações (4.5) e (4.11), determina-se a equação que governa o
movimento radial da part́ıcula,

ṙ2 =
1

m2

[

E − qQ

r

]2

− ∆

r2
. (4.16)

Uma forma de expressar a condição de que a part́ıcula seja absorvida pelo buraco negro é exigir
que ṙ2 > 0, ∀r ≥ r+. Portanto, uma condição necessária para que a part́ıcula seja capturada é,

(

E − qQ

r

)2

> m2∆

r2
, ∀r ≥ r+ ⇒ E >

qQ

r+
. (4.17)

A partir da condição para que o horizonte de eventos seja destrúıdo, i.e. equação (4.15), obtem-
se uma outra desigualdade para E,

E < Q+ q −M. (4.18)

Se o buraco negro é inicialmente extremo, r+ = M = Q, e as condições (4.17) e (4.18) não
podem ser satisfeitas simultaneamente. No entanto, se o buraco negro não é extremo, juntando
essas duas condições, determina-se uma condição sobre a carga da part́ıcula,

q >
r+ −Q

2
. (4.19)

Uma escolha de E e de q satisfazendo as condições acima garante automaticamente que a
condição de criação de uma singularidade nua seja satisfeita. Para garantir que a part́ıcula seja



4.1 Processos Clássicos 33

absorvida, i.e. que a condição ṙ2 > 0 ∀r ≥ r+ seja satisfeita, temos que escolher m de forma
que,

m <
rE − qQ√

∆
, ∀r ≥ r+. (4.20)

Logo [16],

m < Q

√

−E2 + 2M
Q
Eq − q2

M2 −Q2
. (4.21)

Assim, se a part́ıcula teste possui massa, carga e energia que satisfazem às equações (4.17),
(4.18), (4.19) e (4.21), é posśıvel, em prinćıpio, criar uma singularidade nua.

Um processo semelhante que pode ser analisado é o caso de uma part́ıcula teste que é
absorvida por um buraco negro de Kerr quase-extremo, de massa M e momento angular J , tais
que M2 & J [45, 46]. Se a part́ıcula possui energia E e momento angular L na mesma direção
do momento angular do buraco negro, a condição para que uma singularidade nua seja criada
é dada por,

(M + E)2 < J + L⇒ L > (M2 − J) + 2ME + E2. (4.22)

Consequentemente, devemos ter,
L

E2
>

2M

E
≫ 1. (4.23)

Outra desigualdade envolvendo os parâmetros da part́ıcula pode ser obtida exigindo-se que ela
atravesse o horizonte de eventos do buraco negro. Isso pode ser feito utilizando a equação
de movimento da part́ıcula [13] ou calculando o fluxo de energia e momento angular [45]. O
resultado obtido é,

L <
2Mr+
a

E. (4.24)

Observe que se o buraco negro for inicialmente extremo, é imposśıvel satisfazer às desigualdades
(4.23) e (4.24) simultaneamente. No entanto, se o buraco negro é quase-extremo, dado um
momento angular qualquer L, se E satisfizer a condição,

(√
2− 1

)

√

1− J

M2
< E <

(√
2 + 1

)

√

1− J

M2
, (4.25)

então as desigualdades (4.23) e (4.24) serão automaticamente satisfeitas [45]. Esse resultado é
uma generalização do resultado obtido por Hod [17], que considerou apenas part́ıculas soltas no
horizonte de eventos de um buraco negro. Então, é posśıvel, em prinćıpio, criar uma singulari-
dade nua a partir de um processo clássico de captura de uma part́ıcula teste em uma métrica
de Kerr.

A grande semelhança entre os resultados acima, que mostraram ser posśıvel destruir o hori-
zonte de eventos de um buraco negro quase-extremo, é o fato de efeitos de backreaction, como
a autoenergia das part́ıculas e efeitos radiativos, terem sido ignorados. Cálculos aproximados
indicam que esses efeitos podem salvar a CCC [16, 17, 19, 47]. Hubeny [16], por exemplo, em
sua análise sobre a possibilidade de violar a CCC utilizando part́ıculas carregadas absorvidas
por um buraco negro de Reissner–Nordström, fez um cálculo numérico para tentar estimar os
efeitos de backreaction. O resultado obtido, apesar de não ser conclusivo, deu ind́ıcios que
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correções desse tipo podem evitar a destruição do horizonte de eventos. Hod [19], por sua vez,
ao tratar esse mesmo problema, considerou a auto energia induzida na part́ıcula, i.e, o efeito
do campo gravitacional sobre a interação da part́ıcula com seu próprio campo gravitacional. O
resultado dessa auto interação é uma força repulsiva sobre a part́ıcula, que tende a afastá-la do
buraco negro [48, 49]. Consequentemente, devemos adicionar o termo (Me2)/(2r2+) à energia
da part́ıcula para garantir que ela seja absorvida pelo buraco negro [50]. Com essa correção,
se torna imposśıvel destruir o horizonte de eventos e criar uma singularidade nua. O caso de
uma part́ıcula com momento angular que é capturada por um buraco negro de Kerr é mais
complicado. Hod [17] fez uma análise aproximada a partir de um resultado perturbativo de
Will [51] e mostrou que a correção de auto energia obtida é suficiente para salvar a CCC. Além
disso, Barausse, et al [47], mostraram que existem trajetórias para as quais efeitos de radiação
podem ser ignorados. Porém, os efeitos produzidos pela auto energia da part́ıcula não são nulos
e podem, em prinćıpio, salvar a CCC.

4.2 Overspin de um buraco negro

Sabe-se que, quando efeitos quânticos são levados em consideração, resultados clássicos de Rela-
tividade Geral podem ser profundamente modificados. O teorema da área, por exemplo, afirma
que nenhum processo é capaz de diminuir a área de um buraco negro. A radiação Hawking,
porém, é um processo da Teoria Quântica de Campos em Espaços-Tempo Curvos (TQCEC)
capaz de violar esse teorema clássico. Observações como essa, levaram Matsas e Silva [18] a se
perguntarem se o mesmo não poderia acontecer com a CCC. A idéia básica é reconsiderar os ex-
perimentos imaginários da sessão anterior levando em consideração posśıveis efeitos quânticos.
A análise mais simples posśıvel é o processo de tunelamento quântico de uma part́ıcula esca-
lar neutra, sem massa, em um buraco negro de Reissner–Nordström quase-extremo. Tendo
em mente a dualidade onda-part́ıcula, pode-se estudar o processo de tunelamento da part́ıcula
utilizando os resultados obtidos na seção (3.2) para o espalhamento ondulatório na métrica de
Reissner–Nordström. A part́ıcula é descrita pela seguinte função de onda, dada pela equação
(3.20),

ψ = e−iωteimϕPm
ℓ (cos θ)R0(r). (4.26)

Seu momento angular azimutal é dado por m e seu momento angular total por
√

ℓ(ℓ+ 1). No
caso da part́ıcula neutra, i.e. q = 0, o coeficiente de transmissão, ver equação (3.68), pode ser
escrito como,

t|0| =
22ℓ+2r2+(r+ − r−)

2ℓ(ℓ!)6

[(2ℓ+ 1)!(2ℓ)!]2
ω2ℓ+2 (1 +O(ω)) . (4.27)

Portanto, por menor que seja a energia da part́ıcula incidente, sua probabilidade de tunelamento
será não-negativa. A exigência de um valor mı́nimo para a energia da part́ıcula, que no caso
clássico era fundamental para garantir que ela fosse capturada pelo buraco negro, não é mais
necessária no caso quântico. Uma vez que a part́ıcula tunela através do horizonte de eventos,
os novos parâmetros que caracterizam o sistema são,

M ′ =M + ω, Q′ = Q e J ′2 = ℓ(ℓ+ 1), (4.28)

onde ω é a energia da part́ıcula. Para que o horizonte de eventos do buraco negro seja destrúıdo
e uma singularidade nua seja criada, a condição (4.2) deve ser satisfeita. Substituindo os
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parâmetros relevantes, encontramos uma condição sobre ℓ,

ℓ(ℓ+ 1) > M2(M2 −Q2) +O(ω), (4.29)

que pode ser sempre satisfeita para ω suficientemente pequeno.

Suponha que falta ao buraco negro inicial apenas uma carga elementar para que atinja a
extremalidade. Nesse caso, para M ≫ 1, obtem-se ℓ ∼ M

3

2 . Em particular, para M = 100,
tem-se ℓ = 413 e para M = 105M⊙, onde M⊙ é a massa solar, tem-se ℓ ∼ 1064 [18].

O fato de um buraco negro inicialmente de Reissner–Nordström se tornar um buraco negro
de Kerr–Newman após o tunelamento, levou Hod [19] a investigar se algum efeito de backreaction
não impediria a destruição do horizonte de eventos. De acordo com a sua análise, a medida que
a part́ıcula se aproxima do buraco negro, ela interage com o buraco negro, o que faz com que
os geradores do horizonte comecem a girar. Desse modo, o tunelamento da part́ıcula ocorre na
métrica de Kerr–Newman ao invés da métrica de Reissner–Nordström. Uma análise semelhante
foi feita por Will [51], que mostrou que um anel de part́ıculas com momento angular m que gira
em torno de um buraco negro de Kerr de massa M , perturba a velocidade angular de rotação
Ω deste,

Ω → Ω +
m

4M3
. (4.30)

Baseado nesse resultado, Hod estimou que uma part́ıcula com momento angular azimutal m,
que incide em um buraco negro de Reissner–Nordström, induz neste uma velocidade angular
dada por,

Ω =
m

Mr2+
. (4.31)

Portanto, ao invés de considerar o tunelamento na métrica de Reissner–Nordström, temos que
considerar o tunelamento na métrica de Kerr-Newman. Como a part́ıcula é neutra, ela não
interage com a carga elétrica do buraco negro. Dessa forma, os resultados obtidos no caṕıtulo
2 para a métrica de Kerr podem ser utilizados, basta trocar ∆ por ∆ = r2 − 2Mr + a2 + Q2

e r± por r± = M ±
√

M2 −Q2 − a2. Em particular, o coeficiente de transmissão para uma
part́ıcula incidente de frequência ω, momento angular orbital ℓ e momento angular azimutal m
é dado por,

t0 =

[

(ℓ!)2

(2ℓ)(2ℓ+ 1)!!

]2 ℓ
∏

n=1

[

1 +

(

ω −mΩ

2πnTbn

)2
]

(

ω −mΩ

πTbn

)

[(r+ − r−)ω]
2ℓ+1 , (4.32)

onde,

Tbn =
r+ − r−

4π(r2+ + a2)
, (4.33)

é a temperatura do buraco negro.

Conforme explicado anteriormente, se ω < mΩ, o coeficiente de transmissão é negativo e
os modos incidentes são amplificados ao invés de serem absorvidos. Portanto, para que seja
capturada pelo buraco negro, a part́ıcula deve possuir uma energia mı́nima ω dada por,

ω > mΩ =
m2

Mr2+
. (4.34)
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Uma vez que a part́ıcula é absorvida, os parâmetros que caracterizam o estado final do sistema
são,

M ′ =M + ω > M +
m2

Mr2+
, Q′ = Q, J ′2 = ℓ(ℓ+ 1). (4.35)

Substituindo esses parâmetros na condição para criação de uma singularidade nua, equação
(4.2), obtem-se a seguinte desigualdade,

ℓ(ℓ+ 1) >

(

M +
m2

Mr2+

)2(

M2 −Q2 + 2
m2

r2+
+

m4

M2r4+

)

. (4.36)

Em particular, se o momento angular azimutalm da part́ıcula é nulo, a condição acima se reduz à
condição (4.29) obtida anteriormente. Em outras palavras, para m = 0, o efeito de backreaction
aqui considerado não possui efeito nenhum. Para evidenciar a natureza quântica desse processo,
é interessante estudar seu limite clássico. Para tanto, considere um ensemble de part́ıculas,
todas no mesmo estado (ω, ℓ,m), incidente em um buraco negro de Reissner–Nordström quase-
extremo. Nesse caso, apenas uma fração (dada pela equação (4.32)) das part́ıculas é absorvida

pelo buraco negro, transferindo energia Nω e momento angular ~J = N
〈

~L
〉

= Nmẑ, onde N é

o número de part́ıculas capturadas (N ≫ 1) e ẑ é o eixo de rotação do buraco negro. A partir
dessas quantidades, conclui-se que a condição para que o horizonte de eventos seja destrúıdo,
equação (4.2), nunca é satisfeita.

Na referência [19], considerou-se que o momento angular total transferido no processo
quântico é dado por m e não por

√

ℓ(ℓ+ 1). Desse modo, a conclusão obtida foi idêntica
à do limite clássico: é imposśıvel criar uma singularidade nua. No entanto, o processo de cap-
tura de uma única part́ıcula é intrinsicamente quântico, a part́ıcula tunela através do horizonte
de eventos devido à sua natureza ondulatória, mas é absorvida como um único quantum.

Outro posśıvel método que pode ser utilizado para testar a CCC é o tunelamento de férmions.
Conforme mencionado na seção (2.7), férmions, ao contrário de part́ıculas escalares, não apre-
sentam o fenômeno de superradiância e, portanto, possuem probabilidade positiva de tunelar
em um buraco negro. Mais precisamente, se considerarmos inicialmente um buraco negro de
Kerr–Newman, com massaM , carga Q e momento angular espećıfico a = J/M , a probabilidade
de tunelamento de um férmion neutro, sem massa, de energia ω e números quânticos, ℓ e m, é
dada pela expressão (2.170),

t 1
2

=

[

(ℓ− 1
2
)!(ℓ+ 1

2
)!

(2ℓ)!(2ℓ+ 1)!!

]2 ℓ+ 1

2
∏

n=1

[

1 +

(

2Q

n− 1
2

)2
]

(r+ − r−)
2ℓ+1ω2ℓ+1. (4.37)

Portanto, a captura da part́ıcula, ao contrário do caso escalar, é posśıvel para energias ω arbi-
trariamente pequenas. Após a absorção, os novos parâmetros do sistema são,

M ′ =M + ω, Q′ = Q, J ′2 = J2 +

(

ℓ± 1

2

)(

ℓ+ 1± 1

2

)

, (4.38)

onde o sinal positivo é válido para férmions de spin +1/2 e o sinal negativo para férmions de
spin −1/2. Substituindo esses parâmetros na condição (4.2), obtem-se a seguinte desigualdade,

(

ℓ± 1

2

)(

ℓ+ 1± 1

2

)

> M2

(

M2 −Q2 − J2

M2

)

+O(ω). (4.39)
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Assim, para qualquer buraco negro quase-extremo, é posśıvel encontrar uma part́ıcula com
momento angular ℓ e energia ω suficientemente pequena de modo que a condição acima seja
satisfeita e, consequentemente, uma singularidade nua seja criada.

De acordo com Hod [21], é necessário incluir, nesse contexto, efeitos de polarização do vácuo
causados pela não-conservação da paridade de neutrinos [37, 52]. Em outras palavras, dentro
da ergosfera, o acoplamento spin-órbita entre a part́ıcula e o buraco negro é forte o suficiente
para criar órbitas de energia negativa, de acordo com um observador no infinito. O processo de
polarização espontânea do vácuo corresponde à criação de um par de part́ıculas, sendo uma de
energia positiva que escapa para o infinito e outra, de energia negativa, que é absorvida pelo
buraco negro. Utilizando a expressão de Hawking [53] para o número esperado de part́ıculas
em cada modo fermiônico, tem-se,

〈Nω〉 = t 1
2

exp

[

ω −mΩ

Tbn
+ 1

]−1

, (4.40)

onde t 1
2

, no limite de baixas energias, é dado pela expressão (4.37). Para um buraco negro
extremo, Tbn = 0, e, consequentemente, apenas part́ıculas com ω < mΩ são emitidas espon-
taneamente. Essas part́ıculas contribuem para que o buraco negro se afaste, cada vez mais,
da extremalidade. Além disso, pelo prinćıpio de exclusão de Pauli, é imposśıvel enviar ao bu-
raco negro neutrinos com energia ω < mΩ mais rapidamente do que elas são espontaneamente
criadas, sendo, portanto, imposśıvel satifazer à condição (4.2). Por outro lado, para um bu-
raco negro de Kerr–Newman imerso em um banho de radiação térmica, a probabilidade de um
férmion incidir sem ser refletido é dada por [21, 54],

t 1
2

[

1 + exp

(

−ω −mΩ

Tbn

)]−1

. (4.41)

Se o buraco negro é extremo, Tbn = 0, e a probabilidade é nula. Porém, se o buraco negro
for quase-extremo, a probabilidade do férmion ser capturado e destruir o horizonte de eventos
continua sendo extremamente pequena, porém não-nula. Note a semelhança desse resultado
com o obtido para part́ıculas clássicas. No caso de um buraco negro inicialmente extremo, é
imposśıvel satisfazer a condição (4.2) através da absorção clássica de uma part́ıcula. No caso
quase-extremo, porém, ignorando efeitos de backreaction, tal resultado é posśıvel. É impor-
tante deixar claro que efeitos de backreaction também foram ignorados no caso do tunelamento
quântico. Uma maneira de tentar minimizar esses efeitos é partir de um buraco negro muito
próximo da extremalidade [20]. Porém, isso não é suficiente, pois a configuração final do sistema,
uma singularidade nua, é extremamente diferente da configuração inicial, um buraco negro.

4.3 Overcharge de um buraco negro carregado

Um problema bastante parecido é o do tunelamento de part́ıculas carregadas na métrica de
Reissner–Nordström. A interação eletromagnética entre a part́ıcula e o buraco negro é quanti-
ficada através do acoplamento mı́nimo, conforme discutido no caṕıtulo 3. A grande vantagem
de se analisar esse caso é que, por se tratar de uma quantidade escalar, não há dúvida nenhuma
sobre qual o valor da carga transferida da part́ıcula para o buraco negro.
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Considere o tunelamento de uma part́ıcula sem massa, de carga q e energia ω em um buraco
negro de Reissner–Nordström de massa M e carga Q. Para minimizar posśıveis efeitos de
backreaction, exigimos que M ≫ 1 (consequentemente, Q ≫ 1) e que os números quânticos da
part́ıcula, ℓ e m, sejam nulos. Desse modo, |qQ| ≫ ℓ + 1/2, e o coeficiente de transmissão, no
limite de baixas energias Mω ≪ 1, é dado pela expressão (3.69). Se tivermos a intenção de
violar a CCC e criar uma singularidade nua, as cargas do buraco negro e da part́ıcula devem
possuir o mesmo sinal. Nesse caso, para energias ω arbitrariamente pequenas, o coeficiente de
transmissão se aproxima de −1. Temos um caso extremo de superradiância. De modo geral,
conforme explicado na seção (3.5), quando ω < qQ/r+, o fenômeno da superradiância ocorre.
Logo, para que seja absorvida pelo buraco negro, a part́ıcula deve possuir uma energia

ω > qQ/r+. (4.42)

Nesse caso, a condição para criação de uma singularidade nua, equação (4.2), se reduz a,

ω < |q|+ |Q| −M. (4.43)

Se o buraco negro for extremo, as condições (4.42) e (4.43) nunca podem ser satisfeitas simul-
taneamente. Porém, no caso de um buraco negro quase-extremo, se a carga da part́ıcula for
escolhida de modo a satisfazer,

|q| > M − |Q|
r+ − |Q|r+, (4.44)

então sempre existirão energias ω para as quais ambas as desigualdades (4.42) e (4.43) serão
satisfeitas, i.e.,

qQ

r+
< ω < |q| − (M − |Q|). (4.45)

Analogamente ao que ocorre no caso de part́ıculas com momento angular na métrica de
Kerr, férmions carregados na métrica de Reissner–Nordström não apresentam superradiância.
O coeficiente de transmissão para um férmion com carga q e números quânticos ℓ = 1/2,
m = 0, que incide em um buraco negro de Reissner–Nordström, é dado pela expressão (3.67).
Assumindo novamente que as cargas do buraco negro e da part́ıcula possuem o mesmo sinal e que
M ≫ 1 (e, consequentemente, Q≫ 1), o coeficiente de transmissão, no limite de baixas energias,
se aproxima de +1, ver equação (3.69). Desse modo, part́ıculas com energias ω arbitrariamente
pequenas são absorvidas pelo buraco negro. Como a carga e o momento angular transferidos
da part́ıcula para o buraco negro são dados, respectivamente, por q e

√
3/2, a condição para

que uma singularidade nua seja criada, equação (4.2), se reduz a,

(M + ω)2 − 3

4 (M + ω)2
< (|Q|+ |q|)2 . (4.46)

Dado um buraco negro quase-extremo qualquer, é sempre posśıvel escolher ω e q de forma que
a desigualdade acima seja satisfeita e, consequentemente, uma singularidade nua seja criada.
Novamente, estamos ignorando efeitos de backreaction que poderiam, em prinćıpio, evitar a
destruição do horizonte de eventos e salvar a CCC.



Caṕıtulo 5

Modelos Análogos

Modelos análogos de gravitação são sistemas f́ısicos cujo comportamento pode ser descrito
por campos clássicos/quânticos em um espaço-tempo curvo efetivo. Esses modelos constituem
uma alternativa tanto teórica como experimental para se testar previsões da TQCEC. Em
particular, a evaporação de buracos negros por radiação Hawking, a superradiância e a produção
cosmológica de part́ıculas são alguns dos fenômenos que podem ser reproduzidos em modelos
análogos.

Da mesma maneira que a TQCEC deixa de valer na escala de Planck e efeitos de gravitação
quântica devem ser considerados, modelos análogos possuem uma escala na qual a descrição
do sistema pela métrica efetiva deixa de valer. A grande diferença é que, enquanto uma teo-
ria satisfatória de gravitação quântica não existe, a teoria microscópica dos sistemas análogos
geralmente é bem conhecida. O estudo dessas teorias microscópicas e a relação com seu corres-
pondente modelo análogo é uma alternativa para se entender melhor a gravitação na escala de
Planck.

Iniciaremos esse caṕıtulo com uma introdução geral sobre os diferentes tipos de modelos
análogos e algumas de suas posśıveis aplicações. Em seguida, estudaremos em detalhes o pri-
meiro sistema análogo proposto, que envolve a propagação de ondas sonoras no interior de um
fluido em movimento. A partir das equações de Euler e da continuidade, mostraremos que a
propagação de perturbações lineares se reduz a uma equação de Klein–Gordon em um espaço-
tempo curvo efetivo. De forma geral, a métrica desse espaço-tempo admite a existência de
uma ergosfera e de um horizonte de eventos. Após separar as variáveis da equação de Klein–
Gordon, analisaremos o problema de reflexão e transmissão em um espaço-tempo análogo. Em
particular, consideraremos o problema de espalhamento de ondas de superf́ıcie incidentes no
horizonte de eventos de um sistema análogo. Por fim, explicaremos um experimento realizado
recentemente no Canadá, que conseguiu medir, pela primeira vez, o análogo clássico da radiação
Hawking.

39
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5.1 Introdução

Em 1981, Unruh mostrou que ondas sonoras se propagando em um fluido inv́ıscido, barotrópico
e irrotacional podem ser descritas por um campo δψ (∇ψ corresponde à velocidade do fluido;
consequentemente, ∇δψ representa uma perturbação da velocidade do fluido) que satisfaz a
equação de Klein–Gordon em um espaço-tempo curvo efetivo,

1√−g∂µ(
√−ggµν∂νδψ) = 0, (5.1)

onde gµν é a métrica efetiva, denominada métrica análoga ou métrica acústica [55, 56].

Desde que a idéia original de Unruh envolvendo ondas sonoras em um fluido foi publicada,
diversos sistemas análogos foram descobertos. Reznik, por exemplo, propôs um modelo análogo
baseado na propagação de fótons em um meio dielétrico, no qual o ı́ndice de refração do meio
faz o papel da métrica análoga [57, 58]. Unruh e Schützhold, por sua vez, mostraram que
ondas de superf́ıcie se propagando em águas rasas constituem um modelo análogo que pode
ser facilmente reproduzido em laboratório [59]. Modelos análogos intrinsicamente quânticos
também são posśıveis. Os mais conhecidos são os modelos análogos baseados em condensados de
Bose-Einstein, introduzidos por Garay e coloboradores [60,61], e os modelos análogos baseados
em superfluidos, descobertos por Volovik e colaboradores [62].

Ao contrário da TQCEC usual, na qual a métrica gµν é solução das equações de Einstein,
em modelos análogos a métrica gµν não satisfaz nenhuma equação em especial. Ela surge
naturalmente a partir das equações que descrevem o sistema f́ısico em questão. De fato, o
espaço-tempo no qual o sistema está localizado é o espaço de Minkowski, porém o campo δψ se
comporta como se estivesse em um espaço-tempo curvo com métrica gµν . Por esse motivo, não se
espera que fenômenos de gravitação que dependem intrinsicamente da equação de Einstein sejam
reproduzidos em modelos análogos. No entanto, muitos fenômenos importantes da TQCEC,
como a radiação Hawking e a superradiância independem da dinâmica que descreve a métrica
gµν .

Para um fluxo hidrodinâmico (3+1)-dimensional, por exemplo, a métrica gµν pode ser escrita
em termos da velocidade de propagação do som c, da densidade do fluido ρ e da velocidade do
fluido v como [55,56],

gµν =
ρ

c

(

−(c2 − v2) −vj
−vi δij

)

. (5.2)

A métrica acima, no caso de um fluxo axissimétrico (3+1)-dimensional, compartilha algumas
similaridades com a métrica de Kerr de um buraco negro em rotação: ela admite a existência
tanto de uma ergosfera como de um horizonte de eventos. A ergosfera é a região onde a
velocidade do fluido excede a velocidade do som, i.e. |v| > c, enquanto o horizonte de eventos é
a superf́ıcie onde a velocidade radial do fluido é igual à velocidade do som, i.e. vr = c. A simples
existência desse horizonte de eventos, juntamente com a equação de Klein–Gordon, é suficiente
para mostrar que buracos negros análogos, assim como buracos negros na TQCEC, emitem
radiação Hawking [55,63]. De fato, uma das primeiras aplicações teóricas dos modelos análogos
foi investigar a dependência da radiação Hawking em relação às frequências arbitrariamente
grandes utilizadas na demonstação original de Hawking (o problema transplanckiano) [44, 53,
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64,65]. Cálculos utilizando relações de dispersão modificadas para altas frequências dão suporte
para a idéia de que o processo de evaporação de buracos negros é real [44, 66, 67].

Outro fenômeno, normalmente associado a buracos negros em rotação, que pode ser repro-
duzido em modelos análogos é a superradiância, processo clássico de espalhamento ondulatório
no qual ondas incidentes são amplificadas ao serem refletidas por uma barreira de potencial [68].
A presença do horizonte de eventos, juntamente com a ergosfera, é suficiente para que a super-
radiância seja posśıvel em modelos análogos [69]. Uma realização experimental desse processo
foi proposta por Unruh e Schützhold usando ondas de superf́ıcie em fluidos [59].

Modelos análogos também podem ser utilizados em cosmologia para simular as geometrias
de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) [70,71]. Pode-se mostrar que a produção de part́ıculas
causada pela expansão do universo pode ser reproduzida em um condensado de Bose-Einstein
cuja velocidade do som varia com o tempo. É posśıvel usar a analogia para estudar como
relações de dispersão não-lineares afetam processos cosmológicos. As referências [72, 73], por
exemplo, abordam o problema transplackiano nos modelos inflacionários.

5.2 Propagação de ondas sonoras

O exemplo mais simples de um modelo análogo de gravitação é o caso de ondas sonoras que
se propagam no interior de um fluido em movimento. Para estudar tal sistema, considere um
fluido barotrópico e inv́ıscido, cujo fluxo é, pelo menos localmente, irrotacional. As equações
hidrodinâmicas que regem esse fluxo são a equação da continuidade,

∂ρ

∂t
+∇ · (ρv) = 0, (5.3)

e a equação de Euler,

ρ
dv

dt
≡
[

∂v

∂t
+ (v · ∇)v

]

= −∇p, (5.4)

onde ρ é a densidade do fluido, v é a sua velocidade e p é a sua pressão, que se assume ser a única
responsável pelas forças atuantes no fluido. Como o fluido é barotrópico, i.e. sua densidade ρ
é função da pressão p apenas, é posśıvel definir uma função h(p),

h(p) =

∫ p

0

dp′

ρ(p′)
, (5.5)

de modo que∇h = (1/ρ)∇p. Além disso, por ser localmente irrotacional, i.e. ∇×v = 0, o fluido
admite um potencial ψ tal que v = −∇ψ. Utilizando esses resultados, é posśıvel reescrever a
equação de Euler como uma equação de Bernoulli,

− ∂ψ

∂t
+ h+

1

2
(∇ψ)2 = 0. (5.6)

Para estudar a propagação de ondas sonoras nesse contexto, é necessário perturbar uma solução
inicial, (ρ0, p0, ψ0) → (ρ0 + δρ, p0 + δp, ψ0 + δψ), e obter as equações de primeira ordem que
descrevem as perturbações. Linearizando a equação da continuidade, tem-se,

∂δρ

∂t
+∇ · (δρv0 + ρ0∇δψ) = 0. (5.7)
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Por outro lado, linearizando a equação de Euler e utilizando o fato do fluido ser barotrópico,
tem-se,

δρ =
∂ρ

∂p
ρ0

(

∂δψ

∂t
+ v · ∇δψ

)

. (5.8)

Substituindo essa expressão para δρ na equação (5.7), obtem-se a seguinte equação de onda,

− ∂

∂t

[

∂ρ

∂p
ρ0

(

∂δψ

∂t
+ v0 · ∇δψ

)]

+∇ ·
[

ρ0∇δψ − ∂ρ

∂p
ρ0v0

(

∂δψ

∂t
+ v0 · ∇δψ

)]

= 0, (5.9)

que pode ser reescrita como,
∂µ (f

µν∂νδψ) = 0, (5.10)

onde fµν é a seguinte matriz 4× 4 simétrica,

fµν =
ρ0
c2

(

−1 −vj0
−vi0 c2δij − vi0v

j
0

)

, (5.11)

e a velocidade local do som, c, é definida como,

c−2 =
∂ρ

∂p
. (5.12)

Definindo uma métrica efetiva gµν , denominada métrica acústica ou métrica análoga,

gµν =
ρ0
c

(

−(c2 − v20) −vj0
−vi0 δij

)

, (5.13)

é posśıvel transformar a equação de onda (5.10) em uma equação de Klein–Gordon,

1√−g∂µ
(√−ggµν∂νψ

)

= 0, (5.14)

onde g é o determinante de gµν . É posśıvel generalizar esse resultado para um sistema (d+ 1)-
dimensional e obter a seguinte métrica acústica gµν [74],

gµν =
(ρ

c

) 2

d−1

(

− (c2 − v20) −vj0
−vi0 δij

)

. (5.15)

Note que, no caso de um sistema (1 + 1)-dimensional, a métrica acústica acima não está bem
definida. A equação para fµν , no entanto, continua válida. Para que a analogia também
faça sentido nesses casos, é posśıvel considerar o sistema (1 + 1)-dimensional como sendo, por
exemplo, um sistema (2+1)-dimensional com simetria linear ou como sendo um sistema (3+1)-
dimensional com simetria planar.

Essa analogia entre ondas sonoras que se propagam em um fluido inv́ıscido e irrotacio-
nal e perturbações escalares em uma métrica curva efetiva, foi descoberta em 1981 por Un-
ruh [55,56] e, desde então, vem sendo utilizada para analisar e compreender melhor fenômenos
puramente cinemáticos da TQCEC, como a radiação hawking [3, 44, 66, 67, 75, 76] e a super-
radiância [59, 69, 77–81]. É importante observar que, enquanto perturbações sonoras se propa-
gam de acordo com a métrica acústica efetiva (5.13), as part́ıculas do fluido se movimentam de
maneira completamente não relativ́ıstica, de acordo com a métrica plana usual de Minkowski.
Outro detalhe importante, já citado anteriormente, é que não há nenhuma analogia entre as
equações de Einstein e as equações de Euler; a analogia é apenas cinemática.
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5.3 Buracos negros análogos

Para investigar a existência de buracos negros em uma métrica análoga, em particular buracos
negros com rotação, vamos considerar um sistema (2+ 1)-dimensional cuja métrica (5.15) para
d = 2, em coodenadas polares, se reduz a,

gµν =
(ρ

c

)2





−c2 + v2 −vr −vφr
−vr 1 0
−vφr 0 r2



 , (5.16)

onde a velocidade do fluido no background é decomposta em suas componentes radial e angular,

v = vr(t, r, φ) r̂ + vφ(t, r, φ) φ̂. (5.17)

A métrica acústica (5.16) acima compartilha algumas similaridades com a métrica de Kerr:
ela admite a existência tanto de uma ergosfera como de um horizonte de eventos. O conceito de
ergosfera é facilmente generalizado de espaços-tempo na Relatividade Geral para espaços-tempo
análogos. Como a métrica do background é a métrica de Minkowski, o vetor (∂t)

µ determina
um conceito natural de “em repouso”(no caso do fluxo ser constante no tempo, esse vetor é um
vetor de Killing de translação temporal). A norma desse vetor é dada por,

gµν

(

∂

∂t

)µ(
∂

∂t

)ν

= −(c2 − v2). (5.18)

Portanto, quando c > |v|, o vetor (∂t)
µ é tipo-tempo e, quando, c < |v|, ele é tipo-espaço. A

região delimitada pela condição c = |v| é denominada ergosfera. Outro conceito de Relatividade
Geral que pode ser utilizado em espaços-tempo análogos é o de superf́ıcies aprisionadas. Em
modelos análogos, quando a velocidade do fluido for direcionada para dentro de uma superf́ıcie
fechada, e a componente normal da velocidade do fluido, no interior dessa superf́ıcie, for sempre
maior que a velocidade do som, uma perturbação sonora não conseguirá se propagar de dentro
para fora dessa superf́ıcie e ficará aprisionada em seu interior. Uma superf́ıcie como essa é deno-
minada superf́ıcie aprisionada (superf́ıcies anti-aprisionadas podem ser definidas analogamente,
exigindo-se que a velocidade do fluido seja direcionada para fora). O fato do espaço-tempo
de Minkowski possuir um conceito natural de “em repouso”, facilita a definição de superf́ıcies
aprisionadas. Em Relatividade Geral, essa definição é muito mais complexa, requer a utilização
de várias técnicas e conceitos matemáticos elaborados [7, 8]. Um horizonte aparente acústico é
a fronteira de uma região aprisionada, em outras palavras, é uma superf́ıcie na qual a compo-
nente normal da velocidade do fluido é igual a velocidade de propagação do som. O horizonte
de eventos futuro acústico, por sua vez, é definido como sendo a fronteira da região a partir da
qual geodésicas nulas, i.e. fônons, não conseguem escapar (uma definição análoga existe para
horizonte de eventos passado). Assim como em Relatividade Geral, as definições de horizonte
de eventos e de horizonte aparente coincidem para espaços-tempo estacionários. Nesse traba-
lho, são considerados apenas modelos análogos com fluxo constante no tempo e, portanto, a
diferenciação entre os dois conceitos é desnecessária.

Queremos estudar, da mesma maneira que fizemos para buracos negros em Relatividade
Geral, a propagação de ondas em espaços-tempo análogos. Para tornar a análise posśıvel, res-
tringimos nossa atenção a sistemas estáticos e com simetria radial, de modo que as quantidades
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relevantes dependem apenas da coordenada radial, i.e. v = v(r), ρ = ρ(r) e c = c(r). Além
disso, como o fluido é irrotacional, a parte angular da velocidade é dada por vφ = B/r, onde
B é uma constante real. Com essas simplificações, o ansatz δψ(t, r, φ) = R(r)e−iωteimφ torna a
equação de Klein–Gordon, equação (5.14), separável. A equação diferencial resultante para a
componente radial é,

d2R

dr2
+ P (r)

dR

dr
+Q(r)R = 0, (5.19)

onde os coeficientes P (r) e Q(r) são dados por,

P (r) =
d

dr
log
[

r
(

c2 − v2r
) ρ

c2

]

+ 2 i
vr

c2 − v2r

(

ω −m
B

r2

)

, (5.20)

Q(r) =
1

c2 − v2r

[

(

ω −m
B

r2

)2

−m2 c
2

r2

]

+i

(

ω −m
B

r2

)

vr
c2 − v2r

d

dr
log

[

rvr

(

ω −m
B

r2

)

ρ

c2

]

. (5.21)

Observe que a densidade e as velocidades radiais não são independentes. Elas estão relacionadas
pela equação de continuidade,

d

dr
(rvrρ) = 0. (5.22)

Para escrever a equação diferencial (5.19) como uma equação de onda, temos que modificar a
coordenada radial r para uma coordenada tipo tartaruga,

dr∗

dr
= ∆(r) = c2(c2 − v2r)

−1, (5.23)

e definir uma nova função radial H(r) por,

R(r) = ∆−1/2 exp

[

−1

2

∫

P (r̃)dr̃

]

H(r). (5.24)

Feitas essas duas transformações, a equação (5.19) é simplificada para,

d2H

dr∗2
+ k2(r)H = 0, (5.25)

onde o número de onda efetivo k é dado por,

k2 =
1

c2

(

ω − mB

r2

)2

− c2 − v2r
c2

m2

r2
+

1

2

(

(ρr)′

ρr

)

∆′

∆3

+
(c2 − v2r)

2

c4

[

−1

4

(

(ρr)′

ρr

)2

− 1

2

(

(ρr)′

ρr

)′
]

. (5.26)

5.4 Problema de reflexão e de transmissão

Para compreender o processo de espalhamento de uma onda escalar por um buraco negro
acústico, vamos investigar o caso mais simples posśıvel, no qual a densidade ρ e a velocidade
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de propagação das ondas são constantes. Assim sendo, a partir da equação da continuidade,
equação (5.22), conclui-se que vr = −A/r, onde A é uma constante positiva. O sinal negativo
indica que o fluido se movimenta radialmente para dentro. Se r < A/c, a velocidade radial
do fluido é maior do que a velocidade de propagação do som. Logo, a superf́ıcie definida por
r = rh = A/c constitui o horizonte de eventos desse espaço-tempo análogo. A ergosfera, definida
através da condição v2 = v2r + v

2
φ = c2, se localiza em r = re =

√
A2 +B2/c. A coordenada tipo

tartaruga, definida pela equação (5.23), se reduz, nesse caso, a

r∗ = r +
A

2c
log

∣

∣

∣

∣

cr − A

cr + A

∣

∣

∣

∣

. (5.27)

Já o número de onda efetivo, dado pela equação (5.26), pode ser reescrito como,

k2 =
1

c2

(

ω − mB

r2

)2

−
(

c2r2 − A2

c2r2

)[

1

r2

(

m2 − 1

4

)

+
5

4

A2

r4c2

]

. (5.28)

Próximo ao buraco negro e no infinito assintótico, esse número de onda efetivo é simplificado,
respectivamente, para,

k2 =
1

c2

(

ω − mB

r2h

)2

+O(r − rh) e k2 =
ω2

c2
+O

(

1

r2

)

. (5.29)

Consequentemente, é posśıvel obter uma solução para a equação de onda, equação (5.25), nesses
limites. Mais especificamente, H ∼ exp

[

± i
c
(ω −mB/r2h)r∗

]

perto do horizonte de eventos e
H ∼ exp

(

±iω
c
r∗
)

no infinito.

Para resolver o problema de uma onda incidente proveniente de uma região assintoticamente
longe do buraco negro e obter os coeficientes de transmissão e reflexão relevantes, é necessário
impor uma condição de contorno no horizonte de eventos. De maneira idêntica ao caso da
Relatividade Geral, devido ao fato de nenhum sinal poder escapar de um buraco negro, exige-se
que a velocidade de grupo radial de um pacote de ondas seja direcionada de fora para dentro do
horizonte de eventos. Assim, para que vgrupo = dω/dk = −1, devemos escolher a exponencial
H ∼ exp

[

− i
c
(ω −mB/r2h)r∗

]

como solução do problema. Incluindo a solução no infinito, a
parte radial da função de onda é dada por,

H =

{

Zine−iω
c
r∗ + Zoute+iω

c
r∗ , r∗ → ∞,

Ztre
− i

c

(

ω−mB

r2
h

)

r∗
, r∗ → −∞,

(5.30)

onde Zin, Zout e Ztr são constantes a serem determinadas. Note que, como a quantidade
k2 é real, se H(r∗) for uma solução da equação (5.25), então seu complexo conjugado H∗(r∗)
também será uma solução. Usando novamente a identidade de Abel, obtem-se uma relação entre
o Wronskiano W calculado nas proximidades do horizonte de eventos e no infinito assintótico,

W [H,H∗]|r∗=−∞ = W [H,H∗]|r∗=∞ ⇒ ω
(

|Zin|2 − |Zout|2
)

=

(

ω − mB

r2h

)

|Ztr|2. (5.31)

É posśıvel reescrever a equação acima na forma,

r + t = 1, (5.32)
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onde r é o coeficiente de reflexão,

r =

∣

∣

∣

∣

Zout

Zin

∣

∣

∣

∣

2

, (5.33)

e t é o coeficiente de transmissão,

t =
1

ω

(

ω − mB

r2h

) ∣

∣

∣

∣

Ztr

Zin

∣

∣

∣

∣

2

. (5.34)

5.5 Ondas de gravidade

Depois de termos analisado o modelo análogo mais simples existente, baseado na propagação de
ondas sonoras em um fluido em movimento, estudaremos outro sistema análogo hidrodinâmico,
baseado na propagação de ondas na superf́ıcie de um fluido cuja única força externa vertical
é a gravidade. Mais precisamente, o objetivo dessa seção é investigar o comportamento de
ondas superficiais em um fluido incompresśıvel de densidade ρ. Seguindo a referência [59],
mostra-se que, com algumas aproximações, a propagação dessas ondas pode ser descrita por
uma equação de Klein–Gordon cujos parâmetros dependem da coordenada espacial. Além disso,
assumimos que o fluxo é irrotacional, de forma que a velocidade do fluido v pode ser escrita
como o gradiente de um campo, v = ∇ψ. A equação da continuidade, portanto, implica que o
operador laplaciano aplicado ao campo ψ deve ser nulo,

∇ · v = ∇2ψ = ∇2
‖ψ + ∂2zψ = 0, (5.35)

onde x‖ = (x, y) e z são as coordenadas espaciais. Assume-se que o tanque que contém o fluido
é plano, de modo que a direção z é perpendicular ao plano que determina o fundo do tanque
(plano z = 0). Utilizando o ansatz,

ψ(t, x, y, z) =
∞
∑

n=0

zn

n!
ψ(n)(t, x, y), (5.36)

juntamente com a condição de contorno que exige que a velocidade vertical do fluido seja nula
no fundo do tanque, i.e. ∂zψ|z=0 = 0, obtem-se a partir da equação (5.35),

ψ(t, x, y, z) =
∞
∑

n=0

(−1)nz2n

(2n)!
∇2n

‖ ψ(0)(t, x, y). (5.37)

Outra condição de contorno que deve ser aplicada é o fato da taxa de variação da altura do
fluido ser igual à velocidade vertical do fluido na superf́ıcie. Se z = h(t, x, y) denota a altura
do fluido, então devemos ter,

dh

dt

∣

∣

∣

∣

z=h

= vz|z=h ⇒ ∂h

∂t
+∇‖h · v‖

∣

∣

z=h
=
∂ψ

∂z

∣

∣

∣

∣

z=h

, (5.38)

onde v‖
∣

∣

z=h
é a velocidade horizontal na superf́ıcie,

v‖
∣

∣

z=h
= ∇‖ψ

∣

∣

z=h
=

∞
∑

n=0

(−1)nh2n

(2n)!
∇‖(∇2n

‖ ψ(0)). (5.39)
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Substituindo a equação (5.37) na equação (5.38), obtem-se, depois de alguma manipulação
algébrica,

∂h

∂t
+∇‖ ·

( ∞
∑

n=0

(−1)nh2n+1

(2n+ 1)!
∇2n+1

‖ ψ(0)(t, x, y)

)

= 0. (5.40)

Outra equação necessária para se determinar ψ(0)(t, x, y) pode ser obtida a partir da equação
de Euler,

dv

dt
=
∂v

∂t
+ (v · ∇)v = −∇P

ρ
+ f , (5.41)

onde ρf representa todas as forças internas. A pressão P , por sua vez, se anula na superf́ıcie,

P = P(1)(z − h) +O(z − h)2. (5.42)

Suponha que a gravidade é a única força na direção vertical e que é posśıvel escrever,

f = −∇V = −∇ (V0(x, y) + gz) , (5.43)

onde V0 corresponde a todas as forças horizontais necessárias para manter o fluxo de background.
Como o fluxo é irrotacional, as equações de Euler podem ser transformadas em uma equação
de Bernoulli,

∂ψ

∂t
+

1

2
∇ψ · ∇ψ = −P

ρ
− V. (5.44)

Expandindo a equação acima em potências de z − h, obtem-se a partir do termo de ordem 0,

∞
∑

n=0

(−1)nh2n

(2n)!

∂

∂t
∇2n

‖ ψ(0) +
1

2

( ∞
∑

n=0

(−1)nh2n

(2n)!
∇2n+1

‖ ψ(0)

)2

+
1

2

(

∂h

∂t
+∇‖h ·

∞
∑

n=0

(−1)nh2n

(2n)!
∇2n+1

‖ ψ(0)

)2

= −V(0) − gh, (5.45)

onde a equação (5.37) foi utilizada. Observe que as equações (5.40) e (5.45) são suficientes para
se determinar ψ(0)(t, x, y) e h(t, x, y). Uma vez que se conhece ψ(0)(t, x, y), é posśıvel determinar
ψ(t, x, y, z) e, consequentemente, v. A incógnita restante, P (t, x, y, z), é então determinada a
partir da equação de Bernoulli. A propagação de perturbações nesse sistema, denomidadas
ondas de superf́ıcie (por se propagarem na superf́ıcie do fluido) ou ondas de gravidade (pois
a gravidade é a única força externa), é governada pela versão linearizada das equações (5.40)
e (5.45). Suponha perturbações lineares nas quantidades de background ψ(0) → ψ(0) + δψ(0) e
h→ h+ δh. A partir da equação (5.40), obtemos,

∂δh

∂t
+∇‖ ·

(

v‖|z=hδh
)

+∇‖ ·
( ∞
∑

n=0

(−1)nh2n+1

(2n+ 1)!
∇2n+1

‖ δψ(0)(x, y).

)

= 0. (5.46)

Outra equação de perturbação pode ser obtida a partir da equação de Bernoulli, equação (5.45).
Depois da manipulação algébrica, tem-se,

(

∂

∂t
+ v‖|z=h · ∇‖

)

( ∞
∑

n=0

(−1)nh2n

(2n)!
∇2n

‖ δψ(0)

)

= −g̃δh, (5.47)
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onde g̃ é dado pela seguinte expressão,

g̃ = g +

(

∂

∂t
+ v‖|z=h · ∇‖

)2

h. (5.48)

Assumindo que,
∇2

‖δh≪ δh e h2∇2
‖δψ(0) ≪ δψ(0), (5.49)

as equações de perturbação (5.46) e (5.47) se tornam, respectivamente,

∂δh

∂t
+∇‖ ·

(

v‖|z=hδh
)

+∇‖ ·
(

h∇‖δψ(0)

)

= 0, (5.50)

e
(

∂

∂t
+ v‖|z=h · ∇‖

)

δψ(0) = −g̃δh. (5.51)

Substituindo a equação (5.51) na equação (5.50), obtemos uma equação de Klein–Gordon para
δψ(0), com uma métrica efetiva dada por,

gµν =

(

h

g̃

)(

−g̃h+ |v‖|z=h|2 −v‖|z=h

−v‖|z=h I2×2

)

, (5.52)

onde I2×2 é a matriz identidade 2 × 2. Comparando esse resultado com a métrica análoga
obtida anteriormente, equação (5.15), conclui-se que a velocidade de propagação das ondas de
gravidade é dada por c2 = g̃h. É posśıvel também definir uma densidade efetiva através da
relação ρ = h, que, inclusive, obedece a uma equação análoga à equação de continuidade usual,
ver equação (5.40).

Para estudar o problema do espalhamento de um onda de gravidade, vamos considerar dois
sistemas diferentes. O primeiro a ser analisado será um fluxo estacionário, solução das equações
(5.40) e (5.45), com altura h constante e potencial ψ(0) = Ax+By, onde A e B são constantes.
A velocidade do fluido é, portanto, v0 = Ax̂+Bŷ. Define-se, nesse caso,

δψh = δψ (z = h) =
∞
∑

n=0

(−1)n
h2n

(2n)!
∇2nδψ(0). (5.53)

Utilizando a aproximação eikonal, i.e.,

δψh = exp (ikxx+ ikyy) , (5.54)

onde k = (kx, ky) é o vetor de onda constante, as equações (5.51) e (5.50) podem ser escritas
como uma equação de Klein–Gordon para δψh,

(

∂

∂t
+∇ · v0

)(

∂

∂t
+ v0 · ∇

)

δψh −∇ ·
(g

k
tanh (kh)∇δψh

)

= 0, (5.55)

que corresponde a métrica acústica (5.52), com g̃ = g e v‖|z=h = v0 = Ax̂ + Bŷ. Esse é um
exemplo de um espaço-tempo arco–́ıris (rainbow spacetime) [82,83], no qual a métrica depende
do momento k da onda. A partir da equação de Klein–Gordon, é posśıvel obter a relação de
dispersão para as ondas de gravidade, em função do vetor de onda k,

Ω2 = (ω − k · v0)
2 = gktanh (kh) , (5.56)
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onde ω é a frequência das ondas no referencial do laboratório e Ω é a frequência no referencial
do fluido em movimento. No limite de águas rasas, i.e. λ = 2π

k
≫ h, Ω2 ∼ ghk2 e, consequen-

temente, as velocidades de grupo e de fase da onda são dadas por c =
√
gh. No entanto, para

águas profundas, i.e. λ ≪ h, tem-se Ω2 ∼ gk e, consequentemente, as velocidades de fase e de
grupo da onda são, respectivamente, cf =

√

g/k e cg = ∂ω/∂k = (1/2)
√

g/k.

O segundo sistema a ser considerado é um fluxo estacionário e simétrico em relação a rotações
em torno do eixo z, de forma que as quantidades f́ısicas dependem apenas das coordenadas
ciĺındricas r e z. Como o fluxo é irrotacional, conclui-se que a velocidade angular é dada por
vφ = B/r e, consequentemente,

ψ(0)(r, θ) = ξ(r) + Bφ, (5.57)

onde B é uma constante e ξ(r) é uma função que determina as velocidades radial e angular,

vr =
∞
∑

n=0

(−1)nz2n

(2n)!

∂

∂r
∇2n

‖ ξ(r), (5.58)

vz = −
∞
∑

n=0

(−1)nz2n+1

(2n+ 1)!
∇2n+2

‖ ξ(r). (5.59)

As equações relevantes para se determinar o fluxo de background, i.e. equações (5.40) e (5.45),
se tornam, respectivamente,

∞
∑

n=0

(−1)nh2n

(2n+ 1)!

∂

∂r
∇2n

‖ ξ(r) = −Ah∞
rh

, (5.60)

e,

B2

r2
+
[

1 + h′2
]

[ ∞
∑

n=0

(−1)nh2n

(2n)!

∂

∂r
∇2n

‖ ξ(r)

]2

= 2 [gh∞ − gh] , (5.61)

onde A e h∞ são constantes, o apóstrofe denota diferenciação com respeito a r e o operador
∇2n

‖ é dado por,

∇2n
‖ =

[

1

r

∂

∂r

(

r
∂

∂r

)]n

. (5.62)

Assumindo que ∇2
‖ξ ≪ ξ e h′(r) ≪ 1, tem-se, a partir das equações (5.58), (5.59) e (5.60), que

vz = 0 e,

vr = ξ′(r) = −Ah∞
rh

. (5.63)

A equação de Bernoulli (5.61) para a superf́ıcie do fluido h(r),

h3 + h2
[

B2

2gr2
− h∞

]

+
A2h2∞
2gr2

= 0, (5.64)

é um polinômio cúbico cuja única solução f́ısica é dada por,

h(r) =
1

3

(

h∞ − B2

2gr2

)[

1 + 2 cos

(

θ

3

)]

, (5.65)



50 5 Modelos Análogos

onde,

θ = cos−1

[

1− 33

g

(

Ah∞
2r

)2(

h∞ − B2

2gr2

)−3
]

. (5.66)

Analogamente à métrica (5.16) de ondas sonoras, a métrica acústica (5.52) também compartilha
algumas similaridades com a métrica de Kerr, admitindo a existência tanto de uma ergosfera
como de um horizonte de eventos. A ergosfera, definida como a região onde a velocidade do
fluido excede a velocidade de propagação das ondas, i.e. v2 = gh, está localizada em,

rE =
B√
gh∞

√

3

2

√

1 +

(

3A

2B

)2

, (5.67)

com altura correspondente hE = (2/3)h∞. Por outro lado, o horizonte de eventos é a superf́ıcie
na qual a velocidade radial do fluido é igual a velocidade de propagação, i.e. v2r = gh, e está
localizado em,

rH =
B√
gh∞





(
√

1 +
A2

B2
+ 1

) 1

3

−
(
√

1 +
A2

B2
− 1

) 1

3





− 3

2

=
B√
gh∞

[

2

(

A

B

) 1

3

sinh

(

1

3
cos−1

(

B

A

))

]− 3

2

. (5.68)

Portanto, θ(rH) = π e a altura do fluido no horizonte de eventos pode ser calculada a partir da
equação (5.65),

hH = h∞

(

A

B

) 2

3





(
√

1 +
A2

B2
+ 1

) 1

3

−
(
√

1 +
A2

B2
− 1

) 1

3





= h∞

(

A

B

)

sinh

[

1

3
cos−1

(

B

A

)]

. (5.69)

Conforme demonstrado na referência [84], existe uma coordenada radial mı́nima para a qual a
função cúbica (5.65) admite soluções aceitáveis fisicamente. Essa coordenada radial, definida
pela condição ∂h/∂r = ∞, caracteriza o raio do sorvedouro e é exatamente idêntica à coor-
denada radial do horizonte de eventos rH do buraco negro análogo em questão. A partir da
equação (5.65), uma expansão em série de ∂h/∂r pode ser obtida próximo ao horizonte,

dh

dr
=

hH√
6rH

√

1 +
B2h2H
A2h2∞

1√
r − rH

+O(1). (5.70)

Uma consequência importante para a analogia com a gravitação é o fato da gravidade superficial
[56] desse buraco negro análogo divergir,

κH =
1

2

d

dr

(

c2 − v2r
)∣

∣

rH
=

1

2

(

g + 2
A2h2∞
h3H

)

dh

dr

∣

∣

∣

∣

rH

= ∞. (5.71)
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O estudo de ondas de gravidade incidentes em um buraco negro análogo é quase idêntica
ao caso de ondas sonoras incidentes em um buraco negro acústico. Utilizando novamente o
ansatz δψ(t, r, φ) = R(r)e−iωteimφ, é posśıvel separar a equação de Klein–Gordon. A equação
diferencial relevante para o problema é novamente dada pela equação (5.19), com coeficientes
P (r) e Q(r) dados por,

P (r) =
d

dr
log

[

r

g

(

gh− v2r
)

]

+ 2 i
vr

gh− v2r

(

ω −m
B

r2

)

, (5.72)

Q(r) =
1

gh− v2r

[

(

ω −m
B

r2

)2

−m2 gh

r2

]

+i

(

ω −m
B

r2

)

vr
gh− v2r

d

dr
log

[

r

g
vr

(

ω −m
B

r2

)]

, (5.73)

onde vr é dado pela equação (5.63). Para escrever a equação diferencial acima como uma
equação de onda, transforma-se a coordenada radial para uma coordenada tipo tartaruga,

dr∗

dr
= ∆(r) = gh(gh− v2r)

−1, (5.74)

e se define uma nova função radial H(r) por,

R(r) = ∆−1/2 exp

[

−1

2

∫

P (r̃)dr̃

]

H(r). (5.75)

Essas duas transformações simplificam a equação (5.19),

d2H

dr∗2
+ k2(r)H = 0, (5.76)

onde o número de onda efetivo k é dado por,

k2 =
1

gh

(

ω − mB

r2

)2

− gh− v2r
gh
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1

2

(

(hr)′

hr

)

∆′

∆3

+
(gh− v2r)

2
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(

(hr)′
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− 1

2
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(hr)′
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)′
]

. (5.77)

5.6 Determinação experimental da radiação Hawking

A principal utilidade de modelos análogos é a possibilidade de testar em laboratório fenômenos
da TQCEC que, em prinćıpio, seriam imposśıveis de serem realizados experimentalmente. O
melhor exemplo, que inclusive motivou a descoberta da métrica acústica [55], é a radiação
Hawking. Assumindo um fluxo esfericamente simétrico e estacionário, e definindo uma nova
coordenada temporal,

τ = t+

∫

v0(r)

c2 − v0(r)2
, (5.78)
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a métrica acústica, equação (5.13), se reduz a,

ds2 =
ρ0
c

(

(c2 − v20)dτ
2 − c

c2 − v20
dr2 − r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

)

, (5.79)

onde v0 é a velocidade radial do fluido, ρ0 é a sua densidade e c é a velocidade de propagação
do som. Assume-se que existe um horizonte de eventos em r = rh, de modo que a velocidade
pode ser expandida como,

v0 = −c+ α(r − rh) +O(r − rh)
2, (5.80)

onde α é uma constante. Deixando de lado a parte angular, por simplicidade, temos, nas
proximidades do horizonte de eventos,

ds2 =
ρ0
c

(

2cα(r − rh)dτ
2 − dr2

2α(r −M)

)

, (5.81)

que é conforme à métrica de Schwarzschild na vizinhança do horizonte de eventos,

ds2 =

(

r − 2M

2M

)

dt2 − 2M

r − 2M
dr2. (5.82)

Quantizando o campo de Klein–Gordon ψ, ver equação (5.14), é posśıvel mostrar que buracos
negros análogos, de maneira semelhante a um buraco negro de Schwarzschild, emitem ondas
sonoras com um espectro térmico de temperatura,

T =
~

2πk

∂v0
∂r

∣

∣

∣

∣

horizonte

, (5.83)

onde ~ é a constante de Planck e k é a constante de Boltzmann [55]. Estima-se que, para buracos
negros acústicos, essa temperatura seja da ordem de 10−7K, um valor extremamente dif́ıcil, se
não imposśıvel, de se detectar experimentalmente considerando a presença de turbulências,
vorticidade, etc.

A grande vantagem de se utilizar modelos análogos para investigar o efeito Hawking é o
fato de se conhecer o comportamento do sistema f́ısico também no limite de altas frequências
e pequenos comprimentos de onda. No caso hidrodinâmico, por exemplo, para comprimentos
de onda menores que a distância interatômica do fluido, ondas sonoras não existem. Porém,
a f́ısica dessas escalas, i.e. a teoria atômica da matéria, é bem conhecida. Nessa escala de
pequenas distâncias, a relação de dispersão relativ́ıstica usual, i.e. ω2 = c2k2, deixa de valer,
sendo necessário levar em conta correções de order superior em k,

ω2 = c2k2 +O
(

k3
)

. (5.84)

O mesmo não pode ser dito da TQCEC. De fato, a demonstração da radiação Hawking
para buracos negros requer a existência de flutuações de vácuo cuja frequência está muito
além da escala de Planck (frequências transplanckianas), num regime onde toda a teoria deixa
de valer. É o chamado problema transplanckiano [44, 53, 64]. No entanto, diferentemente
da teoria atômica, uma teoria de gravitação quântica completa ainda não existe. Modelos
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análogos de gravitação existem para tentar suprir essa deficiência. Ao investigarmos se buracos
negros acústicos emitem ou não radiação Hawking mesmo quando levamos em conta a f́ısica das
distâncias intermoleculares, esperamos obter (ou pelo menos nos aproximar de) uma resposta
definitiva sobre a existência (ou não) da radiação Hawking em buracos negros reais. Diversos
autores investigaram o efeito de modificações na relação de dispersão sobre o processo de emissão
da radiação Hawking [44, 66] e a possibilidade de aplicar as mesmas idéias em buracos negros
reais [67,85]. Em geral, com algumas hipóteses adicionais, o processo de evaporação de Hawking
é recuperado.

A maneira mais simples de investigar a radiação Hawking em laboratório é utilizando ondas
de gravidade, ver seção (5.5). A primeira realização experimental de tal modelo análogo foi
realizada em 2003, na Universidade de British Columbia, por Bill Unruh, Ralf Schützhold e
Greg Lawrence [2], ver figura (5.1).

Figura 5.1: O salto na altura da água no horizonte de eventos de um buraco branco análogo pode
ser interpretado como uma onda de gravidade de frequência nula que atinge esse horizonte. Retirado
da referência [2].

A medida que o fluido se propaga pelo tanque, a altura do fluido se altera, de modo que
existe um ponto no qual a velocidade das ondas e do fluido é igual, i.e. existe um horizonte de
eventos análogo. A relação de dispersão completa para ondas de gravidade é dada pela equação
(5.56),

(ω − v · k)2 = gk tanh (kh) , (5.85)

onde ω é a frequência da onda, k é seu vetor de onda, v é a velocidade do fluido, h é a sua altura
e g é a aceleração da gravidade. Em seu experimento, Unruh, Schützhold e Lawrence [2], con-
sideraram o sistema sem nenhum gerador de ondas. O salto na altura da água, ver figura (5.1),
pode ser interpretado como uma perturbação de comprimento de onda infinito (e, consequen-
temente, frequência nula) incidente sobre o horizonte de eventos de um buraco branco análogo.
Como o fluxo considerado é estacionário, a frequência do sistema é conservada e, portanto, a
onda espalhada também possui frequência nula. Consequentemente, a velocidade de fase dessa
onda é nula. Sua velocidade de grupo, ∂ω/∂k, no entanto, é não-nula e direcionada para longe
do horizonte de eventos. Isso significa que há um fluxo de energia saindo do horizonte. Em
outras palavras, uma onda incidente sobre o horizonte de eventos é espalhada, sendo convertida
em uma outra onda de frequência nula e de número de onda k, que pode ser calculado a partir
da equação (5.85),

vk =
√

gk tanh(kh). (5.86)
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O primeiro experimento a utilizar um gerador de ondas e considerar ondas incidentes de
frequências não-nulas foi realizado por Rousseaux et al [75]. Para variar a altura (e, conse-
quentemente, a velocidade) do fluido, um obstáculo é introduzido no fundo do tanque. O fluxo
de água ao longo do tanque é ajustado de modo que, sobre o obstáculo, ondas se propagando
contra o fluxo são bloqueadas. A região em que isso ocorre, definida através da exigência de que
a velocidade de grupo das ondas seja igual à velocidade do fluido, é um horizonte de eventos de
um buraco negro análogo. Esse fenômeno de bloqueio de ondas já havia sido considerado ante-
riormente na literatura de fluidodinâmica [86–89], inclusive experimentalmente. No entanto, o
análogo da radiação Hawking, posśıvel nesse contexto, nunca havia sido testado em laboratório.

Conforme explicado anteriormente, o sistema é estacionário e, portanto, a frequência no
referencial do laboratório é conservada. Em termos gerais, para que essa frequência seja con-
servada, uma onda incidente no horizonte de eventos é convertida em duas ondas com números
de onda k distintos. De fato, dada uma frequência ω suficientemente pequena, três valores
distintos de k são posśıveis, ver figura (5.2).

Figura 5.2: Relação de dispersão para ondas de gravidade, adaptado de [3].

A onda k+in, que possui velocidades de fase e de grupo positivas, corresponde à onda produ-
zida pelo gerador de ondas. Ao atingir a região do obstáculo, essa onda é convertida nas outras
duas ondas posśıveis, k+out, com velocidade de fase positiva, mas velocidade de grupo negativa,
e k−out, com ambas velocidades negativas. Essa última onda, de frequência k−out, corresponde
ao fenômeno da radiação Hawking para campos clássicos. A versão quântica desse processo, é
consequência direta desse resultado quando os campos clássicos são quantizados. Nesse caso, o
vácuo quântico faz o papel da onda incidente. Tendo isso em mente, uma verificação experimen-
tal da radiação clássica é uma prova indireta da existência da radiação Hawking quântica. No
primeiro experimento com tal intuito [75], foram observadas ondas convertidas de frequências
negativas, porém a origem delas é incerta. A explicação mais provável é que elas são causadas
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por efeitos não lineares devido a ondas incidentes com amplitudes demasiadamente grandes.
Recentemente, outro experimento realizado na Universidade de British Columbia [3], obteve
sucesso em detectar a radiação Hawking em um buraco branco análogo, ver figura (5.3). Mais
do que isso, a razão entre as amplitudes dos modos produzidos na região do obstáculo foi cal-
culada. O resultado obtido está de acordo com a distribuição térmica esperada para modos
produzidos por um processo de radiação Hawking.

Figura 5.3: Montagem experimental – (1) tanque de água, (2) reservatório, (3) obstáculo, (4) gerador
de ondas, (5) barragem regulável, (6) reservatório, (7) bomba hidráulica. Retirado da referência [3].

A primeira tentativa de se medir experimentalmente a radiação Hawking quântica foi rea-
lizada em 2010 utilizando pulsos ultracurtos de laser [76]. No entanto, a origem da radiação
detectada não é clara e, portanto, não deveria ser denominada radiação Hawking [90].



Caṕıtulo 6

Superradiância

Em termos gerais, processos de espalhamento de ondas são caracterizados pela interação entre
uma onda incidente e um obstáculo f́ısico. No caso geral, ondas incidentes perdem energia ao
atravessarem seu meio de propagação: a amplitude da onda refletida é menor que a amplitude
da onda incidente. Entretanto, existem alguns sistemas especiais nos quais esse comportamento
é invertido e a amplitude das ondas refletidas é maior que a das ondas incidentes. Em outras pa-
lavras, energia é extráıda do sistema. Os exemplos mais populares desse fenômeno, denominado
superradiância [91], são o espalhamento de ondas por buracos negros de Kerr [92,93] e o espalha-
mento de ondas eletromagnéticas por um ciĺındro condutor em rotação [68,94]. Nesse caṕıtulo,
iremos investigar os detalhes que tornam o fenômeno da superradiância posśıvel. Partindo de
um processo de espalhamento bastante geral descrito por uma equação diferencial de segunda
ordem e um potencial efetivo determinado pela interação entre a onda incidente e o obstáculo
espalhador, encontraremos condições necessárias e suficientes para que o fenômeno ocorra. Sur-
preendentemente, tal processo ocorre apenas em sistemas onde há absorção, por exemplo, um
ciĺındro condutor em rotação ou um buraco negro de Kerr. Partindo dos exemplos mais comuns
na literatura e generalizando para outros casos, mostraremos que a existência de uma ergosfera,
i.e. uma região na qual nenhum observador f́ısico pode permanecer em repouso, não é suficiente
para que a superradiância ocorra; uma condição de contorno apropriada também é necessária.
Indicaremos, inclusive, algumas situações na literatura recente nas quais uma ergosfera existia,
mas a condição de contorno fora imposta sem uma motivação f́ısica clara [80,81]. Considerare-
mos, em detalhes, o processo de espalhamento ondulatório em modelos análogos. Para finalizar
o caṕıtulo, estudaremos um experimento realizado recentemente no ICTP, Trieste, cujo objetivo
era analisar a possibilidade de se detectar o fenômeno de superradiância experimentalmente.

6.1 Natureza da superradiância

Seja (t, η,χ) um sistema de coordenadas no qual t é a coordenada temporal e (η,χ) são as
coordenadas espaciais. Suponha que um processo de espalhamento pode ser descrito por um
campo separável, Ψ(t, η,χ) = h(η) g(χ)e−iωt, onde ω ∈ R e h(η) obedece a uma equação
diferencial linear e homogênea de segunda ordem. Através de uma mudança de coordenadas

56
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apropriada, essa equação pode sempre ser escrita como,

d2f

dξ2
+ [V (ξ) + iΓ(ξ)]f = 0, (6.1)

onde f é a nova variável dependente, ξ = ξ(η) é a nova coordenada independente e os potenciais
efetivos V (ξ) e Γ(ξ) são reais. Além disso, quando ξ → ∞, assumimos que,

V (ξ) → ω2 e ξ Γ(ξ) → 0. (6.2)

Dessa forma, a equação (6.1) admite uma solução correspondente ao espalhamento de uma onda
incidente do infinito,

f(ξ) = e−iωξ +Re+iωξ, ξ → ∞, (6.3)

onde R é a razão entre as amplitudes da onda refletida e da onda incidente. Para investigar
a ocorrência da superradiância, é necessária uma relação de conservação, que pode ser obtida
considerando-se a derivada espacial do Wronskiano entre f(ξ) e f ∗(ξ),

d

dξ
[iW (f, f ∗)] = i

d

dξ

[

f
df ∗

dξ
− f ∗ df

dξ

]

= 2Γ |f |2. (6.4)

Integrando a equação acima desde de um ponto ξ0 (onde uma condição de contorno é imposta)
até ∞ e substituindo a forma assintótica de f(ξ), equação (6.3), obtem-se,

|R|2 = 1 +
i

2ω
W (f, f ∗)|ξ0 −

1

ω

∫ ∞

ξ0

Γ(ξ)|f(ξ)|2dξ, (6.5)

onde a quantidade |R|2 é interpretada como o coeficiente de reflexão.

Para os sistemas que podem ser descritos pela equação diferencial acima, uma condição
necessária e suficiente para que superradiância ocorra, i.e. |R| > 1, é,

iW (f, f ∗)|ξ0 − 2

∫ ∞

ξ0

Γ(ξ)|f(ξ)|2dξ > 0, (6.6)

e, portanto, uma condição suficiente é iW (f, f ∗)|ξ0 ≥ 0 e Γ(ξ) ≤ 0, ∀ ξ ∈ (ξ0,∞) (pelo me-
nos uma das desigualdades deve ser estrita). Por outro lado, superradiância é imposśıvel se
iW (f, f ∗)|ξ0 ≤ 0 e Γ(ξ) ≥ 0, ∀ ξ ∈ (ξ0,∞). Nesses casos, é suficiente saber o comportamento
da solução nas proximidades de ξ0. Porém, para o caso mais geral, é preciso resolver a equação
diferencial (6.1) para determinar a ocorrência ou ausência de superradiância.

Analisaremos agora, em detalhe, diferentes sistemas f́ısicos através da equação de con-
servação (6.5).

6.2 Ondas escalares em um buraco negro de Kerr–Newman

O processo de espalhamento de uma onda escalar com carga elétrica q por um buraco negro de
Kerr–Newman (massa M , carga Q, momento angular a) é descrito por um campo de Klein–
Gordon separável [95],

ψ(t, r, θ, φ) =
f(r)√
r2 + a2

e−iωteimφSℓm(θ), (6.7)
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onde m é o momento angular azimutal, ℓ é o momento angular orbital e Sℓm são os esferoidais
harmônicos. Através de uma mudança de coordenadas adequada,

dξ

dr
=
r2 + a2

∆
, (6.8)

onde ∆ = r2 − 2Mr + Q2 + a2, a equação de Klein–Gordon se reduz à equação (6.1), com
Γ(ξ) = 0 e,

V =

(

ω − am+ eQr

r̃2

)2

− λ2
∆

r̃4
+

∆

r̃3
d

dr

(

∆
d

dr

1

r̃

)

, (6.9)

onde r̃2 = r2 + a2, λ é uma constante de separação e r = r(ξ). Além disso,

V →
{

ω2, ξ → +∞(r → ∞),
(ω −mΩh − eΦh)

2, ξ → −∞(r → r+),
(6.10)

onde r+ = M +
√

M2 −Q2 − a2 é o horizonte de eventos, enquanto Ωh = a/(r2+ + a2)2 e
Φh = Qr+/(r

2
+ + a2)2 são a velocidade angular do horizonte de eventos e o potencial elétrico,

respectivamente. Uma onda indicidente originada em +∞, descrita pela equação (6.3), é es-
palhada pelo buraco negro. Como nenhum sinal pode escapar classicamente do buraco negro,
apenas soluções direcionadas para dentro do buraco negro (i.e. velocidade de grupo em direção
ao buraco negro) são permitidas nas proximidades do horizonte de eventos,

f(ξ) = T e−i(ω−mΩh−eΦh)ξ, ξ → −∞(r → r+), (6.11)

onde T é o coeficiente de transmissão. A partir da equação de conservação (6.5), obtem-se,

|R|2 = 1− ω −mΩh − eΦh

ω
|T |2. (6.12)

Essa equação reflete a conservação da corrente de part́ıculas [8]. Casos part́ıculares desse resul-
tado foram obtidos nas seções (2.7) e (3.5). Se ω < mΩh+eΦh, essa corrente é direcionada para
fora do horizonte de eventos. Consequentemente, para ser conservada, a corrente de part́ıculas
total deve ter a mesma direção no infinito e, portanto, superradiância deve ocorrer. Outra
maneira de entender a f́ısica desse fenômeno é comparar as energias e direções de propagação
das ondas. Assintoticamente longe do buraco negro, as velocidades de grupo e de fase apontam
na mesma direção. No entanto, nas proximidades do horizonte de eventos, a velocidade de fase
da onda incidente é direcionada para fora do buraco negro. Consequentemente, apesar da onda
se propagar em direção ao buraco negro, energia rotacional é extráıda no processo, conforme
calculado através do fluxo de energia no horizonte [8].

É importante enfatizar a importância das condições de contorno nesses resultados. Suponha
que não existisse o horizonte de eventos e as condições de contorno fossem diferentes, de modo
que ondas se propagando para fora, com amplitude Y , também fossem posśıveis. A expressão
(6.12) então se tornaria,

|R|2 = 1− ω −mΩh − eΦh

ω

(

|T |2 − |Y|2
)

, (6.13)

e, para |T | > |Y|, a condição sobre ω para superradiância não seria modificada. Observe que, se
|T | < |Y|, seria posśıvel obter |R| > 1 para frequências suficientemente grandes, ω > mΩh+eΦh.
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No entanto, isso não deve ser chamado de superradiância pois a condição |T | < |Y| corresponde
à existencia de uma fonte no interior do sistema. Essas idéias podem ser aplicadas para o caso
de uma estrela em rápida rotação que apresenta uma ergosfera. Por simplicidade, assume-se que
Kerr–Newman é a métrica exterior e a superf́ıcie da estrela é perfeitamente refletora, |T | = |Y|.
Consequentemente, |R| = 1, veja, por exemplo, [96].

6.3 Ciĺındro de Zel’dovich

O sistema f́ısico no qual o fenômeno da superradiância foi descoberta foi o ciĺındro de Zel’dovich
[68]. Seguindo a análise e a notação da referência [94], considera-se um cilindro infinitamente
longo de raio R, no vácuo e com velocidade angular constante Ω. O cilindro possui permitividade
uniforme ǫ(ω) ∈ R, permeabilidade µ(ω) ∈ R, e condutividade elétrica σ ≥ 0. Em um sistema
de coordenadas ciĺındrico, consideram-se modos axiais elétricos com k = 0, caracterizados pelos
seguintes campos elétrico,

E =
γ

ω
(ω −mΩ)

f(r)√
r
e−iωteimφẑ, (6.14)

e magnético,

B =

(

γ

ωr
(m− ωΩr2)r̂ +

i

ω
φ̂
d

dr

)

f(r)√
r
eimφe−iωt, (6.15)

onde m > 0 é o número azimutal e γ é o fator de Lorentz. A função radial f(r) satisfaz a
equação (6.1) com r = ξ e potenciais efetivos,

V =

{

ω2 − 4m2−1
4r2

, r > R,

ω2 + (1− ǫµ)(ω −mΩ)2γ2 − 4m2−1
4r2

, r < R,
(6.16)

e

Γ(r) =

{

0, r > R,
4πγµσ(ω −mΩ), r < R.

(6.17)

No limite assintótico, uma solução para a equação (6.1) é dada por (6.3). Próximo a r = 0, a
única solução para a qual os campos elétricos e magnéticos são bem comportadas é dada por
f ∝ √

rrm. Nesse caso, o Wronskiano que aparece na equação (6.5) é nulo e, portanto,

|R|2 = 1− 1

ω

∫ R

0

4πγµσ(ω −mΩ)
|f(r)|2
r

dr. (6.18)

Se o material do qual o ciĺındro é feito é um isolante elétrico (σ = 0), nada acontece à onda
incidente; ela é refletida sem perder ou ganhar energia (|R| = 1). No entanto, se o ciĺındro é
um condutor elétrico (σ 6= 0), ocorre dissipação e |R| 6= 1. A energia perdida é proporcional
à frequência ω −mΩ da onda incidente medida no co-referencial do ciĺındro, veja por exemplo
a referência [97]. Para ω > mΩ, energia é dissipada na forma de calor. Por outro lado, para
ω < mΩ, energia rotacional está sendo transferida do ciĺındro para a onda eletromagnética e
superradiância ocorre. Esse é um resultado geral para corpos macroscópicos axissimétricos com
velocidade angular constante Ω que podem dissipar internamente energias absorvidas. Pela
Segunda Lei da Termodinâmica, superradiância surge quando ω −mΩ < 0 [94].
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6.4 Espaços-tempo análogos

A equação (6.1) também é aplicável no contexto de espaços-tempo análogos [56]. Para buracos
negros acústicos em rotação, processos superradiantes de espalhamento são posśıveis [77, 78].
No entanto, se o espaço-tempo não possui um horizonte de eventos, a conclusão não é a mesma.
Nas situações aqui investigadas, inclusive, a superradiância não se manifesta. Em particular,
pode-se mostrar que a superradiância não ocorre para fluidos inv́ıscidos, com fluxo rotacional
e sem velocidades radiais. No caso de pequenas perturbações em torno de um fluxo (2 + 1)-
dimensional irrotacional, inv́ıscido e incompresśıvel, as equações que descrevem o sistema podem
ser reescritas como uma equação de Klein–Gordon em um espaço-tempo curvo [78, 79], ver
equação (5.14). A função de onda quando a densidade do fluido ρ e a velocidade do som no
fluido c são constantes (assume-se c = 1 por simplicidade), é dada por,

ψ =

{

r−
1

2
+imB

A (r2 − A2)i
ωA
2

−imB
2A fe−iωteimφ, A 6= 0,

r−
1

2fe−iωteimφ, A = 0,
(6.19)

onde m é o número azimutal, e a velocidade de background é,

v0 = −A
r
r̂ +

B

r
φ̂. (6.20)

Esse problema foi tratado anteriormente na seção (5.4). Através da transformação de coorde-
nadas,

dξ

dr
=

(

1− A2

r2

)−1

, (6.21)

a equação de Klein–Gordon radial se reduz para (6.1), com Γ(ξ) = 0 e

V =

(

ω − mB

r2

)2

−
(

1− A2

r2

)(

m2

r2
− 1

4r2
+

5A2

r4

)

, (6.22)

ver equação (5.28). Quando A 6= 0, um horizonte de eventos está presente em r = A (ξ = −∞).
A situação é idêntica ao caso de buracos negros reais. Impondo a condição de que as ondas
podem apenas entrar no horizonte de eventos, obtem-se a condição de reflexão demonstrada
anteriormente, equação (6.12), para Φh = 0 e Ωh = B/A2. Nesse caso em que existe um hori-
zonte de eventos, os detalhes exatos da velocidade de background na origem não são importantes
pois a condição de contorno é imposta justamente no horizonte de eventos. Dessa forma, os
cálculos independem do perfil de velocidades dentro do buraco negro. No entanto, quando A
= 0, o horizonte de eventos não existe mais e uma condição de contorno deve ser especificada
em r = 0. Para contornar essa dificuldade, um tanque de fluido que se estende de r = r0 até
r = ∞ pode ser considerado. Como o campo deve ser cont́ınuo em r0, a condição de contorno
f(r0) = 0 deve ser imposta. A solução correspondente,

f(r) = α(r − r0) +O(r − r0)
2, α ∈ C, (6.23)

implica que o Wronskiano da equação (6.5) é nulo e, consequentemente, |R| = 1. Isso corre até
quando existe uma ergosfera, i.e. quando B > r0, pois os modos de energia negativa não ficam
aprisionados dentro do horizonte de eventos. Na referência [80], foi demonstrado que buracos
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negros acústicos sem velocidade radial não apresentam superradiância (o coeficiente de reflexão
calculado satisfazia |R| < 1). Porém, a hipótese de se exigir apenas ondas entrando na ergosfera
(que foi definida utilizando a velocidade de fase ao invés da velocidade de grupo) não é clara
para o presente autor.

Outra maneira de se evitar uma velocidade divergente na origem é considerar um perfil de
velocidades mais reaĺıstico, por exemplo, v0 = u(r)φ̂, onde,

u(r) ∝
{

rα, r → 0,
r−1, r → ∞,

(6.24)

com α ≥ 1. Consequentemente, o fluxo deixa de ser irrotacional e a análise perturbativa
das equações hidrodinâmicas é mais sofisticada. É necessário introduzir graus de liberdade
adicionais na forma de uma campo vetorial ζ. No total, tem-se dois campos, ψ e ζ, que
satisfazem o seguinte sistema de equações diferenciais [98],

d2ψ

dt2
= ∇2ψ +∇ · ζ, (6.25)

dζ

dt
= ∇ψ × ω0 − (ζ · ∇)v0, (6.26)

onde,

ω0 = ∇× v0 =
1

r

d

dr
[r u(r)] ẑ ≡ ω0(r)ẑ, (6.27)

é a vorticidade do background. Através da seguinte separação de variáveis, ψ(t, r, φ) = R(r)e−iωteimφ

e ζ(t, r, φ) = ς(r)e−iωteimφ, a equação (6.26) se torna,

ς(r) =
ω0

Kω̃

[

r̂

r

(

−m+ 2
u

ω̃

d

dr

)

+ iφ̂

(

mω0

rω̃
− d

dr

)]

R, (6.28)

onde,

ω̃ = ω −m
u(r)

r
e K = 1− 2

ω0 u

ω̃2 r
.

É posśıvel reescrever a equação (6.25) na forma da equação (6.1), com ξ = r, Γ(r) = 0,
f(r) = R(r)

√

r/K, e,

V =
ω̃2

c̃2
− m2

r2
− 1

2

d2

dr2
log
( r

K

)

− 1

4

[

d

dr
log
( r

K

)

]2

, (6.29)

onde,
1

c̃2
= K

[

1− m

rω̃

d

dr

( ω0

Kω̃2

)

]

. (6.30)

No limite assintótico, r → ∞, o fluxo (6.24) é irrotacional. Portanto, nesse limite, ζ = 0
e f(r) dado pela equação (6.3) descreve uma onda incidente. Próximo de r = 0, a única
solução da equação (6.1) que admite perturbações de velocidade (δv = ∇ψ + ζ) fisicamente
bem comportadas é f(r) ∝ rm+1/2, cujo Wronskiano é nulo, i.e. W (f, f ∗)|0 = 0. Substituindo
esse resultado na equação (6.5), conclui-se que |R| = 1 e superradiância não ocorre. Seria
interessante incluir viscosidade nesses fluidos puramente rotacionais, sem velocidades radiais.
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Assim como no caso do ciĺındro de Zel’dovich, o termo dissipativo na equação (6.5) talvez possa
contribuir para um espalhamento superradiante.

Outra situação similar na qual uma ergosfera pode aparecer sem um horizonte de eventos
é em um vórtice de um condensado de Bose-Einstein. A grande dificuldade para determinar a
ocorrência ou não de superradiância é conhecer o comportamento do campo nas proximidades
do vórtice. Em [81], foi argumentado que superradiância é posśıvel. No entanto, a razão
para assumir apenas ondas que entram no vórtice não fica clara. É preciso também investigar
cuidadosamente como a pressão quântica próxima ao vórtice (responsável pela parte não linear
do espectro de excitações) interfere na formação da ergosfera.

Apesar da superradiância não se manifestar em sistemas não dissipativos sem um hori-
zonte de eventos, instabilidades dinâmicas podem estar presentes. Elas correspondem a um
crescimento exponencial no tempo (Im(ω) > 0) e, eventualmente, a validade do tratamento
perturbativo fica comprometida. O ansatz (6.3) não é apropriado nesse caso. Uma condição
de contorno adicional que exclua ondas incidentes em ξ = +∞ deve ser imposta e o problema
passa a ser um problema de autovalores para frequências complexas.

6.5 É posśıvel obter superradiância em laboratório?

Conforme visto na seção (5.6), modelos análogos baseados em ondas de gravidade constituem
um ótimo sistema para se testar, experimentalmente, efeitos da TQCEC. Nessa sessão, investi-
garemos a possibilidade de detectar superradiância em um buraco negro análogo com rotação.
O exemplo mais simples de um sistema desse tipo foi obtido na seção (5.5), ao considerarmos
um fluxo (2 + 1)−dimensional, estacionário, irrotacional e com simetria ciĺındrica. A altura do
fluido é dada pela equação (5.65). Ondas de gravidade se propagam nesse sistema através da
equação de onda (5.76), com número de onda efetivo dado pela equação (5.77). Para analisar o
problema de uma onda incidente nesse buraco negro análogo, precisamos impor a condição de
que nenhum sinal pode escapar do interior de seu horizonte de eventos. Para tal, é necessário
distinguir, dentre as duas soluções da equação (5.76), qual se propaga radialmente para dentro
do buraco negro e qual se propaga para fora. O grande problema desse sistema é que, devido
ao fato da gravidade superficial divergir, ver a equação (5.71), as soluções não tem caráter
ondulatório na proximidade do horizonte de eventos.

Esse problema da gravidade superficial infinita já foi considerado anteriormente no contexto
de ondas sonoras [99]. Como dh/dr também diverge, a hipótese feita logo após a equação (5.62),
de que derivadas de ordem dois (ou superior) de ξ(r) e de h(r) são despreźıveis, deixa de valer,
comprometendo toda a analogia com buracos negros reais. Para o caso de ondas sonoras, a
hipótese de viscosidade nula pode ser a razão dessa divergência. No entanto, incluir viscosidade
não é uma tarefa simples, dado que ela adiciona um termo de terceira ordem às equações de
perturbação, tornando imposśıvel escrevê-las na forma de uma equação de Klein–Gordon. Para
fluidos inv́ıscidos, uma maneira de tornar a gravidade superficial finita é introduzir uma força
externa bastante espećıfica, de maneira análoga a considerada na referência [99].

Suponha que, ao invés do potencial,

V (r, φ, z) = gh∞ − gz +O(z2), (6.31)
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que utilizamos para obter a equação (5.64), consideremos um potencial mais geral, dado por,

V (r, φ, z) = g(h∞ + b(r))− gz +O(z2), (6.32)

onde limr→∞ b(r) = 0. A equação de Bernoulli então se altera para,

h3 + h2H(r) +
σ3

2r2
= 0, (6.33)

onde,

H(r) =
γ

r2
− b(r)− h∞, σ3 =

A2h2∞
g

, γ =
B2

2g
. (6.34)

Derivando essa expressão com relação a r e resolvendo para h′(r), obtemos,

dh

dr
= −

σ3

r3
+ h2 dH

dr

h(3h+ 2H)
. (6.35)

A partir da definição do horizonte de eventos,

v2r =
A2h2∞
r2h2

= gh⇒ σ3

r2h
= h3h, (6.36)

juntamente com a nova equação de Bernoulli, equação (6.33), conclui-se que,

hh = −2

3
H(rh). (6.37)

Portanto, o denominador da equação (6.35) se anula no horizonte e h′(rh) diverge a menos que
o numerador também se anule. Escolhendo b′(rh) cuidadosamente, é posśıvel zerar o numerador
no horizonte de eventos e obter um valor finito para h′(rh). Uma maneira posśıvel de se fazer
isso é escolher,

b(r) = −2

3

(

2γ

r2h
+ h∞

)

(rh
r

)β

(r − rh), (6.38)

onde β > 1 e rh é dado pela expressão (5.68). Observe que essa definição é consistente, uma
vez que V (rh) = 0 (se V (rh) 6= 0, então o horizonte não estaria localizado em rh, mas em uma
diferente coordenada radial).

Com esse novo potencial, a altura do fluido pode ser escrita como h(r) = hH + O(r − rh)
perto do horizonte e como h(r) = h∞+O(r−2) longe dele. A mudança de coordenadas, equação
(5.74), se reduz a,

r∗ →
{

r, r∗ → +∞(r → ∞),
c2H
2κH

log(r − rH), r∗ → −∞(r → rH),
(6.39)

onde cH =
√
ghH é a velocidade das ondas no horizonte de eventos e κH é o análogo da gravidade

superficial no horizonte de eventos.

Com isso, é posśıvel resolver a equação de onda nas proximidades do horizonte de eventos e
no infinito. A partir da equação (5.26), obtem-se,

k2 →







(

ω
c∞

)2

, r∗ → +∞(r → ∞),

1
c2
H

(

ω − mB
r2
H

)2

, r∗ → −∞(r → rH),
(6.40)
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Considerando o processo de espalhamento de uma onda incidente de r = +∞ e levando em
consideração o fato de que nenhuma onda pode entrar no horizonte de eventos de um buraco
negro análogo, a solução da equação de onda pode ser escrita como,

H(r∗) =







α1e
−i ω

c∞
r∗ + α2e

+i ω
c∞

r∗ , r∗ → +∞(r → ∞),

βe
− i

cH

(

ω−mB

r2
H

)

r∗

, r∗ → −∞(r → rH),
(6.41)

onde c2∞ = gh∞. Como a equação (5.76) é uma equação diferencial linear de segunda ordem
sem o termo de primeira ordem, o Wronskiano entre uma solução H e seu complexo conjugado é
constante. Aplicando esse resultado à equação (6.41), obtem-se uma relação entre os coeficientes
α1, α2 e β,

ω

c∞

(

1−
∣

∣

∣

∣

α2

α1

∣

∣

∣

∣

2
)

=
1

cH

(

ω − mB

r2H

) ∣

∣

∣

∣

β

α1

∣

∣

∣

∣

2

. (6.42)

O coeficiente de reflexão r e o coeficiente de transmissão t, dados pelas expressões,

r =

∣

∣

∣

∣

α2

α1

∣

∣

∣

∣

2

e t =
1

cH

(

ω − mB

r2H

) ∣

∣

∣

∣

β

α1

∣

∣

∣

∣

2

, (6.43)

satisfazem a relação r + t = 1. Exigindo que o coeficiente de reflexão seja maior que 1, i.e.
r > 1, encontra-se a condição necessária para superradiância,

ω <
mB

r2h
. (6.44)

Em vista das dificuldades causadas pela gravidade superficial divergente, um experimento
foi montado no ICTP, em Trieste, para investigar a possibilidade de medição do fenômeno da
superradiância em laboratório [4]. Um experimento semelhante, mas com objetivos diferentes,
é descito na referência [84]. A montagem experimental consiste em um recipiente ciĺındrico, de
aproximadamente 70 cm de diâmetro e 40 cm de altura com um orif́ıcio, uma fonte de água
cont́ınua e um suporte para instalação de um projetor de slides e de uma câmera fotográfica,
ver figura (6.1).

O experimento é realizado em um ambiente escuro. As únicas fontes de luz são o projetor,
que ilumina apenas uma linha estreita na superf́ıcie do fluido, e uma lâmpada, que ilumina o
resto do experimento quando necessário. Para que o projetor produza esse feixe estreito de
luz, foi utilizado um slide modificado, que permite que a luz passe apenas por um pequeno
espaço. Pequenas part́ıculas são utilizadas para facilitar a identificação da velocidade do fluido.
A câmera é utilizada para registrar a superf́ıcie iluminada do fluido (um corante é adicionado à
água para facilitar a detecção) e para registrar o movimento das part́ıculas adicionadas ao fluido.
Uma escala é utilizada para facilitar a medição de distâncias nas imagens, ver figura (6.2). Se
quisermos produzir um fluxo completamente axissimétrico, temos a opção de introduzir uma
coluna de pequenas rochas ao redor do recipiente.

O objetivo do experimento é medir a altura do fluido e a as suas velocidades angular e radial
em função da coordenada radial. Compara-se, então, os valores obtidos com os valores teóricos
calculados na seção (5.5), equações (5.65) e (5.63). Espera-se uma diferença significativa entre
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Figura 6.1: Montagem experimental para investigar a possibilidade de detectar superradiância [4].

Figura 6.2: Escala utilizada para facilitar a medição de distâncias [4].

esses valores nas proximidades do horizonte de eventos, onde a gravidade superficial diverge.
Com os resultados obtidos experimentalmente, resolve-se a equação (5.76) numericamente para
se estimar os coeficientes de transmissão e reflexão, equação (6.43). Esse é um projeto em
andamento, iniciado em Novembro de 2010 e com previsão de ser finalizado em 2011. Caso haja
indicações de que é posśıvel detectar a superradiância em laboratório, um experimento mais
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detalhado, que inclua a geração e detecção de ondas, será realizado.



Caṕıtulo 7

Considerações finais

O objetivo principal desse trabalho foi investigar a validade da Conjectura da Censura Cósmica
em processos de tunelamento quântico. Considerou-se, primeiramente, perturbações escalares,
de neutrinos, eletromagnéticas e gravitacionais na métrica de Kerr. No caṕıtulo 2, as equações
de Teukolsky, que governam a propagação dessas perturbações foram obtidas e utilizadas para
calcular coeficientes de transmissão e de reflexão no limite de baixas energias. Resultados
análogos foram, em seguida, obtidos para perturbações carregadas na métrica de Reissner–
Nordström. O cálculo anaĺıtico dos coeficientes de reflexão e transmissão, nesse caso, é um
resultado inédito na literatura. A Conjectura da Censura Cósmica é discutida no caṕıtulo 4.
Utilizando a dualidade onda-part́ıcula, bem como os coeficientes de transmissão calculados nos
caṕıtulos anteriores, analisou-se a possibilidade de se destruir o horizonte de eventos de um
buraco negro e criar uma singularidade nua, violando a Conjectura da Censura Cósmica. Em
particular, mostrou-se que part́ıculas bosônicas e fermiônicas, sem carga e sem massa, que tune-
lam através do horizonte de eventos de um buraco negro de Kerr–Newman, são capazes de criar
uma singularidade nua. De maneira semelhante, foi demonstrado que part́ıculas carregadas
são capazes de aumentar suficientemente a carga de um buraco negro de Reissner–Nordström
quase-extremo de forma a transformá-lo em uma singularidade nua. Foram feitas tentativas de
minimizar efeitos de backreaction em nossos cálculos, porém é imposśıvel eliminá-los completa-
mente. Esses efeitos poderiam, em prinćıpio, salvar a Conjectura da Censura Cósmica. Uma
posśıvel violação da conjectura por processos quânticos não seria algo tão surpreendente como
uma violação por processos clássicos. No contexto clássico, a consequência da existência de
singularidades nuas seria a perda do poder de previsão das leis da f́ısica. No contexto quântico,
porém, uma eventual teoria completa de gravitação quântica deverá ter um importante papel
na questão da validade da conjectura. Essa teoria completa poderá, através de mecanismos de
backreaction e/ou novos efeitos f́ısicos ainda não conhecidos, salvar a Conjectura da Censura
Cósmica, mas também poderá admitir a existência de singularidades nuas, tornando-as objetos
bem entendidos e explicados.

Um fenômeno que se manifesta no processo de espalhamento de part́ıculas por buracos negros
é a superradiância. Para compreender melhor esse efeito, modelos análogos de gravitação e suas
perturbações foram estudados na caṕıtulo 5. Os sistemas analisados detalhadamente foram
modelos hidrodinâmicos, em particular, a propagação de ondas sonoras no interior de um fluido
e a propagação de ondas de gravidade na superf́ıcie de um fluido. O primeiro experimento
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que detectou a radiação Hawking em modelos análogos foi descrito na seção (5.6). Com ajuda
desses modelos hidrodinâmicos, o fenômeno da superradiância foi tratado detalhadamente no
caṕıtulo 6. Finalmente, analisou-se um experimento, iniciado em 2010, cujo objetivo é investigar
a possibilidade de detecção desse fenômeno em laboratório. Os resultados desse experimento,
quando estiverem dispońıveis, indicarão a magnitude da amplificação de uma onda de gravidade
que sofre superradiância ao ser espalhada por um buraco negro análogo. Dependendo do valor
obtido, experimentos deverão ser projetados para detectar a superradiância em laboratório.



Apêndice A

Formalismo de Newman–Penrose

Como alternativa à maneira usual de se tratar problemas em Relatividade Geral, na qual todos
os cálculos são efetuados em uma base coordenada local, é posśıvel escolher uma base tétrade
adequada de quatro vetores linearmente independentes, projetar todos os tensores relevantes
nessa base e resolver as equações assim obtidas. A grande vantagem desse método, conhecido
como formalismo tétrade, é a possibilidade de escolher a base tétrade de modo que ela reflita as
simetrias do espaço-tempo em questão. Em 1962, a idéia de utilizar uma base tétrade nula, ao
invés das tétrades ortonormais anteriormente usadas, foi desenvolvida por Newman e Penrose a
partir da álgebra spinorial. Nesse caṕıtulo, procederemos de uma maneira diferente, definindo o
formalismo de Newman–Penrose diretamente a partir de uma base tétrade nula, sem mencionar
spinores em um primeiro momento. Spinores, juntamente com sua relação com o formalismo
de NP, serão tratados posteriormente.

A.1 Formalismo tétrade

O formalismo tétrade consiste em definir uma base de quatro vetores contravariantes em cada
ponto do espaço-tempo,

e(a)
i (a = 1, 2, 3, 4), (A.1)

onde os parênteses distinguem os ı́ndices tétrades dos ı́ndices tensoriais. Naturalmente, utili-
zando o tensor métrico gik, é posśıvel construir vetores tétrades covariantes,

e(a)i = gike(a)
k. (A.2)

Define-se a inversa e(b)i, da matriz
[

e(a)
i
]

(onde o ı́ndice tétrade representa as linhas e o ı́ndice
tensorial as colunas) de forma que,

e(a)
ie(b)i = δ

(b)
(a) e e(a)

ie(a)j = δij. (A.3)
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Além disso, assume-se que,
e(a)

ie(b)i = η(a)(b), (A.4)

onde η(a)(b) é uma matriz simétrica constante. Seja η(a)(b) a inversa da matriz
[

η(a)(b)
]

, de modo
que,

η(a)(b)η(b)(c) = δ(a)(c). (A.5)

Consequentemente,

η(a)(b)e
(a)

i = e(b)i, η(a)(b)e(a)i = e(b)i, e e(a)ie
(a)

j = gij (A.6)

No formalismo tétrade, vetores são representados através de suas projeções na base tétrade,

A(a) = e(a)jA
j = e(a)

jAj, (A.7)

A(a) = η(a)(b)A(b) = e(a)jA
j = e(a)jAj, (A.8)

Ai = ei(a)A
(a) = e(a)iA(a). (A.9)

A extensão para tensores de ordens superiores é direta,

T(a)(b) = e(a)
ie(b)

jTij = ei(a)Ti(b), (A.10)

Tij = e(a)ie
(b)

jT(a)(b) = e(a)iT(a)j. (A.11)

A.2 Derivadas direcionais e coeficientes de rotação de

Ricci

Os vetores tétrades contravariantes, interpretados como vetores tangentes, definem as seguintes
derivadas direcionais,

e(a) = e(a)
i ∂

∂xi
. (A.12)

Aplicando esse operador em um campo escalar φ qualquer, podemos construir sua derivada
direcional, denotada por φ,(a),

φ,(a) = e(a)
i ∂φ

∂xi
= e(a)

iφ,i. (A.13)

De forma mais geral, para um vetor A(a) qualquer, definem-se as seguintes derivadas direcionais,

A(a),(b) = e(b)
i ∂

∂xi
A(a) = e(b)

i ∂

∂xi
e(a)

jAj (A.14)

= e(b)
i∇∂i

[

e(a)
jAj

]

= e(b)
i
[

e(a)
jAj;i + Akea

k
;i

]

(A.15)

e, portanto,

A(a),(b) = e(a)
jAj;ie(b)

i + e(a)k;ie(b)
ie(c)

kA(c) = e(a)
jAj;ie(b)

i + γ(c)(a)(b)A
(c), (A.16)

onde os coeficientes γ(c)(a)(b), denominados coeficientes de rotação de Ricci, são dados por,

γ(c)(a)(b) = e(c)
ke(a)k;ie(b)

i. (A.17)
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Alternativamente, podemos definir esses coeficientes através da expressão,

e(a)k;i = e(c)kγ(c)(a)(b)e
(b)

i. (A.18)

Os coeficientes de rotação de Ricci são antisimétricos em relação ao primeiro par de ı́ndices,
isto é,

γ(c)(a)(b) = −γ(a)(c)(b). (A.19)

A partir dessa propriedade, a equação (A.18) pode ser reescrita como,

e(a)
k
;i = −γ(a)ki. (A.20)

É importante notar que o cálculo dos coeficientes de rotação de Ricci não exige o cálculo de
nenhuma derivada covariante. Definindo,

λ(a)(b)(c) = e(b)i,j
[

e(a)
ie(c)

j − e(a)
je(c)

i
]

, (A.21)

é possivel mostrar, ver ref. [29], que,

λ(a)(b)(c) = γ(a)(b)(c) − γ(c)(b)(a), (A.22)

e, consequentemente,

γ(a)(b)(c) =
1

2

[

λ(a)(b)(c) + λ(c)(b)(a) − λ(b)(c)(a)
]

, (A.23)

onde fica claro que apenas derivadas ordinárias são necessárias para o cálculo dos coeficientes
de rotação. Uma importante definição no formalismo tétrade é a da derivada intŕınsica de A(a)

na direção e(b), denotada por A(a)|(b), e determinada através da expressão,

A(a)|(b) = e(a)
iAi;je(b)

j. (A.24)

Utilizando a equação (A.16), é posśıvel relacionar as derivadas intŕınsica e direcional,

A(a)|(b) = A(a);(b) − η(n)(m)γ(n)(a)(b)A(m). (A.25)

A noção de derivada intŕınsica pode ser facilmente estendida para tensores de ordem superior.
Dado, por exemplo, um tensor T(a)(b), sua derivada intŕınsica na direção e(f) é escrita como,

T(a)(b)|(f) = Tij;ke(a)
ie(b)

je(f)
k = T(a)(b),(f) − η(n)(m)

[

γ(n)(a)(f)T(m)(b) + γ(n)(b)(f)T(a)(m)

]

. (A.26)

Outra importante definição no formalismo tétrade é a das constantes de estrutura, C(c)
(a)(b),

dadas por,
[

e(a), e(b)
]

= C(c)
(a)(b)e(c). (A.27)

Note que essa definição é consistente, uma vez que o comutador de dois vetores tangentes é
também um vetor tangente e, portanto, pode ser expandido na base tétrade. Esses coeficientes
de estrutura podem ser escritos em termos dos coeficientes de rotação da seguinte maneira,

C(c)
(a)(b) = γ(c)(b)(a) − γ(c)(a)(b). (A.28)
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A.3 Identidades de Ricci e de Bianchi

Substituindo-se a definição do tensor de Riemann a partir de um vetor da base tétrade ei(a), i.e.,

e(a)i;k;l − e(a)i;l;k = Rmikle(a)
m, (A.29)

na expressão do tensor de Riemann em coordenadas tétrades, i.e.,

R(a)(b)(c)(d) = Rmikle(a)
me(b)

ie(c)
ke(d)

l, (A.30)

obtém-se o tensor de Riemann em termos dos coeficientes de rotação,

R(a)(b)(c)(d) = −γ(a)(b)(c),(d) + γ(a)(b)(d),(c) + γ(b)(a)(f)
[

γ(c)
(f)

(d) − γ(d)
(f)

(c)

]

+γ(f)(a)(c)γ(b)
(f)

(d) − γ(f)(a)(d)γ(b)
(f)

(c). (A.31)

Devido à antisimetria dos coeficientes de rotação em relação ao primeiro par de ı́ndices e à
antisimetria entre l e k na definição do tensor de Riemann, ver equação (A.29), existem 36
equações do tipo (A.31) no total.

Por outro lado, a identidade de Bianchi, Rij[kl;m], que corresponde a 20 equações linearmente
independentes entre si, pode ser escrita no formalismo tétrade como,

R(a)(b)[(c)(d)|(f)] =
1

6

∑

[(c)(d)(f)]

{

R(a)(b)(c)(d),(f) − η(n)(m)
[

γ(n)(a)(f)R(m)(b)(c)(d) + γ(n)(b)(f)R(a)(m)(c)(d)

+γ(n)(b)(f)R(a)(m)(c)(d) + γ(n)(c)(f)R(a)(b)(m)(d) + γ(n)(d)(f)R(a)(b)(c)(m)

]}

.
(A.32)

As equações (A.31) e (A.32), juntamente com as relações de comutação (A.27), formam as
equações básicas do formalismo tétrade.

A.4 O formalismo de Newman–Penrose

O formalismo de Newman–Penrose é um formalismo tétrade particular, no qual a base tétrade
é composta por um par de vetores nulos reais, l e n, e um par de vetores nulos complexo
conjugados um do outro, m e m̄. Além da condição de serem vetores nulos, i.e.,

l · l = n · n = m ·m = m̄ · m̄ = 0, (A.33)

impõe-se também as seguintes condições de ortogonalidade,

l ·m = n · m̄ = n ·m = n · m̄ = 0. (A.34)

Apesar de não ser estritamente necessário, também imporemos condições de normalização adi-
cionais sobre os vetores da base,

l · n = 1 e m · m̄ = −1. (A.35)
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Definindo,
e1 = l, e2 = n, e3 = m e e4 = m̄, (A.36)

temos a seguinte base covariante,

e1 = e2 = n, e2 = e1 = l, e3 = −e4 = −m̄ e e4 = −e3 = −m, (A.37)

e, consequentemente, a matriz η(a)(b), ver equação (A.4), é dada por

[

η(a)(b)
]

=
[

η(a)(b)
]

=









0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 −1 0









. (A.38)

Quando considerados como derivadas direcionais, os vetores da base tétrade são representados
pelos seguintes śımbolos,

e1 = e2 = D, e2 = e1 = △, e3 = −e4 = δ e e4 = −e3 = δ∗. (A.39)

No formalismo de NP, os coeficientes de rotação de Ricci são denominados coeficientes de spin
e, assim como as derivadas direcionais, são designados por śımbolos especiais,

κ = γ311, ρ = γ314, ǫ = 1
2
(γ211 + γ341) ,

σ = γ313, µ = γ243, γ = 1
2
(γ212 + γ342) ,

λ = γ244, τ = γ312, α = 1
2
(γ214 + γ344) ,

ν = γ242, π = γ241, β = 1
2
(γ213 + γ343) .















(A.40)

De formal geral, o complexo conjugado de qualquer quantidade pode ser obtido trocando-se o
ı́ndice 3 pelo ı́ndice 4, e vice-versa.

A.5 Tensores de Riemann, Ricci e Weyl

As componentes tétrades do tensor de Weyl, Cabcd, podem ser escritas como,

Cabcd = Rabcd −
1

2
(ηacRbd − ηbcRad − ηadRbc + ηbdRac) +

1

6
(ηacηbd − ηadηbc)R, (A.41)

onde Rabcd são as componentes tétrades do tensor de Riemann, Rbd as componentes tétrades do
tensor de Ricci e R é o escalar de Ricci. O tensor de Weyl possui 10 componentes independentes
que, no formalismo de NP, são representadas por cinco escalares complexos,

Ψ0 = −C1313 = −Cpqrsl
pmqlrms,

Ψ1 = −C1213 = −Cpqrsl
pnqlrms,

Ψ2 = −C1342 = −Cpqrsl
pmqm̄rns,

Ψ3 = −C1242 = −Cpqrsl
pnqm̄rns,

Ψ4 = −C2424 = −Cpqrsn
pm̄qnrm̄s.























(A.42)

É posśıvel, por outro lado, inverter essas relações e escrever cada componente do tensor de
Weyl em termos dos cinco escalares e dos vetores da base tétrade [29].
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O tensor de Ricci, assim como o tensor de Weyl, também possui 10 componentes indepen-
dentes que, por sua vez, podem ser escritas em termos de quatro escalares reais e três escalares
complexos,

Φ00 = −1
2
R11, Φ22 = −1

2
R22, Φ02 = −1

2
R33,Φ20 = −1

2
R44,

Φ11 = −1
4
(R12 +R34) , Φ01 = −1

2
R13, Φ10 = −1

2
R14,

Λ = 1
24
R = 1

12
(R12 −R34) , Φ12 = −1

2
R23, Φ21 = −1

2
R24.







(A.43)

Usando os escalares definidos nessa seção, juntamente com a base de NP, é posśıvel reescrever
as equações relevantes ao formalismo tétrade, i.e. as relações de comutação, equação (A.27),
as identidades de Ricci, equação (A.31), e as identidades de Bianchi, equação (A.32). A forma
final das equações obtidas é dada por,

△D −D△ = (γ + γ∗)D + (ǫ+ ǫ∗)△− (τ ∗ + π)δ − (τ + π∗)δ∗, (A.44)

δD −Dδ = (α∗ + β − π∗)D + κ△− (ρ∗ + ǫ− ǫ∗)δ − σδ∗, (A.45)

δ△−△δ = −ν∗D + (τ − α∗ − β)△+ (µ− γ + γ∗)δ + λ∗δ∗, (A.46)

δ∗δ − δδ∗ = (µ∗ − µ)D + (ρ∗ − ρ)△+ (α− β∗)δ + (β − α∗)δ∗, (A.47)

Dρ− δ∗κ = (ρ2 + σσ∗) + ρ(ǫ+ ǫ∗)− κ∗τ − κ(3α + β ∗ −π) + Φ00, (A.48)

Dσ − δκ = σ(ρ+ ρ∗ + 3ǫ− ǫ∗)− κ(τ − π∗ + α∗ + 3β) + Ψ0, (A.49)

Dτ −△κ = ρ(τ + π∗) + σ(τ ∗ + π) + τ(ǫ− ǫ∗)− κ(3γ + γ∗) + Ψ1 + Φ01, (A.50)

Dα− δ∗ǫ = α(ρ+ ǫ∗ − 2ǫ) + βσ∗ − β∗ǫ− κλ− κ∗γ + π(ǫ+ ρ)Φ10, (A.51)

Dβ − δǫ = σ(α + π) + β(ρ∗ − ǫ∗)− κ(µ+ γ)− ǫ(α∗ − π∗) + Ψ1, (A.52)

Dγ −△ǫ = α(τ + π∗) + β(τ ∗ + π)− γ(ǫ+ ǫ∗)− ǫ(γ + γ∗) + τπ − νκ+Ψ2 + Φ11 − Λ, (A.53)

Dλ− δ∗π = (ρλ+ σ∗µ) + π(π + α− β)− νκ∗ − λ(3ǫ− ǫ∗) + Φ20, (A.54)

Dµ− δπ = (ρ∗µ+ σλ) + π(π∗ − α∗ + β)− µ(ǫ+ ǫ∗)− νκ+Ψ2 + 2Λ, (A.55)

Dν −△π = µ(π + τ ∗) + λ(π∗ + τ) + π(γ − γ∗)− ν(3ǫ+ ǫ∗) + Ψ3 + Φ21, (A.56)

△λ− δ∗ν = −λ(µ+ µ∗ + 3γ − γ∗) + ν(3α + β∗ + π − τ ∗)−Ψ4, (A.57)

δρ− δ∗σ = ρ(α∗ + β)− σ(3α− β∗) + τ(ρ− ρ∗) + κ(µ− µ∗)−Ψ1 + Φ01, (A.58)

δα− δ∗β = (µρ− λσ) + αα∗ + ββ∗ − 2αβ + γ(ρ− ρ∗) + ǫ(µ− µ∗)−Ψ2 + Φ11 + Λ, (A.59)

δλ− δ∗µ = ν(ρ− ρ∗) + π(µ− µ∗) + µ(α + β∗) + λ(α∗ − 3β)−Ψ3 + Φ21, (A.60)

δν −△µ = (µ2 + λλ∗) + µ(γ + γ∗)− ν∗π + ν(τ − 3β − α∗) + Φ22, (A.61)

δγ −△β = γ(τ − α∗ − β) + µτ − σν − ǫν∗ − β(γ − γ∗ − µ) + αλ∗ + Φ12, (A.62)

δτ −△σ = (µσ + λ∗ρ) + τ(τ + β − α∗)− σ(3γ − γ∗)− κν∗ + Φ02, (A.63)

△ρ− δ∗τ = −(ρµ∗ + σλ) + τ(β∗ − α− τ ∗) + ρ(γ + γ∗) + νκ−Ψ2 − 2Λ, (A.64)

△α− δ∗γ = ν(ρ+ ǫ)− λ(τ + β) + α(γ∗ − µ∗) + γ(β∗ − τ ∗)−Ψ3, (A.65)
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D(ρ− ρ∗) + δκ∗ − δ∗κ = (ρ− ρ∗)(ρ+ ρ∗ + ǫ+ ǫ∗)

+κ(τ ∗ + π − 3α− β∗)− κ∗(τ + π∗ − 3α∗ − β), (A.66)

D(µ− µ∗) + δ(α + β∗ − π)− δ∗(α∗ + β − π∗) = (γ + γ∗)(ρ− ρ∗)

+α(π∗ − 2β)− α∗(π − 2β∗) + κ∗ν∗ − κν + βπ − β∗π∗ + (ρ+ ρ∗)(µ− µ∗), (A.67)

D(µ− µ∗ − γ + γ∗) +△(ǫ− ǫ∗)− δπ + δ∗π∗ = (ǫ+ ǫ∗)(µ∗ − µ)

+τ ∗(α∗ + π∗ − β)− τ(α + π − β∗) + λσ − λ∗σ∗ + ρ∗µ− ρµ∗ + 2(ǫγ − ǫ∗γ∗), (A.68)

△(µ∗ − µ) + δν − δ∗ν∗ = (µ− µ∗)(µ+ µ∗ + γ + γ∗)

+ν(τ − 3β − α∗ + π∗)− ν∗(τ ∗ − 3β∗ − α + π), (A.69)

D(τ − α∗ − β)−△κ+ δ(ǫ+ ǫ∗) = ρ(τ ∗ + π) + κ∗λ∗ + σ(τ ∗ − α− β∗) + ǫ(τ − π∗)

−ρ∗(β + α∗ + π∗) + ǫ∗(2α∗ + 2β − τ − π∗) + κ(µ− 2γ), (A.70)

δ(ρ− ǫ+ ǫ∗)− δ∗σ +D(β − α∗) = ρ(α∗ + β + τ)− ρ∗(τ − β + α∗ + π∗)

+(ǫ∗ − ǫ)(2α∗ − π∗) + σ(π − 2α) + κ(γ∗ − γ − µ∗) + κ∗λ∗, (A.71)

Dλ+△σ∗ − δ∗(τ ∗ + π) = σ∗(3γ∗ − γ + µ− µ∗) + (π + τ ∗)(π − τ ∗ + α)

+λ(ρ− ρ∗ − 3ǫ+ ǫ∗)− βπ − τ ∗β∗, (A.72)

Dν +△(α + β∗ − π)− δ∗(γ + γ∗) = ν(ρ− 2ǫ) + λ(π∗ − α∗ − β) + µ(π + τ ∗)

−µ∗(α + β∗τ ∗) + γ(π − τ ∗) + γ∗(2α + 2β∗ − π − τ ∗) + σ∗ν∗, (A.73)

△(β∗ − α) + δλ+ δ∗(γ − γ∗ − µ) = ν(ǫ∗ − ǫ− ρ∗) + λ(τ − 2β) + α(µ+ µ∗)

−µ∗(π + τ ∗ + β∗) + µ(π + β∗) + (γ − γ∗)(τ ∗ − 2β∗) + σ∗ν∗, (A.74)

Dµ+△ρ− δπ − δ∗τ = ρ∗µ− ρµ∗ + π(π∗ − α∗ + β)

+τ(β∗ − α− τ ∗) + ρ(γ + γ∗)− µ(ǫ+ ǫ∗), (A.75)

−δ∗Ψ0 +DΨ1 + (4α− π)Ψ0 − 2(2ρ+ ǫ)Ψ1 + 3κΨ2 −DΦ01 + δΦ00

+2(ǫ+ ρ∗)Φ01 + 2σΦ10 − 2κΦ11 − κ∗Φ02 + (π∗ − 2α∗ − 2β)Φ00, (A.76)

δ∗Ψ1 −DΨ2 − λΨ0 + 2(π − α)Ψ1 + 3ρΨ2 − 2κΨ3 + δ∗Φ01

−△Φ00 − 2(α + τ ∗)Φ01 + 2ρΦ11 + σ∗Φ02 − (µ∗ − 2γ − 2γ∗)Φ00 − 2τΦ10 − 2DΛ, (A.77)

−δ∗Ψ2 +DΨ3 + 2λΨ1 − 3πΨ2 + (2ǫ− ρ)Ψ3 + κΨ4 −DΦ21 + δΦ20

+2(ρ∗ − ǫ)Φ21 − 2µΦ10 + 2πΦ11 − κ∗Φ22 − (2α∗ − 2β − π∗)Φ20 − 2δ∗Λ, (A.78)

δ∗Ψ3 −DΨ4 − 3λΨ2 + 2(2π − α)Ψ3 − (4ǫ− ρ)Ψ4 −△Φ20 + δ∗Φ21

+2(α− τ ∗)Φ21 + 2νΦ10 + σ∗Φ22 − 2λΦ11 − (µ∗ + 2γ − 2γ∗)Φ20, (A.79)

−△Ψ0 + δΨ1 + (4γ − µ)Ψ0 − 2(2τ + β)Ψ1 + 3σΨ2 −DΦ02 + δΦ01

+2(π∗ − β)Φ01 − 2κΦ12 − λ∗Φ00 + 2σΦ11 + (ρ∗ + 2ǫ− 2ǫ∗)Φ02, (A.80)

−△Ψ1 + δΨ2 + νΨ0 + 2(γ − µ)Ψ1 + 3τΨ2 + 2σΨ3 +△Φ01 − δ∗Φ02

+2(µ∗ − γ)Φ01 − 2ρΦ12 − ν∗Φ00 + 2τΦ11 + (τ ∗ − 2β∗ + 2α)Φ02 + 2δΛ, (A.81)

−△Ψ2 + δΨ3 + 2νΨ1 − 3µΨ2 + (2β − τ)Ψ3 + σΨ4 −DΦ22 + δΦ21

+2(π∗ + β)Φ21 − 2µΦ11 − λ∗Φ20 + 2πΦ12 + (ρ∗ − 2ǫ− 2ǫ∗)Φ22 − 2△Λ, (A.82)

−△Ψ3 + δΨ4 + 3νΨ2 − 2(γ + 2µ)Ψ3 − (τ − 4β)Ψ4 +△Φ21 − δ∗Φ22

+2(µ∗ + γ)Φ21 − 2νΦ11 − ν∗Φ20 + 2λΦ12 + (τ ∗ − 2α− 2β∗)Φ22, (A.83)
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δ∗Φ01 + δΦ10 −D(Φ11 + 3Λ)−△Φ00

= κ∗Φ12 + κΦ21 + (2α + 2τ ∗ − π)Φ01 + (2α∗ + 2τ − π∗)Φ10

−2(ρ+ ρ∗)Φ11 − σ∗Φ02 − σΦ20 + [µ+ µ∗ − 2(γ + γ∗)] Φ00, (A.84)

δ∗Φ12 + δΦ21 −△(Φ11 + 3Λ)−DΦ22

= −νΦ01 − ν∗Φ10 + (τ ∗ − 2β∗ − 2π)Φ12 + (τ − 2β − 2π∗)Φ21

+2(µ+ µ∗)Φ11 − (ρ+ ρ∗ − 2ǫ− 2ǫ∗)Φ22 + λΦ02 + λ∗Φ20, (A.85)

δ(Φ11 − 3Λ)−DΦ12 −△Φ01 + δ∗Φ02

= κΦ22 − ν∗Φ00 + (τ ∗ − π + 2α− 2β∗)Φ02 − σΦ21 + λ∗Φ10

+2(τ − π∗)Φ11 − (2ρ+ ρ∗ − 2ǫ∗)Φ12 + (2µ∗ + µ− 2γ)Φ01. (A.86)

A.6 Equações de Maxwell

No formalismo de NP, o tensor de Maxwell, Fij, é substituido por três escalares complexos,

φ0 = F13 = Fijl
imj,

φ1 =
1
2
(F12 + F43) =

1
2
Fij (l

inj + m̄imj) ,
φ2 = F42 = Fijm̄

inj.







(A.87)

As equações de Maxwell,

F[ij;k] = 0 e gikFij;k = 0, (A.88)

escritas em termos das componentes tétrades e de derivadas intŕınsicas, assumem as seguintes
formas,

F[ab|c] = 0 e ηnmFan|m = 0, (A.89)

que, em termos dos escalares complexos φ0, φ1 e φ2, podem ser reescritas como,

φ1|1 − φ0|4 = 0, φ2|1 − φ1|4 = 0,
φ1|3 − φ0|2 = 0, φ2|3 − φ1|2 = 0.

}

(A.90)

Depois de escrever as derivadas intŕınsicas explicitamente em termos desses escalares, obtemos
as equações de Maxwell no formalismo de NP,

Dφ1 − δ∗φ0 = (π − 2α)φ0 + 2ρφ1 − κφ2,
Dφ2 − δ∗φ1 = −λφ0 + 2πφ1 + (ρ− 2ǫ)φ2,
δφ1 −∆φ0 = (µ− 2γ)φ0 + 2τφ1 − σφ2,
δφ2 −∆∗φ1 = −νφ0 + 2µφ1 + (τ − 2β)φ2.















(A.91)

Finalmente, é posśıvel também reescrever o tensor energia-momento do campo de Maxwell em
termos dos escalares φ0, φ1 e φ2,

−1
2
T11 = φ0φ

∗
0, −1

2
T13 = φ0φ

∗
1,

−1
4
(T12 + T34) = φ1φ

∗
1, −1

2
T23 = φ1φ

∗
2,

−1
2
T22 = φ2φ

∗
2, −1

2
T33 = φ0φ

∗
2.







(A.92)
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A.7 Transformações tétrades

Dada uma base tétrade, é posśıvel efetuar uma transformação de Lorentz sobre ela, correspon-
dente a um dos seis graus de liberdade de rotação, modificando, consequentemente, os vetores l,
n, m e m̄. É conveniente classificar as transformações de acordo com o efeito que elas produzem
na base tétrade, da seguinte forma,

• Rotação de classe I: não modifica o vetor l,

• Rotação de classe II: não modifica o vetor n,

• Rotação de classe III: não modifica as direções de l nem n, mas rotaciona m (e conse-
quentemente, m̄) por um ângulo θ no plano m− m̄.

Associadas a essas três classes de rotação, existem as seguintes transformações expĺıcitas que
preservam as condições de normalização e de ortogonalidade,

• I: l → l, m → m+ al, m̄ → m̄+ a∗l, e n → n+ a∗m+ am̄+ aa∗l,

• II: n → n, m → m+ bn, m̄ → m̄+ b∗n, e l → l+ b∗m+ bm̄+ bb∗n,

• III: l → A−1l, n → An, m → eiθm, e m̄ → e−iθm̄,

onde a e b são duas funções complexas e A e θ são duas funções reais. O efeito de cada uma
das classes de rotação sobre as várias quantidades de NP, i.e. escalares de Weyl, coeficientes
de spin e escalares de Maxwell, pode ser diretamente calculado. Consulte a referência [29], pgs.
44 e 45, para a lista completa.

A.8 Classificação de Petrov e o teorema de Goldberg-

Sachs

Conforme visto anteriormente, o tensor de Weyl é completamente especificado por cinco esca-
lares complexos, Ψ0, Ψ1, Ψ2, Ψ3 e Ψ4, cujos valores dependem da escolha da base tétrade. É
interessante descobrir quais desses escalares podem ser anulados através de uma escolha ade-
quada de vetores da base e de transformações de Lorentz. Isso leva a uma classificação algébrica
do tensor de Weyl, denominada classificação de Petrov.

Seja Ψ4 6= 0 (caso contrário, podemos tornar Ψ4 não-nulo através de uma rotação de classe
I desde que o espaço-tempo não seja conformalmente plano e que pelo menos um dos escalares
de Weyl seja não-nulo). Através de uma rotação de classe II, com parâmetro b, os escalares de
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Weyl se tornam,

Ψ
(1)
0 = Ψ0 + 4bΨ1 + 6b2Ψ2 + 4b3Ψ3 + b4Ψ4, (A.93)

Ψ
(1)
1 = Ψ1 + 3bΨ2 + 3b2Ψ3 + b3Ψ4, (A.94)

Ψ
(1)
2 = Ψ2 + 2bΨ3 + b2Ψ4, (A.95)

Ψ
(1)
3 = Ψ3 + bΨ4, (A.96)

Ψ
(1)
4 = Ψ4. (A.97)

Dessa forma, através de uma rotação de classe II, podemos tornar Ψ
(1)
0 nulo se escolhermos

b como raiz do polinômio dado pela expressão (A.93). As novas direções de l, i.e.,

l → l+ b∗m+ bm̄+ bb∗n, (A.98)

são chamadas direções nulas principais do tensor de Weyl. Se pelo menos duas das ráızes
coincidem, o tensor de Weyl é dito algebricamente especial; caso contrário, é denominado al-
gebricamente geral. O tensor de Weyl pode ser classificado de acordo com o número de ráızes
distintas, através da chamada classificação de Petrov,

• Petrov tipo I: todas as ráızes são distintas, sendo posśıvel tornar Ψ0 e Ψ4 nulos.

• Petrov tipo II: uma raiz dupla. É posśıvel tornar Ψ0, Ψ1 e Ψ4 nulos.

• Petrov tipo D: duas ráızes duplas distintas. Nesse caso, é posśıvel anular simultaneamente
todos os escalares de Weyl, com exceção de Ψ2.

• Petrov tipo III: uma raiz tripla, sendo posśıvel anular todas os escalares de Weyl, com
exceção de Ψ3.

• Petrov tipo N: todas as ráızes iguais. Nesse caso, é posśıvel anular todos os escalares de
Weyl, com exceção de Ψ4.

No caso do vácuo, no qual o tensor de Ricci se anula e os tensores de Weyl e de Riemann
coincidem, existe um importante teorema envolvendo a classificação de Petrov, denominado
Teorema de Goldberg-Sachs:

Se o tensor de Riemann é do tipo II e uma base nula é escolhida de forma que l é uma
direção nula repetida e Ψ0 = Ψ1 = 0, então κ = σ = 0. Por outro lado, se κ = σ = 0, então
Ψ0 = Ψ1 = 0 e o tensor de Riemann é do tipo II.

Como corolário do teorema de Goldberg-Sachs, temos que se o campo é algebricamente
especial e Petrov tipo-D, então κ = σ = ν = λ = 0 quando Ψ0 = Ψ1 = Ψ3 = Ψ4 = 0; e
vice-versa.

É notável o fato de todas as soluções de buraco negro da Relatividade Geral serem Petrov
tipo-D, o que torna o uso do formalismo de NP bastante eficaz ao permitir escolher uma base
tétrade na qual κ = σ = ν = λ = 0 e na qual todos os escalares de Weyl são nulos com exceção
de Ψ2.
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Spinores e o formalismo de
Newman–Penrose

Spinores em um ponto p de um espaço-tempoM são, basicamente, pares ordenados de números
complexos associados a uma base ortonormal do espaço-tangente Tp(M) que se transformam de
uma maneira espećıfica quando submetidos a uma mudança cont́ınua de base. Talvez o aspecto
que deixa mais evidente a diferença entre spinores e vetores é o fato dos spinores sofrerem uma
mudança de sinal quando a base sofre uma rotação de 2π radianos. Portanto, um spinor, por si
só, não pode descrever uma quantidade f́ısica mensurável. É no contexto da mecânica quântica,
no qual uma função de onda ψ não é uma quantidade mensurável (ψ e eiαψ representam o
mesmo estado f́ısico), que spinores surgem naturalmente.

A álgebra spinorial é definida formalmente através de um espaço vetorial simplético 2-
dimensional sobre os complexos C. O isomorfismo existente entre o grupo simplético 2-dimensional,
Sp(2), e o grupo linear especial, SL(2,C), permite que escrevamos vetores e tensores do espaço-
tempo 4-dimensional em termos de spinores. O conjunto de spinores hermitianos τAA′

forma
um espaço vetorial real de dimensão 4 que pode ser identificado com Tp(M). Essa identificação
define naturalmente, a partir de uma base spinorial (o, ι), uma tétrade nula de NP. Nesta
seção, explicaremos o conceito de tensor diretamente a partir da identificação entre pares de
números complexos e vetores 4-dimensionais reais. Para uma definição mais formal e abstrata,
recomenda-se a leitura da referência [100].

B.1 Spinores

Considere um vetor nulo vi no espaço de Minkowski, i.e., um quadrivetor cujas componentes
satisfazem

(

v0
)2 −

(

v1
)2 −

(

v2
)2 −

(

v3
)2

= 0. (B.1)
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Esse vetor pode ser representado em termos de dois números complexos, ξ0 e ξ1, e seus complexos
conjugados, ξ̄0

′

e ξ̄1
′

, da seguinte maneira,

x0 = 1√
2

(

ξ0ξ̄0
′

+ ξ1ξ̄1
′
)

,

x1 = 1√
2

(

ξ0ξ̄1
′

+ ξ1ξ̄0
′
)

,

x2 = − i√
2

(

ξ0ξ̄1
′

+ ξ1ξ̄0
′
)

,

x3 = 1√
2

(

ξ0ξ̄0
′

+ ξ1ξ̄1
′
)

.



















(B.2)

A transformação inversa é dada por

ξ0ξ̄0
′

= 1√
2
(x0 + x3) , ξ0ξ̄1

′

= 1√
2
(x1 + ix2) ,

ξ1ξ̄0
′

= 1√
2
(x1 − ix2) , ξ1ξ̄1

′

= 1√
2
(x0 − x3) ,

}

(B.3)

a partir da qual é fácil verificar que a condição (B.1) é satisfeita.

Transformações lineares aplicadas aos números complexos ξA e ξ̄A
′

, e representadas pelas
matrizes complexo conjugadas αA

B e ᾱA′

B′ , i.e.,

ξA∗ = αA
Bξ

B, ξ̄A
′

∗ = ᾱA′

B′ ξ̄B
′

∗ (A,B,A′, B′ = 0, 1) , (B.4)

induzem uma transformação linear βi
j no espaço de Minkowski,

vi∗ = βi
jv

j. (B.5)

As componentes transformadas vi∗ se relacionam com ξA∗ e ξ̄A
′

∗ da maneira idêntica à trans-
formação (B.3) e, portanto, é posśıvel encontrar a transformação β em termos das matrizes α.
Uma condição necessária sobre as transformações (B.6) para que (B.5) seja uma transformação
de Lorentz é que o determinante das matrizes αA

B e ᾱA′

B′ possua módulo igual a 1. Excluir
o caso em que essas matrizes possuem determinante −1, corresponde a excluir reflexões do
conjunto das transformações de Lorentz.

A definição de spinores é baseada na correspondência entre quadrivetores no espaço de Min-
kowski e números complexos e na correspondência entre transformações de Lorentz e matrizes de
determinante unitário. Especificamente, define-se spinores de posto 1, ξA e ηA

′

, como sendo ve-
tores complexos em um espaço 2-dimensional (A,A′ = 0, 1) sujeitos às seguintes transformações,

ξA∗ = αA
Bξ

B, η̄A
′

∗ = ᾱA′

B′ η̄B
′

∗ (A,B,A′, B′ = 0, 1) , (B.6)

onde αA
B e ᾱA′

B′ são matrizes complexo conjugadas de determinante unitário. É muito impor-
tante notar que existem spinores de dois tipos, diferenciados pela presença de um apóstrofe no
ı́ndice, e sujeitos a transformações complexo conjugadas uma da outra. Dados dois spinores de
mesma classe, ξA e ηA, o determinante da matriz formada por eles, i.e.,

∣

∣

∣

∣

ξ0 ξ1

η0 η1

∣

∣

∣

∣

= ξ0η1 − ξ1η0, (B.7)

é invariante sob transformações de módulo unitário. Consequentemente, é posśıvel definir uma
métrica anti-simétrica ǫAB tal que ǫABξ

AηB é invariante. Analogamente, é posśıvel definir uma
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outra métrica, denotada por ǫA′B′ , para os spinores da outra classe. A partir de (B.7), encontra-
se

ǫ00 = ǫ11 = ǫ0′0′ = ǫ1′1′ = 0 e ǫ01 = −ǫ10 = ǫ0′1′ = −ǫ1′0′ = 1, (B.8)

ou seja, as métricas ǫAB e ǫA′B′ são dadas pelo śımbolo de Levi-Civita 2-dimensional. As métricas
ǫAB e ǫA′B′ podem ser utilizadas para abaixar os ı́ndices spinoriais,

ξA = ξCǫCA, i.e. ξ0 = −ξ1 e ξ1 = ξ0. (B.9)

Analogamente, ind́ıces spinoriais podem ser levantados utilizando o śımbolo de Levi-Civita ǫAB,

ξA = ǫACξC . (B.10)

Note que, por causa da antisimetria entre ǫAC e ǫCA, é importante preservar a ordem dos ı́ndices
nas equações (B.9) e (B.10) em relação ao ı́ndice que é contráıdo. Como,

ξA = ξCǫCA = ǫCBξBǫCA, (B.11)

temos que
δBA = ǫCBǫCA = ǫA

B = −ǫBA. (B.12)

Obviamente, as equações (B.9)-(B.12) também são válidas para spinores cujos ı́ndices pos-
suem apóstrofe. Spinores de ordens superiores, por exemplo, ξAB, ξABC′

D′E
F , etc., podem ser

constrúıdos naturalmente, e obedecem relações de transformação análogas à equação (B.6),

ξAB′

∗ = αA
Cᾱ

B′

D′ξCD′

. (B.13)

A ordem de ı́ndices do mesmo tipo é relevante e não pode ser modificada; porém, a ordem relativa
dos ı́ndices com e sem apóstrofe não é importante e pode ser alterada sem consequências para
o resultado final.

Contração de um spinor com relação a um par de ı́ndices com (ou sem) apóstrofe pode ser
efetuado através da métrica ǫA′B′ (ou ǫAB). Tem-se,

ξA′

A′

= ǫA
′B′

ξA′B′ , ξA
′

A′ = ǫA
′B′

ξB′A′ (B.14)

e, consequentemente,
ξA′

A′

= −ξA′

A′ . (B.15)

De forma geral,
ξ...A...

...A... = −ξ...A...
...A.... (B.16)

B.2 Representação de vetores e tensores em termos de

spinores

É sempre posśıvel associar qualquer quadrivetor X i com um spinor de segunda ordem ξAB′

da
seguinte maneira,

X i ↔
(

ξ00
′

ξ01
′

ξ10
′

ξ11
′

)

=
1√
2

(

X0 +X3 X1 + iX2

X1 − iX2 X0 −X3

)

= XAB′

. (B.17)
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Utilizando as métricas gij, do espaço de Minkowski, e ǫAB e ǫA′B′ , do espaço spinorial, constrói-se
uma quantidade invariante associada a esse quadrivetor,

X iXi =
(

X0
)2 −

(

X1
)2 −

(

X2
)2 −

(

X3
)2

= ξ00
′

ξ00′ + ξ11
′

ξ11′ + ξ10
′

ξ10′ + ξ01
′

ξ01′ = XAB′XAB′

.
(B.18)

A partir da equação acima, podemos expressar a relação X i ↔ XAB′

das seguintes formas,

X i = σi
AB′XAB′

, XAB′

= σAB′

iX
i, (B.19)

onde σi
AB′ e σAB′

i são matrizes hermitianas constantes para cada i. As definições acima impli-
cam algumas relações entre as matrizes sigma,

σAB′

iσ
i
CD′ = δACδ

B′

D′ e σi
AB′σAB′

j = δij. (B.20)

Além disso, usando as equações (B.18) e (B.19), podemos relacionar as métricas com essas
matrizes através das expressões,

gij = ǫACǫB′D′σAB′

iσ
CD′

j e ǫACǫB′D′ = gijσ
i
AB′σ

j
CD′ . (B.21)

As matrizes sigma, definidas pela representação (B.17), são dadas, a menos de um fator de
normalização, pela matriz identidade e pelas matrizes de Pauli,

σ0
AB′ = σAB′

0 =
1√
2

(

1 0
0 1

)

, σ1
AB′ = σAB′

1 =
1√
2

(

0 1
1 0

)

(B.22)

σ2
AB′ = −σAB′

2 =
1√
2

(

0 −i
i 0

)

, σ3
AB′ = σAB′

3 =
1√
2

(

1 0
0 −1

)

. (B.23)

A generalização das relações (B.19) para tensores de posto arbitrário é direta, por exemplo,

Y ij
k = σi

AB′σj
CD′σk

EF ′

Y AB′CD′

EF ′ , Y AB′CD′

EF ′ = σAB′

iσ
CD′

j σk
EF ′Y ij

k, (B.24)

donde obtem-se a correspondência Y AB′CD′

EF ′ ↔ Y ij
k. A equação (B.21) é um exemplo dessa

correspondência; tem-se ǫACǫB′D′ ↔ gij.

B.3 Formalismo dyad

Da mesma maneira que constrúımos, em cada ponto do espaço-tempo, uma base tétrade or-
tonormal para tensores, é posśıvel, em cada ponto do espaço-tempo, construir uma base dyad
ortonormal, ζ(a)

A e ζ(a′)
A′

(a, a′ = 0, 1 e A,A′ = 0, 1), para spinores. É comum denotar os dois
spinores da base por śımbolos especiais,

ζ(0)
A = oA e ζ(1)

A = ιA. (B.25)

A partir da condição de ortonormalidade, i.e.,

ǫABo
AιB = oBι

B = −oAιA = 1, (B.26)



B.3 Formalismo dyad 83

temos como consequencia,

ǫABζ(a)
Aζ(b)

B = ζ(a)Bζ(b)
B = ǫ(a)(b), (B.27)

ǫ(a)(b)ζ(a)
Aζ(b)

B = oAιB − ιAoB = ǫAB. (B.28)

É posśıvel levantar e baixar os ı́ndices dyads utilizando ǫ(a)(b) e ǫ(a)(b). Mais precisamente, temos,

ζ(c)Aǫ(c)(a) = ζ(a)
A e ǫ(a)(c)ζ(c)

A = ζ(a)A. (B.29)

Consequentemente,

ζ(a)Aζ
(b)A = −ζ(a)Aζ(b)A = δ

(b)
(a), (B.30)

ζ(a)Aζ(b)
A = −ζ(a)Aζ(b)A = ǫ(a)(b), (B.31)

e, assim como no formalismo tétrade, é posśıvel projetar qualquer spinor ξA na base dyad,

ξ(a) = ξAζ(a)
A, i.e. ξ(0) = ξAo

A e ξ(1) = ξAι
A. (B.32)

A transformação inversa é dada por,

ξA = ξ(a)ζ(a)A = ξ(0)oA + ξ(1)ιA. (B.33)

Os spinores oA, ιA e seus complexos conjugados podem ser relacionados aos vetores tétrades
nulos l, n, m e m̄ através das seguintes relações,

li ↔ oAōB
′

, mi ↔ oAῑB
′

, m̄i ↔ ιAōB
′

, ni ↔ ιAῑB
′

. (B.34)

Os vetores nulos satisfazem às condições de ortogonalidade,

lini = oAōB
′

ιAῑB′ = 1 e mim̄i = oAῑB
′

ιAōB′ = −1, (B.35)

sendo que todos os outros produtos escalares são nulos. Dessa forma, a base dyad determina
quatro vetores nulos que podem ser utilizados como base para o formalismo de NP descrito
anteriormente. As relações (B.34) determinam as matrizes hermitianas σi

AB′ e σAB′

i, de forma
que

li = σi
AB′ζ(0)

Aζ̄(0′)
B′

= σi
AB′oAōB

′

, (B.36)

mi = σi
AB′ζ(0)

Aζ̄(1′)
B′

= σi
AB′oAῑB

′

, (B.37)

m̄i = σi
AB′ζ(1)

Aζ̄(0′)
B′

= σi
AB′ιAōB

′

, (B.38)

ni = σi
AB′ζ(1)

Aζ̄(1′)
B′

= σi
AB′ιAῑB

′

. (B.39)

Dessa forma, é posśıvel generalizar as matrizes de Pauli encontradas em (B.22) e (B.23),

σi
AB′ =

1√
2

(

li mi

m̄i ni

)

e σAB′

i =
1√
2

(

ni −m̄i

−mi li

)

. (B.40)

Os equivalentes spinoriais das derivadas direcionais do formalismo de NP, ver equação (A.39),
são dados por,

∂00′ = D = li∂i, ∂11′ = ∆ = ni∂i, ∂01′ = δ = mi∂i e ∂10′ = δ∗ = m̄i∂i. (B.41)
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B.4 Derivação covariante de spinores

A extensão de derivação covariante para campos spinoriais é baseada nas correspondências

∇i ↔ ∇AB′ (B.42)

e

∇iXj = Xj;i ↔ ∇AB′XCD′ = XCD′;AB′ = σj
CD′σi

AB′Xj;i, (B.43)

onde utilizamos a equação (B.24) para obter a última igualdade. Além disso, impõe-se que a
derivação covariante satisfaça a regra de Leibnitz e que o operador ∇AB′ seja real, i.e.,

∇AB′ = ∇̄A′B. (B.44)

Os requerimentos acima são suficientes para definir unicamente a operação de derivação covari-
ante, ver referência [29]. De maneira análoga ao formalismo tétrade, é posśıvel definir a noção
de derivada intŕınsica da componente dyad, ξ(c), de um spinor ao longo da “direção”(a)(b′),

ξ(c)|(a)(b′) = ζ(c)
CξC;AB′ζ(a)

Aξ(b)
B′

ou ξ(c)|(A)(B′) = ζ(c)
CξC;AB′ . (B.45)

No formalismo dyad, os coeficientes de spin, denotados por Γ(a)(b)(c)(d′), são definidos como,

Γ(a)(b)(c)(d′) =
[

ζ(a)F
]

;CD′
ζ(b)

F ζ(c)
Cζ(d′)

D′

, (B.46)

ou

Γ(a)(b)CD′ =
[

ζ(a)F
]

;CD′
ζ(b)

F . (B.47)

Definidos dessa maneira, os coeficientes de spin são simétricos em relação a permutações no
primeiro par de ı́ndices dyads; portanto, é necessário especificar apenas 12 coeficientes indepen-
dentes,

Γ0000′ = κ, Γ0100′ = ǫ, Γ1100′ = π
Γ0010′ = ρ, Γ0110′ = α, Γ1110′ = λ
Γ0001′ = σ, Γ0101′ = β, Γ1101′ = µ
Γ0011′ = τ, Γ0111′ = γ, Γ1111′ = ν















, (B.48)

Os śımbolos aqui utilizados são consistentes com os coeficientes de spin definidos a partir dos
coeficientes de rotação de Ricci em (A.40) [29].

B.5 Equação de Dirac no formalismo de NP

No espaço de Minkowski, a função de onda que caracteriza uma part́ıcula relativ́ıstica de spin-
1/2 é representada por um par de spinores, PA e Q̄A, que satisfazem às equações de Dirac,
i.e.,

σi
AB′∂iP

A + iµ∗Q̄B′ = 0, (B.49)

σi
AB′∂iQ

A + iµ∗P̄B′ = 0, (B.50)
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onde σi
AB′ são as matrizes de Pauli e µ∗

√
2 é a massa da part́ıcula. A generalização das equações

de Dirac para um espaço-tempo curvo é feita através do formalismo de NP, substituindo-se, nas
equações acima, as derivadas ordinárias por derivadas covariantes e as matrizes de Pauli pelas
matrizes sigma definidas em (B.40). As equações assim obtidas são,

σi
AB′PA

;i + iµ∗Q̄
C′

ǫC′B′ = 0, (B.51)

σi
AB′QA

;i + iµ∗P̄
C′

ǫC′B′ = 0. (B.52)

Explicitamente em termos dos coeficientes de spin, temos,

(D + ǫ− ρ)P 0 + (δ∗ + π − α)P 1 = iµ∗Q̄
1′ , (B.53)

(∆ + µ− γ)P 1 + (δ + β − τ)P 0 = −iµ∗Q̄
0′ , (B.54)

−(D + ǫ∗ − ρ∗)Q̄0′ − (δ + π∗ − α∗)Q̄1′ = iµ∗P
1, (B.55)

(∆ + µ∗ − γ∗)Q̄1′ + (δ∗ + β∗ − τ ∗)Q̄0′ = iµ∗P
0. (B.56)
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