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Resumo

A Conjectura da Censura Cdsmica, proposta por Roger Penrose em 1969, afirma que singulari-
dades resultantes de um colapso gravitacional estao sempre envolvidas pelo horizonte de eventos
de um buraco negro. O objetivo desse trabalho é investigar processos de tunelamento quantico
que visam violar essa conjectura. Através do formalismo de Newman—Penrose, é feita, inicial-
mente, uma analise de perturbacoes escalares, de neutrinos, eletromagnéticas e gravitacionais
nas métricas de Kerr e de Reissner—Nordstrom. Processos de espalhamento ondulatorio nessas
métricas sao estudados e coeficientes de transmissao e reflexao para ondas incidentes sao calcu-
lados nos limites de baixas energias. A partir desses resultados, experimentos imagindrios com
o intuito de destruir o horizonte de eventos de um buraco negro e expor sua singularidade para
um observador externo sao propostos e analisados. A superradiancia, fenémeno no qual ondas
incidentes sao amplificadas ao serem refletidas por um potencial espalhador, se manifesta nesses
experimentos e, por isso, é tratada com detalhes e de uma forma bastante geral nesse trabalho.
Por fim, experimentos que visam detectar a radiacao Hawking e o fenomeno da superradiancia
em modelos andlogos de gravitacao sao analisados. Em particular, um experimento proposto
por mim, em colaboracao com Silke Weinfurtner, cujo objetivo é investigar a possibilidade de
obtencao de superradiancia em laboratério, é discutido.



Abstract

The Cosmic Censorship Conjecture, proposed by Roger Penrose in 1969, asserts that singularities
arising from the gravitational collapse of a body are always encompassed by the event horizon
of a black hole. The main purpose of this work is to investigate quantum tunneling processes
whose objetive is to violate this conjecture. Using the Newman-Penrose formalism, scalar,
neutrino, electromagnetic and gravitational perturbations in both Kerr and Reissner—Nordstrom
metrics are analysed. Wave scattering processes in these metrics are studied and transmission
and reflection coefficients for incident waves are calculated in the limit of small energies.
From these results, gedanken experiments with the purpose of destroying the event horizon
of a black hole and exposing its inner singularity to an external observer are proposed and
analysed. Superradiance, phenomenum in which incident waves are amplified when reflected by
a scattering potential, manifests itself in these thought experiments and, therefore, is also tre-
ated in detail in this work. Finally, some experiments with the purpose of detecting Hawking
radiation and superradiance in analogue models of gravity are analysed. In particular, an
experiment proposed by me, in collaboration with Silke Weinfurtner, whose aim is to investi-
gate the possibility of superradiance detection in laboratory, is discussed.
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Capitulo 1

Introducao

Em 24 de setembro de 1991, trés renomados fisicos, John Preskill, Kip Thorne e Stephen
Hawking resolveram tornar ptublicas suas idéias divergentes em relacao a existéncia de singula-
ridades nuas. Fizeram uma aposta, na qual Hawking afirmou que “quando qualquer campo
ou forma de matéria, que é incapaz de se tornar singular no espago-tempo plano, se
acopla a Relatividade Geral através das equagoes de Einstein classicas, o resultado
nunca pode ser uma singularidade nua”, enquanto Preskill e Thorne afirmaram que sin-
gularidades nuas sao objetos gravitacionais intrinsicamente quanticos, que podem existir sem
estarem envoltos pelo horizonte de eventos de um buraco negro [1].

Figura 1.1: Preskill, Thorne e Hawking: aposta sobre a existéncia de singularidades nuas. Retirado
da referéncia [1].

O objeto central dessa aposta, a singularidade, representa situacoes nas quais a Relati-
vidade Geral, e todas as outras teorias conhecidas, perdem seu poder de predigao. Desde



2 1 Introducdo

1939, com o trabalho de Oppenheimer e Snyder [5], é sabido que singularidades podem surgir
quando condicoes iniciais evoluem através das equacoes de Einstein. Generalizando resulta-
dos de Belinsky—Khalatnikov-Lifshitz [6], Hawking e Penrose demonstraram os teoremas de
singularidade [7,8], que garantem a formagao de algum tipo de singularidade em um processo
de colapso gravitacional se algumas hipdteses sao satisfeitas (especificamente, a existéncia de
uma superficie aprisionada, a nao existéncia de curvas tipo-tempo fechadas, a condicao de
nao-negatividade da energia e alguma hipdtese de generalidade). Contudo, esses teoremas de
Hawking e Penrose nada afirmam sobre a possibilidade dessas singularidades produzidas em um
colapso gravitacional serem observaveis. A singularidade de um buraco negro de Kerr-Newman
(a solucao mais geral possivel das equagoes de Einstein-Maxwell, de acordo com os teoremas
de unicidade [9]), por exemplo, estd sempre envolvida por um horizonte de eventos. Uma sin-
gularidade, quando nao envolta por um horizonte de eventos, é denominada singularidade nua.
A existéncia desse tipo de singularidade representa um grande problema a Relatividade Geral,
pois impede qualquer tipo de predicao sobre a evolucao do espaco-tempo.

A conjectura que afirma que singularidades produzidas em um colapso gravitacional estao
sempre envoltas pelo horizonte de eventos de um buraco negro é denominada Conjectura Fraca
da Censura Césmica. FEssa conjectura foi proposta, pela primeira vez, em 1969, por Roger
Penrose [10-12]. Desde entao, varios resultados tentando prové-la ou viold-la surgiram na
literatura [13-22]. Uma evidéncia em favor da Conjectura Fraca da Censura Césmica é o fato
de buracos negros serem estaveis sob perturbacoes lineares. Se a conjectura nao for verdadeira,
um colapso gravitacional poderia produzir, genericamente, uma singularidade nua. Nesse caso,
uma demonstracao de que buracos negros sao linearmente instaveis invalidaria a conjectura.
No entanto, esse nao é o caso. Vishveshwara, Price, Whiting, entre outros, demonstraram a
estabilidade linear de buracos negros [23-26].

Outra conjectura, denominada Conjectura Forte da Censura Césmica, foi proposta também
por Penrose [11,12]. Ela afirma que todos os espagos-tempo fisicamente aceitaveis sao glo-
balmente hiperbdlicos. Em outras palavras, além de uma possivel singularidade inicial, como
o big bang, nenhuma outra singularidade é visivel para nenhum observador. Para uma de-
finigao formal das duas formas da conjectura, recomenda-se a leitura da referéncia [8]. Ao longo
desse trabalho, quando escrevermos “Conjectura da Censura Césmica” (CCC), estaremos nos
referindo a versao fraca da conjectura.

Com relacao a aposta descrita no inicio do capitulo, no dia 05 de fevereiro de 1997, Stephen
Hawking acabou aceitando estar errado, tendo em vista um resultado obtido por Choptuik [27],
que mostrou ser possivel formar singularidades nuas sob condic¢oes iniciais nao-genéricas bas-
tante especificas. Nesse mesmo dia, uma nova aposta envolvendo singularidades foi feita. Ainda
acreditando na proibicao de singularidades nuas pelas leis da fisica classica, Stephen Hawking
desafiou John Preskill e Kip Thorne novamente. Estes, ainda acreditando que singularidades
nuas sao objetos intrinsicamente quanticos que possivelmente existem, aceitaram a aposta. No
texto descrevendo o acordo, Hawking afirmava que “quando qualquer campo ou forma
de matéria, que é incapaz de se tornar singular no espago-tempo plano, se acopla
a Relatividade Geral através das equagoes de Einstein classicas, entao a evolucao
dinamica a partir de condigOes iniciais genéricas (i.e. a partir de um conjunto
aberto de dados iniciais) nunca pode produzir uma singularidade nua” [1]. A questao
da existéncia de singularidades nuas ainda é uma questao nao resolvida. A Conjectura da Cen-



sura Cosmica continua sendo um dos principais problemas em aberto da Relatividade Geral.

Essa tese é baseada em cinco artigos diferentes. As rapid communications, “Can quantum
mechanics fool the cosmic censor?” (Phys. Rev. D 79, 101502(R) (2009)) e “Overspin-
ning a nearly extreme black hole and the weak cosmic censorship conjecture” (Phys.
Rev. D 78, 081503(R) (2008)), tratam, respectivamente, de experimentos imaginérios que bus-
cam violar a CCC através do tunelamento quantico de particulas sem carga, ver se¢ao (4.2). Ja
o artigo a ser publicado, “Challenging the weak cosmic censorship conjecture” (28], cal-
cula os coeficientes de transmissao e reflexao para particulas carregadas na métrica de Reissner-
Nordstrom, ver se¢ao (3.6), e analisa a possibilidade de se utilizar essas particulas para violar
a CCC, ver secao (4.3). O artigo “Generalized superradiant scattering” (Phys. Rev. D
80, 124016 (2009)), por sua vez, examina as condigoes suficientes para que o fenémeno da su-
perradiancia ocorra, ver capitulo 6. A possibilidade de detectar superradiancia em laboratorio
é investigada no artigo “Experimental superradiant scattering” [4], ainda a ser publicado
e baseado em um experimento realizado no ICTP, ver secao (6.5). Experimentos que visam
detectar a radiagdo Hawking em modelos analogos sao discutidos na sec¢ao (5.6).



Capitulo 2

Perturbacoes na métrica de Kerr:
equacoes de Teukolsky

As equagoes de Teukolsky sao equacgoes desacopladas e separaveis que descrevem perturbagoes
escalares, de neutrinos, eletromagnéticas ou gravitacionais na métrica de Kerr. Foram desco-
bertas por Teukolsky em 1973 [29,30], utilizando o formalismo de Newman-Penrose (NP). Na
verdade, o formalismo de NP ja havia sido utilizado anteriormente por Price [25] e por Bardeen
e Press [31] para estudar perturbagoes na métrica de Schwarzschild. Motivado pelo fato de tanto
a métrica de Schwarzschild quanto a de Kerr serem Petrov tipo-D, Teukolsky suspeitou que era
possivel obter equacoes desacopladas também para a métrica de Kerr usando o formalismo de
NP. Nesse capitulo, repetiremos os passos utilizados por Teukolsky para obter as equacoes que
levam o seu nome. Primeiramente, calculamos os coeficientes de spin para a métrica de Kerr
através da tétrade de Kinnersley. A equacao de Klein—Gordon ¢é entao separada, originando uma
equacao diferencial radial e outra angular. As equacgoes de Dirac, por sua vez, sao separadas
utilizando-se o formalismo desenvolvido no apéndice B. Como resultado, tem-se duas equagoes
radiais diferenciais e duas equagoes angulares. Ja as equacoes de Maxwell, através do apéndice
A, sao também reduzidas a um par de equagoes radiais e um par de equagoes angulares. Por
ultimo, a andlise de ondas gravitacionais na métrica de Kerr é feita. Os escalares de Weyl e os
coeficientes de spin sao separados em dois grupos: as quantidades inicialmente nulas e as ini-
cialmente nao-nulas. Essas grandezas sao entao perturbadas linearmente. Depois de um longo
processo de separacao de variaveis, obtem-se um par de equacoes radiais e um par de equagoes
angulares.

O préximo passo é reescrever as equacoes de onda para as diferentes possibilidades de spin
como uma Unica equacao radial e uma unica equacao angular. Essas equagoes, denominadas
equacoes de Teukolsky, sao entao utilizadas para estudar o problema de espalhamento de uma
onda incidente em um buraco negro de Kerr. Mais especificamente, a equacao radial de Teu-
kolsky ¢ resolvida assintoticamente longe e nas proximidades do horizonte de eventos do buraco
negro. Impondo a condicao de contorno de que nenhum sinal pode se propagar de dentro para
fora de um buraco negro, calcula-se, no limite de baixas energias, coeficientes de reflexao e de
transmissao (correspondentes, repectivamente, a razao entre o fluxo de energia refletida e o
fluxo de energia incidente e a razao entre o fluxo de energia transmitida e o fluxo de energia
incidente no buraco negro).



2.1 Espaco-tempo de Kerr 5)

2.1 Espaco-tempo de Kerr

O espago-tempo de Kerr é uma solucao estaciondria, axissimétrica e assintoticamente plana das
equagoes de Einstein [8]. A métrica desse espago-tempo, nas coordenadas de Boyer—Lindquist,
¢ dada por,

1 2M
ds® = —dt* + p* (Zdr2 + d62) + (r* + a*) sin® 0d¢? + _27“ (asin®fdp — dt)2 : (2.1)
p
onde
p’=r*+a’cos’d e A=r>—2Mr+ad’. (2.2)

No caso M < a, essa métrica representa uma singularidade nua. Ja para o caso M > a, essa
métrica corresponde a um buraco negro em rotacao, com massa M e momento angular J = aM.
As raizes da funcao A, dadas por,

ry =M+ VM?—a? e r-=M—+vVM?—a?, (2.3)
indicam, respectivamente, as localizacoes do horizonte de eventos e do horizonte de Cauchy do
buraco negro.

Para analisar a propagacao de ondas na métrica de Kerr, é conveniente descrever o espago-
tempo usando o formalismo de NP. A classe de geodésicas nulas dada pelos vetores tangentes,
dt  r*+a? dr g

do a
@ g, Y_4p ¥ _4p
dr A Todr Toodr 0 ¢ dr A

(2.4)

onde E é uma constante, motiva a definicao da seguinte base tétrade nula, denominada tétrade
de Kinnersley,

| —

I = N (r* +a* +A,0,a), (2.5)
- 1
nt = 2_p2 (7"2 +a?, —A,0, a) , (2.6)
- 1
m' = (iasin®,0,1,icscf), (2.7)

V2
onde p = r+iacosf e p* = r—iacosf. A barra em p é utilizada para diferenciar essa quantidade
do coeficiente de spin p que, quando necessario, serd denotado por p. Para que as condigoes de
normalizacao do formalismo de NP sejam satisfeitas, i.e,1-n=1em-m = —1, os vetores n e

m, ao contrario de 1, ndo sdo parametrizados afinamente. A forma covariante da base tétrade
¢ facilmente calculada,

1
l; = X (A, —p*, 0, —aAsin®§) (2.8)
1
n; = o (A, 49,0, —aAsin®§) (2.9)
1
m; = ——= (iasin 6,0, —p?, —i(r* + a*)sin6) . (2.10)
pV2 ( )



6 2 Perturbagoes na métrica de Kerr: equagoes de Teukolsky

Os coeficientes de spin para a métrica de Kerr podem, agora, ser calculados a partir dos vetores
da base. O resultado obtido é [29],

k=0c=A=v=¢e=0, (2.11)
1 cot 6 tasin @ iasinf
p“:___*’ ﬁ:—7 , T=—re, T=—— (212)
p p2V/2 (722 pPV2
A r—M
- = =7 — 3% 2.13
h= g 1+ o AT 8 (2.13)

Devido ao fato da métrica de Kerr ser estacionaria e axissimétrica, é natural se esperar que
uma perturbacao qualquer do background seja composta por uma superposicao linear de ondas
de diferentes frequéncias w e diferentes periodos (2rm, m = 0,41, 42, ...) em ¢. Dessa forma,
espera-se que o comportamento temporal e azimutal dessas ondas seja dado por,

e—iwt—i—imd)‘ (214>

Os vetores da base tétrade, ver equagoes (2.5)-(2.7), quando vistos como vetores tangen-
tes aplicados a funcoes com dependéncia temporal e azimutal dada pela expressao acima, se
comportam como os seguintes operadores diferenciais [29],

A
1=D=Dy,, n=A= _2_p293, (2.15)
med——rl mes——L_r (2.16)
= = 5 = f— 0’ .
V2" P2
onde
1K r—M 1K r—M
-0 — — T — el 1
D, = 0, A+2n N D! 8T+A+2n A (2.17)
L, =0y)+ X +ncotd, ELz@g—X—i—ncotQ, (2.18)
e
K=(*+ad)w—am, X =—awsinf+mecsch. (2.19)

Claramente, as expressoes acima para os operadores diferenciais s6 sao validas quando as
fungbes em questao possuem a forma (2.14). No caso das fungoes serem independentes de t e de
¢, os operadores D e L se tornam simplesmente 0, e 0y, respectivamente. Usando o teorema de
Goldberg-Sachs, ver segdo (A.8), o fato dos coeficientes de spin k, o, A e v serem nulos implica
que o espaco-tempo de Kerr é Petrov tipo-D. Consequentemente, todos os escalares de Weyl,
com excecao de Wy, sao nulos.

2.2 Ondas escalares no espaco-tempo de Kerr

A propagacao de ondas escalares, neutras e sem massa na métrica de Kerr é descrita pela
equacao de Klein—-Gordon,

1 0

© _
VIV = = o

(\/—_gg“”%) = 0. (2.20)
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Utilizando as coordenadas de Boyer-Lindquist e separando as varidveis através de,

¥ = Ry(r)Sp(h)e™e ™t (2.21)
obtemos um par de equacoes,
1 d dSy 5 5 9 m?

0— 0 — A = 2.22
a0 (sm de)—l—(aw cos i So =0, (2.22)

d dRy 9/ 2 9\2 2.2 2 2 _
Ad Ad— —I—[w (r* + a®)” — 4aMrmw + a*m* — A (a’w +)\)}RO—O, (2.23)

r r

onde A é uma constante de separacao.

2.3 Ondas de neutrinos no espaco-tempo de Kerr

Substituindo os coeficientes de spin, equagdes (2.11)-(2.13), e as derivadas direcionais, equagoes
(2.15) e (2.16), nas equagoes de Dirac no formalismo de NP, equacoes (B.53)-(B.56), obtemos
as seguintes equacoes,

1
DO + _—) Fl + ——L F2 iu*Gla (224)
( p* p \/_
A 1 tasinf
—DlE—— (L} F = —ipG 2.25
2p222p2(52+ p*)l i11.Ga, (2.25)
1
D() + —) GQ — —E G1 iM*FQ, (226)
( p pV2
A 1 za sin @
t .
onde F} = P, F, = P', Gy = QV, Gy = —Q" e assumimos que essas funcoes de onda possuem
a dependenma usual e ’“t“m‘z’. Fazendo,
H=pF, fi=F, g=G, g =/pG, (2.28)

as equagoes de Dirac acima assumem a seguinte forma,

Dofi + 2~ 1L, 1fa= + (ipsr + apiy cos ) g, (2.29)
ADTl fo— 22£T1 f1 = =2 (ipr + apiy cos 0) go, (2.30)
Dogs — 2~ 2£T Y91 = + (ipr — api, cos ) fo, (2.31)
AD%gl 423 E%gg —2 (ip41 — ajiy cos ) fi (2.32)
Essas equacoes sao separaveis através das substituicoes,
Fi1,0) = By()S_4(0),  £o(r,0) = Ry (1)S,(0), (233
0(n0) = Ry (S (0),  92(r.0) = B_, (1)1 (6) (2.34)
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O resultado obtido, apés trocar v/24, por m, e \/§R_% por R_1, ¢ [29],

APDoR_y = (A +imer) A2 R, 1, (2.35)
ASDIAR R,y = (A —imer) Ry, (2.36)
E%S+%:—(/\—amecos€)5 1 (2.37)
ET% S_1 =4 (A+amecost) S, 1, (2.38)

onde A ¢ uma constante de separacao. Eliminando A2 R +1 das equagoes (2.35) e (2.36), obtem-
se uma equagao envolvendo R_1 apenas,

»

meA

[ADU)O — = 0. (2.39)

ol

Dy — (A% + m?r?) | R
A+ imer 0 ( )}
A funcgao A2R 1 satisfaz a equagao complexo conjugada da equacao acima. Aplicando pro-
cedimento analogo as equacoes angulares, é possivel encontrar uma equacao envolvendo S_ 1
apenas,

am, sin 0

[L‘ £T ET + (A% — a®m? cos® 9)} S_1=0, (2.40)

A+ am, cosb
sendo que S 1 obedece a equacao adjunta desta, obtida substituindo # por m — 6. A constante

de separagao A é determinada pelas condigoes de contorno que exigem que S_1 (e, consequen-
2
temente, S, 1) seja regular em § =0 e em 0 = 7.
2

O parametro m, nas equagoes (2.35)-(2.38) pode ser interpretado como a massa da particula.
Dessa forma, para encontrar as equacoes que descrevem o comportamento de neutrinos na
métrica de Kerr, basta tomar m, = 0 nas equagoes (2.39) e (2.40). Além disso, fazendo
AR,y =P.ieR_

1 = P_1, obtemos os seguintes pares de equagoes,
2 2

»

Aipgﬂ% =AP_i,  ADPy = AP, (2.41)
e7
_ T _
£%S+%— AS_1, E%S_%——l-)\s_,_%, (2.42)
Desacoplando as equagoes acima, obtemos [29],
(AD%DJ) - )\2> P, =0, (ADQDO . >\2> P =0, (2.43)
2
¢,
T — )2 T — )2
L’%E%SJF%— )\S+%, E%E%S%— )‘S—é' (2.44)
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2.4 Ondas eletromagnéticas no espaco-tempo de Kerr

Substituindo os coeficientes de spin e as derivadas direcionais apropriadas a métrica de Kerr
nas equacoes de Maxwell do formalismo de NP, equacao (A.91), obtemos as seguintes equacoes,

(s (me Do
p*i/ﬁ Lo+ Qmsme) ¢ = (D0+ )@, (2.46)
L Y I L
O e

Através da substituicdo @y = ¢, P1 = ¢15"V2, e By = 20 (,6*)2, as equagoes acima adquirem
uma forma mais simétrica,
tasin 0 1

)
( msm9> . ( pi) By, (2.50)
. )

(U wsm(’) A(D+ ®,, (2.51)

(cg msme) O = —A <DT - _i) . (2.52)
p* p

E possivel eliminar ®; das equacoes (2.49) e (2.52) e obter uma equacao desacoplada para .
Também é possivel eliminar ®; das equagoes (2.50) e (2.51) e obter uma equacao desacoplada
para ®5. Dessa maneira, obtem-se, depois de alguma simplificacao, as seguintes equagoes [29],

o), (2.49)

[AD@I 4 LIL + 2iw (5 +da cose)] By = 0, (2.53)
[ADng + Lol — 2w (r + ia cose)] Oy = 0. (2.54)
Por meio das substituicoes
by = Ri1(r)S41(0) e Oy =R _1(r)S_1(0), (2.55)
obtém-se dois pares de equacoes separadas,
(ADIDI + 2m) Rii = ARy, (2.56)
(ﬁgﬁl — 2aw cos 0) Si1 = —AS.1, (2.57)
e,
(Apgpo - 2m> R, = AR_,, (2.58)

(ﬁoﬁi + 2aw cos 9) Sy =—-AS_1, (2.59)
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onde A é uma constante de separagdo. A equagao (2.56) pode ser reescrita da seguinte forma,
(ADyD} + 2iwr)AR,, = AAR. (2.60)

Comparando-a com a equagao (2.58), conclui-se que as fungdes R_; e AR, satisfazem equagoes
complexo conjugadas. A partir das equagoes (2.57) e (2.59), também é possivel mostrar que as
equagoes satisfeitas por S, e S_; podem ser obtidas uma a partir da outra substituindo-se ¢
por ™ — 6.

O fato de termos equacoes separadas para @y e ®5 nao resolve completamente o problema da
propagagao de ondas eletromagnéticas no espago-tempo de Kerr. Ainda é necessario determinar
a normalizacao relativa entre ®y e ®5, bem como a solugao ®;. Utilizando as equagdes (2.55),
e escolhendo Sy e S_; de forma que ambas sejam normalizadas em 1, i.e.,

/ S2 | sin 0do :/ S sin0df = 1, (2.61)
0 0

a indeterminacao em @, e ®, é transferida para a normalizagao relativa entre R_; e R,;. Essa
normalizacao relativa pode ser obtida através das identidades de Teukolsky-Starobinski. De
acordo com essas identidades, é possivel escrever

ADyDyR_1 = C; AR, (2.62)
ADIDIAR,, = CIR_,, (2.63)
LoL1S41 = DiS_y, (2.64)
LictS | = DyS.y, (2.65)

onde C; e Dy sdo constantes, denominadas constantes de Starobinski [29,32], que satisfazem,

|C1|2 = D? =X — 4% onde o=a®— am. (2.66)
w
Denotando ARy e R_; por P,; e P_y, respectivamente, podemos escrever as equagoes (2.62)

e (2.63) como,

AD()D()P,l = CIPJrla (267)

ADIDIP., =CiP_,. (2.68)
Utilizando a relagao,

L()El@o = D0D0¢27 (269)

entre &y e ®,, pode-se mostrar que C; é real e que podemos escrever os escalares de Maxwell,
¢0 € ng, como,

1
——P 5 1. (2.70)
2(p*)?
Depois de um pouco de manipulacao algébrica, é possivel calcular também o escalar de Maxwell
restante, ¢; [29],

Ao = Py1511, e ¢ =

o= \/52 [<g+1£15+1 - 9—1515—1> —ia <f—1DoP—1 - f+1D§)P+1>] ) (2-71)

A(p*)
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onde as fungoes fi; e g+1 sao dadas por,

1
fn=g [(cose)ﬁis_l + (sinf)S_, |, (2.72)
1
fo1= c [(cos0) L1541 + (sinf)S4], (2.73)
1
g+1 = C_l (TD()P_l — P_l) s (274)
1
g-1= C_1 ( D(J5P+1 - P+1> . (2.75)

2.5 Ondas gravitacionais no espaco-tempo de Kerr

Conforme visto anteriormente, utilizando a base tétrade dada pelas equagoes (2.5)-(2.7), temos
que os escalares de Weyl, Uy, Wy, U3 e Uy, e os coeficientes de spin, k, o, A\, v e €, sao todos
nulos na métrica de Kerr. Quando a métrica de Kerr é perturbada gravitacionalmente, as
quantidades que antes se anulavam no estado estacionério, assumem valores de primeira ordem
na teoria de perturbacgoes lineares. As quantidades que nao eram nulas, sofrem, da mesma
forma, perturbagoes de primeira ordem. O problema da propagacgao de ondas gravitacionais na
métrica de Kerr se divide naturalmente em duas partes. A primeira consiste em determinar as
perturbagoes das quantidades inicialmente nulas, denotadas por,

W, Uy, Uy, Uy, k, 0, \, 1. (2.76)

A segunda parte, por sua vez, envolve as perturbagoes das quantidades inicialmente nao-nulas,
dadas por
\pgl)’ 5(1)77-(1)’ M(l),ﬂ'(l), a(l),ﬂ(l),v(l), 6(1)7 1(1)’ n(l), m(l), m® (2.77)

O indice (Y, que indica as perturbacoes de primeira ordem, é desnecessario para as quantidades
(2.76) inicialmente nulas. Entre as equagoes de NP, existem seis que sao lineares nas quantidades
que se anulam no background, i.e., Wy, Wy, U3, Uy, Kk, 0, A e v. Quatro dessas equagoes sao
identidades de Bianchi e duas sao identidades de Ricci. Elas podem ser separadas em dois
grupos de trés equagoes, um para Wy, Wy, Kk e o, e outro para W3, WUy, X\ e v. Esses grupos
de equagoes sao totalmente desacoplados e ja estao linearizados, i.e., os valores nao-nulos do
background podem ser substituidos por seus valores nao perturbados. As equagoes em questao
sao [29],

(0" — 4o+ ) Uy — (D — 2¢ — 4p) Uy = 3k, (2.78)
(A — 4y + p) Uy — (6 — 47 — 2B) Ty = 30D, (2.79)
(D—p—p"—=3c+€)o—(0—T7+7" —a" —30)k = Uy, (2.80)

€

(A4+p+p " +3y =)A= (0" +3a+ " +7 -7 v =—-V,. (2.83)
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Assume-se, novamente, que as pertubagoes possuem dependéncia temporal e azimutal da forma,
e—zwt—i—zm(b’ (284)

onde w é uma constante real e m é um inteiro. Os vetores da base tétrade, quando conside-
rados como vetores tangentes, se tornam os operadores diferenciais encontrados anteriormente,
equagoes (2.15) e (2.16). Fazendo as substituigoes,

/<;\/§ op

Dy =Ty, O =T7V2 k= oE T (2.85)
by = Uy(p")?, B3 = Vs (’\);%3, | = )\%*, n = u\’;—; (2.86)

as equagoes acima se reduzem para,
<£2 - 3ias*in9> By — (DO + pi) &, = —6ME, (2.87)
A (D; - ;) Dy + (ﬂl + 3ia;:n9> O, = +6Ms, (2.88)
(DO n ;) 5 — (ﬂ_l + 3iasjn9) k= +(p’3)2<1>0, (2.89)

(&

<D0 - ﬁi) O, — (/;1 v ?’wf’jne) Oy = +6M1, (2.90)
(ﬁg - ?’m;j“@> o+ A (Dll + pi) Oy = +6Mn, (2.91)
A (D; - ;) Oy + <LT1 + 3ia;jn0) O, = +6Ms. (2.92)

Aplicando o operador (L', + 3iasin8/5*) & equacio (2.87) e o operador (Dy + 3/5*) & equacio
(2.88) ¢ possivel eliminar ®;. Juntamente com a equacao (2.89), obtemos,

3ia sin 0 3ia sin 0 3 3 0
Kﬁ*l 4 22 ) (52 - e ) + (DO + —*> A <D; - —)} By = 6M —L—d). (2.93)
p p p p (7*)
Aplicando procedimento anélogo as equagoes (2.90)-(2.92), obtemos a seguinte equacao desa-
coplada,

Kg_l + 32“:“9) (z; - ?’mst) +A (Dil + —3*> <D0 - —3*)} D, =6M—L_ o,
p P P P (7*)
(2.04)

Apoés sucessivas simplificacoes, as equagodes acima podem ser reescritas, respectivamente, como

[Aplp; 4 L Ly + Giw(r + iacos 9),} Dy =0 (2.95)

[ADT_lDO + L1 L5 — 6iw(r + ia cos 9)] o, =0, (2.96)
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que sao separaveis através das substituicoes,

Dy = Ryo(r)S12(0) e Oy = R _5(r)S_2(0). (2.97)
Como resultado final da separagao de variaveis, obtem-se dois pares de equagoes,
(ADy D} + 6iwr)Ryy = AR, (2.98)
(L1, Ly — 6awcos0)S,y = —AS.s, (2.99)
€,
(AD! Dy — 6iwr)R_y = AR_,, (2.100)
(L_1 L + 6aw cos0)S_y = —AS_,, (2.101)

onde A é uma constante de separagdo. A equacao (2.98), pode ser reescrita como,
(AD_ D} + 6iwr) A’ R,y = AA*R ., (2.102)

de modo que R_, e A?R_, satisfazem a equacoes complexo conjugadas. Com respeito aos
coeficientes de spin k, o, A e v inicialmente nulos, podemos fixar alguns dos graus de liberdade
de gauge para obter seus valores perturbativos. Enquanto ¥, e WU, sao invariantes de gauge
numa teoria de perturbacoes lineares, W; e W3 nao sao. Desse modo, é possivel, através de
rotacoes infinitesimais da base tétrade, escolher um gauge no qual W, e W3 sao nulos. Nesse
gauge, encontram-se os valores de k, o, \ e v através das equagdes (2.87), (2.88), (2.90) e (2.91),

= —6%@*)23” (@ 32@{)81“9) S, (2.103)
_ GLM(P;)25+2A (DT . ;) Ris, (2.104)

A= GLMES (DO . ;) R, (2.105)

v = 64;%3 (g; 3mpsm€> S s, (2.106)

Como ainda nao especificamos as normalizagoes relativas entre &y = R 95,5 ¢ &4, = R 55 o,
ha uma ambiguidade nas solugoes de k e o em relacao as solugoes de A e v. Analogamente
ao caso das perturbagoes eletromagnéticas, para as perturbacoes gravitacionais também podem
ser demonstradas identidades importantes entre A’R,5 e R_5 e entre S5 e S_,, chamadas
identidades de Teukolsky-Starobinski. No caso em que S;5 e S_5 sao escolhidos de forma que
ambos sejam normalizadas em 1, i.e.,

/ ' 52, sin0df = / ’ S?,sin0df = 1, (2.107)
0 0
as identidades de Teukolsky-Starobinski sao dadas por,
A*DyDyDoyDoR_y = Co A’ R, (2.108)
A’DIDIDIDIA’R , = C}R_,, (2.109)
L A1 LoL1LS 9 = DoS o, (2.110)
L cictels y = DySho, (2.111)
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onde as constantes de Starobinski Cy e Dy sao [29,32],

Co> = A*(A +2)% — 8w’A [@*(BA + 6) — 12a°] + 144w (M + w’a?), (2.112)
D2 = |Gy — 144®M?, o =a® — 22, (2.113)
w

Quando a normalizacao relativa das fungoes R, o e R_5 obedece as equagoes (2.108) e (2.109),
escrevemos,

A*R,, =P, e Ro=P.,. (2.114)
Consequentemente, as solugoes Vg e ¥, devem ser,
1
AUy = Py,S Uy =—P 1S, 2.115
0 +20+2 e 4 4(7)1 202 ( )

O estudo perturbativo das quantidades inicialmente nao nulas no formalismo de NP ¢é bas-
tante complicado. E conveniente introduzir uma notacao mais simplificada para os vetores da
base tétrade. Fazendo, I' =1, 12 = n, 1> = m e 1* = m, podemos escrever as perturbacoes I'")
como I')) = Al Algumas propriedades da matriz A sdo diretamente obtidas a partir do fato
de 1" e 12 serem reais e 1? e 1* serem complexo conjugados: A}, A2, Al e A? sdo quantidades reais
e os pares de elementos cujos indices 3 e 4 estao trocados sao complexo conjugados. Fixando
os seis graus de liberdade ainda nao utilizados, é possivel escolher um gauge no qual \Pgl) =0
e Al = A3 = A3 = A} =0 [29].

Linearizando as relagoes de comutacio (A.27), i.e. [I),V] = C}1% obtem-se as seguintes
equagoes, ‘ , o . .
[ALF V] + 1) AJ1F) = O AE 1™ + i1, (2.116)

onde ¢ representa a perturbacao de C*. Utilizando as 24 equagoes acima, juntamente com as
4 identidades de Bianchi ainda nao utilizadas e as 4 identidades de Ricci ainda nao utilizadas, é
possivel determinar completamente a matriz A e os coeficientes de spin g, 70 @ 70 1)
B~ ) E possivel obter também as partes real e imaginaria da constante de Starobinski
C27

Co = Dy + 121w M, (2.117)

onde D, é dado pela expressao (2.113). O cdlculo de todas essas quantidades é extremamente
longo e complexo. Para maiores detalhes, consulte a referéncia [29], capitulo 9.

2.6 Equacoes de Teukolsky

E possivel reescrever as equagoes relevantes para as ondas de spin s = 0, equagao (2.23), s = 1/2,
equagao (2.43), s = 1, equagoes (2.58) e (2.60), e s = 2, equagoes (2.100) e (2.102), através de
um unico par de equagoes que dependem de s. Essa equagao geral é dada por [29],

| ADy 1D} + 2(2fs| = V)iwr| Pjy = APy, (2.118)

[ADI_\SPO —2(2[s| = 1)iw7’] P_jg = AP_j, (2.119)
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onde P_jy = R_js, Pyjsy = ATFIR, |, e A é uma constante de separagio que depende de |s|.
Essa par de equagoes pode ser reescrito como uma tinica equagao,

d dR, K? — 2is(r — M)K
AL (N“i> + < istr = MK |y — )\) R, =0, (2.120)

dr dr A

onde \ é uma constante de separacao diferente de A. A equagao acima, junto com a equagao
que determina a parte angular da funcao de onda, i.e.,

1 d (.  dS, 5 5 o m?
T <81n6’d—9) + (a w” cos” 0 y 2aws cos b

sin
2ms cos 6

— —3200t20+s+A) S, =0, (2.121)
sin® 6

onde A = A + a’w? — 2amw, constituem as chamadas equacoes de Teukolsky. As condicoes de
contorno para a equagao angular (2.121) exigem que suas solugoes sejam regulares em 6 = 0
e § = 7, o que constitui um problema de autovalores de Sturm-Liouville para a constante de
separagdo A = A} (aw). Para s, m e aw fixos, os autovalores sdo designados pelo indice ¢. E
possivel mostrar que as autofungoes ;5" sao completas e ortogonais no intervalo 0 < § < 7 para
cada m, s e aw. No caso escalar, i.e., s = 0, as autofuncoes sao as funcoes de onda esferoidais
Sy (—aw?, cosf) [33,34]. Quando aw = 0, as autofungoes sdo os esféricos harmonicos spin-
weighted ;Y,™ e os autovalores sdo dados por A = (£ — s)({ + s + 1) [35]. No caso geral, as
autofungoes sao denominadas harmonicos esferoidais spin-weighted [30].

2.7 Problema de reflexao e transmissao na métrica de
Kerr

Vamos considerar o problema de espalhamento de uma onda sem massa, de spin s = 0, %, 1 ou 2,
por um buraco negro de Kerr. O objetivo dessa segao ¢é calcular, no limite de baixas energias, os
coeficientes de reflexao e transmissao quando uma onda originada no infinito assintético incide
sobre um buraco negro de Kerr. Primeiramente, vamos analisar as condigoes de contorno da

equacao radial (2.120). Mudando a varidvel independente através da relagao,

dr, r?+a?

= 2.122
dr A ( )
e fazendo a transformacdo Y, = A2v/r2 + a2R,, a equacdo (2.120) se torna,
d*Y K? —2is(r — M)K + A(4irws — ) , dG
— — Y = 2.12
dr? + { (r?2 + a?)? G dr, } 0 (2.123)
onde G é dado por,
- M A
G Sr=M) r (2.124)

r2 + a? (r2 +a?)?
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E possivel encontrar uma solucao simples para essa equacao assintoticamente longe do buraco
negro e nas proximidades do horizonte de eventos. Quando r — co(r, — o0), a equagao (2.123)
se torna,

&2y 2i
© 4 (w2 + MS) Y ~0, (2.125)

2
dr? r

cujas solucoes sao, no infinito assintético, Y ~ r=%eF«  Por outro lado, perto do buraco negro,
i.e., no limite r — r(r. — —00), a equagdo radial (2.123) se reduz a,

2 2
% + (w - zsw%) Y ~0, (2.126)
onde W = w—mf e Q = a/(2Mry). As solugoes correspondentes sao dadas por Y ~ (r —
ry)F2et@m A condicdo de contorno da equacio (2.123) no horizonte de eventos é determinada
pelo fato de que as ondas podem apenas entrar no buraco negro (nenhum sinal pode se propagar
de dentro para fora do buraco negro). Exigindo que a velocidade de grupo radial de um pacote de
ondas, medida por um observador fisicamente bem-comportado, seja negativa (i.e., direcionada
de fora para dentro do buraco negro), conclui-se que a solugao préxima ao horizonte de eventos
é dada por Y ~ (r — r.)"2e7%". Mais precisamente, as velocidades de grupo e de fase dessa
solucao sao, respectivamente,

dw w w
Vgrupo = % =-1 [§ Vfase = 5 = —m (2127)

Note que a velocidade de grupo é sempre negativa, satisfazendo a condi¢ao de contorno explicada
anteriormente. No entanto, a velocidade de fase é positiva quando w < mf2, indicando que, para
um observador no infinito, energia é extraida do buraco negro. Sabendo as solugoes assintoticas,
¢é possivel escrever a funcao radial que descreve o problema de espalhamento da seguinte forma,

L it 2.128
T’—T_;,_)_?efmr* — Z;Sre i(w—is My )7“*7 e — —00 ’ ( )

Z;nrie—iwr* + Zgutr*—se—‘riwr*’ Ty — 0O
Y, =
{
onde os coeficientes Z™, Z°“ e Z podem ser relacionados, respectivamente, as normas inci-
dente, refletida e transmitida das ondas. Dada uma soluc¢ao qualquer Y; da equagao (2.123), é
possivel obter uma outra solugao Y*, simplesmente tomando o complexo conjugado e trocando
s por —s. A partir da identidade de Abel, conclui-se que o Wronskiano W entre duas solucgoes
da equagao (2.123) é constante e, portanto,

WY, Y2

= WY, YZ,]]

(2.129)

Ty =—00 re=00

Substituindo a solugao (2.128) na equagao acima, obtem-se a seguinte relagao,

(w - is%) ZU 7 = w (Zin g — 70 7w (2.130)
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Observe que os coeficientes Z, e Z_, nao sao independentes. A relagao entre eles pode ser
obtida a partir das equagoes (2.41), (2.67), (2.68), (2.108) e (2.109),

—2iwZ"™ = X2, (2.131)

2 2
2wz = N2, (2.132)

2 2

4Mr .
CZY = —4w* 2™, (2.134)
— 4w Z% = C, 2, (2.135)
Ci(ry —r_) 2 = —16i@M>r? (—id + 2€) 2™, (2.136)
CoZ'y = 16w 2™, (2.137)
16w 294 Cy 2, (2.138)
Co(ry —r_)?ZY, = 16(2Mr ) id (0% + 4€%) (—iw + 4e) 27, (2.139)
onde € é dado por,
e (2.140)
€ = . .
8MT+

Substituindo-se as relagoes acima na expressao do Wronskiano, equagao (2.130), obtemos a
relacao 1y + £ = 1, onde,

Zout ZZ“t 1 Ztr Zt_r * Zout Zgut
Ts| = ’_Zsinzins ’ t\s\ = a (w — 2286) —ZjnZ”f* =1 — ‘_Zsmzms (2141)
Em particular, para |s| = 0, %, 1,2, tem-se,
£ Y A
0 Z(Z]n ’ 0 w Z(Z]n )
(2.142)
Zout 2 2 Zout 2 Zout 2 Ztr 2
4w? | 441 A -1 ; Ve —r- |43 2Mr, (& + &) -1
T e - = = T = w €
PNz | |Zh |0 R 2Mry |Zh| W o zm |
2 2 2 2
(2.143)
16wt | 2242 2 |zou)? ol =) | 22 D (2Mr)2(@? 4 4€2) | 2 P
Yo |z | 16wt | zim | T T @My )? | Zin| T WP re—1_ Z
(2.144)
2568 | 22 PGP |2y )
2T G |2, 256w8 | Zin, |
(2.145)
P (o S 2D (M) (@ + 4€) (@ + 16¢%) | 2, |
27 O(@% + 4e) (2M 1 )t zm | W (ry —r_)? zm |

(2.146)
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Os coeficientes rj, e t, podem ser interpretados, respectivamente, como coeficientes de
reflexao e de transmissao. Essa interpretacao é obtida a partir do calculo do fluxo de energia
através do horizonte de eventos do buraco negro e do fluxo de energia no infinito assintdtico.
Os resultados assim obtidos sao [29,30, 36, 37],

PEg"  S§w? |Z"”t|2 *E" S§w? |z s d*EY S} ww| e
dtdQ 27 2 dtdQ  27x 2 70N dtdQ 2w 2
(2.147)
B 2 2 o 4w’ 2 ¢|?
2 __ ou _ ou
g~ (St+ sy |22 =5 (st 52y 2yl
(2.148)
dQEm 2 2 m |2 4w’ 0 2
dae =@ (51 + 8 [7n] = Y (82, +52,) ’Z 4
(2.149)
dQEtlr 9 2
2 2 2 \/7"+_7"—‘ tr |7 _ (2 2) 8Mr ~2 2 ’ tr
dtdS) =w (87 +5) onrr, 2] =9 (S T8 a == T )20
(2.150)
2Eout SZ 82 4 4
d“EY _ P Zg@it2:;1i2‘zfﬁt27
dtds? 2 2 C;
(2.151)
d*Ein Sil 1 Sil 16wt . 2
= m 2.152
dtdQ 2w 4 27rC12‘_1’ ( )
d2E{T — S-2|-1 i Ty —T- ‘ tr |2 — S+1 4WW(2MT+)2 (@2 2) ‘ZtT 2 (2 153)
dtdQ 27 40 (2Mry)? 2 Ci(ry —1_) ! '
d2E§Ut _ 532 1 ’ out 2 — S &’U } out 2 (2154>
dtds) 21 2w? 2 |Cy? ’
dzEén S_2|_2 1 . 2 5_2'_2 128W
_ i |4 42 zm 2.155
dtdQ 21 32uw? g 21 |Cyl? Z5] ( )
dgEér — 8-21-2 (.U(r+ - 7’,)2 lztr 2 (2 156)
dtdQ 21 320(0% + 4€2)(2Mr )4 T2 ‘
52 ~ (2 4 2\ (/2 1 2 2IM 4
_ St 8w (w® + 4€*)(w* + 16¢%)(2Mr,) ‘Z?E‘Q' (2.157)

on G2 (rs — )2

Observe que, para perturbacoes escalares, eletromagnéticas e gravitacionais, quando w < 0,
ie.,
w < mfl, (2.158)

o coeficiente de transmissao é negativo e, consequentemente o coeficiente de reflexao é maior
que 1. Esse fenomeno, denominado superradiancia, sera tratado detalhadamente no capitulo 6.
Note que, para férmions, esse fendomeno nao se manifesta, i.e., o coeficiente de reflexdao é sempre
menor ou igual a um.
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2.8 Calculo dos coeficientes de reflexao e de transmissao

A equagao (2.120), que descreve o espalhamento de uma onda por um buraco negro de Kerr,
pode ser reescrita como uma equacao de Heun [38-40], i.e., uma equacdo diferencial linear
ordinaria de segunda ordem que possui 4 pontos singulares regulares. Como nao se conhece
a relacao entre as solugoes em torno de diferentes pontos singulares da equacao de Heun, é
impossivel calcular os coeficientes de transmissao e reflexao analiticamente para o caso geral
de espalhamento. No entanto, no limite de baixas energias (Mw < 1 e, consequentemente,
aw < 1), a equacao de Heun se reduz a equagao hipergeométrica e o problema se torna soluvel.
Fazendo as transformagoes,

r—ry - ri+a

T = , Q=
Ty —T_ re—r_

(mQ —w), e k=w(ry—r_), (2.159)

a equacao (2.120), no limite Mw < 1, pode ser reescrita como,

2

o (s+ 1z(z+1)(2z + 1)d—R + [KPz* + 2iska®
T

dx
(a4 1) +isQ(r+1) + Q| R~ 0, (2.160)

2 (x + 1)

Nesse limite de baixas energias, temos k < 1 e A = ({ —s)({ + s+ 1). Quando kz < £+ 1,
os dois primeiros termos dentro dos colchetes sao despreziveis e a equacao resultante pode ser
escrita em termos da equacgao hipergeométrica. A solugao que satisfaz a condi¢dao de contorno
correta no horizonte de eventos, compativel com a equagao (2.128), é dada por,

R =29z + 1) %, F, (—E — s, 0—s+1;:1—s+2i0; —3:) : (2.161)

Tomando o limite z < 1 na equagao acima e comparando com a equagao (2.128), obtemos o
valor do coeficiente Z!"

2" = \/2Mry (ry —r_)7 9. (2.162)

Por outro lado, para x > |Q| + 1, podemos trocar x + 1 por = e ignorar os dois tultimos
termos dentro dos colchetes. O resultado obtido é uma equagao hipergeométrica confluente,
cuja solucao geral é,

R = Cre * 3= Fy (0 — s 4 1;20 + 2; 2ikx) + Che "™ 571 Fy (=0 — s; —20; 2ikz) , (2.163)

onde (' e (5 sao constantes. Para evitar solugoes logaritmicas e facilitar o processo de com-
binacao das diferentes solucoes, assume-se que 2¢ é quase, mas nao exatamente, inteiro. No
intervalo de overlap |Q| + 1 < = < (¢ + 1)/k, podemos combinar as solucdes acima para
determinar C4 e Cs,

c, — (20 4+ 1)T(1 — s + QZQ) - (=20 —1)I(1 —s +‘23'Q). (2.164)
'l —s+ DI+ 1+ 2iQ) I'(—0—s)I'(—0+ 2iQ)
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Tomando o limite kx > 1 das fungdes confluentes, é possivel reescrever a equacao (2.163) na
forma da equacao (2.128), com

Zi T+ DDER+ 2T — s + 2iQ) iyt (2.165)
ry—71— T(l—s+ 1D +s+ 1D+ 1+ 20) |
(=200 (=20 — DT(1 — s 4 2iQ) (—2ik) "+ (2.166)
D(~ — s)D(~ 4+ )D(—C +2iQ) | |
_Zgut - PEEF DT =5 +20Q) oy —t-s1 (2.167)
(ry —7_) I2(0 — s+ DT+ 1+ 2iQ)
D(—20)0(=2¢ — )I(L — 5 + 2iQ) (—2ik)**. (2.168)

[2(— — s)I'(—0 + 2iQ)

Substituindo os coeficientes Z nas relagoes (2.141) que determinam os coeficientes de reflexao e
transmissao, obtem-se depois de alguma manipulacao algébrica, as seguintes expressoes validas
em primeira ordem em w [41],

para 2s par, e

1

0= )0+ )] 12 5\’ et s
= [((%)!()215:1)!)!} 11 ”(ff? %> (rp —r P (2170)

para 2s impar.



Capitulo 3

Perturbacoes carregadas na métrica de
Reissner—Nordstrom

Equagoes andlogas as equacoes de Teukolsky para particulas neutras na métrica de Kerr podem
ser obtidas para particulas carregadas na métrica de Reissner—Nordstrom. Nesse capitulo, a
partir das equacoes de Klein—Gordon e de Dirac, obteremos as equagoes de onda que governam
o processo de espalhamento de particulas carregadas, de spin-0 e spin-1/2, em um buraco negro
carregado.

O primeiro passo é determinar os coeficientes de spin na métrica de Reissner—Nordstrom
utilizando o formalismo de NP. A inclusao da interacao eletromagnética entre a particula e o
buraco negro ¢ feita através do acoplamento minimo, que modifica a derivada covariante usual.
Dessa forma, a partir da equacao de Klein—Gordon, obtemos uma equagao diferencial radial
e uma equacao diferencial angular que governam a propagacao de perturbagoes escalares. Ja
o estudo da propagagao de ondas de spin 1/2 é feito através do formalismo desenvolvido no
apéndice B. A equacao de Dirac, depois de uma separacao de variaveis, se reduz a um par de
equacoes radiais e um par de equacoes angulares. Da mesma maneira que no caso das equagoes
de Teukolsky, nesse caso, as equagoes para os diferentes valores de spin analisados, podem ser
reduzidas a uma unica equacao radial e uma tinica equacao angular. Utilizando essas equagoes,
o problema de espalhamento de uma onda carregada incidente em um buraco negro de Reissner—
Nordstrom é analisado. A equagao radial de Teukolsky é resolvida assintoticamente longe e nas
proximidades do horizonte de eventos do buraco negro. Impondo a condicao de contorno de que
nenhum sinal pode se propagar de dentro para fora de um buraco negro, calcula-se, no limite
de baixas energias, coeficientes de reflexdo e de transmissao (correspondentes, repectivamente,
a razao entre o fluxo de energia refletida e o fluxo de energia incidente e a razao entre o fluxo
de energia transmitida e o fluxo de energia incidente no buraco negro) [28].

3.1 Espaco-tempo de Reissner—Nordstrom

O espaco-tempo de Reissner—Nordstrom é uma solugao estacionaria, esfericamente simétrica e
assintoticamente plana das equacgoes acopladas de Maxwell-Einstein. A métrica desse espaco-

21
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tempo ¢é dada por

A r?
2 2 2 2
onde
A =7r?—2Mr + Q. (3.2)

No caso M < (@), essa métrica representa uma singularidade nua. J& para o caso M > @,
essa métrica corresponde a um buraco negro carregado, com massa M e carga (). As raizes da
funcao A, dadas por,

ry =M+ \/M?—Q? e r_=M-—+\/M?—Q? (3.3)

indicam, respectivamente, as localizagoes do horizonte de eventos e do horizonte de Cauchy
do buraco negro. Para analisar a propagacao de ondas na métrica de Reissner—-Nordstrom, é
conveniente descrever o espaco-tempo usando o formalismo de NP. A classe de geodésicas nulas
dada pelos vetores tangentes,

dt  r? dr dg  do
o — —+4FE —=L2=0 3.4
dr A7 dr © @ dr ’ (34)
onde F é uma constante, motiva a definicao da seguinte base tétrade nula,
|
I'=—(r*,+A,0,0), (3.5)
A
i Ly
n'=53 (r*,—A,0,0) , (3.6)
, 1
m' = ——=(0,0,1,icsch), (3.7)
rvV2
de modo que as condigoes de normalizagao do formalismo de NP, i.e;1 - n=1em -m = —1,

sao satisfeitas. A forma covariante da base tétrade é facilmente calculada,

z -
= (1’_Z’0’O> , (3.8)

n; = 2—; (A,72%,0,0), (3.9)
m; = % (0,0, —r%, —ir’*sinf) . (3.10)

Utilizando essa base tétrade, é possivel calcular os coeficientes de spin,

k=0c=A=v=e=n1=17=0, (3.11)
1 cotd A r—M

p=-0 B:—a:m T k=5 Y=kt 5

(3.12)

O fato de k, o, A e v serem nulos, confirma o carater Petrov tipo-D da métrica de Reissner—
Nordstrom. Consequentemente, Uy é o tinico escalar de Weyl nao nulo.

Assim como no caso da métrica de Kerr, devido ao fato da métrica de Reissner—Nordstrom
ser estaciondria e esfericamente simétrica, é natural se esperar que uma perturbacao qualquer
do background possa ser escrita como,

6—iwt+i’m¢’ (313)
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onde w indica a freqiiéncia da onda e m € Z é o nimero azimutal. Os vetores da base tétrade,
ver equagao (3.5), quando vistos como vetores tangentes aplicados a fungdes com dependéncia
temporal e azimutal dada pela expressao acima, se comportam como os seguintes operadores
diferenciais,

A
1=D=D;, n=A= _ﬁpg, (3.14)
1 1
m=0=——L m=6=—"—"L, 3.15
rv2 0 7“\/§ 0 ( )
onde
irlw r—M irlw r—M
— 0, — P
D, =0, A +2n N D) =0, + A +2n N (3.16)
L, = 0y +mecscl + ncot, Eilzag—mcscﬁ+ncot0. (3.17)

As expressoes acima para os operadores diferenciais so sao validas quando as fungoes em questao
possuem a forma (3.13). No caso das fungoes serem independentes de ¢ e de ¢, os operadores
D e L se tornam simplesmente 0, e 0y, respectivamente.

3.2 Ondas escalares no espaco-tempo de Reissner—Nordstrom

A propagagao de uma onda escalar carregada e sem massa na métrica de Reissner—Nordstrom
é descrita pela equagao de Klein-Gordon [42],

(V,+iqA,) (VF 4+ igA*) ¢ = 0, (3.18)
onde ¢ ¢ a carga elétrica e A, dado por,
Q
A# = _? (1707070)7 (319)

¢ o potencial vetor eletromagnético. Observe que o operador derivada covariante usual V,, foi
substituido por V, +1igA, para incluir o acoplamento minimo entre o potencial vetor e a carga
da onda. Utilizando o ansatz,

Y = e ™2 S (0) Ry (r), (3.20)
é possivel separar a equacao de Klein—-Gordon. As equagoes assim obtidas sao,
d dRy (r2w — qQr)
— A— —_— = 21
£ (45 o (9 ) e .
’ 1 d ds 2
m
—— (sing==2 A————|Ry=0 3.22
Sin 6 do (Sm d ) i ( sm29) 0= (3:22)

onde A é uma constante de separacao. Exigindo que a funcao angular seja regular em 6 = 0 e
em 0 = 7, a equagao (3.22) se torna um problema de autovalores e autofungoes, cujas solugoes
sao os polinomios de Legendre P;"(cosf), com autovalores correspondentes A = ¢({+1) (¢ € N
e =0 <m</).
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3.3 Ondas de spin 1/2 no espago-tempo de Reissner—
Nordstrom

Da mesma maneira que no caso escalar, para incluir o acoplamento minimo entre o potencial
vetor e a carga da onda, temos que substituir o operador derivada covariante usual V, por
V, +igA,, onde o potencial vetor A, é dado pela equacao (3.19). Assim sendo, a equagao de
Dirac, na forma das equagoes (B.51) e (B.52), deve ser substituida por,

JiAB/ (Vz + Zqu) PA + i/L*QCIECIB/ = 0, (323)
UiAB/ (Vz + ZqA,) QA + Z‘,u*pC,EC/B/ = 0. (324)

Consequentemente, as equagoes (B.53)-(B.56) devem ser substituidas por,

(D +e—p4iqliA;)P° + (6" + 7 — o+ igm' A) P! = i, QY (3.25)
(A4 p— 7y +ign'A)P + (6 + B — 7+ igm' 4;) P° = —ip, Q¥ (3.26)
—(D+ € —p" +iqll4)QY — (6 4+ 7* — a* +igm'A)QY = ip, P, (3.27)
(A4 " — " +iqgn'A)QY + (6" + f* — 7 +iqm' A) QY = i, P°. (3.28)

Utilizando a base tétrade (3.5) e o potencial vetor (3.19), pode-se mostrar que o efeito do
acoplamento minimo no formalismo de NP é trocar D,, por D,, —iqQ% (e, consequentemente,
D! por DI + iqQ% ). Assim, fazendo a mesma transformacao que fizemos na métrica de Kerr,
ie.,
0) =rpP° = e %(T)S
hi (T7 ) =r \/§ 1

08 =Q" =R, (NS 1(0),  gu(n0) = Q" = —=—5,.(6),  (3.30)

(9) f2(r7 8) = Pl =

é possivel separar a equacao de Dirac. O resultado obtido é [43],

N: (Do _ ti%) R, =AARR, (3.31)

1 1 . L 1 .
A? <D0+quA> <A2R+%> = AR, (3.32)
E%S_% = —AS_%, (3.33)
LS 1= A8, (3.34)

onde A ¢ uma constante de separacao. Eliminando A2 R 11 das equagoes (3.31) e (3.32), obtem-
se uma equacao envolvendo R_% apenas,

[A (DTl + z‘qu) (DO _ z’qQ1> _ )\2} R, =0, (3.35)

A funcao AQR 1 satisfaz a equagao complexo conjugada da equacao acima. Aplicando pro-
cedimento analogo as equagoes angulares, é possivel encontrar uma equagao envolvendo S 1
apenas,

NJ

[,c%ﬂ% + Aﬂ S =0 (3.36)
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S, 1 obedece a equagao adjunta desta, obtida substituindo # por m—6. A constante de separacao

A é determinada pelas condicoes de contorno que exigem que S_
seja regular em # =0 e em 0 = 7.

1 (e, consequentemente, S, 1)
2 2

3.4 Generalizacao das equacoes de Teukolsky

As equagoes separadas em r e em 6, relevantes ao casos de spin s = 0 e s = 1/2, podem ser
escritas como uma unica equacao radial e uma tnica equagao angular, andlogas as equagoes
de Teukolsky, equagoes (2.120) e (2.121), para campos sem carga e sem massa na métrica de
Kerr [28],

d dR K? —2is(r — M)K
A7 — (A —= diswr — 2isqQ — = :
. ( - ) + ( A + diswr — 2isqQ A) R, =0, (3.37)
1 d ds m?  2mscosf
LU (PRPLET _ _ — 2 cot? 0 A) S, =0 3.38
sin 0 d <Sm d6)+( s?0  smeg 0 UreT > ’ (338)

onde A\ é uma constante de separacao diferente de A e K = wr? — ¢Qr. O fato das solucoes da
equacao angular acima serem regulares em 6 = 0 e § = 7, transforma a resolucao da equacao
diferencial em um problema de autovalores de Sturm-Liouville para a constante de separacao .
As autofuncoes que resolvem o problema sao os esféricos harmonicos spin-weighted ;Y,™, com
autovalores correspondentes dados por A = (¢ — s)(¢ 4+ s+ 1) [35].

3.5 Problema de transmissao e reflexao na métrica de
Reissner—Nordstrom

Analogamente ao caso de campos sem carga na métrica de Kerr, define-se uma nova coordenada
radial 7,

dr, 1r?
= — 3.39
dr A’ (3.39)
e uma nova funcao Yj,
Y, = A**rR,, (3.40)
de modo que a equacao radial, equagao (3.37), pode ser reescrita como,
d*Y,
dT*Q + ‘/3<T*)}/; = 07 (341)
onde,
A | (K —is(r — M))? M 2
Vi(r) = = ( ZSZ V" ¢ diswr — 2isqQ — (1 +1) + s> —2— + QQ—2 . (3.42)
r r r

O processo de espalhamento de uma onda originada assintoticamente longe do buraco ne-
gro pode ser descrito por uma solugao Y; da equacao acima com o seguinte comportamento
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assintotico (a condigao de contorno no horizonte de eventos é anédloga a utilizada na métrica de
Kerr, ver equacao (2.127)),

Z;'nri—i-tie—iwr* + Z;)utr*—s—tie—i-iwr*’ Ty — 00
Y = é(w;u)”,i(w,g)m : (3.43)

T2 -
Z"e & T re = —o0

onde os coeficientes Z™ Z° e Z!" podem ser relacionados, respectivamente, as normas inci-

dente, refletida e transmitida das ondas. Note que, no caso fermionico, Z, 1e Z_ 1 nao sao
independentes. Substituindo a forma assintética, equagao (3.43), nas equagoes (3.31) e (3.32)

obtem-se,

2iwZ = W22, (3.44)
2V2iwZ™ = -2 (3.45)

2 2

A tr 1 . 1/2 tr
_QZ+$ = <§ — 226) (ry —r-) Z_%, (3.46)

onde ¢ é dado por,
2
PO (w _ ﬁ) . (3.47)
ry —Tr_ Ty

Para obter relagoes entre os coeficientes in/out/trans, é possivel utilizar, assim como no caso da
métrica de Kerr, o fato do Wronskiano W entre duas solugdes da equacao (3.41) (por exemplo,
Y; e Y*,) ser independente da coordenada radial,

WY Y2l L = WY Y2l (3.43)
Utilizando a solucao (3.43), obtemos a relagao,
ris) +ts = 1, (3.49)
onde,
Zgt|? 1 aQ\ |z |?
= |—; to = — - == : 3.50
" ‘Zz)" o w<“’ )|z (350
para o caso de spin-0 e,
ou 2 T 2
w |2 t o |4 (3.51)
I —_— - 1 — T .

para o caso de spin-1/2. As quantidades r, e s podem ser interpretadas como coeficientes de
reflexao e de transmissao, como pode ser confirmado pelo calculo dos fluxos de energia atraves
do horizonte de eventos e no infinito [43]. Observe que t, pode assumir valores negativos quando
0 < 0, i.e. quando,

w19 (3.52)

T+

Portanto, assim como no caso de uma particula escalar com momento angular azimutal espa-
lhada por um buraco negro com rotacao, uma particula escalar carregada que é espalhada por
um buraco negro carregado também pode sofrer o fenomeno da superradiancia. Observe que
o coeficiente de transmissao t 1 é sempre nao negativo e, portanto, superradiancia é impossivel

para férmions de spin-1/2.
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3.6 Calculo dos coeficientes de reflexao e de transmissao

Seguiremos o procedimento utilizado anteriormente para a métrica de Kerr [41]. Mudando a
coordenada radial através da transformacao,

r—rg

(3.53)

xr = s
Ty —T-

a equacao de Teukolsky generalizada, equacao (3.37), pode ser reescrita no limite Mw < 1
como,

2z +1)° + (s +1)(2z + Da(z + 1)% + [K*z*
X

+2(—qQ + is) ka® + (*Q* — Nx(x +1) + Zz + F] R, = 0, (3.54)
onde,
7= (g - ti)2 - (g n ié)z, (3.55)
F= (2)2 - <§ + ¢5>2, (3.56)
5= rf_ir_ <w _ g) | (3.57)

No limite kz < 1, os primeiros dois termos dentro dos colchetes na equagao (3.54) podem ser
ignorados. A solugao, nas proximidades do horizonte de eventos, compativel com a equacao
(3.43) e correspondente a uma onda que entra no buraco negro, é dada por,

Ry = (1 + z)~sT0HaQy=s=0, & (a,b; ¢; —1) (3.58)
onde,
1 . . 1 . .
azé—s—kqu—zﬁ, b:§—8+qu+26, (3.59)
N\ 2
c=1—-s5-2i5, (= q2Q2—<€—|—§). (3.60)

Comparando essa solugao, no limite z — 0, com a equagao (3.43), determina-se Z'",
tr 3s5+i6
Z" =1y (ry —ro)27. (3.61)

Por outro lado, quando x > 1, os dois dltimos termos dentro dos colchetes da equagao (3.54)
podem ser ignorados e = + 1 pode ser trocado por x. A solugao correspondente é,

L 1
R, = Chax~ 2 stBe—ike by (5 —s+iB —iqQ, 1+ 2if; 2ik:c>

1 . : 1
+Cyx 275 Wik By <§ —s—if—iqQ,1 — 2if; 2ikx> (3.62)
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Comparando as duas solugdes, i.e. equagoes (3.58) e (3.62), na regiao de overlap 1 < x < 1/k,
é possivel determinar os coeficientes C' e Cy,

['(2iB)I(c)
L'b)r(c—a)’

_ D(=2ip)I'(¢)

o “ T T@re- o

(3.63)

Agora, comparando a forma assintotica das fungoes hipergeométricas confluentes com a
equacgao (3.43), encontramos,

Zin |, D1+ 2iB)(—2ik) e iBTiaQ Lo - 2i3)(—2ik) -z Fstib+iaQ
(ry —r_)l—i@ T (A +s+iB+1qQ) Y (2 4+s—iB+iqQ)
(3.64)
Usando as equagoes (3.61) e (3.64), calculamos,
Zt’r 2 2 —r 35—2 ,—mqQ 2% 1-2s
2" ralre —ro) T e T (3.65)
zZ L) PIF(B) + F(=B)]
onde,
. . B .
[(2i8)(1 + 2i3)e~ "z ~WPlos(2k)
F(B) = (205)T p) (3.66)

L(O)(c—a)l (5 +s+1iqQ +if)
Substituindo a equagao (3.65) nas expressoes (3.50) e (3.51), obtemos a seguinte férmula para
o coeficiente de transmissao,

e—qu(g(g)l—?ISI
IT(1 = [s] = 2i0) P F'(B) + F(=B)|*

bls| = (3'67>

onde o valor de § deve ser calculado para |s|. Quando ¢+1/2 > |¢@|, f é um nimero imaginario
puro, 8 =47y, com v > 0. No limite de pequenas energias, £k — 0, temos,

e™9(26) 2T (5 + |s| + 7 +igQ) T (5 — Is| +v +iqQ) T (3 +~ — igQ — 2i0
2

: 2 ) (2k)*
[P(L = [s] = 2i0) [ [['(27)T(1 + 27)]

(3.68)
mais termos de ordem £*7. No entanto, quando ¢ + 1/2 < |¢Q|, 3 se torna um ntimero real e,
portanto, no limite de baixas energias, o coeficiente de transmissao ¢, passa a ser composto por
um termo constante em k mais um termo oscilatério em k. No caso extremo, £ + 1/2 < |¢Q)|,
o termo constante domina. obtemos,

F1+0(e™?), ¢qQ@>0
ty = o
o 1_m(]+%)2+0<qzb2): qQ <0,

tis| =

Y

(3.69)

onde o sinal 4 vale para o caso de spin-1/2 e o sinal — para o caso de spin-0.



Capitulo 4

Conjectura da Censura Cdésmica

A Conjectura Fraca da Censura Césmica (CCC), proposta por Roger Penrose em 1969, afirma
que singularidades originadas a partir de um colapso gravitacional devem sempre estar envoltas
pelo horizonte de eventos de um buraco negro [10-12]. Apesar da conjectura ser uma condigao
necessaria para se garantir o determinismo das leis da fisica, sua validade ainda é uma questao
em aberto na Relatividade Geral. Desde que foi proposta em 1969, varios resultados classicos
surgiram em favor de sua validade. Por exemplo, se a CCC fosse falsa, seria natural se es-
perar que a formagao de um buraco negro em um colapso gravitacional fosse um resultado
nao-genérico. Portanto, o fato de buracos negros estacionarios serem estaveis em relacao a per-
turbagoes lineares [23-26], atesta em favor da conjectura. Outro tipico teste da CCC consiste
em experimentos imaginarios que tem como objetivo destruir o horizonte de eventos de um
buraco negro e, consequentemente, expor a singularidade para um observador externo. Esses
experimentos imaginérios sao baseados nos teoremas de unicidade [9], que afirmam que todas as
solugoes de buracos negros estacionarios das equagoes de Maxwell-Einstein sao caracterizadas
por trés parametros conservados, a massa gravitacional M, a carga elétrica (), e o momento
angular J, que satisfazem a seguinte relacao,

I\ 2
M?* > Q* + (M) : (4.1)
Por outro lado, solugoes que satisfazem,
J\?2
M?* < Q*+ (M) , (4.2)

sao singularidades nuas ao invés de buracos negros. Quando a relagao (4.1) é de igualdade, o
buraco negro é dito extremo. A idéia basica por tras desses experimentos imaginarios é fazer
o buraco negro absorver uma particula com carga e/ou momento angular suficientes de modo
que a condigao (4.1) deixe de ser valida. Na maioria das anélises classicas, o horizonte de
eventos do buraco negro ¢ preservado porque a energia necessaria para que a particula supere
a barreira de potencial (criada pela interagao particula-buraco negro) mais do que compensa
o aumento em carga e/ou momento angular [13]. Outras andlises cldssicas, porém, indicam
que uma violacao da CCC é possivel se efeitos de backreaction sao ignorados. Uma maneira de
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evitar uma singularidade nua nesses casos pode ser considerar correcoes de auto-energia para a
particula [16,17,19,44].

Algumas tentativas recentes de destruir o horizonte de eventos sao baseadas no tunelamento
de particulas através de um buraco negro quase-extremo. A idéia original, considerada por
Matsas e Silva [18], é baseada no fato de que, devido a dualidade onda-particula, a probabilidade
de tunelamento pode ser nao-nula até mesmo se a energia da particula é inferior a altura da
barreira de potencial, indicando uma possivel violagao da CCC. No entanto, como ainda nao
temos uma teoria completa de gravitacao quantica disponivel, uma conclusao definitiva nao
pode ser obtida [18-22].

Nesse capitulo iremos tratar detalhadamente os experimentos imaginarios que buscam violar
a CCC. Inicialmente, estudaremos processos classicos seguindo a referéncia [13]. A partir de
um buraco negro extremo, mostraremos que € impossivel violar a CCC utilizando qualquer tipo
de particula com carga e/ou momento angular. No entanto, como veremos na sequéncia, bura-
cos negros inicialmente quase-extremos podem, em principio, violar a CCC quando absorvem
uma particula [16,45]. A préxima etapa serd considerar processos quanticos de tunelamento de
particulas. Ao contrario do que ocorre em processos classicos, em processos quanticos particulas
com energias infinitesimalmente pequenas tem uma probabilidade nao-nula de serem absorvidas
por um buraco negro. Utilizando os coeficientes de transmissao calculados nos capitulos ante-
riores, estudaremos o tunelamento de particulas com/sem carga e com/sem momento angular
em buracos negros de Reissner-Nordstrom ou de Kerr.

4.1 Processos Classicos

Considere, inicialmente, um buraco negro de Kerr-Newman, com massa M, carga () e momento
angular especifico a = J/M, que satisfaz a condigao M? > Q? + a®. Pode-se mostrar que,
enviando particulas teste com cargas e momentos angulares suficientes, é possivel aproximar
um buraco negro da extremalidade o tanto quanto se queira. Em sua andlise [13], Wald estudou
um buraco negro de Kerr-Newman extremo, i.e. M? = Q? + a2, que absorve uma particula
teste de energia I/, momento angular L na direcao do momento angular do buraco negro e carga
q. Assumindo que a configuragao é axissimétrica, nem carga nem momento angular podem
ser irradiados para longe. O estado final do buraco negro, depois da captura da particula, é
caracterizado por uma nova massa M’ < M-+ FE, uma nova carga ' = (Q4¢ e um novo momento
angular J' = aM + L. Para que o horizonte de eventos seja destruido e uma singularidade nua
seja criada, esses novos parametros devem satisfazer a,

J\? qQM + alL

M? < Q"? + | — =>F< —F

¢ M’ M? + a2’

onde o fato da particula ser um corpo teste, i.e. ¢ < Q, L < aM e E < M, foi utilizado. Nas
coordenadas de Boyer—Lindquist, a métrica de Kerr-Newman assume a seguinte forma,

gs? — A —a%sin®§ e 2asin?0(r? + a® — A)

ST = — T t° — p2

2 1 22 _ A2 ain2

(r* + a?) 2Aa sin 0) sin 0. (4.4)
p

(4.3)

p?
didg + “odr®

+p%do* + (
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onde p? =12 +a’cos?f e A =12 —2Mr+a?+Q? Asraizesde A, ry = M++/M?2 —Q? —a2e

=M — \/M? — Q? — a?, correspondem, respectivamente, ao horizonte de eventos do buraco
negro e ao horizonte de Cauchy. As equagoes que descrevem o movimento de uma particula de
massa de repouso m e carga ¢ na métrica de Kerr-Newman sao,

d?x* dx? dx’ q dx”
“ —— = —fFWw_—_ 4.5
ds? o ds ds m ds’ (4.5)

onde I sao os simbolos de Christoffel e F* ¢ o tensor eletromagnético, dado por,

Q(r* — a*cos®0)
Pz
2Qar cos @ sin
_ .

1
F = EFw,dx“dx” = dr A (dt — asin® 0dg)

do A (adt — (r* + a*)dg) . (4.6)

Essas equagoes de movimento podem ser obtidas a partir do lagrangiano,

1 dx* dx” dxt
[’ v R 47
M gs ds T (4.7)
onde A é o potencial vetor eletromagnético, dado por,
A= _Q_;“ (dt — asin®0dg) . (4.8)
p

A energia E da particula e seu momento angular L ao longo do eixo de simetria sdo calculados
a partir do lagrangiano da seguinte forma,

oL da

—FE=p = 5 mgt“_ds + qA;, (4.9)
(9£ dxt
Po= o7 3 = Mgou—— + 4 As. (4.10)

Ambas quantidades sao constantes pois os vetores 0/0t e 9/0¢ sao vetores de Killing no espago-
tempo de Kerr—-Newman. Uma relacao entre E, L e g pode ser obtida a partir da 4-velocidade

da particula,
dx* dx¥ 1
=gu,—— = — (p" — qA" —qA,). 4.11
G gy = oz P = aA) (= g4y (4.11)

Essa relagdo d4 origem a uma equagao quadratica em E| cuja solugao (impondo a condigao de
que dt/ds > 0), é
1 rr 1
B=—gA+ 5 {9°(L = aA) = [(L = 040)*((6") = 9"9*) = g"(g"" D + 9"p} + m?)]} |

Portanto,

1
E > —qAi+ ﬁgw’ (L —qAy). (4.13)
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Suponha que a particula atravesse o horizonte de eventos e seja absorvida pelo buraco negro.
Logo, devera existir um instante no qual r = r, = M. Substituindo essa coordenada na equacao
(4.13), obtem-se [13],

7> qQM + alL

- M?+a?

Comparando essa condi¢ao com a condigao para que uma singularidade nua seja criada, equagao
(4.3), conclui-se que qualquer particula que seja capturada por um buraco negro de Kerr—
Newman extremo nao possui carga nem momento angular suficientes para destruir o horizonte
de eventos.

(4.14)

Portanto, processos de captura de particulas nao podem ser utilizados para destruir o ho-
rizonte de eventos de um buraco negro de maneira quasi-estacionaria. Mais precisamente, se
o buraco negro inicial nao é extremo, através de processos quasi-estacionarios ele se tornara,
primeiramente, um buraco negro extremo. A partir da andlise acima, é impossivel, portanto,
transforméa-lo em uma singularidade nua. Hubeny [16], por sua vez, considerou um buraco negro
de Reissner—Nordstrom quase-extremo, com carga () e massa M tais que Q@ < M e particulas
teste com carga e massa pequenos (mas nao infinitesimais). A idéia é semelhante a de Wald [13]:
enviar ao buraco negro uma particula teste com massa de repouso m, energia E e carga ¢ de
modo que o estado final do sistema seja uma singularidade nua, i.e.,

Q+q>M+E. (4.15)

A analise do movimento de uma particula teste é igual a andlise anterior para um buraco negro
de Kerr-Newman com a = 0 e L. = 0. A grande diferenca é que, agora, o buraco negro nao
é mais extremo. A partir das equagoes (4.5) e (4.11), determina-se a equacao que governa o
movimento radial da particula,

ey (4.16)

Uma forma de expressar a condigao de que a particula seja absorvida pelo buraco negro é exigir
que 72 > 0, Vr > r,.. Portanto, uma condicao necessdria para que a particula seja capturada é,

2

A

(E—ﬁ) >m2—2, Vr>ry=E> @ (4.17)
r r Ty

A partir da condigao para que o horizonte de eventos seja destruido, i.e. equacao (4.15), obtem-

se uma outra desigualdade para F,

E<Q+q—M. (4.18)

Se o buraco negro ¢ inicialmente extremo, r. = M = @, e as condigdes (4.17) e (4.18) nao
podem ser satisfeitas simultaneamente. No entanto, se o buraco negro nao é extremo, juntando
essas duas condigoes, determina-se uma condicao sobre a carga da particula,

7“+—Q.

; (4.19)

q>

Uma escolha de E e de ¢ satisfazendo as condi¢oes acima garante automaticamente que a
condicao de criagao de uma singularidade nua seja satisfeita. Para garantir que a particula seja
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absorvida, i.e. que a condicdao 7?2 > 0 Vr > r, seja satisfeita, temos que escolher m de forma
que,

rk —qQ
< ——F—, Vr>r,. 4.20
\/Z + ( )
Logo [16],
2y QMEq — 2
m < Q\/ e ¢ o (4.21)

Assim, se a particula teste possui massa, carga e energia que satisfazem as equacgoes (4.17),
(4.18), (4.19) e (4.21), é possivel, em principio, criar uma singularidade nua.

Um processo semelhante que pode ser analisado é o caso de uma particula teste que é
absorvida por um buraco negro de Kerr quase-extremo, de massa M e momento angular J, tais
que M? > J [45,46]. Se a particula possui energia F e momento angular L na mesma diregao
do momento angular do buraco negro, a condi¢cao para que uma singularidade nua seja criada
¢ dada por,

(M+E?<J+L=1L>(M—J)+2ME + E*. (4.22)
Consequentemente, devemos ter,
L 2M
— > — 1. 4.23
= > (4.23)

Outra desigualdade envolvendo os parametros da particula pode ser obtida exigindo-se que ela
atravesse o horizonte de eventos do buraco negro. Isso pode ser feito utilizando a equagao
de movimento da particula [13] ou calculando o fluxo de energia e momento angular [45]. O
resultado obtido é,

2Mr,

a

L <

E. (4.24)

Observe que se o buraco negro for inicialmente extremo, é impossivel satisfazer as desigualdades
(4.23) e (4.24) simultaneamente. No entanto, se o buraco negro é quase-extremo, dado um
momento angular qualquer L, se E satisfizer a condigao,

(ﬁ—1),/1—%<ﬁ1<<\/§+1>\/1—%, (4.25)

entao as desigualdades (4.23) e (4.24) serdo automaticamente satisfeitas [45]. Esse resultado é
uma generalizac¢ao do resultado obtido por Hod [17], que considerou apenas particulas soltas no
horizonte de eventos de um buraco negro. Entao, é possivel, em principio, criar uma singulari-
dade nua a partir de um processo classico de captura de uma particula teste em uma métrica
de Kerr.

A grande semelhanca entre os resultados acima, que mostraram ser possivel destruir o hori-
zonte de eventos de um buraco negro quase-extremo, é o fato de efeitos de backreaction, como
a autoenergia das particulas e efeitos radiativos, terem sido ignorados. Calculos aproximados
indicam que esses efeitos podem salvar a CCC [16,17,19,47]. Hubeny [16], por exemplo, em
sua andlise sobre a possibilidade de violar a CCC utilizando particulas carregadas absorvidas
por um buraco negro de Reissner—Nordstrom, fez um calculo numérico para tentar estimar os
efeitos de backreaction. O resultado obtido, apesar de nao ser conclusivo, deu indicios que
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correcoes desse tipo podem evitar a destruicao do horizonte de eventos. Hod [19], por sua vez,
ao tratar esse mesmo problema, considerou a auto energia induzida na particula, i.e, o efeito
do campo gravitacional sobre a interagao da particula com seu proprio campo gravitacional. O
resultado dessa auto interacao é uma forca repulsiva sobre a particula, que tende a afasté-la do
buraco negro [48,49]. Consequentemente, devemos adicionar o termo (Me?)/(2r%) & energia
da particula para garantir que ela seja absorvida pelo buraco negro [50]. Com essa corregao,
se torna impossivel destruir o horizonte de eventos e criar uma singularidade nua. O caso de
uma particula com momento angular que é capturada por um buraco negro de Kerr é mais
complicado. Hod [17] fez uma andlise aproximada a partir de um resultado perturbativo de
Will [51] e mostrou que a corregao de auto energia obtida ¢é suficiente para salvar a CCC. Além
disso, Barausse, et al [47], mostraram que existem trajetérias para as quais efeitos de radiagao
podem ser ignorados. Porém, os efeitos produzidos pela auto energia da particula nao sao nulos
e podem, em principio, salvar a CCC.

4.2 Qverspin de um buraco negro

Sabe-se que, quando efeitos quanticos sao levados em consideracao, resultados cldssicos de Rela-
tividade Geral podem ser profundamente modificados. O teorema da area, por exemplo, afirma
que nenhum processo é capaz de diminuir a area de um buraco negro. A radiacdo Hawking,
porém, é um processo da Teoria Quantica de Campos em Espagos-Tempo Curvos (TQCEC)
capaz de violar esse teorema classico. Observagdes como essa, levaram Matsas e Silva [18] a se
perguntarem se o mesmo nao poderia acontecer com a CCC. A idéia basica é reconsiderar os ex-
perimentos imaginarios da sessao anterior levando em consideracao possiveis efeitos quanticos.
A anélise mais simples possivel é o processo de tunelamento quantico de uma particula esca-
lar neutra, sem massa, em um buraco negro de Reissner—Nordstrom quase-extremo. Tendo
em mente a dualidade onda-particula, pode-se estudar o processo de tunelamento da particula
utilizando os resultados obtidos na segao (3.2) para o espalhamento ondulatério na métrica de
Reissner—Nordstrom. A particula é descrita pela seguinte funcao de onda, dada pela equacao
(3.20),

P = e ™2 Pl (cos §) Ro(r). (4.26)

Seu momento angular azimutal é dado por m e seu momento angular total por y/¢(¢ +1). No
caso da particula neutra, i.e. ¢ =0, o coeficiente de transmissao, ver equacao (3.68), pode ser
escrito como,

22£+2T_2,_(7“+ _ 7,7)26(5!)6

(20 4 1)!(20)!)?

Portanto, por menor que seja a energia da particula incidente, sua probabilidade de tunelamento
serd nao-negativa. A exigéncia de um valor minimo para a energia da particula, que no caso
classico era fundamental para garantir que ela fosse capturada pelo buraco negro, nao é mais
necessaria no caso quantico. Uma vez que a particula tunela através do horizonte de eventos,
0s novos parametros que caracterizam o sistema sao,

M=M+w, Q=Q e J*=0{l+1), (4.28)

W2 (14 0(w)). (4.27)

to| =

onde w ¢ a energia da particula. Para que o horizonte de eventos do buraco negro seja destruido
e uma singularidade nua seja criada, a condicao (4.2) deve ser satisfeita. Substituindo os
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parametros relevantes, encontramos uma condigao sobre /¢,
((0+1)> M*(M? — Q% + O(w), (4.29)
que pode ser sempre satisfeita para w suficientemente pequeno.

Suponha que falta ao buraco negro inicial apenas uma carga elementar para que atinja a
. 3 .
extremalidade. Nesse caso, para M > 1, obtem-se ¢ ~ M3z. Em particular, para M = 100,
tem-se ¢ = 413 e para M = 10° M, onde M, é a massa solar, tem-se £ ~ 10% [18].

O fato de um buraco negro inicialmente de Reissner-Nordstrom se tornar um buraco negro
de Kerr—Newman apds o tunelamento, levou Hod [19] a investigar se algum efeito de backreaction
nao impediria a destruicao do horizonte de eventos. De acordo com a sua analise, a medida que
a particula se aproxima do buraco negro, ela interage com o buraco negro, o que faz com que
os geradores do horizonte comecem a girar. Desse modo, o tunelamento da particula ocorre na
métrica de Kerr—Newman ao invés da métrica de Reissner—-Nordstrom. Uma analise semelhante
foi feita por Will [51], que mostrou que um anel de particulas com momento angular m que gira

em torno de um buraco negro de Kerr de massa M, perturba a velocidade angular de rotacao
() deste,

Q—Q+ (4.30)

4M 3

Baseado nesse resultado, Hod estimou que uma particula com momento angular azimutal m
) bl

que incide em um buraco negro de Reissner-Nordstrom, induz neste uma velocidade angular

dada por,
m

Mr2’
Portanto, ao invés de considerar o tunelamento na métrica de Reissner—Nordstrom, temos que
considerar o tunelamento na métrica de Kerr-Newman. Como a particula é neutra, ela nao
interage com a carga elétrica do buraco negro. Dessa forma, os resultados obtidos no capitulo
2 para a métrica de Kerr podem ser utilizados, basta trocar A por A = r? — 2Mr + a® + Q?
ery por ro = M £ /M? —Q? — a?. Em particular, o coeficiente de transmissao para uma
particula incidente de frequéncia w, momento angular orbital £ e momento angular azimutal m
¢ dado por,

0=

(4.31)

w—mO\?
2mnTy,,
ry —T-
4 (r? + a?)’

2 2 0
t
0~ [(26 2011 H] 7T

n=1
onde,

Ty = (4.33)

é a temperatura do buraco negro.

Conforme explicado anteriormente, se w < mf2, o coeficiente de transmissao é negativo e
os modos incidentes sao amplificados ao invés de serem absorvidos. Portanto, para que seja
capturada pelo buraco negro, a particula deve possuir uma energia minima w dada por,

2

w > mf) = )
Mnr?

(4.34)
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Uma vez que a particula é absorvida, os parametros que caracterizam o estado final do sistema
Sa0,
2

M = M+w>M+A?2, Q=Q, J*=((+1). (4.35)

Substituindo esses parametros na condicao para criacao de uma singularidade nua, equacao
(4.2), obtem-se a seguinte desigualdade,

2\ 2 2 4
£(€+1)>(M+$T2) < Q2+2—+M"; ) (4.36)
+

Em particular, se o momento angular azimutal m da particula é nulo, a condicao acima se reduz a
condicao (4.29) obtida anteriormente. Em outras palavras, para m = 0, o efeito de backreaction
aqui considerado nao possui efeito nenhum. Para evidenciar a natureza quantica desse processo,
¢é interessante estudar seu limite classico. Para tanto, considere um ensemble de particulas,
todas no mesmo estado (w, ¢, m), incidente em um buraco negro de Reissner—Nordstrom quase-
extremo. Nesse caso, apenas uma fragao (dada pela equagao (4.32)) das particulas é absorvida

pelo buraco negro, transferindo energia Nw e momento angular J=N <E> = NmZz, onde N ¢

o numero de particulas capturadas (N > 1) e Z é o eixo de rota¢do do buraco negro. A partir
dessas quantidades, conclui-se que a condigao para que o horizonte de eventos seja destruido,
equacgao (4.2), nunca é satisfeita.

Na referéncia [19], considerou-se que o momento angular total transferido no processo
quantico é dado por m e nao por \/¢(£+1). Desse modo, a conclusdo obtida foi idéntica
a do limite cldssico: é impossivel criar uma singularidade nua. No entanto, o processo de cap-
tura de uma tnica particula € intrinsicamente quantico, a particula tunela através do horizonte
de eventos devido a sua natureza ondulatoria, mas é absorvida como um tnico quantum.

Outro possivel método que pode ser utilizado para testar a CCC é o tunelamento de férmions.
Conforme mencionado na segao (2.7), férmions, ao contréario de particulas escalares, ndo apre-
sentam o fenomeno de superradiancia e, portanto, possuem probabilidade positiva de tunelar
em um buraco negro. Mais precisamente, se considerarmos inicialmente um buraco negro de
Kerr—-Newman, com massa M, carga () e momento angular especifico a = J/M, a probabilidade
de tunelamento de um férmion neutro, sem massa, de energia w e nimeros quanticos, £ e m, é
dada pela expressao (2.170),

20+3
- [ Dy
3 I
2 (20)1(2¢+ 1) vt
Portanto, a captura da particula, ao contrario do caso escalar, é possivel para energias w arbi-
trariamente pequenas. Apds a absorcao, os novos parametros do sistema sao,

1+ ( 20 ) ] (ry —r )2t (4.37)

n-3

v @eg e (sl (tasl). s

onde o sinal positivo é valido para férmions de spin +1/2 e o sinal negativo para férmions de
spin —1/2. Substituindo esses parametros na condigao (4.2), obtem-se a seguinte desigualdade,

<€i%) (€+1i%>>M2( Q- J2)+0( ) (4.39)
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Assim, para qualquer buraco negro quase-extremo, é possivel encontrar uma particula com
momento angular ¢ e energia w suficientemente pequena de modo que a condicao acima seja
satisfeita e, consequentemente, uma singularidade nua seja criada.

De acordo com Hod [21], é necessério incluir, nesse contexto, efeitos de polarizagao do vacuo
causados pela nao-conservagao da paridade de neutrinos [37,52]. Em outras palavras, dentro
da ergosfera, o acoplamento spin-érbita entre a particula e o buraco negro é forte o suficiente
para criar Orbitas de energia negativa, de acordo com um observador no infinito. O processo de
polarizacao espontanea do vacuo corresponde a criagao de um par de particulas, sendo uma de
energia positiva que escapa para o infinito e outra, de energia negativa, que é absorvida pelo
buraco negro. Utilizando a expressdo de Hawking [53] para o nimero esperado de particulas
em cada modo fermionico, tem-se,

-1
(Nw) =t exp {ﬂ + 1} , (4.40)
2 Tbn
onde t1, no limite de baixas energias, é dado pela expressao (4.37). Para um buraco negro
extremi), Ty, = 0, e, consequentemente, apenas particulas com w < mf) sao emitidas espon-
taneamente. Essas particulas contribuem para que o buraco negro se afaste, cada vez mais,
da extremalidade. Além disso, pelo principio de exclusao de Pauli, é impossivel enviar ao bu-
raco negro neutrinos com energia w < mf) mais rapidamente do que elas sao espontaneamente
criadas, sendo, portanto, impossivel satifazer a condigao (4.2). Por outro lado, para um bu-
raco negro de Kerr—-Newman imerso em um banho de radiagao térmica, a probabilidade de um

férmion incidir sem ser refletido é dada por [21,54],

w—mOQ\1 "
2 bn

Se o buraco negro é extremo, T, = 0, e a probabilidade é nula. Porém, se o buraco negro
for quase-extremo, a probabilidade do férmion ser capturado e destruir o horizonte de eventos
continua sendo extremamente pequena, porém nao-nula. Note a semelhanca desse resultado
com o obtido para particulas classicas. No caso de um buraco negro inicialmente extremo, é
impossivel satisfazer a condigao (4.2) através da absorgao cldssica de uma particula. No caso
quase-extremo, porém, ignorando efeitos de backreaction, tal resultado é possivel. E impor-
tante deixar claro que efeitos de backreaction também foram ignorados no caso do tunelamento
quantico. Uma maneira de tentar minimizar esses efeitos é partir de um buraco negro muito
proximo da extremalidade [20]. Porém, isso nao é suficiente, pois a configuragao final do sistema,
uma singularidade nua, é extremamente diferente da configuracao inicial, um buraco negro.

4.3 QOwvercharge de um buraco negro carregado

Um problema bastante parecido é o do tunelamento de particulas carregadas na métrica de
Reissner—Nordstrom. A interacao eletromagnética entre a particula e o buraco negro é quanti-
ficada através do acoplamento minimo, conforme discutido no capitulo 3. A grande vantagem
de se analisar esse caso é que, por se tratar de uma quantidade escalar, nao ha duvida nenhuma
sobre qual o valor da carga transferida da particula para o buraco negro.
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Considere o tunelamento de uma particula sem massa, de carga ¢ e energia w em um buraco
negro de Reissner—Nordstrom de massa M e carga (). Para minimizar possiveis efeitos de
backreaction, exigimos que M > 1 (consequentemente, @) > 1) e que os nimeros quanticos da
particula, ¢ e m, sejam nulos. Desse modo, |¢Q| > ¢+ 1/2, e o coeficiente de transmissao, no
limite de baixas energias Mw < 1, é dado pela expressao (3.69). Se tivermos a intencao de
violar a CCC e criar uma singularidade nua, as cargas do buraco negro e da particula devem
possuir o mesmo sinal. Nesse caso, para energias w arbitrariamente pequenas, o coeficiente de
transmissao se aproxima de —1. Temos um caso extremo de superradiancia. De modo geral,
conforme explicado na secao (3.5), quando w < ¢@/r, o fendmeno da superradiancia ocorre.
Logo, para que seja absorvida pelo buraco negro, a particula deve possuir uma energia

w>qQ/ry. (4.42)
Nesse caso, a condigao para criacao de uma singularidade nua, equacao (4.2), se reduz a,
w<lal +1Q| — M. (4.43)

Se o buraco negro for extremo, as condigoes (4.42) e (4.43) nunca podem ser satisfeitas simul-
taneamente. Porém, no caso de um buraco negro quase-extremo, se a carga da particula for
escolhida de modo a satisfazer,

M —|Q|

Tt
ry — Q|
entdo sempre existirdo energias w para as quais ambas as desigualdades (4.42) e (4.43) serao
satisfeitas, i.e.,

lg| > (4.44)

L << gl = (M= 1Q)). (4.45)

r+

Analogamente ao que ocorre no caso de particulas com momento angular na métrica de
Kerr, férmions carregados na métrica de Reissner—Nordstrom nao apresentam superradiancia.
O coeficiente de transmissao para um férmion com carga ¢ e nimeros quanticos ¢ = 1/2,
m = 0, que incide em um buraco negro de Reissner—Nordstréom, é dado pela expressao (3.67).
Assumindo novamente que as cargas do buraco negro e da particula possuem o mesmo sinal e que
M > 1 (e, consequentemente, () > 1), o coeficiente de transmissao, no limite de baixas energias,
se aproxima de +1, ver equagao (3.69). Desse modo, particulas com energias w arbitrariamente
pequenas sao absorvidas pelo buraco negro. Como a carga e o momento angular transferidos
da particula para o buraco negro sao dados, respectivamente, por ¢ e /3 /2, a condigao para
que uma singularidade nua seja criada, equacao (4.2), se reduz a,

S < (Ql+ ). (4.46)

TG TR

Dado um buraco negro quase-extremo qualquer, é sempre possivel escolher w e ¢ de forma que
a desigualdade acima seja satisfeita e, consequentemente, uma singularidade nua seja criada.
Novamente, estamos ignorando efeitos de backreaction que poderiam, em principio, evitar a
destruicao do horizonte de eventos e salvar a CCC.



Capitulo 5

Modelos Analogos

Modelos analogos de gravitacao sao sistemas fisicos cujo comportamento pode ser descrito
por campos cldssicos/quanticos em um espago-tempo curvo efetivo. Esses modelos constituem
uma alternativa tanto tedrica como experimental para se testar previsoes da TQCEC. Em
particular, a evaporacao de buracos negros por radiacao Hawking, a superradiancia e a producao
cosmoldgica de particulas sao alguns dos fenomenos que podem ser reproduzidos em modelos
analogos.

Da mesma maneira que a TQCEC deixa de valer na escala de Planck e efeitos de gravitacao
quantica devem ser considerados, modelos analogos possuem uma escala na qual a descricao
do sistema pela métrica efetiva deixa de valer. A grande diferenga é que, enquanto uma teo-
ria satisfatéria de gravitacao quantica nao existe, a teoria microscopica dos sistemas analogos
geralmente é bem conhecida. O estudo dessas teorias microscopicas e a relagdo com seu corres-
pondente modelo andlogo é uma alternativa para se entender melhor a gravitacao na escala de
Planck.

Iniciaremos esse capitulo com uma introdugao geral sobre os diferentes tipos de modelos
analogos e algumas de suas possiveis aplicagoes. Em seguida, estudaremos em detalhes o pri-
meiro sistema analogo proposto, que envolve a propagacao de ondas sonoras no interior de um
fluido em movimento. A partir das equagoes de Euler e da continuidade, mostraremos que a
propagacgao de perturbagoes lineares se reduz a uma equagao de Klein—Gordon em um espaco-
tempo curvo efetivo. De forma geral, a métrica desse espago-tempo admite a existéncia de
uma ergosfera e de um horizonte de eventos. Apds separar as variaveis da equagao de Klein—
Gordon, analisaremos o problema de reflexao e transmissao em um espaco-tempo anédlogo. Em
particular, consideraremos o problema de espalhamento de ondas de superficie incidentes no
horizonte de eventos de um sistema andlogo. Por fim, explicaremos um experimento realizado
recentemente no Canada, que conseguiu medir, pela primeira vez, o analogo classico da radiagao
Hawking.

39
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5.1 Introducao

Em 1981, Unruh mostrou que ondas sonoras se propagando em um fluido inviscido, barotrépico
e irrotacional podem ser descritas por um campo 09 (Vi corresponde a velocidade do fluido;
consequentemente, V41 representa uma perturbacao da velocidade do fluido) que satisfaz a
equagao de Klein-Gordon em um espago-tempo curvo efetivo,

1

(V=99 9,6¢) =0, (5.1)
\/__g H )
onde g, é a métrica efetiva, denominada métrica andloga ou métrica actstica [55,56].

Desde que a idéia original de Unruh envolvendo ondas sonoras em um fluido foi publicada,
diversos sistemas andlogos foram descobertos. Reznik, por exemplo, propos um modelo analogo
baseado na propagacao de fétons em um meio dielétrico, no qual o indice de refracao do meio
faz o papel da métrica andloga [57,58]. Unruh e Schiitzhold, por sua vez, mostraram que
ondas de superficie se propagando em &aguas rasas constituem um modelo andlogo que pode
ser facilmente reproduzido em laboratério [59]. Modelos andlogos intrinsicamente quanticos
também sao possiveis. Os mais conhecidos sao os modelos analogos baseados em condensados de
Bose-Einstein, introduzidos por Garay e coloboradores [60,61], e os modelos andlogos baseados
em superfluidos, descobertos por Volovik e colaboradores [62].

Ao contrario da TQCEC usual, na qual a métrica g,, ¢ solucao das equacoes de Einstein,
em modelos andlogos a métrica g,, nao satisfaz nenhuma equacao em especial. Ela surge
naturalmente a partir das equagoes que descrevem o sistema fisico em questao. De fato, o
espago-tempo no qual o sistema estd localizado é o espago de Minkowski, porém o campo v se
comporta como se estivesse em um espaco-tempo curvo com métrica g,,,. Por esse motivo, nao se
espera que fenomenos de gravitacao que dependem intrinsicamente da equagao de Einstein sejam
reproduzidos em modelos andlogos. No entanto, muitos fenomenos importantes da TQCEC,
como a radiacao Hawking e a superradiancia independem da dinamica que descreve a métrica

Guv-

Para um fluxo hidrodinamico (3+1)-dimensional, por exemplo, a métrica g, pode ser escrita
em termos da velocidade de propagagao do som ¢, da densidade do fluido p e da velocidade do

fluido v como [55,56],
p [ —(*—v* —uv?
Guv = - < ( o ) §ii ) : (5.2)

A métrica acima, no caso de um fluxo axissimétrico (34 1)-dimensional, compartilha algumas
similaridades com a métrica de Kerr de um buraco negro em rotagao: ela admite a existéncia
tanto de uma ergosfera como de um horizonte de eventos. A ergosfera é a regiao onde a
velocidade do fluido excede a velocidade do som, i.e. |v| > ¢, enquanto o horizonte de eventos é
a superficie onde a velocidade radial do fluido € igual a velocidade do som, i.e. v, = ¢. A simples
existéncia desse horizonte de eventos, juntamente com a equacao de Klein—Gordon, é suficiente
para mostrar que buracos negros analogos, assim como buracos negros na TQCEC, emitem
radiagao Hawking [55,63]. De fato, uma das primeiras aplicagdes tedricas dos modelos andlogos
foi investigar a dependéncia da radiacao Hawking em relacao as frequéncias arbitrariamente
grandes utilizadas na demonstagao original de Hawking (o problema transplanckiano) [44, 53,
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64,65]. Célculos utilizando relagoes de dispersao modificadas para altas frequéncias dao suporte
para a idéia de que o processo de evaporacao de buracos negros é real [44,66,67].

Outro fendmeno, normalmente associado a buracos negros em rotacao, que pode ser repro-
duzido em modelos analogos é a superradiancia, processo classico de espalhamento ondulatorio
no qual ondas incidentes sao amplificadas ao serem refletidas por uma barreira de potencial [68].
A presenca do horizonte de eventos, juntamente com a ergosfera, é suficiente para que a super-
radiancia seja possivel em modelos andlogos [69]. Uma realizagao experimental desse processo
foi proposta por Unruh e Schiitzhold usando ondas de superficie em fluidos [59].

Modelos anélogos também podem ser utilizados em cosmologia para simular as geometrias
de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) [70,71]. Pode-se mostrar que a producao de particulas
causada pela expansao do universo pode ser reproduzida em um condensado de Bose-Einstein
cuja velocidade do som varia com o tempo. E possivel usar a analogia para estudar como
relagoes de dispersdo nao-lineares afetam processos cosmolégicos. As referéncias [72, 73], por
exemplo, abordam o problema transplackiano nos modelos inflacionarios.

5.2 Propagacao de ondas sonoras

O exemplo mais simples de um modelo andlogo de gravitacao é o caso de ondas sonoras que
se propagam no interior de um fluido em movimento. Para estudar tal sistema, considere um
fluido barotrépico e inviscido, cujo fluxo é, pelo menos localmente, irrotacional. As equacoes
hidrodinamicas que regem esse fluxo sao a equagao da continuidade,

dp
o + V- (pv) =0, (5.3)
e a equacao de Euler,
dv __ |0Ov

onde p ¢é a densidade do fluido, v ¢ a sua velocidade e p é a sua pressao, que se assume ser a inica
responsavel pelas forgas atuantes no fluido. Como o fluido é barotrépico, i.e. sua densidade p
é fungao da pressao p apenas, é possivel definir uma fungao h(p),

hp) = / g (5.5)

p(p')
de modo que Vh = (1/p)Vp. Além disso, por ser localmente irrotacional, i.e. Vxv = 0, o fluido
admite um potencial ¢ tal que v = —V1). Utilizando esses resultados, é possivel reescrever a
equacao de Euler como uma equacao de Bernoulli,
o 1 2
——+h+=-(VyY)"=0. 5.6
o+t (V) 5.6

Para estudar a propagacao de ondas sonoras nesse contexto, é necessario perturbar uma solugao
inicial, (po, po, o) — (po + dp, o + dp, 1o + 01), e obter as equagoes de primeira ordem que
descrevem as perturbacoes. Linearizando a equacao da continuidade, tem-se,

ddp

ot + V- (dpvo + poVo) = 0. (5.7)
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Por outro lado, linearizando a equacao de Euler e utilizando o fato do fluido ser barotrépico,

tem-se,
_Op 001
dp = 8pp0< 5 +v V(WJ) : (5.8)
Substituindo essa expressao para dp na equacao (5.7), obtem-se a seguinte equacao de onda,
o0 [0p 00 dp 00 B
que pode ser reescrita como,
O (f*"0,0¢) =0, (5.10)

onde fH* é a seguinte matriz 4 x 4 simétrica,

=" ( __1i 4 ) : (5.11)

c? vy 20— viv}

e a velocidade local do som, ¢, é definida como,

9]
=2 (5.12)
Ip
Definindo uma métrica efetiva g,,,, denominada métrica actstica ou métrica andloga,
po [ —(—v3) —v)
, == ‘ o) 5.13
m c ( _,U(Z) oY ( )

é possivel transformar a equagao de onda (5.10) em uma equacao de Klein—Gordon,

1
9, (vV=¢g",4) =0, (5.14)
\/_—g M( )
onde g ¢ o determinante de g, . E possivel generalizar esse resultado para um sistema (d + 1)-
dimensional e obter a seguinte métrica actustica g, [74],

_ (T (=)

Note que, no caso de um sistema (1 + 1)-dimensional, a métrica acistica acima nao esta bem
definida. A equagao para f*”, no entanto, continua valida. Para que a analogia também
faga sentido nesses casos, é possivel considerar o sistema (1 + 1)-dimensional como sendo, por
exemplo, um sistema (24 1)-dimensional com simetria linear ou como sendo um sistema (3+1)-
dimensional com simetria planar.

Essa analogia entre ondas sonoras que se propagam em um fluido inviscido e irrotacio-
nal e perturbagoes escalares em uma métrica curva efetiva, foi descoberta em 1981 por Un-
ruh [55,56] e, desde entao, vem sendo utilizada para analisar e compreender melhor fenémenos
puramente cinematicos da TQCEC, como a radiacao hawking [3,44, 66,67, 75, 76] e a super-
radiancia [59,69, 77-81]. E importante observar que, enquanto perturbagoes sonoras se propa-
gam de acordo com a métrica acustica efetiva (5.13), as particulas do fluido se movimentam de
maneira completamente nao relativistica, de acordo com a métrica plana usual de Minkowski.
Outro detalhe importante, ja citado anteriormente, é que nao hd nenhuma analogia entre as
equacoes de Einstein e as equagoes de Euler; a analogia é apenas cinemaética.
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5.3 Buracos negros analogos

Para investigar a existéncia de buracos negros em uma métrica analoga, em particular buracos
negros com rotagao, vamos considerar um sistema (2 + 1)-dimensional cuja métrica (5.15) para
d = 2, em coodenadas polares, se reduz a,

—c2 402 —u, —VgT

P\ 2
G = (-) w1 0 |, (5.16)
¢ —vyT 0 r?

onde a velocidade do fluido no background é decomposta em suas componentes radial e angular,

~

v =u.(t,7, @) T+ vs(t, 7, 0) ¢ (5.17)

A métrica actstica (5.16) acima compartilha algumas similaridades com a métrica de Kerr:
ela admite a existéncia tanto de uma ergosfera como de um horizonte de eventos. O conceito de
ergosfera é facilmente generalizado de espagos-tempo na Relatividade Geral para espagos-tempo
andlogos. Como a métrica do background é a métrica de Minkowski, o vetor (0;)* determina
um conceito natural de “em repouso” (no caso do fluxo ser constante no tempo, esse vetor é um
vetor de Killing de translagao temporal). A norma desse vetor é dada por,

Yuv (%)M (%)V = —(c? —v?). (5.18)

Portanto, quando ¢ > |v|, o vetor (J;)* é tipo-tempo e, quando, ¢ < |v|, ele é tipo-espago. A
regido delimitada pela condigao ¢ = |v| é denominada ergosfera. Outro conceito de Relatividade
Geral que pode ser utilizado em espagos-tempo analogos é o de superficies aprisionadas. Em
modelos andlogos, quando a velocidade do fluido for direcionada para dentro de uma superficie
fechada, e a componente normal da velocidade do fluido, no interior dessa superficie, for sempre
maior que a velocidade do som, uma perturbacao sonora nao conseguird se propagar de dentro
para fora dessa superficie e ficard aprisionada em seu interior. Uma superficie como essa é deno-
minada superficie aprisionada (superficies anti-aprisionadas podem ser definidas analogamente,
exigindo-se que a velocidade do fluido seja direcionada para fora). O fato do espago-tempo
de Minkowski possuir um conceito natural de “em repouso”, facilita a definicao de superficies
aprisionadas. Em Relatividade Geral, essa defini¢ao ¢ muito mais complexa, requer a utilizagao
de vérias técnicas e conceitos mateméticos elaborados [7,8]. Um horizonte aparente acustico é
a fronteira de uma regiao aprisionada, em outras palavras, é uma superficie na qual a compo-
nente normal da velocidade do fluido ¢é igual a velocidade de propagagao do som. O horizonte
de eventos futuro acustico, por sua vez, é definido como sendo a fronteira da regiao a partir da
qual geodésicas nulas, i.e. fonons, ndo conseguem escapar (uma definigdo andloga existe para
horizonte de eventos passado). Assim como em Relatividade Geral, as defini¢oes de horizonte
de eventos e de horizonte aparente coincidem para espacos-tempo estacionarios. Nesse traba-
lho, sao considerados apenas modelos analogos com fluxo constante no tempo e, portanto, a
diferenciacao entre os dois conceitos é desnecessaria.

Queremos estudar, da mesma maneira que fizemos para buracos negros em Relatividade
Geral, a propagacao de ondas em espacos-tempo analogos. Para tornar a andalise possivel, res-
tringimos nossa atencao a sistemas estaticos e com simetria radial, de modo que as quantidades
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relevantes dependem apenas da coordenada radial, i.e. v = v(r), p = p(r) e ¢ = ¢(r). Além
disso, como o fluido é irrotacional, a parte angular da velocidade é dada por v, = B/r, onde
B é uma constante real. Com essas simplificacoes, o ansatz 6¢(t,r, ¢) = R(r)e”“'e™® torna a
equagao de Klein-Gordon, equacao (5.14), separavel. A equagao diferencial resultante para a
componente radial é,

d’R dR
5 P+ QU R =0, (5.19)
onde os coeficientes P(r) e Q(r) sao dados por,
d p .Uy B
P(r) = o log [r (¢ —v?) g} + 21 ER (w — mﬁ) : (5.20)
1 B\’ 5
Q(r):cz—vf [(w—mﬁ) _mﬁ]
: B v, d B\ p
+12 ((.U — mﬁ) malog {TUT <w — mr—2) §‘| . (521)

Observe que a densidade e as velocidades radiais nao sao independentes. Elas estao relacionadas
pela equagao de continuidade,

d%(fr’vrp) = 0. (5.22)

Para escrever a equagao diferencial (5.19) como uma equagao de onda, temos que modificar a
coordenada radial r para uma coordenada tipo tartaruga,

dr*
dr

e definir uma nova fungao radial H(r) por,

=A(r) =c*(c* —v2) (5.23)

R(r) = A"Y2exp [—%/P(f)df] H(r). (5.24)

Feitas essas duas transformagoes, a equacao (5.19) é simplificada para,

d’H
dr*?

onde o nuimero de onda efetivo k£ é dado por,

+Kk*(r)H =0, (5.25)

A ) ()

5.4 Problema de reflexao e de transmissao

Para compreender o processo de espalhamento de uma onda escalar por um buraco negro
acustico, vamos investigar o caso mais simples possivel, no qual a densidade p e a velocidade
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de propagacao das ondas sao constantes. Assim sendo, a partir da equacao da continuidade,
equacao (5.22), conclui-se que v, = —A/r, onde A é uma constante positiva. O sinal negativo
indica que o fluido se movimenta radialmente para dentro. Se r < A/c, a velocidade radial
do fluido é maior do que a velocidade de propagagao do som. Logo, a superficie definida por
r =rp, = A/c constitui o horizonte de eventos desse espago-tempo anédlogo. A ergosfera, definida
através da condigao v* = v7 + v} = ¢*, se localiza em r = r, = /A2 + B%/c. A coordenada tipo
tartaruga, definida pela equagao (5.23), se reduz, nesse caso, a

A CT—A‘

. = —1 5.27
r r—+ og ] ( )

2c

J& o nimero de onda efetivo, dado pela equagao (5.26), pode ser reescrito como,

1 mB\?> Ar? — A2 1 1 5 A?
2 L ~omb\- et —AT\ | Lf, L 0 A%
k* = > (w = ) < 27 ) {7‘2 (m 4) + 47’402} . (5.28)

Préximo ao buraco negro e no infinito assintético, esse nimero de onda efetivo é simplificado,
respectivamente, para,

1 B\’ 2 1
= (0= 2E) otr-n e w=ro(L). (5.29)

2 2
& r, T

Consequentemente, é possivel obter uma soluc¢do para a equagao de onda, equagao (5.25), nesses
limites. Mais especificamente, H ~ exp [+£%(w —mB/r})r.] perto do horizonte de eventos e
H ~ exp (:I:z'%"r*) no infinito.

Para resolver o problema de uma onda incidente proveniente de uma regiao assintoticamente
longe do buraco negro e obter os coeficientes de transmissao e reflexao relevantes, é necessario
impor uma condi¢ao de contorno no horizonte de eventos. De maneira idéntica ao caso da
Relatividade Geral, devido ao fato de nenhum sinal poder escapar de um buraco negro, exige-se
que a velocidade de grupo radial de um pacote de ondas seja direcionada de fora para dentro do
horizonte de eventos. Assim, para que Vg, = dw/dk = —1, devemos escolher a exponencial
H ~ exp [—%(w —mB /rfb)r*} como solucao do problema. Incluindo a solucao no infinito, a
parte radial da funcao de onda é dada por,

Zine—i%'r* 4 Zoute—i—i%m7 e — 00,
e (5.30)

o)
Ze h/) o, Ty — —00,
onde Z™, Z°ut ¢ Z'" sao constantes a serem determinadas. Note que, como a quantidade
k% é real, se H(r,) for uma solucao da equagio (5.25), entao seu complexo conjugado H*(r,)
também sera uma solucao. Usando novamente a identidade de Abel, obtem-se uma relacao entre
o Wronskiano W calculado nas proximidades do horizonte de eventos e no infinito assintético,

* mn ou mB r
= WIH,H|, _. = w(|Z"] =27 = (w— T—Q) |z 2. (5.31)

h

WI[H, H"]|

T =—00

E possivel reescrever a equacao acima na forma,

r4t=1, (5.32)
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onde r é o coeficiente de reflexao,
2

Zout
r= ' Zin | (5.33)
e t é o coeficiente de transmissao,
1 B\ |z |?
t=- <w - ) ‘Zm (5.34)

5.5 Ondas de gravidade

Depois de termos analisado o modelo andlogo mais simples existente, baseado na propagacao de
ondas sonoras em um fluido em movimento, estudaremos outro sistema analogo hidrodinamico,
baseado na propagacao de ondas na superficie de um fluido cuja unica forca externa vertical
¢é a gravidade. Mais precisamente, o objetivo dessa secao é investigar o comportamento de
ondas superficiais em um fluido incompressivel de densidade p. Seguindo a referéncia [59],
mostra-se que, com algumas aproximacoes, a propagacao dessas ondas pode ser descrita por
uma equagao de Klein—Gordon cujos parametros dependem da coordenada espacial. Além disso,
assumimos que o fluxo é irrotacional, de forma que a velocidade do fluido v pode ser escrita
como o gradiente de um campo, v = V. A equacao da continuidade, portanto, implica que o
operador laplaciano aplicado ao campo 1 deve ser nulo,

Vv =V =Vip+ 02y = (5.35)

onde x| = (x,y) e z sao as coordenadas espaciais. Assume-se que o tanque que contém o fluido
¢é plano, de modo que a direcao z é perpendicular ao plano que determina o fundo do tanque
(plano z = 0). Utilizando o ansatz,

n

v(t,x,y, 2 Z—w (t,z,y), (5.36)
n=0

n!

I\

juntamente com a condicao de contorno que exige que a velocidade vertical do fluido seja nula
no fundo do tanque, i.e. 0.9|.—o = 0, obtem-se a partir da equagao (5.35),

e n2n

Y(t,x,y, 2 Z VH Yoy (L, 2, y). (5.37)

n—=

Outra condicao de contorno que deve ser aplicada é o fato da taxa de variacao da altura do
fluido ser igual a velocidade vertical do fluido na superficie. Se z = h(t,x,y) denota a altura
do fluido, entao devemos ter,

dh oh o
— = — h - = — .
gr|_, " T e TV Villow = 3, n (5:38)
onde v|| _, € a velocidade horizontal na superficie,
0 ( )nh?n
Villoon = Vivloy = D WW(V 0)- (5.39)

n=0



5.5 Ondas de gravidade 47

Substituindo a equagao (5.37) na equacao (5.38), obtem-se, depois de alguma manipulagao
algébrica,
0 _1)n p2n+1

oh ( "
5 VI (nz; mvﬁ o (t, y)) = 0. (5.40)

Outra equacao necessaria para se determinar 1o (Z, z,y) pode ser obtida a partir da equacao

de Euler,

dv  0Ov VP
E—E—F(V-V)V——T—l—f (5.41)

onde pf representa todas as forgas internas. A pressao P, por sua vez, se anula na superficie,
P = Pyy(z—h)+O(z — h)*. (5.42)
Suponha que a gravidade ¢ a unica forca na direcao vertical e que é possivel escrever,
f=—-VV ==V W,y +g2), (5.43)

onde Vj corresponde a todas as forcas horizontais necessarias para manter o fluxo de background.
Como o fluxo é irrotacional, as equacoes de Euler podem ser transformadas em uma equacao
de Bernoulli,

&b P
V Vi =———-V. 5.44
o Ty V= (5.44)
Expandindo a equagao acima em poténcias de z — h, obtem-se a partir do termo de ordem 0,
o0 nh2n 6 2 1 e (_1)nh2n _— 2
nz:o 2n)! ©F 2 nz_% (2n)! Vi o
2
1 (0h ”h% ot
+5 <8t +V)h- Z oo Vi o | ==V — gh. (5.45)

onde a equagao (5.37) foi utilizada. Observe que as equagoes (5.40) e (5.45) sao suficientes para
se determinar ¥ (¢, z,y) e h(t, z,y). Uma vez que se conhece 1) (¢, z,y), é possivel determinar
Y(t,x,y,2) e, consequentemente, v. A incégnita restante, P(t,x,y, z), é entdao determinada a
partir da equacao de Bernoulli. A propagacao de perturbacoes nesse sistema, denomidadas
ondas de superficie (por se propagarem na superficie do fluido) ou ondas de gravidade (pois
a gravidade é a unica for¢a externa), é governada pela versao linearizada das equagoes (5.40)
e (5.45). Suponha perturbacoes lineares nas quantidades de background ) — ) + 0¥y €
h — h+ dh. A partir da equacao (5.40), obtemos,

doh — (— nh2n+1 2n+1
Ph - (v.||zh6h)+vu-(2((§,fT e >>=o. (5.46)

n=0

Outra equagao de perturbacao pode ser obtida a partir da equagao de Bernoulli, equagao (5.45).
Depois da manipulacao algébrica, tem-se,

0 X 1\np2n
(8t +V|||z h- V) <Z %Vﬁn&b(o)) = —goh, (5.47)

n=0
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onde g é dado pela seguinte expressao,

_ 0 ’
g=9+ (E + Vi |z=n - V|) h. (5.48)
Assumindo que,
Vidh < 6h e h*Vidy) < dt), (5.49)
as equagoes de perturbagao (5.46) e (5.47) se tornam, respectivamente,
00h
W + V” . (V|||Z:h5h) + VH . (hVH(S@b(O)) =0, (5.50)
¢ 0
<§ + V) le=n - Vn) 0oy = —goh. (5.51)

Substituindo a equacao (5.51) na equacao (5.50), obtemos uma equacao de Klein-Gordon para
010y, com uma métrica efetiva dada por,

h —q 2 = _
G = (T> ( gh+ |V|||z_h’ VH|z_h ) ’ (552)

g -V |z:h | DY

onde Iyys é a matriz identidade 2 x 2. Comparando esse resultado com a métrica analoga
obtida anteriormente, equagao (5.15), conclui-se que a velocidade de propagacao das ondas de
gravidade é dada por ¢ = gh. E possivel também definir uma densidade efetiva através da
relagao p = h, que, inclusive, obedece a uma equagao analoga a equacao de continuidade usual,
ver equagao (5.40).

Para estudar o problema do espalhamento de um onda de gravidade, vamos considerar dois
sistemas diferentes. O primeiro a ser analisado serd um fluxo estacionario, solucao das equacgoes
(5.40) e (5.45), com altura h constante e potencial 1)) = Az + By, onde A e B sao constantes.
A velocidade do fluido é, portanto, vg = AX + By. Define-se, nesse caso,

> hQn
S = 60z = 1) = 3 (1)" V00 (5.53)
Utilizando a aproximacao eikonal, i.e.,
Sy, = exp (ikyx + ikyy) (5.54)

onde k = (k,, k,) é o vetor de onda constante, as equagoes (5.51) e (5.50) podem ser escritas
como uma equacao de Klein—-Gordon para 1y,

(2 +V- vo) (2 +vo- v) Sy, — V- (gtanh (kh) vwh) —0, (5.55)
ot ot k

que corresponde a métrica acustica (5.52), com § = g e V|||.=p, = Vo = AX + By. Esse é um
exemplo de um espago-tempo arco—iris (rainbow spacetime) [82,83], no qual a métrica depende
do momento k da onda. A partir da equagao de Klein—Gordon, é possivel obter a relagao de
dispersao para as ondas de gravidade, em funcao do vetor de onda k,

0% = (w—k-vo)® = gktanh (kh) (5.56)
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onde w ¢é a frequéncia das ondas no referencial do laboratério e §2 é a frequéncia no referencial
do fluido em movimento. No limite de aguas rasas, i.e. A = 2% > h, Q% ~ ghk? e, consequen-
temente, as velocidades de grupo e de fase da onda sao dadas por ¢ = v/gh. No entanto, para
dguas profundas, i.e. A\ < h, tem-se Q% ~ gk e, consequentemente, as velocidades de fase e de

grupo da onda sao, respectivamente, ¢y = \/g/k e ¢, = Ow/0k = (1/2)+\/g/k.

O segundo sistema a ser considerado é um fluxo estacionério e simétrico em relagao a rotacoes
em torno do eixo z, de forma que as quantidades fisicas dependem apenas das coordenadas
cilindricas r e z. Como o fluxo é irrotacional, conclui-se que a velocidade angular é dada por
vy =B /T e, consequentemente,

onde B é uma constante e £(r) é uma func¢do que determina as velocidades radial e angular,
N (D0,
vy = ;% 2] o Vi), (5.58)
0 n 2n+1 2 o
;% TER VirE(r). (5.59)

As equagdes relevantes para se determinar o fluxo de background, i.e. equagoes (5.40) e (5.45),
se tornam, respectivamente,

o (LR 0 Ahee
nZ:O oo S = (5.60)
e?
2
Bz . > -1 nth 0 .
=t 1+ |y (@)T)'EW (7")] = 2[gheo — gh] | (5.61)
n=0 ’

onde A e h,, sao constantes, o apdstrofe denota diferenciacdo com respeito a r e o operador
Vﬁ” ¢ dado por,

1o ([ o\]|"
2n __ | =
Assumindo que V¢ < & e I'(r) < 1, tem-se, a partir das equagdes (5.58), (5.59) e (5.60), que
=0e,
Ah
e _ o0
v, =& (r) o (5.63)

A equagao de Bernoulli (5.61) para a superficie do fluido h(r),

B2 27,2
L ] A*hZ
2gr?

h? + h? [ =0, (5.64)

2912

¢ um polindmio cibico cuja unica solucao fisica é dada por,

h(r) = é (hoo - 25;) {1 +2cos @ﬂ , (5.65)
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3% [ Ahs 2 B? -3
—cos tl1 -2 — ) )
0 = cos [ g < o ) (hoo 5 r2> ] (5.66)

Analogamente & métrica (5.16) de ondas sonoras, a métrica acustica (5.52) também compartilha
algumas similaridades com a métrica de Kerr, admitindo a existéncia tanto de uma ergosfera
como de um horizonte de eventos. A ergosfera, definida como a regiao onde a velocidade do
fluido excede a velocidade de propagacao das ondas, i.e. v? = gh, estd localizada em,

com altura correspondente hg = (2/3)hs. Por outro lado, o horizonte de eventos é a superficie

na qual a velocidade radial do fluido ¢ igual a velocidade de propagacao, i.e. v = gh, e estd

2 =
localizado em,

onde,

B

5.68
o (5.68)

2(5) o (5o (7))

Portanto, 8(ry) = 7 e a altura do fluido no horizonte de eventos pode ser calculada a partir da

equagao (5.65),
A\ S O\ A2 g

(Dl (O] o

Conforme demonstrado na referéncia [84], existe uma coordenada radial minima para a qual a
fungao cubica (5.65) admite solugoes aceitaveis fisicamente. Essa coordenada radial, definida
pela condicao Oh/Jr = oo, caracteriza o raio do sorvedouro e é exatamente idéntica a coor-
denada radial do horizonte de eventos ry do buraco negro analogo em questao. A partir da
equacgao (5.65), uma expansao em série de Oh/Jr pode ser obtida préximo ao horizonte,

dh _ by [, By 1

dr ~ forn A2 \r—rm

Uma consequéncia importante para a analogia com a gravitacao é o fato da gravidade superficial
[56] desse buraco negro anélogo divergir,

+0(1). (5.70)

1d o, a1 Ah2\ dh
“ 3 @0, =3 (%) &

= 00. (5.71)

RH

TH
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O estudo de ondas de gravidade incidentes em um buraco negro andlogo é quase idéntica
ao caso de ondas sonoras incidentes em um buraco negro acustico. Utilizando novamente o
ansatz oY(t,r,¢) = R(r)e “te™? ¢ possivel separar a equagao de Klein-Gordon. A equagao
diferencial relevante para o problema é novamente dada pela equacao (5.19), com coeficientes
P(r) e Q(r) dados por,

d r 2 . U B
P(r)= glog {; (gh—vr)} +2Zgh—v7? (w—mr—Q) : (5.72)
1 B\>  ,gh
Q(T):gh—vf [(w—mﬁ> -m ﬁ]
. B Uy d T B
+2 (C«J — mﬁ> gh,——’(]g% lOg |:§Ur (W — mﬁ>} , (573)

onde v, é dado pela equacao (5.63). Para escrever a equacao diferencial acima como uma
equacao de onda, transforma-se a coordenada radial para uma coordenada tipo tartaruga,

dr*
- = A(r) = gh(gh - vl (5.74)

e se define uma nova fungao radial H(r) por,

R(r) = A Y2 exp {—% / P(F)df} H(r). (5.75)

Essas duas transformagoes simplificam a equagao (5.19),

d*H
dr*?

+ Kk (r)H =0, (5.76)

onde o numero de onda efetivo £ ¢é dado por,

k;2:i w—mB Q_gh—vfm_z_'_l (hr)
gh 72 gh 12 2\ hr

o [ () -2 (%)

5.6 Determinacao experimental da radiacao Hawking

Al

(5.77)

A principal utilidade de modelos anédlogos é a possibilidade de testar em laboratério fenomenos
da TQCEC que, em principio, seriam impossiveis de serem realizados experimentalmente. O
melhor exemplo, que inclusive motivou a descoberta da métrica actustica [55], é a radiagao
Hawking. Assumindo um fluxo esfericamente simétrico e estacionario, e definindo uma nova

coordenada temporal,
vo(r)
=t 5.78
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a métrica acustica, equacao (5.13), se reduz a,

2

Po c
ds® = = ((02 — v3)d7?* — z

dr? — r*(df? + sin® 9d¢2)) ) (5.79)

onde vy é a velocidade radial do fluido, py é a sua densidade e ¢ é a velocidade de propagagao
do som. Assume-se que existe um horizonte de eventos em r = r,, de modo que a velocidade
pode ser expandida como,

vo=—c+a(r—ry) +0(r— Th)Q, (5.80)

onde o é uma constante. Deixando de lado a parte angular, por simplicidade, temos, nas
proximidades do horizonte de eventos,

Po 2 dr?
ds®* == (2 —rp)drT? — ————— 5.81
s . < ca(r —ry)dr 2a(r—M)) : (5.81)
que é conforme a métrica de Schwarzschild na vizinhanca do horizonte de eventos,
r—2M 2M
ds? = | —— | dt?* — ——dr®. .82
° ( oM ) r— oM (582)

Quantizando o campo de Klein—-Gordon 1), ver equagao (5.14), é possivel mostrar que buracos
negros analogos, de maneira semelhante a um buraco negro de Schwarzschild, emitem ondas
sonoras com um espectro térmico de temperatura,

_ " 9%
- 21k Or

: (5.83)

horizonte

onde £ é a constante de Planck e k é a constante de Boltzmann [55]. Estima-se que, para buracos
negros acusticos, essa temperatura seja da ordem de 1077 K, um valor extremamente dificil, se
nao impossivel, de se detectar experimentalmente considerando a presenca de turbuléncias,
vorticidade, etc.

A grande vantagem de se utilizar modelos analogos para investigar o efeito Hawking é o
fato de se conhecer o comportamento do sistema fisico também no limite de altas frequéncias
e pequenos comprimentos de onda. No caso hidrodinamico, por exemplo, para comprimentos
de onda menores que a distancia interatomica do fluido, ondas sonoras nao existem. Porém,
a fisica dessas escalas, i.e. a teoria atomica da matéria, é bem conhecida. Nessa escala de
pequenas distancias, a relacao de dispersao relativistica usual, i.e. w?
sendo necessério levar em conta correcoes de order superior em k,

= c%k?, deixa de valer,

w® =k + 0 (k). (5.84)

O mesmo nao pode ser dito da TQCEC. De fato, a demonstracao da radiacao Hawking
para buracos negros requer a existéncia de flutuagoes de vacuo cuja frequéncia estd muito
além da escala de Planck (frequéncias transplanckianas), num regime onde toda a teoria deixa
de valer. E o chamado problema transplanckiano [44, 53, 64]. No entanto, diferentemente
da teoria atomica, uma teoria de gravitacao quantica completa ainda nao existe. Modelos
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analogos de gravitacao existem para tentar suprir essa deficiéncia. Ao investigarmos se buracos
negros acusticos emitem ou nao radiagao Hawking mesmo quando levamos em conta a fisica das
distancias intermoleculares, esperamos obter (ou pelo menos nos aproximar de) uma resposta
definitiva sobre a existéncia (ou nao) da radiacdo Hawking em buracos negros reais. Diversos
autores investigaram o efeito de modificagoes na relacao de dispersao sobre o processo de emissao
da radiacao Hawking [44,66] e a possibilidade de aplicar as mesmas idéias em buracos negros
reais [67,85]. Em geral, com algumas hipéteses adicionais, o processo de evaporacao de Hawking
é recuperado.

A maneira mais simples de investigar a radiacao Hawking em laboratério é utilizando ondas
de gravidade, ver segao (5.5). A primeira realizagdo experimental de tal modelo anélogo foi
realizada em 2003, na Universidade de British Columbia, por Bill Unruh, Ralf Schiitzhold e
Greg Lawrence [2], ver figura (5.1).

Figura 5.1: O salto na altura da dgua no horizonte de eventos de um buraco branco analogo pode
ser interpretado como uma onda de gravidade de frequéncia nula que atinge esse horizonte. Retirado
da referéncia [2].

A medida que o fluido se propaga pelo tanque, a altura do fluido se altera, de modo que
existe um ponto no qual a velocidade das ondas e do fluido ¢é igual, i.e. existe um horizonte de
eventos andlogo. A relagao de dispersao completa para ondas de gravidade é dada pela equagao
(5.56),

(w—v-k)* = gktanh (kh), (5.85)

onde w é a frequéncia da onda, k é seu vetor de onda, v é a velocidade do fluido, A é a sua altura
e g é a aceleragao da gravidade. Em seu experimento, Unruh, Schiitzhold e Lawrence [2], con-
sideraram o sistema sem nenhum gerador de ondas. O salto na altura da dgua, ver figura (5.1),
pode ser interpretado como uma perturbacao de comprimento de onda infinito (e, consequen-
temente, frequéncia nula) incidente sobre o horizonte de eventos de um buraco branco analogo.
Como o fluxo considerado é estacionario, a frequéncia do sistema é conservada e, portanto, a
onda espalhada também possui frequéncia nula. Consequentemente, a velocidade de fase dessa
onda é nula. Sua velocidade de grupo, dw/0k, no entanto, é nao-nula e direcionada para longe
do horizonte de eventos. Isso significa que ha um fluxo de energia saindo do horizonte. Em
outras palavras, uma onda incidente sobre o horizonte de eventos é espalhada, sendo convertida
em uma outra onda de frequéncia nula e de nimero de onda k, que pode ser calculado a partir

da equagao (5.85),
vk = \/ gk tanh(kh). (5.86)
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O primeiro experimento a utilizar um gerador de ondas e considerar ondas incidentes de
frequéncias nao-nulas foi realizado por Rousseaux et al [75]. Para variar a altura (e, conse-
quentemente, a velocidade) do fluido, um obstaculo é introduzido no fundo do tanque. O fluxo
de agua ao longo do tanque ¢ ajustado de modo que, sobre o obstéculo, ondas se propagando
contra o fluxo sao bloqueadas. A regiao em que isso ocorre, definida através da exigéncia de que
a velocidade de grupo das ondas seja igual a velocidade do fluido, é um horizonte de eventos de
um buraco negro analogo. Esse fenomeno de bloqueio de ondas ja havia sido considerado ante-
riormente na literatura de fluidodinamica [86-89], inclusive experimentalmente. No entanto, o
analogo da radiagao Hawking, possivel nesse contexto, nunca havia sido testado em laboratério.

Conforme explicado anteriormente, o sistema é estacionario e, portanto, a frequéncia no
referencial do laboratorio é conservada. Em termos gerais, para que essa frequéncia seja con-
servada, uma onda incidente no horizonte de eventos é convertida em duas ondas com numeros
de onda k distintos. De fato, dada uma frequéncia w suficientemente pequena, trés valores
distintos de k sdo possiveis, ver figura (5.2).

Y

Figura 5.2: Relagao de dispersao para ondas de gravidade, adaptado de [3].

A onda k), que possui velocidades de fase e de grupo positivas, corresponde & onda produ-
zida pelo gerador de ondas. Ao atingir a regiao do obstaculo, essa onda é convertida nas outras
duas ondas possiveis, k. ,, com velocidade de fase positiva, mas velocidade de grupo negativa,
e k,,,, com ambas velocidades negativas. Essa ultima onda, de frequéencia k_,, corresponde
ao fenomeno da radiacao Hawking para campos classicos. A versao quantica desse processo, é
consequencia direta desse resultado quando os campos classicos sao quantizados. Nesse caso, o
vacuo quantico faz o papel da onda incidente. Tendo isso em mente, uma verificagao experimen-
tal da radiacao classica é uma prova indireta da existéncia da radiagao Hawking quantica. No
primeiro experimento com tal intuito [75], foram observadas ondas convertidas de frequéncias

negativas, porém a origem delas é incerta. A explicacdo mais provavel é que elas sdo causadas
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por efeitos nao lineares devido a ondas incidentes com amplitudes demasiadamente grandes.
Recentemente, outro experimento realizado na Universidade de British Columbia [3], obteve
sucesso em detectar a radiacdo Hawking em um buraco branco anélogo, ver figura (5.3). Mais
do que isso, a razao entre as amplitudes dos modos produzidos na regiao do obstaculo foi cal-
culada. O resultado obtido estd de acordo com a distribuicao térmica esperada para modos
produzidos por um processo de radiacao Hawking.

Z ‘
—

Qi

Figura 5.3: Montagem experimental — (1) tanque de dgua, (2) reservatério, (3) obstaculo, (4) gerador
de ondas, (5) barragem regulavel, (6) reservatério, (7) bomba hidréulica. Retirado da referéncia [3].

A primeira tentativa de se medir experimentalmente a radiacao Hawking quantica foi rea-
lizada em 2010 utilizando pulsos ultracurtos de laser [76]. No entanto, a origem da radiagao
detectada nao é clara e, portanto, nao deveria ser denominada radiagao Hawking [90].



Capitulo 6

Superradiancia

Em termos gerais, processos de espalhamento de ondas sao caracterizados pela interagao entre
uma onda incidente e um obstdculo fisico. No caso geral, ondas incidentes perdem energia ao
atravessarem seu meio de propagacao: a amplitude da onda refletida é menor que a amplitude
da onda incidente. Entretanto, existem alguns sistemas especiais nos quais esse comportamento
¢ invertido e a amplitude das ondas refletidas é maior que a das ondas incidentes. Em outras pa-
lavras, energia é extraida do sistema. Os exemplos mais populares desse fenomeno, denominado
superradiancia [91], sdo o espalhamento de ondas por buracos negros de Kerr [92,93] e o espalha-
mento de ondas eletromagnéticas por um cilindro condutor em rotagao [68,94]. Nesse capitulo,
iremos investigar os detalhes que tornam o fenomeno da superradiancia possivel. Partindo de
um processo de espalhamento bastante geral descrito por uma equagao diferencial de segunda
ordem e um potencial efetivo determinado pela interacao entre a onda incidente e o obstaculo
espalhador, encontraremos condicoes necessarias e suficientes para que o fendomeno ocorra. Sur-
preendentemente, tal processo ocorre apenas em sistemas onde ha absorcao, por exemplo, um
cilindro condutor em rotagao ou um buraco negro de Kerr. Partindo dos exemplos mais comuns
na literatura e generalizando para outros casos, mostraremos que a existéncia de uma ergosfera,
i.e. uma regiao na qual nenhum observador fisico pode permanecer em repouso, nao é suficiente
para que a superradiancia ocorra; uma condicao de contorno apropriada também é necessaria.
Indicaremos, inclusive, algumas situagoes na literatura recente nas quais uma ergosfera existia,
mas a condigao de contorno fora imposta sem uma motivacao fisica clara [80,81]. Considerare-
mos, em detalhes, o processo de espalhamento ondulatério em modelos andlogos. Para finalizar
o capitulo, estudaremos um experimento realizado recentemente no ICTP, Trieste, cujo objetivo
era analisar a possibilidade de se detectar o fenomeno de superradiancia experimentalmente.

6.1 Natureza da superradiancia

Seja (t,m,x) um sistema de coordenadas no qual ¢ é a coordenada temporal e (1, x) sdo as
coordenadas espaciais. Suponha que um processo de espalhamento pode ser descrito por um
campo separdvel, U(t,n,x) = h(n)g(x)e ™", onde w € R e h(n) obedece a uma equagao
diferencial linear e homogeénea de segunda ordem. Através de uma mudanca de coordenadas

26
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apropriada, essa equagao pode sempre ser escrita como,

d*f .

2 + V(&) +:iT()]f =0, (6.1)
onde f é a nova variavel dependente, £ = £(n) é a nova coordenada independente e os potenciais
efetivos V(&) e I'(§) sao reais. Além disso, quando £ — oo, assumimos que,

V(E) = w® e £T(€) —0. (6.2)

Dessa forma, a equagao (6.1) admite uma solugao correspondente ao espalhamento de uma onda
incidente do infinito,
f&) =™+ Ret™, € — o0, (6.3)

onde R é a razao entre as amplitudes da onda refletida e da onda incidente. Para investigar
a ocorréncia da superradiancia, é necessaria uma relagao de conservacgao, que pode ser obtida
considerando-se a derivada espacial do Wronskiano entre f(§) e f*(£),

d d | df* df 9

— [ W(f, f* i— — f*=| =2T|f|% 6.4

FIWUP = i |1 -] =i (6.4)
Integrando a equagao acima desde de um ponto & (onde uma condigao de contorno é imposta)
até oo e substituindo a forma assintética de f(€), equagao (6.3), obtem-se,

WUl = [ TP (6.5

1
RP=1+—
IR o
onde a quantidade |R|? é interpretada como o coeficiente de reflexao.

Para os sistemas que podem ser descritos pela equacao diferencial acima, uma condicao
necessdria e suficiente para que superradiancia ocorra, i.e. |R| > 1, é,

Wl =2 [Tl >0 (6.6
0

e, portanto, uma condi¢ao suficiente é iW(f, f*)|¢, > 0 e I'(§) < 0, V& € (&, 00) (pelo me-

nos uma das desigualdades deve ser estrita). Por outro lado, superradiancia é impossivel se

iW(f, ), <0eI'(§) >0, VE € (&, 00). Nesses casos, é suficiente saber o comportamento

da solugao nas proximidades de &,. Porém, para o caso mais geral, é preciso resolver a equacao

diferencial (6.1) para determinar a ocorréncia ou auséncia de superradiancia.

Analisaremos agora, em detalhe, diferentes sistemas fisicos através da equacao de con-
servagao (6.5).

6.2 Ondas escalares em um buraco negro de Kerr—-Newman

O processo de espalhamento de uma onda escalar com carga elétrica ¢ por um buraco negro de
Kerr-Newman (massa M, carga (), momento angular a) é descrito por um campo de Klein—
Gordon separavel [95],

W(t,r,0,9) = \/%ei”teimd’&gm(@), (6.7)
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onde m ¢ o momento angular azimutal, ¢ é o momento angular orbital e Sy,, sao os esferoidais
harmonicos. Através de uma mudanca de coordenadas adequada,

d¢  r?>+a?
e 6.8
dr A (6:8)
onde A = r? — 2Mr + Q* + a?, a equacao de Klein-Gordon se reduz & equacao (6.1), com
['€)=0e,
am+eQr\® LA Ad d1
= -] N4+ =— (A= .
Lf(w 72 ) Yatan \Bur) (6.9)
onde 7 = r? + a?, A é uma constante de separagao e r = r(£). Além disso,
w?, £ — 4oo(r — 00),
V= { (w—mQy —edy)?, & — —oo(r —ry), (6.10)

onde ry = M + /M? —Q? —a? ¢ o horizonte de eventos, enquanto Q, = a/(r3 + a*)* e
Oy, = Qry/ (ri + a?)? sao a velocidade angular do horizonte de eventos e o potencial elétrico,
respectivamente. Uma onda indicidente originada em +oo, descrita pela equagao (6.3), é es-
palhada pelo buraco negro. Como nenhum sinal pode escapar classicamente do buraco negro,
apenas solugoes direcionadas para dentro do buraco negro (i.e. velocidade de grupo em diregao
ao buraco negro) sao permitidas nas proximidades do horizonte de eventos,

f(€) = Temfmmnmetle ¢ — —oo(r = ry), (6.11)
onde T é o coeficiente de transmissao. A partir da equagao de conservagao (6.5), obtem-se,

w — mfl, — edy,

IRIP=1- 1T (6.12)

Essa equagao reflete a conservagao da corrente de particulas [8]. Casos particulares desse resul-
tado foram obtidos nas se¢oes (2.7) e (3.5). Se w < m$Qy, +ePy,, essa corrente é direcionada para
fora do horizonte de eventos. Consequentemente, para ser conservada, a corrente de particulas
total deve ter a mesma direcao no infinito e, portanto, superradiancia deve ocorrer. Outra
maneira de entender a fisica desse fenomeno é comparar as energias e diregoes de propagagao
das ondas. Assintoticamente longe do buraco negro, as velocidades de grupo e de fase apontam
na mesma dire¢ao. No entanto, nas proximidades do horizonte de eventos, a velocidade de fase
da onda incidente é direcionada para fora do buraco negro. Consequentemente, apesar da onda
se propagar em direcao ao buraco negro, energia rotacional é extraida no processo, conforme
calculado através do fluxo de energia no horizonte [8].

E importante enfatizar a importancia das condigoes de contorno nesses resultados. Suponha
que nao existisse o horizonte de eventos e as condi¢oes de contorno fossem diferentes, de modo
que ondas se propagando para fora, com amplitude ), também fossem possiveis. A expressao
(6.12) entao se tornaria,

—mS), — ed
T R

TP = 1Y), (6.13)

e, para |T| > ||, a condi¢ao sobre w para superradiancia nao seria modificada. Observe que, se
|T| < ||, seria possivel obter |R| > 1 para frequéncias suficientemente grandes, w > mQ,+e®y,.
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No entanto, isso nao deve ser chamado de superradiancia pois a condicao |T| < |)| corresponde
a existencia de uma fonte no interior do sistema. Essas idéias podem ser aplicadas para o caso
de uma estrela em rapida rotacao que apresenta uma ergosfera. Por simplicidade, assume-se que
Kerr-Newman ¢ a métrica exterior e a superficie da estrela é perfeitamente refletora, |7| = |V|.
Consequentemente, |R| = 1, veja, por exemplo, [96].

6.3 Cilindro de Zel’dovich

O sistema fisico no qual o fendmeno da superradiancia foi descoberta foi o cilindro de Zel’dovich
[68]. Seguindo a andlise e a notagao da referéncia [94], considera-se um cilindro infinitamente
longo de raio R, no vacuo e com velocidade angular constante €. O cilindro possui permitividade
uniforme €(w) € R, permeabilidade pu(w) € R, e condutividade elétrica ¢ > 0. Em um sistema
de coordenadas cilindrico, consideram-se modos axiais elétricos com k = 0, caracterizados pelos
seguintes campos elétrico,

E V(M mQ)f(r) €_iwt€im¢2, (614)
w N
e magnético,
v e L2 d f(r)‘qs—‘t
B=(—(m-—w +—¢p— | —=FeMPe 1
(wr(m WAr)F w¢dr) \/Fe o (6.15)

onde m > 0 é o numero azimutal e 7 é o fator de Lorentz. A fungao radial f(r) satisfaz a
equacao (6.1) com r = £ e potenciais efetivos,

w2 — Am’-—1 r>R
— 4r2 ’ 6.16
{ wW? 4+ (1 — ep)(w —mO)?y? — 4”Zi;1, r < R, (6.16)
e
0, r> R,
L) = { drypo(w —ms), r<R. (6.17)

No limite assintético, uma solugao para a equagao (6.1) é dada por (6.3). Préximo a r =0, a
Unica solugao para a qual os campos elétricos e magnéticos sao bem comportadas é dada por
f o< y/rr™. Nesse caso, o Wronskiano que aparece na equagao (6.5) é nulo e, portanto,

R =1— é / * ot — mey O g (6.18)
0

r

Se o material do qual o cilindro é feito é um isolante elétrico (¢ = 0), nada acontece a onda
incidente; ela é refletida sem perder ou ganhar energia (|R| = 1). No entanto, se o cilindro é
um condutor elétrico (o # 0), ocorre dissipacao e |R| # 1. A energia perdida é proporcional
a frequencia w — m{2 da onda incidente medida no co-referencial do cilindro, veja por exemplo
a referéncia [97]. Para w > mf2, energia é dissipada na forma de calor. Por outro lado, para
w < mf), energia rotacional esta sendo transferida do cilindro para a onda eletromagnética e
superradiancia ocorre. Esse é um resultado geral para corpos macroscépicos axissimétricos com
velocidade angular constante €2 que podem dissipar internamente energias absorvidas. Pela
Segunda Lei da Termodinamica, superradiancia surge quando w — m$) < 0 [94].
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6.4 Espacos-tempo analogos

A equagao (6.1) também é aplicavel no contexto de espagos-tempo analogos [56]. Para buracos
negros acusticos em rotagao, processos superradiantes de espalhamento sdo possiveis [77,78].
No entanto, se o espaco-tempo nao possui um horizonte de eventos, a conclusao nao é a mesma.
Nas situacgoes aqui investigadas, inclusive, a superradiancia nao se manifesta. Em particular,
pode-se mostrar que a superradiancia nao ocorre para fluidos inviscidos, com fluxo rotacional
e sem velocidades radiais. No caso de pequenas perturbagoes em torno de um fluxo (2 + 1)-
dimensional irrotacional, inviscido e incompressivel, as equagoes que descrevem o sistema podem
ser reescritas como uma equagao de Klein-Gordon em um espago-tempo curvo [78,79], ver
equacao (5.14). A funcdo de onda quando a densidade do fluido p e a velocidade do som no
fluido ¢ sdo constantes (assume-se ¢ = 1 por simplicidade), é dada por,

- r—%ﬂ”%(rz _ A2>i%—i’§—ff67iwteim¢j A0, (6.19)
,,ﬂ—%fefiwteimgb, A= O7 :
onde m é o numero azimutal, e a velocidade de background é,
A B -
Vo= ——T+ —¢. (6.20)
r r

Esse problema foi tratado anteriormente na segao (5.4). Através da transformacao de coorde-

nadas,
d¢ AN\ 7!

a equacao de Klein—Gordon radial se reduz para (6.1), com I'(§) =0 e

mB? A? m? 1 5A2

ver equacgao (5.28). Quando A # 0, um horizonte de eventos estd presente em r = A (§ = —o0).
A situacao é idéntica ao caso de buracos negros reais. Impondo a condicao de que as ondas
podem apenas entrar no horizonte de eventos, obtem-se a condicao de reflexdo demonstrada
anteriormente, equagio (6.12), para ®, = 0 e ), = B/A% Nesse caso em que existe um hori-
zonte de eventos, os detalhes exatos da velocidade de background na origem nao sao importantes
pois a condi¢cao de contorno é imposta justamente no horizonte de eventos. Dessa forma, os
calculos independem do perfil de velocidades dentro do buraco negro. No entanto, quando A
= 0, o horizonte de eventos nao existe mais e uma condicao de contorno deve ser especificada
em r = 0. Para contornar essa dificuldade, um tanque de fluido que se estende de r = ry até
r = oo pode ser considerado. Como o campo deve ser continuo em 7y, a condi¢ao de contorno
f(ro) = 0 deve ser imposta. A solugao correspondente,

f(r)=alr —re) +O(r —ry)*, a€C, (6.23)

implica que o Wronskiano da equagao (6.5) é nulo e, consequentemente, |R| = 1. Isso corre até
quando existe uma ergosfera, i.e. quando B > rg, pois os modos de energia negativa nao ficam
aprisionados dentro do horizonte de eventos. Na referéncia [80], foi demonstrado que buracos
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negros acusticos sem velocidade radial ndo apresentam superradiancia (o coeficiente de reflexao
calculado satisfazia |R| < 1). Porém, a hipdtese de se exigir apenas ondas entrando na ergosfera
(que foi definida utilizando a velocidade de fase ao invés da velocidade de grupo) nao é clara
para o presente autor.

Outra maneira de se evitar uma velocidade divergente na origem é considerar um perfil de
velocidades mais realistico, por exemplo, vy = u(r)@, onde,

re, r—0,
u(r) o { Pl o oo, (6.24)

com o > 1. Consequentemente, o fluxo deixa de ser irrotacional e a andlise perturbativa
das equacoes hidrodinamicas é mais sofisticada. E necessdrio introduzir graus de liberdade
adicionais na forma de uma campo vetorial (. No total, tem-se dois campos, ¥ e {, que
satisfazem o seguinte sistema de equagoes diferenciais [98],

R
PY grpvic (6.25)
% = Vb X wy — (¢ V)vo, (6.26)
onde,
wo=V Xvy= %% [ru(r)] 2 =wo(r)z, (6.27)

é avorticidade do background. Através da seguinte separacio de varidveis, (¢, r, ¢) = R(r)e~“teim?o
e C(t,r, ) = s(r)e ™™ a equagio (6.26) se torna,

wo |7 u d o~ (mwy d
s(r) = Kw |:T ( m+2d) dr> +Z¢< rW dr)] R, (6.28)
onde,
Gow-m™) o oot
r wr
E possivel reescrever a equagao (6.25) na forma da equagao (6.1), com § = r, I'(r) = 0,
f(r) = R(r)y/r/K, e,
@ m? 1d? r 1{d ry]?
Veg o) 3 [510% (E)] ’ (6.29)
onde,
1 m d / wy
- 1— —— ) 6.30
2 { rGdr (K&ﬂ)] (6.30)

No limite assintético, 7 — oo, o fluxo (6.24) é irrotacional. Portanto, nesse limite, { = 0
e f(r) dado pela equagado (6.3) descreve uma onda incidente. Préximo de r = 0, a unica
solugdo da equagao (6.1) que admite perturbagdes de velocidade (dv = Vi + ) fisicamente
bem comportadas é f(r) oc 7™1/2, cujo Wronskiano é nulo, i.e. W(f, f*)|o = 0. Substituindo
esse resultado na equagao (6.5), conclui-se que |R| = 1 e superradiancia nao ocorre. Seria
interessante incluir viscosidade nesses fluidos puramente rotacionais, sem velocidades radiais.
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Assim como no caso do cilindro de Zel’dovich, o termo dissipativo na equacao (6.5) talvez possa
contribuir para um espalhamento superradiante.

Outra situagao similar na qual uma ergosfera pode aparecer sem um horizonte de eventos
é em um vértice de um condensado de Bose-Einstein. A grande dificuldade para determinar a
ocorréncia ou nao de superradiancia é conhecer o comportamento do campo nas proximidades
do vértice. Em [81], foi argumentado que superradiancia é possivel. No entanto, a razao
para assumir apenas ondas que entram no vortice nao fica clara. E preciso também investigar
cuidadosamente como a pressao quantica proxima ao vértice (responsével pela parte nao linear
do espectro de excitagoes) interfere na formagao da ergosfera.

Apesar da superradiancia nao se manifestar em sistemas nao dissipativos sem um hori-
zonte de eventos, instabilidades dinamicas podem estar presentes. Elas correspondem a um
crescimento exponencial no tempo (Jm(w) > 0) e, eventualmente, a validade do tratamento
perturbativo fica comprometida. O ansatz (6.3) ndo é apropriado nesse caso. Uma condigao
de contorno adicional que exclua ondas incidentes em £ = +o00 deve ser imposta e o problema
passa a ser um problema de autovalores para frequéncias complexas.

6.5 E possivel obter superradiancia em laboratoério?

Conforme visto na se¢ao (5.6), modelos anédlogos baseados em ondas de gravidade constituem
um 6timo sistema para se testar, experimentalmente, efeitos da TQCEC. Nessa sessao, investi-
garemos a possibilidade de detectar superradiancia em um buraco negro analogo com rotagao.
O exemplo mais simples de um sistema desse tipo foi obtido na segao (5.5), ao considerarmos
um fluxo (2 + 1)—dimensional, estaciondrio, irrotacional e com simetria cilindrica. A altura do
fluido é dada pela equagao (5.65). Ondas de gravidade se propagam nesse sistema através da
equagao de onda (5.76), com nimero de onda efetivo dado pela equagao (5.77). Para analisar o
problema de uma onda incidente nesse buraco negro analogo, precisamos impor a condi¢ao de
que nenhum sinal pode escapar do interior de seu horizonte de eventos. Para tal, é necessério
distinguir, dentre as duas solugbes da equagao (5.76), qual se propaga radialmente para dentro
do buraco negro e qual se propaga para fora. O grande problema desse sistema é que, devido
ao fato da gravidade superficial divergir, ver a equacao (5.71), as solugbes nao tem cardter
ondulatério na proximidade do horizonte de eventos.

Esse problema da gravidade superficial infinita ja foi considerado anteriormente no contexto
de ondas sonoras [99]. Como dh/dr também diverge, a hipdtese feita logo apés a equagao (5.62),
de que derivadas de ordem dois (ou superior) de £(r) e de h(r) sdo despreziveis, deixa de valer,
comprometendo toda a analogia com buracos negros reais. Para o caso de ondas sonoras, a
hipétese de viscosidade nula pode ser a razao dessa divergéncia. No entanto, incluir viscosidade
nao é uma tarefa simples, dado que ela adiciona um termo de terceira ordem as equagcoes de
perturbagao, tornando impossivel escrevé-las na forma de uma equacao de Klein—-Gordon. Para
fluidos inviscidos, uma maneira de tornar a gravidade superficial finita é introduzir uma forca
externa bastante especifica, de maneira andloga a considerada na referéncia [99].

Suponha que, ao invés do potencial,

V(r,¢,2) = ghe — g2 + O(27), (6.31)
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que utilizamos para obter a equacao (5.64), consideremos um potencial mais geral, dado por,
V(r,¢,2) = glhes +0(r)) — gz + O(2%), (6.32)
onde lim,_,, b(r) = 0. A equagao de Bernoulli entao se altera para,

0.3

h* +h*H — =0 6.33
HIPH() + 55 =0, (6.33)
onde,
o 3 A%R2, B B?
H(r) = 5 =b(r) = ho, 0" = s 1= (6.34)
Derivando essa expressao com relagdo a r e resolvendo para h/(r), obtemos,
dh WY
S 7 dr (6.35)
dr h(3h +2H)
A partir da definicao do horizonte de eventos,
A?h? o3
vP=""2=gh= = =h}, (6.36)
r2h? r? h
juntamente com a nova equagao de Bernoulli, equagao (6.33), conclui-se que,
2
hh = —gH(Th). (637)

Portanto, o denominador da equagédo (6.35) se anula no horizonte e h'(ry,) diverge a menos que
o numerador também se anule. Escolhendo 0'(r,,) cuidadosamente, é possivel zerar o numerador
no horizonte de eventos e obter um valor finito para A'(r,). Uma maneira possivel de se fazer

isso € escolher,
2 2")/ Ty B
br) === (S5 +hoe ) (B2) (=), 6.38
=3 () (%) = (6.38)
onde f > 1 e r, é dado pela expressao (5.68). Observe que essa defini¢ao ¢é consistente, uma
vez que V (ry) =0 (se V(r,) # 0, entdo o horizonte nao estaria localizado em 7,, mas em uma
diferente coordenada radial).

Com esse novo potencial, a altura do fluido pode ser escrita como h(r) = hy + O(r — rh)
perto do horizonte e como A(r) = hy +O(r~2) longe dele. A mudanca de coordenadas, equagao
(5.74), se reduz a,

“ T, r* — 4o00(r — 00), (6.39)
" 22’2 log(r —ry), 1 — —oco(r = ry), '

onde cy = v/ghpy ¢é a velocidade das ondas no horizonte de eventos e kg ¢ 0 analogo da gravidade
superficial no horizonte de eventos.

Com isso, é possivel resolver a equacao de onda nas proximidades do horizonte de eventos e
no infinito. A partir da equagao (5.26), obtem-se,

2
(i> : r* — 4o00(r — 00),

2 (6.40)
. ( —m—2B> , r* — —oo(r = rg),
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Considerando o processo de espalhamento de uma onda incidente de r = +o0 e levando em
consideracao o fato de que nenhuma onda pode entrar no horizonte de eventos de um buraco
negro analogo, a solucao da equacao de onda pode ser escrita como,

are e 4 e 1 — 4oo(r — 00),
H(T*) = i _mB . (641)
w P} T
Be “HN Tm/) | r* — —oo(r — ry),

onde ¢, = ghs. Como a equagio (5.76) é uma equacao diferencial linear de segunda ordem
sem o termo de primeira ordem, o Wronskiano entre uma solugao H e seu complexo conjugado é
constante. Aplicando esse resultado a equagao (6.41), obtem-se uma relagao entre os coeficientes

ay, g e 3,
2 2
w « 1 mB
= [1-]22 :—(w——Q)ﬁ (6.42)
Coo aq Cy g (051
O coeficiente de reflexao r e o coeficiente de transmissao ¢, dados pelas expressoes,
2 2
« 1 mB
(05} (6325 Ty aq

satisfazem a relagao r + ¢t = 1. Exigindo que o coeficiente de reflexao seja maior que 1, i.e.
r > 1, encontra-se a condigao necessaria para superradiancia,

mB

Th

Em vista das dificuldades causadas pela gravidade superficial divergente, um experimento
foi montado no ICTP, em Trieste, para investigar a possibilidade de medi¢ao do fenomeno da
superradiancia em laboratério [4]. Um experimento semelhante, mas com objetivos diferentes,
é descito na referéncia [84]. A montagem experimental consiste em um recipiente cilindrico, de
aproximadamente 70 cm de diametro e 40 cm de altura com um orificio, uma fonte de dgua
continua e um suporte para instalacao de um projetor de slides e de uma camera fotografica,
ver figura (6.1).

O experimento é realizado em um ambiente escuro. As unicas fontes de luz sao o projetor,
que ilumina apenas uma linha estreita na superficie do fluido, e uma lampada, que ilumina o
resto do experimento quando necessario. Para que o projetor produza esse feixe estreito de
luz, foi utilizado um slide modificado, que permite que a luz passe apenas por um pequeno
espago. Pequenas particulas sao utilizadas para facilitar a identificacao da velocidade do fluido.
A camera é utilizada para registrar a superficie iluminada do fluido (um corante é adicionado a
agua para facilitar a detecgao) e para registrar o movimento das particulas adicionadas ao fluido.
Uma escala é utilizada para facilitar a medi¢ao de distancias nas imagens, ver figura (6.2). Se
quisermos produzir um fluxo completamente axissimétrico, temos a opcao de introduzir uma
coluna de pequenas rochas ao redor do recipiente.

O objetivo do experimento é medir a altura do fluido e a as suas velocidades angular e radial
em funcao da coordenada radial. Compara-se, entao, os valores obtidos com os valores tedricos
calculados na secao (5.5), equagdes (5.65) e (5.63). Espera-se uma diferenga significativa entre
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Figura 6.1: Montagem experimental para investigar a possibilidade de detectar superradiancia [4].

Figura 6.2: Escala utilizada para facilitar a medicao de distancias [4].

esses valores nas proximidades do horizonte de eventos, onde a gravidade superficial diverge.
Com os resultados obtidos experimentalmente, resolve-se a equagao (5.76) numericamente para
se estimar os coeficientes de transmissao e reflexao, equacao (6.43). Esse é um projeto em
andamento, iniciado em Novembro de 2010 e com previsao de ser finalizado em 2011. Caso haja
indicacoes de que é possivel detectar a superradiancia em laboratério, um experimento mais
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detalhado, que inclua a geracao e deteccao de ondas, serd realizado.



Capitulo 7

Consideracoes finais

O objetivo principal desse trabalho foi investigar a validade da Conjectura da Censura Césmica
em processos de tunelamento quantico. Considerou-se, primeiramente, perturbagoes escalares,
de neutrinos, eletromagnéticas e gravitacionais na métrica de Kerr. No capitulo 2, as equacoes
de Teukolsky, que governam a propagacao dessas perturbacoes foram obtidas e utilizadas para
calcular coeficientes de transmissao e de reflexao no limite de baixas energias. Resultados
analogos foram, em seguida, obtidos para perturbacgoes carregadas na métrica de Reissner—
Nordstrom. O calculo analitico dos coeficientes de reflexao e transmissao, nesse caso, é um
resultado inédito na literatura. A Conjectura da Censura Césmica é discutida no capitulo 4.
Utilizando a dualidade onda-particula, bem como os coeficientes de transmissao calculados nos
capitulos anteriores, analisou-se a possibilidade de se destruir o horizonte de eventos de um
buraco negro e criar uma singularidade nua, violando a Conjectura da Censura Césmica. Em
particular, mostrou-se que particulas bosonicas e fermionicas, sem carga e sem massa, que tune-
lam através do horizonte de eventos de um buraco negro de Kerr-Newman, sao capazes de criar
uma singularidade nua. De maneira semelhante, foi demonstrado que particulas carregadas
sao capazes de aumentar suficientemente a carga de um buraco negro de Reissner—Nordstrom
quase-extremo de forma a transforma-lo em uma singularidade nua. Foram feitas tentativas de
minimizar efeitos de backreaction em nossos calculos, porém é impossivel elimind-los completa-
mente. Esses efeitos poderiam, em principio, salvar a Conjectura da Censura Césmica. Uma
possivel violagao da conjectura por processos quanticos nao seria algo tao surpreendente como
uma violacao por processos classicos. No contexto classico, a consequéncia da existéncia de
singularidades nuas seria a perda do poder de previsao das leis da fisica. No contexto quantico,
porém, uma eventual teoria completa de gravitacao quantica devera ter um importante papel
na questao da validade da conjectura. Essa teoria completa podera, através de mecanismos de
backreaction e/ou novos efeitos fisicos ainda nao conhecidos, salvar a Conjectura da Censura
Césmica, mas também podera admitir a existéncia de singularidades nuas, tornando-as objetos
bem entendidos e explicados.

Um fenomeno que se manifesta no processo de espalhamento de particulas por buracos negros
¢ a superradiancia. Para compreender melhor esse efeito, modelos andlogos de gravitagao e suas
perturbacoes foram estudados na capitulo 5. Os sistemas analisados detalhadamente foram
modelos hidrodinamicos, em particular, a propagacao de ondas sonoras no interior de um fluido
e a propagacao de ondas de gravidade na superficie de um fluido. O primeiro experimento
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que detectou a radiagdo Hawking em modelos andlogos foi descrito na segao (5.6). Com ajuda
desses modelos hidrodinamicos, o fenomeno da superradiancia foi tratado detalhadamente no
capitulo 6. Finalmente, analisou-se um experimento, iniciado em 2010, cujo objetivo é investigar
a possibilidade de deteccao desse fenomeno em laboratorio. Os resultados desse experimento,
quando estiverem disponiveis, indicarao a magnitude da amplificacao de uma onda de gravidade
que sofre superradiancia ao ser espalhada por um buraco negro analogo. Dependendo do valor
obtido, experimentos deverao ser projetados para detectar a superradiancia em laboratério.



Apeéendice A

Formalismo de Newman—Penrose

Como alternativa a maneira usual de se tratar problemas em Relatividade Geral, na qual todos
os calculos sao efetuados em uma base coordenada local, é possivel escolher uma base tétrade
adequada de quatro vetores linearmente independentes, projetar todos os tensores relevantes
nessa base e resolver as equagoes assim obtidas. A grande vantagem desse método, conhecido
como formalismo tétrade, é a possibilidade de escolher a base tétrade de modo que ela reflita as
simetrias do espago-tempo em questao. Em 1962, a idéia de utilizar uma base tétrade nula, ao
invés das tétrades ortonormais anteriormente usadas, foi desenvolvida por Newman e Penrose a
partir da algebra spinorial. Nesse capitulo, procederemos de uma maneira diferente, definindo o
formalismo de Newman—Penrose diretamente a partir de uma base tétrade nula, sem mencionar
spinores em um primeiro momento. Spinores, juntamente com sua relacdo com o formalismo
de NP, serao tratados posteriormente.

A.1 Formalismo tétrade

O formalismo tétrade consiste em definir uma base de quatro vetores contravariantes em cada
ponto do espago-tempo,
e(a)z (a = 1,2,3,4), (Al)

onde os parénteses distinguem os indices tétrades dos indices tensoriais. Naturalmente, utili-
zando o tensor métrico g;, € possivel construir vetores tétrades covariantes,

€(a)i = Gik€(a)- (A.2)

Define-se a inversa e®;, da matriz [e(a)i} (onde o indice tétrade representa as linhas e o indice
tensorial as colunas) de forma que,

e(a)ie(b)i = 5((b)) e e(a)ie(a)j =d';. (A.3)

a
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Além disso, assume-se que,
€(a) €(b)i = M(a)(): (A.4)

onde 745 ¢ uma matriz simétrica constante. Seja n@®) a inversa da matriz [n(a)(b)}, de modo
que,

DO = 6@ . (A.5)

Consequentemente,

Nawe ™ = ewi, 1w =i, e ewiel”; = gi; (A.6)

No formalismo tétrade, vetores sao representados através de suas projecoes na base tétrade,

A(a) = e(a)jAj = e(a)jAj, (A7)
A@ = p@®) 4, — @A) = @ig, (A.8)
A =€l AW = e A, (A.9)

A extensao para tensores de ordens superiores é direta,

Tayt) = €(@)'¢®)’ Tij = €(ayTitw); (A.10)
T =e a)ie(b)jT(a)(b) = (), (a)j- (A.11)

—

A.2 Derivadas direcionais e coeficientes de rotacao de
Ricci

Os vetores tétrades contravariantes, interpretados como vetores tangentes, definem as seguintes
derivadas direcionais,

; 0
e(a) = e(a) 8x2 (A.l?)
Aplicando esse operador em um campo escalar ¢ qualquer, podemos construir sua derivada

direcional, denotada por ¢ (4,

O = €)' 57 = €@ V- (A.13)

De forma mais geral, para um vetor A, qualquer, definem-se as seguintes derivadas direcionais,

L9 o
A =ew' 554w = 05 50" A (A.14)
= ew)'Va, [e@’ 4] = ew)’ [e@)’ Aji + Aread”] (A.15)
e, portanto,
A ) = €@’ Ajiew)’ + e@mricn) € A = e’ Ajiem)’ + Yo@n A, (A.16)

onde os coeficientes () 1), denominados coeficientes de rotagao de Ricci, sao dados por,

Va)®) = ) E@mi€)” (A.17)



A.2 Derivadas direcionais e coeficientes de rotagdo de Ricci 71

Alternativamente, podemos definir esses coeficientes através da expressao,

ei = €r1e@me”: (A.18)

Os coeficientes de rotagao de Ricci sao antisimétricos em relagao ao primeiro par de indices,
isto é,

VO@)®) = ~V(@)()b)- (A.19)

A partir dessa propriedade, a equacao (A.18) pode ser reescrita como,
e(a)k;i = —”y(a)ki. (AQO)

E importante notar que o calculo dos coeficientes de rotacao de Ricci nao exige o calculo de
nenhuma derivada covariante. Definindo,

A@®)©) = ewij (€@ e’ = ew’ew’] (A.21)

é possivel mostrar, ver ref. [29], que,

A@)®)(e) = Na)B) () — V) ®)(a)s (A.22)
e, consequentemente,
1
Yaw© = 5 oo + Moo = Aoe] (A.23)

onde fica claro que apenas derivadas ordinarias sao necessarias para o calculo dos coeficientes
de rotacao. Uma importante definicao no formalismo tétrade é a da derivada intrinsica de A
na direcao e, denotada por A,y s), € determinada através da expressao,

Awiw) = €' Aijew’- (A.24)
Utilizando a equagao (A.16), é possivel relacionar as derivadas intrinsica e direcional,

A = Ay — 1™ Y@ ) Am)- (A.25)

A nocao de derivada intrinsica pode ser facilmente estendida para tensores de ordem superior.
Dado, por exemplo, um tensor 7{,), sua derivada intrinsica na diregao e(y) ¢ escrita como,

(n)(m) [

7 j k
Twwin = Tijkew'ew’ern” = Tayw. — N Y@ (H Tm)®) + V) () Taym)) - (A.26)

Outra importante definicao no formalismo tétrade é a das constantes de estrutura, C’(C)(a)(b),
dadas por,

@ ey ] = C9@mec)- (A.27)

Note que essa definicao é consistente, uma vez que o comutador de dois vetores tangentes é
também um vetor tangente e, portanto, pode ser expandido na base tétrade. Esses coeficientes
de estrutura podem ser escritos em termos dos coeficientes de rotacao da seguinte maneira,

Cwm =1 @ — 7@ (A.28)
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A.3 Identidades de Ricci e de Bianchi

Substituindo-se a definigao do tensor de Riemann a partir de um vetor da base tétrade eéa), ie.,

m
€(a)isk;l — C(a)ishik = Rmikle(a) ) (A-29)
na expressao do tensor de Riemann em coordenadas tétrades, i.e.,

Ria)p) (o)) = Bmime@ " ew) e ew's (A.30)
obtém-se o tensor de Riemann em termos dos coeficientes de rotacao,
Ra)®)(0)(d) = ~ Y@ @)@ T V@)®) @), T Vb)) [V(C)(f)(d) - V(d)(f)(C)]
@@ @ — 1n@a@re’ o (A.31)
Devido a antisimetria dos coeficientes de rotacao em relagao ao primeiro par de indices e a
antisimetria entre [ e k na definicdo do tensor de Riemann, ver equagao (A.29), existem 36
equagoes do tipo (A.31) no total.

Por outro lado, a identidade de Bianchi, R;jx;m), que corresponde a 20 equagoes linearmente
independentes entre si, pode ser escrita no formalismo tétrade como,

Ra))i(e)(a) I(f)]— Z {R )(b) (e — 1" [ @) () RimyG)e)@) T Y@ (1) Riaym)@ @
6 @

+7(n)(b)(f)R(a)( )©)(d) T V) () B@)@®)m)@) T V)@ Biayo)( c)(m]}‘)

A.32

As equagoes (A.31) e (A.32), juntamente com as relagoes de comutagao (A.27), formam as
equacoes basicas do formalismo tétrade.

A.4 O formalismo de Newman—Penrose

O formalismo de Newman—Penrose é um formalismo tétrade particular, no qual a base tétrade
é composta por um par de vetores nulos reais, 1 e n, e um par de vetores nulos complexo
conjugados um do outro, m e m. Além da condicao de serem vetores nulos, i.e.,

l-l=n-n=m-m=m-m=0, (A.33)
impoe-se também as seguintes condigoes de ortogonalidade,
Il m=n-m=n-m=n-m=0. (A.34)

Apesar de nao ser estritamente necessario, também imporemos condi¢oes de normalizacao adi-
cionais sobre os vetores da base,

ln=1 e m-m=-1L (A.35)
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Definindo,
e = l, €2 — 1N, €3 =1 € €4 =1, (A36)

temos a seguinte base covariante,

el=ey;=n, e?=e; =1, e&=-e,=-m e e*=—e3=—-m, (A.37)

01 0 0

_ ey 10 0 0
el =0 =10 0 o -1 (A.38)

00 -1 0

Quando considerados como derivadas direcionais, os vetores da base tétrade sao representados
pelos seguintes simbolos,

eg=e’=D, ey=el=/A, es=—e*=6§ e e4=—e>=05" (A.39)

No formalismo de NP, os coeficientes de rotagao de Ricci sao denominados coeficientes de spin
e, assim como as derivadas direcionais, sao designados por simbolos especiais,

K = 7311, P = 7314 €= % Yor1 + Y341) 5

0 = 7313, M= 7243, T = % (Y212 + Y342) 5 (A.40)
. _ 1 .

A = You4, T = 7312, a = 5 (Y214 + Y344) ,

V = Y242, T = Y241, p= % (Y213 + Y343) -

De formal geral, o complexo conjugado de qualquer quantidade pode ser obtido trocando-se o
indice 3 pelo indice 4, e vice-versa.

A.5 Tensores de Riemann, Ricci e Weyl

As componentes tétrades do tensor de Weyl, C\peq, podem ser escritas como,

1 1
C1(1bcd = Rabcd - 5 (nacRbd - nbcRad - nadec + nbdRac) + 6 (nacnbd - 77ad77bc) R> <A41)

onde Ru.q sa0 as componentes tétrades do tensor de Riemann, R,; as componentes tétrades do
tensor de Ricci e R é o escalar de Ricci. O tensor de Weyl possui 10 componentes independentes
que, no formalismo de NP, sao representadas por cinco escalares complexos,

Vo = —Ciz13 = —ChpgrsPml™m?,
Uy = —Cio13 = —CpgrslPnl™m?,
Uy = —Cisss = —CoopalPmtm™n?, (A.42)
Vs = —Clogs = —ChpgrslPnim™n®,
\114 == —02424 = —Cpqrsn”manms.

E possivel, por outro lado, inverter essas relagoes e escrever cada componente do tensor de
Weyl em termos dos cinco escalares e dos vetores da base tétrade [29].
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O tensor de Ricci, assim como o tensor de Weyl, também possui 10 componentes indepen-
dentes que, por sua vez, podem ser escritas em termos de quatro escalares reais e trés escalares
complexos,

Ry, ®yy = —3 Rao, Py = —3 Rz, Pag = —3 Rua,
% (Ri2 — Rya), ®1y = —3 Ros, Doy = —3 R

Usando os escalares definidos nessa secao, juntamente com a base de NP, é possivel reescrever
as equagoes relevantes ao formalismo tétrade, i.e. as relagoes de comutagao, equagao (A.27),
as identidades de Ricci, equagao (A.31), e as identidades de Bianchi, equagao (A.32). A forma
final das equacoes obtidas é dada por,

AD — DA =(v+7)D+ (e+€)A = (7" +7m)d — (T +77)7, (A.44)
0D —Dé =(a*+ B —7")D + kA — (p"+€—€)J — b, (A.45)
IN=N=—'D+(T—a" = B)A+ (u—7+79)0+ X", (A.46)
6 —06" =W —puD+(p" —p) A+ (a—F%)5+ (B —a”)d", (A.AT)

Dp— 6k = (p* +00") + ple + €) — k*T — K(3a + B * —7) + Pgo, ( )

Do —0k=0(p+p"+3e—¢€)—k(r—7"+a" 4+ 30) + ¥y, ( )
Dr—Ar=p(t+7")+o(t"+7)+7(c—€)— By +7) + V1 + Doy, ( )

Do —d0*e =a(p+ € —2€) + o — e — kA — ™y + (e + p)Pio, ( )

Df —de=ola+m)+B(p" =€) = rlp+7) —el@” —77) + ¥y, (A.52)
Dy—QNe=a(t+7)+ (1" +7) —y(e+€)—e(y+7") +7m — v+ Wy + &y — A, ( )
D=0 =(p A+ o"p)+m(r+a—0) —ve" — AN3e — €") + Py, ( )
Dupu—om=(p'p+oX)+n(n" —a* +5) —ple+€) —ve+ Vs +2A, ( )
Dv—An=pm+71)+ X1 +7)+7(y—7") —vBe +€) + Vs + gy, ( )
AN=0v==ANp+p" +3v—7)+vBa+p"+71—7")— ¥y, (A.57)

op =00 =pla”+ ) —o@Ba— ") +7(p—p") + r(p—p) = V1 + Po1, (A.58)

dov = 6B = (up — Ao) + aa” + " —2aB 4+ y(p — p*) + e(p — 1) = Yo + P11 + A, (A59)
OA=0"p=v(p—p") +m(p—p)+ pla+ )+ Aa" = 38) — U3+ P, (A.60)

v —Ap = (1 + M) +puly +77) = v'm+ (7 =36 — ) + P, (A61)

0y = AB =~ —a" = B) +pr —ov —ev* = By =" — p) + aX* + 1y, (A.62)

0T —No = (o +Xp)+7(t+5—a")— 03y —7") — k" + Do, ( )
Np—08T=—(pu" +oX)+7(8—a—7)+ply+7") + vk — WUy — 2A, ( )
Aoa=8y=v(p+e) = ANT+8)+aly" —p)+v(8"—77) — U3, (A.65)
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D(p=p") + 05" =6"k=(p—p)(p+p +etc)
+r(t"+7m—3a— ) =Kk (T+ 7" —3a" =), (A.66)
Dp—p)+dé(a+p" —m) =6 (a"+ 8 —7") = (v +7")(p—p")
+a(r" = 28) —a*(m = 2B") + KV — kv + BT — B+ (p+ p") (1 — 1), (A6T)
D= 1" =7 +77) + Ale =€) — b7+ 6% = (e + €) (1" — )
+7(a + 7" = p)—T(a+7m =)+ Ao = X"+ p'u—pp* + 2(ey — €v"), (A.68)
A(p" = p) +0v =8V = (p—p")(p+p" +v+77)
+v(r—=3—a* +7") — v (" =38 " —a+m), (A.69)
D(tr—a"=p)—Axk+d(e+€)=p(t"+m)+ "N +0o(7" —a—F")+e(r —7%)
—p B+ +7)+e 2 +20—7—7")+K(n—27), (A.70)
6(p—et+e)=do+D(B—a")=pla+B+7)—p(r—B+a"+77)
+( —€)2a" —7") +o(m —2a) + k(Y —y —u")+ £, (AT])
DX+ Ac" =6 (1" +7m) =" 3 —v+pu—p )+ (r+7)(r— 7" +a)
+Xp—p" —3e+€)—pr—15",  (A.T2)
Du+ Dot B — 1) = 8(3+77) = (o — 26) + A(x* — 0" — ) + pu(m +77)
—u(a+ 8 7)+y(r =)+ Ra+ 26" =7 —7")+ o',  (A.73)
AB" = 0) + 6N+ 8y — 7" — 1) = (€ — € — p7) + A(r — 28) + i + )
T T B B+ (= ) — 267 o, (ATA)
Du+ Dp—om — 67 =p*u—ppu* + (7" — * + )
+7(B" —a—71) +p(y +77) —ple+€), (A5

—6*Ty + DUy + (4o — 1) Tg — 2(2p + )Ty + 36Ty — DBy; + §Pgg
+2(e 4+ p*)Po1 + 20P19 — 26P1; — K Py + (7% — 2™ — 28) Dy, (A.76)

5Ty — DUy — AUy + 2(1 — )T, + 3p0y — 2605 + 6* By,
—ADgg — 2(av + 7F)Pgy + 2pP11 + 0 Doy — (1" — 27y — 297) Dy — 27D1g — 2DA, (A.77)

—8* Ty + DUy + 200, — 300y + (2 — p) U3 + Ty — DDy + 5P
+2(p* — €)Poy — 2uPqg + 27Dy — K Py — (20" — 208 — ) Pyg — 257A, (A.78)

0" W3 — DUy — 3AVsy + 2(27 — a) U3 — (de — p)VUy — ADyg + 0" Dy
+2(a0 — 7)) Doy + 20D + 0 Doy — 2APy — (* + 2y — 297) Dy, (A.79)

—AUy+ 0V + (4dy — )W — 227 + B)¥; + 30V, — DDy + 0Dy
+2(1" — B)Po1 — 26P12 — N Pg + 20P11 + (p* + 26 — 2€”) Dy, (A.80)

=AU + 00Uy + vV + 2(y — () Uy + 3705 + 20W3 + Ady; — 6" Dy
+2(p* — ) Po1 — 2pP12 — V Pgg + 27P 11 + (77 — 28" + 2a) Do + 204, (A.81)

—AWy + 0U3 4 200 — 3uVs + (26 — 7)U3 + oWy — DPgy + 0Py
+2(1" + B)Pog — 2ud1; — N Doy + 27 P1o + (p* — 26 — 26" ) Pgy — 2AA, (A.82)

AT+ 50+ 30Ty — 2y + 20) Ty — (7 — 4B) Ty + Adyy — 5Dy
+2(pu" + ) Poy — 20Dy — V DPog + 2A D15 + (77 — 200 — 23%) Do, (A.83)
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0" Dgy + 0P19 — D(P11 + 3A) — Adyg

= K" Dpp + kPo + 2o + 27" — )Py + (22" + 27 — 7°) Py
=2(p+ p*)P11 — 0" Py — 0Poo + [0+ 4" = 2(7 +77)] Poo, (A.84)

3Py + 0Py — A(P11 + 3A) — Doy

= —v®g — V' Pyg+ (77 — 20" = 2m)Dyp + (7 — 26 — 277 )Py
F2(pu 4+ p )P — (p+ p" — 26 — 267) Doy + ADga + A" Dy, (A.85)

(@11 — 3A) — DBy — Adg; + 8* Dy

= kP — V" Py + (77 — m + 20 — 23" ) Py — 0Poy + N Py
+2(1 =)Dy — (2p+ p" = 26") D1 + (2" + 1 — 27) Doy (A.86)

A.6 Equacoes de Maxwell

No formalismo de NP, o tensor de Maxwell, F};, é substituido por trés escalares complexos,

o = Fi3 = Fijlimj>
¢1 = L (Fio+ Fi3) = LFy; (I'nd + mim) (A.87)

_ _ = i,]
o = Fyo = -Fz'jm n’.

As equagoes de Maxwell,
Flijiry = 0 e g Fyx =0, (A.88)

escritas em termos das componentes tétrades e de derivadas intrinsicas, assumem as seguintes
formas,

F[ab|0] =0 S Tan an|lm — 07 (A89>

que, em termos dos escalares complexos ¢g, @1 € ¢o, podem ser reescritas como,

$1p = ¢oja = 0, Go)1 — P14 = 0,
P113 — doj2 = 0, pajz — P12 = 0. } (A.90)

Depois de escrever as derivadas intrinsicas explicitamente em termos desses escalares, obtemos
as equagoes de Maxwell no formalismo de NP,

Dé1 — 6o = (7 — 2a) o + 2p1 — Ko,
D¢y — 6*¢p1 = —Ago + 271 + (p — 2€) o,
0p1 — Ao = (11 — 27) o + 27¢1 — 0o,
02 — A*Py = —vg + 21y + (T — 2)da.

(A.91)

Finalmente, é possivel também reescrever o tensor energia-momento do campo de Maxwell em
termos dos escalares ¢, ¢1 € @2,

—3T11 = G, —5T1s = ¢},
— 5 (Thy + Ts4) = 164, —5Ts = ¢19%, (A.92)
— 5T = 6205, —3Ts = 6003.
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A.7 Transformacoes tétrades

Dada uma base tétrade, é possivel efetuar uma transformacao de Lorentz sobre ela, correspon-
dente a um dos seis graus de liberdade de rotagao, modificando, consequentemente, os vetores 1,
n, m e m. E conveniente classificar as transformacoes de acordo com o efeito que elas produzem
na base tétrade, da seguinte forma,

e Rotacao de classe I: nao modifica o vetor 1,
e Rotacao de classe II: nao modifica o vetor n,

e Rotacao de classe III: ndo modifica as dire¢oes de 1 nem n, mas rotaciona m (e conse-
quentemente, m) por um angulo 6 no plano m — m.

Associadas a essas trés classes de rotacao, existem as seguintes transformacoes explicitas que
preservam as condicoes de normalizacao e de ortogonalidade,

elll-lm—-m+a m—-m+al,en—n+a"'m+am+ aa’l,

elln—nm-—-om+btm m—>m+0bn,el—=14+0b"m+ bm + bb*n,

e III:1 5 A 'l n— An, m — ¢“m, e m — e “m,

onde a e b sao duas fungoes complexas e A e # sao duas funcoes reais. O efeito de cada uma
das classes de rotacao sobre as varias quantidades de NP, i.e. escalares de Weyl, coeficientes
de spin e escalares de Maxwell, pode ser diretamente calculado. Consulte a referéncia [29], pgs.
44 e 45, para a lista completa.

A.8 Classificacao de Petrov e o teorema de Goldberg-
Sachs

Conforme visto anteriormente, o tensor de Weyl é completamente especificado por cinco esca-
lares complexos, Wq, ¥y, Uy, U3 e Uy, cujos valores dependem da escolha da base tétrade. E
interessante descobrir quais desses escalares podem ser anulados através de uma escolha ade-
quada de vetores da base e de transformacoes de Lorentz. Isso leva a uma classificacao algébrica
do tensor de Weyl, denominada classificacao de Petrov.

Seja W4 # 0 (caso contrario, podemos tornar W, nao-nulo através de uma rotagao de classe
I desde que o espago-tempo nao seja conformalmente plano e que pelo menos um dos escalares
de Weyl seja nao-nulo). Através de uma rotagao de classe 11, com parametro b, os escalares de
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Weyl se tornam,

U = Wy + 460, + 66°T, + 46° U5 + bA 0, (A.93)
U = Wy + 300, + 36205 + BP0, (A.94)

Ul = Wy 4 2005 + 520, (A.95)

o) = Wy + b0y, (A.96)

vl =, (A.97)

, ~ 1
Dessa forma, através de uma rotacao de classe II, podemos tornar \Ifé ) nulo se escolhermos
b como raiz do polinomio dado pela expressao (A.93). As novas direcoes de 1, i.e.,

114 b*m + bm + bb*n, (A.98)

sao chamadas diregoes nulas principais do tensor de Weyl. Se pelo menos duas das raizes
coincidem, o tensor de Weyl é dito algebricamente especial; caso contrario, é denominado al-
gebricamente geral. O tensor de Weyl pode ser classificado de acordo com o nimero de raizes
distintas, através da chamada classificacao de Petrov,

e Petrov tipo I: todas as raizes sao distintas, sendo possivel tornar W, e ¥, nulos.
e Petrov tipo II: uma raiz dupla. E possivel tornar ¥y, ¥; e ¥, nulos.

e Petrov tipo D: duas raizes duplas distintas. Nesse caso, é possivel anular simultaneamente
todos os escalares de Weyl, com excecao de Ws.

e Petrov tipo III: uma raiz tripla, sendo possivel anular todas os escalares de Weyl, com
excecao de V3.

e Petrov tipo N: todas as raizes iguais. Nesse caso, é possivel anular todos os escalares de
Weyl, com excecao de U,.

No caso do vacuo, no qual o tensor de Ricci se anula e os tensores de Weyl e de Riemann

coincidem, existe um importante teorema envolvendo a classificacao de Petrov, denominado
Teorema de Goldberg-Sachs:

Se o tensor de Riemann € do tipo II e uma base nula € escolhida de forma que 1 € uma
dire¢ao nula repetida e Vg = Wy = 0, entao k = 0 = 0. Por outro lado, se k = o = 0, entdo
Vg =W, =0 e o tensor de Riemann € do tipo II.

Como corolario do teorema de Goldberg-Sachs, temos que se o campo é algebricamente
especial e Petrov tipo-D, entao k = 0 = v = A = 0 quando ¥y = ¥V; = U3 = ¥, = 0; e
vice-versa.

E notével o fato de todas as solucoes de buraco negro da Relatividade Geral serem Petrov
tipo-D, o que torna o uso do formalismo de NP bastante eficaz ao permitir escolher uma base

tétrade na qual Kk = 0 = v = A = 0 e na qual todos os escalares de Weyl sao nulos com exce¢ao
de \Ijg.
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Spinores e o formalismo de
Newman—Penrose

Spinores em um ponto p de um espago-tempo M sao, basicamente, pares ordenados de ntiimeros
complexos associados a uma base ortonormal do espago-tangente 7),(M) que se transformam de
uma maneira especifica quando submetidos a uma mudanca continua de base. Talvez o aspecto
que deixa mais evidente a diferenca entre spinores e vetores é o fato dos spinores sofrerem uma
mudanca de sinal quando a base sofre uma rotacao de 27 radianos. Portanto, um spinor, por si
s6, nao pode descrever uma quantidade fisica mensuravel. E no contexto da mecanica quantica,
no qual uma fungao de onda 1) nio é uma quantidade mensurdvel (i) e €' representam o
mesmo estado fisico), que spinores surgem naturalmente.

A &lgebra spinorial é definida formalmente através de um espaco vetorial simplético 2-
dimensional sobre os complexos C. O isomorfismo existente entre o grupo simplético 2-dimensional,
Sp(2), e o grupo linear especial, SL(2,C), permite que escrevamos vetores e tensores do espago-
tempo 4-dimensional em termos de spinores. O conjunto de spinores hermitianos 744" forma
um espaco vetorial real de dimensao 4 que pode ser identificado com T,(M). Essa identificacao
define naturalmente, a partir de uma base spinorial (0,¢), uma tétrade nula de NP. Nesta
secao, explicaremos o conceito de tensor diretamente a partir da identificagao entre pares de
nimeros complexos e vetores 4-dimensionais reais. Para uma definicao mais formal e abstrata,
recomenda-se a leitura da referéncia [100].

B.1 Spinores

Considere um vetor nulo v* no espago de Minkowski, i.e., um quadrivetor cujas componentes
satisfazem

()" = (1) = () = (") =0 (B.1)

79
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Esse vetor pode ser representado em termos de dois ntimeros complexos, £2 e €%, e seus complexos
. -0/ =1/ . .
conjugados, £¥ e £, da seguinte maneira,

2=l o)
= (€ e
2 i (5051’ +€ 50’) (B2>
- Lew v ae.
A transformacao inversa é dada por
¢ = ? (@ +a%), €8 = J5 (¢! +ia?), (B.3)

€8 = Lt —ia?), €€ =L (0¥,

a partir da qual é facil verificar que a condigao (B.1) é satisfeita.

~ . . /7 ~ /
Transformacoes lineares aplicadas aos nimeros complexos 4 e €4, e representadas pelas

. . — A’ .
matrizes complexo conjugadas a’p e a4 g, i.e.,

gh=atpe® & =avpe” (ABA B =01), (B.4)
induzem uma transformagao linear 8%; no espago de Minkowski,
vl = Bl (B.5)

As componentes transformadas v’ se relacionam com &2 e €4 da maneira idéntica & trans-
formacao (B.3) e, portanto, é possivel encontrar a transformagao 8 em termos das matrizes .
Uma condigao necessdria sobre as transformagoes (B.6) para que (B.5) seja uma transformacao
de Lorentz é que o determinante das matrizes o e &* g possua médulo igual a 1. Excluir
0 caso em que essas matrizes possuem determinante —1, corresponde a excluir reflexoes do
conjunto das transformacoes de Lorentz.

A definicao de spinores é baseada na correspondéncia entre quadrivetores no espaco de Min-
kowski e niimeros complexos e na correspondéncia entre transformacoes de Lorentz e matrizes de
determinante unitério. Especificamente, define-se spinores de posto 1, £ e n¥', como sendo ve-
tores complexos em um espago 2-dimensional (A, A" = 0, 1) sujeitos as seguintes transformagoes,

gf = aAB§B7 ﬁf/ _A/B'ﬁ*B/ (A7 B7 Alu B' = 07 1) 3 (B6)

onde a4

—_ A’ ~ . . . R - . .
5 e a?' g sdo matrizes complexo conjugadas de determinante unitario. E muito impor-
tante notar que existem spinores de dois tipos, diferenciados pela presenca de um apdstrofe no
indice, e sujeitos a transformacoes complexo conjugadas uma da outra. Dados dois spinores de

mesma classe, £4 e n*, o determinante da matriz formada por eles, i.e.,

¢ ¢

:01_10’ B7
770 nl & §&n (B.7)

é invariante sob transformacoes de médulo unitario. Consequentemente, é possivel definir uma
métrica anti-simétrica €5 tal que €4 B§AnB ¢é invariante. Analogamente, é possivel definir uma



B.2 Representagao de vetores e tensores em termos de spinores 81

outra métrica, denotada por €45/, para os spinores da outra classe. A partir de (B.7), encontra-
se
€00 = €11 = €y = €117 = 0 € €01 = —€10 = €y1r = —€rp = 1, (B-S)

ou seja, as métricas €4p e €45 sa0 dadas pelo simbolo de Levi-Civita 2-dimensional. As métricas
€aB € €4 podem ser utilizadas para abaixar os indices spinoriais,

Ea=E%ca, e LH=-¢& e =& (B.9)

Analogamente, indices spinoriais podem ser levantados utilizando o simbolo de Levi-Civita e4%,
¢t =AY, (B.10)

c

Note que, por causa da antisimetria entre €4 e €4, é importante preservar a ordem dos indices
nas equagoes (B.9) e (B.10) em relacao ao indice que é contraido. Como,

§a=E%ca = “Pépeca, (B.11)

temos que
(SE = GCBECA = EAB = —EBA. (B.12)

Obviamente, as equagoes (B.9)-(B.12) também sao vélidas para spinores cujos indices pos-
suem apostrofe. Spinores de ordens superiores, por exemplo, £48, €4BC 1, bF ete., podem ser
construidos naturalmente, e obedecem relagoes de transformagao analogas a equagao (B.6),

fAB, = OZA(/*@B,D/&“CDI. (B13)

*

A ordem de indices do mesmo tipo é relevante e nao pode ser modificada; porém, a ordem relativa
dos indices com e sem apodstrofe nao é importante e pode ser alterada sem consequéncias para
o resultado final.

Contracao de um spinor com relagdo a um par de indices com (ou sem) apdstrofe pode ser
efetuado através da métrica €45 (ou €45). Tem-se,

& =", N =e"Pepn (B.14)
e, consequentemente,
Eat == a0 (B.15)
De forma geral,
Eon == AL (B.16)

B.2 Representacao de vetores e tensores em termos de
spinores

4 , . . . . ’
E sempre possivel associar qualquer quadrivetor X* com um spinor de segunda ordem 42" da
seguinte maneira,

; 00" 01 1 X0+ X3 X!44iXx? ,
X H(glo’ §11'>:E(X1_7;X2 X0 _ x3 )ZXAB- (B.17)
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Utilizando as métricas g;;, do espago de Minkowski, e €45 € €45/, do espaco spinorial, constroi-se
(7B 5 y ) Y )
uma quantidade invariante associada a esse quadrivetor,

X'X; = (X0)2 - (X1)2 N <X2)2 o <X3)2 = 500/500' + flllfn/ + flo/flof + fmlfm' = XAB/XABI-
(B.18)

. ~ . ~ : ’ .
A partir da equacao acima, podemos expressar a relacio X* <> X45 das seguintes formas,
. . ! / / .
Xt =gl g XAP, XAB = 548 X1, (B.19)

; ! ~ . . . . o~ . . .
onde 0% 45 e 0P, sdo matrizes hermitianas constantes para cada i. As definicdes acima impli-
cam algumas relagoes entre as matrizes sigma,

AB'__i AcB/ i AB’ i
o 0 CcD! = 505D/ e o AB/O'j = 5]-. (BZO)
Além disso, usando as equagoes (B.18) e (B.19), podemos relacionar as métricas com essas
matrizes através das expressoes,
_ AB' _CD’ _ i
gij = €EACEB'D'O i j € €Acep' D = gijO'AZAB/O'CD/. (B21)
As matrizes sigma, definidas pela representagdo (B.17), sao dadas, a menos de um fator de
normalizacao, pela matriz identidade e pelas matrizes de Pauli,

/ 1 1 0 / 1 01
0 _ _AB 1 , AB'
O A" = 0O 0——\/§<0 1), O A — 0O 1 —\/5(1 O) (B22>

, 1 0 —i / 1 1 0
2 __AB_ _ 3 _ _AB
0 apg = —0°" 5 \/§(Z 0>, 0 ap =077 3 \/§<0_1>. (B.23)

A generalizacao das relacgoes (B.19) para tensores de posto arbitrario é direta, por exemplo,

o o , , g
BF'yAB'OD' YyABOD |, — AB GOD ok Ly, (B.24)

YY), = 0'ap 0’ cproy ¢

I

o s g ~ )
donde obtem-se a correspondéncia YAB'CD p «5 YU, A equacdo (B.21) é um exemplo dessa
correspondencia; tem-se eaceppr < Gij-

B.3 Formalismo dyad

Da mesma maneira que construimos, em cada ponto do espaco-tempo, uma base tétrade or-
tonormal para tensores, é possivel, em cada ponto do espago-tempo, construir uma base dyad
ortonormal, C(a)A e C(a/)A/ (a,a’ =0,1e A, A" =0,1), para spinores. E comum denotar os dois
spinores da base por simbolos especiais,

(ot =0" e (ut=N (B.25)
A partir da condicao de ortonormalidade, i.e.,

eagot B = opil® = —0ty =1, (B.26)
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temos como Consequencia,

a5 )" = (wBln” = €W (B.27)
E(a)(b)C(a)Ag(b)B _ OALB . LAOB _ EAB. (B28)

E possivel levantar e baixar os indices dyads utilizando e@®) ¢ €(a)(b)- Mais precisamente, temos,

(M@ = e DOyt =W (B.29)
Consequentemente,
Clayal? = =Ca)* ¢ = 5((3, (B.30)
Sty = () Cwa = €@ (B.31)
e, assim como no formalismo tétrade, é possivel projetar qualquer spinor £4 na base dyad,
fw =8l e o =&o" e &uy=Eat (B.32)
A transformacao inversa é dada por,
€a=EDwa =EVoa+ €W, (B.33)
Os spinores 0o?, 14 e seus complexos conjugados podem ser relacionados aos vetores tétrades

nulos 1, n, m e m através das seguintes relagoes,

- _ R . _R/ 5 _ R : _R/
' 04", ml o o?, w208, n' o AP (B.34)

Os vetores nulos satisfazem as condigoes de ortogonalidade,
: _R! _ ;o _R/ _
I'n; = 026 1aig =1 e mim; = 028 140 = —1, (B.35)

sendo que todos os outros produtos escalares sao nulos. Dessa forma, a base dyad determina
quatro vetores nulos que podem ser utilizados como base para o formalismo de NP descrito
anteriormente. As relacdes (5.34) determinam as matrizes hermitianas o' 4 ¢ 4%';, de forma
que

/

I =o' apCoy* {on? = 0" apo?” (B.36)
m' = aiAB/C(O)AE(ll)B, =o' ap 0P (B.37)
mt = JiAB/C(l)AC_(O/)B, =o' gpito” (B.38)

n' = JiAB/((l)AQT(lz)B/ = ol NP (B.39)

Dessa forma, é possivel generalizar as matrizes de Pauli encontradas em (B.22) e (B.23),

; B 1 lz mi AB 1 ni _mz
O AB' = E ( ml ni ) [§ o P = ﬁ ( —mi ll ) . (B40)

Os equivalentes spinoriais das derivadas direcionais do formalismo de NP, ver equacao (A.39),
sao dados por,

800/ e D — lza“ all/ e A — nial-, 801/ = (s = mlal e 810/ = (5* = mlal <B41>
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B.4 Derivacao covariante de spinores

A extensao de derivagao covariante para campos spinoriais € baseada nas correspondéncias

Vi< Vap (B42)

ViX; = Xj; < VapXcp = Xcpap = 0 cp o’ ap X, (B.43)

onde utilizamos a equagao (B.24) para obter a tltima igualdade. Além disso, impoe-se que a
derivagao covariante satisfaca a regra de Leibnitz e que o operador V 45/ seja real, i.e.,

Vap = Vus. (B.44)

Os requerimentos acima sao suficientes para definir unicamente a operacao de derivacao covari-
ante, ver referéncia [29]. De maneira andloga ao formalismo tétrade, é possivel definir a nogao
de derivada intrinsica da componente dyad, {., de um spinor ao longo da “direcao” (a)(b’),

Ele) = (o “boanlwén” ou Eoam) = (o Eean (B.45)

No formalismo dyad, os coeficientes de spin, denotados por I'()(c)(a), sa0 definidos como,

F C D’
Lw® @) = [Sar]op o)’ G0 6@’ (B.46)

ou
Lwmen = [Car] op o' (B.47)

Definidos dessa maneira, os coeficientes de spin sao simétricos em relacao a permutacoes no

) s >
primeiro par de indices dyads; portanto, é necessario especificar apenas 12 coeficientes indepen-
dentes,

Loooor = K, Loio0r = €, Loy =
Looior = p, Lone = a, Fije = A
, (B.48)
Looorr = o, Lo101r = B, Il = 1
Loo11r = T, Lo = v, iy =v

Os simbolos aqui utilizados sao consistentes com os coeficientes de spin definidos a partir dos
coeficientes de rotagao de Ricci em (A.40) [29].

B.5 Equacao de Dirac no formalismo de NP

No espago de Minkowski, a fungao de onda que caracteriza uma particula relativistica de spin-
1/2 é representada por um par de spinores, P4 e Q4, que satisfazem as equacoes de Dirac,
ie.,

O'iAB/aZ'PA + iM*QB’ = 07 (B49)
aiAB/E)Z-QA + iH*PB’ = 07 (B50)
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onde 0% 45 530 as matrizes de Pauli e 1,1/2 é a massa da particula. A generalizacao das equacoes
de Dirac para um espago-tempo curvo ¢é feita através do formalismo de NP, substituindo-se, nas
equacoes acima, as derivadas ordinarias por derivadas covariantes e as matrizes de Pauli pelas
matrizes sigma definidas em (B.40). As equagoes assim obtidas sdo,

UiAB’PA;i + W*QCIEC/B' =0, (B.51)
O'iAB/QA;i + ilu*PCIGC/B/ = 0. (B52)

Explicitamente em termos dos coeficientes de spin, temos,

(D+e—p)P°+ (6" +7 — )Pt = ip, Q" (B.53)
(A+pu—)P + (646 —-71)P° = —ip.Q", (B.54)
—(D4€e —p)QY — (647 —a")QY = ip P, (B.55)
(A4 p =R  + (6" + 8 —7)Q" = ip. P°. (B.56)
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