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"A theory is the more impressive the greater the simplicity of its premises, 

the more different kinds of things it relates, and the more extended is its area of 

applicability. Therefore the deep impression that classical thermodynamics made upon me. 

lt is the only physical theory of universal content concerning which I am convinced that, 

within the framework of applicability of its basic concepts, it will never be overthrown." 

• 

(Albert Einstein (1949), citado por 

C. Kittel em "Thermal Physics") 



"Now when we say that a theory of mathematical physics is correct, ali we 

mean is· that the various mathematical consequences we can extract from its equations cal I 

for the existence of physical phenomena which experiment has suceeded in verifying. On 

the other hand, if your mathematical anticipations do not tally with experimental 

verification, we must recognise that our theory is incorrect. This does not mean that it is 

incorrect from a purely mathematical point of view, for in any case it exemplifies a possible 

rational world; but it is incorrect in that it does not exemplify ou r real world. We must then 

assume that our initial equations were in ali probability bad translation of the physical 

phenomena they were supposed to represent." 

(A.D' Abro em "The Evolution of Scientific 

Thought from Newton to Einstein") 

"The things with which we concern ourselves in science appear in myriad 

forms, and with a multitude of attributes. For example, if we stand on the ,shore and look at 

the sea, we see the water, the waves breaking, the foam, the sloshing motion of the water, 

the sound, the air, the winds and the clouds, the sun and the blue sky and light; there is sand 

and there are rocks of various hardness and permanence, colar and texture. There are 

animais and seaweed, hunger and disease, and the observer on the beach; there may be even 

happiness and thought. Any other spot in nature has a similar variety of things and 

influences. lt is always as complicated as that, no matter where it is. Curiosity demands that 

we ask questions, that we try to put things together and try to understand this multitude of 

, aspects as perhaps resulting from the action of a relatively small number of elemental things 

and forces acting in an infinite variety of combinations." 

(R.P. Feynman em 

"The Feynman Lectures on Physics") 
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RESUMO 

Uma metodologia é proposta que permite a análise sistemática do espectro de 

·espalhamento quase-elástico de luz por cristais. Especificadas a geometria de espalhamento e 

a simetria do cristal, a metodologia leva à determinação do número de componentes 

espectrais e das formas, larguras e intensidades relativas das mesmas em termos de um certo 

número de parâmetros termodinâmicos. 

A metodologia envolve: 

1. a obtenção de equações para as variáveis termodinâmicas do cristal levando 

em conta processos irreversíveis de dissipação de energia; 

2. a solução das mesmas para o vetar de espalhamento escolhido e a dada 

simetria cristali,a; 

3. a determinação do espectro através da hipótese de Onsager, que relaciona 

as soluções obtidas com as funções de correlação das mesmas variáveis. 

A título de ilustração, a metodologia foi aplicada ao material KH 2P04 
(KDP), destacando-se os seguintes resultados (válidos para a geometria de espalhamento 

escolhida): 1. a linha de Rayleigh é lorentziana e as de Brillouin têm a forma de linhas de 

ressonância; 2. as larguras das linhas são proporcionais à difusividade térmica (Rayleigh) e a 

um coeficiente de viscosidade (Brillouin). 

Para o mesmo material, foi também levado em conta um possível processo de 

relaxação térmica, caracterizado fenomenologicamente por um calor específico interno e um 

tempo de relaxação. Esse processo conduz ao aparecimento de uma nova linha (lorentziana) 

e pode levar a um aumento substancial na intensidade da linha Rayleigh (comportamento 

tfpico de um "pico central"). 
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INTRODUÇÃO 

Desde 1971, o estudo de transiçÕes de fase estrutu

rais em cristais tem-se caracterizado por uma atividade inten 

sa,tanto teórica como experimental, no contexto da componente 

espectral conhocid~ na literatura especializada como um "pico 

central". 

Verificou-se experimentalmente num certo numero de 

·materiais que exibem transiçÕes de fase de segunda ordem que 

a intensidade integrada da componente central do espectro ca

racterístico da "resposta'~ do material a "influ~ncias~ din~mi 

cas externas tais como neutrons, raios- X ou luz é uma fun-

çao muito sensível da temperatura à medida que essa se aprox1 

ma da temperatura de transição de fase. 

Uma componente central dependente da temperatura e 

o que se chama de pico central cf. Figura \ ) • 

Acredita-se que picos centrais devam ser comuns a 

todas transiçÕes de fase estruturais de segunda ordem. Em ou

tras palavras, o consenso i de que o estudo de pi~os centrais 

diz respeito a uma propriedade fundamental de tais transiçÕes, 

a~ invis de um fenômeno peculiar a um material especifico ou 

a uma classe particular de materiais. 

Contudo, uma an~lise da volumosa literatura j~ pr~ 

duzida sobre o assunto indica que, ati agora, o problema tem 

sempre sido alvo de uma abordagem microscópica, uma abordaEem 

que parte da hipótese de que um modelo microscÓpico particular 
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descreve adequadamente a fisica do problema. 

Via de regra, a abordagem microscÓpica usual tem en 

volvido inGmeras "versÕes" do conceito de modos acoplados. ver 

soes essas quo, embora engenhosas, at~ agora falharam em suas 

tentativas de propiciar uma descrição satisfatória, mesmo nos 

casos em que dados •xperimentais eram disponfveis,de caracte

risticas importantes do pico central, tais como a sua largura 

de 1~~~0 e o seu pêso espectral relativo. 

Além disso, o pico central é apenas um dos componen 

tes I ainda que no momento seja o componente "da moda" do 

espectro quase-elástico de um dado material. 

( Convém relembrar que o espectro quase-elástico po

de ser definido como sendo aquela porção do espectro total da 

r~sposta de um dado material a "influências"dinãmicas aplica

das ao mesmo que consiste das componentes espectrais compres~ 

didas entre a ori~em das frequências e uma ''dist~ncia'' igual 

a nao mais que algu~as larguras de linha da componente central. 

Por conseguinte. o estudo de picos centrais deveria. 

a rigor. envolver a análise do espectro quase-elástico como um 

todo, pois na maioria dos casos é difÍcil justificar o trata

mento do pico central como uma componente espectral independe~ 

te. uma componente que n~o ~interage'' com as outras. 

A presente tese tem ~or finalidade exatamente apre

sentar uma metodologia que propicia uma descrição detalhada de 

to.do o espectro de espalhamento quase-elástico de luz por cris-

tais incluindo, em principio, passiveis picos centrais obser 
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vades pela primeira vez por Lagakos e Cummins 1974 ), Fig. 1 

~ demonstrado na presente tese que a. termodin~mica 

de processos irreversíveis permite a obtenção de expressoes ~ 

nalÍticas explÍcitas para as lar~uras de linha, formas de li 

nha e pesos relativos das várias componentes espectrais de que 

i composto o espect~o da luz espalhada quase-elasticamente por 

cristais em termos de um certo número de par~metros termodin~

micos 

Equações sao obtidas que descrevem certos processos 

irreversíveis de dissipação de energia em cristais condução 

de calor, fricção interna, transferência de energia para graus 

de liberdade "internos" e a metodologia envolve a solução 

de tais equações ( algébricas ) dadas duas informações: 

1- a simetria cristalina, 

2. a geometria de espalhamento 

A metodologia é completamente ge~al, o volume de 

manipulações algébricas dependendo da simetria do cristal em 

consideração, da escolha da geometria de espalhamento e do nu 

mero de processos irreversfveis que se deseja levar em conta. 

Até, a presente tese. relaçÕes ainda não haviam si 

do estabelecidas entre as formas de linha e as larguras de 

linha das componentes espectrais envolvidas no espall1amento 

quase-elástico de luz e os par~metros termodin~micos do cris

tal, como já foi feito para lÍquidos ( Mountain 1966 ). 
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Com efeito, até agora a pesquisa experimental sobra 

o espalhamento quase-elástico de luz por cristais tem quase 

que exclusivamente sa restring~do ao espalhamento Brillouin 

pelos modos ac~sticos do cristal, permitindo tais experiincias 

tão somente a determinação dos coeficientes elásticos e fotoa-

lásticos do cristal estas a partir da intensidade integra-

da de espalhamento. aquelas a partir das posições das linhas 

Brillouin: cf. Cummins e Schoen 1972 ). 

Quanto à componente central do espectro a assin1 

chamada linha ~ayleigh ), pode-se dizer que so muito recente

mente, desde a descoberta de picos centrais, e que maior aten 

ção teórica e experimental tem sido dedicada a mesma, a falta 

de atenção e motivação anteriores provavelmente sendo conse

.quincia de problemas de resolução instrumental. Com efeito, 

foi só no ano passado Lyons e Fleury 1976 que a linha Ray-

leigh num cristal foi pela primeira vez resolvida constatan 

do-sa um comportamento "tipo pico central" da mesma ). 

Por analogia com os trabalhos sobre lÍquidos, e de 

se esperar alguma relaç~o entre as larguras e formas de linha 

das componentes espectrais e os processos dissipativos relevan 

tes a cristais. 

Contudo, a anisotropia intrínseca aos cristais,em 

contraposiç~o à isotropia que caracteriza pelos menos os lÍ -

quidos mais simples. e. na opini~o do presente autor, a razao 

pela qual tal relação não foi estabelecida, nem por consegui~ 

te analizada de maneira sistem~tica. 
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A metodologia apresentada na presente tese consti 

tue um "algoritmo" que permite tal anilise sistemitica para 

cristais de qualquer simetria. 

Um exemplo ilustrativo da utilização da _metodologia 

( para um cristal tetragonal indica claramente, por um lado, 

que as manipulaçÕes algébricas envolvidas no tratamento de um 

cristal não são necessariamente mais complicadas, como em ge

ral se presume,do que aquelas envolvidas no tratamento de um 

liquido isotr~pico, desde que a geometria de espalhamento so

ja criteriosamente escolhida. 

Por outro lado, o exemplo também demonstra aue afir 

maçoes de natureza geral feitas sobre as caracterJsticas dos 

espectros de cristais baseadas em analogias com as caracterís 

ticas correspondentes dos espectros de lÍquidos sao em princi 

pio inadequadas e em geral inexatas. 

O material KDP ( KH
2

Po
4

, fosfato di-hidrogenado de 

potássio foi escolhido como exemplo por ser um material de 

interesse atual e um para o qual a maioria dos parâmetros ter 

modinâmicos relevantes é conhecida e facilmente acessível. 

Escolheu-se uma geometria de espalhamento em _o:_n_r,_tJ_::_ 

lo reta que permite uma carActerização quantitativa das canse 

quências de se levar em conta a dependência como função da t8m

peratura da polarizabilidade 6tica do cristal que so mani

festa macrosc6picamente atravis de um fndice de refraç~o de

pendente da temperatura ), 

Incluindo sarnento os processos irrevArsfveis de con 
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dução de calor e fricção interna, a aplicação de metodologia 

ao KDP para a dada geometria de espalhamento conduz aos segui~ 

tes resultados: 

1. O espectro consiste de tres componentes: duas li 

nhas ~illouin, uma em cada lado da origem e a distãncias i-

guais desta, e uma linha Rayleir,h centrada na origem ( ainda 

que se pense que tal resultado representa .~ constataç~o do 

Óbvio, os dois exemplos discutidos na presente tese indicam 

claramente que o numero de ~componentes'' no espectro quase-

elástico só é limitado, a rigor, pelo numero de processos de 

dissipação de-energia que se deseja, ou se é forçado, a le-

varem conta ); 

2. A linha Rayleigh tem forma de linha lorentziana; 

3. As linhas Brillouin não sao lorentzianas e sim 

têm a forma de linhas de ressonôncia; 

4. As larguras das tres linhas (cf. Figura sao 

propo.rcionais 2 
a K , onde K é o mÓdulo do vetar de espalhamen-

to. Os.coeficientes de proporcionalidade são um coeficiente 

de viscosidade linhas Brillouin e um coeficiente de difu-

sividade térmica linha Rayleigh ); 

5. Nas formulaç~es ustJais e.f,. Benedek e Fritsch 

1966, Griffin 1965, Cummins e Schoen 1972 l, somente o espa -

lhamento de luz resultante da variação do fndice de rafroÇQD 

em funç~o da doformnç~o ~ levado em conta. Devido ~ variaç~o 

do fndic,e de refração em função da temperatura, verificou- se 
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que a intensidade integrada "na" componente Rayleigh a 300 K 

( temperatura para a qual todos os dados experimentais neces-

sirios sio conhecidos e 25% maior do que a intensidade pro-

vista pela formulaçio usual. A 130 K ( o KDP exibe uma tran-

sição do fase estrutural a 122 K estimou-se que a intensida 

de poderia ser até tres vezes maior que a prevista. 

No contexto de processos irreverslveis em cristais, 

investigou-se também na presente tese a possibilidado de ~ue 

energia poderia ser transferida para certos graus de liborda-

de "internos" nao especificados ). Foi suposto que tais gr~ 

us de liberdade poderiam ser caracterizados por uma te~peratu-

ra interna por hipÓtese independente da deformação e pod~ 

riam ser levados em conta fenomenologicamente at~avés dil in-

tradução de um calor especifico interno e um tempo de relaxa-

çao ( o tempo necessário para que a temperatura interna atin-

ja a temperatura "total" do cristal). 

O efeito de uma relaxação térmica desse tipo suhre 

o espectro de espalhamento quase-elástico de luz por ~is~~ic 

foi investigado postulando-se que o KDP, para a mesma RBOmetr! 

a de espalhamento anterior, exibe tal procssso de relaxaç~o. 

A solução das equaç6es da termodin~mica irrevorsl-

• 
vel, incluindo aeora relaxação térmica, leva aos seguintes 

resultados para o caso cm discussão: 

1. Para um tempo de relaXação arbitrário, o nspec-
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tro consiste de quatro componentes: como antes, duas linhas 

Brillouin equidistantes da origem, uma linha Rayleigh centr~ 

da na origem. e uma nova componente, uma linha de relaxação 

também centrada na origem; 

2. A linha Rayleigh tem forma lorentziana; 

3. A linha de relaxação também tem forma lorentzia-

na; 

4. Em geral as linhas Brillouin nao terão nem for-

mas lorentzianas nem de ressonância expressÕes explÍcitns 

sao contudo apresentadas para as formas das linhas Brillouin); 

S. A largura da linha Rayleigh e, como antes, pro

porcional a K
2 

e a difusividade térmica; 

6. Para frequências de relaxação mais altas do que ou 

da ordem da frequência Brillouin, a largura da linha de rela-

xaçio é proporcional ã frequincia de relaxaçio e independente 

do vetar de espalhamento O coeficiente de proporcionalidade 

depende da raz~o entre o calor especifico ''interno'' e o calor 

específico total. Contudo, se a frequência de relaxaçio é da 

ordem da largura da linha Rayleigh, a largura da linha de rB-

laxação depende não somente da frequência de relaxação mas 

tdmbém de K
2 

e da difusividade térmica; 

7 - Se a frequência de relaxação é muito mais alta 

que a frequência Brillouin equilÍbrio atingido "instant~ne~-

mente"), a linha de relaxaç~o n~o aparece r1o espectro; 

8. Se a frequência de relaxaçÃo é da ordem de DIJ 

mais baixa do que a frequência Brillouin, energia e "transfurl 
~ 
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da" das linhas B~illouin pa~a as linhas Rayleigh e de ~elaxa-

çao, ambas as quais se to~nam po~ conseguinte mais intensas. 

Po~ exemplo, pa~a uma f~equincia de ~elaxaç~o duas o~dens de 

grandeza mais baixa que a f~equincia Brillouin, a linha Ray-

leigh tem a sua intensidade aumentada de um fator de ~uat~o 

( cf. Figu~a 5 

No Capítulo I r,nnsi.dera-se a te~moelasticidade de 
--~ 

·cristais. 

O tenso~ de deformação e o tensor de tensão sao in 

traduzidos nas Seções 1.1 e I.Z, respectivamente. Discute-se 

também nessas seçÕes a motivação para a introdução de tais ten 

sares. 

A termodinâmica do equilÍbrio em cristaib 8 conside 

rada na Seção I.3. A formulação de Wallace 1972 e se,;uida 

e coletam-se nesta seção definições e resultados f~equentemente 

utilizados na prese~te tese. 

Na Seção I.4, equaçoes sao obtidas que descrevem 

tres processos irreversfveis de dissipaç~o de energia en1 crfs 

tais: condução de calo~. fricção interna viscosidade e re-

laxação térmica. 

A equaç~o que descreve relaxação t~rmica cm cristais, 

I. lt. 3'1 ) . e nova. As equaÇ~es que descrev-em conrlução de 

calor, I. 11.S ) , e fricção interna ( I. '1. '1 ), provavel-

mente n~o sao novas, embora o presente autor nao tenha encantrn 

do refer~ncin as mesmas nas fontes convencion~is ( B·R· Landau 
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e Lifshitz 1967 e de Groot e Mazur 1862) ). 

A descrição de relaxação térmica em cristais e ins 

pirada na formulação do processo anãlogo em lÍquido~ devida a 

Mountain 1968 ) • 

Uma característica importante desta Seção I.4 e a 

argumentação fÍsica que acompanha a introduç~o de conceitos 

novos. Um exemplo e a argumentaç~o que leva a utilização de 

variáveis termodinâmicas "internas" no estu.do de processos ir-

reversíveis. Outro e a identificação de "mecanismos" de dissi 

paçao de energia através de uma expressão fenomenolÓgica ( ter 

modinÔrnica para a energia total de um volume "infinitesimal'' 

no interior d6 sistema fÍsico. 

Na Seção I.S considera-se o problema de fl~tuaç~es 

nas variáveis termodinâmicas adequadas a cristais, a saber. 

temperatura e deformação ou tensão e entropia. 

O método sugerido por Einstein (1910) .e descrito e 

aplicado a cristais ( a conhecida obra de Landau e Lifshitz 

(19SJ) considera somente fluidos ). Os resultados relHvantes 

estão resumidos nas equaçoes ( I. S .. /1 I. S. 13 e 

.r.>. 1'1 I. S: /~ ) . 
Na Seç~o I.S, por uma quest~o de completeza, apre-

senta-se a notação de seis Índices. 

No Capítulo II, expressoes sao obtirJas para o r:1i s~-

tribuição de frequ8ncia e n intensidade integrada intenc,idadB 

= pot~nçia/unidade de ~rea ) da luz espalhada por um sistema 
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arbitrário de muitas partículas em termos de i_unçÕos de corre

lação da suscetibilidade dielétrica e de fatores geométricos 

que dependem da disposição experimental. 

Embora express~es an~logas j~ tenham sido obtidas 

para o espalhamento de luz por sistemas particulares lÍqui-

dos: Komarov e Fisher 1962, Pecara l96B; cristais cÚbicos: 

Benedek e Fritsch 1966, Griffin l96a o presente autor desco-

nhece a exist~ncia de expressoes an~logas que tenham sido oh

tidas anteriormente e que exibam a generalidade e a conveniên

cia das expressões obtidas no CapÍtulo I ( cf. por exemplo, Lou 

don 1964, Cummins e Schoen 1972 ). 

A generalidade e consequência do fato de que os r~ 

sultados obtidos no Capítulo I dependem tão somente da hip6te

se de que a interação entre uma onda eletromagn~tica plana in

cidente e uma coleção arbitrária de partículas carregadas pode 

ser tratada utilizando-se a teoria de perturbação quântica 

(cap. 13 de Baym 1969 ) . 

A conveniência está na circunstância de que a depe~ 

dência dos resultados em função da geometria de espalham8nto 

e da simetria do sistema fÍsico é obtida som grande esforço c 

e exibida explicitamente. 

Isto permite que seja facilmente estabelecida a re

lrição entre uma dada situaç~o experimental e as componentes do 

tensor de suscetibilidade dielétrica do material. 

~ passivei também uma separaç~o bem clara ontro a 

eeometria de espalhamento e os par;metros termodin~micos do 
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cristal em se tratando de espalhamento quase-elástico). Em 

contraste, o procedimento usual, proposto por Benedek e Fritsch 

(1966), envolve a introduçio de vetares unitários que "misturam' 

geometria de espalhamento e par~metros termodin~mi~os, o.~ue 

vem a ser bastante incoveniente. 

No Capítulo III, formula-se na Seção III.1 a sisto-

mática de análise termodinâmica do espectro quase-elástico do 

luz por cristais, sistemática essa que está resumida na Fir,ura 

3. 

Nas Seç6es III.2 - III.4 , aplica-se a análise pro-

posta ao material KDP, obtendo-se os resultados já mencio11ados 

anteriormente nesta introdução. 

No Capítulo IV, tecem-se comentários sobre a 

vel importância da presente contribuição. 
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CAPÍTULO I 

NOÇÕES SOBRE A TERMOELASTICIDAOE DE CRISTAIS 

1.1 O TENSOR DE DEFORMAÇAO 

O estudo termodinâmico das propriedades de um sis-

tema fisico (e.g, Callen 19li0 envolve., essencialmente, a sele 

çio de um certo numero (pequeno) de par~metros macrosc6picos 

mensuráveis e a especificação quantitativa das variações que 

os mesmos exibem ao se alt~rarem as condições externas pres-

sao, temperatura, campo elétrico, etc. às quais o sistoma e~ 

tá submetido. A te~modin;mica, através do estabelecimento de 

relaç~es entre »causas'' e ''efeitos'' envolvendo tais par~metros. 

permite que se obtenham informaç~es sobre certas propriedad~s 

macroscópicas intrínsecas (essencialmerlte, a energia intorna 

e a entropia) do sistema de muitos corpos com o quRl sD ost~ 

lidando. A ''ponto~ entre estas propriedades macrosc6picas e 

a constituiçio at5mica do sistema i ent~o propiciada pela flsi-

ca estatistica. 

O primoiro e fundamental passo na determinaç~o 

do "perfil" termodin~mico de um sistema fisico consiste pai. s 
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na escolha de um conjunto adequado de par;metros micr0sc6pi -

cos._ E evidente que a escolha dos par~metros depender~ do sis

tema em consirleraç~o bem como das propriedades especificas do 

mesmo que se deseja estudar. Os parâmetros podor:Lam sqr_ .. por 

exemplo, o volume, a polarização e.g •• fer·roelfitricos 

e assim por diante. 

) • a 

magnetização e.g •• ferromagnetos 

E indubitivel que o mais fundamental dentre tais pa

r~metros e o volume, pois todo sistema ocupa um certo volum(! 

no espaço, embora nem todo sistema seja polarizado, nagr1etiz~ 

do,. etc. Quando se fala em "volumo'', deve-se ente11der, 6 cl~ 

ro, n~o apenas volume no sentido matom~tico, mas tamb~m ouL~os 

atributos pertinentes tais como forma e honogene.idade. 

Para fluidos e em geral suficiente especificar o 

volume matemático do sistema experi~ncias indicam QLJB as 

propriedades de um sistema fluido são isotr6picas 

no caso de fluidos simples e basta caractBriza~ a depond~ncia 

Pvolum~~rica~ das propriedades do sistema atravGs da vnriaç~G 

das mesmas cbm a densidade. 

Para sÓlidos em geral e, em particulélr" para c~j._:::_!__r~J~; 

tal caracterl.zação é insuficiente em virtude da anisotrr.~\Jia 

intrinseca a tais sistemas. 

çao nas condiçÕes externas 

Por exemplo, para LJma daon vari~ 

digamos, um aumento de tcm~l~r·Hl~ 

ra ) , e fato conhecido que a variaçdo de uma proprj_e{lade típ~ 

ca do sistema e.g. condutividade t8rmica pode ser bnrn di-

ferente ao longo do um eixo X escolhido da variaç~o da me~nl~ 

propriedade ao longo do eixo Y· 
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Este resultado experimental indica que a especifica-

çao do "volumeM de um sistema sÓlido deve propiciar informação 

quanto ~ dispo5iç~o relativa das v~rias "porç~es" do sistema 

ao se alterarem as condiçÕ8s externas. A simples específica -

çao do volume matemático de um cristal nao levaria em conta. 

por exemplo, que o cristal poderia exibir~ ao 58 aumentar a 

temperatura, expansoes térmicas diferentes ao lonco de Uuas 

direçÕes escolhidas. 

No ca~o mais gerQl possível, a caracterizaç~o dessa 

disposiç5o relativa e uma tarefa complexa. Suponhamos, a ti-

tu lo de ilustração. que a temperatura de um cubo de material 

sÓlido e levada at.S prÓximo do ponto de fusiio por aquecimento 

rápido ou então que se aplicam pressoes tão altas a faces opo~ 

tas do cubo que uma fratura e cr~_adil no interior do mesmo. A 

relaç~o matem~tica entre as conficuraç~es de ''antes" e '~depois" 

nesses dois casos, ou em quaisquer casos que envolvam un1 rear-

ranjo drástico das várias porções rio sistema Ó obviament8 tudo 

menos trivial. 

Contudo, uma situoç~o particular de ~rande intorosse 

pr~tico, a saber, a situaç~o em que a "trar1siç~o'' de urn~ conf! 

euruçao para outra é reulizuda de uma maneira contlntJr~, se 

prest; a uma formulaç3o matem5tica bem simples. 

Considere un1 sisterna s~lido num dado estado tE]rmodi-

n~mico e dois pontos no seu interior, desiEnados ror A u B 

(Figura 2 ). O vetar posiç~o de A.( medido de uma oriJ~cm ar 

bitrária O e 1 e o do ponto B i ... .... 
r + dr sondo 
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dr 
~----~· 8 

s· 

FIG.2 Relaç~os geom~tricas entre pontos no 

interior de um ~Ólido deformndo. 
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portanto a àistâncta infinitesimal l sob o ponto de vista ma-

croscÓpico entre os pontos A e B • 

Suponha agora que o estado do sistema e alterado· (va 

riando-se certus condiçÕes externas e como consequ5ncia os 

pontos A e B se deslocam para as posiçÕes A' e O •, separarias 

~ 

pelo vetar dr• cf. Fi,-;ura 2 ). 

Introduzamos aeora uma funç~o vetoriDl dopend~nte 

- ... -> da posiçao, u(rl ( 8 • g. Callen 1960) que caracteriza '"l<JlÍti 

camente o deslocamento sofrido por qualquer ronto no interior 

do sÓlido quando o estado termodinâmico deste é alteraria. 

Da Figura .1 depreende-se que o deslocambnto r\c; pon 

to A 
~..... . ..-Jo---~o ..... 

e u(r), o do ponto B o u(r + dr) sendo que 

ou seja 

... .... ) d... ... .... ( .... d ... ) 
IL( r + r 1 =dr + IL r+ r 

d .... ... 
r'-dr 

(I.!.!) 

A equaçao I. I. I ~ uma identidDde geornGtric~ 

e possibilita a determinação de 

çao 
.... -) 
u(r é conhecida. 

.... 
dr' se df 8 dado o s~ a fun 

Fazendo a hip6tcse de que 
... _,. 
LJ{r) varia lentamonte. c 

lÍcito jnterrorn;;cr uma eXfJEHISUO em ~érie de 
' 

~ 

termo linear em dr isto é, 

... ( ... d ..... ) .... ( ..... ) ....... (-+) --> 
li- r-t- r z u_ r + V'u. r •dr 

.... ... ... 
u ( r + dr· no 
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portanto a distância infinitesimal sob o ponto de vista ma-

croscÓpico entre os pontos A e B. 

Suponha agora que o estado do sistema e alterado (va 

riando-se certas condiçÕes externas· e como consequ5ncia os 

pontos A e B se deslocam para as posiçÕes A' e B', separadag 

.... 
pelo vetar dr• cf. Fi[;ura 2 ) • 

Introduzamos agora uma funç~o vetortal rlepenrl2nte 

- .... -> da posiçao, u(r) (e. g. Callen 1950) que caracteriza ailalÍti 

camentc o deslocamento sofrido por qualquer ponto no intericJr 

do s6lido quando o estado termodin~mico deste ~ alterar1o. 

Da Figura .1 depreende-se que o des locamunto r r• pon 

...,._., . ..-J ...... 4 
to A e u(r), o do ponto B e u(r + dr) sendo que 

.... ... ) ... ... .... ( ... d ... ) U-{r + dr- 1 =dr+ U- r+ r {I./.1) 

ou seja 

A equaçao I. I. I ~ uma identidade geo~&tric~ 

dctc~minação 
... d1 8 possibilita a de dr' se 8 dado n ~, r~ u 

çao ... [ .... u r e conhecida. 

hipótese 
...... 

Fazendo a de que u [ r ) varia lentamente, ----------
lícito interromper uma expnnsuo em :.érie de 

.... ... -> 
u( r+ dr 110 

_., 
termo linear em dr isto é, 

.... ( ... d__,.) .... (__,.) .......... ( ... ) ... u.. r-t- r z tL r + \71.(. r •dr 

fun 

" 
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onde o ponto (.) sienifica produto tensorial. 

Segue-se da! que 

ou, mais concisamente, 

(I.l.-2) 

onde 

é)u,J;!) dllx:{~) ÔuzJl) 
(};r_ a v d:l; 

..... 
au.~rPJ au'f.rPJ Bu..~(;:t} JJ(;:!} = (I./.3) 

" " éh Ôfl a :r 

au~(r} :du.g_tr) au.:xtP) 
a~ é)~ éJ:c 

<-> 
D(~) e conhecido como o tensor rle desllJCôrnento (e.g. 

flutKov 19GB ) • 

O que a expressao I.l.-1, ) nos diz 5 flLIU A v~-

riação na disposição relativu de rtuaisrtuer dois pontos rJo :-;rJ-

lido é detGrminávol a partir cfo conhecimento dG d1 e do tcn 

sar de deslocamento como função de posição. 

Ora, fisicamente deve-se 8X~p;ir que a cioscriç.5n rn--lt~~ 

m~tica da doformaç~o de um s6lido nao se modifique se o s~li-

do como um todo for sutJmBtido a uma !.!:_~~~~ lução_ ou a umu rot:n-

çno- Uma vez que o tensor de de5locamcnto definido logo uc:\rnt'l 
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nao se anula quando o sistema de coordenadas a que ele se re 

fere qualquer que seja ele e submetido a uma rotação, e 

necess~rio definir um tensor correlato que exiba as proprie-

dades de transformação desejadas. 

O tensor apropriado parle ser facilmente dctermin2do 

utilizando uma identidade v~lida para qualquer rnatriz M,viz. 

onde e a matriz transposta de M e o fato (e.~. Golds-

tein 1950 de que toda matriz antisim~trica no CilSO, 

descreve uma rotação infinitesimal prÔpria. 

<~ -) 
A parte antisim5trica do tensor de des-locAmento D(r) 

deve pois ·ser eliminada adotando-se um sistema de coorden~das 

apropriado. N-este novo sistema de coordcnadns, a par~tc sim~-

tri c a de 
--+ D (r J ... ->) 

define o tensor de deforrnaçi:;o 'lJ (~.., . 
Portanto: 

0(•) -7 r =tensor de deformaçao = 

Em coordenadas cartesianas. a componentA 

tenso>' de deformação ( 1 ( ~) é i r3 LJ n 1 a : 

~J elo 

(I. I. lf) 
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~ dumonstrado em Callen 1960 J que as componentes 

do tensor de doformaç~o possuem urn significado geom&trico 

muito simples. 

Com efeito, para um " ele~ento de volume'' centrado -em r , Callen 1960 demonstra que: 

1 • é"a murlança fracionária no comprimento da 

''aresta'' do elemento de volume inicidlmente parale-

la à direção i; 

é igual a metade de~ variação no angu-

lo er1tre duas ''arestas'' ir1icialmente paralelas aos 

eixos i e 2 

3. 1n+?~y +1Ju e a mudança fracion~Jria no volun;e 

do elemento considerado. 

Esta interpretaç~o tom pOLJco valor pr~tico se a de-

formação varia com posição. Entretanto, se :J deformaç~o e 

diato, as medidas que deveM ser efutuadas a fim de determinar 

o tensor de dcforrnaç~o. 
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!.2 O TENSOR DE TENSAO 

Na formulaç~o da termodin~mica, o conceito de traba

lho mecânico desemponha um papel fundamental, uma vez que a di 

ferença de energia interna entre quaisquar dois cst.ados .. (.de 

equilÍbrio do sistema pode sur determinada empregando-se par~ 

redes adiab~ticas e medindo-se somente trabalt1o mec~nico (e.g. 

Callen 1860 ), 

Este { um resultado de grandu impo1·t~ncia, pois o 

mesmo indica como, atrav~s de medidas macrosc6picas, acesso e 

propiciado a um dos mais importantes atributos de um sistema 

do muitos corpos, a saber, a sua enerEia t~rmica m~dia. 

Em se falando de trabalho mcc~nico, te~J~se em mente, 

~ claro, a aplicaç~o de forças e os efeitos destas sobre um sis 

tema fÍsico. ~ natural pois que o estudo da termodinâmica de 

um sistema s6lido leve â consideraç~o das forças que lhe s~u 

relevantes. 

Para tal, ima~ine um elemento de volume infinitesimal 

de forma arbitr~ria no interior do um s6lido num rlado ~~stado 

termodin~mico e perEuntemo-nos que forças BEB~ sobre o mesmtJ. 

Se nos damos conta que o s&lido ~ composto rle um nu

mero enorme do ~tomos interagindo do maneiras variadAs, chDea-

so d conclusão inevitável 

qualquer reRi~o do s5lido 

que a rcgi~o em quest~o com efeito, 

está sot.J a influêncj_o incessüntu 

de forças que, numa escala micruscÓpica, variDm rapidamerlto 
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tanto no tempo como no espaço. 

Deixado ~ sua pr5pria sorte, o melhor que podemos 

fazer e supor, como o fizemos~ que tais forças internas exis-

tem no s5lido. A fim de medi-las, ~ necess~rio ''acoplar'' al-

guma influência externa ao sÓlido. 

No processo, perde-se a maior parte dos detalhes pe~ 

tinentes às forças. Com efeito, uma vez que os intervalos de 

tempo caracteristicos das medidas macrosc6~icas de interesse 

termodin;mico s~o ~rdens de grandeza mais longos que us esc~ 

las de tempo dos processos at6micos, s6 ~ possfvel ''vislurnbrar'r 

uma média da dependência tempcral de tais forças microsc5pi-

cas, mªdia essa que varia muito mais l·entemente com o tempo. 

De maneira análoga, a dependência espacial de tais 

forças e tamb~m ''mascarada'' pelo processo de mediç~o. manife~ 

tando-se t~o somente, uma m~dia espacial das forças, n16dia 

essa que varia lentamente de ponto paru ponto n6 inturior no 

sólido. 

Deixando de lado a sua dependêncin temporal. concen 

tremos·a nossa atenç~o numa ''fotografia'' das forças macrosc~ 

picas no interior do sÓlido, mais específicômente. aquelas 

que agem sobre o elemento de volume escolhido. 

' 
D estudo din~mico do meio s6lido exi~Y que seja cal 

culada a força total agindo sobre cada elemento de volumo . 

. Tal tarefa fi simplificada sobremaneira utilizando-se o fato 

de que, em ~ltima an~lise, interess~-nos na verdade prever o 

comport"amento dinâmico de quulquer " ponto matemático" no in 



. 24. 

terior do sÓlido, isto e, o elemento de volume representa ape-

nas um artificio conveniente, o elen1cnto vindo a ser eventual-

mente ''~eduzido~ a um ponto. 

Tenda esse fato em mente, escrevamos a força (média) 
.... 

total Ftotal agindo sobre o dado elemento de volume como 

~ 

F -·total-
4 

F volume 

..... 
+ F 

superfície 

·a significado dos subscritos ''volume'' e "superfÍcie'' sendo 6b-

.... 
via, e façamos a hipÓtes8 razoável de que F volume e propor-

.... 
cional ao volume do elemento e F superfÍcie ã area do me:::;rno 

( afinal de contas foi mencionado anteriormente que tais forças 

variam lentamente com a posição), E ent~o f~cil demonstrar 

( considere um cubo ou uma esfera l que quando o elemento de 

volume é reduzido a um ponto, a razão /f' 1/fF' • ·I volume supo!,flCl8 

tende para zero, i.e. 

Em outras palavras: passando ao limite - elerncr1to 

inftnitesimfll de volume ---t ponto matemático a contriL:uiy?Jo 

dominante ~ força total agindo sobre o elemento prov~m d~s fc1r 

ças que agem sobre a suporf!cie ·do mesmo. 

E pois sufici_ente especificar as forças pDr un_~c1d~ 

de arca agindo sobre qualquer elemento de ãrea localizado no 

sÕlido. Para tal finalidade, introduz-se (e.g. Callcn l96U 
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um ten~or de tensão cuja componente e defini 

da da seguinte maneira: 

' 

ru (;!) = componente 'J ) do tensor de tensôo na 

- .... 
posiçao t" = forçe por unidade de area a-

gindo ao longo da direç3o ! s6bro um ole

mento de 
--,} 

área loculizado em r Clljd normul 

ap.onta, da suporficie para fora, ao longo 

da direção ,1_. 
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I.3 TERMODINAMICA DO EQUILfBRID EM CRISTAIS 

Foi mencionado na seçao anterior que a realizaç~o 

de trabalho ·mecânico sôbre um sistema fÍsico permite (e.g.Cal-

1en 1960 J que seja medida a diferença de enorgia interr~n en-· 

tre quaisquer dois estados de equilÍbrio do sistema. 

Ora~ sabemos da mecânica que trabalho pode ser cul-

culado desde que as fÕrçus envolvidas sejam especificadas e a 

relaç~o gaom6trica entre quaisqLier dois ''pontos'' adjacentos 

no ''percurso de integraç~o'' no ''espaço de coordenadas'' rele 

vante seja conhecida. 

Estamos prontos pois para calcular trabalho mucâni-

co no cas8 de s6lidos~ visto que nas duas seçoes preced8ntos 

tensores foram introduzidos que descrevem a relaç~o geon1&trica 

entre diferentes es·tados de um s6lido o tensor de ~~_9_rmt\Çi'JoJ 

e as fBrçaD que atuam s6bre o mesmo o tensur de tens3o ) . 
Para maior enneralidade, levamos em cont~ na seçdo 

!.2 a possibilidade de tens~c vari.ar com a posi.ç~o. Contudo. 

os n1~todos experimentais de maior utilizaç~o no estudo d~ r~la~ 

ticidad8 envolvem a aplicaç~o do f6rças exterr1as que rcsul1.Rrn 

em tens~es homoc6neas ( isto &. independentes de posiç~o c 

por cons!l~uinte concentraremos nossa alanç~o nessa ca5o l!~pe· 

cia1 de grande ralBv~ncia. 

Callen 1960 e \.Jallace 1972 domonstrum 

que o trabalho mec~nico feito por um s6lido de volun1e V cort

t r a um a tens à o · a p 1 i c i1 da ( represe n t "da p e 1 o t c n s o r { "t cj} 
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a dado, em primeira ordem na deformaç~o que dela resulta, pe-

la seguinte exprcssao: 

r .. dn .. 
'd t•.J 

(I.3. I) 

Combinando a primeira e segunda leis da termodj.n~~j 

ca, a variação na energia interna ( U ) de um s6lido pode s 

ser expressa como 

dU= Td.S +V L r,:;·d'lij 

iJ 

(I. 3 . .2) 

Por outro lado, a variaç~o na energia livr·e de 

. Helmholtz F U- TS ) ª dada por: 

dF::- SdT + (I.3. 3) 

Os resultados r. 3 . .Z · l e ! I . 3. 3 l de s c,. e v"'" 

( em primeira ordern ) as variaç8es nas energias interna e li-

vre de um s6lido quando a sua confisuraç~~ ª alt8rada Em vir 

tude de tensões aplicadas. 

Utilizando uma notaç3o an~loga a de Wallacc 1 ~ 7 L' 

designcre~o~ por: 

configuraç~o inicial do s6lido 

_. 
X confisuraç~o final do s6lido 
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A ''transiç5a " entre a conficuraç~o inicial e a fi 

~ 

de um tensor de deformaç3o 1 apropria 

Para uma configuração final arbitrária, podemc!::- flOi~.:; 

escrever as seguintes. depend~ncias·funcionais: 

U=U(~s) 

F::F(~ T) 

(Para fluidos, convem lembrar ( e.g. Callen l9Gié 

que U e F eram, respectivamente, funções de VeS cVe 

T l • 

Um a i n s p e ç ã o de ( I. 3 . .Z l e I.3.3 ) iCJdiCil 

que as vari~veis dependentes s~o; por um lado, tem pe :--o t urc; 

e tensão ( U ) e, por outro. entropia e tensão ( F ) . 

Com efeito, I.3.:!. 

(I.3. 'I) 

(I.3.5) 
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( O subscrito indica que a derivada c calculada 

para confiEui·aç~o constante~ RD passo que~~ sig~j_fica que 

todas as OtJtras componentes da deformaç~o s~o mantidas cano-

tantes ao se diferenciAr em relaç~o a ?10 ) . 
De maneira análoga, I. 3. 3 irnplicc: Elnl: 

z: .. _ I (. JF) Lj- -· 

V éh/(Í T?J' 
(I.3.t) 

(I. 3. 7) 

As exprcssoes r. 3. 'I ) 8 I.3.& suo de 

grande valia no estabelecimento de uma relaç~o entre as pro -

pricdades termodin~micôs do diferentes conf!~uraç6ss d~ um so 

lido. Por exemplo, e interessante indagar da releção ontre 
~ __. 

U ( X: 0 ,S ) e U (X S ). 

Supondo que u energia interna U e uma +unç6u ccr, -

tfnLJa da configuraç~o e da entropia ( o que significQ quo lr:lrl 

siçÕes de fase de primcir2 ordem (e.g. Callen l9fi0 

automaticamente excluidns do formal!smo que 5G scl~UR ), pode-

se expandir Q mesma em ternos dos par~metrcs quf! dB~ci·evBm ~ 

..... 
11
pes~a~Cm

11 de para X 2s cornponr;nt.r-:s 1. ij c i! 

deformação, medidas tl partir de 



- 30-

-t ... 

( a entropia 6 mantida constante e as derivadas sao calculadas 
-> 

na configuração inicial X0 l. 

Definindo ( e.g. Wallace 1972 l 

5 
C? iJI<.L - constante e 1 ás t 1 c a adi a b á ti c a 

(I.3.R) 

onde agora 1' significa que todos os componentes da deforma 

çao que na o mantidos constantes e utili-

za nd o ( :r. assume a forma: 

u(i,s)= u(~,S)+ v L z;-; "li./+ .,. . . . 
~J 

Uma expansao para a energia livre F(X: T) podn tEn:; 

b~m ser obtida sem grande dificuldade: 

onde agora 
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r e constante elástica isotérmica l.j/d-
) 

(I.J. 9} 

As constantes elãsticas .r. 3. g e I. 3.1 

estão também envolvidas no estabelecimento de umu relação en -

tr8 tensões e deformações que inclue a con~ecida 18 i de Houk.e 

(e.g. Nye 1961), sendo contudo mais geral do que ela. 

O fato de que deve havor alguma relaç~o entr• ten -

soes e deformações pode ser facilmente entendido se nos d8rn1os 

conta de que ·qualquer mudança nas cond_iç~es externas 2s qu~is 

o s6lido est; submetido ( por exemplo, um aumento ds tempera-

tura ) ocasiona um rearranjo dos ~tomos do s~lido, i~~o eJ in 

duz uma deformação. Par sua vez, isso significa qus as f61·ças 

agindo s6bre qualquer elemento de volume do s6lido, sendo quo 

essas dependsm da disposição relativa dos ~tomos. s~o tamb~m 

alteradas - isto 5, uma tens~o 6 induzida. 

Wallace 197 2 ) demonstra que, em prime ir<" ord er.l 

nas deformaç6es 1 as tens5es variam da seguinte mar1eir~: 

s 
8zj-R~ "l,u + ... (I.3. tO) 

(I.3.11) 
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Bijld-
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coeficiente adiabático 

tica = 

T 
Bijld;;; coeficiente isotérmico 

ti c a= 

( ) de rigidez el~s 

(I.3.1.:?) 

) de rieidez el~s 

(I. 3. 13) 

Os vârios parâmetros que aparecem nas definiçÕes [ I ,3 ,1:2 l 

I. 3. !3 ) acima l'Oferem-sa, ~ claro, ~ confiEuraç~o ini 

Utilizando I. 3. /tJ l e [ I. 3. !I o b t õ m·- s P. c s 

derivadas de tens~o-deformaç~o: 

(L. 3. 111) 

(I.J. 15) 
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O inverso do tensor de rigidez el5stica i chamado de 

tensor de el5stica e ~ definido ( Wallacs 1972 ) 

da seguinte maneira: 

(I. 3. /C) 

Inv8rtendo-se as derivildas ( I, 3.1'1 )e[ I.3.15) 

obtêm-se pois: 

(I.3.1t) 

(I.3. lf) 

Duas derivadas de grande import~ncia dos tensnres dB 

deformação e tensão são as seguintes: 

A~~= componentE fv'J-
.. 
t-j ) do tensor de 9ofcrmoção térmic,; 

(I,3.11) 

h·-'J -
) do tensor de tBnsãu t~rrr:j.ca = 

(I.3 . .zo) 

Estas derivadds podem sor rela~icna~ns SG escrever-
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- daí: 

{I. 3.-21) 

Para tensão constante, esta relação se simplifica: 

Em vista de ( I. 3./b J, ( I. 3. 1'1 Je ( I. 3 . .:?0 J. 

segue-se que: 

(I. J . ..2..2) 

Utilizando C I. 3. 16 J, obtém-se o resultadc equ2:_ 

valente: 

(I.3 . .?.3) 

Duas relaç6es de Maxwell ( Wallace 1872 ) cac de 

g!'ande valia: 

(I: 3 . .25) 

Se W e uma função termodinEmico qurJ l~Jr_!> n~, cieri 
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vadas dessa função em relação às componentBs de tensão e de~ 

formação podem ser ligadas escrevendo-se 

e utilizando a definição I, 3. 15 ) dos coeficientes dA ric! 

dez el~stica. Dbt~~-se: 

Se W e uma ·Funç~o de temperatura e tens~o. 

dW= \ f.9W) d-t:íj + /:é.iW) dT 
L- ar:.. r7' ( aT/-z: 
ij ':/ 

Por conset:uinte ( conferir ( I. 3. ,ZO ) : 

(_aw\ _ (_aw) _ \ 
t ar4; (ar~ ~ 

~J 

(L 3 . .<6) 

Capacidades calorificôs pode~ tamb~m ser dofir1idas 

para sÓlidos. As duas mais importnntes sao: 

constantr; = 

= (I.J • .:?..-:t) 
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c = 1:'-
Capacidade calorÍfica a tens5o constante_ 

= r(as) 
8T z: 

( I.3; .;;c) 

Para fluidos, e sabido que as capacidades calorifi-

cas análor:as CV e CP ) Bão diferEJntes. Pura sÕlicio~;, ve1·i 

fica-se também que 

c1 =t=- cT 
A di.ferença pode ser calculada ( l>lallace 197:0 

crsvendo-se: 

s= s(?J .. T) 
!':!' 

Das definiçÕes I.3.1'l l.C I.3 . .ZO J • (I •. :< ;>=t' ' 

e ( r. 3. -2 a ) e da relaç~o de Maxwull I.3.:l,S J • l' f' -

TV~ b .. /.? .. 
L_ ':!r':! 

ij 
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ou então ( cf. ( I.3 . .2:Z l ): 

A diferença entre as constantes elásticas adiabáti-

cas c isotérmicas pode também ser determinada sem grande difJ 

culdade ( e.g. Wallace 1972 l. 

Com efeito, dividindo-se r.3.-2t 

a S e 1' constantes, obtém-se 

Portanto (cf. ( I.3.1'1 ),[ I.3,/S ) e 

l I. 3 . .1.0 l: 

Por outro lado, da relaç5o de Maxwell I.3.:<,'1 

e da definição ( r. 3 • .Z1- l, segue- se quo: 

Tendo em vista as definiçÕes I.3. I..Z e 

I, 3. 13 ), finalmente chega-so ao resultado: 
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s 
e,J~R (-TV16 .. bL c 'J i 

7 

ou então (cf. L • .J • .Z.Z J : 

Esta ~ltima expressao pode ser simplj.ficacla introd~ 

zindo o tensor de Grüneisen de um solido ( Wallace (1872 ),de-

finido por analogiu com o parâmetro de GrÜneisen de um f ltiido 6 

a saber (e.g. vJallace 1972 J: 

Y := parâmetro de Grcineio;en 

Por conseguinte: 

( fluidos)= (V J(élS) 
(cv)(àv/r 

d'ij _ componente ( i.j do tensor d8 GrOnei~erl = 

A relaç~o rle Maxwell .I.3 . .:Z') ) e u definiçflo 

I. 3. :.>.0 J mostram que e b .. 
C..J 

um ao outro~ isto é (cf. tarntJérn I.3 . ..Z..Z J : 
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Finalmente: 
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!.4 JERMODINAMICA OE PROCESSOS IRREVfRSÍVEIS EM CRISTAIS 

a. As. Ou as HipÓteses Fundamentais 

Até agora, tem ficado impl:fcita a hipótese de que 

os processos termodin~micos descritos pelas rolaç~es colelfldas 

na Seção !.3 são reversíveis. Contudo, a verdade é que pro -

cessas estritamente reversíveis constituem nada mais que idea

lizaç~es, pois todos os processos na natureza s~o, em maior CJU 

menor grau, irreversíveis. Para sermos mais especificas, 

palavras respeitadas de Sommerfeld (p. 19 de Sommerfeld l95S 

vem a calhar: 

•• We shall begin by emphasizing the difference brt

ween reversible and irreversible processes. 

Reversible processes are not, in fact, processeE ~t 

all. they are sequences of states of equilibrium: The procec-

ses which we encounter in real life are always irreversiblG 

processos, processes during which disturbed equilibria (:l~~e tJt'-

int: equalized. Instead of using the term ''reversible prccess'' 

we can also speak of infinitely slow. quasi-static processec 

during which system's Cdpacity for performing work is ft•lly 

utilized and no energy is dissipated. In spite of their not 

being real, reversible processes are most important in tl1e1·rnrJ 

dynamics because definite equations can be obtair1od only l1y 

considering revorsihle changes; irreversible changcs car1 or1ly 

bs described with the aid of inequalities wilen equilibrium 

thermodynamics is used''. 
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Dedicaremos pois a noss,-,: atenção agora a termodin(~

mica de processos irreversíveis om cristais. 

Nas discuss~es usuais do termorlin5mica.dc processos 

irreversiveis (e.~. de Groot e Mazur 1~!6?. ) , a primeiru e fur1 

damontal hip6tese ~ que tais processos podem ser descritos pe-

las mesmas vari~veis termodin~micas qLJe sao ~dequudas à des-

crição de processos de equilÍbrio - isto e, parte-se da hipÓ

tese de que cor1ti11UA a fazer sentido falar _em temperatura,co~ 

ponentes de tens~o .e deformaç~o, etc. 

Ace~tando-se esta hipótese, a pr6pria natureza dos 

processos irreversíveis imagine, por exemplo, condução de 

calor exige que as vari~veis de equilfbrio selecionadas se-

jam funç~es tanto da posição como do tempo .. isto e ,que se /\ e 

uma variável termudinâmica qualquer . .À= ?.(~ 1 t) 

A utilizaç~o de vari~veis termodin~micas de equil! 

brio dependentes da posição e do tempo representa por canse -

guintB o primeiro passo na formulaç~o da termudin~mica irre -

versivel. 

A seflunda hip6tese e que as rolaç~es termodin~micas 

pertiner1tes ao sistema em uquilÍbri~ s~o tRmb~m v~lidas, qu~n

do expressas en1 termos dos vari~veis dependentes da posiç~o e 

do tempo escolhidas, para qualquer volume ''infinitesin1al'' no 

interior rio sistema. onde por volume ''infj.nitcsimal'' deve-s8 

entender p.22 dA de Groot e Mazur 1962 urnd rcr,iã.o quo 

macroscÓpicFJmente p8quena, encerrt1ndo contudo tJm nt.Jmero !~ranrJu 

de âtomas. 
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A validade destas duas hip6teses, como a de qual 

quer l1ip6tese, s6 pode ser verificada a postoriori, comparan~o-

se as previs~es que delas decorrem com a realidade expcr·imfrntal. 

A experi~ncia indicA de Groot e Mazur 1962 que uma ntJrnero:,a 

classe de fenõmenos irreversíveis, fenômenos envolvendo un1 pp-_ 

queno desvio de uma situaç~o de equilibrio termodin~mico, pode 

ser adequadamente descrita no contexto das referidas hirõteses 

e c der1tro deste contexto que consirloraremos ~ termodin~mica 

de processos irreversiveis em cristais. 

h. Processos Irreversfveis e Dissipaç~o rio Fner~ia 

As palavras de Sommerfeld citadas ant:eriorn1~r11:e cha 

.mam atenç~o para o fato, bem conhecido da obscrvaç~o di6ria, 

que o restabelecimento de ~q~ilibrio e um processo . ' lrrnvf-Jrsl-

vel. ou seja, que dada uma situação fora do equi lÍbria. os fe 

n~menos fi5icos ocorr·em em '' m~o Gnica'' no sentido de rE~stabc-

lecimento do equilibrio. Além disso. a mesmd Gitação 

indica que a id~ia de jrreversibilidadc est~ intimamcntrJ lifR-

maç~o de uma formft de cnerBia em outro. 

O estudo de processos irreversíveis deve pois er1vol 

ver a consirlur~ç~o de proco~sos de rcstabelecirnento de e~uil{-

brio e os ''rn8cunismos" de dis~.ipuçÔo de energifl nssoci~lclu~ ao~_; 

mosmos. N~o resta r1Cvida que este 8 um problema oxtrorn~mer1to 

complexo, un1 problema, na verdade, que vem octJpanJo ciontist~s 
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de formaçÕes profissionais diversas desde o tempo de Boltzmann. 

Contudo, sob o ponto de vista da termodin~mlca,o problema se 

presta a uma formulaç~o fenon1enol6gicA tJastante simples, como 

veremos a seeuir. 

Basicament8, a termodin~mica de processos irrever·si 

veis deve responder a duas perr,unt~s: 

1. Quais sao os mecanismos de dissipaç~o de ener~ia 

-envolvidos no restabelecimGnto de equilÍbrio termodin~mico? 

,, 
~. Qu~o rapidamente o equilÍbrio ~ restabelecido? 

~ 6bvio que as duas perguntas est~o relacionadas. 

pois fisicamente ~ de se esperar que quanta mais 11umerosos s~ 

jam os mecanismos de dissipaç~o de energia, mais rapidamente 

o equilfbrio seja restabelecido. No entanto, por uma quest~o 

de simplicidade, consideraremos na presente subseç~o apenas os 

mecanismos de dissipação de energia (cf. a subsRção e p()rn 

uma indicaç~o do tipo de resposta que a te~modin~mica propicia 

à questão 2 acimA). 

A pergunta que nos devemos fazer o pois a se!~ujrllH: 

Dado um sistema f!s:ico qualquer e~ no seu intBrior, um voltJmu 

"infinitesirn,]lJI caractorizarlo por varicÍveis termodinâmicns CLJ 

jos valores são di~_~rcf2tes dAqueles que caroctnrizam o equi l_( 

brio total do nistema ( ou seja~ o volurne ''infinitosim2l'' l~sl~ 

fóra do eqLJi.librio l~ que "mecanismos'' result~ri~m na vari~ç~o 

do sua enerr;ia total com o tempo, condição sine qun non p.Jra 
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que o equilÍbrio seja restabelecido? 

Em conformidade com o enfoque tGrmodin~mico escolhi 

do para a an~lise de processos irreversiveis~ podemos escrever 

a seguinte relação formal ( E = enerr,ia 

E = E - + 
total mecanica E -term1ca 

sendo portanto suficiente responder a mesma pergunta~ sepRra-

damente, para E - . mecan1ca 
e E • • 

termica 

Um mecanismo que leva à variação com o tem~~ da 

energia t~rmica de um dado volume »i11finitesimal'' ~ facilmen-

te identificável - referimo-nos, ~ claro, ~ co11d'.JÇ~o rle calor~ 

ou seja, o transporte de calor de un1 ponto para outro em "rRs-

posta'' a um gradiente de temperatur~. 

Quanto ~ variaç~o da enet·Eia mec~nica com o ten1pr1, 

faz-se necessária uma reflexão mais cuidadosa. ,\fina 1 eh~ con-

tas, o estudo da mec~nica nos ensina que ener~i2l mec~nica pode 

ser dissipada devido a causas as mais variadas. Fenomonolnt";i-

camente, podemos contudo atribuir est.a dissipaç~o de energia 

mec~nica ~ exist~ncia de "fricç~o interna'', termo esse ~ornes-

rno tempo t~o va~o e t~o geral, que so adquir·c um sicnific~do 

pr~tico a partir do momento em ~ue s~ associa ao mf]Srno uma for 

mulaç~o analÍticA adequada ~o problema em QLJe~t~o. 

tamb&m conhecida como viscosidade, cf. 

Lanrlau e Lifshitz 1959, l8G7l ) constituem poin os rn~1i~ sim-
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ples mecanismos de dissipação de energia associados a proces-

sos irreversíveis. Conv6m observar que fricç~o-s6 aparece 

quando o· volume "infinitesimal" é forçado a se .l!_l_ovim_"':_:t_tur, ao 

passo que condução de calor ocorro mesmo na ausência de movirnon 

to Em outras palavras~ fricç~o interna e cor1duç~o de calar 

dizem respeita a situaç~es fÍsicas basicamente diferente~. 

ainda que o produto final de qualque~ processo dissipativo se 

ja calor. Isto significa, por exemplo, que na passa~em de uma 

onda atrav~s de um meio, em principio ~ necess~rio lovar em 

conta pelo menos os dois processo~. 

A natureza geral da arRumentaç~o apresentada logo 

acima indica que ela se aplica tanto e lÍquidos quanto a sÓli-

dos. a diferença entre estes dois estados da matória no quo 

diz respeito aos referidos pr-ocessos de dissipação estnnrlo .':'~o 

nos "mecanismos·~ dos processos e sim tão somente na i_or"mulaçÕo 

analftica dos mesmos. 

~ demonstrado na presento seçaa subsRçÕP.s c e d 

que os processos dissipativos de cond~!____C2.~-~ d·c cnlor e fr_!cçP.~ 

interna podem ser formulados analiticRmcnte util~zanrlo-se va-

ri~veis termodin~micRs usuais - por exemplo, comoonontB~~ de 

deformação e temperatura ( dependentcr>, e lÓgico. de posiçi1o 

etempo ). Contudo, é lÍcito inda~ar st:: porventura existem ou 

tros processos de dissipaç~o de enereia que nao 58 prestam il 

tal formuJação. 

A complexidRdD inerente a qualquer sistema rio mu:i-

tos corpos tal como um cristal o o fato de que a termocji11~ 
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mica ''ignora"~ por assim dizer, a constituiç~o microsc6pica 

do sistema que ela se propoe a descrever~ leva ã conclusão 1· 

novit~vel de que uma dcscriç~o termodin~mica 6~ sem riCvirla·al-

guma. incompleta. Em outras palBVras~ certamente existem pro 

cessns de dissipação de energia que exigir~o uma formulaç~o 

que va al~m da formulaç~o "supBrficial'' propiciada p~l~ termo 

dinâmica. 

Pode-se dizer, de maneira concisa~ que tdis proc05i-

sos envolvem a trunsferência de enorbia para graus cJo 1 il;crc1rl-

de internos ( pp. 226-234 de de Groot e Mazur 1962 l, o ter·-

mo "interno'' indicando que os graus de liberdade em quest~o 

n~o s~o levadbs em conta por uma an~lise termodin~rnica convcn 

cional. Em goral e.c. capitulas X e XII de de Groot e MaZLJr 

1962 tais graus de liberdade inter:1os s5o considerados graLJS 

de liberdade relaxantes R o estudo dos mesmoc envolve pois o 

conceito de relaxação. 

Relaxação, convém record~r. e a "rBsposta" rettll·dcl-

da de um sistema fÍsico a um "estírnulc~' aplicado (p. xii de 

Daniel 1967 ). Como nen~~-~ "respostr" na natureza 8 inst.r1ntâ-

nea, a relação entre 11 r8sposta'1 e ''estímulo" podo ~~m_E:__r:._r~. sur 

descrita atrav~s de um processo de relaxaç~o Qdequado pelo 

menos na aproximaç~o de que resposta e estímulo sao sir1•rle3me~ 

' 
te proporcionRis um ao outro Kubo 1957 ) . 

O car~ter ~eral desta dcfiniç~o exige por cons8~ui~ 

te que umQ especificaç~o mais precisa seja feita do QLJB !lO rlo-

ve enten.der, numa situação qualquGr, como E_!!__l<~::_~çci~. No nos~>u 
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caso, ser~ suficiente estabelecer, no contexto da termoLlin~mi-

ca de processos irreversiveis 

processo de relaxação 

em cristais, o que V8m a ser um 

Se porventura deparados .com resultados exrcrim8nt~ 

is que indiquem a insufici~ncia de uma dPscriç~o termodirl3mi-

ca convencional, cabe-nos indagar qual procedimento deve ser 

adotado. Um procedimento possfvel, ~ claro, consiste na intro 

dução de novas variáveis. Em princípio, tais variáveis adicio 

nais poderiam n~o exi~ir qualquer relaç~o con1 ns vari6veis ori 

ginalmente esco·lhidas - somente uma an~lise cuidadosa tanto do 

sistema como do processo em questão poderia determin~r se qual 

quer relação devoria de fato existir. rlesmo assim, SPria dese 

jivel poder descrever tal situaç~o aproveitando a simplicidade 

que advém da utilização de variáveis de ~~ilÍbri~ pnra dcscr~ 

ver sistemas fora do equilÍbrio. 

factível. 

A quest~o ~ saber se isto 

ser feito. 

A resposta e que, fenomenologic~r~ente. isto pode 

Se isto deve ou n~o ser feito rtLJma dada sjtuaç5o 

e um outro probler,la, um problema que quiçá deva ser r·e:.;olvido 

a posteriori. comparando-se as consequencias da mai::;_~-~~MP_l-_l:_:'~ 

modificaç~o do formalismo usual com dados experimentais j~ 

disponiveis ou potencialmente accnslveis. 

' A id~ia b~sica desta mais simples modificaç~o cio 

formalismo usual provavelmente utilizada pela primcir~ voz 

por Herzfeld e Rice 1 g) !J Rm estudos de ab~orç~o rle som 

e 

por gases, de acordo com a rcsonha de Markh~m. Aeycr e t_indsi~Y 
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(1851) e a introduçio da fac-similos "internos" das vari~ve 

is termodin~micas convencionais. Em outrBs palavras~ a descri-

çao de processos irreversíveis envolveria agora, por oxemplo, 

urna temperatura "interna" e uma deformaç~o ''interna~ no _çqso de 

sÓlidos. 

O conceito de relaxação e entio utilizado ao se fa-

zer a hip6tese de que a vari~vel ''interna" ( ou vari~veis re 

laxa para o valor de equilÍbrio local convém lembrar que as 

variáveis dependem da posição da vari~vel ''externa» corr8~po~ 

dente num tempo caracterfstico~ o assim chamado tempo de rela-

xaçao. 

Medindo-se a"influ5ncia" de uma dada vari~vel ttl1·mo 

dinãmica através da derivada segunda_ do potencial termodin:"rJ.co 

adequado em rolaçio à variável om questão por exemplo, 

(- ;/'FJ, dP=-- dV 
. J V.z T 

) 

onde F e a energia livre de Helmholtz, o que significa que as 

derivadas secundas constituem, por assim dizer, ''constante~ elo 

proporcionalidade'' ), a influ~ncia relativa da vari~vel ''int8r· 

na" pode ser caracterizada pela razão entre as derivadas SLt,lJ~ 

das correspondentes. No caso de un1a temperatura ''intern~··, 

por exemplo~ a razao relevante suri~ a razão entre os colores 

espccfficos ''intcx·no'' a ~exterr1o'' total ) . 

A vari~vel ''interna'' e pois eliminada e o seu efcilo 
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laxação e um parâmetro de "influ~nciD relativn''. 

Em termos do conceito de estfmulo-resrosta, pode-se 

dizer que o estimulo excita, al~m dos ~raus de liberdade ''exter-

nos", responsáveis pela ~~ior _part~ da resposta observada e 

caractnrizados por um certo tempo du relaxação, graus de lib8r 

dade internos an~logos, cuja resposta cantLido R ''atrasada'' em 

relação à dos graus de liberdade externos correspondent8s. 

Esta formulação 1 
I . 

fenomen:J og1cc. envolvendo a utiliza-

çao, na descriç~o de processos irrevorsiveis, de vari~vcis ter 

modin~micas ''internas", e o que se devo entenrler, no contexto 

da presente tese, como uma formulaç~o que inclue pr·o~_~sos rfe 

relaxação. 

Do que fo~ dito anteriormente. e claro que e lfcito 

falar na relaxaçQo de uma variável que r.ão está relacionada 

com qualquer variável termodinâmica. Com efeito~ situaç~Es ha 

vera em que isto nao so scra lÍcito como essencidl. 

Contudo~ so nos casos em que se pode definir uma 

~dupla~ externn-interna de vari~veis termnrlir1~micas e que a 

variável adicional poderá ser parametr'izada através r!o um 

tempo de relaxaç~o e uma razao de derivadas ter·morlin~micas pe~ 

tinentos. 

Cremos ser razoável a afirmaç~o de que osts n o 

ponto de partida ~L~sirnn1es paru umn análise mais "f>Ofistica 

da~ de processos irreversfveis. Na presente tese, foi este o 

ponto de partida ~dotado. 

Em resumo: tres 11 rnocanismos'' de dissipação de ener 
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gi" foram identificados em cristais, e saber conrluc;_~~ cal_~!:_· 

f~icção interna ( viscosidade e relaxação no contexto dis-

cutido acima J. Estes tres processos s~o formulados analitica 

mente no quo se segue. 

c. Conduçãode calor 

Seguindo a sugest~o feita na p. 1B6 de Landau e Lif-

shitz 1967 ) • começaremos escrevendo uma "equação do continui 

dade'' para a densidade de calor Q(r,t). a saber: 

a _,. .......,. .........,. 
·- Ç(rt) + V· :r (P-t)- O ac ' ç ' -

(I.'t. 1) 

O nd 8 

-4 .... 
J ("r tl= fluxo de calor Q • - calor/arua-sop; 

conven1 observar que embora I. L{. I seja o ponto de pe!r-

tida de Landau e Lifshitz 1967 ) , ostE1s autores só constdrra 

r a m n c a s o d e só 1 i d o s i s ~t r Ó_E_~~_n_::;_ ) • 

FenomerJo}ofj_camente, a temperatura e ns componE~n~r!s 

dn deformaç~o depondontBs da posiç~o e do tempo, a sabPr, rc~-

pectivamente T(~t) 8 podem ser escritas t1a 

seguinte manoira: 
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U.'f,3) 

onde T e "? ij sao os valores df-; Bf1ui1Íbrio t~~ da tcmpe-

ratura e das co"'ponentos de deformeção, senrlo que LJT(i'St) c 

{ .11/ij {f,t)} representam, por hipÓtese, ~_9_'!!'no~ desvios em 

relação a estes valores. 

Supondo, al~m disso, que o ~olume ''infinitesimal'' 

-+ centrado em r s6 podo trocar calor com a vizinhança, ent~c 

e a densidade de entropia r esta reluç~o r-orr~s-

ponderia à ser;unda lei da termodinâmica do equilÍbrio J. 

Em termosde T(;,tl e {l[~j(r,t)} parlo-se escrever· 

as derivadas referilldo-se a situnç~o [Jc equilÍbrio. 

Antes de prosseEuir. conv6rn ressaltar qtJe on1 vislil 

de e s t {1 r_m os 1 i d d n do com urna d c n si rl a d e de entr-opia , a u ti l i z u-
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çao dos resultados da Seção I.3 deve ssr precedida do divisão 

por V, o volume do sistema. 

Tendo essa observaç~o em mente, obt~m-se por cxem-

plo ( cf. I.3 .. 21· 

onde p e a densidade e e o calor específico a confir,u~u--

çao constante . 

Além disso (cf. ( I. 3 . .2S l. ( I. 3 . .20 l e ( J.·. 3 .. 2.2 l 

Em outras palavras: 

iJcr(í!-t)= (OCr.)iJT(tt)+) t:.'r:u /! !.117 ... (r~t) . ' 7 ' L ':)«"-!H I LJ ) 
. ijk.R. 

(I. Lf. 'I) 

Desprezando termos da ordem ( f>T )"-, ( .6 T )( .6-f)ij), 

obtém-se pois: 

T(r,t)iJrr(t7,t) = fc? iJT(f!,t)+ TL__ c7ju/t:f iJ,/tJ fl;t) 
ijld 

e a equaçao de continuidade para a densidade dn calor. equaçao 

I. 4. I ), passa a ser escrita como 
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(I.'1.5) 

Em EBral se supoc e.g. de Groot e Mazur lSR_ J quR 
~ 

o vetar de fluxo de calor, Jq {r; t) é especificado p(di.l lei 

de Fourier (pp. 152-157 de Sommerfeld 1G55 ), que rez~: 

onde 

'térmica. 

I.lf.6 

(J (r'-L)l. 
f ' 'h =-I-

J 

)., 
'J 

e a componente (ij) 

-~ (iJT("t,i)) 
ar. 

J 

(I. 'I. t) 

do tensor de conr1utivirlnde 

A equaçao I, '1. S ) , suplementada pela hipÓtes~ 

), cor1stitue a formulaç~o analitica do pro~osso 

irreversível de condução de_calo~ em cristais ( c f _ e q u ;, ç a o 

(32.2) de Landau e Lifshitz (19G7), a equaç~o an~loga no ca-

s o de sÓlido s i '2..o trÓpico'; ) - ~ importante observar que R rnRsrno 

envolve temperatura e cornponentes tjo dBfor·maç~o. 

. -
d. fricçao interna { vi~~cosidadr~ 

Como obscrvnmos ~nteriorn1ente, atrihLJir a rlissipilC~LI 

de sner~ia moc~nic~ ~ prosor1ça de ''fricç3o in1:erna'1
, ainrln qur~ 
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lÍcito fenomonoloeicamente, carece de significado pr~tico at6 

que eSte mecanismo de dissipação seja formulado analiticamer1-

te. No contexto de uma primeira an~lise, o que nos devemos pn~ 

guntar é qual seria a mais simples formulação ana"-l:Ítica do 

mecanismo de fricção interna. 

A resposta podo ser encontrada em qualquer texto de 

mecânica (e.g. Goldstein 1950 e consiste em supor que a fric-

ção interna dá origem a uma fÔrça, que se apoe ao movimGnto e 

leva por conseguinte à dissipaçBo de enerr,ia, que é propoJci~ 

nal a velocidade. ~ fato conhecido que o fon~meno da fricç~o ~ 

complexo e que, a rigor, n~o h5 qualquer razao paru se esperar 

que tal hip6tese possa descrever uma situaç~o rea'l - uma força 

proporcional a velocidade representa t~o somente a força de ex 

p~ess~o ar1alitica mais simples que leva ~ dissipaç~o de eners~ia 

mecânica. 

No _caso especifico qtJB estamos considerando, a velo 

cidade Em quest~o seria a velocid8de do ''centro de massa'' do 

volume ''infinitesimal''. Designando por 
......... 
u(r,t) o cle~loczJmBnto 

deste centro ele massa, a força de fricç~o interna serja pois 

proporcional a 
.... . ... 
Ll[r,t). 

Contudo, esta expressan analitica nno corresponde-

ria ao resultQdo ffsico lle que se o sistema, como um todo, fos-

se submutido n um deslocamento 

deveria ~~aver dissipaç~o de ener~ia mec~nico. Em outras palu-· 

vras, que se, para um dado t ... u( .... r) t = constan e 

..... -+ 
:-..íLxr ,o term·.J dissipativo deve se anular. 

ou 
...... 
u ( r l 
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A mais simples função da velocidade que se anula p~ 

ra as duao situaç5es acima i ( p,l91 de Landau e Lifshitz 1967 ): 

formação, 

F..( ;i(P,~) == 
~.r 

aú.JP,tJ + ;;úJr,tl 
az; ax:.,: 

Recordando a definição ( I. 1.. '-/ ) da tensor de de-

resulta que a mais simples expressao anúlÍtica para a força de 

fricção interna num s6lido deve envolver produtos da forma 

if .. L L! 7• • ' (;:! f;) 
':! ~' .<..- lj J 

onde 

do tensor de viscosi(1arle 

sobre um elemento rlo área cuja normal aponta ( dn dentro pclru 

fora na direção 1 , designada por 

tr;_jkL 

) r .. 
tj 

serii~ pois 

(I. 11. f) 

(tampare com a relaç~o an~lDfla, eq. 34.tl de Lanr1nu u Lifst1iLL 

(1967), para s6lidos isotr6picos ), 
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A relação I.i.t.=!- ) envolve componentes de ~for-

maçao. Por uma quest~o de consist~ncia, davemos·por conse~uinte 

obtor uma exp1·ess~o para o tensor de tens~o que tamb~m envolva 

componentes d.e deformação. 

Utilizanrlo as hipÓteses ( I. '1 • ..2 )o(I.'I.3 ) . 
podemos escrever. 

Partindo dos r e s u 1 ta dos ( :r. 3, .:ZO l e ( I . 3 . .2 2 

e ( :r. 3 • tS ) obtérn-se: 

A -c·ij (r) t J = L_ c~" 1 !J'i~t(~tJ L ciju I'H LJ T(~ t) 
.f:i. M_ 

(I. 'I. i) 

Adicionando-se a ( I. 'I, fi' ) o tei·mo dissipativo 

I. 'I. i- ), resulta finalmente a seguint~ expruss~o para o 

tensor de tensão: 

A ?i_j O~t:J~ L [ c[~t (117M fr:tJ-At A T(;~t)) -r ViJ~:t LJlM f;;tJ} 
-ll ' 

(r.'1.1) 

A relação I. '1. '( l ospccifica a comrononle (ijl 

do tensor de tons~o ( força I unidade de ~rca } como funç~o 
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tanto da posição como do tempo. A especificação de 1:'· . 
'-J e su 

ficiente para que se determine a oquaçao de movimonto do deslo 

camento "<tr?1 t ... 
centrado em r 

do ~centro de massa'' do volume ''infinitesimal'' 

O resultado é (e.r,. página 13:1 de_Kitt'll l!l/1) 

(I. '1. 10) 

onde p o a densidade de massa do sÓlido. 

A equaçao I. 'I. lO ~ basican1entc uma oquaçao 

"mecânica" lei de Newton ), ao passo que I. 'I. S 

basicamente uma equaç~o "t~rmica''. t essencial re.ssaJtc3r, con-

tudo que ambas envolvem temperatura e componentes de deformB-

çao. Em outras palavras, a rigor não é adequado considerar a 

elasticidade e a termodinâmica separadamente cm princÍpio c 

sempre necosé~rio considerar a disciplina ''hfbria~·· da termoe-

lasticidad e. 

e. Relnxaçã_~Térm~~~ 

A discussão apros8ntada ar1teriorment2 estnbelecutJ o 

que se deve entender. no contexto dn presente tcsc, con1Cl un~ rro 

Seremos agora mais especÍficos e cons)d(~tfl 

ramos o caso em que os graus de liberdade ''intorr1os'' do cristill 

podEJm ser caracteri_zados termodinâmicnrn~3nte por umu tem_e_l~_rL~tu_~ 
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ra interna T' 
... 
[r,t), o processo através do qual esta atin~e 

a temporatura de equilÍbrio J:.t?.cal 
~ 

T[r,tl sendo denominado pois 

de relaxação térmica [ para li~idos, cf. ~1ountain l96'J ) . 

~ Gtil fazormos uma poquena digress~o para que fique 

mais clara a fÍsica do processo em questão. 

O emprego de variáveis termodinâmicas de eguilÍ_~_Tio 

que sao funções de posição e tempo implica na idiia de equil! 

brio termodinâmico locQ__l_, ou seja, que e lí·cito caJ~dcterizar o 

volLrme ''infinitesimal'' 
~ 

centrado em r por certos valores das v~ 

riáveis de equilÍbrio usuais, valores esses que podem contudo 

ser diferentes daqueles que caracterizam o volume ''infinitesi-

mal" centrado em 1• Eventualmente, se deixado a sua prÓpria 

sorte, o sistema atingirã o estado de equilÍbrio .tormodinãmico 

total, caracterizado por valores de temperatura, prnssao, etc., 

que nao mais depsndem de posição ou tempo. 

Esta discuss~o suflere, de imediato. a ·id~ia de que 

o estabelecimento de equilÍbrio termodinâmico envolve ~elo m_r: 

nos duas escalas de tempo: um tempo ( 11 curto 11
) que cé3racteri?a 

o estabelecimento de _cquilfbrio termodin~mico no ''interior'' de 

uma dada "região~' equilÍbrio _!_ocal e tJm outro tempo (''lonJ;o'') 

que caracteriza o estabelecimento de equilfbrio entre as v~rias 

"regiÕes" do sistema e por con5cp,uinto o eqtJilÍbrio terrnodir;2i-
o. ' 

mico total Mori 1956, 1958, 1859 ) • 

Admitiria a exist~ncia d~ Eraus de liberdade ''intor-

faz-se nncess~ria a introduç~o 0e urn terceiro tempo c~rac-

terfstico, o tempo necess~rio para que esses Eraus do liberda-
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de atinjam a condiç3o de equilÍbrio termodinâmico ~cal, ou se 

ja o tempo de relaxação. Tendo em vista o conceito de reluxa-

çao como sendo uma resposta ''retardada''~ este seria um tempo 

intermediário entre os tempos curoct(~rísticos do estahPlecimcr1 

to de equilÍbrio local e total. Isto é, escrevendo (c f. 

I. '1. :z 

onde T e a temperatura de equilÍbrio tota]:_, a idéia de relaxa-

~ significaria que a dependência temporal 

ria mais lenta do que a de ,6.T(i~ 1 t) 

Enqua11to a temperaturQ interna ainda nao atineitJ o 

valor da temperAtura local (i.e., enquanto a temper~tura int~r 

na ainda está "relaxando" ) , o estado tt:;rmodinâmico do volumo 

''infinitos i mo 1 11 centrado em r depende d~l temperaturn interna, 

obviamente deixando de depender quando o equilÍbrio entre as 

duas temperaturas e atineido só existe então umr-i tGmpcr,Jtu-

ra, a temperatura local). 

Feita esta rlieress~o~ podemos passar ~ formulaç~o 

analÍtica do processo de relaxaç~n t~rmica . 
• 

A primeira hip6toso em que es~a formulaç5o e ba~;o~-

da e a de que F(r,t), a densidade de enerr;ia livre como furl·-

çào de posição e tempo e nao so uma funç~o das cornponentHs 

de daformaç~o local e da tomreratul~n l{Jc~l 
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como também da temperatura interna 
... 

local T' (r,tl,is-

Isto sienifica que em primeira ordem podemos escrAver 

omitindo, por simplicidade, as variávois 
... 
r, t l : 

LJF =L (<JF1 LJ7i' -t J7 .. -r' ':! 
.. ':) I n' 

. lj I 

(I. Lf. 11) 

Podemos obter relaçaes de Maxwell a partir da expros-

sao acima para LJ.F se nos recordamos que 

(I. 3. 6) 

(I. 3.1) 

8 dBfinirmos 

-v-' (I. 11. I :z) 
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o-' seria pois a densidade de entropia interna ) . 

Com efeito, diferenciando I. 3. 6 ) em relação 

a T () ( I.3.'f em relação a 1 ij obtemos 

r:~J = (.ar) - ai' T'rJ' 
(I, '1. 13) 

Diferenciando I. 3. & ern relação a T' () 

I. '1. I,:Z ) em relação a "7. Lj obtém-se 

raru) (ao-) /I.'I.!t;) 
- d?jij TT'"'J' JT' r7' 

Finalmente, diferenciando ( I. 3. 1- . ) em relação 

aT'e( I.4.1.2 em relação a T, resulta: 

Quando a temperatura interna lo~al T' entra em 

equilfbrio com a temperatura local T. arglJtnentamos na dj.~ress~o 

que o estado termodinâmico do volume "infinitesimal" _r~J~~ d8VE 

depender da temperatura interna, o que implic~ na relAÇ~n 

Por conser,uinte, 

= t1rT'= L 
i.) 

F Ll>J .. + F7 , .dT 
T'7·· I~ T 1:) 



- 62 -

onde definimos 

ent3o: 

f. .z. ) F_ ::::: éJF 
T'T - ar';:;r 

'! 

F 
T'T' 

Resulta pois que 

F -- F l:rr')7 T'T - T'T' (-::, /, 

Escrevendo 

7:-. := T.. ( T 7 ·. T ') <J 'J I ') J 

o-::= c! (T 7 .. T') 
I ') J 

(i. 'f. I~) 

(I.lf.o) 

(r. 'l.lf) 

(I. 11. 19) 
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+ (a''J) tJT' 
1-aT' 7i 

7 

(I. 1!.21) 

Llcr = \ r~) Ll --t (:?cr) L1 T -f· ( .3v ) ;1 T 
1 

L_ a1KL TT' ' 7kf .3T T' éJT'/r, 
M 7 7 7 

Portanto ( cf. (I. '1. :21 

Utilização da relação de Maxwsll ( I. 'f. /1( ~ 

du ( I. lf. I:Z l. ( I. '1. /'f- l e ( I.'-/. -20 l produz 

sultam em: 

Também 

+ r:T'T' /_oT'_ )(;:;r:J 
{-étn··l 8Tl 

t'J r7, 7 

(I. Lf • .2.~ 

(I. 'I .. 2. 11) 

Manipul<'lçÕus análDf:il~ ,,plicadas " ( I.. 4 . .:Z2. l rc-
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(
éiT 1 

) 

:?TJ'J 
(I.'I . .2S) 

(I. '1 •. 26) 

Os resultados ( L. 1;,.2.3 )- ( I. '1 . .26 l e,;tailelccem 

as ligaç~es necess~rias entre as derivadas termodin~rnicas de 

equill__~1rio total, flUe envolvem somente os valores de equilÍbrio 

T e e as derivadas que envolvem a temperatur·a intnrna 

T' d e r i v ada ·s essas que ~ é 1 Ó r.; i c o , s o faz em sentido -~-22 fluo n to 

a temperatura interna est~ relaxando. 

Na pres.ente tese, consideraremos somente a situQç~o 

em qtJO por hip6tese a temperatura interna T' corresnnnrl8r1tG 

aos graus du l11Jerdade ''internos'' do cristal nMo rlepB!ltJu do 

(I. '1 . .21) 

( Fisicamente, tal hipÓtese correspondt:>rid c1 p;rôtl~ 

de liherdadE2 "localizados" .. e.g •• ntJma célula tJnitÉlrid - no 

inv~s [Je grnus de liberdade ''coletivos". 

que oln seja muis f~cil do jtJstificar em cristais molocul~rPs 

cio q110, por ex-emplo. om cristais iônicos. 
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Utilizando esta hip6tuse e as ralaç6es ( I.3.15 

C :r. 3 • .:!0 J, C I. 3 . .2.2 l e C r. 3 . .25 )·, re~;ultn: 

(I. '1 . .zs) 

(I. '1 . .zf) 

(I.t/.30) 

(I. 'I. 31) 

ondG ( cf. Mountain l96A ) 

(I. 11. J.2) 

Escrevnndo relaçÕns unálo~élG a ( I. 'I~ I/ ) f1 i'l!" fl 

e utilizando ( I. '1. :<I? J - ( I. '1. 31 
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bom como I.'f./2 

I.'l./6 

l.r I.'I.IY 

e( I.'l./1-

l , ( I. 1(. 15 J , as rJ o 

finiçÕes ) • as relaçÕes 

:;: . t;, 1'7 ) 8 I. '1 . .20 ) e finalmente a hip6tc•~ 

I.'f . .Z'T- ], obt~m-se os segui~tcs result~dos: 

LJt:!J =L cJhi!_ (fJ7u -;fkc L1T) 
ld 

Comparando I.lj.33 le! I.'l.t 

(I. 'I.Jfl) 

), vcrifir.u-

se que as mesmas s~o id~nticas~ isto s, a introduç~o de um~ 

temperatura "interna" que satisfAz c hip6tese ( I. '1. 21- ) . 

n~o Qfeta o ter1sor de ter1s~o. Por oLrtro lado, se A hir6teso 

r. 1 . .z r nôo é satisfeita~ e fácil de ver, efetuc~rHlo rr\nni 

pulaçÕes análofiaS, que dever·á ser incluÍdo rm ( I. LI. 3.1 

"r' mais um termo, proporcional a LJ 

Uma vez que o tunsor de tens~o nAo e afeta~o pelo 

processo de rolHxaç~o considerado, cor1centroremos 

A característica mais ovid8nte diJ relaçiio (I. 9.3'í 

e que ela envolve a tempsrattJra interna T'. Esta podo contudo 

ser eliminada, como veremos_ cm se~uicla. 



- 67 -

A eliminação e efetuada observando-se que a influên 

cia de temperatura interna sobre a termodin5mica do sistema ~. 

de acÕrdo com a relação I. L;. 11 J. caracterizoda pela "cons 

tante de proporcionalidade" ( êlF/élT')T'l Mencionilmos nntc 

riormente que após T' s T entrarem em equilÍbrio local ), a 

energia livre n~o mais depende de T'. ou seja, que 

= o. 

Por outro lado, durante o processo de relaxaç~o. H 

claro que ( o. Em outras palavras, Q ''cons-

tante de proporcionalidade" varia com o tempo. 

Vai daí que as variaçÕes de T • e de 

com o tempo devem guardar entre si alguma r8laç~.o. A Muis sim~-

~relação 8 uma relação de porporcionalidade, ou seJa (Man 

dolshtam e Leontovich 1937 ) , de acordo com Markhnrr., tJeyer 

e Lind say 1851 ), 

(I_ lf_35) 

onde 

L _ coofici8nt P cinético 

e a constante de proporcionalidade. 

RelaçÕes análo~ôS a I. '1. 35 e envolvDncln va 

riáveis termodinâmicas diferentes c potencinis terrnodlr1~~micos 

variados representam um incradiento importante na maioriQ rl;Js 
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discussões sobre a termodinâmica de processos irreversíveis 

( Ca11en 1960; de Groot e Mazur 1962, Kawasaki 1970 ). 

Expandindo ( aF j;:;T' , obtém-se ( cf. ( 

I.'l./6 l-C I. lf.ltf 

..E_(!JT~ = -L{.\ F7 , Lln-- + ç I ~T + F 1 , Ll r} at L 7iJ t':J T T r T 
. lj 

Utilizando ( I. '1. 1'/ ) . ( I. t;. ~o l o a hipót~' 

se I.'I . .Zt J resulta: 

.2_(4T') "'{L F, ,lar'l}LlT -{L FI ,j!JT' 
at T T (i:n/.. T 7 

7 

(I. '1. 36) 

Recordamos agora a hipótese que tem ficado implÍci-

ta~ a saber, que T' ''relaxa'' para T num tempo caracteristico. 

Em vista dessa hipÓtese, a estrutura da equação ( I. '1.36 

sugere a definiç~o ( por exemplo, pp. 201-202 de de Groot e 

Mazur ( 1962 l 

)
-I 

(LFT'T' .:: r= tempo de relaxaçiio (I.t;.37) 

A equaçao I. '-(. 36 ) pode portanto sor reGscri· 

ta da seguinte maneira: 
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E_ (.1T') =_I (j()T') iJT- LJ T) 
8t 7: L {dT I; (I. 'I. 39) 

Diferenciando ( I. '1. 3'{ ) em relação ao ~empo, u· 

sando I. '1. 31? ) , a definição I.'/.3'1- ) e a oxrressno 

para que resulta de ( J~ chega-se finolmentc 

ao resultado desejado: 

da-,.. r dá-= L ~).uAL (.tJ7iJ -f r l!jú.) + (t;?)!JT + f (c,1-c_J) r LJ i 
ijld. 

(I. '1. 39) 

Esta equaçao para a densid~de de entropia l•va em 

conta, - - / atraves de dois parametros fenomenolo~icos. c 

a tBmperatura interna ( suposta independente da· deformaç~o 

que por hip6tese ~ adequada na de~criç~o de processos irrev~r 

síveis em cristais. 

Convém observar que se 1:' x O relaxaç~o instnnt~ 

nea - r1ao faz sentido falar numa te~peratura "internr1" ). a 

equaçao I.'/.3'1 se reduz a .r. '1. 'I ) • c o mo u z~ n rj l~ 

se espP-rar. 
' 
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1.5 FLUTUAÇ0ES TERMOOINAMICAS EM CRISTAIS 

a . F lu t u a ç Õ e s Te r mo d i n â m i c a s e . a V a r i a ç ii o t:J~ E':'_! r o iJJ a 

No c~lculo das flutuaç3es nas vari~veis termodin~mi 

cas apropriadas ~ descriç~o de ct~istais, LJtilizaremos o m~to-

do originalmente proposto per Einstein em 1910 l.Andau e Lif 

shitz 1958; para uma visEo hiEt6rica, cf. Mel1ra 1875 ). 

Por uma quest3o de simplicidade, consider~rcmos em 

primeiro lugar um sistema fluido. Inicialmente, o sistema es 

t~ em equilÍbrio termodin~mico total, podendo ser caractoriz~ 

do por uma entropia S ( que é função de certos par~netros 

termodinâmicos extensivos ), por uma pressao p e por urna 

temperatura T. Suponhamos agora que uma pequena porxão do 

sistema sofre uma flutuaç~o espont§nea, e cano con5uqu6ncia 

os par§metros extensivos escolhidos para LJma descriç;o termo 

dinâmica do sistema por oxRmrlo. no nosso caso. U.S e V 

assu111Rm. em t6l porç~o do sistema, valor8s difHrontEJ~ dAtjuc-

les qtJB caracterizam o equil!brio total. Oesoja-se ctllcular 

a variaç~o na er1tropia do sistemB que rest1lt2 dessa flutuaç~c. 

O r a , s P esta rn os i n te r e s s f:l do~' em sorne r1 te um cJ p e _g_u~.!~_:] 

porçacJ do sistema todo. o re~to do sistema pede ser consid8r~ 

do tJm reservat~rio, Mais esrecÍficamente, um reserVclti)r·io ccJ 

racterizado pel~ mesma press~o p e terrperEJtura T que carc"lC-

t~rizavam a situaç~o de equilibrio termodin~micn totfll ult~ 

rações nos condiçÕes operantes na pequonéj porçno que:: no3 intc 

ressa som d~vi~a alguma alterar~o p e T; contudo.~ tipj.ccl 
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de discussaes envolvendo reservat6rios supor que tais mudanças 

em P e T são desprezíveis). Essa divisão ariificial do sis 

tema numn ''pequena porç~o'' e num ''reservat6rio'' ~ o ponto de 

partida para uma discussão de flutuaç6es termodin3micas. 

A variação total de entropia, designada por LlS-t 

pode ser escrita da seguinte maneira: 

onde LIS refere-s8 ao subsistema ( a "pequena porç~o'' ) e 

ao resto do sistema (o" reservat6rio'' ). 

Se o subsistema absorve uma quBntidade Q de cnlor 

proveniBnte do resRrvat6rio, ent~o 

L\5 1 = Q 
T 

Aplicando a primeira loi da termodj.n~rr1ica ao subsis 

tema 1 obtém-se: 

onde PfN e o trabalho feito pelo_ sistema ccjntru a prcs-

s a o c o n s t él r1 t c P . 

Por conseguinte 

I 

T 
(t1U+ Pt1V)= _ _L (LlU- Tt'J5 + Pt'JV) 

T 
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Em resumo: a variação de entropin .:1St nurn siste 

ma caracterizado por uma temperatura de e qui l{brio_ l __ e. por 

uma pressão de equilibrio p em consequência de VHriuçÕ8s 

numa pequena porção do sistBma e dada por: 

<iS!':"" __ I (LJU- TL'JS -t- PLJV) 
T 

(I. S. t) 

b. A Distribuiç~o Gaussiana de Flutuaç~es Termodin5micas 

A relação I. S. I ) resolve aper1as metade do 

problema em quest~o, pois ela n~o cont~m qualquer informaç~o 

quanto a probabilidade de ocorrência das variações nos para-

metros extensivos U,S e V. Foi a outra metade do problema 

que Einstein 1910 l resolveu, utilizando o pdstulado fund~ 

mental da mecânica estatística do equilÍb~io, a saber, o ~os-

tulado de probabilidades a priori iguais para todos os estetcs 

acessíveis de um sistema p p • 59 f f e p p • 3 4 9 f f de To l cn ilfl 

(1838) ) . 

ImaEine um sist8ma caracterizado por um certo nLJms-

ro dn observâvQis macrcscÕpicu~ 

mos por 
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o nGmero de estados acesslveis ao sistema ( i.e., estados con 

sistentes com o vinculo de que as observáveis macroscópicas 

assumam os valores /fu't~J'''JJn ), a entropia do sistema c 

(e,g., página 23 de Landau e Lifshitz 1958 ) -

Em outras palavras, 

Ora, se numa situaç~o de equilÍbrio te~modin~mico, 

todos os estados 
. . 

acesSlVBls sao igualmente prováveis de acôrdo 

com o postulado fundamental, segue-se que a probabilidade 

p ( 'à- I I ';};L } ' ' ' I \j-.,., ) de que certas observáveis macroscÓpicas 

relevantes assumam os valares ~~ ;/1-.:l J • • ~ 
1
:/

11 
ser a simplesmc r1le 

proporcional a .fl ( JfiiJ:I-J'"J/fn ), isto é, 

(I. s-. 2) 

onde C e uma constente determinada pela relação 

EstritumcntB fulando, a reliJção ( :r:. !J . .Z 

lida somente cm equjlibr~o. Entretnnto, Einstein raciocj_rlnu 
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que para pequenos desvios de uma situaç~o de equilÍbrio, seria 

lÍcito fazer uma expansão da entropia S ( ~ 11- 'l ) em 
tt'l<f:ti'''Jt!n 

torno dos valores (tj), (j-:1.)) .•. 1 (ff-,) 
entropia do equilÍbrio. 

qur?. maximizd~ a 

A fim de simplificar a discuss~o~ consideraremos se 

monte um par~metro y. O que Einstein fez foi Rscrever 

I 

2) . 

interrompendo a expansao no termo de segunda ot·dcnJ. 

Numa situação de equilÍbrio termodin~mico, a entro-

pia é máxi~a - daÍ: 

as / _o 
!}'I 1 = <'f> 

e por conseguinte 

(I. S. 3) 

Redefinindo t1jj=:J-<~> e subc,Utuindo ( r. s.J 

I. 5. 2 l obtém-se que 

Uma vez que devemos· ter 
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a constante A e facilmente calculada e 

Finalmente., 

CompGrando-se ( I. 5". :Z 

claro quG uma expansão de L1St (e q • 

8 ( I. S. lf 

T. S. I 

(I. s-. 'I) 

l ficu 

) 8ffi 

potência:, de L1~ permite a det8rminação :i.mediatâ dr1 f)utuu

ç5o quadr~tica mªdia da y. 

c. Flutuaç6cs_Termodingmicds o~ S6lidos Cristalinrl~; 

Em sÕlidos cristalino~, a medido r~sscncial no câlcll 

lo de flutunç6As tnrmodin~micas consiste cm substituir o ter-

rn o P L1 V ( o t r a h a lho feito p c lo s u b si s t "ma c o n t r d " L'2:_'"' Có_~JCJ_ 
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aplicada P ) na relação I. S", I l pelo termo que correspo~ 

de ao trabalho feito pelo subsistema contra uma tensão aplica 

da·, a saber 

cfW':::-VL r-· L1n--':J I L.J (I. 3. 1) 

lj 

Assim sendo, a variação de entropia A.St no CilSO dco 

sÓlidos cristalinos ê dada por 

Escrevendo-so U::: U(S,"Jij) 

em L!S e d11·· obtÉim-se o seguinte resultado: 
ti.) 

LJU = (JU ) LlS 
85/.; 

(I. s-. s) 

( as duas Gltimas derivadas parciais s~o calculadas mar1ter1do-

se fixa un1a das vari~veis enquanto se difBrcncia cm relaç~r1 ~ 

qutra, difcrenci~ndo-so em soguide em relHç~o ~ sE~~LJnrla vnri~ 

VB 1 ) , 

Urna vez que (cf. :r. 3. f) e ( I. 3. 'I 
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obtem- se 

(I.S. 6) 

Pode-se verificar sem grande esforço ( basta 8sco-

lher s 
e 1<j como vari~veis independentes l que a equaçao 

( I. 5. ó l pode se r r e P. s c r i ta da segui n te mane i J' a : 

..65-t.=--' {LlSLl(au) + \ L1"1iJLl/_a~.) j= 
:a (-as 'J ~ ( éh;0 s1' 

= _ ~ {LISL!T.,_~ Ll'Ti:JJ7{) 1 (I.S. 1) 
.ZI . . J 

'J 
Em toda nossa aprosentaç~o da termodin~mica du crj~ 

tais temos utilizado a temperatura T e as componentes do de 

formação { ~~j} como 

escolha e na relação 

e U- U(1·· T) - v} 

vari~veis independentes. Manteremos tol 

x.s.=r 1 escreveremos S = S("1éj ,T) 
daÍ 

Contudo, sabemos que ( cf. ( I, 3. IS l. ( I. 3 . .:(0 
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I.3 . .2~ ) 8 I.3.-Z'1 

~ 
T ( ~) =-Vb--

! a ~ 
1/ij Tt)' 

Finalmente: 

2T 

Compurar1:::Jo I. S. R 

) : 

T 
8 "!.[ 

"J" 

) com 

I.S.t; obt~m~se imediatamente: 

Ll77·· Lln } ') 11:/ 

I.S.2 J e 

T 
8 .. '·1 

~J"' . 

(I. S . .f) 

Para calcular as flutuações na defor11açBo, e rwcc:,-

s5rio atentar para o fato de que ao intcrrcmpe~ fl cxp211s~o ~e 

entropie como funç~o de par~metr·os extensivos ~propriAdo~: nos 

termos de segunda ordem, Einstein estQVQ deixBr1do inplfr:ito 

que, nessa aproximaç~o, a variaç~o de entropia podo semrrc ~;lr 

escritrJ como uma formo qu.:JdrcÍtich, 1 stc é: 

( 1 9 58 

.LJS t 
I 

.2 
c< . . .Lll{ . .Ll Li . 

<-J J" dJ (r. s. c;) 

fstâ dor;;.onstrdd[' r1tjS pp. 346-3413 dr: Landou r: l ii's~.j.t 

quo se ex) s tnm n parr)rr.8tros t8rmodin~micos ;yL. (' ~·. -

sa obsci~vaçDo conduz à seguir)tl~ distribuiçflo dr: pro\)ntJilitlr~(j~ 
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exf{-' \ «--L1ll-L1U1. 
;,~ç L lj ó' JJ 

'j 

O( = cletcrminantc d8 {ei;-j} a matriz 71)(11 dEfinido rnr 

I. S.<? 

l.andau e Lifst1itz ( 1958 ) tomb6m domonstr·am qtJfl 

(I.s. to) 

· onde 

Supondo que < ';?~ >= <~j ): Q , iJ rEd aç~Cl ( I. 5-./0 ) 

, visto que 

No nosso caso, comparanuo ( I. S. '7 ) com 

;r . .s. fi' l, conclue~su que 
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e também que 

Por conseguinte 

I:T{ r)-1 / L1-n .. .Lin ) = _o._ 8 .. '-1 
\ l'j tl:t v tj'T< 

supondo que 

Além disso. o fato de que a expressao ( I. S". i' 

resultado 

nao contém termos 

Em rEJsurno 

((L1rF) =~:r~
cJ 

(L:JT!J"'iij)==: O 

cruzados do tipo L1Tfl7·· cCJr1cuz ·''-' 
. 'd 

(I. S". 11) 

(I . . r. 1:2) 

(.r. S. 13) 
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Escolher1do tens~o o Bntropia como nos~as vari3veis 

termodinâmicas~ podemos escrever: 

I.3 • .<8 

(-
oT l _ T 
JS Ir: Cz 

) 8 

obtém-se a seguinte expressao para LISt (oq. ( r. S.-:;. ) : 

Comparando a expressao acima para 115+- corn 

C I.S.'I le I. S. !O ) e levando e~ cnr1ta que as matri 

zes {Bi.~/.:1} e {s,J~:d stio inver~Jt-i~ uma rla outra, rt:::stJltr: 

que: 

(I. S. IS) 

(I. s: !6) 



. 82 . 

!.6 A NOTAÇÃO OE SEIS fNOICES 

Comparada a termodin~mica de fluidos, a termodin~mi 

ca de cris_~ais é caracterizada por um" complicação inevitável, 

a saber, uma abundância de Índices. Felizmente, alguma simpl~ 

ficação é possível se nos reportamos à definição ( I. I. lj 

da componente ~J do tensor de deformação: 

dU.· (i~)) 
J 
' 

{I.I.t;) 

A simplificação e consequência do fato de que as 

componentes do tensor de deformação são simétric~ perante umG 

permutação dos Índices i e 1 isto é ( cf. I.I.Lf ) . 

Em vista deste resultado~ e conveniente introdu7ir 

a notação de seis Índices ( e.r,. Callen 1~60: Kittel 1971 ): 

Das definiçÕes I.3.'1 ) ou I. 3. 6 l do t<cn-
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..... 
ser de tensão ?:: , resulta que também êle e simétrico,viz. 

Basta especificar, portanto, seis componentes dos 

tensores de deformação e tensão, 

Em "taquigrafia", a relaçiio ( I. 3. !O J • por ex em -
plo, P"deria pois ser escrita em forma matriclal da SBEUinte 

maneira ( supondo que - ... ) r (x., s =o ) : 

s s 
8,~ 

s s s r, 81/ 8,2 B,'i B,s ~( 'li 
7.1. B.z~ 

s s s 5 s 
B.z.z 8.<3 8.(1( B.z:; 82t Tv 

s s 8}3 0~ 
s s 

7:3 831 B;z B;s B;, '13 (I.6.!) "' 
Tr gS s 

gy~ s s s 
~I Bf.z B't'f bi-.r g'lt 1~ 

r, 8ft 5 
Bs.z 

5 
~3 

s 
Bsv 

S" 
Bss 

s 
Bst l,-

ç s 
Lj~ 

5 s s z. 861 B,;z 8" 8,s Ba 'I t 6, 

Das relaçÕes ( I. 3.? ) . I.3. '7 l.r I.3./.Z 

e ( I. 3.!3 ), vê-s" também que os coeficientes de r-lr,idez 

ei~stica, 80 na notaç~o do seis indices ) e og seus inversos, 

$.. sao •lm~tricos perante a permutôç5o dos fndices l LJ 
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e 1 (i,j • 1 até 6 ), em outras palavras, 

B~? 5~~T 
1:} J< 

s S~T 
"' 

s.~r 
'-J JL 

Com esta restriç~o, os 36 elementos da matriz 

I. 6. I se reduzem a 21 elementos ind·epe;ndentes, como 

pode ser facilmente demonstrado. Comecemos com o !ndice 1:elc 

pode combinar com 6 outros Índices. O Índice 2. contudo, so 

pode combinar com 5 outros Índices, pois 12 e 21 s~o equivale~ 

tes. Raciocinando analogamente, o numero total de e]Bmentos 

independentes é pois 6 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1 = 2]. 

Em resumo: uma vez que as componentes do tensor de 

deformução obedecem a relação qualquer par5metro 

termodir1~mico obtido a partir de tuis componentos o QlJB seja 

·descrito por doi.É_ Índices é. caractBrizado por apP-nus sr~is e)u 

mentos independGntes e os descritos por qua~ro índices c:-1pena~i 

vinte e'um elsm8ntos independentes. A simetria cristdl1n~ re 

duz ainda mais o nGmero de elementos inr1cpend8ntes (a.~. Nyt~ 

19 G l e por conseguinte a termodin3mic~ de pulo 

cri.stoi.s de simetria muis simples pode ser trcltada se111 n~.1iort~~' 

dificuldudes. 
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CAPITULO II 

FORMULAÇAO QUANTICA DO ESPALHAMENlD DE LUZ 

a. A IntEJração 

Consideremos uma coleç3o de N partfculas inter~gen-

tes. a i-ésima partícula tondo masso rn. 
< e carga elélrica 

e-< 
Oesir,neMos por U a onurEia potencial de ir1lera-

ção. 

Na presença de potenciais eletromar;núticos Â(f!,t) 

8 cp(P, t) a hamiltoniana do sisteme ~dada por ( e.g.Gold-

stein 1950 ): 

ande 

I 
.2m· ,_ 

(h- e. 
--" 

Podemos reescrever 

H~I-I+H.-' O ,<ML 

+U 

H como: 

+ u 



.t 
e,: + ----
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A.t(t{,i:) + e,:_ cj;(r;_
1 
tj 

Interessa-nos a situaç~o cm que it'(r~ t) e 

(Ir. 1) 

f (r',t) 

se referem a uma _e__n_E~_el8trornagnétic~ Plê3~~.que ntruves~a o 

En:>paço livre c eventualmente incind~ sobre um sisten~2 fisicc 

arbitr~rio carocterizudo pela hamiltoniana· 

( lJma vez que massa próton 2. 000 massu ( elé 

tron v5-se que a contribuiç~o predominante a exprcssao 

II. f provém dos A'e el6trons no si~;tema fisicn.Em 

palavras~ esse fato pode ser interpretado como indicando que 

uma ondu eletromugnética interage sobretudo com ~ densidade de 

carga eletr6nica no material ). 

Utilizando o calibre de Coulomb (V·Â=O 
1 

<j>=o) 
e introduzindo os operudcres 

.segue-se 

( 8 

I 
m· L 

podo ser reescrito d~ seguinte man8ir·a 

curga u1Gtr5nica ): 
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No calibre de Coulomb, o potencial vetorial Â{f!, t) 
obedece a equaç~o de onda ( velociidade c ) e por conscguir1te 

pode ser representada como urr1a supl~rposiç~o de ondas plan(!S 

harm~nicas que satisfazem ( por uma qucst~o de convuni5rlcie 

condiç6es de contorno peri6dicas nu~a caixa de vol~n1c V, isto 

e, ( e.g. Baym l9G9 l, 

..... 
A(t,t:):: 

• -~c 

• 

• 

• 
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_, ..Zrr ( ) .1<:: m,n,p onde m, n e p sao numeras intci 

vY.I 
ros arbitrários 

Quando se quantiza o campo eletromagn~tico ( e.g. 

Schiff 1968, Heitler IE54 ), o potencial vPtorial pode ser r~· 

presentado sm termos de operadorBs_ de criaç~o e destr·uiç~o dcJs 
__, 

vários modos ( ./.: .il ] do campo, viz. 

=.!v ~~(l-l)a.~ exf'f:-ll!.~-wtl:t)] -rê'(k;Ja;~ exrfi(1.f!-wkt)v· 

-K-1 
onde 

~ tl.h - operador de destruiçiío do modo eletromagniítico ( h/l 

...., 
operador de criação do mario olotromar:nético ( /:..'/\ 

Sot:: o ponto de vista quântiro, o campo e car·iJc:.crj ;-a 

do por um vctor de estado 

.. . ) 
' 

que E:!'-;pecifica o numero de f'Õtur1s. , em cucirl nud(J -~,.:1,: ). 

Operando sobro o vetar de estudo, a_l!;. e 
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produzem: 

a__t;. / ••• np;< .• • ) = / .Zrrfíc2.- '.,lnl/;1' j • .. (-ni?;, -t) • .. ) 
<V,~: . 

b, Tratamento Perturbativo da Interaç5o 

Para campos de intensidade usual, pode-se considerar 

Hint como um pequeno termo perturbativo ~LJpurposto ~ ~amiltoni 

a na H
0 

do sistema fÍsico. No ostudo da interaç~o entre luz e 

mat~ria, e natural pois que se utilize o ''ferramental'' da teo-

ria de perturbaç6os depender1tes dci tempo. 

O tratamento perturb~tivo er1volve a hi~16tese de que 

o estado qufintico do sistema combinado [ mat~ria + campo r~ 

de ser escrito como 

f matl3rj.a + campo) j rratória) I cE1mpo) 

·c procura descrever o qLre acontece com os ostados, iniciaJr:1on 

te indeJJcndcntcs, da met~ria e do campo, cm virtLJde do acopl~ 
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mento entre os mesmos atravis de Hint 

E sabido que a consequfincia principal de uma pertu~ 

bação dependente do tempo é causar transiçÕes entre os estndos 
~ 

estacionários do sistema não-perturbado descri to por H
0 

l. 

No nosso caso, interessa-nos determinar a piobabilidRdB da tran 

sição 

jmatêria [inicial J; ... n-li'À ••• nk'A'=o)-interação----

ou, em palavras, a probabilidade do espalhamento do um fÓton 

, tal processo sendo acompanhado por uma 

mudança no estado da matéria. 

O cálculo dessa probabilidade de tran~ição exige 

[e.g, Schiff ·1965, Baym 1969 ) a determinaç5o dos so~uintes 

elementos de n1atriz: 

A= 

. 8::: 

Esta dutorminQÇ[Jo é fnita em detell1e por [laym (l~lti~_~) 

e nos 11m i t El r t~ mos pois a cita r o~; seus r e s u 1 ta d os (E! qu cl ç[, fc: S 

[ 13 . 12 9 ) e [ 1 3 , 1 4 2 l 1 c o n v é rn nota r contudo q u o 11 a y m 1 9 6 fJ 
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poo que todas as partlculas do sistema possuem a mesma massa-

dai a pequuna diferença entra sua equaç~o ( 13-142 ) e a ex-

pressão para B dada logo abaixo ): 

~JTI!e~ 

/to;: "';: ,· 
\ [ < f lf'E,.ê'(Z~·)j,)<-n I t-t ·ê(h) I L) 
L_ E i- En + fí-w*. + i.-1( 

+ 
11 

+ <-r r ;_ ~ . ê r z;l) 1 '11 > < '11 1 I~:, . ê • a;·i> 1 L> J 
Ei- E., -1:wx.,+ '-rz 

B= (_E];)~ v c.z 
.:2/rt c 2 

IUJ: "'*' 

onde 

"' - -~í\ (._.I -t.Xf!d.J "'!/ = t·/ e r-

1---:- =j~r ... l -i :t-;:: 13 r- f r/e a r-

(II. 2) 

(ll_3) 

(JI_ 'I) 

(II_ s) 

a notação i inicia l ) , J_ ( f :Ln o 1 J e ~ i n di c ,~J auto e r; t d c! CJ ~j 

njo-perturbF!dOs do sistema fÍsico e o lirr.ito '1--:,. O 

p'l{cito nB express~o para A. 

c, A Aproximaç2:lo de Lont-:o Cor.1pr:i rntcnto de Cncin 

c 8 t cí 

No contexto da teoria de pc!rturhaç~o, n~ rnsultadcJ~ 
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II. 2 l e IL .3 sao exutos até sep,unda or -

dem na interuç3o. Um cantata pode ser estabPleciJo entre esses 

resultados e a formulaç3o da inter~ç~o entre lu2 E: mat~ria 

apr8sentadu na obra cl5ssica de Born e Huang 1851 se o 

fato ~ levado err1 conta de que~ sendo o con1primento de ondu dn 

luz muitas ordens de grandeza maior que dimens6us QtBmicas 

relevantes, as exponenciais em II. l( ) e JI. s 
d8m ser suhstituÍdas por 1, isto e: 

........ 
e -<-k· r-~ I Aproximação de longo comprimento de onda: ~ 

Neste limite: 

(1!. 6) 

onde. n1
12 

é d m u s s a do e 1 é t r o n , 1-11 p e a m H s s a d o pré' to r 1 e a h i -

pÕt85U foi feita do que o sisteMa c o n si s t c-; d e nu rn e r c ~' ~j_~. u rj i_ s 

de pr6tons e el~trons. 

Por outro lado~ 

Uma vez que [ e .g. Schiff 1968 
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segue·-so que: 

Portunto: 

Definindo 

M =: momento de dipolo elétrico do sistema= L e~ 
l 

(ll.:;) 

(F. J') 

utlizaç3o de :II. 7- ) e [ JT. ~ na exprosc;ac 

JI • ..'!.. para A resulta em ( compare com (13-151) cm 

Baym ( 1969 J: 

(II. c;) 
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Por outro lado (cf, )e( II.6 ) . 

(II. 10) 

A amplitude total para o processo 

t espulhamBnto de um fÓton ) 8 a soma de ( :zr, q l e 

II. 10 ), a sabGr: 

+ 

+ <.fi M·ê(h)/n)(l1/ M·Ê·(J~'il')l ~> } 
E;_ - E11 - ilu'i:, -f i 'I 

Por analogia com a for·mulaç~o de Oorn c Huang (lll~·~l 

pode-se definir um tensor du polariz8bi]iddclR de lrar1siç~c~ 

do estado i. par a o estudo j ) cu j a c o ril p c r. B n-:: (~ eX (3 

e eluda por: 

~ (1/ i. j i' f} E c o mp o n c n te ( (1((3 l do tens o r de p o la r i z n I li. li 'I"-
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lí 
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.... 
de de transição P(/;_/]'f} 

+ 
< -f 1 Ml)-,)('11{1'-~ I L.) 

w. -w./.,+ ié 
l?1 'Â. 

) 

} (II. li) 

Conv~m reosaltar que incluindc-s~ o fotor E r1a de-

finiç~o do tensor de polarizobilidedu do transiç5o, utiJj.zaç~c 

da identidade formal 

leva em conta, automaticamente o tensor antihermiti~no 

ort-t;; ;;, l "..,r lU// que Sorn e Hucns 1954) demonstram ( Seç~o 18 

·f!v,~m (.w) hcrmitiuno L~/--snr necess6rio adicionur ao tensor 

pelo si stE:rnu. 

Em termoe do tensor dE polarj~·abilidndc je transi-

çaol a am11litude de trar1siç~o pode ser 8onciso~~ente reprc1~cn-

tada do sc~uinte ~aneirH: 

.f\rnplitude + esr~lhamento de f6ton 



:=: lnt::.' ..2rrh. )w" wk 1 

v 

d. O Espectro da Luz Espalh2da 

(JI.I.Z) 

De acordo com a regra de ouro ( e.g. Schiff 1968 

a razao de trunsição transiçÕes I unidade de tempo J pa-

ra o processo em estudo é igual a 

(ll./3) 

e a densidade de estados finais (de f6tons ), a 

saber (e.g. Mcrzbacher 1970 ). 

(II. fl-l) 

a amplitude ~ dada por :a. 1.2 ) e a funç~o deltA Rxpres-

sa a condiç~o do conservaç~o de er1erEia. 

EmbLJra so conheçam os- estQdos i11icial e final do 

o mesma nao ocorre com os estados ini-

cibl e final da mat~ria. O m~ximo que se pode dizc1· e quB SQ 

lecionando oxpcrimcntalmonte 8 tem-::-.r! acesso 
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todos os estados da matiria que satisfazem o principio da con-

servaçao de energia, viz. 

Isto significa que em qualquer situaç~o rAal temos 

que somar sobre as estados iniciais e finais consister1tes con1 

o vínculo II. IS ], E isso não é tudo. ?.té éJqui, a tem-

peratura tem sido exclufda das discuss~os mas nesse ponto so-

mos obrigados a lev~-la em canta, pois os estados inicieis n~o 

sao igualmente prováveis, obedecendo na verdade a distribuiçôo 

canônica 

onde 

e E 
J 

B a energia do j-~simo estado da mat~ria. 

A razão de transição relevante 6 portanto 

ur=L_ n· tu·r r'-· L 

if 
(JI. /b) 

Se a ruzao de transiçZlo e conhecida, a~~!_~~-~-.9- us 

palhada num int8rvalo de frequência dwl:.' 

designadn por 

em torno de 
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podR ser determinada multiplicando-se a razao 

pela energia do f6ton espall1ado. Em 

..li./6 

II. I? 

(IT. r7-) 

) ' 

e usualmente denori']_J1nr:ia (e.g. Griffin 

18 G 5 l 

densidade espBctral de pot6ncia 

Utilizando-se os resultados ( JI, 12 J, 

JI../3 l ' II.I'I l e ( JI,/{ 

resultado: 

. iP(wk,) = -nt;.:twJ:) (-:;~)L e;(k':i')er(k'.:l'}]g(b.)e;(t.:l)~dl 

«fU 

onde 

(JI.If) 
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e 

11". (fí uJ1..) 
k~ 5densidade de energia 8letromagn~tica incidente 

v 
O tensor ( o assim chamado tensor Ra-

man (Loudon 1964 J)pode ser escrito de um~ maneira mais cor1v8 

nicr1te utilizando-se umo exprDssao analitica bem cor1l18ci~~ (R. 

g. p.58 de Maradudin et al. 1971 para a função delta em 

II. !6' ). A expressão é: 

(ll.19) 

Especificamente ( lembrando que S{c(x:)= 0(-l ó(x) 

Na definição JI. 11 ), considere tJ produto 

. . 
.L E; t - .!:_ E. · t: 

e"' e"- ' 

que o!Jvié:lmDntc pode ser l~eescrito ria seguir1te rnanr:!iru: 

(.li . .:20) 
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Recordando a definiç~o de um opcr~dor A(t) r1a repr~ 

s o n ta ç ã o d c H e i se n LJC r g (e . g . S c h i f f. 1 9 6 O ) , 

pode-se reescrever Jr- .20 da seguinte maneira 

Abroviando ( ccmp.Jre com ( .II. 11 l ) 

'1s (?(iil'f/t) 

=L {<+I M,..,:(t)/?l){n !~,;lt)Ji.) 
win + wl::_ + Lt: 

11 

+ <-fi ~p(-t)j,1)(:,1]~d(t)l~)} 
wi-n -UJ~-:. 1 +t-E . 

o ten_sor Raman passa a ser expresso co~o: 

(II . .Z!) 

(II. 2.2) 
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Demonstra-se (e.g. Benedek 1968 ) que o tensor Raman 
.... 

nao deponde do li • o « separadamente mns e tão somente uma fun 

çao de 

... 
K e o chamado vetar de cspaltla!nonta. 

Pode-se por conseguinte escrever a densidade espuc-

tral de potência 6'{wk,) como: 

(II.23) 
onde a notação ( ••• ) representa a média térmica ern ( II . .Z.2 ) . 

A intensidade integrada (i.e .• a potªncia espalha~~ 

totul e igual u. 

Tanto a oxprBssao :rr • . :u corno u II . .Z 3 

cont~m a vari5vel wf<l 

é ( e.g. Ben8dek 19GB 

Ora, a dj.ferer1ça 

no m~ximo duas ou tr6s ord8n3 do era~ 

deza mais baixa que a frequªnciR da luz visível. o CJUC si1;r1if·~ 

ca quo em :0: . .21 ) podemos aproximar e r: rn 

.II . .2 3 
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Fazendo estas aproximaçÕes e usando JI . ..23 ) . 
) e :JI.N J, obtem-se: 

(II . .zs) 
Os resultudos .II • .2 3 l 8 [ .II . .ZS pode ser 

expressos de uma maneira mais convenier1tc definindo-se (e.g. 

Griffin 1968 

Densidade espectral de potencia normalizada ::: S(i< 11):: _tP(i(,_a) 
' ' .... ) 

~OTAL (K 

-[f.oram introduzidos os argumentos [ K,.IL J em [ .II • ..23 ) e 
~ 

K em [ .zr . .Z!J ) a fim de enfatizar as depenrlências íuncioncl 

is dessas duas express6es ): 

Por conse1.;uinte: 

00 

-+ L e; rk').')e;; ( k'A')et> (fA)eJ ut~) J < ~(l (i(,-t) r.; U<,opeifl t cl...t 
S(K,il)=::f!'t8 -oa _ . 

L e; (k').')e;;(k'A')e(J(!;A)e; (l;:J.) (~ (i(,o) P,: (i(, o)> 
<?tb 

(II .. u) 

A relação ) logo acima r·esume o rrirlc~ 

pal resultado desse capítulo. 
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lO sabido. desde o tempo de Rayleip,h, qun um meio rwr-

feitamente hon1o~~neo s6 espalha luz na direç~o de propagaçao 

'-> 
da luz incidente. isto e, para K " O (cf. Benor1el<. l~IG:\]. O fa-

to de flUB esp.alhamento de luz ocorre em !~.:!__~ as rltreções foi 

pela primeira vez justificado por von Smoluchowski (lSOJ] que 

descreveu o espalha~er1to como resultando du flutuaç~es nas 

propriedades dielétricas do meio ao nível m~.!:_osc_§ _ _r__l~o, embora 

o meio pareça ser homoL5neo ( corno e o caso, por exemplo, d8 

um lÍ.quido transparentP.]. 

Isto siEnifica que se escrevermos a relaç~o form~l 

onde 
p(o} 

D.f? 
seria o 11 Va lo r homor:Gneo" da comronP.nte ( {;((1 ) 

do tens o r de polar i z a b i lida d e e Ll ~;? a ''flutuaç~o'' em torno 

desse valor, o espalhamento para 
.... 
K I o envolveria a função 

de correlaç~o (cl. r .II, .Z3 

< Ll r:y, ( ~ t) Ll ~; ( t1, o)) 
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CAPÍTULO III 

ANI\LISE TER~100HJÃ~1ICA 00 ESPECTRO lJE ESPALiiAMEIHD QliASC-E::Li'ÍS-

TICO OE LUZ POil CRISTAIS: APLICAÇÃO AO KH 2 ~ 4 

II I. 1 FORMULAÇÃO 00 PROBLEMA 

No Cnp!tulo II foi dB!iiDrlslrado que o tratr:.:~mF:~nlu per 

turbativo do e:jpalhamento de lu:.:_ por um sistema arbitrário 

conduz a expruss~es para as caracter!sticHs mensur~veis do tal 

processo~ a saber~ a distribuiçZJo ele ff-uquência e êJ intnr1si.du-

de integrada da luz espall1ada, em tern1~s de funç~cs de corre-

·laçâo do tensor de polarizabilidade de transição. 

Por c-onS8f.uinte, um Droblema dP. espalhamento de luz 

envolve basicamente duas etapas: 

a. osnecificoç~o do ter1sor de polorizabili-clade de 

transição; 

b. cElculo dos funç~os cl8 corrcl~ç~o relevonle~;. 

cos detQlflüdO~j sohru o ;;istemu en questão u n iton: tJ t] utiJiL<'l 

.çno de t6cnicas matom~tj_cas vari~dc!S e.f:. fott~r e \·lolecka 

1971 ) • 

~ 

Suponhumos cor1tudo qur~ o vr~tor cJn ando K c n fru 
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quênci" J1. da flutuação "vista" pelil luz suo tais qu~ /(d (( I 

JL<«I onde d é Ufil compri r:lt-? n to cu r c1 c t. l~ r { s ti c o c 

um tempo caractorfstico do sisten1A urna espHcificnç~n 111ais 

precisa de tai~ par3mctros caractcristicos E~xi~iria conlleci

mentos adicionai~, sobre o sistemL! ern questão e nuo e dllropri~ 

da no mo monto ) • E s tas d u as c o n ri iço ü s "de fi rH; m" ~ por .:1 ~;si n rl i 

zer. o que se deve entender por esralhan1ento qua!;e-E~l~stj_ca. 

Em palavras~ podo-so dizer que uma experiência ele csp,JJ hdmorl-

to quase-el5st.ico de luz ''detuta'' flutuaç~es na suscctib.ili-

dade diul&trica do material que t~m longo comprimerilo clG onda 

e baixa frequancia - o que implica no fato de que os dutalt1es 

microsc6picos do sitema pcrmanecen1 ''ocultos'' da nossa vis~o. 

Uma vez que o espalhamento quase-el~stico de luz e 

incapaz de perceber os detalhes microsc6rJictlS do sistt~nl3, e 

razo~vel supor que seja passivei analis~r os rE3SUltados L:xp~ 

rirnentais em ternos dos parâmetros mucroscÓIJic:_.:_:_E.. do sistema 

par~mutros tais co~o IndicR de refraç~o, cumrJressibili1iadc, 

constante~; el5stic~~. etc.). Ou, m2.Jis concisarncnlr~, qut.; u [TI fi 

an5liso tcrn1odin~r1lica de tais resultoc1os seja aclcquad~. 

A <3!Jorcl.:-~r;cm t8rmoUinâmico3 r.Jo prob lena rJu espa] harnc~ 

to quaso-nl~stico Uu luz, e a aplicaç~o do mesmo ao DS[Jalt,a

mc.nto '",lo luL por _Ií:_!!0-dos. tl~Ve como piont.~iro:'3 von Smu1uct1o-

l 8 li A ~~ E instcin 1810 ), tendo si1jo r os te r :i u r rr1 u n l "E3 

dencnvo1vida pr1r· Orillouin JBJ4, JCJ2/ e L l) n c! f'l u e P -1 ,--l c z o K 

(lD34). ~lois recentemente U r. no v O no c 11 :-; o rJ u 1 í q u i r! r 1 :; ) , 
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contribuiç6es importantes dentro deste contexto foram faitas 

por Mountain (1966, l9Gl). 

A preser1te tese tem por finalidade introdLrzir ~ a-

bordagsm termodin5mica na arl~lise do espectro rle ~spalt1amento 

quase-e15sticu do luz por cristais. 

Qualquer ar1~lise termodin3mica exiGD, cnn1o ~~rimBiril 

providarlclô, a escolha de LJm ~urto nGmer·o de Vdri~vGis t(~rmn-

dinâmicas. Par~ cristais, o conjunto mais simples de v~ri~v~ 

is consi~te da temperatura e componentes de deformação ou on-

t~o entropio e componentes de tens~o cf. Capitulo I ), 

Escolhamos temperatura e compuner1tos lle dnforrnaç~o 

como nossas vari~veis termodin~micas e considerRmos em prirnu~ 

r o lu r, ar a inter1sid0de intep_rada. 

Do acôrdo corn li . .zs 
e proporcional ~ soma 

L e: (k').')e,JZ•;,')e(3(k).)e~ a:;.) <LI~ (K,o)éJPoi rK,aJ) 
o<f'tb 

Por ur:~a t]uest~o de sirnplicidEldu, suponl1nr~ns quu os 

( eA (' ·r:). ) vetoros tle polar·izaç~o ela orlJQ de ltJz incident!J ~ 

espalhada s~ci tais quE! a somd tlcj_flla se redu; 

a uma Gnico m~dia tGrmica, c~is:arnos :..=_:;..___;:. 

( 

< LIP,~ (K,o) L\ rJ. (K,o)) (m.t. t} 

onde 11ara luz vis!vul. 
... 

LJ P ( K, O ) , por ex c rn p J o , r c p r· c ~i u n t. .:1 a 
<X(3 
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flutuação de vetor de onda nu componente do ten 

sor de polarj.za~ilidade 6tica. 

Faz-se cm seruida umR expansao das flutuaç~es 

,ó~ (i(,o) e em turrnos da~ flutu~çGBs na~i vcJri5veis 

termudin~micas escolhidas - no nosso caso temperatura e defo~ 

maçao. Utilizartdo o forr:1~lismo de flutuaçGr~s termodir1~rnicus 

desenvolvido nnr EirrstE~in 19111 e aplicado na Sl~Ç~O !.5 a 

cristais. a n1~di~ t~rmicu lJJ.I./ pode ser exprr~ssa em 

torn1os de par3r;JGtros ITIQCJ'osc5picos do cristf11 ÍnriJ.ce de rl~ 

fraç~o. coeficient~:s el~sticas e fotoel5sticos, calor especi 

fico e coeficier1te de cxr1ans~o t~rMica ). 

Passurnos DflOrfi ~ densidAde espuctral do pot&r1cia 

potência e s ;-::o 1 h u da por u 11 i d u cJ e rl t~ f r e q u [; r1 c i D ) , que e n v o 1-

ve uma integrdl da funçÃo de corr_~_~ção cf. l:apitulo II) 

(I!1.1 . .2) 

f"aL~njo ele novo u ex[Jansao clns componE.:ntc~:. do ter1-

s o r d L~· 1-1 o 1 u ~~i~> d t: i 1 i~ 2 d L: Ó ti c o u rn te r :nos c1 '' f l u t tr a ç f: c~:, d c c i E2-

forJnDç:~o c tüfli)tJrat~_;r·a, ve-so que lli./ . .2 u x i p, c a d L~ l r~ r 

mi n iJ c,: Z1 o de s :1 l! í: u ln te s f li n ç Õ l3 s rll! c o r r 8 la c,; ã rl : 

onde Llr! 0:(3 rBprc~:;entu Q flutuaçi)o na comronorltl~ 

do ter1sor rlu dHformaç~o. 
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Orcl, cnqu~nto o problema do c5lculo de m~cJias t6r1ni-

ca5 indopun[Jcr1to5 do tempo do vari~veis termodin~r11icas flutLJ-

antos foi rE1~nlvido por Einstein em 1910. o problcmiJ Rn~lo~o 

dependente do tempo so foi solucionado muitos anos rlt!~ois por 

1nJ1 J. 

Em lin~ua~em simples o Tl sage r tJ as c ou ti :, u r) 11 :i pó t.:..:. 

se na teoria rle processos estoc~sticos ), OnsAt~er r·aciocir1nLI 

que se um sistema f{sico na o está· em equi.l ÍLlrio, u ~is tcm~1 

'' não sob e 11 se ta 1 c i r cu n s t 3 n c i a 8 c o n sequência de u T1lll f lu tu ,-J ·• 

çao espontâncu ou resulta da imposiçf~o de nlp;urnd "influêr1cj c-·" 

externa. Uma_vez que a imposiç~o de uma ''influ~nciR'' externa 

(e.~., um ErndientB de temperatura perturba o sistem,, e o 

retorno ~este a um estAdo de cquil{brio oo ser rern0vi:ja a 

11 influência" e re~ido pelas equaçoes ria ili~JrcJdiroiimic,l ( u~.;an:Jr.; 

a terminologia de Kadanoff e Martin l8G3 no caso cid me:>rnu 

ser curucterizüdü por Uril comprimento de onde "loneo" e tJmu 

frequ5ncia ''tJaixa••, sccue-sB, de ~curdo Cll!P Onso~~cr, l]UU o 

"de c a i !TI e n to" d c:: f lu tu n ç Õ e s e s p o n t ~1 n eu;:; com as rn c s rr, a::-; r: dI' a r:: t .-; 

rÍsticc"lS de r:omprimE:nto rle onrla c frcquêncin rlrovc ohcclf~r--:cr ,-,:, 

·mer,mns cqtruçocs hidrodinârnicas P<lrd nrliOl·r~~i uctdlhL':',. cf. 

Kadunoff e ['1e:rt.in e l1eneclek l~Jfi!l ) -

N a r r,; t i cu , tl h i p Ó t c ~' c de O n s 3 ~: ~~r s i ;-: n i f i c r1 q 1 J L~ , r ,_; 

minlH1a portanto ô dcp(~tldência _tr~:rp._?ruJ.. dL: vuriávci::, l1idx·ndj ~;i~ 

o fJr~rlrlulo 

!JA (~t)_J8 (~o) 
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e a função de correlação 

{!!A fJSt)J B(~oJ) 

exibem a mesma depend~ncia temporal. 

Na Seção I.4 obtivemos as equaçÕes hidrodin~micas 

para um cristal de simetria arbitrária, levando em conta os 

processos irreversíveis de conduç~o de calor, fricç~o interna 

viscosidade e relaxaç~o t~r1nica. Na Seç~o 1.5 aplicamos 

o método de Einstein 1 91 o no cálculo das flutuações ter-

modin~micas em cristais, especificamente, fltJtuaç~es em temp~ 

ratura, deformação, entropia e tensão. Estamos pois prepar~ 

dos para empreender a an~lise termodin~mica do espalhamRnto 

quase-elástico de luz por qualquer cristal. 

A Figura 3 resume. num dia~rama de fluxo. a ess8ncir1 

da metodologia a ser utilizada numa análise desse tiro. 

Para ilustrar a metodologia, escolhemos um cristal 

de grande interesse tanto teórico como experimental, o KH
2

PD
4 

o fosfato di-hidrogenado de potássio ), ucualmRnte desic~•do 

na litoraturn especj_alizada no r,or. 

As propriedades do KDP relevantes a nossô ar1~lise 

est~o coletadas na Tabela I para duas temperattJr~~;. T :J (I 1; r. 

e T 130 K. Neste intervalo de tempBPôtura, o KDP tem ~imo-

classe cristalina 42 m). A temperatura 

T ~ 122.00 K Drody e Cummins 1R74 ele exibe uma transiç~o 

do f a s f! e s t r u tu r éJ 1 , p a s s a n d o a t o r sim e t r i a o r t o r r (J ~r, l• j_ c o . 
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TABCLA I. Par~metroa termodin~micos do KH 2 Po 4 relevantes ao 

CapÍtulo III para T• 300 K (LB Landolt-~ornatein 

1868; RN: Rao e Narasimhamurty 1975 ) 

7,0 X 10
10 

-0,6 

1 I? 

5 I G 

~~--~--------------·- . 

-12 2 
1 7 1 5 x 1 O m I rJ 

- 4' o 
- 7 1 5 

I 
o,2s1 1 

Ll1 (p. 427) 

LB (p. 427) 

o,zez \ RN (p. 1020) 

o, 17 4 I 
--1--------------T· -------
(3, 26

1
5 x 10-B /K (22.0 para T• 130 K). 

(J, 44,4 (39.2 para T• 130 K) 
LO (p. 419) 

/l/ 

• 

----- -------------- --------- ------
3 

2. 338 kg/m 

117 1 0 J/K-mol 

: 

': Lfj [ p. 134) 

LB [p. 425) I 

--~-'_8 ~-/-K--m ____ -·-------------- ~- __ [C~- [O~~"'"~~ 
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III. 2 ESCOLHA DA GEOMETRIA OE ESPALHAMENTO 

~ sabido que as propriedades dielitricas de um cris-

tal-podem ser caracterizadas por um tensor, o tensor diel~tri-

c o ,que para um cristal tetragonal, como e o coso no 

KOP, tem a seguinte representação matricial 

aos eixos principais do mesmo 

<-> 
E = o 

o 

o o 

o 
o 

quando referido 

(lli . .2. I) 

Modificaç~es nas propriedades diel~tricas do cristal 

se manifestam como modificações na matriz (.III. :! . I ) . r m.:-:1--

gine, por exemplo, que o cristal e submetido a pressão por uma 

prensa apropriada, deformando-se em conse~u~ncia disso. Isto 

fará com que a matriz :m.-2.1 )., quD era dia~onal~ rasst? 

a ter em principio todos os setJS elementos diferentes de 

zero, pois mudaram os eixos principais do cristal. 

Fenomenologicamente, podemos s8mpre pensar no tensor 

diel~trico como sendo uma funç~o de in~meras vari~veis, atribiJ 

indo eventtJais mudanças no mesmo a mudanças ern tais vari~vci~. 

isto e, 
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x1 • x2 ••• 

corresponderiam a parâmetros mensuráveis e é lÍcito perr,untar 

No contexto da termodinâmica. as variáveis 

qunis poderiam ssr tais par~metros em se tratando, de cristai!i. 

A rieor, o conjunto mínimo de vari~veis a sc1· utili 

zado na descriç~o termodin~mica de qualquer propriedddu de urn 

cristal, deveria ser constituÍdo de componentes de dnformaç~o 

( vari~veis ''moc~nicas'' a temperatura vari~v~l ''t~rmica'' 

embora no caso especifico de espalhamento de luz esta Última 

em· EBral n~o tem sido levada em corita como uma vari~vel inde-

pendente e.g._ Elenedek c Fritsch 1966, Griffin 1868, Cu111mins 

e Schoen 1972; cf., contudo, Wehner e Klein 1972 ). 

No. que se segue, consideraremos os dois ''tipos'' de 

vari~veis, escrevendo portanto 

Como a temper(-,tura e urn escalar, podemos i_rnecJiata-

mente escrever: 

o 

o 

o o 
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A va~iação devida a defo~mação pode se~ determinada 

(e.g, Born e Huang 1954 ) a partir da identidade: 

(€)(rr' = 11 

Portanto 

(E)[L1(rt'J -t [11onJ (tr'= o 

( '-') ~ [ -~;-'] ... fJ. E =- E Ll(E é 

ou. em componentes: 

{.III . .z. 3) 

o nci 8 e uma notaç~o simplificada pa~a ( Ll ?i) .. - (.j 

e 

,1!3 .. - [" .1(E'f'lj· 
(j 

' 
Experimentalmente, verifica-se que a varinçÃo em 

i. 8 •• 



. 115 . 

ou na notação simplificada de 6 indices ( e.g. Nye 1~61 l 

t18;_ = [ hj Jj (.m . .z. 4) 
J 

onde i e 1 vão de 1 até 6. 

III . ..2. 'I ) define o tensor fotoe1ásti-

co { Pij-k.e} que para um cristal tetrjgonal pertencente a 

uma das classes cristalinas 4mm, 4zm, 422 ou 4/mmm é ir;ual a 

(e.g. Nye 1961 ) 

p, P1:~.- p,J o o o 
f?,,_ p .. p,3 o o o 

{-> 

f = 1"31 f:>3, P33 
o o o 

o o o 1"44 o o 
o o o o P4'f o 
o o o o o P66 

( Note que a m,ltriz na o e simétrica.) 

Desta matriz parn ... 
F e da relnção ( Iii . .:Z. 'I 

obtém-se pois: 

Úll. -2 •. 'i) 

(líl .. 2. t) 

(.11l.2.l) 
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L18s- ~ !J ~] := h'l "'s-
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(m . .2. t') 

(JJJ . .2.. '1) 

(m.:uo) 

Utilizando ( III • .2. s) - ( Ill . .2.. 10 )o( m . .z .3 
{-+ 

fica determinado como E variA com defortn~ç~o: 

(JJI .. 2. 11) 

DetPrmina:1as as rnntrizcs ( III . ..Z~ 2 )Q( IiJ. 2.11 

que espocificnrn como o tensor dJeJ~trico varia em fLJnç~o dri 

tem per ,1 t tJ r iJ f-) J .:.~ d e for rn <J ç ,; o , r c s p c c ti v a rn c rt t o , c o n:.. :i rl u r,-., r1 o~ 

' 
a~ora a escoltt~ do EBornetria de o~palham~rltrJ. 

lu7. Na Pl""esente tesB. inter8ssa-·nos osttJdtlt"" ern dctBJ l1c, u-

tilizBtldo como exemplo urrr cristnl de sim0tria n~o-~~bjrn (co 
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mo e o caso do KDP ), uma contribuiç~o para o espalhamento 

quase-elástico de luz que tem sido sempre desprezada ex c e-

to por Wehner e Klein (1972), que consideram cristais c~bicosl 

- referimo-nos a contribuição devida a flutuaçÕes rle tc:np~ra·=._ 

tura. que leva a variação ( III .. .z . .z no tensor djeJ6triro 

Devemos pois e~,colher geometria~, de espr:lhamento 

que "selecionem" tormos diagonais das mC~trizes JJT . .2 . .2 

e lil. -2 . !I l . 

A primeira provid~ncj~ e a seleç~o do vetar je cspa -

--> 
lhamento. Se 4:. e 7 s sao os vetares d[l onda das ondas de 

luz incidente e espalhada respBctivamentH, o vetar de onda ria 

flutuaç~o na suscetibilidade diel~trica "vista'' pela luz, o 

chamado vetar de espalhamento, é dado por e.g. Renndak 

19GB 

..... 
K vetar de espalhamento 

... 
1<. 

o 

... 
1<. 

s 

Num cristal tetra~on0)_. os eixos X e 1. sao equ_i_ 

valontes e o Bixo z e inequivalontc. t:scolherr;mn~-:; pois, cn 

.... 
mo ilustraçBo, K ao lc1n~o do eixo x e tamb6m a~1 lon~o do 

eixo z, isto e, 

' 

Escolt1ido o votar de espalh~mer1to, os de~JrJcnmrtntor, 
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e ~or conseguinte as componontos da deformaç~o associadas aos 

tres modos ac~sticos caracterizados por tal votar de andA po-

dem ser f~cilmento determinados. 

Com efeito, uma vez que 

8 também 

resulta da definição ( I, I. 'I que 

4 
Consideremos. por exemplo. K 

( _]JJ •• 2. /.2) 

(K 0,0 ). Da rela-
X 

çao JI[. -2.12 concluo-se que as componentes da dc-formnçâo 

A 
associ~das a este 

quu xx = 1. xz = ~. xy =6 

r Q c o r d n n r_1 o 

simplBs cor1junto de vetares de de~>loc11mento mutuamente or~.o-

l~on,~s,{Ú (K)} , e cnnstituÍrlo ror 

o ú. 3 =r o, o, , J. 
Ji~=(O,I,O) 

Este procedimento leva portanto a se~uinto tahnlo: 
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2. Modo z acGstico longitudinal ( AL 

-6.~r 1. + (;;!éi ~r o o 
I 13 3 éJ T. 

7 

ÕÊ= o -E-: ft3 73 +(fé~ LJ T o 
BT. i 

o o - é_/' h313 r (t;~ .J T 

Feita a escolha dos vetares do espalhamento, resta 

a p r: nas e s p o c i fi c a r a E e o me t r i a d e e s p a 1 h tJ me n .t ~, :i ~'to é , as 

direções de propar:nção e polari~zc:1ção das ondus dr.! luz incid8~ 

te E! espalhada. Seguindo a pr~tica usual, escolherBmos umd 

geometria de ãnr,ulo~Gto, ou seja, uma geometria caructcriz~J-

qun formam entre si um âneulo rle novento graus. 

Para o modo x AL, duas possfvcis escolh~s para as 

dir·eç~os riu prop~~aç~o seriam: 

a) (1, o, I )/JI 

= (-IA !) //.i' 

-ir) "' ,_ 
t s 

:= 

= 
(tltlo)/v:i 

(-!,0 o)/8 

Para o modo z AL, poderiam ser e5colhirlos: 
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c} 
A 

/:p = (~1)1)/li d) fo == (i,o;t)/(i' 

is (tJ/,-1)/Ii ~ (t,[j-1)/Vi 

A teoria eletromagn~tica exige que os vetares de po-

larizução e das ondas de 

luz incidente e espalhada estejam am plan6s perpendiculares 

as stJas respectivas direç~es de propagaç~o. 

Por conseguinte, para as escolhas (a)-(d) feitas 

acima. quatro passiveis geometrias de espalhamento em ~ngulo 

reta, na notação 

proposta por Oamen, Porto n Tell ( 1966 l oeriam: 
-

MO})O 
_, ..... ,......,. 

,(;, ( eo es )!:s 

z-1-R (f!y) Z: +.i! 

H o do X: AL -
u:; (n} z + y-

1-- -

/11-:t(xx):;-x 

Nodo -i! AL -
xu (:;:;)z-i: 

~---- --------------·-
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Cremos ser ~til recapitular as v~ri~s etapas envol

vidas na tarefa de ''projetar'' uma expcri~ncia de espalhQmento 

(quase-el~stico) de luz por cristais- são elas: 

1. especificaç~o da 5imetria cristalina; 

2. especificaç~o das matrizes que descravem a varia 

ção das proprierlarles diel~tricas do cristal corn 

flutuaç~es nas vari~veis term~din3micas relPvan

tes; 

3. escolha do vetar de espalhamento tendo em vista 

a fisica que se deseja investigar; 

4. escolha de geon1etria de espalhamento. 
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I II. 3 ESPAL liAME N TO rJE LUZ POR F L LITUAÇllE S DE OEF:_O_RMAÇI\0 E TE~~-

PERATURA NO MATERIAL 

a. O Espectro 

Kll C'll 
l-4 

Foi demonstr·ado no CApitulo II quR a densidAde es-

pectral de pot6ncia ( pot~ncia espalhada por intervalo de frs 

qu5ncia ) ~ proporcional ~ soma 

L_ c: r t~i) e é r h') 7 rtÀ)e: rt;J)[ f ~"f (~ t) Ll~; u<,o))/12tdt] 
cym -00 -

(E. 23) 

Escolheror:r~os a geometria de espalhamer1to 

escolha essa quo implica num vetor de esp~lhamento 

o nd c /( __ 11~ 

}:..- ....... -R.x e e a comrone ntc x elo vetClr de ond;1 

da luz incidente. 
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A escolha feita reduz a somu ( J[ . ..23 ao 

tormo· 

-= 

O elemento ( \!'~) de matriz [ .III. 2.13 l E iguc;l a 

o·que significa que as SBEUintcs funç6cs de correlaç~o dBve-

rão ser calculadas: 

De acordo com a hip6tose de Onsager, tais funç6c~; 

de correlaç~o podem ser obtidas a partir das solLJç~os das 

equaç6es hidrodin~micas ( usando a ter~ir1ologia de Kad~noff c 

Murtin 1963 ) para as variáveis [L\~~jC~,t)} e L1T(P,t) . 
Uma vez quu [ cf. I.!. 'I 

.11 .. (;;!t)- 1 ( âu~(~,t) 
L • I -- -- + 
J :L élr· 

j 

dl<../~t)) 
ar. o 

a solução clrl~l 8qua~~Ôc:-i hidrodinÔ:micas _tH~oplrJdus_ ( cf. St-!çf'!u 

I. 4 ) 



t::.i (P,-t)== L_ 
j 

onde 
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a (!Jruf~-t)) 
ar- '-' 

J 

(I. 'I. lO) 

(r.lf. s) 

éJ r':j r;:;-cJ= L { c'-Jid r J 7KL rr;tJ-A~ .d rrs t)) + VZJ.u:. .17u r,~ t) J 
M 

(r. '1. 9') 

e 

-L_ 
j 

.À .. ....?__ T(f!"t) 
'J '1 ) <7r· 

j 

(L 'I.&) 

A~ · ~ L ~ ) do tenscr ele condutividadfJ t~!rn1ic~l ( ~;:J' e a compon'"rltn• ( :J· · 

determina a depi?ndôncia t8r:rporul rJns funções dEl cnrrr~li-1Ç7Jo rr~--

lev.:lntes, 

Comn o vetar de deslocamento ll(~,t) S(l pO~StJC: 

três componRntc:s, ao passo que o tensor de dr~forrnaçã(, ,, .. (;:' t) 
(lj ) . 

-(-' ) possue seis, é rnôis fácil lidar corn U 'J i: , e~,tunrlo 
_,( -) ) 
lL r, { 

e '7 iJ {t~ t) r e 1 a c i o nu d os a t r u v és d c ( I, 1 , 1f ) . 

Alêm disso, uma P.>:perj_Hrlcia de e!:;p(1lhamcr1to dt~ lu7 
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sentido trabalhar cor1 AA{K
1
t) ond c 

no nosso caso A representa tanto c o mo T. 

Outrossim, o conceito dG varifiveis que rxibom flLJ 

tuaç8es est~ intimamurJte ligado ~ ideo de "decuirnento" 

tir de um determinado valor inicial. 

Do que foi dito ~nteriormente, deprerndP-sn sPr r~ 

z o ã v e l introduz ir t r a n s f o rm ud a r, _rle__f_g_!:~l_'_i.º_r__::- __ L. a p __ l_?!_c~ d c v a r i ÉJ veis 

flutuantes ( e.g. Kadanoff e Martin 1963, Mountain 19GB}. Nc 

nosso caso, as transformades relevantes s~o: 

~.., 

{ ~ ) J:'i r-> ) -il\-r -std' d-1--U.· K s = u. r -t e e r ~..-"'- ;_) 

Os valoros iniciai~ sao: 

E! fJ 1 i c a ç J o da~ c o n r·. c: c i d ,l s r c~ --

luçõr.s 

LT( ff-t)j == s LT(f(t)j -f(o) 
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e dii hipÕtesu ( e.g. Kadanoff e Martin 1963, Mountuin l'lfiG 

. "" 
de que AT(~O)::::ú.{f,o)=O às equações I. '1. '? e ( I. 11. !O 

conduz ao seguinte resultado: 

Estas tres equaçoes pu is i..:::: J<.,'jrc?· . ) simplifi-

cam considora~8lmente se a simetria do cristal ~ lEvôd3 em cnn 

ta. 

Para um cristal tetragor1al_ pertcnc8nte a u~~ dQE 

classes 4mm, 42 m, 422 ou 4/mmm, a rr.etriz dr; coeficiente~_:. elE' 

c" e,2- c/] o o o 

C,:;_ c" e,; o o o 

{ cuu) =' 

c,3 e,; C;3 o o o 
t11I. 3 . .2) 

o o o c"y o o 

o o o o c"" o 

o o o o o c6• 
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Por outro lado, o tensor de deformação t8rmicu 

tem a seguinte representaç~o matricial quando referido ~ns 

eixos principais do cristal ( que coincidem com o~ Rixas cr·is 

talogr~ficos- p.3B de Mason 1961 ): 

A o o 

o A o (lll. 3 . .J) 

AlÉÍrn disso, o tensor do viscosidodo { lTij-l<f} tem a 

mesma simotriG [ pp, 14G - 141 do Landau e Lifshitz 1~67 

que o tensor de rigidez elástica {C .. ·} 
"J kJ:. ' 

nora cujo tunsor 

vale a soguinte relaç~o [ e.g. Nyo 1861 l: 

Recordando ac abreViBçGcs ( e.g. Kitl~1 1971 

x x = 1 , x z .~ 5 , x y =- 6 , o b t ó rr. -- se p o i s e <:.: P Cl u :J ç Õ c s : 

i Jll. 3. 1!) 
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(lll 3' s) 

o tensor de condutividade t~rmica r~u} , rufurt 

do aos eixos principais ( cristalogr~ficos ), tem a seguinte 

represAntaç~o matricial no ceso de cristeis tetra~onais 

o 
~. 

o 

o 
o 

;\3 

Utilizando a re1aç~o ( p.l40 de Nye 1961 J 

(Dr 3. 1-) 

e as matrizec 1ll ,], .2 J e ( .Ill, 3_ 7- nas equelr;nos 

_I. 1i,S J e I.!f,6 ), oiJtém-se: 
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(DI 3. J') 

-~ 

K= (Kx.,o,o) ) ' Para o vetar de onda escolhido 

us equaçoes ( JZI. 3~ 'I )-( .ll7 .. 5.6 ) 8 JJI . .3. R cons 

tituem o conju11to de quatro equaçoes hidrodin5micas relcvan-

tes a LJm cristal tetragontll pertencente A qualquer uma dRs 

classes 4mm~ 42m, 42? oLJ 4/mmm supondo sur apropriado, ~ 

claro, levar em conta t~o somente os processos irrev~!rsfveis 

de condução de calor e fricção interna. 

Pode-se dizer que .117 . .J. 'I )-( .J7l . .J.6 sao 

basicamente equaç6es ''mec~nicas'', ao passo que .ll7.3.S' 

~ basicamente uma equaç~o ''t~rmica'', embora as mesmas misturBtl' 

variôvej.s mecânicos ( U {~ t) e têrmicas 11 T(f!, i:) ) o 

~ do ~e notar que as eqtJaçoes ) 8 

DI.3. & nao se acoplam entre si nem ~s equaç~E~; 

.ll7o .] o 1; ) 8 ..lli. 3o ó ) . 

~ passivei pois resolver, sem gr~r1de cJifirL;ld~~u, 

as equc~çoes J7T . .?. 'I ) e JlZ. 3. J' ) e clGterfi··in.:;r 

e !JT(I(-(, s) crn terr:~os de IJ (;·/) A ·r(v ) 
~"' 'c<. ) LJ 1\.( .• 

Os rR5ultados s~c: 

(BL3. 'i') 
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(lll . .J. I O) 

onde 

(TI! J. li) 

(:lCJj:l) 
~· . ..... .. 

~ (s).= - i(c) (i!TJ/3) 

.:13 (s) = i (c e. .Ir) 

(JU3 15) 

e 

(JU J li) 

/JU317) 

( Jll. J. /J) 

(77í .J, N) 

( J.I/3. ;:o) 
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A fim de do terminar U..:l (Kz,t) a pu.!:_ 

tir das suus respectivas transformadas de Laplace, equaçÕes 

m.3. 9 ) 8 IJI. 3. 10 ), ~ necess~rio det8rminar as 

raizes do N(s). 

Com tal finalidade. consideremos primeiro a squ~çer 

.IJT. 3 . q ). Na aus~ncia de viscosidade e de ocop]a~ento 

entre deslocamento ·e temperatura, tal e;quuç2lo se r1.:duzirio u 

As raízes do denominador sao: 

. 
- :t- L LU0 (JII.J . .:n) 

Designaremos estas soluç~es de ''ordem zero'' pur 

isto e 

Definindo 

a cquaçuo /1/(s)= O passa a ser: 

/lll ., } '') 
(~ -~) . ..__) 
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onde utilizumos o fato de que -Ir= W
0
-ó ( cf. .ll1 . .3.17 e 

.lll.3 . .21 ). 

Para KH:i. P04 a 300 K, luz de )= 5 
o 

l45A ( luser 

de arg6nio J e geometria de espalhamento 

o m6dulo do vetar de espalhamBnto pode ser calculado da rela 

ção ( por exemplo, eq, (13) de Benedek e Fritsch 1966 

onde "11"' l. 5100 Yamasaki e Ogawa l9GG l e ~ o ângulo en 
_, 

tre e -ks o igual a 9 o 9 . 

Obt8m- ~-;o 

(III 3 tr) 

Substitui~~~ dos valorr:s col.utHdos n~ 1-obel~ _ r1as 

dcfiniÇGcos ( ill. 3. N l 8 

d ""'o. 00'1 ( l!T .i .. :zt) 
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Por outro lado, as definições .II!. 3. /t ) . 
.:m:.3 . .:ZO l e [ JII- 3 . .:Z./ l e a Tabela I levam ao resultado 

2 
~ z O.OI.Z 

tv.J.. • 

Resta pois considerar a razao 

cia de acoplamento entre 

de [ JJI.3.'1 seria: 

Os zeros do denominador sao 

Uma vez que a solução 

(JJI.3 . ..z r) 

Na ausen 

a solur,~Ão 

2 
lembrando que k={l)0 l: 

st e est~ claro que o pôr~metro a d~ origem a ~mortocimerJ-

to 

O presente autor nao curlSB[uiu Pncontrar valores ex 

perimentais para os cceficientus de viscosidade do KDP. No 

ausência de tal infcrmaç3o, a razão scr6 est-Lrr:l!drJ 

partinclo cjo tl~abalho de Lugal-,os e CtJmmins 187~ s o tJ r e o ~;-

·se material 

Leitura do r;riifico apresentado na pr,. l0li8 do rr1-

ferido trabi3lilo e reproduzido na pres<Jntre tese ( f'jf, .l l, indi 
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ca que a largura total à meia altura ( LTMA J das linhas de 

Brillouin à temperatura de 129,20 K é da ordem do 400 MHz. Es 

ta·~ a "verdadeira" largura da linha, pois a resoluç5o instru 

mental citada ( p. 1067 ) é 150 MHz, 

~ temperatura T ~ 129.20 K, a frequência brillouin 

v' o pode também ser obtida do mesmo grnfico: 
I -1 

11 =O.l87~cm o 

-1 
5625 MHz ( Ü Útil lembrar que 1 cm 3 X 10

10
Hz ), 

Ora, a experiência de Lagakos e Cummins sclecionu 

LJlJxff e para 
..... 
K=( Kz 1 O 1 O ) segue-se que ( cf. ( JI/ . .2.1~ l 

Em outras palavras, a equaçao relevante o ( .W. 3~ 5 ) , 

cuja soluç~o resulta num amortecimento da onda acGstJca, intui-

ramente devido à viscosidade, que é dado por 

e a uma frequ5ncia Brillouin 

(III3. u) 

Nil aus~ncia du viscosidade, uma an5lise bBsearla nAs 

equaçoes da elBsticidado [e.g. ArEuello 1970, Cummino c 

Schoen 1972 conduziria, 5 15~ico, ~ mesma oxpressao 

.lli. 3. 2..5' pnra a freqtJ~ncia nrillouin, prevendo cor1tudo 
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uma onda acústica que se proparra sem atenuução. No espectro 

Brill.ouin, tal onda se manifestaria como uma linha com largu-

!'_~ igual a zero, i • e. , como uma função delta - I centradd em tv
0 

• 

Este resultado indica a import~ncia de se levar em_contê,_ pe-

lo menos fenomenologicamente, a"fricç~o interna~ em cristais. 

se pois. u 

Da cxperiincia de Lagakos e Cummins 

T = 129 K, que 

a.' 
w.' • 

= I; o o 
S62[) 

~ o. ot-

1 9 7 ~ olltém-

A hip5tese se1·a feita no que se segue de que ~ a 

temperatura de 300 K ~ da mesma ordem que a' paL'u T=l/9.20 K, 

digamos, a~ 500 MHz. 

Utilizando a Tabela I c a definição ( :IIJ.3.:ZI )de 

WfJ chega-se ao resultado 

naí, 

A. ~ 0.0.20 

w, 

Us resultados III.3 . .26 ) 8 .zu. 3_ :n 
estimativa ( .J:ZI.3 . .2."1 ) rermitem QUC Ô 8QUaÇ~(I 

) seja simplificarlu, viz. 

(Jll.3.;! 'l) 

} e d 
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Desprezando os termos om ( adjt<~ 0 "-

pode-se fatorar essa eqLJaÇ~D da seeuinte maneira: 

(Jli.3.30) 

Daí 

Em primeira ordem nos par~metros 

as tres soluç6es da equaçao 1II.3.30 sao portanto:· 

As soluções ( III. 3. C( )e( Jli.3.10 ) "nvolvem com 
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ponontes do deslocamento s temperatura. Pode-se contudo afe -

tuar uma an~lise baseada em componentes da dcformaç~~ e tompH 

raturu levando em conta que (cf. ( JII . .2. /.:3 ) ) 

onde 

Em outras palavras~ 

(III.3.31) 

.n~3 ::2'i) 
~- !Jj_ • ' •. J·V 

JJ; (s) = i Kx .1'3 (s) (2íi.3. 33) 

(1Il.3.34) 

Utilizando"" definiçÕes ( JII.3 .li )e( J.i.i. 3.1.:?.. l-

lJI. 3. IS ) , urnu c1ccomposição err fr.:=Jr.~ê~e~' nrJr'ci'--~i~_, fJroduz: 

eJs)= JJ,(s) = 
N(s) 

(m.3.3S) 
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t;_(>}= :P•'(s) ={(c.Kz )_1 __ / (-ck'z )_1 I /ck'z-) / ) 
N(s} w/ I N,fs) .2 '"{I N,z(s) - :z r to/ Aj (s} 

(III. 2. 36) 

(III. 3. Ji-) 

(m 3. 3S) 

onde 

(III 3 3'7) 

(JiJ. 3. 110 

(I!F.3. '11) 

Os novos parâmetros ( /Ç cjwj l " ( ce /kz 
porlern snr cnlculudos a partir das dcfiníçÕr"'' ( JII.J./J' ), 
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II1.3 . .:ZO ),( lli.3.:l/ J e da Tabela I, sendo que K 
X 

-8 

dado por III. 3 . .:;s J • Obtém-se: 

(-~~) = J.Jx /Cl-s / K 

As relaçÕes l1I.3.31 e ( .III. -"'· 3-2 J, supl~ 

mentadas pelas definiçÕes Jli. 3 .3S' Ili . .J. 'I I J • 

"cunstituern a soluç~o parcial do problema t{picu eml.Jora no 

ca!::>o particular do KH
2 

P0
4

)da " hidrodin3mica" de cristais, 

visto que as mesmas permitem a determinaç~o imediata ( inver-

tendo-se as transformadas de Laplace l da depend~ncia temporal 

( para o K escolhido l de .dT , duas das vari5veis 

termodin5micas relevantes ao cristal. Para o mesmo K, a do 

terminação das outras componentes do tensor de deformação 

somente .d7s e L176 são diferentes de zer-o - cf. 

7IT. _z . IZ ) envolvorj_a a suluç~o das equaç~os 

e ( ]JI.3. b ), solução essa que 8 trivial, 

poj_s tais oquaç5es s~o indopondentes. 

~ Gtil observar que somando-se as tros • ralzes j Éi 

determinadas as guatr52_ quE~ resultam da soluçÃo de 

:IIT.3.S ) 8 JI7.3.b ) , obtém-se um totQl d8 sete 

rAizes. reflexo do fato de quo as (tres) 8quaç5ns '' mec~rticAs 

( cf, _r,L(,/0 ) envolvem a durivada su~unda em relnç5Q 

ao tBmpo l Gi de Ne\..,rton ) , ao par.so que a equnçao "trirmicu'' 

I.'!. S. .envolve ü pri~~~ derivada em relação rlO tem-· 
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po equaçao de Fourisr ), Em outras palavras, as caractorls 

ticas alr,_ébricas das equaçoes hidrodin3rnicas uhtiçjas para um 

dado sistuma levando em conta processas irrever·s{veis, r~volam 

o número de modos coletivas usando a terminolo~ia convRncio 

nal da teoria do mujtos corpos ) que o sistema rl8ve exit1ir,se 

"excitado'' da maneira apropriada • No caso em quest~o, verernos 

cm seguida • que as sete ra1zes corresponc1eriam, no e s r P. c t r o cl 8 

espalhamento quasc-el;stico de luz,· a seis linhas nrillouin 

e uma linl1a Raylei~h. 

Estas consideraç5es podem tamtJ5m ser interpretadas 

corno indicandp que ~ nas equaç5es que supostamente de~crevem 

a termodinâmica de 
. . . 

processns 1rrevcrs1ve1s num dado sisteMa 

que se deve procurar ( pelo ~enos como uma prir~cira ''provid~~ 

c ia" a explicaç5o para o eventual aparecimento, no espectro 

da resposta qLJase-el~stica do sistema, de componentes n~o pr~ 

vistas por an~lises convencionais. 

Feita es~n digressôo, retornemos ao protJlemn quE~ nos 

interessa, a saber, ~ deterrninaç~o do espectro de espalt1Ancnto 

quase-el~stico de lu·z pelo KDP para a dBda ~eometria de cspa-

lhamento. 

Com tal finalidade, considerernos o produto 

co 

L1'1
1 

(Kx.,s}t1J,+(K,:}= j iJ7,(1~,f:).!J1Í/(kx 1 0)e-stdt 
o 

e a integral tlpica 
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que aparoco na expressao l para a densidacto ~s-

pGctral cte potencia, 

De acÔrdo com a hipÓtese de Onsager, o produto 

c o funçÕo de correlação 

exibem a mesma dependência temporal. 

DaÍ podermos reoscrever 11I.3./;.J. ") com o 

= j ( t17JK:<,t:)LJ7,"'/Kx,o))e-st.dt: (II!. 3. '13) 
tJ 

FAzendo a hi11~teso usual ( e,G• de Groot e Mazur 

19G2 ) de que as funçÕes de correlação não dependem ria escCl-· 

lha especifj.ca fBit~ para a ori~em do tcrnpo, mAs sim tão sornun 

te de introrvéllos d<e t<?mpo !t -t'! para t,t' arbitri:irios l, 

Sfl)3U8-SO que 
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-oO o 

(N. 3. 1;11) 

Comparando ) 8 JJI. 3. L( L( e tendo 

em mente que em geral tais integrais s~o quBntidadcs ~omplexilsp 

obtém-se: 

O qur-: a relação .Iii. 3. 'IS ) nos diz H Cl u e o 8 s ~~c-

tro da luz ospalhada cst~ diret~mcnte relacionado corn ~ trans-

forrnada de rourj_er-Laplacc das vari~veis relevantes R • [; • 

MountGi:l 1 9G 6 ) • Na verdade. a utilidade das trArlsfrlrmadns de 

Four·ior-LaplHce transc:end~ este caso particular. revrslindo-~e 

de umu impor·t~ncin fundHmontal em todo o contexto dA teoria dil 

rcsr1ostn_~~~ ( Kubo 1957; cí. tamb8m Mori 1~65 a,t; ). 

Oofinindo ( cf. IJI.3.1 



- 144-

""' 
F(l(an.) = IRe j ( Llfj;/1 (K"'1 t) Ldj;fKx1 o)) /n_tdé 

-oo 

e recordando quo ( cf, ( III . .z. 13 ) ) 

'é fácil de concluir, por analogia com ( .IIT.3. lfS ), que 

e lJma soma de quatro termos: 
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onde L'.~,{KXJs:) e AT(Kx,s) são dados por ( .1LL. 3. 31 l 

e ( .III:. 3 . 32 J. 

Foi demonstrado na Sação II.5 que 

Por cons8[;uinte 

{III. 3. 1ft) 

(I!I. 3. 1í 7 1 
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lJas clefiniçÕos ( JJ1.3.3S' ) - ( III. 3. 3S J, 

/}(e {( (s = - iJz)) = 

(!II_? so) 

(1.!7 3. si) 

(li.T :.> s.)· . . .:; . -< 

(I/!353) 
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sendo que 

~~;_'(_a) ~[(JL u~~+ ~~i))z+ (-:)J (III..?.ss) 

. ~/_a) 
= [r 1- w,f 1- ;:,-,Jf~- f:rl} (RI. 3 .. -r!) 

( Note que 11; (ft) = N_J-fL) ) . 
As relaçÕes m.J. 1!6 .7JI . 3 . i;t? ),con 

plomcntadas pelas de-finiç5es RI3.SO ) ' 

constituem express~es ar1alÍticas para o esrJectro de es~Alha-

menta quase-elástico de luz em termos do um certo nwínero de 

par~mHtros termodin~micos. Ainda que particLJlarcs, pDis se 

refernm a urna situação especÍfica ( KH
2

PD
4

; T:-: 30U i<.; >: + z 

yy ) X + z ) , elas representam a primeira de t c rílli r1 c1 ç ~HJ C~ X 

tico cje luz orn cristnis d~tEJr·rnirli)ção an.:Íloga nu ciJSU cie J í-

tain l ~16 6 ) . c o n v 5 m r E~ s-s A 1 ta r ll u c as i::J n ii J is n s u s u di s ou 

E.f:. Larrakus c Cummins lGJ!J ou r,c lirni 

tarn cf. Cummir1s e Sct1oer1 197~ iJ rJeterrnir1ar u _(JOSiS:}o ria~. 
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A fim do interpretar o aspectro descrito pelas rela 

Ç08S m. J. IJ6 ) - 1li- 3 - .5"6 ) , consideremos em primo2:_ 

ro lu~ur a funç~o A (_n_) , definiLl<i por 

A(LZ):= d d 

Esta função e umu lorentz_~-~~, contrddo cm A= O 

.cujo valor m5xirno [ StJa ''altura'' u ip;ual a d-1 .. A SUél 

largura total a meia altLJra ( LTMA ~ c1btida f~zendo-se 

Dai ( cf. a defir1iç~o Ill- .3 . ..:zo 

L l MA ( linha centrada Brn __()_=O 

I J ~; .:1 n r1 o - !j e o s v a l o r e s d a ci o s n u 1 a ~: e 1 a I , . r1 tJ t é m- ~; u : 

2 d - I. 11!; G H."l 

Ln1 pé!lavrns; 8Stt-! rt~sul tudu sip,nj fica qur:, ntJ :::.i tua 

difusi.viddclc térmica condutivj.dado t&rmicQ I donsiddd8 X Ci1 
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No cuso de lÍquirlos., este resultado e Uem cun\1ecido 

Mountain l9bG, Bcnadek l9G6 e se reveste de trm car~ter mais 

o lÍquido é i:.ntrÓpico, e de se esperar que o usrt~ctro rJ,-Jo de-

penda da dir·eção do vctor do espulhomento llld~:; t3o ~~omcr1'..:e de 

seu módulo. Por outro lado, r1o caso de sisten1~s anisot.r·6picos~ 

mais us~Jecificamente, crjstais, lJr1e r5pida rcf]_ex~t-l sot1J'8 as 

oqúnç58s fundamentais 'do presontG formalisn1o, viz. I ·'! . .') 

e _r. '1. /0 .l, dever~ ser suficiente para qun se chuf~ue a 

conclusão de quu em geral a deterninL1ção de Jur[.Ul'U da lint1e 

RayleiEh bern como das outras lint1as envolVL)rô a solução 

de uma equaçao do sétimo E,ruu, pois exceto r dr' a vetore~; c~ e cs 

'pulhamento judiciosamente escolhidos, as trss E'qtJoçoes ''1~oc~ 

nicas" 

As observaç~os acima t~m por· finalidacl!! charnor atEJn 

çao pard o fAto de que descriç~Hs de compur1entes espectrais 

em cristuis hasr-:acJas em annlo2;:Lr1s com doscriçÕes válicl,l~, purú 

líquidos 2 :n p r i n-

c í pi o 11 a o s a o a rl 8 q u u d n !':", , pode nU o i n c 1 u si v e lu v a 1 · a c c1 n ;:; J u :~ G 8 ~> 

erran8LE5 no traballlO de l.yons O rleur·y 1 ~J 7 b ) , o v r: t n r d 8 

e s p ..=:ll h CJ 1n unto urna i n for m 2 ç ii o e s ~~ t~ n c i EJ l t c n cJ o 1 ~ <'1 v :l ~~ l ,J d s c o n 

. ' Slderaçuos f e J. t o so 1 11 c] o c f o r n e c j_ li a ~ p o i ~; u ~~ 1::! f.l r1 e t. r i d c1l ~ c s p ..:·2 

1 h Ll rn e n t o n '~ o c c s p c c i fi c d cJ u - c1 u i d n o s s r~ ::. rr. p o :; ~' .i lJ i l i d ~JLJ t_; d c 

Corroborar ou rufut..=~r us conclusÕt.:o Tll~nciun.JdLlS 110 tr<..~!J<""llho 

e obtid~n por urliJlo~ia. 
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Retorr1ando a análise do usp8ctro. consicieremos as lo-

III. 3. SI 

' . '. 

) . 

Estas t&1n nt~xirnos em valores m~ximos i)~uais ~ 

2 I a e l. T M.l-. ~ « • 

Por outro lado, considerern(ls aEora ~s linl1~s que a-

parecem em 11I. 3 !>O envolvendo N;(.fl...} viz. 

E s t á c l a r o q u e C.i s m c s rn d ~; r 1 ~~-, ~ s i.::i u 1 o r ~ n t .: j_ d n a;:;, • C o ~:1 

t: f e i t (J , e lu s t ô m rn iJ x imos u !(i 

assumem o v olor zerc1 parü J2 __ :::: ::t.:2.uJ
0 

8 têm Vtllorr:.s ::;xtrcr~'.o:, 

ir;ua:5.~; n l/a. 
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B(.n.)= a...{/; JL) I (/ JL) I J 
. · - T L I' - .2w. N;(.rz) + + .2w

0 
N_;'(.rz) 

e igual a 

C(JL)= 

ondn 

Sem dÚvid3 será reconhecido que 8(12) Ue5crcvG du.:Js 

linhas de resson;ncia [ e.~. Symon 1960 J~ com maximos loc~li 

zudos em 

A18rn disso 

8 {:i: flmax ) = _!_ 
tL 
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Resolvendo (em primeira ordem em 

cf. 

z 
(~)w 

m. 7 ' . /{, 

I 
2a__ 

a./tv0 

linhas centradas em ..11.""±w0 =a.. =(-;~~K: 

a e-

A tltulo de ilustraç~o dos erros em que SH pocJe in-

corrar ao se ter1tar inferir por analor;ia~ convem atentiJr para 

o fato de que ern 11quidos a largura das linhas Orillouin~ ain 

da qLJe proporcional ~o quadrado do vetar llH espaltlQnJento, en-

volve n~o s6 coeficientoL de viscosidade mas tan1LJ6~ a cJifusi-

vidade térmica cf. Mountairl 1966, 0Bneduk 19GB ). 

Na figura 4 resumimos os resultados encontrarias na pr~ 

componentes do uspectro. Veromos rlA SlJbseç~o se~tJir1tc que 

intensidade da linha central cnrresponde o ,....., í% clc3 intcnsidc'1dc 

totul n~,pulhada - em outrns palavru~~. a Fip;. 4 nà~ está dt~senhrJ-

da em ~sc~la no que diz r·cspeito ~s intBnsidadBs relativas. 



f . ~- ···-

i 

l
i I<H2P04 .V+11 ( v ) , ros = K r = 11 K2 

·1 x-1-z(yy)~+z P x B p x 

1, T=600K 

2 c~~ J I -· rR = 

FIG. 4 

I 

I _I J 

(.\) 8 o 
FREQUENCIA 

oos 

Reoresentaç~o qualitativa do osoectro de espalhamento quese-el~stico de 
luz pelo KDP. /'<, linha F~ayleigh é na verdade bem menos intensa ( '\.. 1% da 
intensidade total ) do que na figura. c// é uma constante elástica .. V''o 
um coeficiente de viscosidade, ~, um coeficiente de condutividade 
térmica, p a densidade, c1 o calar especÍfico a deformação constante 
e K, o vetar de espalhemento. 

K2 
X 

... 
l:l 
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b, A Intensidade Inter,rada 

A intensidade integrada da luz espalhada i dada por 

00 

I(K.-_}== j F(Kx,.i2)d_n_ 
-<>" 

onde 

Inspeção de ( III.3. '16 l - ( 1Il.3. S3 l indica que 

cinco inte~rais dever~o ser calClJladas 

"" A _ j dfL 
I --oO N/(.12} 

po 

1z = J d.fl 
-cc t.:z '(a) 

""' 
A - J d.i?-'3 - ----

-.o ~'(12) 
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onde us funçfies 1/.zl ( {l) 8 ~ (Jl) s u o d c f i n i d d :; 

por ( JIL. 3. !)lj ) - III.3.5'6 ) . 
A integral básica é 

Por conscE,uinte 

Lm outrds ~JQ!avrns, 

""' 
= /1 (K;_,.12)dJ2. ""o 
- "" . 
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oO J 1'1 ( K.: I .(2) d _,"2. -

-~ 

resulte1ndo portonto .o:l S8E';Uinte E!xpressao pnra a inton~,fclaclc ir1 

tegi'EJda: 

(lli 3 S7) 

Est~ expressao resume, por assim dizer, a f{sica do 

problema: o espalt1amonto de luz ~ devido a flutuaç~e~ de cJ e 

formação daí o termo 

que explica a presença 

< /JJ 7, (!()r> 

de ( j .:1T(K._) f) ncJ cr·ist~l. scn~o 

que o acoplamento da luz com tais flLJtuaç~es ocorre atrov5s 

ü 

de c o e f i c :i. e n t 8 s q u 2 e x p r i me rn a v o r i a ç ã o cJ CJ Í T1 d_!~·:'- d c r 8 f r· a ç: ;",o 

com a deformação e com ~ tempuratui~a 

N.a sução antc1~ior foi dnmcnstrado que o esf?.l~c~_.:-~ de 

luz espulhadé' consis-to de tres cun-:poncntcs, urr1a cerlt.ro3·:::lu na 

orip,ern e du~1S outrus linha::; llri llouin) 

uma em carJr1 lridO da oriccm e Cr]Uic~istante~; rln mnsmd. /\ intt-:r1 

dess~s trus componentes~ 

.tico de luz por lÍquido~>~ o nspcr::tro tarnhém consi~>tc dB tres 

lint1as tJi~tribuic1as da mnsn1a mar1uira. e.P,. Mountajn l~JllL). 

Uenedok l~G8 E:.1 tem sido usual e • ~~ • Cu r:: í:l j n s e G a llH';""J o n l G C l:i ) 
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utilizar-se a análise termodinâmica proposta por Landau e Plac-

zek 1934 na obtenç~o de um parâmetro a assim charnadLl 

razao de Landau-Placzek que caracteriza a distribuiç~o r·~ 

lativa da intensidade entre as três linhos. 

A análise de Landau e Placzek 1934 e baseacLJ no 

fato de que uma or1da acGstica linhas flrillouin pode 

ser intorpretada como resultando de umil flutuaç~o de prcss~o 

a entropia constt!nte supondo~ como ~ usual, que tal processo 

e adiab~tico ), ao passo que as equaç~es da hidrodin~mica le-

vam ao resultado ( e,g. Bencdek 1968 de que uma flutLJaç~u de 

entropia a pressao constante r1~0 se proraga - linha fLJy-

leigh ). Em outras palavras, a formulaç~o do problema de es-

palhamento quase-el~stico de luz em termos das vari~veis terrno 

d'in~micas press~o e entropia permite umQ descriç~o Cfualitati-

va do espectro. 

A fim dR estabelecer cantata com a formulaç~o usuul 

em lfquidos e, o l]UB e mais importante, ressaltar ns ev8ntLJ~is 

diferenças, faremos no que se segus uma ar1~lisc an~lo~a ~ 

Landau c Placzek 11ara a partj_cular situaç~o cxner·imcnt0l qtJU 

nos intBrcssu ~Jeru cristais cCbicos, umQ an~lisG desse tj[JU 

foi pela primeira vez feita nor Wehner e Klein (1872 )). 

c..: /JT ern tcr:TJos do Pntroria e Expt'essnndo L\~ 1 
ponontes ele tens3o, ubt~m-se: 

c orr:-
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+ (-aTl LJS 
as/r 

(lll_ 3_ St) 

Utilizando resultados da seçao 1.3, as relaçacs 

Ili, 3. Sl? l e ( m .3.Sc;" J se rGduzem a: 

(.LLL,3.60) 

Por conseguinte ( omitiremos o arg1Jmento K e o so 
X 

brescrito S 

(JlT.3. 61) 
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· (jAT(J == 

(JJT J. &.2) 

Na obtenção das expressoes acima para 

e fizemos uso do resultado ( cf. Seç~o 1.5 ) 

Conv~m ressaltar que as flutu~ç~es de er1ti·o~1i2 con-

tribuem para ( m.3.tfl ) 8 JII. 3. <S..Z CJtra~rés de so:nen 

te dois termas, os restantes corres~JondendD a flutuaç~8S de 

tensão. 

Um a vez q u o ( c f • Se ç ã o I • 5 l 

(/!JS(') 

< - ) fel s LI 'C,;j LI t.. N. = __ C ,;j.k.!. 
v 

e a matriz de coeficientes el5sticos parD o KDP e dadu por 

.m.J . .z. ), ~passivei Rxprcs~ar a inter1sidade int~~t~rada 

da SDHuinto mannira: 
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onde 

-r;:::: (~Z~/.ll{ ~I (0>0:) -f _z ~3 s/3 (~I+ ~z) -f 

+ .t ~.z (s;, 5;;.) r 0J (stf ;_} (l!I.J 63) 

(IJI3 6'!) 

(lll.3 65) 

e o f a t o r (V j 8rr3
) r e s u l ta da p a s s a ~ em d o e ,; p i.l ç o de c o o r d o -

nadas para o espaço de vetares de onda. 

Para maior clareza, as letras T e [ for~m B5cn-

lhidas pera desi~nnr as contribuiç6us devidas a flutuaç5us de 

tens~o c entropia, respectivamnntB. 

Usualmente se supGe ( e.E. Benedek c fritsch 19GB, 

Griffin 1968, Cumrnins e Schoen 1972 ) quR a varj açr:io do ]~:.!.2:_-

cede refraç3o com a temperatura 5 despr8z!vH1, o que corre~ 

ponderiu" fnzer na express3o ( m..3.S.f J P<ora a intnnsida-
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1

jéJT 

- 161 -

) = o 
7] 

Em lir1~uagem um pouco mais 

sofisticada, isto implicaria na exclus~o da poss~bili,Jclr1e.d~ 

acoplamento direto da luz com as flutuaç6es rlv ten1rRratura 

no cristal~ pois fenomenologicamente tal acoplamento ~ devido 

exatamente ao coeficiente que foj_ suposto ip,tlal a zEro cf. 

lii. 3. s:; ). Wehner e Klein 197 2 foram os prin•eiros 

a empreBnder uma an5Jise sistem~tica das ~on~~equ5rlci~s di~ t~l 

acoplamento, utilizando dados experimentais disponivcis sobrA 

cristais cÚhitos ~ te~reratura ambj.ente. No que se se[-un, 

efetuaremos uma an~lise semelhante para a siLUAÇ~-u ex~Jerimu~ 

tal que nos interessa, a primeira an~lise desse tipo para um 

cristal que nao seja cÚbico KOP,_ não custe; relemlJl'~r~ e te-

tragonal 

Injcialmente, seguirer~os a prStica u~·ual e adn1itir·E: 

mos a hipÓtese de que ( 3é 1 / 8T )") ~ dospre~IvaJ. Ocssa hi 

p6tose resulta que T2 em rc 

laçÊÍo a T1 
e E 

1 
e por conseEuinte a razao R e n t r· e o 

interls.idaclo intP-grada devida a flutunçÕe;; n;J entropir~ I en 

tropiu 

isto é, 

e aquela devida d flutuHÇ~8S na tens~o 

R 
I . entrorJln 

I -tensf'oD 

sora Aproximadamente i~ual a 

I - l , tr;nsao 

(OI.3.Ct) 
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onde e sao definidos por e .DI3.6"3) 

respectivamente. 

Por analogia com trabalhos sobre liquinos c.r,.Cum-

mins e Gammon lG66 a uproximaç.3o lii .3, bb definiria 

[ Wehner e Klein 197 2 l9 razão de Landau-flJacz~k. designado 

por para a situaç~o experin1er1tal cor1sider~da. 

Utilizando pois a Tabela I o as definiçÕes 

DI. 3. 63 e .DI.3. /t; ) , o b 1; é rn - s e : 

Este resultado indica que pata essa situaç3o expori 

mental es flutuaç6es do entropia respondem por. somcntR uma 

pequena fração "'J 1 % d8 intensidade total espalharlél,fra-

çao bem ~1enor do que em liquidas. onde a mesrna ~ dD order;1 de 

20% (cf. Cummins e Gammon 1065 ). 

Além disso. a arrcsentaçilo do resulturlo realçu uma 

diferença esser1cial entre li~uidos c cristais. EspecÍficC:Jmnn 

te, ehquento para liquidas a an~lisc termodin~mic~ rlo Land~u 

c Plazal<. 

onde C 
p 

1934 

e c 
v 

rcsultéJ na seguinte expre~.são p;e~_!_. ~~e.ra 

sao respectivamurJte 8S calores cspec!ficos~ ~ 

pressao constante e o vollJmc cor1stante, nnrH cristais u inrlis 
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pens~vel especificar a geometria de espalhnmonto. Em outrus 

palavras, a anisotropia dos cristais tornu ·sem sentido falar 

na raz~o de Landau-Placzek para um dado cristal a uma darla 

temperatura·), cxi~indo. na verdade, qLJB ss fale da razuo de 

Landau-Placzek para uma d~rlH EOOmetrio de osralllumcnto. 

Com efeito, para geometrias de espalt1amcnto quu se-

do ~ensor de clofor-

rnaçao, o fato de que o tensor de deformação térmica {flij} 
e diagonal quando referido aos eixos principais do cristal c 

Ill,3.60 para tais flutuaç5cs leva 

a conclusão que I t . = O, ou seja que o espi:Jl!1amsnto Gc 
en "rop~u 

luz 5 totalmente dovido a f!utuaç5es de lons~o. No espectro, 

tal circunst~ncia su manifesia pela atJs~ncia da linha Raylei-

gh o espectro poderá eventualmente exibir uma linha centrAl 

devida a espalha~ento parasitico por imperfeiç~es, etc.). 

Nestos casos, e l6Eico que nao faz o minimo sentido falar nu 

~a razao de Landau-Placzek~ 

Por outro ludo. uma vez que em liqtJidos a ~xpans~o 

t~rmicô-~ descrita por· um escalar, a rulução 

Iii. 3. 60 envolvBndo volume ou d8nsidadu U pI' u s s do 1 to 

va ~ conclus~o de que o 8Spoctro serr111re cxi~1ir~ uma linh2 

cGntral devida a flutuaçÕes de entropir~ cor1clusCJo 

a que nrimeiro chenararn Landau e Placzuk 19 3 4 l • 

Tal difsrcnça esset1cial entre liquidas e ci·istais 

paruce n~o tor sido levada em conta, pelo menos explÍciLGrnt~rl 

tn. cm tra!Julhos recentes ( l·Johner e Klein 1972, Lyons e Flcu 
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ry 1976, Fleury e Lyons 1976, Courtens l97G ). 

Tendo em vista o Erande interesse atual no problumn 

do "picos centrais'' a que r1os referimos na Introduç~o da pre-

sente tese, i Gtil investigar a possível influ~nci~ sob~c a li 

nha Rayleigh da variaç~o do Indice de rcfraç~o com n ten1pera-

tura, ou seja, de supor que {ae,/aT}'l ;1- O . 
Comparando m. 3 6 'I ) B m.3. 65 ), vc-se 

que podemos escrever a contribtJiç~o total devida ~s flutuaç6es 

do entropiA, que é proporcional a 

maneira: 

I t . en rop1a 

onde 

const.X ( T ) ( 

fC-c: 

VJohner e Klein 

2 
E:, 

197 2 

( E
1 

+ E
2 

), da seguinte 

2 [ . 2] 
Pt2 (3' ) 1 r r 

(m .. 1. o) 

utilizam urn par~metr·o r· 

análor,o a no contexto de uma aproximaç5~, ao 

posso que a rolaç~o .m.3.6'1 e exata.) 

Depreende-se do e Jii.3.15- )que; 

o· parÊlmetro !:.._ propicia umn med:idu da cor1trjbuição u linho 

Rayleif~h que resulta da vuriaçao do Índice cJ8 refrdç~o Gorn ~ 

temperatura, pois 58 ( (dT )"') ~ o • r = o. 

No cálculo de r a partir de dados exnerimentais, -
deve-se primeiro !ovar em conta que o mes1no envolvo a variil -
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com a temperatura a confir;uração constante e os da 

dos experimentais em r,eral se referem a prossao constante. 

Escrevendo ( cf. 

onde ( cf. ( .lll. 2 S 

obtorn-se lembrando a definição ( r. 3. 19 lds f3u l 

Se a tens~o corrcspondt: a pressau isotr6pica como 

é o caso da pressão atmosférica, sob a influência dcJ qunJ e 

feita a grande maioria do experi~ncias}, ent~o: 

{- :;~ = (-;~~ + 6
/ [~~~+pu~ + {rn}A] (Iii?. 66) 

Esta e a relftç~o desejadn entre Clé, /<H l,l e 

Na rcEi~o de frequ~ncias para a qual o cristdl 8 

transpnr8nt8 e. r;. c a [l í tu 1 o 3 d c t·! o o te n ) . 

e portanto 

(ate,) 
aT P 

(.IJT.3 PI) 
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A variaç~o do Indice de refraç~o elo KUP com a tem-

peratura foi medido por Yamazôki e Ozawa (186G). que aprE:se~ 

tam as seguintes interpolaç~es polinomiais: 

11
1 
(T) = r~ 1 (T=300K) + (!lfJ.3 -O.tiJ'T-f- 'I.J'I.xto-vT.z)x!o-'1 

(jjjJ70) 

(.III 3. n) 

onde 

,.,1_ (T= Joo K; ;1 = s-NJ A)= 1. n oo 

Utilizando a Tabela I, a definição (.UI .3 tl J, 

.as relaçÕes JIT. 3. f,J' ) e ( .III. 3. t'j' J e as exprcssoes 

m. 3. 7-C J e .IIL.3.=i-! ) , obt8m-se 

300 K l (o. 4 8 
2 

) u. 2 4 (JIT 3. 1.2.) 

Uma vez que os coeficientes fotool~sticos, cxceto 

( Brody 8 Cumminc 19G8 

rnturn ambiente ( Rao e t~arusirn~H~murty l 9 7 'i l ~ o rn e lho r q u ,, 

podemos fazer 8 r:st_imu~ o valor d8 r pül'Cl qualflutn~ outr·a ~u11t 

' 
pcr.;1t ur·a. 

S u p o n do q u c él v a r i a ç i) o d c p 
1 2 

e f-1 e q u t: n d 8 q 1; í: <1 v i.! -

riaç~o rclai;iva de 

podemos. estimar r 

p11'p12 8 p13 

(cf. ( m.3.67 

.1p,:j I Plj c a rncsrTill, 

8 .III:. 3. 67 
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outros parâmetros envolvidos na definição de r sao conheci-

dos em função da temperatura. 

Estimaremos o valor de r para T = 130 K, ê:llguns 

graus acima da temperatura em que ocorre a transição de fase 

T . - = 122 K l. trans1çao 

Da Tabel~ I, conclu!mos q~e 

130 K 2.05 (Jli. 3 7-3) 

Comparando IIF. 3 1'.2 e III. 3. 7'.? ve-se que a 

contribuição~ intensidade da linha Rayleigh devida ~ varia-

çao do Indico de rofraç~o com a tempcraturo ~ oito vezes maior 

a T = 130 K do que a T = 300 K. 

Ainda que JJI, :?, ?3 constitua uma estimativ~, cs 

ta observaç~o ~ de grande import~ncia no contexto do prc1b!erna 

de "picos centrais''• 

Sen~o vej~mos. Na literatura especializada (e.~. 

Scott 1974 entende-se por ''pico central'' uma lint1a Rdyleig~l 

cuja intensj·dade intc~rada como funç~o da ternper~tui·a ~u~enta 

à medida que se aproxima éJ temperatura de trunsiçãu du fose. 

Ora, qualitativamente e esse o comportamGnto inrlicarlo pelos 

resultados III 3. 72 e J • 

a variação do Índice de refraçãn com a temperatura f10c..le ter 

como consequ5ncia natural o aparecimento de um assim ChQnlatJo 

"Pico Cl!ntral". frisamos u pulavru "poflD 11 poi~; é clr.:1ro qur~ .J 

manifestação o~ não desse comportrHncnto vai d8pnnder do~; va-
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lares especificas dos parimetros termodin~micos do material 

para cada temperatura, 

A proposição de um tal "mecanismo tBrmoctinâm5, ___ co" 

para picos centrais foi pela rrimeira vez feita pelo autor 

da presente tese comunicação particular. l97S ). 

proposição aparece também em trabalhos recentes 

Fleury 1976; Fleury e Lyons l97o ), 

f\ mesma 

Lyonc. e 
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I I I. 4 F~ E L A X r, Ç Ã U T ~ R MI C A [ O f S f' r: C T R O ii F E S f' fi LII A M UJT U 

Na Seç~o III.3, o espectro c a intensidRdB int~ci·ada 

da luz espalhada ~ tom!lBraturn ambiente) por flutuaç6es de 

deformaç~o e ten1per·atura num cristal de KOP foram calculnc1os 

para uma oscoll1a particular de geometria de csp-1lhamanto. Fo 

ram lBvados em conta os processos irreversLvcis de corljtJç~o c:~ 

calor e !ricç~o interna viscosidade verificarldo-sc que os 

parâmetros que caructerizam tais processos canfi ciente~~ dt~ 

condutividade térmica e de viscosidade est~o rclacionatlos cc~l 

as larguras das (tres) componentes espectrais. 

Na Seç~o 1.4, que trata da termodin~micQ de proce~sos 

irrevers1veis em cristais, al~m dos dois processos acimA disc~ 

timos tamb5m a possibilidade da transfer&nciô de er1ersia par~ 

certos ~raus de liberdade ''internos'' do cristal, -caract8rizados 

.fenomenolcJ~icamente por um calor especifico "interno'' c' 
~ 

e um tempo de relaxaç~o r que ~ o tempo necess~rio para 

que a temperatura ''interna" T', suposta inde[JGnJente riu E~st.B 

do de deformaç5o do cristal atinjo a t8mperatur-<l T cl!~ cqui 

lÍbrio total do cr·islul. 

te ta~> c, que e pr-opor urna mntodolor;id sis ternátj ca til:.:: dnáli~~E: do 

u ti t-J n c L r o cl e e s p a lll (l mE n to q LJ as e- e lá s ti c o ri e luz por c r is t é.1 i~' , 

consicjurar!::!rnos agora a influência, sol.;re o 851Juctro, de um prE_ 

cesso de relaxaç~o com lJS cnractcristic~s dcscrit~s acimrl e ao 
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qual nos refct·iremos no que se segue como um processo de rei~-

xaçao térmica. 

Analisaremos a mesma situaç~o experiment"al (KH
2
ro

4
, 

300K, X + Z yy X + Z partindo. da hipÓtc>se de qtre a mr;;,-

ma propicfa acesso a Llm tal proce~so de relaxaç~o t~r~ica. 

Apresso-me a dizer que .ni;o hÔ razão a priorj para ~;e supor 

que na situaç~o considerada o processo deva cie fato ser obsc~ 

vado; por outro lado, umn vez que a experi~ncia propustd ain-

da n~o foi realizada, nao e licito excluir urna tal possibili-

daue. A arl~li5e que se secuo deve por conse~uinte sRr encar·a 

da como ilustrativa dos efeitos que poder~o vir· a ser ot1serva 

dos numa si tu.ação real. 

Se incluirmos !elaxação t~rmica, a transfr1rmnda JB 

Fourior-Lapl3co TFL de 6 ()'" (v t ) é i g u a 1 a 
I 

( cf. I. '1. 39 ) : 

Llcr(K,s) = 

+L C-ij;L l-~:1. tJ7ij (~s} + 

ij.kl. 

Uma vuz flUC 
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(I 'I. 'I) 

a equaçuo I.'l.3'1 aciM~ e simplifico(la 

(I!I.'I. I) 

A equaç~o de continuidade par·a a densidade de calor .. 
Q (r.t) e 

(I. 'I. I) 

onde 
~ ... 
.JÇ (r, t) e o fluxo de calor. 

Vimos na S~ção I.4 que 

e escrevendo 

(r.Lz) 
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então em primeira ordem nas variações LlT e Llo- , a equaçiío de 

continuidade ( I. '1. I se transforma em : 

(Jll. 'I.:!) 

A hip~tese de Fourier diz que 

~-. Lj (I.1.6) 

,) 

.. 
onde ~ .. 

Lj e a componente Lj do tensor de condutividade 

térmica. Se a l1ip6tese adicional e feita ( Mour1tain lHbB )de 

qu8 a introduç~o do uma temperatura interna n~u altera o pus-

tu 1 a d.o ( ) onde .LlT se refere a vnr'iações locais 

na temperatura T de equilibrio, fazendo a TFL de ambos O!i la 

dos da equação IIi. 'f . .Z resulta em 

T ( .s <1 .:r(í(,5)- LJ(J(K)) = -L ( K;. kj) Àij IJ T(lG s) 
i) 

U lado esquerdo da equaçao I1L. '1 . .J 

a ( cf. JII.II.I ) e I. lf. 'I ) : 

T ( s L1 r:r (i(,s) - L1 r:r ( K)) = 

(IIT-'1. 3) 

e ir;urd 
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- TI: c:;kL /KL { L17iJ ( KJ - ;x7 [' - -#-(-1 :~s 1} { L1 T( K)] 
'vi:L . 

(JJT iJ. 'I) 

Uma vez que 

(m . .2 . 1.2) 

a escolhe, como antes, rle i(= {Kz.J 0
1 

o) . a utj_lização dr:! 

.III. '1. 3 ) e ( III.'!. 'I ) e a consideraç~o cia simetria 

cristalina relevante ( cf, Seção III.3 J reduzen ( 7IT. '1. 'I 

a: 
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) 
( se· c

7 
= O • esta equação e idêntica a ( m. 3. J> ) ' c o 

mo era de se esperar J. 

A outra equação pertinente e ..III . 3 . 'I -· ) • . a s a lJ 8 r 

(IU.3. t;) 

Desienando por f a razao entre o calor especÍfico 

"internou ( c' 
1 

) e o calor especifico total ( ), ambos 

referindo-se a confieuração constante, isto é, 

(Ill.'I.S) 

e utilizando as definiçÕes ( m. 3. !& ) - ( .lll. 3. .:zo ) . 
obtÓm-se: 

(Ill.'l. 6) 
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A fim de inverter as transformadas de Laplaco 

/L~ ( Kz, s) ~ ~ necess5rio que s'cjam dctermi 

nadas as • ralZCS do polinÓmio do quarto r;ruu 

( como verificação, note que se 't"= O em ( DI. 'I. 'f 

reobtém-se a equação III.3 lf ). 

Dividindo ( m . 11. '1-

e dofinindo, como untes, 

a equoçao N
1 
(s )=O sG transforma em 

(III '1. 7) 

(Jll 3.-21) 

( = " "•I l.JL ._"? .• ..;..Jj 
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Definindo tamb~m 

(:m. '/. r;) 

e desprezando ) [ cf. Seç~o 111.3 ), obt~m-sa fi 

nalmente 

+ i r I I"'- + (1-t- c.l.~)<>( 17 R + 
1-f {-IVo % jj -~-~~~-(~~-o 

(JIJl! 1) 

Em primeira ordem nos par~metros adimennionais 

a cquaçiío l m. 11 "' 

pode ser fatorada da seguinte maneirQ: 



. 177 . 

( lll. '1. /0) 

( Na verdade~ a fatoraç~o acima leva a um tern1o 

no coeficiente 

como na equaçao original, 

2 
de R ~ 

JI!.'I.'? 

ao invés de 

); uma vez que 

z 0.012, mesmo que f fosse icual a, digamos, 

O.B, tal discrep~ncia seria desprezfvel em comparaçao corn o 

1 que SjJarece no coeficient8 em quest~o ]. 

Comparando .lU. 'I. /0 com .JlT.3.30 ),vê-

se que a inclus~o rle relaxaç~o t~rmica, caracterizada fcno~e-

nologicamente pelos par~metros ''reduzidos'' adimensionais 

e f conduz ao aparecimento dn uma novn raiz, a saber· 

e 0(,{8 d sao reais, chega-

se a conclus~a do que esta raiz corresponde a uma soluç~o que 

' As exr1ress&us para L:.r;, ( K X ) s ) " LlT( K:c.)s 

que resultam da solução simultânea de III.3.4 e 

III.'/.6 sao: 
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(JII: IJ. /1) 

t1T (K,., s)"" [:D=t(s)] tlÍ
1 

(Kz:) + [1J~(s)] ,dT (K,,J 
N'(.s) N (s) 

onde N 1(s) é dado por ( III. 11. "f l e 

.1J0 (s):= c. kx. { (t-f)rs + 1} (iii Lf.l/ 

( .llf. lj_ Jl( 

4 ( s) = { (!-j)rj s 3 + [I+ .a.{!-f)r )s :& + [.a. +Ár(1-()7:}s -f..f.

(l!l. 11_ 15) 
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( note que se '[:;;0 , ( IIi. '1. IZ J - C .Jil, f. IS 

se reduzem a IJI. 3. t.Z J ' IP.333 

e III. 3. IS ), respectivamente). 

Verificou-se na Saç~o III.3 que a T=300K, o espalha-

menta do luz devido a flutuaçÕes do temperatura em KDP ( v,eo-

metria de espalhamento x + z (yyl x + z ) constitui uma peque-

na contribuiç~o ao espectro e ~ intensidade integrada, embora 

uma estimativa feita na mesma seçao ( na falta de dados exper~ 

mentais ) indique que tal contribuiç~o pode ser muito gi·ande 

perto da transição de fase exibida por esse cristal 

( T . - = 122 K ). 
trans1çao 

Contudo, com o intuito de evitar cot1clus5es baseadas 

em informaç~o experimental incompleta, consideraremos no que 

se segue somente o ~spectro ~ temperatura ambiente, despru-

zando por conseguinte a contribuiç~o devid~ ~5 flutuaç6os de 

temperatura. 

Isto significa C cf. (III. 3, SO) ) que c necrossário 

levar em conta somente o seguinte termo: 

onde ( cf, Jll. 11. 11 
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c ( s) ::: :IJ.,(s) 
s N{s) 

Definindo 

(.DI. t; ;6) 

(II!. '1. 17) 

(lll 'Uf) 

O[ltÓm-se ( em primeira ordem em ??1) ?1) r 

(..fll.Lj, /1) 

onde sao definidos por 

III.3. FI ) - ( .lll. 3. 111 

8 
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- (;«lüp] + ~><)Í.2p] J 
(?«i [1+-1/']- f4x/I~m- Sm1f ur!} + fp<){!-t- '!;>] -bm (1-,f)] J 

(.lll. lf . .z.z) 

~t(f"'/~+in +3;:] -lf:).z-p"'- 'lm;/+-.tn--?~Pjf) .f&j1[/ún.;-Jp-.2epf) -L!m(l-çf)}L 

(f-<J '{!+~] -fj<:t:) [.<m- Vn1j/ +.!n] + f?x}[I+Y.,}- [.?m(l-j/)} j 
llll '! 1"1 (- . . .-._); 

..J... {..l.$.c,f {!-í.,i+Jp] -(q«lT-<m- 'lnJrf+ln +-1féff] + ft<J[I -i>JJ Sjo:; -2J:tf}-{.;JJ}(;-t[JJ ( 

t ~.,.;3 [ lfS,v)- fjd./[Jrn- Ymjf+.ln)+ (?o<}{!+-11'}- [.2mf;-?f)) j 

(lii. I .2 11) 
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sendo que 

Uma vez que A ( ()( l e B ( O( l sao r~uis e 

( c f. ( :oi. 'I . .23 l e l UI. 'I . ..2 t; 

a parte real du c
5 

( S =-i ..fl. ) pode ser oscrit~ cama umA 

soma de quatr:-o 11 linhas" 



onde 

e 

C~: {o<):= IRe (C (c<)) 

CI?x):::: I!m (c~J) 
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))R=' frequência de relaxação 

E f~cil de ver que as linhas L
1 

e L
2 

~,a o lo r t-! n t z i a-

nas, ao passo que as linhas L
3 

e L
4 

n~o cortstitLJBm nem linhas 

loretzianus nem de resonância, as " formas" dus 1nesmus UE?pen-

dendo dos "pesos'' C(<X)eC 
R I <X ) -

A linha de relaxação, a ser desir,nada por L
1 

(o< ,.lL) 

e caracterizada por 

ando d, f e ~ s~o defirlirlos ~Jor Jli. 3 .lq 

e ), respE!ctiv~monte. 

Relembrando que 
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resulta que u intensidade íntecrada dos componentes espectrai:> 

ser~ proporcior1al a 

Linha de Relaxação: TT A (O() 

Linha Raylei.r;h 1T B (O() 

Linhus flrillo~in: 1T (JtJR. (o<)) 

Referência as definiçÕes .JD.ll,.:?! ) . 
JIT. '1 . .:?3 l e l indica que 

Comparando DI. '1. ;'i' 

sultu da relar;ão III.'! . .Zi' que a intensidQde integr~ 

da total e a mesma nos dois casos, exista DLJ nao um processo 

de relaxação térmica. Contudo, a mesma roloç~o expr·ossa o 

fato de que a distribuiç~o de intBnsidade entre as v~r·ias li

nttas dGpendc do processo de rel~xaç~o t~rrnicQ. caract8r·izatlo 

pelo par~metro adimonsional ( cf. Ill. 11, l' l e 

~c<= [ (1-f)wo r] 
_, 
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Deseja-se investiRar como a distribuiçio de intensi-

dade varia quando varia e por uma questão de conveniência 

reproduzimos em seguida a~ expressoes analíticas para os ppsos 

A( O(), B( O( l e ZCR( o< l: 

(E. t.;. 21) 

B(c<) = { 9<>< f L.2p] + (f.o<J P.p] 

· (#<></ [11- ?/']- frv</{Jm -.>??'ff-t.:!n]t f'{X)D+'lp] -Úm(!-yj)} 

.& cl; {ot.)={ ~<>'-) 3 Lt f.)p] -lr-<fbm- t;mfi -r.2n)-f ~c~)[/f }p -JPj{J-ú?>J(; -,4 f)_ 

(j.<./ [11-lr)- ~.-(/-úm-S'1f-t.1n]+(tjd)[/f'lp)- [J1r1(!-ff}] 

(JZ'f L( 7 ? . ,...._, ',) 

( a expresr.ão acimu rara CR( O( ) é obtida multiplicando o n:::. 

meraclor e o denominador de C(o<) por ['j.X(!t-.<;:;)- m(t-:;f)}.) 
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Tres casos devem ser estudados 

-O(»! 

----+ o< z I 

o<« I 

-onde OJR. e a frequência de l~elaxação e w 0 a frequenc:iu ele 

Brillouin. 

Como ilustração, escolheremos cf • iii. 11. , ) e 

.lll.'I . .ZS ) : 

;: "' o. 2- - i- = / . .z s - fi.{ =:: o . .zs 

Em primeira ordem nos par~metros adirnensionôis ( e 

pequenos m, n e E , os resultados são: 

Caso 1: 

Das oxpressoes .m. '! ... v ) . Jll . '1. ,:; :2 e 

.m.'l .. t/1 l resulta: 
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A(c<}==O (Ill '1. 30) 

(Ill lt. 3/) 

(l!l. I(. 3:) 

Utilizando a definição ( Jll.'l.lf ) e com~l.:1rando 

lU. '1. 31 ). D .m. v 3.2 ) com ( $.3. Sú J , c o n -

clui-sc que para W}{ >> W0 , reproduz8m-se os resultados da Se 

çao III.3, onde o processo de relaxaç~o t~rrnica nao foi inclui 

do. 

Caso 2: 

nas exprussoes ( Jl7 '1 . .:!/ J • 

) e ( Jll. t; . .2'1 ), obtém-se 

A(<>t )= !';f illl.'l. 33) 
' 

(7il 11. PI) 

(m.IJ.Js) 

Comparando lll. 1/. 33 - ( JJI. 'I . JS J 8 

.III . 11 . 317 ) - Jll. L/. 3-Z ) , ve-se que a pre~>(:nça 
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de um processo do relaxação térmica com uma frequência de re-

laxaçia da mesma ordem de grandeza que a frequincia Brillouin 

faz com que parte ( P'f-{ ) da intensidade "contida" nils linhns 

Brillouin seja "transferida" para a linha de relaxaç~o~ a ir1~ 

tensidade da linha Raylei~h permanecendo a mesma. 

A raz~o entre a intensidade ''na" linha Raylcirh e a 

intensidade Qna" linha de relaxaç~o~ para ~ escolha feita de 

B(o<) 

A(d) 
I 

Ppf 
_j' 

Para sirnplj_ficar a ôle:ebra~ escolheremos ftX = Jm 

lembrando que m=0.004 cf. ( :m. if. /6 l e JIT . .3.-< t: 
e por consegLJinte 3'" ~ o. [) 1 • i. e • 1 (>( (( I l • 

Com esSQ oscolt1n, 
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I- .2)? (!+i!) 
1ir + 71 

Tendo em vistu que [ cf.[ .J!I.L!.!r' 

/'= o.oot <j/= O.:Z50 

podemos aprox~mar: 

?. razao B [ ex ) I A ( Ó( ) passa a 

!!(c<) - _!t?_ - I; 
Alo<) .tp 

) e [ .llf. 3, .::-1-

ser 

Podemos resumir os resultados ohtidos acima rara os 

tres ca~os na se~uinte tabela para as interlsjdallEJS relativas 

das quatro componentes do espectro [ relaxaç~o. Rayloi~h e Bri 

llouin [duas)) para .J=c7/cy=0 . .2: 
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INTENSIDADES RELATIVAS ( j = 0.:2 l 

i/R >> llc )IR = Sv0 VR = O. OS v0 
~-· ---

Relaxação o O . ..êSp .2p 

Rayleigh .:!;o :Zf ip 
-

Elrillouin 1-.:?..p I- ..Z .ZS !' /- !Op 

- ·-· 

Nesta· tabeLo, o parâmetro .E e dado por (cf. (Jii.'l. lf ) , 

( lli. 3 .IJ' l. C JII. 3.-?0 l, r .JII 3.-?1 l e C IIT . .l.XJ l 

As seguintss observaç;es devem ser feitas sobre a ta 

bela: 

1. A intensirlade das linhas Brillouin~ embora ncrma-

necendo dominante ( pois p • 0.006 ), diminui com a int~orluçâo 

do processo de relaxaç~o t~rmica consirlerada. Uma vez que a i~ 

tensidado total deve ser a mesma. pode-se dizer por conseEuinte 

que a presençA do rclaxaç~o faz com ~IJB ~ncrEia seja ''transfe-

rida'' das lir1has Brillouin para as linhas RayloiRh e dB 1,claxo 

• 
çao (''acoplamento entre morlos'' ). 

2. A intensidade da linha [~ily_l_<:;1.f.h_ aumentC> com u pr_<: 

sença do processo de relaxaç~o (comportamento tÍpico de um ''p! 

co central"). Com efeito, para o valor escoltddo na tcrceirtl 
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coluna de v - =0.05 Relaxaçao y Brillouin' esta intensidade 

aumenta de um fator de quatro, comportamento este que est~ re-

presentado na Figura 5. 

3. A tabela prevê um comportamento Oin~micn onra a 

intensidade da lint1a RaylciEh caso a frequ~ncia de relaxaç~o 

varie, por exemplo~ com a temperatura. Com efeito, teorias de 

transiç~o de fase (e.g. Stanley 1971) envolvem ô hip~tuse de 

que certos processos se tornam mais ''lentos'' ~medida que a 

temperatura se aproxin1a da temperatura de transiç~o de fase 

(este ~ o fen6menn de ''criticai slowinE-down'' descrito en1 Stan 

ley 1971 l. Em outras palavras, existe a possibilidade do~para 

um dado processo de relaxaç~o, a variaç~o de t~mperaturn per-

mi t i r a " v a r redu r a " d e to d o o i n t e r v a l o J/R >> i/
0 
~ V.<: « V

0 
,tor-

nando-se isso visfvol, por assim dizer, na linha RayleiEh. 

4. No caso de cristais, o presente trabalho corrstitui 

o primei~ tratamento totalmente termodinâmico dps efeitos de 

relaxação sobre o espectro de respostô quasc-elDstica. 
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1 rrelaxocõo = 2 (1- I )-f 

~ 'Vrelaxoçõo 

'Vreloxação = 0.05'VBrlllouln 

c~/c'TJ = 0.2 

i - ( "' ) 2 !I rRaylelgh - 2 p c 'T) K X 
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CAPÍTULO IV 

Cremos se1· incontest~vel que uma das maneiras d~ se 

medií· o valor objetivo de uma contribLriç~o cientÍfica consiste 

ern obter Lima resposta para a seguinte inrlaeaç~o: ''Quanto do co 

nhecirnento j~ disponivel a contribuiç~o reproduz e quanto mais 

ela acrescenta a area cientifica em quest~o?''. 

No que diz respeito ~ pr·esente contribuiç~o~ e im-

porta:-~te que se tenha ser:-~pre em mente o fato já mencionado de qurJ 

até acora a informaç~o propiciada por investir,açÕas experimen-

'tais Jobre o espalhamento quase-el~stico de luz ~or cristais 

se resumia R coeficientes ol~~ticos e coeficientes fotoel~sLi-

cos ·· informaç~o de natureza basicamente ''ost~tica''. Em DLJtras 

palavras, um ''dividendo'' bem pequeno para um ''investimento'' 

consider~v~l em equipamnnta e esforço intelectLJal. 

O car~ter ''est~tico'' da informaç~o que se tem podi-

do obter ir.dica que, atê nr;ora, toda a i.nformaçâo dinÊJmici1 crln 

tais tem sido, por assim diz~r. "jop;urla fora" não intcncicnrJl 

'" mente, e cluro, mas clovido à inexist.~nciü de um esquerna toóri-

co de análise. 

Com ~ presento tose, a atividade de an~lise rln Bs-

~:._~~tro passtl a pnrtencer à cateeoria- amiÚde despruzrJr:la pr~los 
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puristas da f!sica, embora eminentemente Útil - de atividades 

que envolvem o simples "girar de uma manivela" Figuru 3 ). 

Não que o trabalho envolvido em tal atividade seja insir,nifi-

cante do ponto de vista de dispêndio de enorr,ia, pois como v~ 

mos, as manipulaçÕes algébricas podem ser bastante enfadonhas -

o importante é que a análise pode ser feita de umQ man~ira sis-

temática, permitindo que se obtenham, além dos coeficientes e-

lásticos e fotoelásticos. muitas outras informaçÕes sobre o 

cr·ista 1. 

Na ~r~tica~ o ''algoritmo'' permite que se projete uma 

experi~ncia que observe um determinado efeito e ao mesmo tempo 

não acarrete complicações algébricas que tornem imperiosa a in-

tervenção de um computador. Mudando-se a geomotria de espalh~ 

menta de tal maneira que o mesmo efeito possa ainda ser onser-

vado, de novo ''gira-se a manivela~ e analisam-se os resultados. 

comparando estes com os obtidos anteriormente. Cabe pois ao 

investigAdor minimizar a ~lgebra e ao mesmo tempo maximizar os 

divid-endos cientificas na pior das hipÓteses, a andlise do 

espectrç envolver~ o ajuste, por computador, de aleur1s parame-

tros, que por sua natureza termorlin~mica se pr8stam mais pront~ 

mente a argLJmentaç~es fisicas bem fundamentados. 

Dois resultados obtidos na presente tese indicarr1, a 

nosso ver, a potencialidade da an~lise tcrmodin~mica propostu. 

O primeiro ~ a reloç~o entre os coeficie11tes de vis 

cosid~do de um cristal e as larguras rias linhas Brillouir1. [s-

ta relaç~o su~ere, de imediato, lJm m6todo de mcdidQ de tQis co 
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eficientes - um método que apresenta vantar,ens evidentes so

bre o método convencional, que envolve medidns de atenuação 

de ondas ultrusônicas. No caso de um cristal cGbico, por exo~ 

plo, tres geometrias de espalhamento escolhidas adequarlnmente 

tendo em vista a simplicidade alEébrica rlBterminariam os coe

ficientes. 

O segundo resultado diz respeito a influência de 

processos de rclaxaç~o sobre o espectro de resposta quase-el~~ 

tica. Vimos como a hipótese da existência de um processo de 

relaxaç~o relat·ivamente simples conduz a manifestação do que se 

poderia chamar de comportamento ''tipo pico central'', a saber. 

uma intensidade Rayleigh bem maior do que a esperada. Tendo 

em vista a anisotropia caracterfstica dos cristais ~ de se es-

perar que efeitos de relaxação. se presentes, exibam uma de-

pendência bem pronunciada como função da geometria do espalha

mento, deped~ncia essa que pode ser analisada sistematicamente 

pelo ''algoritmo'' proposto. 

Quanto à possivel influência da presente contribui

çao sobre a Harte experimental'' envolvida no estudo do espalh~ 

menta quase-elástico de luz por cristais. creio ser justificá

vel prever que. estimulados pela existência de um ''algoritmo'' 

de an~lise, os seus ''praticantes'' sejam cQpazes de sohrcpLJjar 

eventuais problemas, como por exemplo probl8mas de resoluç~o 

instrumental. 

A melhoria em resoluç~o o o "algoritmo" proposto 

permitir~o, pela primeira vez. que se investivue de mar1oira 
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sistemática o comportamento de cristais nas proximidades de 

eventuais transiçÕes de fase e como esse comportamento e carac-

terizado por expoentes criticas e.r,. Stanley 1971 ), deduzí-

veis das características da linha Rayleir,h 

dos, cf. Benedek 1971 l, 

n o c a s o cJ e 1 í 'l'!__i_::_ 
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