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A theory is the more impressive the greater the simplicity of its premises,
the more different kinds of things it relates, and the more extended is its area of
applicability. Therefore the deep impression that classical thermodynamics made upon me.
It is the only physical theory of universal content concerning which | am convinced that,

within the framework of applicability of its basic concepts, it will never be overthrown."”

{Albert Einstein {1949}, citado por
C. Kittel em ““Thermal Physics’’)



Now when we say that a théory of mathematical physics is correct, all we
mean is-that the various mathematical consequences we can extract from its equations call
for the existence of physical phenomena which experiment has suceeded in verifying. On
the other hand, if your mathematical anticipations do not tally with experimental
verification, we must recognise that our theory is incorrect. This does not mean that-it is
incorrect from a purely mathematical paint of view, for in any case it exemplifies a possible
rational world; but it is incorrect in that it does not exemplify our real world. We must then
assume that our initial equations were in all probability bad translation of the physical
phenomena they were supposed to represent.”

{A.D'Abro em ““The Evolution of Scientific
Thought from Newton to Einstein™)

"The things with which we concern ourselves in science appear in myriad
forms, and with a multitude of attributes. For example, if we stand on the shore and look at
the sea, we see the water, the waves breaking, the foam, the sloshing motion of the water,
the sound, the air, the winds and the clouds, the sun and the blue sky and light; there is sand
and there are rocks of various hardness and permanence, color and texture. There are
animals and seaweed, hunger and disease, and the observer on the beach; there may be even
happiness and thought. Any other spot in nature has a similar variety of things and
influences. It is always as complicated as that, no matter where it is. Curiésity demands that
we ask gquestions, that we try to put things together and try to understand this multitude of
'aspects as perhaps resulting from the action of a relatively small number of elemental things
and forces acting in an infinite variety of combinations.”

{R.P. Feynman em
""The Feynman Lectures on Physics™)
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RESUMO

Uma metodologia é proposta que permite a analise sisternatica do espectro de
-espalhamento quase-elastico de luz por cristais. Especificadas a geometria de espalhamento e
a simetria do cristal, a metodologia leva & determinagdo do nimero de componentes
espectrais e das formas, larguras e intensidades relativas das mesmas em termos de um certo
nimero de pardmetros termodinamicos.

A metodologia envolve:

1. a obtencdo de equagGes para as varidveis termodindmicas do cristal levando
em conta processos irreversiveis de dissipagdo de energia;

2. a solugdo das mesmas para o vetor de espalhamento escothido e a dada
simetria'cristalina;

3. a determinagdo do espectro através da hipétese de Onsager, que relaciona
as solugGes obtidas com as funcgdes de correlacdo das mesmas varidveis.

A titulo de ilustragdo, a metodologia foi aplicada ao material KHoPO,
(KDP}, destacando-se os seguintes resultados (validos péra a geometria de espalhamento
escolhida): 1. a linha de Rayleigh & lorentziana e as de Brillouin tém a forma de linhas de
ressonancia; 2. as larguras das linhas sdo proporcionais a difusividade térmica (Rayleigh) e a
um coeficiente de viscosidade (Brillowin).

Para o mesmo material, foi também levado em conta um possivel processo de
relaxagdo térmica, caracterizado fenomenologicamente por um calor especifico interno e um
tempo de relaxacdo. Esse processo conduz ao aparecimento de uma nova linha {lorentziana)
e pode levar a um aumento substancial na intensidade da linha Rayleigh {comportamento
tipico de um “pico central”™).



INTRDODUGAD

Desde 1971, o estudo de transigoes de fase estrutu-

rals_em cristais tem-se caracterizado por uma atividade inten
sa, tanto teorica como experimental, no contexto da componente
espectral conhecida na literatura especializada como um "pico
central”.

Verificou-se experimentalmente num certo ndmero de
‘materiais que exibem transicoes de fase de segunda ordem gue

a intensidade integrada da componente central do espectro ca-

racteristico da "resposta" do material a "influencias”® dinami
cas gxternas ( tais como neutrons, raios-X ou iuz ) & uma fun-

¢ao muito sensivel da temperatura a medida gue essa se aproxi

ma da temperatura oe transicéo de fase.
Uma componente central dependente da temperatura e

o que se chama de pico central [ cf. Figura { 1.

Acredita-se que picos centrais devam ser comuns a
todas transigoes de fase estruturais de segunda ordem. Em cu-
tras palavras, 0 consenso e de que o estudo de picos centrails

diz respeito a uma propriedade fundamental de talis transigoes,

a0 inves de um fenomeno peculiar a um material especifico ou
a umag classe particular de materiais.

Contudo, uma anallse da volumosa.litsratura ja pro
dpzida sobre o assunto indica que, ate agora, o problema tem

sempre sido alvo de uma abordagem microscopica, uma abordagem

que parte da hipotese de que um modelo microscopico particular
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FIG.1 "Pice central” no espectro_de espalhamento
quase-elastico de luz pelo KDP ( N.Lagakos
e H.Z.Cummins - Phys.Rev.B 10,1083 (1974).




descreve adaquadamehte a flsica do problema.
Via de regra, a abordagem microscoplica usual tem an

“volvido inUmeras "versoes” do conceito de modos acoplados, ver

sboes essas que, esmbora engenhosas, ateé agora falharam em suas
tentativas de propiciar uma descrican satisfatoria, mesmo nos
casos em gque dados experimentals eram disponiveis,de caracte-
risticas importantes do pico central, tais como a sua largura
de l.nh2 8 o seu peso espectral relativae.

Além disso, o pico central & apenas um dos componen
tes ( ainda que no momento seja o componente "da moda" ] do

espectroc guase-eléstico de um dado material.

{ Convém relembrar que o espectro guase-elastico po-
de ser definide como sendo aquela porgao do espectro total da
resposta de um dado material a "influencias"dinamicas éplica-
das ao mesmo que consiste das componentes espectrals compreen
didas entre a origém das frequencias e uma "distancia” igual
@& nao mais que algumas larguras de linha da componente central,)

| Por conseguinte, o estudo de picbs centrais deveria,
a rigor, envolver a analise do espectro guase-eladstico como um
todo, pels na maioria dos casos & dificil justificar o trata-
mento do pico central como uma componente espectral independen
te, uma componente gue nao "interage” com as outras.
A presente tese tem por finalidade exatamente apre-
gentar uma metodolopia que propicia umas descrigao detalhada de
todo o espectro de espalhamento quase-eldstico de luz por cris-

tais incluindo, em principio, possiveis picos centrais [ obser



vados pela primeira vez por Lagakos e Cummins ( 1974 ), Fig. 1 )

E demonstrada na presente tese que a. termodinamica

de processos irreversivels permite a obtencao de expressoes a

nalfticas explicitas para as larguras de linha, formas de 11
nha e pesos relativos das varias componentes espectrals de qua
€ composto o espectro da luz espalhada quase-elasticamente por

cristals em termos de um certo nimero de parametros termodina-

Equagoes sao obtidas que descrevem certos processos
irreversiveis de dissipagao de energia em cristais ( condugao
de calor. fricgao interna, transfereéncia de energia para graus
de liberdade "internos" ) e a metodologia envolve a solugao

de tals equagoes ( algébricas ) dadas duas informacgoes:

1. a simetria cristalina;

2. & géometria de éspalhamento

A metodologia & completamente geral, o volume de
manipulacoes algebricas dependendo da simetria do cristal em
consideragén. da escolha da geometria de espalhamento e do ng
mero de processos irreversiveis que se deseja levar em conta.

Até, a presente tess, relagpbes ainﬁa nao haviam si
do estabelecidas entre as formas de linha e as larguras de
linha das componeﬁtes espectfais envolvidas no espalhamento

quase-8lastico de luz e os parametros termodinamicos do cris-

tal, como ]a foi felto para liguidos ( Mountain 1866 }.



Com efeito. até agora a pesquisa experimsntal scobre

o aspalhamento guase-elastico de luz por cristais tem quase
qué gxclusivamente se restringido ac espalhamenté Brillouin
pelos moéos aclsticos do cristal, pérmitindo tais experiencias
taoc somente a determinacao dos coeficientes elastices e fotoa-
lasticos do cristal ( estas a partir da intensidade integra-
da de aspalhameﬁto. aquelas a partir das posigoes das linhas
Brillouin; cf. Cummins e Schoen 1372 1.

| Quanto a camponente central do espectro ( a assim
chamada linha Rayleigh ), pode-se dizer que s0 muito recente-
mente, desde a descoberta de picos centrais, € gue meior aten
gao teorica e.experimeﬁtal tem sido dedicada & mesma, a falta
de atengaoc e motivagao anteriores provavelmente sendo conse-
.quénqia de problemas de resolugao instrumental. Com efeito,
foi s6 no ano passadn { Lyons e Fleury 1976 ) que a linha Ray-
leigh num cristal foi pela primeira vez resolvida ( constatan
.do-se um comportamento "tipo pico‘central" da mesma J.
Por analogia com os trabalhos sobre liguidos, e de

se esperar alguma relagao entre as larguras e formas de linhba

das componentes espoctrais e os processos dissipativos relevan

tes a cristais.

Contudo, a anisotropia intrinseca aos cristais,em

contraposi;éo 2 1lsotropia que caracteriza pelos menos oOs 11 -
quidos mails simples, &, nha opinido do presente autor, a razao
pela qual tal relaqéu nao fol estabelecida, nem por conseguin

te analizada de maneira sistemdtica.
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A metodologia apfesentada na presente tese consti
tue um "algoritmo" que permite tal analise sistematica para
cristais de gualquer simetria.

n exemplo ilustrativo da utilizagao da metocdologia

{ para um cristal tetragonal ) indica claramente, por um lado,

que as manipulagoes algebricas envolvidas nc tratamento de um
cristal nao sao necessariamente mails complicadas, como em ge-
ral se bresume.dn gque aquelas envolvlidas no tratamento de um

liquido isotropico, desde que a geometria de espalhamento se-

ja criteriosamente escolhida.

Por outre ledo, o exemplo tambem demonstra que afir
magoes de natureza geral feitas sobre as caracteristicas dos
espectiros de cristals baseadas em analoglias com as caracterii
tices correspondentes dos espectros de liguidos sao em princi
pio inadequadas g em geral inexatas.

0 material KOP ¢ KH2P04, fosfato di-hidrogenado de
potassio ) fci escolhido como exemplo por ser um material de
interesse atual € um pars D'qual a maioria dos paramsetraos ter
modinamicos relevantes & conhecida e facllmente acessivel,

Escolheu-se uma geometria de espalhamento em éﬂ&g;
1o reto QUe permite ums caracterizacan quantitativa des conse
guenclias de se levar em conta a dependencia como fungao de tem-
pératura da polarizabilidade otice do cristal ( gue se mani._
festa macroscopicamente atraves de um indice de refragaoc de-

pendente ds temperatura 1}.

Incluindo somente os processos irreversivels de con



dugao de calor e friccao interna, & aplicagao de metodologia

a0 KDP para a dada geometria de espalhamento conduz aos seguiﬂ

tes resultados:

1. 0 espectro consiste de tres componentes: duas 11

nhas Brillouin, uma em cada lado da origem e a distancias 1-
guais desta., e uma linha Rayleigh centrada na origem ( ainda
que sa pense gque tal resultado represents a constatagao do
bbvio, os dois exemploé discutidos Sa presente tese indicam
claramente gue b numero de "componentes" no espectro guase-
elédstico s6 & limitado, a rigor, pelo nimero de processos de
dissipagado de energia que se deseja, ou se & forgado, a le-
var gm conta J}:

2. A linha Rayleigh tem forma de linha lorentziana;

3. As linhas Brillouin nao sao lorentzianas e sim

tem a forma de linhas de ressonancio;

-

4. As larguras das tres linhas {(cf. Figura ] sao
proporcionais = Kz, onde K & 0 module do vetor de espalhameﬁ-
to. Ds_coeficientes de proporcinnalidade sao um coeficiente
de viscosidade ( linhsas Brillouin ] e um coeficiente de difu-~-

sividade térmica ( linha Rayleigh J;:

5. Nas formulagoes usuais ( e.g. Benedek e Fritsch
1966, Griffin 1968, Cummins e Schecen 1872 ), szsomente o espa -
lhamento de luz resultante da variagac do Indice de refragao

em fungao da deformagao & levado em conta. Devido a variagao

do indice de refracap em fungao da temperatura, verificou-se
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que a intensidade integrada "na” componente Raylsigh a 300 K
( temperatura para a qual todos os dadaos experimentais neces-
sarios sao conhecidos ) & 25% maior do que a intensidade pre-
vista pels formulagao usual. A 130 K [ o KDP exibe uma tran-

sigao de fase estrutural a 122 K ) estimou-se que a intensids

de poderia ser até tres vezes maior gue a prevista.

No contexto de processos irreversiveis em cristais,
investipgou-se tambem na presente tese a possibilidade de gue
energla poderia ser transferida para certos graus de liberda-

de "internos” { nao especificados ). Foi suposto que tais nra

us de liberdade poderiam ser caracterizados por uma temperatu-
ra interna [ por hipotese independente da deformacgao ) e pode
riam ser levados em conta fenomenologicamsnte através da in-

troquéo de um calor especifico interno e um tempo de relaxa-

QSU { o tempo necessario para gue a temperatura interna atin-

ja a temperétura "total" do cristal).
0 efeito de uma relaxagao térmica desse tipo sohre
o espectro de espalhamento guase-elastice de luz porrggiiﬁgig

fol investipadeoc postﬁlando-se gue o KDP, para a mesma geometri

a de espalhamento anterior, exibe tal processo de relaxagao.
A solugao das equacoes da termodinamica irreversi-

B I3
vel, incluindo agora relaxagao termica, leva aos seguintes

resultados pare o caso em discussao:

1. Para um tempo de relaxagao arbitraric, o espec-



tro consiste de guatro compenantes: como antes, duas linhas
Brillouin -equidistantes da origem, uma linha Rayleigh centra
da na origem, e uma nova componente, uma 1linha de relaxagag
também centrada na origem: - .

2. A linha Rayleigh tem forma lorentziana;

3. A linha de relaxagso também tem forma lorentzia-
na;

4, Em geral as linhas Brillouin nao terao nem for-

mas lorentzianas nem de ressonancia ( expressaes explicitas
sao contudo apresentadas para as formas das linhas Brillouinld;
5. A largura da linha Rayleigh &, como antas, pro-
parcional a K2 e a difusividade termica; )
6. Para frequencias de relaxagao mais altas do gue ou
da aordem da frequencia Brillouin, a largura da linha de rela-

xagao e proporcional a freguencia de relaxacao e independentu

do vetor de espalhamento 0 ceoeficiente de propbrcionalidade
depende da raééo entre o calor especifico "internn” e o calor
espec{fico total. Contudo, se a frequéncia de relaxagao € da
ordem da largura da linka Rayleigh, a largura da linha de re-
laxagao depende nao somente da freguencia de relaxagao mas
£ahbém de k2 ¢ da difusividade térmica;

7. Se a frequéncia de relaxagao e muito mails alta
que a frequéncia Brillouin ( equilibrio atingido "instantanea-
mente”), a linha de relaxégéo nag aparece no espectro;

. Se a freguencia de relaxagdo € da ordem de ou

mais baixa do que a frequéncis Brillouin, energla & "transferi
[ J
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da” das linhas Brillouin para as linhas Ravyleigh e de relaxa-

gao, ambas as quais se tornam por conseguinte mails intensas.

Por exemplo, para uma frequencia de relaxacao duas ordens de
grandeza mals baixa que a freguencia Brillouin, a linha Ray-
leigh tem a sua intensldade aumentada de um fator de guatro

( cf. Figura 5 ) .

No Capitulo I considers-se a termoelasticidade de

cristais.

0 tensor de deformagao e o tensor de EEnséo sao in
troduzidos nas Segoes 1.1 e I.2, respectivamente. Discute-se
tambe&m nessas segoes a motivagao para a introdugao de tais ten
50res.

A termodinamica do equilibrio em cristais & conside

rada na Segao I.3. A formulacgao de Wallace [ 1972 ) & sepuida
e coletam-se nesté segéo defiﬁigaes e resultados fregquentemente
utilizados na presente tese.

| Na Segdo 1.4, equagpes sao obtidas que descrevem
tres processos irreversiveis de dissipacao de energia em cris

tais: condugao de calor, friccgao interna ( viscosidade ) e re-

laxagac térmica.

A equagao gue descreve relaxagao térmica em cristais,
( r.4%.39 ), & nova. As equacoes que deécrevem conducio de
calor, { I.%.5 ), e fricgao interna ( . %.9 ), provavel-
mente nac sao novas, embera o presente autor nao tenha encontra

do referencia as mesmas nas fontes convencionais { e.g. Landau
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e Lifshitz ( 1967 ) e de Groot e Mazur [ 1862) ).

A descrigao de relaxagdo t8rmica em cristais € ins
piréda na formulagaoe do processo analogo em liquidos devida a
Mountain ( 18648 ).

Uma caracteristica importante desta Segao I.4 & a
argumentagao fisica que acompanha a introdugao de conceitos
noves. Um exemplo € a argumentagao que leva & utilizacao de
variadveis termodinamicas "internas”" no estudo de processos ir-
reﬁersiveis. Qutro e é identificagéo de "mecanismos” de dissi
pagso de energia através de uma expressao fenomenoldgica ! ter
modinamica ] para a energia total de um volume "infinitesimal”
no interior do sistema fisico.

Na Segao I.5 considera-se o problema de flutuagbes

‘nas vafiéveis termodinamicas adegquadas a cristais, s saber,
temperatura e deformagaoc ou temnsaoc e entropia.
0 método sugerido por Einstein [19310) e descrito e

aplicado a cristais [ a conhecida obra de Landau & Lifshitz

estao resumidos nas equagoes ( T, 5. // ] - ( I. 5.3 ) e
( 7.5 /¢ ) - .5/ ).
Na Segao I.6, por uma questao de completeza, apre-

senta-se a notagao de sels Jndices.

&

No Capitule II, expressoss s3o obtidas para a dis-

_tribuiqéo de frequencla e a intensidade integrada [ intensidade

——

= poteéncia/unidade de area ) da luz espalhada por um sistema
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arbitrarioc de muitas particulas em termos de funcoes de corra-

lagao da suscetibilidade dielétrica e de fatores geométricos
que dependem da disposicao experimental.
Embora expressoes analogas ja tenham sidoc obtidas

para o gspalhamento de lui por sistemas particulares ( liqui;

dos: Komarov e Fisher 1962, Pecora 1968:; cristais cldbicos:

Benedek e Fritsch 19866, Griffin 1963 )} o présente autor desco-
nhece a existéncia de expressoes analogas que tenham sido ob-
tidas anteriormente e que exibam a generalidade e a convenion-
cia das expressoes obtidas no Capitulo I ( ef. por exempln, lou
don 1964, Cummins e Schoen 1972 .

A peneralidade & conseqguencia do fate de gue os re

.

sultados obtidos no Capitulo I dependem tac somente da hipdte-
se de que a interagao entre uma onda eletromagnética plana in-
cidente e uma colegao arbitraria de particulas carregadas pode
ser tratada wutilizando-se a teoria de perturbagdo guantica
(cap. 13 de Baym 18689 ).

A conveniencia esta na circunstancia de que a depen

déncia dos resultados em fungao da geometria de espalhamento
e da simetria do sistema fisico & obtida sem grande esforgo e
& exibida explicitamente. |
Isto permite que seja facllmente estabelecida a re-
lagao entre uma dada situagao experimental e as componentes do
tensor de suscetibilidade dielétrica do material.
€ possivel tambem uma separacao bem clara entre a

geometria de espalhamento e os parametros termodinamicos do
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cristal [ em se tratando de espalhamento gquase-elasticol. Em
contraste, o procedimento usuel, propoesto por Benedsk e Fritsch
(1966), envolve a introdugao de vetores unitarios gue "misturam’
geometria de espalhamento e parametros termodinamigos, o que

vem a8 ser bastante incoveniente.

No Capitulo III, formula-se na Segao ITII.1 a siste-
médtica de anadlise termodinamica do espectro quase-elastico de
luz por cristais, sistematica essa que esta resumida na Figura
3.

Nas Secgoes II1I.2 - III.4 , aplica-se a analise pro-
posta ao material KDP, obtendo-se os resultados ja mencionados

anteriormente nesta introdugao.

No Capitulo IV, tecem-se comentarios sobre a possi-

vel importancia da presente contribuicao.
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CAPITULC I

NOGCOES SOBRE A TERMOELASTICIDADE DE CRISTAIS

I.1 0 TENSOR DE DEFORMAGAD

0 estudo termodinamico das propriedades de um sis-

tema fisico (e.g. Callen 1960 ) envolve, essencialmente, a sele

¢ao de um certe namero [(pequeno) de parametros macroscopicos

mensuraveis e a especificagdo quantitativs dss variacaoes que
0s mesmos exibem ao se alterarem as condi¢oes externas ( pres-
sao, temperatura, campo elétrico, etc. ) as quails o sistema es
ta submetide. A termodinamica, através do estabelecimento de
relagoes entre "causas”" e “"efeitos” envolvendo tais par%metros.
permite que se obtenham informagoes sobre certas propriedades

macroscopicas intrinsecas {essencialmente, a energia interna

e a entrogigl do sistema de muitos corpos com o gual se& esta
lidando. A "ponte" entre estas propriedades macroscopicas e
a constituigdo atomica do sistema & entao propiciade pela fisi-

ce estatistica.

D primeiro { e fundamental ) passo na determinagao

do "perfil” termodinamico de um sistema fi{sico consiste pois
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na escolha de um conjunto adequado de parametros micruscopi -

cos. E evidente que a -escolha dos parametros dependera do sis-

tema em consideragao bem como das propriedades especificas do
mesmo que se deseja estudar. Os parametros podariam éar,,pcr
exemplo, o volume, a polarizagao ([ e.g., ferroelétricos J, a
magnetizagao ( e.g., ferromagnetos ) e assim por diante.

£ indubitiavel que o mais fundamental dentre taeais pa-
rametros 8 o volume, pols todo sistema ocupa um certo volume
no espago, embora nem todo sistema seja polarizado, magnetiza
do, etc. Quando se fala em "volume", deve-se entender, & Dlﬂ
ro, nao apenas volume no sentido matematico, mas também outros

atributos pertinentes tais como forma e homogeneddade.

Para fluidos , & em geral suficiente especificar o
volume matematico do sistema = experiéncias indicam que as

praopriedades de um sistema fiuido sao isotrdpicas { pelo menss

no caso de fluidossimples ) e basta caracterizar a dependéncis
”volumétrica; das propriedades do sistema através da variagac
das mesmas com a densidade.

Para solidos em geral e, em particular, para EEESt“jS'

tal caracterizagao € insuficiente em virtude da anisotrovia

intrinseca a tais sistemas. Por exemplo, pars uma daga varia

gao nas condigoes externas ( digamos, um aumento de tempueraty
ra ), & fato conhecido que a variagao de uma proprisdade tipi
ca do sistema [ a.g. condutividade térmica ) pode ser bom di-
ferente ao longo de um eix0 x escolhido da variagao da meama

propriedade ao longo do €ixo y.
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Este rosultado experimental indica gque a especifica-
¢ao do "volume® de um sistema sOlido deve propiciar informagao

quanto & disposicao relativa das varias "porgoes" do sistema

ao se alterarem as condigoes externas. A simples especifica -
¢80 do volume matemadtico de um cristal nao levaria em conta,
por exemplo, que o cristal poderiae exibir, ac se aumentar a

temperatura, expansoes térmicas diferentes ao longo de duas

diregoes escolhidas.

No caso mais geral possivel, a caracterizagéo dessa
disposigao relativa @ uma tarefa complexa, Suponhamos, a ti-
tulo de ilustragao, que a temperatura de um cube de material

s0lido & levada até proximo do ponto de fusac por aquecimento

rapido ou entao que se aplicam pressoes tac altas a faces opos

tas do cubo gue uma fratura & criada no interior do mesmo. A
relagio matematica entre as configuracoes de "antes” e "depnis'.I
nesses dois casos, ou em guaisguer casos que envolvam um rear-
ranjo drastico das varias porgdes do sistema & ohviamente tudo
menos trivial.

Contudo, uma situagac particular de grande interesse

pratico, a saber, @ situagac em que a "transicao” de uma confi

guragéo parao outra & realizada de uma maneira continua, se
. £ : - - . -
presta a uma formulagao matematica bem simples.

Cansidere um sistema so0lido num dado estado termodi-

"namico e& deis pontos no seu interior, designados por A © B

( Figura 2 ). O vetor posigao de A ( medido de uma origem ar

bitraria 0 ) ¢ T e o do ponto B @ 7 + dr , Id?, soendo
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wlr + dr)

* FIGC.2 Relagoes geométrices entre pontas no

interior de um so0lido deformacdo,
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pbrisnto a 8ilstancla in¥initesimal { sob o ponto de vista ma-

croscopico ] entre os pontas A e B.

Suponha agora que 0 estado do sistema € alterado (va
riando-se certes condigoes externas ] e como conseguéncia os
pontos A & B se deslocam para as posigoes A' e B', separadas

‘a L3
pelo vetor dr' ( cf. Figura 2 }.
Introduzamos agora uma funqao vetorial dependcnte
.- - 3 . *
da posigao, ulr) Cle.g. Callen 186C) que caracteriza analiltil
camente o deslocamento sofrido por gualguer ponto no inteorior
do solido quanco o estado termodinamico deste € alterado.
Da Figure 1 depreende-se gue o deslocamento do pon

- ’ - = 3 -+
to A & ul(rl), o do ponto B ¢ ulr + dr) sendo que
-+ 3 - -3 -3 -3 = ’
u(r)+dr-'=dr+u.(r+a’r) (T.1.1)
ou seja
. — -
APt~ dP = L (P+dP)— (P

A equagao { I, ¢,/ ) &€ uma identidade geomitrica

N - . - e d -5 -
e possibilita a determinagaoc de ar® se dr e dado o e a fun
- — = - .
gao uf{r ] e conhecida.

. - -5 . .
fazendo a hipotese de que u{rl)] varias lentamente, ¢

- - . -+ -
licito interrcmper uma expansan em serie de ul r + dr 1 na
- 'y

-> . -
termo linear em dr , isto e,

Z(P+dP) s Z(F)+ CEL(P) aF
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portante a distancia infinitesimal ( sob o ponto de vista ma-
croscopico ! entre os pontoes A e B.

Suponha agora que o estado do sistema & alterado [(va
riando-se certas condigOes externas ) e como consequencia os
pontos A e B se deslocam para as posigoes A' e B', separadas

-3
pelo vetor drt ( cf. Figura 2 ).
Introduzamos agora uma fungao vetorial dependante
.o~ -+ . . ¢
da posigao, ulr} f(e.g. Callen 1860) gue caracteriza anallti
camente o deslocamento sofrido por gualquer ponto no interior
do sdlido guando o estado termodinZmico deste & altsrada.
Da Figure 4 depreende-se gque o deslocamento cfou pan

- ) ' . =
to A 8 U(r), o do ponto B e u(r + d?¥) sendo qUB

— = -3 ’

U(P) + dPt = d7 + L(P+dR) (I.1.1)
ou seja

-»
APt — 47 = I r+5ﬂ")*—LL(r
A equegao ( I, ¢,4 ) & uma identidade geométrica
: . - - - .

e possibilite a determlnagac de dr' se dr & dado e se a fun

-

- =3 - .
gao ul(r 1 e conhecida.
- g .
Fazendo a hipdotese de que u{r) vearia lentamonte, o
R -

- - e
licito interromper uma expansao em séerie de gl r + dr ) no
. &

. = -
termo linear em dr , isto e,

L(P+dP)a & (F)+ VE(P) aF
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onde o ponto (.) significa produto

Segue~se dal que

tensorial.,

had g -_-’-! ‘.._g. -y
dFt-dF = ViZ (F)- dr
ou, mais concisamente,
dp(R)= dft - dF = D(P)-dF (I.1.2)
ohde
Su, (F) Bu (F) Bu, ()
Iz Sy o2
5(’—_* - 3&5,(?) 3:2‘, () 341&%_(1'2} {I. ,:'3)
Jdx DY 52
AL, (7, Ju, () D, (F)
Fx r?g. 2
=
D(F) & conhecide coma o tensar de deslocamento (e.g.
Butkov 1368 ).

0 que a expressao (

riagao na disposigac relativa de quaisquer dois pontes do

lido &

sor de

determinavel a partir

-
deslocamento ( D {(~) )

I.1.2

do conhecimento de

)} nos diz & gque a va-

-
SES

-
dr & do ten

como fungao de posigao.

ra, fisicomente deve-se exigir gue a descricgan mate

matica da deformagao de um s&lido nao se modifique se o 501i-

do como um todo for submetido a uma translagao ou

Gao.

Uma vez que o tensor de deslocamento definido logo

rota-

a2 umaea

acima
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nac se anula quando o sistema de coordenadas a fque ele se re
fere |( qualquef que seja ele ] & submetido a uma rotacao, &
necassario definir um tenser correlato que exiba as proprief
dades de transformagao desejadas.

C tensor apropriado pecde ser facilmente determinado

utilizando uma identidade valida para qualquer matriz M,viz.

Me L (M+ME) o L (M- MF)
2 - Z

t - .
onde M e a matriz transposta de M e ¢ fato (e.r. Golds-

tein 1950 ] de gue toda matriz antisimetrica ( no cason, M - Nt]

descreve uma rotagéo infinitesimal propria.

. . “o
A parte antisimetricae do tensor de deslocamento Dir)

deve pois ser eliminada adotando-se um sistema de coordenadas

apropriado. Meste novo sistema de coordenadas, a parte simé-

“ . e
trica de D(r) define o tensor de deformagao 1)(?).

Portanto:

ﬁi('if):tenscr de deformagao = (5/;‘)4' ﬁt(i:))

L
<

Em coordenadas cartesianas, a commonente | LJ } do
tensor de deformagao | i?(;?) 1 & igual a:
> Ju (7)) Du (P '
VU(V):_L. ol 4 ;i (F) (L. 1.4)
2 3;} S
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£ demonstrado em Callen

([ 18960 )} gue as componentes

do tensor de deformagac possuem um significado geométrico

muito simples.

-
em r

formacao varia com posicao.
> g

’

C

Com efeito, para um

allen ( 186D ) demonstra

que:

eglemento de velume” centrado

1. q L &'a mudanga fracionaria ne comprimsnio da

.
[

la a direcgao 1i;

aresta” do elemento de volume iniclalmente parale-

z qéj(i#ﬂj) € ipual a metade da variagao no angu-

lo entre duas "arestas"

-

eixps i e ]

inicialmente

paralelas ags

3. 7&zﬁ*73;'*7&2 € a mudanga fracicnaria no volume

do elemento considerado.

Esta interpretacao tem pouce valor pratico se a de-

Entretanto,

se 4 deformagao @&

-

homopénea atraviés do sdlido, & interpretacac sugere, do ime-

diato,

o tens

as

medidas gue devem ser efuetuadas a fim de determinar

or de deformacgao.

T
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I.2 0 TENSOR DE TENSAGO

Na formulagao da termodinamica, o conceito de traba-
iho mecanico desempenha um papel fundamental, uma vez que a di

ferenga de energia interna entre quaisquer dois estados -{. de

equilibric ) do sistema pode ser determinada empregando~se pare
redes adiabaticas e medindo-se somente trabalho mecanico (e.g.
Callen 1960 13,

| Este & um resultado de grande importancia, pois o
mesma indica como, atraves de medidas macroscépicas, acesso e
propiciado a um dos mais importantes atributos de um sistema

de muitos corpos, a saber, a sua energis termica média.

Em se falando de trabalho mecanico, tem-se em mente,
é claro, a aplicagao de forgas e us efeitos destas sobre um sis
tema fisice. £ natural pois gue o estudo da termodinamica de
um sistema s0lido leve a consideragao das forgas que lhe sao
relevantes. .

Para tal, imagine um elemento de volume infinitesimal
de forma arbitraria no interior de um s6lido num dado estado
termodinamico e perguntemoc-nos gque forgas agem sobre o mesmo,

Se nos damos conta que o solido & composto de um nl-
mefu enorme de atomos interagindo de manciras variladas, chepa-
se & conclusdo inevitdvel que a regiao em questac ( com efeito,

qualquer regiaoc do sclido ] esta sob a influencilie incessante

de forgas que, numa escala microuscopica, variam rapidamente
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tanto no tempo como no espago.

Deixado & sua propria sorte, o melhor gque podemas
fazer € supor, como o filizemos, que tais forgas internas exis-
tem no s6lido. A fim de medi-las, & necessario "acoplar" ail-
guma influéncia externa an sélido.

No processo., perde-se a maior parte dos detalhes per
tinentes as fergas. Cecm efeito, uma vez gue os intervalos de
tempo caracteristicus.das medidas macroscopicas de interesse

termodinamico sdo ordens de grandeza mais longos que as esca

las de tempo dﬁs processos atomicos, 86 € possivel "vislumbrar”
uma média da dependénpia tempcral de tais forgas micrascopi-
cas, médla essa que varia muitoc mais lentamente com o tempo.

De maneira anidloga, 2 dependéncie espacial de tais
'férqas € também "mascarada" pelc processo de medigdo, manifes
tando-se tao somente, uma média espacial das farcas, média
essa que varia lentamente de pontc para ponts no interior no
so0lido.

Deixando de lado a sua dependéncia temporal, concen
tremos & nossa atengdo numa "fotagrafTia” das forges macroscé
picas no interior do sdlido, mais especificamente, aquelas
gue agem sohre o elemento de voliume escolhido.

. 0 estudo dinamico do meio s6lido exige que seja cel
culada a forga totel agindo sobre cada elemento de volume.
.Tal tarefa @ simplificada sobremaneira utilizandc-se o fato
de que, em Gltima an&lise, interessa-nos na verdade ﬁrever 0

camportaments dindmice de gqualguer " ponto matemdtico® no in
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terior do solido, isto &, o elemento de volume represents ape-
nas um artiflicic conveniente, o elemento vindo a ser eventual-
mente "reduzidoe"” a um ponto.

Tendo wsse fato em mente, escrevamos & forga (media)

-3
total Ftotal agindo sobre o dado elemento de volume como
— - -3
- + F .
Ftotal Fvolume superficie ,

0 significado dos subscritos "volume” e "superficie" sendo oh-

-

, a hipotese zoavel e e Tor -
vio, & fagamcs hip 5 ra v de qu Fvolume propor
—

cicnal ao volume do elementao e & area doO mecmo

F :
superficie

( afinal de contas foi mencionadoc anteriormente que tais forgas

variam lentamente com a posigdol). £ entao fé&cil demonstrar

( considere um cubo ou uma esfera ] que quando o elemento de

._’
volume e reduzidoe a um ponto, & razao | F l [
] volume superficie

tende para zero, i1l.e.

Ao / pf'a) / / u/yerfzcre /

V-0
Fm ocutras palavras: passando ac limite - elemento
infinitesimal de volume —* ponto matematico - a contrituigao

dominante & forga total agindo sobre ¢ elemento provem das for
gas que agem sobre a superficie do mesmo,

£ pois suficiente especificar as forgas por unidade

de arca agindo sobre qualquer elemento de Area localizaedo no

salide. Para tql firnalidade, introduz-se [e.g. Callen 14960 )
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- <> o P .
um tensor de tensao ‘t(f) ., cuja componente ( ﬁ/ 1 é defini

da da segulnte maneira:

oAy .. -
29-03)= componente { ¢f ] do tensor de tensag na
- = -
pusigao b = Fforge por unidade de area a-
gindo ao longo da diregao i sobre um ele-
- . => )
mento de area locelizado em + cuja normal
aponta, da superficie ﬁara fora, ao longo

da direcac }j.
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1.3 TERMODINAMICA DO EQUILIBRIOQ EM CRISTAIS

Foi mencionado na segao anterior que a realizagao

de trabalho mecanico sObre um sistema fisico permite (e.p.Cal-

len 18960 ) que seja medida a diferenga de energlia interna en-

tre quaisguer dois estados de equilibric do sistema.
Ora, sabemos da mecanice que trabalho pode ser cal-
culado desde gque as fOrgas envolvidas sejam especificadas e a

relagan geométrica entre guaisguer dois "pontos"” adjacentes

no "percurso de integracgac" { no "espago de coordenadas" rele
vante ) se&ja ccocnhecida.

Estamos prontos pois para calcular trabalho mecani-
co no caso de soiidos, visto que nas duas segdes precedentes
tensores foram intrcduzidos que descrevem a relacao geométrica

entre diferentes estados de um sdlide ( o tensor de defarmagiol

e as forgas gque atuam sObre o mesmo { o tensor de tensac ).

Fara maior generalidade, levamos Em conta na segao
1.2 a possibilidade de tensac variar com a posigan. Contudo,
os métodos experimentais dec maior utilizagic no estudo da n&ai
ticidade envolvem & aplicacgao de forgas externas que resultam

em tensoes homaogeneas ( isto. &, independentes de posigao | e

por consepuinte concentreremcs nossa atengéo nessa casa espe-
clal de grande relevancia.

Callen [ 1960 ] e Wellace ( 1972 ) demaonstram
que o trabalhc mecédnico feito por um solido de velume YV con-

tra uma tensdoc aplicadae { representada pelo tensor {'tg} ]
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¢ dado, em primeira ordem na deformagao que dela resulta, pe-

la seguinte expressao:

JW-*V S 6{71,_] ’ (1.3./)

Combinande a primeira e segunda leis da termodinami

ca, a variagao na energia interna ( LJ ) de um sdlido pode s

S8r BXpPressa comag

A= TdS +V 3 ey dy,, (1.3.2)

Por outro lado, & variagac na energia livre de

Helmholtz F [ U - TS ) & dada por:

dF =~ SdT + VZ 2 Ay (1.3.3)

Os resultados ( X. 3.2 ) e ( I, 3.3 ) descrevem
( em primeirs ordem 1 as variacdes nas energias interna e 1li-

vre de um sotido quandu a sua canfiguragac € alterada em vir

tude de tensoes aplicadas.
Utilizando uma notacao anédluga a de Wallace [ 1Y72 )

designaremos por:

-3
XO

i

configuracao inicial do sdlido

x|
H

configuragao final do solido
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A "transigao " entre a configuracgao inicial e a fj

<>
nal & efetuada através de um tensor de deformacac q apropris

do, i.82.

X

X,

Para uma configuragao final arbtitraria, podemcs pois

escraver as segulntes dependenciaes- funcionais:

Us=U(X S)
F=F(X,T)

{ Pare fluidos, convém lembrar ( g.g. Callen 1960 )
'que U e F eram, respectivamente, fungoes de Ve 5 e V o
T ).

Uma inspecac de ( I. 2.2 )Y e ( I. 3;3 ) dindica

que as varidveilis dependentes sao, por um lado, temperaturasa

e tensao (U ) e, per outro, entropia e tensdao { F ).

Com efeite, { I .3, 2 ] leva-nos & aobter:

’L’,,_-—__' (I,_:j’. 4’/)
370 57

( ) (T.3.5)
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{ 0 subsecrito q indica que a derivada € calculade

para configuragao constante, ac passo gue 7'

significa que
todas as outras cemponentes da deformagao sao mantidas cons-

tantes ao se diferenciar em relagdo a VL} I

De maneira analoga, ( X, ,3.5% ] dmplica em:

(I.3.6)

As expressoes ( I, 3. 4 e € 7.3,.6 ) sao de
grande valia no estebelecimento de uma relagac entre as pro -
priedades termodindmicas de diferentes configuragdes de um 06
lido. Por exemplo, € interessante indager ds relecgao ontre

- -
U ( X, JS Y e U X, [ Y.

Supcndo gque & energia interna U & uma fungan con -

t{nua da configuragdo e da entropie ( o que significe gue Lran
sigoes de face de primeirs ordem (e.g. Callen 1960 ) estao
automaticamente excluidas do fermalismo que =2 sepue ), pode-

se expandir a mesma em termos dos parametrcs que descrevem a

.3

—
"passayem" de X para x , & saber, a5 caomponentes Sl
3 o LJ
—3
deformagac, medidas a partir de Xo
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U(X,5)-U(K,8)+ %: /—fﬁ-) 74+ Z( 37:92;’7{!) i ac

( 2 entropies & mantida constante & as derivacas sao calculadas
-
na configuragao inicial X; 1.

Definindo ( e.g. Wallace 1972 )

s .
8{]’464 Z constante elédstica adiabatica ( {-J'té'g )

___g_( U ) (I.5.8)
4 2?75.);87@557'

onde agora -q' significa que todos os compunentes da deforma

a0 que naog - sao mantidas constantes e utili-
Foc 1] "Vt y

e
zando ( X, 3. 4 1, U(X}S) assume a forma:

UES)=U(X,,S)+ Vz & M+ _—ZL v § ch‘éﬁ VefTed e
)

AL
" -
Uma expansz0 para a energia livre f:6¥}7j pacde tem

‘bém ser obtida sem grande dificuldade:

FXT)=F E ’§
.KX}T) f:(); 77 + V g 7g + 2V Cyn£ 7bj@f

é_f/‘g

cnde agora
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Hi

constante elastica isotermica [u;%/ﬁ ]

v [ &y.. 3 ’ T
/‘:f 7{.‘:6 7‘?!

Ciihe

As constantes eldsticas ( F. 3. & e | I.3.9 )
estac também envolvidas no estabelecimento de uma relacaoc en -

tre tensoes e deformagoes gque inclue & cenhecida lel de HMooke

{é.g. Nye 1861), sendo contudao mai; geral do gue ela.

0 fato de que deve haver alguma relagac entrs ten -
soes e deformagoes pode ser facilmente entendido se nos dermos
conta de que gualquer mudanga nas émndi@&es externas 2s guails
0 sdlido estd submetido ( por exemplo, um aumento de tempera-
“tura j Uca;iona um.rearranjo dos atomos do ealido, izio &, in

duz uma deformagéo. Por sua vez, isso significa que as forgas

egindo soObre gualguer elemento de volume do s0lido, sendo que
essas dependem da dispcsicaoc relativa dos atcmos, sao também
alteradas -~ ista &, uma tensao & induzida.

Wallace { 1972 1 demonstra gque, em primeira orden

nas deformagoes, as tensoes variam da seguinte maneira:

s .
(X S) f‘:/( c;S) + § Eéjqé'g 7}6&'1'. (1.3./@)
4

-3 - ol
zlJ. (X} T): t'é/. (X‘,,T) + E gajéz _7&& + ... (1,3’. //)
£L
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ande

5
B'K’f = coeflclente adisbdtico ( r.:/éﬁ )} de_rigidez elas

tica =

-2 ’él)-f-f

- : S
"j/r¢‘§£ £é+“éc; Tk 4l - LR

(I.3.12)

T ..
Bf:j/(’fs coeficlente isotérmico | (,Jué/e ) de ripgidez elas

ticas
-
=4 (7 G * G Gia * T Gl TG dee — 27 )t Cyec
(I.3.13)

'{ Os variaos parametros que aparecem nas definigdes ( JF.3./2 )

e | I. 3./3 ) acima referem-se, & claro, & configurogso ini
—
cial Xo 1.

Utdlizando ( L,2./8 J.e ( I, 3./ ) cbtém-se cs

derivadas de tensdc-deformacgio:

5 .
(__32-,;_.)3 Biiee (L. 3.14)
9’7.&4 fos

( ) = 5(;42 (1.3.15)
92@5 T7 '
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0 inverso do tensor de ripidez eldstica & chamado de
tensor de elastica e € definlido { Wallace 1972 )

da seguinte maneira:

E 52ﬁ€[ éi{”u1::; ébéf éiém” = Ei(ghmc%h +<%"‘§;”)
&L

L
(I.3.16)
Invertendgo-se as derivades [ I, 3,/4 le( T.3./5)
obtém-se pois:
3;5. 3
Ll = Sy (T.3.1%)
'?t%( St
P T | |
2Ty = ‘SQ%Z (I@K/{)

Duas derivadas de grande 1importancie dos tensores de’

deformagéo & tensao sac as seguintes:

/Qéig'componeﬂte ( éj ) do tensor de defermagaoc térmica =
- ( 371 (r.3.19)
:97_,r

_bn T componente [ {/ ] do tensor de tenséo tarmica =

- / Ay (1.3 20)

Estas derlvadas peodem ser relacicnadas se escrever-
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mos Tz = T:j, (’?7, 7) ~ dal:

(9%5 L / ) AT (I 2 21)

Para tensao constante, esta relacao se simplifica:

(&%@)/)

Em vista de { Z.3./8 1,0 I.3 /9 el I. 3. 20 1.

Z 44:/44 (1.5.22)

Utilizando { X. 3./6 ), obtém-se o resultacdc equi

- .3.23
_._§ Siee by (1.3.23)

Duas relagoes de Maxwell { Wallace 1272 ) sac de

sggue~-se gque:

valente:

grande valia:

/—igi..t =L ‘97_) (1.3.2%)
( ) - _ 1 [3S (1.3 25)
V 87{:‘}' 7—?,

Se & uma fungao termodinamica gualquer, as deri
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vadas dessa fungao em relagao As componentes de tensao e de-

formacao podem ser ligadas escrevendo-se

) 2 ) )
‘;75; ' Tt Iy 377LJ Ty’

e utilizande a definigao ( IX.3./5 ) dos coeficientes de rigi

dez eldstica. Obtém-se:

Gy =0 oea (322)
7 [yt Y (3t Jre

Se W e uma Fungao de temperatura e tensao,

AW - E (_?_‘;‘f’_ Az, +(5W AT
oz, Jr ¢ BT
{i I

Por conseguinte ( conferir ( T. 3,20 I

) () Sl oo

Capacidades calorificas podem tamhém ser definidas

para sdlidos. As duas mails importantes s3o:

C. = capacidade calorifica a configuracho constante =

1

= T/2S_ (I.3.23)
o7



.36 -

C = Capacidade calorifica a tensao constante =
~ = tensao
- 7 /8s ' (L.3.28)

a7

Para fluidos, € sabido que as capacidacdes celorifi-
cas analogas | CV e CP ] sdo diferentes, Para solidos, veri

fica-se também que
A diferenga pode ser calculadsa [ Wallace 1472 7 e

crevendo-se:

f?:-S]?Zyl7i}

e
AS- [3S) aT 4 § /’ )
QT ?]g Tt
Das definigoes ( I.3./9 J.0 I.3, .20 Vo (Z.x. 2%
e ( I.3.28 ) & da relagéo de Maxwell ( I, 3. 2% )., ro-

sulta que:

Cp - Cp==TV) 4
. 5
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ou entao (cf. ( X.3.22 1 1

-
Co=Cp=TV > 34;413/”{,'/5,@

kL

A diferenga entre as constantes elasticas adiabati-

cas e lsotérmicas pode também ser determinada sem grande difi

culdade ( e.g. Wallace 1972 1.

Com efeito, dividindo-se ( 1,6 3. -2/ 1 por aﬁ%ﬁ

a S e 7' constentes, obtém-se

9& ) / )
(‘97& Syt / ee /Ty 5’7;@1 s7’

Portanto (cf., ( Z.3./4 1,0 ZT.3,/5 ) e

¢ L.3.20 1 1:
S
5@%1 - yéﬁ = é // /)
N /5y
Por outro lado, da relacao de Maxwell ( I, 3.2%
e da definigao ( IT. 3. 2% ], segue-se qun;
(VT) y
£
‘97@5 Sy!
Tendo em vista as definigoes ( I,5 12 ] e

¢ I.,3./3 ), finalmente chega-se ao resultado:
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b

‘eér'éé’ “ «w (TV) 9] »éé

ou entao (cf. ( I.3.22 1 0

Cg,ez - géﬁ [TV)Z ( ymn/mw)(%zpﬁ /fo;)

n np«?

Esta 0ltima expressac pocde ser simplificada introd du

zindo o tenscr de Grineisen de um Sclido [ Wallace (1672 ),de-

finide por analogia com o parametro de Grineisen de um fluido,

g saber (e.g. Wallace 1872 J:

¥= perametro de Gruneisen { fluidos) = ( )/ )

Por conseguinte:

<
t

componente ( Lj } do tensor de Gridneisen =

]
_ /95)
Cy 9% /1y
A relagao de Maxwell ( X.®, .25 ) e a definigao
( I.3..2¢ ) mostram que ¥ e b.. sac proporcionais

(;J [,J

um ac outro, isto & (cf. tambeém ( I, 6 3. 22 I I
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= V -V T
A/LJ-*(-C———)%'-Z,— E E{ié.ﬁ/{éﬂ,
7 7 %

£

Finalmente:

Ny

el 7¢,) v
Coer = Coue =/—V—-f) Y due
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T.4 TERMODINAMICA DE PROCESS0S IRREVERSIVEIS FM CRISTAIS

a. As Duas Hipoteses Fundamentais

Ate agora, tem ficado implicita a hipdtese de gue

us processas termodinamicos descritos pelas relagoes coletadas

na Segao I.3 sao reversiveis. Contudo, a verdade € gque pro -
cessos estritamente reversiveis constituem nada mais que idea-
lizagoes, pols toudos os processos na natureza sao, em maior ou

menor grau, irreversiveis. Para sermos mais especificos, as

palavras respeitadas de Sommerfeld (p. 19 de Sommerfeid 1955 )

vem a calhar:

]

Y We shall begin by emphasizing the difference brot-
ween reversible and irreversible processes.

Reversible processes are not, in fact, procecsses at
all, they are sequences of states of equilibrium, The prcces-
ses which we encounter in real life are élways irreversible
broceases, pProcesses during which disturbed equilibria are hLe-
ing egqualized. Instead of using the term "reversible preocess”
we can also speak of Infinitely slow, guasi-static processes
during which system's capacity for performing work is Fuily
utilized and no energy is dissipated. In spite of their not
being real, reversible processes are most important in thermo
dynamics because definite equations can bhe obtained only by
considering reversible changes: irreversible changes can cnly
be described with the aid of inegualities when egquilibhrium

thermodynamics 1s used”.
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Dedicaremos pois a nossa atencan agora a termodina-
mica de processos irreversiveis em cristais.

Nas diccussoes usuais da termodinamica de processos
irreversiveis f(e.p. de Groot e Mazur 1962 ), a primeira e fun
damental hipotese € que tals processos podem ser descritos pe-
las mesmas variaveis termodinamicas gue sdo adequadas a des-
crigao de processos de equilibrio -~ isto &, parte-se ds hipg-
tese de que continua a fazer sentido falar em temperatura,com
puﬁentes de tensac.e deformagao, etc.

Aceitarndo-se esta hipotese, a propris natureza dos
processos irreversiveis ( imagine, por exemplo, conducgao de
calor ) exige que as variaveis de equilibrioc selecionadas se-
jam fungoes tante da posigao como do tempo, isto e,que se A é
uma varidvel termodinamica qualquer, A = R(F%t).

A utiliragao de variaveis termodinamices de equili
brio dependentes da posiqéo e do tempo representa por conse -
~Bulnte o primeiro passo na formulagao da termodinamica irre -
versivel.

A sepgunda hipotese & que as relacones termcdinamicas

pertinentes ao sistema em equilfbrio sao tambem validas, quan-

do expressas em termos das variaveis dependentes da posigao e

do tempoe escolhidas, para gualguer volume "infinitesimal”™ no
. +

interior do sistema, onde por volume "infTinitesimasl" deve-se

entender { p.7Z2 de de Groot e Mazur 1962 } uma repiao gue 2

macroscoplcamente pequena, encerrando contudo um ndmerna pgrande

de atomas.
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A validade destas duas hipoteses, como a de qual -
gquer hipotese, so pode ser verificada a posteriori, comparando-
se as previsoes gue delas decorrem cam a realidade experimental,
A experiencia indica ( de Groot e Mazur 1962 )} gue uma numercsa
classe de fenomencs irreversiveis, fendamenos envolvendo um pe-
gueno desvio de uma situagao de equilibrio termodinamico, pode
ser adequadamente descrita no contexto das referidas hipoteses
e & dentro deste contexta que consideraremos a termodinamica

de processos irreversiveis em cristais.

. Processos Irreversiveis e Dissipagan de Energia-

As palavras de Sommerfeld citadas anteriormente cha

mam atengado para o fato, bem conhecido da observacao diaria,

gue o restabelecimento de equilibrio e um processo irreversi-

vel, ou seja, que dada uma situvegao fora do eguilibrio, os e
.nomenos fisicos ocurrem em " mao Gnica" no sentido de restabe-
lecimento do equilibrio. Alem disso, 2 mesma citagao tambem

indlce que a idelia de irreversibilidade esta intimamente liga-

dao a ideéia de dissipagao de energia, que censiste na transfor

magao de uma forma de energia em outra.

0 estudo de processos irreversiveis deve pois envol

ver & consideragac de processos de restabelecimento de equill-

brio e os "mecanismos" de dissipogao de energila associadous aos
mesmos. Mao resta ddvida gue este € um problema extremamente

complexe, um preoblema, na verdade, gue vem ocupsndo clentistas
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de formagoes profissionais diversas desde o tempo de Boltzmann.

Contude., scb o ponto de vista da termodinamica,o problema se

presta a uma formulagao fenomencldgica bastente simples, como

veremos a seguir.

Basicamente, a termodinamica de processos irreversi

vels deve responder a duas perguntas:

1. Quails saoc os mecanismos de dissipacao de enerpia
-envolvidos no restahelecimento de equilibrio termodinamico?

2. Quao rapidamente o equilibrio é restabelecido?

E o6bvic gue as duas perguntas estao relacionadas,
pois fisicamente & de se esperar gue gquanto mais numerosos se
jam os mecanismoe de dissipagao de energla, mais rapidamente
o equilibrio seja restabelecido. No entanto, por uma guestaa
de simplicidade, éonsideraremﬁs na presente subseg3o apenas os
mecanismos de dissipagao de energia (cf. a subsegac e para
uﬁa indicacgaoc do tipc de resposta gue a termodinamica propicia
a questao 2 acimal.

A pergunta que nos devemos fazer e pois a sepouinte:
Dado um sistema fisico qualquer e, no seu interior, um volume
"infinitesimal” caracterizado por variaveis termodinamicas cu
jos valores sao diferentes daqueles que caractorizam o equilf

brio total do sistema ( ou seja, o volume "infinitesimal® esta

fara do equilibrio ). gue "mecanismos” resultariam na variacao

de sua enerpgia total com o tempa, condicao sine nua non para



que o equilitric seja restabelscido?
Em conformidade com o enfogque termodinamico gscolnhi
do para a analise de processos irreversiveis, podemcs escrever

a seguinte relagao formal ( E = energia )

Etotal - Emecénica ¥ Etérmica }

sgndo portanto suficiente responder & mesma pergunta, separa-
damente, para E - . e E_. . .

mecanica termica
Um mecanismo que leva a variagao com o tempo da

energia térmica de um dado volume "infinitesimal™ e facilmen-

te identificavel - referimo-nos, e claro, & condugao de calor,

ou seja, o transporte de caler de um ponto para outro em "res-
posita” a um gradiente de temperatura.

Quanta 3 variacén da enerygia mgpénica com 0 tempo,
faz-se necessaria uma reflexao mais cuidadosa. Afinal de con-
tas, o estudovda mecanica nos ensina gque enerpgia mecanica pode
ser dissipada devido a causas as mais variadas. Fenomegnologi-

camente, podemos contude atribuir esta dissipagan de energila

mecanica & existencis de "fricgdo interns”. termo esse ao mes-
mo tempc tao vago e tao geral, gue <G adquire um significado
prético a partir do momento em que s¢ assoclia ao maesmgo uma foi
mulacao analitica adequada aan problema em guestao.

Do pontp de vista termodinamico, a condugao de calor

e a fricgao interna ( também conhecida como viscosidade, cf.

Landau e Lifshitz ( 1959, 1467) ) constituem poils os mais sim-
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ples mecanismos de dissipacao de energia assoclados a proces-
sos irreversiveis. Convem ohservar que fricgao. s0 aparece

quando o volume "infinitesimal” & fourgado a se movimentar, ac

passo que condugéo de calur ocorre mesmo na ausencla de mevimen
to . Em ocutras palavras. fricgao interna e condugao de caler

dizem respeito a situagoes fisicas basicamente diferentes,

ainda gue o produto final de gualguer processo dissipativo se
ja calor. Isto significa, por exemplo, gue na passapem deg uma
onda atraves de um meio, em principio & necessaric levar = em

conta ( pelo menos ) os dois processos.

A natureza geral da argumentagao apresentada logo
acima indica que ela se aplica tanto =& liquidgi quantoc a Eéii'
dos, a diferenga entre estes dois estados da materia no que
diz rgspeito aos referidos preocessos de dissipacao estando gég

nos "mecanismos” dos processecs e sim tao somente na formulacao

analitica dos mesmos.
£ demanstrsdo na presente segao ( subsegoes ¢ e d )

gue 0s processos dissipativos de conducao de calor e fricgéo

interna podem ser formulados analiticamente utilizando-se va-
riaveis termodinamicas usuais - por exemplo, componentes de
deformagao e temperatura [ dependentes, & logico, de pesigan
e tempo ). Contudo, & licito indagar se porventura existem ou
tros processos de dissipagao de energia gue n3o se prestam o
tal formulacao.

A complexidade inerente a gualguer sistems de mui-

tos corpos { tal como um cristal } e o fato de que a termoﬁiné
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mica "ignora"., por assim dizer, a constituigao microscopica

do sistema que ela se propoe a descrever, leva a conclusao i-
nevitével de gue uma descrigao termodinamica €, sem dlvida-al-
guma, incompleta. E£m outras palavras, certamente existem pro
cessnos de dissipagao de energia gue exigiroo uma formulacgao
que va além da formulagao "superficial” propiciade pela termo
dinamica.

Pode-se dizer, de maneira concisa, que tais proces-
sos envolvem a transféréncia de energia pare graus de liberda-

de internos ( pp. 226-734 de de Greoot e Mazur 1962 }, o ter-

mo "interno" indicando gue ©os graus de liherdade em gQuestao
nao sao levadds em conta por uma analise termodinamica conven
cional. Em geral ( e.p. capitulos X e XII de de Groot e Mazur

1862 ) tais graus de liberdade internos sao considerados graus

de liberdade relaxantes e o estudo dos mesmos envolve pois o
conceito de relaxagan.

ﬁelaxagéo, convem recordar, € a "resposta” retarda-
da de um sistema fisico a um "estimule” aplicado (p. xii de
Daniel 1987']. Como nenhuma "resposté" na natureza & instanta-
nea, a relagao entre "resposta” e "ectimulo” pode sempre  ser
déscrita atraves de um processo de relaxagac adeqguado ( pelo
menos na aproximacgao de que resposta e estimulo san simplesmen

- i :

te proporcionais um ao outro { Kubo 18357 ) J-

0 carater geral desta definig3o exipge par conseguiﬁ
fe que uma especificagac mais precisa seja felta do que a8 de-

ve sntender, numa situagao qualguer, como relaxagao. No NOsso
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caso, sera suficiente estabelecer, no contexto da termodinami-
3

ca de processos irreversiveis em cristals, o gue vem a ser um

processo de relaxagao .

Se porventura deparados com resultados experimenta
is que indiquem a insuficiencia de uma descricaoc termocdinami-
ca convencional, cabe-nos indagar gual preocedimento deve ser
adotado. Um procedimento possivel, & claro, consiste na intro

dugao de novas variaveis. Em principioc, tais variaveis adicic

nais poderiam nao exibir gualguer rélaqéo com as variaveis ori
ginalmente escolhidas - scmente uma analise cuidadosa tanto do
sistema como do processo em questao poderia cdeterminar se qual
quer relacao deveria de fato existir. _Nesma assim, seria dese
javel poder descrever tal situacao aproveitando a simplicidade

que advém da uvtilizagdo de varidveis de equilibrio para descre

ver sistemas fora do equilibrio. A questan & saber se isto e
factivel.

A respostas & que, fenomenologicamente, isto vode

ser feito. Se isto deve ou nao ser feito nume dada situagac
€ um outro problema, um prohlema que quigé deva ser resolvido

a posteriori, comparando-se as consequencias da mals simples

modificagao do formalismo usual com dades experimentais ja
disponiveis ou potencialmente acessiveis.
£ ~
A ideia basice desta mais simples modificagao do
formalismo wusual ( provavelmente utilizada pela primeirs vez

per Herzfeld e Rice ( 18258 ) )} em estudos de absorgac de som

pur gases, de acordo com a resenha de Markham, Beyeor e Lindsay
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(1951) ) & a introdugao da fac-similes "internos” das variave
is termodinamicas convencilionais. Em outras palavras, a descri-
gao de processos irreversiveis envolveria agora, por exemplo,

uma temperatura "interna” e uma defermagao "interna” no casc de

solidos.

0 conceito de relaxagao & entao utilizado ao se fa-
zer a hipotese de que a variavel "interna” ( ou varidveis ] re
laxa pafa o valor de equilibrio loral [ convém lembrar gque as

variaveis dependem da posigdo ) da variavel "externa” correspon

dente num tempo caracteristice, o assim chamado tempo de rela-

Xagan.
Medindo-se a"influencia” de uma dada variavel termo
dinamica através da derivada segunda do potencial termodinarico

adequado em relacaoc a variavel em questao ( por exemplo,

dP,f_(é‘zF N afs‘z,_ﬁsz e
. Vi, 7%y,

onde F € a energia livre de Helmholtz, o que significa gque as
derivadas scpundas constituem, por assim dizer, "constanteso de
proporcionalidade” ), a influencia relativa deo variavel "inter

"

na pode ser caracterizada pela razaoc entre as derivadas segun

das correspondentes. No caso de uma temperetura "interna’,

especificos "internc” © "externo” ( total J.

A variavel "interna” e pnis eliminada e ©o seu efpito

levado em conta, fenomenolopicamente, atraves de um tempo o re
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laxagao e um parametro de "influéncia relativa“.
Em termos do conceito de estimulo-resposta, pode-se
dizer que ¢ estimulo excita, além dos graus de liberdade "exter-

nos"”, responsavels pela maior parte da resposta ohservaeda e
caracterizados poer um certo tempo de relaxsgao, graus de Yiber
dade internos anélogos. cuja respoesta contudo & "atrasada” 17

relagao a dos graus de liberdade externos correspondentes.

- Lo .
Esta formulagao fencmenollOgice envolvendo a utiliza-

gao, na descricao de processos irreversivels, de variaveis ter
modinamicas “internas", & o que se deve entender, no contexto
da presente tese, como uma farmulagdo gque inclue processos de

relaxagao. )
Do que foil dite anteriormenie, & clearo gque & licito
falar na relaxagao de uma variavel que 130 estd relacionada
com qualguer variavel termodinamica. Com efeito, situagoes ha
vera em gue isto nao so sera licito como essencial.

Coﬁtudo, 50 nos casos em que se pode definir uma
"dupla” externa-interna de variaveis termodinamicas & que a
variavel adicional podera ser parametrizada através de um
tempo de relaxaq%o e uma razao de derivadas termodinémings per
tinentes.

Cremos ser razoavel a afirmagao de qgue este @ 0

ponto de partida mals simples para uma analise mais "sofistica

da" de processos irreversiveis. Na prescnte tese, foi cste o
ponto de partida adotado.

Em resumo: tres "mecanismos” de dissipagaoc de BNEC
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gia foram identificados em cristais, & sabar cundugéo de calor,

fricgao interna { viscosidade ) e relaxagac ( no contexto dis-
cutido acima ). Estes tres processos sao formulados analitica

mente No gue se Seguei.

c. Condugao de calor

Seguindo & sugestao feite na p. 1066 de Landau e Lif-
shitz ( 1967 ), comegaremos escrevendoc uma "equagao de continui

dade” para a densidade de calor Q(r,t}, & saber:

2 2 hi 7 o . I.%./
o Q(’r’)-f-VJé(r-)?’:)_—_O ( )
onde

—

JQFr,tJEE fluxo de calor [ calor/area-seg )

( convem observar que embora ( Z. 4./ ) seja o ponto de par-
tida de Landau e Lifshitz [ 1867 }, estes autores so considera

ram o casc de solidos isotropicos ).

Fenomenologicamente, a temperatura & a&at¢ componentes

da'deformaqéo dependentes da posicac e do tempe, a saber, ros-
. = — .

pectivamente 7-03t) e {7€j(rjj} . podem ser escritas da

sepuinte manocira:
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T(Rt)=T + AT (R t)  (1.y.2)

G (Ft) =7, + a7, (7t) (.4,3)

oende T e 1?& sao os valores de gggjlibrio total da tempe-
: . 3
ratura e das componentes de deformegao, sendo que Aﬁ?}ﬂ;ff) C
—’ - : ]
{:ﬁnéj(r;ti} representam, por hipotese, peguenos desvios em
relagao a estes valores.
Supondo, além disso, gque o volume "infiniteszimal"”

- - . -
centrado em r so pode trocar calor com a vizinhanga, entao

AQ(Et)= T(RE) AT (F2)

onde G{F;t) e a densidade de entropia [ esta relacgan corres-
ponderia a sepunda lei da termodinamice do equilibric J.

Em termos de T(r.t) e {?“j(ﬁfﬂ} , pode-se escrever:

Ac(Pt) = (90‘ AT(rt)+2_ /‘3“") Ay (7€)
7

as derivadas referindo-se a situacao de equilibrio.

Antes de prossegulr, convam ressaltar gque em vista

de estarmos lidando com uma dentidade de entropta, a vwtiliza-
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gao dos resultados da Segaoc I.3 deve ser precedida da divisao
por V, o volume do sistema.

Tendo essa observacgao em mente, obtém-se por exem-

plo ( cf. ( I.3.2% ) )

(T I

ande f)'é a densidade e ¢ € o calor especifico a confirpura-

7

¢ao constante

Além disso (cf. ( TX.3.28 V,( I.3.20 el 1.3.22) )
ch
(;_m_ }) 41422/21
e/ £
Em outras palavras:

8o(i)= (£4)ATEY ) Gy f, 475 5 - (2.44)

LjEL

NDesprezando termos da ordem (AT}Q', (AT')(A.,,?U)

ohtém-se pois:

TR A0(7) = pey AT, c)an ke g 4 (70

/.J “

& a equagan de continuidade para a densidade de calor, EQUAGAGC

{ I.4,1¢ }), passa a ser escrita como
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6, A'f‘(Fj-t)+TZ Clve P 45, (72)= - 7.7 ()
/ ijbe ‘
(1.4.5)

Em geral se supoe e.g. de Grooet e Mazur 1967 ) que

(
'—)-)
o vetor de fluxo de calor, J; (r/t) € especificado pela lei

de Fourier (pp. 152-157 de Sommerfeld 135% ), que rere:

(f (Ft)). = - Zm 2 _3% (AT(7Y)) (1.9.¢6)
VA

onde A € a componente {ij) do tensor de condutividade

J

"termica.

A equacgao ( I, 4.5 ). suplementada pela hipdtese
{ .4#.6 J, constitue a formulacgao analitica do processo

irreversivel de condugdoc de calor em cristais (cf. equagao

{32.2)} de Landau e Lifshitz (1967), a equagan analoga no ca-

sp de solidos isotropiceos). € importante observar que a mesma

envolve temperatura e compenentes de deformacgao.

d. Fricqig interna ( viscosidade }

Como ocbservamos anteriormente, atrihuir a dissipac&u

de energia mecanica a presenga de "fricgao interna", aindo que



1{cito fanomenclopgicamente, carece de significaedo pratico ate
que este mecanismo de diésipagéo sela formulado analiticamen-
te. No contexto de uma primeira analise, o gue nos devemos per

guntar & qual seria a mais simples formulagao anaiitica - do

mecanismo de fricgao interna.

A resposta pode ser encontrada em gualguer texto de
mecénica {e.g. Goldstein 1850 ) e consiste em supor que a fric-
gao lnterna da origem a uma forga, gue se gpoe ao movimento e

leva por conscguinte a dissipagao de enerpgia, que €& proporcio-

nal a velocidade. £ fato conhecido fque o fenomeno da fricgao €

complexo e que, a rigor, nao ha qualquer razao paro se esperar
que tal hipotese possa descrever uma situacao real - uma forga
proporcional a velocidade representa tao somente a forga de ex

pressao analitica mais simples gue leve & dissipagao de energia

mecanica.
No caso especifico que estamos considerando, a velo
cidade Bm questao seria a velocidade do "centro de masss" do

volume "infinitesimal”. Designando por ﬁ{?,t) o deslacameznto

deste centro de massa, a forga de fricgao interna seria pois
. o
proporcional a uwir,t}.
Contudo, esta expressao analitica nao corresponde-

ria ao resultacdo fisico de que se o sistema, como um tedo, fos-

se submetido a um deslocamente ou a uma rotagaoc uniforme, nau

deveria haver dissipagao de energia mecanica. Em outras pala-
) - - -
vras, que se, para um dado t , ulrl) = constante ou ulr) =
e - :
= ¥ ,0 termoa dissipativo deve se anular.
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A mais simples fungao da velocidade que se anula pa

ra as duas situacdes acima & ( p.121 de Landau e Lifshitz 1967

F(u,( a) au_ (r-t) Qxll-(ﬁf)
6&9 2z,

Recordando a definigao ( 7. 4.4 ) do tensor de de-

formagao,

py B0 = L [Pt 20y
7 2 | 3z; Sz,

resulta gue a mais simples expressao analitica para a forgs de

fricgao interna num solido deve envolver produtos da forma

Yite Ty (7t

onde

P
—

’l)kate == componente /r:jdé,g) do tensor de viscosidade

A componente 1 da forga de fricgao interns apindo

sobre um elemento de area cuja normal aponta ([ do dentro para

- /
fora ) na diregao j , designada por QU . seria pois

) . ‘
%= Z Ykl Dy - (I.4.%)
L4

[Gompare com & relagao analoga, eq. 34.4 de Landau e Lifshitz

(1967), para solideos isotropicos ).

1:



A relagao ( I.4%#,% ) envolve componentes de defor-

magéo. Por uma questao de consisténcia, devemos por consepuinte

obter uma expressaec para o tensor de tensac que também envolva

componentes de deformacao.

Utilizando as hipdteses ( I. %, 2 1 e { I, 6 4.3 1.

podemos escrewver,
Az (7€) = [28 ] AT(RE) + (é’.@_ 4, (Ft)
y / 97 ’ 2 FE £Z
7 72

Partindo dos resultados ( . 3,20 ) e ( XL.3.22 )
e (| I.3.¢45 ] obtém-se:

— T " 7 3
A5y (Pyt )= ) CounlpG) _ Coee f 27000
£ B 74

(7.4 ¢)

Adicionando-se a ( I.4#, 6§ )
( Z.4.% 1.

o termo dissipativo

resulta finalmente a seguinte expressao para o

tensor de tensao:

R 7 s E - s
/I'Z;/ {I‘;?‘.Jz E {CLJ/\E (ﬂ%’ﬂ( :~)i)—&EAT/r;,r))+%.M A?/‘i(rjf)
- £L )

(r.4.9)

A relagao ( I, 4,49 )} especifica a componente (i)

de tensor de tensao ( forga / unidade de area ) como fungao
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tanto da posigao como do tempo. A especificacgao de ZEj e su

ficiente para que se determine a eguagao de movimento do deslo

- ,
camento q[?,t J do "centro de massa” do volume "infinitesimal”

- - - £ .
centrado em r . 0 resultado e (e.g. pagina 135 de Kittel 1u71)

+ 4 —» _ e [
p; (Ft)= g 'é% (47 (;t) (1.4.10)
: J
J
onde p ¢ a densidade de massa do solido.
A eguagaoc ([ I,¥./0 ) € basicamente uma equacgao
"mecahica” [ lei de Newton ), ao passo que ( I, ¥, & 1 e

basicamente uma equagao "térmica". E essencial ressaltar, con-
tudo gue ambas envolvem temperatura e componentes de deforma-
gao., Em outras palavras, a rigor nao € adequado considerar a

elasticidade e a termodinamica separadamente - em principio ©

sempre necessario considerar a discipline "hibrida” da termae-

lasticidade.

e. Relaxagan Térmica

A discussao apresentada anteriormento estabeleceu o
gue se deve entender. no contexto da presente tesc, como um pro
cesso de relaxagaan. Seremos agora mais especificos e cansidera

remos © caso em Que 0s graus de liberdade "internos” do cristal

podem ser caracterizados termodinamicamente por uma temperctu-




ra interna T! (?.t}, o processo atraves do qual esta atinge

a temperatura de equilibrio local T[?.t) sendo denominado pois

de relaxagao téermica [ para liguidas, cf. Mountsin 1964 ).

£ Gtil fazermops uma peqguena digressao para gue fique
mals clara a fisica do processeo em guestao.

0 emprego de variaveis termodinamicas de equilibrio
que sao funcoes de posigao e tempo implica na ideia de eqguiid
brio termodinamico local, ou seja, gue & licito caracterizar o

"o . . " =
velume "infinitesimal centrade em r por certes valores das va

riaveis de equilibric uswuais, valores esses que podem contudo

ser diferentes daquelcs gue caracterizam o volume "infinitesi-
mal” centraduhem . Eventualmente, se deixade a sua propria
sorte, o sistema atingird o estado de equilibrio termodinamico
tofal, caracterizado por valores de temperaturs, pressao, etc.,
que nao mais dependem de posigac ou tempo.

Esta discussao supere, de imediato., a ideéia de que
0 astabelecimente de equilibrio termodinamice envolve pelo me
nos duas escalas de tempo: um tempo ("curte”) gue caracteriza
0 estabelecimento de cquilibrio termodinamico ne "interiar” de
uma dada "regiao” ( equilibrio local ) e um cutro tempo ("lonpo")
que caracteriza o estabelecimento de equilibrio entre as varias
“regioes" do sistema e por consepuinte o eguilibrio termodina-
mico total ( Mori 1855, 19258, 1859 ).

Admitida » existencia de graus de liberdade "inter-

L1

‘nos”, faz-se necessaria a introdugac de um terceiro tempo carac-

terf{stico, o tempo necessario para ogue esses graus de liberda-
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de atinjam a condigao de equilibric termocdinamico local, ou se
ja o tempo de relaxacao. Tende em vista o conceilito de relaxa-
¢ao como sendo uma resposta "retardada”, este sefia um tempo
intermediario entre os tempos caracteristicos do estabelecimen
to de equilibrio locel e total. Isto &, escrevendo (cf.

( .4, 2 ) )

T(Rt)=T+4T(F 1)

T'(Ft)= T+ AT(Ft)

onde T € a temperatura de equilibrio total, a idéia de relaxa-
gao significafia que a‘dependéncia temporal de AfTﬁTtﬁ), Se-
ria mais lenta do que a de AT(}_:f) .
? Engquanto & temperatura interna ainda nac atingiu 0
valor da temperatura local (i.e., enquanto a temperatura inter
na ainda esta "relaxando” ), o estado termodinamico do volume
"infinitesimal® centrade em r depende da temperatura interna,
ohviamente deixando de depender quando o eqguilibrio entre as
duas temperaturss & atingido [ =0 existe entao uma temperatu-
ra, a temperatura lpcall.

Felta esta digressao, podemos passar & farmulagao
an§1it{pa do processo de relaxagao termica.

A primeira hipdtcse em que essa formulacao e basca-
da € a de que F(r,t), a densidade de energia livre como #un;
cao de posigac e tempo & nao s uma fungaso das componentes

{7ijO%tJ} de daformagaa local e da temperatura local
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T[?,t), como também da temperatura interna local T'[?.t],is—

-

to e, que

F(Rt)= F{:2e)), 702), TEL))

Isto significa que em primeira ordem podemos escrever

- -
( omitindo, por simplicidade, as variaveis r,t J):

AF .~_§ /_«?ﬁ) by + (2£), AT+ (26) a7’
e ] y ! 4
| 7 275 /7Ty a1y Ty

(I.4.11)

Podemos obter relacgoes de Maxwell & partir da expres-

sac acima para zﬂF: se nNos recordamos gue

._a...F....) = Z}:-j - (I.J?. 6’)

275 /iy

(,:;9; - (1.2.7)
7

e dafinirmos

GF ) = g (T
(aT, (1.4.12)
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( ¢! seria pois a densidade de entropila finterna J.

Com efeito, diferenciasndo { T,63.¢ ) em relacgao
a T el T.3,7 ) em relagao a 7£j nbtemos

() - - (2] e

Diferenciando ( 7, 3,6 ) em relagao a T' e

( I.4.12 ] em relacgao a i obtem-se
( -‘9—@) = - [2 ) (1.4.1%)
ar’ &m 777

Finalmente, diferenciando ( T, 6 3. % ) em relagao

aT' el I.4H.12 } em relagac a T, resulta:

( ( )‘r | (T.4.15)

Quandc a temperatura interna local T' entra em

i3 . ' -
equilibrioc com a temperatura local T, argumentamops na digressao

que o estado termodinamico do volume "infinitesimal” nan deve

depender da temperatura interna, o gque implica na relacan

=

37!

7

Por conseguinte,

-
A('éa'%) ZAW:Z:: ' 79 Frip AT 4+ P AT =0
7 —

7 {

It
()
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cnde definimos

F" = / az'F__)
T a7 y

F, 5( e )
T?éf 37"97’:/ 7'7’

F — ( 9'21‘:)
Pt — ;
7T a7 '2 T‘r]

Resulta pois gue

o = s ()
F7;l7 S /7&1/7'

Escrevendao

7 = 7‘/7:7{/’/7”)

entao:

(1.4.76)

(I.%.17)

(T.4.18)

(T.4.19)

(1.4, 20)
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Z /j;z )rf’,?r "t +/ ) o (c?‘f’)r

(I. y,.21)

do = E ) + /E%Z. 47 4 (Cé?: AfT‘j
97#1 TT' 7u a7 Ty 7 7

(7.9.22)

Portanto ( cf. ([ T.4%.21/ ) )

() ()., (5%) (35),

Utilizagao da relagcan de Maxwell ( X. 4 /i ) ¢

de (., ¢.42 Y. T. 4 43 Ye l I.,4,20 1 produz

(9‘&-[') - (""Z’ag) [ ; (I.4.23)
| 97,(5[ TT'y]f 97;3_{ 7-,7,- 8%0{

Também

(aa ( ) + F /?Uj/ | (1.4.2%)

Manipulagoes analogas aplicadas a ( T ,4 232 ) re-

sultam em:



(_écz_) :(95) —/—'T,T,/ﬂi) (iT_' (7.9.25)
275 rr 975 Iy I Frge V9T

%)Tf?:(%7 - Fo // )] (1.4.26)

Os resultados ( Z, .22 -1 T.4..7268 )} estabbeleccenm
as ligagoes necessarias entre as derivadas termodinadmicas de

equilibrio total, que envolvem somente os valores de equilibrio

T e {1FJ} e as derlvadas gue envolvem a temperatura interna
T' . derivadas essas que, & logico, s0 fazem sentido enquanto
a tempesratura interna estd relaxandoc.

Na presente tese, consideraremos somepte a situagao
em que por hipotese a temperatura interna T' correspondente

aos graus de liberdede "internos" do cristal nao dependae do

seu estado de deformagao, isto e,

z

Tz}’

{ Fisicamente, tal hipodtese corresponderia & fFraus

!
]

(Z.4.2%)

de liberdade "localizados” -~ e.g., numa celula unitaria - ao
invés de graus de liberdade "coletivos”. F de se esperar pals

que ela seja mais facil de justificar em cristais moleculares

do gue, por exemplo, em cristails iéqiggg. )
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Utilizando esta hipdtese e as relacgoes ( T, F./5 )

( r, 2,20 ),  X.3.22 Ve ( X 3.25 1, resulta:

/ﬁﬁ ) / ) - C’g};f.,.g (1.4.25)
97&1 TT 97,@5 T

| T
(E};;_) = /3@) = by = - E C%é/fé& (1.9.29)

(a% ) 27 )j Z Cl;,;g n (1.4.30)

(%), - /90“ o // £ (o)

(1.4 31)

onde ( cf. Mountainm 1962 )

ol e

( convém r‘ecnrdaz‘. que C7 = 7‘/32!:/97_2)7 )

Escrevando relagoes andlagas a ( I, 4, ] para

AZ;J e 40“ g utilizando ( X, 4,28 ) - ( I, 4% 31 )
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bem como [ I, 4. /2 L, I.%.1¢% Y, { T.4.75 ), as de
finigoes ( T. 4./ Y e  T.4. 17 }, as relagoes
(- L. 4. t9 1 e IT.%,20 ) e finalmente a hipotese

( L.4.2% ], obtém-se as seguintes resultados:

Az = § Ciivs (4, -4, A7) (1.4 33)
VY
A= ? Cl. B Ay b )AT 4 [F  f2T)) T a7
Az el 0 4 )T [ /5”7/7

(1.4.34)

Comparando ( I.4.33 Yel T 4.8 ), verifiea-

se que as mesmas sao ldenticas, isto €, a introducao de uma

tempcratura "interna” gue satisfazr & hipotese { I . 4 2% e
nao afeta o tensor de tensao. Por outro lsdo, se a hipotese
{ Z.4.. 2% } nao & satisfeita, & facil de ver, efetuando Mani

pulagoes analogas, gue devera ser incluideo em [ I, 4, 33 )
mais um termo, propercional a A 74 .

Uma vez gque o0 tensor de tensao nao e afetodo pelo
processo O rclaxaqéo considerado, concentraremaos nosea atoen
Cao na relagac ( I,%., 3% } para a variagao de entropia.

A caracteristica mais evidente da relacgao ( T.% 3% 1
"8 que ela envolve a temperatura.interna T'. Esta pode contudo

ser eliminada, como veremos em sepuida.
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A eliminagao €& efetuada observando-se gue a influeén
cia de temperatura Interna sobre a termodinamica do sistema e,
de acordo com a relaqéo ( Z. 4, !/l ), caracterizada pela "cons
tante de proporciocnalidade” ( aF:/aT”)Tn . Mencionamos  ante
riormente que apés T' & T entrarem em equilibric ( local ), a
energia livre nao mais depende de T', ou seja, gue (af:/37q)1ﬂ
= D.

Por outro lado, durante o processo de relaxaqéo, &
claroc que ( SFZ/ST” )T # 0. Em outras palavras, a "cons-
tante de proporcionalidage" varia com o tempo.

Vai dai que as variagoes de T' e de ( SF:/QTH )Tﬂ
com o tempo devem guardar entre si algume relacao. A mais sim-

ples relagdo & uma relagao de porporcionalidade, ou seja (Man

delshtam g Leontovigh ( 1937 }, de acordo gcom Markham, Beyer

e Lindsay ( 1851 ) ),

2 (AT )= L /37, (I.4.35)

at a7’ 7'7
onde
L = coeficiente cineético

8B a constante de proporcionalidade.
Relagoes analogas a [ I, 4, 3% } e envolvenda v
riaveis termodinamicas diferentes e potenciais termcdlinamicos

variados representam um inprediente importanteg na maloria dag
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discussoes sobre a termodinamica de processos irreversiveis
( Callen 1960; de Groot e Mazur 1962, Kawasaki 1870 ).

Expandinda ( SF/QT' )T . obtém-se ( cf.l
¢ T.4./6 -0 I.%./& 1

2 N § !
;-;—E_—{AT)— -L [ FTI79_ A?g + /ET'T aT + FT"T" AT
' &

Utilizanco ( I. 4./9 . I.4 20 ) e a hipdte
se ( X.4.27 ) resulta:

3 o a7 7 _[LF AT

(1.4, 36)

Recordamos agora a hipotese gque tem ficado implici-

ta, a saber, que T' "relaxa” para T num tempo caracteristico.

Em vista dessa hipbtese, a estrulura da equagac ( I.4.38 )

sugere a definicao ( por exemplo, pp. Z201-207 de de Groot e

Mazur (1962) ]

/! F ,,55 7 = tempo de relaxacdao (13?-3?)
le .

A equagao ( I.4%4.,36 ) pode portanto ser reescri-

ta da seguinte maneira:
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Q_(AT')_—__L./’/QZ_)AT‘AT' (1.4.38)
ot T 77y . ‘

Diferenciando ( I.#,34 ) em relagao ao tempo, u-
sando ( Z.%. 38 )}, a definigae ( T.¥%,3% ] e a expressan

!
para AT que resulta de ( I, ¥%.34 ], chega-se finalmente

ao resultado desejado:
- A _f‘- * C- . ? *
Ao+ v do= ? 4_}4’{%{& (A7y+2’d7y)+6%;z)df+ .;?.Kgi*c,j)f.d?_
4e |

(.4 3%)

Esta equagao para a densidade de entropia leva em
i
)

a temperatura interna ( suposta independesnte da-deformacan )

- -~ 4.
conta, atraves de dois parametros fenomenologicos, & o T,

que por hipotese & adequada na descrigao de processos irrever
siveis em cristais.

Conveém observar gque se T =@ ( relaxagao instantsa
nea ~ nao faz sentido falar numa temperatura "interna™ 1}, =2

equagao ( F, 4, K 3¢ ) se reduz a ( I, 4 4 }, como era de

se esperar.
. &



.70 -

I.5 FLUTUAGDES TERMODINAMICAS EM CRISTAIS

a. FlutuagOes Termodindmicas e .a Varilagdo de Entropla

No cdlcula das flutuagdes nas variaveis termodinami

cas apropriades & descrigac de cristais, uvtilizaremos o méto-
do originalmente proposto por Einstéin em 1910 { Landau e Lif
shitz 185%8; para uﬁé visao hietdrica, cf. Mehra 1975 ).

Por uma questdo de simplicidade, consideraremos em
primeiro lugar um sistema fluido. Inicialmente, o sistema eg
td em equilibrio termodindmico total, podendo ser caracteriza
do por uma entropia S ( que & fungdec de cerios pardmeiros

termodinamicos esxtensivos 1, por uma pressac P e por uma

temperatura T, Supcnhamos agora gQue uma Dpaguena por@éo do

sistema sofre uma flutuacado espantdnea, & come consuguincia
os parametros extensivos escolhidos para uma descricic termo
dindmica duo sistems [ por exemplo, no nossc caso, U,S e V )
assumem, em teal porgéa do sistema, valores diferentoes dague-
les que caracterizam o eqguilibtric total. Deseja-se calcular
a varlagao na entropia do sistems gue resulte deésa flutudggao.
Ora, se estamos interessados em somente uma peguUEN:

percao do sisteme todo, o resto do sistems pode ser considera

do um reservatdrio, Mais especificemente, um reservatoric ca

racterizades pels mesma pressac P e temperatura T que carac-
terizavam a situagao de equilibrio termodindmico total ([ alte
ragoes nas condlgbes operantes na pequens porgao que nos into

ressa sem divida alguma alterarao P e T; contudo,® tipico
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de discussdes envolvendo reservatorios super que tais mudangas
em P e T sao despreziveils). FEssa divisao artificial do sls
tema numa "pequena porgac” e num "reservatorio” @ o ponto de
partida para uma discussao de flutuagoes termodinamicas.

A variacao tatal de entraopia, designada par AS%

pode ser escrita dé seguinte maneira:

onde AS refere-se ao subsistema ( a "pequena porgan” ) e
1 - .
zﬂs ao resto do sistema { o " reservatoric" ).
Se 0 subsistems ahbsorve uma gquantidade Q de calor

proveniente do reservatorio, entao

ast - _ @
T

Aplicando a primeirs lei da termodinamica ao subsis

tema, obtém-se:
0= AU+ PAV

onde P AV € o trabalho fTeitao pelo sislema contra a pras-
sdo constante P.
Por conseguinte

8S,= 8S - L (AU+P4V)=_ L (AU~ TAS + P4V)
T T
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Em resumo: a variagao de entropia szt num siste
ma caracterizado por uma temperatura de equilibric T e por
uma pressao de equilibrio P em consequéncia de variagdes

AU}ASJAV numa pequena porcgdo deo sistema & dada por:

AS, = _ (AU~ TAS + P4AV) (1.5.1)

L
T

b. A Distribuicao Gaussiana de Flutuagdes Termodinamicas

A relagéo { I.s5.¢ )] resclve apenas metace do
problema em questac, pois ela nao contém gualquer informagas

guanto & probabilidade de ocorréncia das variagoes nos para-

metros extensivos U,S e V. Fol 8 outra metade do preblems
que Finstein { 1910 ) resolveu, utilizaendo o pdstulado funce

mental da mecéanica estatistice do equilibrio, a saber, o pos-

tulado de probabilidades a priori iguais para todos os eslacos

acesslvels de um sistema [ pp. 59fF e pp. 348 ff de Tolman

(19381 ).
Imagine um sistema caracterizado por um certo name-
ro de observévreris macrcscdpicas . Se designar
& RICOS Uy, Yy ) ere Yy gnar
mos por

=0 (g )
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o nimero de estados acessivels ao sistema ( i.e., estados con
sistentes com o vInculo de gque as observdveis macroscdplcas

assumam os valores gngz)..vé%l. a entropia do sistema €

(e.g., pagina 23 de Landau e tLifshitz ( 1858 )1 ) ™

‘S(}uffz)”'fér‘m): i L —Q(y:,gf@)“‘;g‘n)

Em outras palavras,

ﬂ(}”}i/---};’{,,) = EX/D -%i 5(}11&2)"'/??1‘{}

Ora, se numa situagac de egquilibrio termcdinamico,
todos os estades acessiveis sdo igualmente provaveis de ecdérdo

com o postulade fundemental, segue-se que a probsbilidade

P ( Yo, Yz ooy Yn ) de que certas observaveis macroscOpicas

relevantes asssumam os valores ?'ﬁyﬁi'”/gn sera simplesments

‘proporcional a £ ( y1)gl)..4}gw Yy, isto €,
P(jujl)-..;gw)‘: 4 SXP{Z/‘ S/?’}#zl"')}”)—} (L. 5—”2)
ende C & ume constentie determinada pela relagac

//“"/P/f/“ji)”';éfn)&fy, ‘?.z, "ffn -

Estritamente falandao, a relagde ( L. 5.2 ] & va-

lida somente em equilibrio. Entretanto, Einstein raciocinou
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que para peguenos desvios de uma situagac de eguilibrio, seria

1icito fazer uma expansao da entropia § }!)?ﬂd“‘igﬂ ) em

torno dos valores <#}>; <;¢.1>) .t )<?n) que maximiz;a_r_n_ a

entropia de equilibrio.

A fim de simplificer a discussao, consideraremos

54}
il

mente um parametro y. 0 que Einstein fez foi escrever

' 2 z
Sty)=S(ep) + 25| () e g BE| el
(?) (<Cf>) [? <?> g J{ 3;'7‘ ?zﬂl‘f’{}
interrompendo a expansao no termo de segunda ordem.

Numa situagao de equilibrio termodinamico, a eniro-

pla & méaxima - dai:

__8_‘5_. =0 o ‘925 £ 0
5’5, f/:(g,} ‘9}2 }=<§‘r>

i

e por consegu;nte
Sly) =~ S(<y)) - L (g <p)” (1.5.3)

Redefinindo A; ; {;ﬁ) e substituindo ( I.5.3. )

eh { 1',5 2 ] obtém-se que

P((?,) A exp[ /AJU,))

Uma vez que devemos ter
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+ 0o

J p(#)dﬁJ:! Ly

- o0

a congstante A e facilmente calculads e

Ply) = /j;;: exp "‘“‘”(A?)]

A flutuagaoc quadratica media, <(ﬂ%)2>,e igual a

dgby = [ [ty o[- (657 ]dy = £

Finalmente,

2
Ply)= 1 exp|_ _(By)_ (1.5 4)
¢ (@3,)9 o 2(@})2)

Comparandd~se { I.58.2 Y oe | I.5 ¢ ) fica
claroc gue uma expansao de zﬂSt feg. ( I. &. | Yol em
poténcias de 13?, permite a determinagao imediata da flutua-

cao guadratice média de y.

c. Flutuaegdbes Termodinfmicas em Sdlidos Cristalinos

Fm solidos cristalines, a medida essencial no calcu

lo de flutuagoes termodinadmilcas consiste em suhstituir o ter-

mo P4V (o trabalho felto pelo subsistema contra a pressac
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aplicada P ) na relagao ( I, 5,/ ) pelo termo que correspon
de ao trabalho feito pelo subsistema contra uma tensao aplica

da, a saber

W= — VZ Tg A"]LJ (—13 ’.)

Assim sendo, a variaqéo de entropia,dst_ no caso de

s0lidos cristalinos € dada per

Ast_____Tf_(AU_ms—v%__ Ty Ay ) (1.5.5)

Escrevendo-se /= L/(S)7éf) , até svpunda ardem

em A4S e A'}?g obtém-se o seguinte resultado;

au- 5? 4 +Z(87J)57 A7J [/952 f4s)s
2[/:9537 )AM}/‘J Z (9% 97&{)41/»/ Jee

{ as duas Gltimas derivadas parciais sao calculadas mantendo-
se fixa uma das variavels enquanto se diferencia em relagao &
outra, diferencianco-se em segulde em relagac a scgunda varia
vell,

Una vez que (cf. ( I, 3.6 e ( T 3. % b
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obtem-se

Asf_""‘—{(au (AS)2+‘2§ (359?7 )dSAvaJ
7
2U__) Ay Ay } (I.5.6)
)—( ga7ée)7 M

Pode-se verificar sem grande esforgo [ basta esco-
lher S e 75. como varilaveis independentes } que a equagao

( 7.5 6 ] pode ser reescritae da sepuinte maneira:

AS. =__1 1454 A oY =
s .ZT{ ) Z 79 évy ) j
ASAT.{.V% ‘dz:_,'j 75} (I.5, ?)
%

Em toda nossa apresentagac da termodinamica de cris
tais temos utilizado e temperstura T e as componentes da de
fnrmagéo {7ij} como varilaveis independentes. Manteremos tal

escolha e na relacao ( I.&5.% ] escreveremos S: S{??LJ)T)
e U= Lj(7éf’7_) : dail

AS:(_QQ AT 4+ ) (15__) A,
BT),} * = Ty K&

¢

T, - 3T T 9'(:‘:‘
g (53] 0T ) SHARC
#

Contudo, sabemos qué {ef. ( Z,5. 05 1.0 I.3. 20 )
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{ X. 3.2 le ( I.3.2% I o1

(95) _ Cl]} ) (85 :-—\/bg (Q'E‘:L) -_-bLJ » (3'"‘ ) Btii
oTh 1 oy aT op by

Finalmente:

AS, = ( ){47) +VZ Bl e A7 47, (1.5.8)

2T
L
Cemparando [ T.§5,F% ] com [ T.5, 2 } e

( Ir.5.% ) obtém-se imediatamente:

{(4T)*) = £T
€y

Para calculer as flutuagaes na deformagéo, & neces-

sario atentar para o fato de que ao intecrrcmper a ecxpensao da
entropies como Fung%u de parametros extensivos apropriados nos
termos de segunda ordem, Einstein estava deixando impl{citp
que, nessa aproximagac, & variagao de entropia pode sempro ser

gscrita como uma forma quqdrética, isto é:

AS' ,“_“Z Ay, g(? (I.5 %)

fstéd demonstrado nas pp. 346-348 de Landau e Lifshi
(1858 ) que se existem n  parametros termodindmicos Yo
' - L

sa observagao conduz & seguinte distribuigac de probabilidade
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A
| Y

onde

X =Z determinante de {O(LJ'} a matriz nxn definida por

¢ r. 5.9 ]
Landal—_l e Lifshitz [ 1958 3} também‘ demonstram que
{yry; )= 4(a™'); ~ (1.5.10)
“pnde |
(o(-—')..s componente ( (,:j ] do dinverso da matriz'{c{--}
Y — &

Supondo que <(jt'«>: <l{h>::0 ., a relagao ( I,5 /0 1
determina (AB&LA%J> , vistoc que

(d;f{ Atj) = <(g£ B <ﬁa))) {Kfj - <;J>)) = <;ff ;J) - <}j,><£’/J>

No noseao caso, comparande ( T, 4. 9 ] com

. 5. ¢ ], eonclue-se que
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[ .. v_ &

;é_. ":f"é‘(——’ (’T {./;f:,C

e tambem que , — e
- el d
& ()i p0 — -’%C (87) jue
Por consegulnte
-1
- AT (87).
<A771j‘j7ﬁ4> v ( )Ljrfd
supondo gue

Além disso, o fato de que a expressao ( L. &. & )

para zﬁst nao contém termos cruzados do tipo Afﬁdqj concuz aw
L

resultado
(AT Ay =0

Em resumc

(aT)y = AT (1.5 1)
Cy
(aTBn; D=0 (7.5.12)

4T (RT) s
<A‘7{j‘ﬁ’7fg »_{F(B )Ljéﬂ _ (15/3)
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Escolhendo tensdoc ® entropla como nossas varidveis

termodinamicas, podemos BESCTEVEr:

a7 ZLJ)S) ‘55+Z/ 7
d.; (2, )(«w 45+Z( )S’ ,

Como (cf. ( I,3./7 1. I.3./‘f ), ( ' ) e
( IT.3.28) )

@L_):j;' o) LT (9) .(?_gs_ S0
(552 0 (3] = s ()= T (3] = Siw

bt /5T
obtém~se a sepguinte expressao para Aist (egq. ( T.&5. % ) K
_,___{T(As) 4 V? Sgu (A?: ks )}
Ljfl _
Comparando a expressao acima para AE%_ com

( Z7.5.¥ Ye ( 1.,5./0 ) e levando em conta qﬁe es matri

5 : 5 Y i 4 1+
Zes {-BLJA’/E e SLJ&L; 540 1lnNversas umna da outra, rgsulia
que:

i

{as) ) =40C, (1.5 1%)

{45 sty >="0 (1.5.15)

{4z A'E’M> ( ) Lkl (1.5./6)
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I.6 A NOTAGAO DE SEIS INDICES

Comparada a termodinamica de fluidos, a termodinami

ca de cristais €& caracterizada por uma complicagaao inevitivel,
a saber, uma abundancia de Indices. Felizmente, alguma simpli
ficagao e possivel se nos reportamos a definigao ( I ./. Y4 )

da componente { éj ) do tensor de deformacaa:

ne (P = L [2mlT) 24 (1.7.9)
‘) A 3{} Sx;

A simplificacgao & consequencia do fato de que as

componentes do tensor de deformagao sao simetricas perante uma

permutagsn dos Indices i e J , isto e ( cf. ( I, /. ¥ )1,

7%/ = 7&5

Em vista deste resultado, & conveniente introduzir

a notagao de seis indices { e.g. Callen 1960; Kittel 1871 J:

I
N
N

1
o
%

i
.
Y

il

72X
Z?,

Das definigdes ( 7 2,4 Jou 7. 3 4 ) do ten

/
2
3
7
Iy
6

i
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3 . . . .
sor de tensaos 27 , resulta que tambem gle e simetricg,viz.

Z?j = ?}i

Basta ospecificar, portanto, sels componentes dos

tensores de deformacao & tensao,

{Wij} - ("7! >172)’73;'1w"15)’7&)

.. = ol > 7 il
{tgl "(LW)Tﬁ;zs;“H)“sj”b)

Em "taquigrafia”, a relagaoc [ I,3./0 ). por exem

pocderia pois ser escrita em forma matricial da seguinte

plo,
?(;?DJS): 0 J:

maneira [ supondo gue

i \ 6, &y 65 & & &\ [
e % 3‘22 23 by % & T2,
CH &, &, & & & 7 T3 /)
“y B, 8, B &5 & &5 7 | (T.6.1
(= 5 ;, E;é g ; gjsv g, ‘_i’ 6’;[ 0
g b G & & &5 \ e
Das rel_aqées ( IT.3.8 1. ( I.l3, 9 1.0 1.3 70 )

ve-se também que os coeficientes de ripidez

e | T .3,¢3 1.

slastica, B;: { na notaciu de seis {ndices ) e os

4
S..

] sao simétricos perante a permutacao dos Indices

seus Ilnvers

hE]

3

Gs

i
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e J (i,) = 1 ate 6 ), em outras palavras,

s,7T ST
g = %
5T 57
S - S.Lf

o=

Com esta restrigao, os 35 elementos da matriz

( Z. E. 1 ) se reduzem a 21 elementos independentes, como
pode ser facilmente demonstrado. Comecemos com o Indice 1:ele
pode combinar cﬁm 6 outros indices. 0 Indice 2, contudo, s0
pode combinar com S outros indices, pois 12 e 21 sao equivalen
tes. Raciocinando analogamente, o ndmero total de elementos
‘independentes € pois 6 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1 = 21.

Em resumo: uma ver que as componentes do tensor de
deformagao obedecem a relagao Téjzfmﬁ., gqualguer parametro
termodinamico obtido a partir de tais cemponentes e que seja
"descrito por deis indices & caracterizado por apenas seis ele
mentos Independentas e os descritos por guatro indices apenas

vinte e um elementos. independentes. A simeiria cristalina reg

duz ainda mals o numaro de elementns independentes [(e.p. Nyo
1961 ) e por conseguinte a termodinamica de pelo menoc oS
cristaeis de simetria mails simples pode ser tratada sewm maiores

dificuldades.
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CAPITULD II

FORMULAGCAD QUANTICA DO ESPALHAMENTO DE LUZ

a. A Interagao

Consideremos uma colegaoc de N particulas interagen-
s, a i-esima particula tendo massa m; € carga elétrica

ei . Designemos por U a energia potencial de intera-

-+ e
Na presenca de potenciais eletromagniéticos /fﬂjfj
e (P(Ef} a hamiltoniana do sisteme & dada por [ e.g.Gold-

steln 1950 J:

N . Z N
S RNCTOY S L
L=/ . £=/

Fodemos recscrever [ camo

H: /—{0 -+ Hj—ni

aonde
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”M*—"Z{z”@’ A0 0,05 )

e [ &
c=4

(z.1)

+

AN ) & e,;e;é(ré}zf)j

ot
Interessa-nos a situacgdeo em que /Tﬂif) e ?5ﬁif)

Zm et

se referem a ume onda eletromapnetica planaque atravessea o

espago  livre ¢ eventualmente incinde sobre um sistemz fisico

arbitrario caracterizado pela hamiltoniana .

{ Una vez gue massa [ proton }J = 2,000 maessa (ele
tron ) ve-se qﬁe a contribuigao predeominante & expressdao
( ./ } provém dos AZ elétrons no sistema fisico.Em
palavras, esse fTato pode ser interpretsado como indicando que
uma Qnda e]etmmwgnéﬁca interape sobretudoc com a densidade de

“carge eletronice no material J.

— 3
Utilizando o calibre de Coulomb (V‘A“—‘O, ?":0)

e Introduzindo ous operadcres

AR = Z___gm‘*

L=t

ﬂ,,) Z (;;:. S(F-R) + S(P-R)p:)

_segle-se quc h’ .z pode ser reescrito dea sepuinte monecira

(e = corga clietronica J:
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@w=j7;§jﬁwj@ﬂ{i§Aﬁwﬁ%?}ﬁ

-y
No calibre de Coulomb, o potencial vetorial /Jﬂ%t)

obedece & equagao de onde [ velocidade ¢ ) & por conscguinte

pode ser representads comao uma superposigdo de ondas plancs
Qﬁiﬁéﬂlgiﬁ que satisfazem ( por uma questac de conveni@ncia )
condigoes de conteorno periodicas numa caixa de volume V, istao
e, { e.g. Baym 1963 1},
—

AR t)=

- }7;_’ % [Afj E(£4) expﬂ(é_'-z'—'-—%t)] + /g) é“@,;}ex/p[— C(E.P- 2 z*)]jz
£a

onde AI& € a amplitude da onda (2?2) e
. u% ::-éc
. A =-/,2 { Indice de polerizagon )

L R E(EA)=0

E(42)-&(42")= b3
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— .z - -
o A= /’r}?}ﬂ)ﬁ) , onde m, n e p sao numeros intei

V%

raos arhitrarics

Quande se quantiza o campo eletromagnético ( e.g.
Schiff 1868, Heitler 1254 1, o potencial vetorial pode ser re-
presentado em termos de operadores de criagao e destruicao dos

,——’
varios medos ( £A3 ) do campo, viz,

AlPt)=

- ‘/_’__ % é‘@ ap. exp (&R -y t)] fé“(ﬁa)a% exp/-i(Z.7 - %t)]}

4

—

£A
onde

P - —
d:} = operador de destruicac do modo eletromagnético (A A )
+ . ~

déﬁ = operador de criagec do modo eletramagnetico (£A )

Sob o pontoc de vista guantico, o campo & carectierirsa

do por um vetor de estado

/?7,77-9 « v e 77 -'o)
%:A, £, A, £ A

que especifica o nimerc de fépgnq. nwaa , em cada nudu
. - ’ '{t[ n
( ’ér, /q.r: ).

.f,

Operando sobre o vetor de estado, azh e ﬂéﬁ
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produzem:

azh /..-ﬁ;n...)> = :Q@iff-v7@ﬁ ./.. .fﬁza*{};..;>

e

ﬂ;h /... P> "U>:: ;€Z£;£§ sz§1‘/ /-.. (ﬂ4 +/),..;>

£A

b, Tratamente Perturbativo da Interacdo

FPara campos de Intensidade usual, pode-se coensiderar

Hinf como um pequeno terme perturbativo superposto 3 Ramiltoni
ana Fﬁ do sistema fisico. No estudo da interacéo entre luz e

matéria, € natural pois gue se utilize o© "ferraﬁontal" da teo-
ria de perturbacces depencentes do tempo.

0 tratamento perturbativé envolve a hipditese de que
o estaau guintico do sisteme combinado ( matéria + campo ) Ppo

de ser escriio como

matEria + campo> = lmatéria>

campo>

‘e procura descrever o que acontece com os estados, dnicialmen

te independentes, da metéria e do campo, em virtude do scopla




Fl

A=

-i;/(){ma?j”' (’,70_,),_. ”é’u’:/'”/’q (F’)Azﬁ-:) /fnfcfaf;,.. Mgy oo 7
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mento entre os mesmos atraves de Hint'

E sablido que a consequéncia principal de uma pertur

bagao dependente do tempo € causar transigOes entre os estados

estaciondrios doc sistema nao-perturbade [ descrito por HL ).

No nosso tcaso, interessa-nos determiner a probabilidade da tran

sigdo
matéria ( inicial J¢,.. v :0)-intera B m—
l yre My e M ¢

lmatéria { final ”...(ﬂza-l)...ﬂzm,=l ...>
ou, em palavras, & probabilidade do espalhamento de um féton
reEs
(4?))-—?(k,2) » tal processo sendo acompanhado por uma
mudanga no estado da matéria.
0 calculeo dessa prchabilidade de transigao exige
{e.g. Schiff 1888, Baym 1958 ) a determinagao dos seguintes

elementos cde matriz:

—y —
e ) - . ; 2y f. L ) B 2
mz_./(fma?)... (ﬂa /)... Wg,ﬁwl...//f?}‘/f(f)/fmc,-d)}...?1&... 12000 =0. ,.)d’z—
. e
éq,;f’...)fxf
Esta determinagao € feita em detalhe por Baym (1868)
e nog limitaremos pols & citar os seus resultados (equagties

(13.129) e (13,142); convém notar contudo gue Baym ( 1989 3 su
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poe que todas as‘particulas do sistema possuem a mesma massa-
dai a pequena diferenga entre sua equagao ( 13-142 ) g a ex-

pressac para B dade logo abaixo ):

[JE) 2rke? [( £1 70 800Dl pp @010

E;— £, + ﬁzuk + L’?Z

St Ep e | n>nl Freranliy
E‘: -E'h '_'fwil-{- i'—?z

+

(@, 2)

ki

g:(_@) e rte’ (fla, o) ety (@3

cnde
- AP
AE = [aF)e A (. %)
— - ..-'9
7 -_—-/;(F*)e“z"a”r (7. 5)
a notagac i ( inicial 1,4 ( finel 1 e n indica autﬁegtadmu

nao-perturbados do sistema fisico e o limite -q—;o eata  im-

piticito na expressac para A.

c. A Aproximacac de tongo Comprimento de Onda

No contexto da teorias de perturbagac, os resultados
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( 7.2 e 7.3 ) sao exatos até sepgunda or -

dem na interagao. Um contato pode ser estabelecldo entre esses
resultados e a formulagao da interacgdo cntre luz ¢ matéria
apresentada na cobra cldssica de Born e Huang { 1854 ) se a
fato & levado em conta de que, sendo o comprimento de onde da
luz muitas ordens de grandeza maior que dimensces atamicas
relevantes, as exponenciais em ( . ¥ e [ .S ) po
dem ser suhstituidas por 1, disto &

. 3
- -
Aproximageo de longo comprimento de onda: & _ —

Neste limite:

Ap (& a)=/A{F’)a’5’ N L) N (7. 6)

< M my 21y

onde m, & a massa do elétron, 7, B & messa do proton B a hi-
potese foi feita de que o sistema consiste de ndmercs ipguals
de protons e eletronse.

Pur outro lado,

- N
- (ZiéO = _i_ g
g (F20)= 1 Z/ s

Line vez que ( e,g. Schiff 1668 )

=]
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Segue-S© QUB!

;.)Hﬂ]

Portanto:

N
3(:’? (,,'{:‘_,a):,%g_ E [F:) Ho] : ' (ZZ.?)
L=/

befinindo

ot

4 -
= momento de dipolo eletrico do sistemaz-E er; KE‘JQ
' ‘
utlizagio de ( X .# )

( .2z

e ( M. &

} na expressac

] para A results em ( compare com -{13-151) ern
- Baym ( 19898 ]:

A2 0) = 227 [@/ e® [aii)-e@n <F1E) +

iy 4; /<//M Ei(’/%”)("? MCM)I(',_Z

E{‘- —-E,, -f-ﬁaf;,( +¢7

4 (f/ﬁ-@(ﬂ)!?r)(ﬂ/RQ‘(&H_’)_IL}]}

EL- - £, uﬁwkﬁ £

(7. 9)
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Por outro lade (cf., { IX.3 e ( _R’_é ] 1,

) = W) 27k B(R3)- ¥ (A9 (f/b)}
B(L—0)= A ,,_.
(£-0) / ) i Lomg [

(. 10)

A amplitude total para o processc f ‘L>-—--+§ff>«r-
+ espalhamente de um foton ) é a some de ( Jr, ¢4 1 e

( 7., J, a saber:

( f?’) 2nh V@ }: { (4 L8R (| 800 )
Y

¢ LI mnnxw ) e
7?—/'#«{&,1’- :,7'(

Por analopia com a formulagao de Boarn e Huang (14554)
pode-sc definir um tensor de polarizabilidade de transigéac
[ do estadog i para o estedo :F } cuja componenie { o(ﬁ ]

@ dada poar:

.
P (&4(.,&'{)3 caompaonecnte [ a(ﬂ } do tensor de polarizaobilida-
0(/3 Y :
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de de transigao S/ZL}'Z?)

M) Galttsled  CEIMp b3l wld} (1)

na
A Wiy, + g + L& Wy =

4

onde abreviamos wins(tﬂ'-g'?l)/ﬁ 5 & :7/?1',
Convém ressaltar que incluindc-se o fatar € na de-
finigao de tensour de polarizabilidede de transigao, utilizagao

da identidade formal

.ﬁ%ﬂ - ﬂj(;j) Lﬁ%f(i)
ES0 X+ L& x
“leva em conta, automaticamente o tensor antihermitianc
b .
K /@d gue Born € Hueng ( 1954) demonstram [ Segac 18 1
>
ser necessario adicionar ao tensor  hermitiano '6;? ﬂw)

a fim de due o seu formalismo descreva absorgan de anergla

pelo sistema.
Em termos do tensor de polarirzabilidade de transi-

cao, a amplitude de transigdo pede ser concisamente reproccon-

tada da sepulnte maneira:

CAmplitude jL> ﬂual.f> + espalhamanto de foton ) =



- 96 -

- VR 2wk Vg w, [ EXGEA) P (%6 Z’f)'-é-@’/ﬁ] =
V. '

< T g ) oy (R Ay ) LB o ()
V
et

(Z.12)

d. 0 Espectro da Luz Espalhada

De acordo com a regra de ourao ( e.g. Schiff 1968 )

a razao de transigao qu ( transigoes / unidade de tempo )} pa-

ra o processc em estudo €& igual a

wyy = _'if_ /o/w_ ) /Am/;/zmde/'z 5/@ +7§‘%, - t; —h“wk) | /22'./5’)

onde fﬂﬁk,) & a densidade de estados finais ( de fdtons ), a

saber f(e.g. Merzbacher 1970 ).

2
W S,
Pl ) ey, = 4 £ duw, : (T.1%)
fr? fe?
a amplitude & dada por ( . 42 ) e a fungdo delta expres-

sa a condigan deo conservacgac de energia.

Embora se conhegam ps estados indigial e final do
campo eletromagnético, O mesmg nac ocorre com os estados ini-
cial e final da matéria. O maxime que se pode dizer ¢ gue se

rad -
lecionando experimentalmente ﬂéﬂ) e (ktr) tem-50 acesso &
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todos 0s estados da matéria que setisfazem o principio da con-
servagac de energla, viz.
-~ 15)
£, whey, = By + oy (.1
Iste significa que em guelquer situacgaoc real temos
que somar sobre os estsdos iniciais e finais consistentes com
o vinculoe [ fr. 1?5 }. E isso rnac é tudo. Ate aqui, a tem-
peratura tem sido exclulda das discussoes mas nesse ponto so-

mes obrigados a leva-la em conta, pois cs estados inicieis nao

sano igualmente provaveis, obedecendo na verdade a distribuicéo

candnica

onde

e é& ¢ a energia do j-ésimo estado da matéria.

A razac de transigao relevante & poritanto

W:Zﬁjﬂ";‘f (E/br)
7

Se a razao de transigao & conhecida, & poténcias os

palbada num intervalo de frequéncia dh%’ em torno de uk; ;

designada por
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Pl ) dho, o  an

pode ser determinada multiplicando-se a razdo ( I .76 )

pela energia ﬁluk) do fdton espalhado. Em [ I /7 ),
a fungac Gafuk:) € usualmante denaminada (e.g. Griffin
19686 )

6ﬂﬂgk) = densidace espectral de poténcia

Utilizando-se aos resultados [ IL, /2 },

{ .13 1, r .14 e (| H, /¢ ] chepa-se ao

resultado:

Pl,) = B2 ( w;’:) § e (A )ey (FX)esE) e (R 4

3
v < xB58

ande
% 7. , _:’f o ¥ Y 41 £ St

(. 18}
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e

n2y (hwy)

v

= densidade de energia eletromagneética incidente

0 tensor fivgyg

( o assim chamado tenscor Ra-
man {(Loudon 19G4 l)pode ser escrito de uma maneira mais conve
niente utilizanco-se uma expressaoc analitica bem conhecicda (e.

g. p.58 de Maradudin et al. 1971 ] para a fungao delta em

{ 7. |¥F J. A expressao B:
@ Lt
S(w)—_-_’__/ e““ 4L (Z.1%)
Zr
—o0

-1
Especificamente [ lembrando gque S&xx)zcx Sfx) ]

e ¢ Ay . — 2
S(é;f thay, —Ep-hey )= ! /e?&;te AP “wIE -

-0
Na definigaa (I . #/ ), considere o praoduto
.iﬁ't —iLE-t
<+IHO<I'1‘I>(‘M‘H(SJ£>EE{£AL

gue obviamente pode ser reescrito da seguinte maneira:

£ /fot

Z 3 £ CHE, |
(e by Syl g e (7.22)
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Recordando a definigao de um aoperacor A{t) na repre

sentacdo de Heisenberg (e.g. Schiff 1988 3,

Cpt L HE
At)s e Ao R

pode~se reescrever [ . 20 } da seguinte maneira

<7[/f£ [.f_}/‘}’!)(ﬂ//{/é/f}/t;)

Abreviando { compore com ( I, #H D!
—

B (EEyle)

;-}: FHDE 01D | A ND | 77 5y)

Win + Wy + € iy —“kf4-56 ‘

n

o tensor Raman passa 8 Ser exXpresso comod

Resy s (kF;0)-

w0 :
) T A, ¢ 1T
- 2;/ / ? P /f?g (i Rf 1) /j,; /{L/a}-égf/o?/e A€z 22)
-0 if

ande
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Demonstra-se (e.g. Benedek 1968 ] gue o tensor Raman
‘ - - ' o
ndo depende de 4 o £'separademente mas & t3o0 somente uma fun

gao de

—

K=#&-2

1

- .
K € v chamado vetor de espalhamento.

Fode-se por conseguinte escrever & densidade espec-

tral de poténcia quﬁﬁ) como :

Pluy )=

() e eX Mh)ey ), @)L [ <(r, (ROPE o™
R « (FA)eg EN) e, (B)e{A L [ (B (RUB (Ko™ ott
ﬁ£X5 -co

(11.23)

onde a notacaoc aee representa a média térmicae em ( .22 1.
g

A intensidsde integrada (i.e., a poténcia espalhace

total )1 & igual a

m -
Ve = / Plu,) dw, (. 29)
TOTAL
—
Tantc a expressao ( XL . 21 ) como a (.23 )
contém a veriavel cuk, . Dra,ra diferenga c&%, —tﬂk

¢ ( e.g. Benedek 1566 ) no maximo duas ou trés orcens de gran

deza mais balxa gue a frequéncia da luz visfvel, o que signifi

ca que em ( Z .24 ] podemos aproximar uz,n:ak\ e fmn

(.23 9 wfew!
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Fazendo estas aproximagdes e wusando ( .23 1,

( Zf,z# ] e { jI,/? }1, obtém-se:

@o _ ng(fuy) w‘é § e:(@,q’}ea, G’?'ﬂ?c‘fg (F))es*(,?))[(f;s (/‘C_’:@) 6;(’,{?0))]

TAL V 03

xB¥E

(7.25)

Os resyltados (| I,.2Z3 Je | H.2% ] pode ser
expressas de uma maneira mais convernliente definindo-se (e.g.

Briffin 1968 )

-—
Densidade espectral de potencia normalizada '“-'-S(}?ﬂ,): f(}ﬁﬂ)
= O(K, -

e (K

ToTAL

—h
(foram introduzidos os argumentos ( K}Il.] em ( Z,23 ) e

T

K em { zZr,2&8 ) a fim de enfatizar as dependéncilas funciona
is dessas duas expressoes )

Por conseguinte:

Kit) By (RoDeMeut

eF (B3 ey (RN)e, (.E’A)e;(é',w)f A

S(K n.) = oF¥®

E o (1) ey (BX)e (BN)e] (B) (F;ﬂ(r?,o) Prs (K0
e

(7. 26)

A relacac ( .28 ) logo acima resume o princi

pal resultade desse capitulo.
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E sabidn.-desds o tempo de Rayledipgh, que um meio per-

feitamente homopeéneo s6 espalha luz na diregao de propagagan

. —~
da luz incidente, istoc e, para K = 0 [(cf. Benedek 19Ca). 0 fa-

to de que espalhamento de luz ocorre em todas as direqées fol

pela primeira vez justificado por von Smoluchowski [1804]) que

descreveu o espalhamento como resultando de flutuacoes nas

propriedades dielétricas do meio ao nivel microscopico, embore

o meio pareca ser homogiéneo ( como € o caso, por exemplo, de

um liguido transparente).

Isto significa que se escrevermos a retacgao formal

el
P_ = P+ A/;g

(e} - ‘
onde ~ seria o "valor homopeneo” da componente (5%8 )
do tensor de polarizabilidade e ‘ﬁéé? a "flutuacéo” em torno

—+ .
desse valaor, o espalhamento para K # 0 envolveris a fungao

de correlagao (cf. ( X, 23 1o

COE, (K ) AR (R )
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capItULOD I1I

ANALISE TERMDDIMAMICA DD FSPECTRO DE ESPALHAMENTO QUASE-ELAS-

TICO DE LUZ POR CRISTAIS: APLICACKD.AD KH?qu

IJI1.1 FORMULACAQ 00 PROBLEMA

Mo Capitulo Il foi demonsirado que o tratamenlc per
turbative do espalhemento de luz por um sistema arbitrario
-~ 4 N - -
conduz a expressoes para as caracterlsticas mensuraveis de tal

processo, a saber, a distribuicao de freguéncia e a intensida-

,de integrada da luz espalhada, em termecs de fungoes de corre-

‘lagao do tensor de polarizabilidade de transicao.
Por gonseguinte, um problema de espalhamenio des luz

envolve basicamente duas etapas:

a. especificacao do tensor do polarizabilidade de
tPansiqéo;

b. calcule das funcoes de correlagao relevanies.

r . . - -
. Em peral, o iftem a requer conhegcimentos microscopi-

cos detalhados sohro o sistema em questao ¢ o dtem b oa utiliza

.¢ao de técnicas matematicas variedas ( e.p. Fetter e Walecka

1971 ).

. —
Suponhamas coentudo gue o vetor de onda K ¢ a fre
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quéncis {1 da flutuagao "vista” pela luz saoc tais gue Ad K

e e My alPcdl | , onde é g um comprimqpto caracteristico o :g
um tempa caracteristica do sistema { uma espucificagaﬂ mals
precisa de tais parametros caracteristicos exipiria conheci-
mentos adicionais sobre o sistema em questdao e nao é apropria
da no momento J. Estas cduas condigdes "definem", por assin di

zer, o que se deve entender por espalhamento quase-elastico,

Em palavras, pode-se dizer gue uma'experiéncia de espalhaemen-
to quase-elastico de luz "deteta"” flutuagoes na suscetibili-
dade dievlétrica do material gue tém longo comprimento de onda
e baixa frequéncia - o gue implica no fatoc de que os detalhes

microscopicos do sitema permanecem "ocultos" da nossa visao,

Uma vez que o espalhamento guase-slastico de luz B

incapaz de perceber os detalhes microscOpicous do sistema, e

razoavel supor que seja possivel analisar o0s resultados cxpe

rimentais em termos dos parametros macroscbpicos do sistoma

( parametros tais como Indice de refracao, cumpressibilidade,
constantes elasticas, etc.). Ou, mais concisamente, que uin e

analise termodindmice de tais resultados seja adeguada.

A abordapcm termodinamica do problena do cspalhemen
to guasr-plastico de tuz, e a aplicacao do mesmo so0 espalha-
mento do luz por iiﬂﬂiﬂﬂﬁ- Lteve como pionsiros von Smolucho-
woki (1908 ) e Edinstedin ( 1910 ), tendo sido posteriormente
"descnvolvida por Brillouin ( 1Qi4. 1927 )} e bLandau e Placzek

(10341}. Mals recentemente ( do novo no caso de liqu{ﬁﬁﬁ 1,
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contribuigoes importantes deniro deste contextq foram feitas
por Mountain (1966, 1963 ).

A presente tese tem por finalidade introduzir a a-
berdagem terﬁodinamica na analise do espectro de sspalhamento
guase-plastico de ;uz por cristais.

Qualquer analise termodinamica exipo, como primeira
providéncia, a escélha de am rerto nlmero de variaveis termo-

dinamicas. Para cristais, © conjunto mais simples de variave

is consiste de tempeoratura & caomponentes de deformacao ou on-

tao entropia e componentes de tensao ( cf. Capitulo I J.
Escolhamos temperatura e compunentes de deformagéu
como nossas variaveis termodinamicas e consideremos em primedi

ro lugar a intensidade inteprada.

De acardec com [ Ir. .25 ), a intensidade integrada

¢ proeporcional 2 soma

ooy 21y -**'—»< = T
? e (k¥)ey (Fa)ey(ka) el (R2) (AR, (K0)ARg (R 0))
dph’s
Por uma questao de simplicidade, suponbiamos qua'ms
vetores dte polarizacao da onda de luz incidente | éb(ngJ I
. el - A e . . : . .
espalhada ( g?(& 2) } sao tais gue a some acima se redur

a uma Gnico meédia termica, digamos

(AP, (Ko) ATy (Ro) (m.:. 1)

. -
onde para luz visfvel, ZKP (K}O), por exemplo, represunta o
- o) :

&
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- -3
flutuagao de vetoer de onda K na componente | dfg J do ten
sor de polarizabilidadge oOtica.
Faz-se em seguida uma expansao das flutuagoes

-3 T
zﬂP 0(0 =] A[’ {KO) em termos das flutuagces nas variadveis
o¢' ) JEth deladvES

termodinamicas escolhidos - no nosso casc temperatura e defor

magac. Utilizando o formalismo de flutuagors Lermodinamicas

n

desenvolvido por Einstein [ 1910 ) & aplicado na Secao I.5 a
cristais, & mécia térmica ( 7./, { ) pode ser expressa en
termes de paradnetros macroscopicos do cristal ( Indice de re
fracaoc, coeficientss eléasticos e fotoeldsticos, calor especl
fico & coeficiente de expansao térmica .

Paésumos agara 3 densidade espectral de potancia

( poténcia espalhada por unidade de fregquéncia ), quse envol-

- ve uma integral da funcgao de correlagac ( cf, Capfitulo II)

4R, (Ro) 4Pl (K o) A (. 1.2)

Fazendo (e nove a expansao das componentes do ten-
sar de- pelarirapilideade dtica em termos de flutuagces de de-
formagao e tenmperatura, veé-sc gque { I, t..2 ) exipe a detoer

minagao das scpulntes fungoes de correlagan:

By R8RS, (b, G)aTli0)> | (a1 ATR o)

onde A5 representa a flutuagao na componente d%? )
(o5 -

do tensor de deformagao.
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-

Cra, ecnguanto o problema do chlculo de médias térini-

cas independentes do tempo de varidveis termodindmicaes Tlutu-

antes fol resolvido por Einstein em 1910, o preoblema analoro

dependente do tempo sO0 foi solucionado muitos anos depois por

Onsapger [ 2531 ).
Em linguagem simples [ DOnsager hascou & sua hipate
se na tenria de processos estocasticas ), Dnsager racliocinng
. F S - - ooy . .
que se um sistema fisico nao este-em eduilibrio, o sistoma
"nao sabe” se tal circunstancia & consequéncia de uma flutua-

Gao espontanca ou resulta da imposigac de alguma "influénci

externa, lmae vez que a imposicgaoc de ume "influéncia” externa
(e.g., um gradiente de temperatura ) perturba o sistema o o
retarne deste a um estado de equilibrio ao ser removidas a

“influéncia” @ regido pelas equagoes da hidrodginamica (usando

a terminologia de Kadanoff e Martin 1963 ) nao casc da mesma

ser carackerizeda por um comprimento de onda "lﬁngo £ uma
frequéncia "baixa", sepue-se, de acordo com Onsaper, gue o
"decaimento” de flutuAgles espoOnRtaneas com as mesman caract:
risticSS de comprimento de onda e fregueéncia deve ohadecer as
MESMAS equa;&es Ridrodinamicas { pare maioves detallicsn, ci.
Kadonoff e lMartin (1963 ) e Benocdek [ 190860 ) 1.

Na pratica, a hipotese de Onszaeer sicrnifica guoe, ri:
solvidas a eauagoes hidrodinamices de um dodo sistoena e dotur

“minada portanto a dependencia temporal do voridveis hidraoding

2 vt
micas relevanies, dipamos AA(K,t) & AB(}\)'t) , 0 produtlo

AA/A_’:f)AE(/?:a)
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e & fungao de correlagao

(AAR L) 4B(K0))

exibem a masma dependencia temporal.
Na Secgac I.4 obtivemos as equagoes hidrodinamicas
para um cristal de simetria arhitraria, levando em conta os

processos irreversiveis de condugao de calor, fricgao interna

( viscosidade ) e relaxagao térmica. Na Segao 1.5 aplicamos

o metodo de Einstein ( 1810 ) no célculo das flutuagdes ter-
modinamicas em cristais, especificamente, flutuagdes em tempe
ratura, de?ormacéo, entropia e tensao. Estamos pois prepara
dos para empreender a analise termodinamica do espalhamento

guase-elastico de luz por qualguer cristal.

A Figura 3 resume, num diagrama de fluxo, a essencia
de melodologia a'ser utilizéda numa analise desse tipo.

Para ilustrar a metcdclogla, escolhemos um cristal
de grande interesse tanto teoricc como experimental, o KH2P04
{ o fosfato di-hidreogenado de potassio ), usualmente designmadao
na literatura especializada no EEE.

As propriedades do K[OP relevantes & nosca analise
estao coletadas na Tabela I.para duas temperaturas, T = 300 K

e T = 130 K. Neste intervalo de tempepatufa, g KOP tem sime-

tria tetragonal ( classe crisialina 42 m). A temperatura

T = 122.00 K { Brody e Cummins 1974 ) ele exibe uma transicao

de fase estrutural, passando a ter simetria ortorromhica.
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TABCLA I. Pardmetros termodinamicos do KH2P04 relevantes ao
Capitulo III para T= 300 K (LB : Landolt-Bornstein

18969; RN : Ran e Narasimhamurty 1875 )

e, | 7,0 x 100 w/m?
Cia -0,6
LB (p. 427
€5 1,2 {p )
Cos 5,6
! <12 2 : .
S, 17,5 x 10 m” /N
S, b -4,0 LB (p. 427)
12 ?
S.3 =745
P 0,287
Fiz F 0,282 : RN {p. 1020)
/D,,__; 0,1?4
Y 26,5 x 10 ° /K (22.0 para T= 130 K) | |
i 44,4 (39.2 para T= 130 K) {LB (p. 419]?
, 3 3 |
P 2.338 kg/m (LB (p. 134)
cp 117,0 J/Kk-mol : LB (p. 425)
A, éﬁ 1,8 W/K-m LB (p. 426)
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ITI. 2 ESCOLHA DA GEOMETRIA DE ESFALHAMENTO

E sabido gue as propriedades dieletricas de um cris-

tal -podem ser caracterizadas por um tensor, o tensor dieléeatri-

“~ : .
co & que para um cristal tetragonal, como e 0o caso do

KDP, tem a seguinte representagaoc matricial quando referido

a0s eixos principais do mesmo

e, 0 0

«

E-|l0 ¢ o0 (r.2.1)
0 e,

Modificagoes nas propriedades dielétricgs do cristal
se manifestam como modificecoes na matriz (227 . 2 ./ }. Tma-
gine, por exemplo, que o cristal & submetido a pressao por uma
Iprénsa apropriada, deformando-se 2m consenquenrncia disso. Isto
fara com que a matriz ( IOT.Z. 7 }, que era diagonal, passe
a ter { em priﬁc{pio ] todos os seus eplementes diferentes de
zero, npois mudaram os eixos principais do cri=stal.

Fenomenologicamente, podemos sembre pensar no tensor
dieletrico como sendo uma fungao de inUmeras variaveis, atribu
indo eventuais mudangas no mesmo a mudangas em tais variaveis,

isto &,

L2 SR
E = & (I,sz)..‘J

(—_“ oy A
A€ = (aé)zjx, + Ojé)dz.z-l-.,.
a‘t; C’).Z_-(I
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No contexto da termodinamica, as variaveis XgaXge oo

corresponderiam a parametros mensuraveis e e licito perguntar

gquals poderiam ser tais parametros em se tratando, de cristais.

A rigor, o conjunto minimgrde variaveis a scr utili

zado na descric¢ac termodinamica de qualguer praopriedade de um

cristal, deveria ser censtituldo de componentes de deformagac

{ voriavels "mecanicas” ) a temperatura [ variavel "térmica" |

embora no caso especifico de espalhamento de luz esta Gltima
em geral nao tem sido. levada em conta como-uma variavel inde-
pendente | e.g. Benedek ¢ Fritsch 1966, Griffin 1968, Cumminsg
g Schoen 1972; cf., contudo, Wehner e Klein 1872 3.

No. que se gegue, consideraremos os dois "tipos" de

varlaveis, escrevendo portanto

>
deformagao * (8¢ )fempemfu ra

§c - (SE)

Como a temperatura & um escalar, podemos imediats -

mente escrever:

b - 2¢é,
(gé )'l"cm}ger’a'f'u 3 - 0 ( a-—r A T

‘ K
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A variagao devida a deformagao pode ser determinada

(e.g. Born e Huang 1954 ] a partir da identidade:
T Akl
(ENE) -1
Portanto

(@) ae)'J«[s&)] €)' =0

Resulta dai que
A(€)=-caE)']e

- oU, em componentes:

heyy=-(eu)(ey) 4By . (m.2.3)

. - - <>
onde Ae-. & uma notacao simplificada pars (Aé .
i 4
e
- -
B.. ":E[ c :[
AB,; ale) 1y
¥
Experimentalmente, verifica-se que a variagac em
“ -1 . N -
& ) e proporcional & deformagao, i.e.

(

‘Afgg =:;E::fk{jfﬂ ?%f {Qi/:/fng)
V4



ou na notacao simplificada de 6 Indices ( e.g. Nye 1961 )

' J

onde 1 e J vao de 1 até b,

A relagao [ I ..2.% ) define o tensor fotoelasti-

co { P&ﬁéf}- que para um cristal tetrdgonal pertencente a

unma das classes cristalinas 4mm, 42m, 422 ou 4/mmm @ lgual a

" f{e.g. Nye 1881 }

Pu Pia Fus 0
Pia P Pr3 0 D
4]
¢

( Note que a matriz nao é siméetrica, !

Desta matriz para F e da relacao ( Z7..2.4% )

obtém-se pois:

8B, = A8, = i T+ Py Tyt P37 (.2.5)
_AB.ZEA@;:/’J@%"“PM%%/%’%: (1.2 6)

48, = 4855 = ooy (#9004 s 74 (1.2.%)



.F
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il

46, = A%z = Py Yy (m.2.8)

=48y = pyy s | (. 2.9)

N
&
{

8, =488, =p 7, | (17.2.10)

™

M, 2.5 ) - (m. 2.0 el @, 2. 3 )

L
ica determinado camc €

Utilizando [

varia com deformacaoc:

(SE )de—{armaggc =

el (P Ttpt e YPg) Ell(PLL m) Eié—’*( Pw"fs)

- 65’(?"‘5@"}6) éf(Pm’]ﬁ'Pu'ﬂl*Pu 7]3) 64 (}’w ’]‘f)

| el T anlen) Sl

(mr. 2. i)

Determinadas as matrives T, 2,2 Jel TJ,2 .1 )

que especificam como o tensor dieletrico varia em fungao da

temperatura e da deformagac, respocctivamente, consideramos
- 3

arora a escolha da geomelria de espalhamenta.

C claro que essa escolha vail depender do gue se di

seja investirar atraves do espalhamento quase~elést1cn

luz. MNa presente tese., Interegssa-nos estudar em detalthe, u-

tilizando como exemplo um cristal de simetria nao-cubica (co
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mo € o caso do KDP ), uma contribuigao para o espalhamento

quase-elastico de luz que tem sido sempre desprezada ( exce-

to por Wehner e Klein (1372), que consideram cri;tais cdbicos)

- referimo-nos & contribuigdo devida a flutuagdbes de tempera-

tura, que leva a variagao [ IZ,.2.2 ) no tensor dielétrico
Devemos pois escolher geometrias de espalhamento

gue "selecionem” termos diageonals das matrizes ( 7. 2..2 )

e (T, 2./ ).

A primeira providencia & a selegdo do vetor de espa

lhamento. Se %% e K%. san os vetores de onda das ondas de

luz ingcidente e espalhada respectivamente, © vetor de onda da

flutuagao na suscetibilidade dielétrica "vista" pela luz, o

chamado vetor de espalhamento, & dado por ( g.g. Benedek

lg6s )
- - wd
K. = wvetor de espalhamento = Kk - Kk
: o 5
Num cristel tetrasgonal, os eixos x e y sao equi
valentes e o eixo z & ineguivalonte. Escolheremos pois, oo
~ -.-’ -
mo ilustragac, K ao longo do eixo x e tambem &o lonpo do

gixn z, isto e,

K=(k, 00)

K - (0 0 K,)

s

Escolhido o vetor de espalhamento, os deslocamontos
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e por canseguinte as componentes da deformagac associadas aos

tres modos aclsticos caracterizados por tal vetor de cnda po -
dem ser facilmente determinades.

Com efeito, uma vez que

-

—_
FRE)= 1 [f(Re)e " ok
()’
e tamhem
; ",_ s, ._* 3 -3 >
/e‘(’( KDL 13, ={2r)" §(x-k")
resulta da definigao ( I, /.4 ) que

7 (K) = Ef_ [ w (R)+ k;u;(R)] (. 2.12)

-3
K

Consideremns, por exemplo, = [Kx, 0,0 ). Da rela-

cao ( M7..2./12 ) conclue-se gue as cdmponentes da deformagao

.y
associadas a Este K) ’)?LJ (f?)) 5a0 77{ ) s ) Mg { r‘ec:orc'_ian.r.io

que xx = 4, xz = 5, x =8 J.,Além disso, um pousivel ( o maoils
¥

Y

simples ) conjunto de vetores de deslocamento mutuamente arto-

‘/\ .
L(J:(Q/}OJ

Fal i . . Fal
gonaig,{u,(K)} , B constituide por 4, = (/)ﬁ}O) ,

o ,:(0,0,1).

fste procedimento leva portantoc a sepuinte tabela:
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2. Modo z acGstico longitudinal ( AL )

. | p
~€rps7s * (%Ef ar 0
7

g | P pra 0
SE o | E’ﬁ373+(%f4437

2 &
0 0 - 3/53373*(‘9—';)7‘”

Feita a escolha dos vetores do espelhamesnto, resta

apenas especilficar a geometria de espalhamento, isto e, as

diregoes de propaga@éq e polarizagdec das ondas de luz inciden
te g espalhada. Seguindo a pratica uswual, escolheremcs WUme
peometria de éﬂﬂﬂiﬁ*ﬂfig' ou seja, ume geometric varacteriza-
da por diregoes de propagagao das ondas incidente e espaihada
gue formam entre si um angulo de noventa graus.

Para o modo X AL, duas poss{veis gscolhas para as
direcoes de proparacao seriam:

) (11,0 vz
(~1,4,0)/V%

(10,1 )]V 4)
1,0 102

ALY Q.,)}‘\)
1

]
]

W Ay
11

Para o modo z AL, pocderiam ser pscolhldos:
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o) A =@nL)NT ) A = (Lo )7
R aa G = (o))

A teoria eletromagnética exige qQque os vetores de po-
. A A g A fo P
lariragao = (_-: eo(&}\)) e & (:: G'S(fx‘)\)) das ondas de

luz incidente e espalhade estejam em planos perpendiculares

as suas respectives diregoes de prcopagagaa.
Por conseguinte, para as escolhas [(al-(d) feitas
acima, guatro possiveis geometrias de espalhamento em angulc

reto, na notagao

-3

£

g(éa é\S)”—é;

proposta por Damen, Porto e Tell ( 1966 ] seriam:

e PR 1
MODO 4, (2, & )

z+2 C?yjlz-fz
Modo = AL
zry (22 )z g

j+2(zz)y—2
Modo 2 AL '
Zfi‘(dﬁf;)z-:‘f
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Cremos ser util recapitular as varias etapas envol-
vidas na tarefa de "projetar” uma experiencia de espalhamento

{quase-elistico) de luz por cristais. Sao elas:

1. especificagao da simetria cristalina;

2. especificacao das matrizes gue descravem a varia
Qéo das propriedades dielé+tricas do cristal com
flutuvagodoes nas varidveis termodinamicas relevan-
tes;

3. escolha do vetor de espelhamento tendo em vista

a fisica que se deseja investipgar;

4, escolha de geometria de espalhamento.
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II1.3 ESPALHAMENTO DE LUZ POR FLUTUAGDES DE DEﬁQRMAQRO E TEM-

PERATURA NO MATERIAL KN ©0,

a. 0 Espectro

Foi demonstrado no Capfitulo II que a densidade es-

pectral de poténcia ( poténcia espalhada por intervelo de fre

quéncia } € preporcional & soma

= i - : 3 * =2 = int
Z (R ) e, (RA) ey (Z1)e (22) f <¢£\PO,‘,(g (7t 1Pt R o)pe
s | o

(7. 23)
Escolheremns a gecometrla de sspalhamento
zﬁ?@?)£+z
esccoclha essa gue implice num vetor de espalbhamento
f-?::. (Kz}ﬁ) 0)
oﬁdc ﬁ;.zaféx e Aa € a componente X  do vetor de onda

da luz 1ncidente,.
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A escolha felta reduz a soma ( Z . .25 ) aon

termo -

(m.5.1)

* ot it
("<, (k87 0> e

0 slemento [ %5,] de matriz ( HT,2.13 ) & igual a

w

€,
"6:2}9/1,41’71 + ;j"—f_—" 4T
7

o' que significa que as sepgulntes fungoes de correlagao deve-

rao ser calculadas:
(a6, 080K, 0 | {An (60T, 0> ATk, 1) 877 (K, 00

De acorde com a hipdtese de Onsager, tais fungoes =~
de correlagac podem ser obtidas a partir das sclugdes das

equagdes hidrodinémicas ( usando @& terminclogia de Kadenoff e

Martin 1863 ) pera as variaveis {A?”E](?{t)} = AT(?;t)

Uma vez gque [ cf. ( T, /., ¥ ) )

An(RE)s L

L ( au;(f;c_)_l_ Q{L-(Ft))

ory ar;

a solugan das equagoes hidrodinamicas acopladas ( of. Segao

I.4 )
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pili(Fe)=) 2 (az;(Rt)) - (1.4.10)
, 4 J -

£4 /JT/M&)+TZ JM@[@&-::) -V T RY) (1.4.5)
onde
z; /F:’,t)zéz {C{;&ﬁ (A%:z (i;t)~/ﬂ AT(R )+ . A7',é1, /F/’f)j
L.

(T.4.9)

(T6(22)); = Z Ay 2 TR (1.4.¢)
| 4

AJ & a componecnto ﬂj )] do tenscr de condutividade térmics)
determina a dependéncia temporal das fungoes de carrcvlagao re-

levantes.,

—h e .
Comn o vetor de deslocamento LL(F)f) S0 pOSs
- - s
tres compohentes, so0 passc Que o tensor de deformagac 72j(}‘é)
- - 7 =% - -3, -
possue sels, e mals facil lidar com ELG}f) , estando £L(r’f)
g ﬂéa) relacionados atraves de ( F, f, 4 }
o {r ac ) s C s de .
7‘:} / ’ ’ T’

Além disso, uma experidéncla de espalhamente de lur

"seleciona” uma flutuagéo de um dado vetor de onda- dal fazer
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sentido trabalhar com AA(E){:) ao invés de AA(F’)’C) ., onde
no nosso-caso A representa tanto {qéj comao T.

Outraossim, o conceilito de varidveils que ecxibem flu
tuagoes esta intimamente ligado & 1dea de "decaimento” a par
tir de um determinado valor inicial.

Co gue foi dito anteriormente, depreende-sn ser ra

zodvel introduzir transformadas de Fourier-lLaplece do varidveis

flutuantes ( e.g. Kadanoff e Martin 19632, Mountain 1ape ). No

nosso casc, &8 transformades relevantes sao:

w liK)s ) = // o, (th)e—ék":’e’Std”rdf

-y

-
N E / / AT (Rt )e KT SE iy At
Da valmre; injicials =3o0:
.A?-a
itr= fuion P

2 =

AT (K ) E/AT(an)e“ék'ra’Zr

F-H) ™
Para k%:ﬂk;;ﬁia) , aplicagdo das conbnrcidas ro-

lagoes

/.T{f./f)j =5 [T/f{f/] - (o)
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LT{f(f)j = s‘AT{f(t)j_ gj(/p)_f'@

e da hipdtesc ( e.g. Kadanoff e Martin 1963, Mcuntain 1966 )

- - - -
de que AT{h0)=UJ%0)=OﬁS equagaes ( 7.4 9 Yoe U 7.4, ﬂ” )

conduz ao seguinte resultado:

plstu; (K ,s)-su: (K, )]

{ U‘("C[ (&L (k:us)‘; Jl{ 7"&2 (‘{;}5)5;} glﬁé ) —‘E’KXﬁ,@f ”47‘/((;5)‘5:’;/]“

jfﬁ

= vigue (5[5t O 5t ()8 b # (o o), 0)) g5

Estas tres equagoes ( pois é:.t)g)f- L) simplifd-

cam consideravelmente se a simetria do cristal & leveds em cnn

ta.

Para um cristal tetragonal pertencente a um=a das

e
S

classes 4mm, 42 m, 422 ou 4/mmm, a metris de ceoeficientes

rigidez elastica & (e.g. Nye 1961 )

¢y G Cu o ¢ 0

(e Cu €z O 0 O

I é ¢ 0 o 0 o
; Af} = ‘3 i3 33 {Er 3. _2)
J o o o &, 0 0

4 0 0 g 0 Cy
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Por outro lado, o tensor de deformagio térmica

tem & segulnte representag&o matricial guando referido ans

glxos principais do cristal ( que coincidem com o5 eixos cris

talograficaes - p.38 de Mason 16881 ):

s 00
{,ﬁg}= 0 B 0 (7.3.3)

o 0 A4

7 Alemn disso, o tensor de viscosidade (ngf} tem a
mesma simetria ( pp. 140 - 141 de Landau e Lifsashitz 1967 )

que o tensor de rigidez eléastice {CQJQE} ) para cujo tensor

vale a seguinte relagaoc { e.g. Nye 1981 J:
Coibe = Ciuth

Recordando as abreviagoes ( e.g. Kittel 1971 )

xx=1, xz=5%, xy=6, obtém-se pois ac equagoes:

[ ps*+ sk v, V46T ) u, (5,5) + ik, (4,%7#(,’;%1‘4;/%)]{7/'/@,5):

/}05 Lk, ), (x.) (17 3.)
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[}a5'2+5//(x4v‘;5),:-{@4’5’£y&g/ %, $) = //951* ) (k)

(7.3, 5)

[ s st )+ (ciei)uy (a,8)= (ps+ kv ) s (k)
(7. 3.6)
0 tensor de condutividade tdrmica {AU} , refoeri

do aos eixos principeis ( cristelograficos ), tem a seguinte

representagdo matricial no caso de cristels tetragonais

fa o o |
{ag}=1]0 2 o0 .3 7)
0 0 2

Utilizande a relacgao [ p.140 de Nye 1361 )
Céj'éf = ejiéi

e as matrizes ( Z.3.2 Ve (.3 7 ) nass equagoes

( Z.4.%5 e | T.&% & 1, chtém-se:

| [(/M7)3 + A, K-”:]AT(K 5)+¢[Tf\’ ( 2_/!+ :%)]guz K, s)=
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< [oe, 14700, +i [TH (CTA 40 f#83 )] e (K,)
Lrey _

(7.3 8)

Para o vetor de& onda escolhico ( E?= Gﬁt)ﬁ)ﬂ) ),
ns equacgoes [ 7. 5. & - . 7. & e { . 2.8 ) cons
tituem o conjunto de quatre equagtes hidrodindmicas relevan-
tes a um cristal tetragonal pertencente A& gualguer uma das
classes 4mm, 47m, 422 ou 4/mmm { supondo ser apropriado, £

clarc, levar em conta tao somente os processos irreversiveis

de condugac de celor e fricgdc interna.)

Pode-se dizer que §( 77 2. ¢ 1-( JZ.5.6 } sao
basicamente equagoes "mecanicas”, ac passo que ( 7.3 & )
€ basicamente uma equagao "térmica”, emhcra as moesmas misturem

—_—
varliaveis mecanicas ( “Wﬁit) ) e térmicas | Affﬂft) ).

€ de ce notar que as equacdes ( 17 32 & 1 e
{ mr 3 & ) mao se accoplam entre si nem as equacgoes
{ LEL Y e ( ZZ.3. & 1.

£ possivel pois resolver, sem grande dificuldade,
as equagoes [ 777 5. ¢ e (| Z7 5.8 t e determincr
‘g b e e 3 - -
U, (“\1,5) e d}rﬂ(&,)s) am termos de U, (/(;c)) AT(/\,( )

s resultados sac:

@, {les):;/_;a [5s)u, (6, )+ ﬂz(s)A'f/@)J (m.3.9)
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AT (K, s) - #} [26) e, 6)+2,(:) 471K, )]
ande
Wis)= $74 (2 ,L.g()}% (bt ad +e )5 +4d
D)= st lavrd)s + e 4 ad
D (s)= - ile)
2, ()= 5(:.:_,&) |

J?V (5'): §itas 4.4

az (v, K )/p

= (] K2 )p

sz (Ol A Chp t Cn AP
4= (3, /(j)//oz:?'

e = T/C7

(i 3 10)

(T 3. 1)
(7.3 12)
(7. 3.13)
(1T . 2.14)

(773 15)

(773, 1£)
(57 3 17)
(. 3 48)
(777. 3, /9)

(I 3.26)
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A fim de determinar &, k})f) = AiTYk})f) a par
tir das suas respectivas transformadas de Lapléce, equagoes
( m. 3. é e | . 3./0 1, € necessario determinar as
ralzes de AN({s).

Com tal finalidade, consideremcs primeirc a =guaceac
( ar. 3.9 1. Na susencia de viscosidade e de acoplamento

entre deslocemento e temperatura, tal gguagdc se reduziria o

Ly (Kz;5>= s Uy (”(7-)

[ s ( kzch.fr//o).]

As ralizes do denominador sao:
» c‘r/ — .
s=+LK VG /p =+l (1r.3.21)

Designaremos estas solugoes dec "ordem zero” pur

isto e

s, = (w, (.3.22)
Jefininde
R = s/sa | (7. 3.23)

a equagao /VKS): O passa a Ser:
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R3_£/_€~.+ ﬁ‘)kz_ /o cze)k,t ()0
ab &, aél agz a%
(I 3 29)
onde utilizamos o fato de que .¢#=w] ( cf. ( 7. 377 ) e
( m.3.2/ 1 ).
Para /(H2 PO,, a 300 K, luz de A= 5 145A ( laser

de argonio } e gecmetria de espalhamento

x+3(}})z+2

o mbdulo do vetor de espelhamentc pode ser calculade da rela

gao ( por exemplo, eq. (13) de Benedek ¢ Fritsch 1986 )

Rl (52 ) (2)

onde #=1.5100 ([ Yamasakl e Ogawa 18G6 ) e &g , 0 angulo en

—t —
tre ~éa e 4% ¢ lgual a H0°.

Obtém-se
X -za’wa? (7. 3. 25)
z = . Ll e
Substituigéco dos valores coletados na Tabela T nas
definigbus ( m7. 3./ ) e (17 3.2/ ) produs
24w 0.00% o (IT. 3. 26)

&,
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Por outro ladoe, as definigdes ( _mr 2, /£ 1,

( m 3.2 e ( IT,2.2¢7 ] e a Tabela I levém ao resultado

2
e p ol > .
— = 2 (I7.3.27)

)

Resta poils caonsideresr a razao [ «2/@% ). Na auscn

cla de acoplamento entre uz(ﬁQ,S) £ 477%},Q) . a solugan

de { HI . 5.4 ] seria:
wy (K, )= |— S+2 [y (k)
| s as +i4

, - 2
Os zeros da denaminedor sac ( lembrando que A?:cq,]:

Uma vez que a salugeao aﬁjﬂguf) envolve o Tetcr
st ) . . :
,» Bsta claro que o parameiro & ca origem a amortecimen-
ta .
0 presente sutor nao consepuiv encontrar valores ex
perimentais para os cceficientes de viscosidade do KODP. N

auséncia de tal infcecrmagdo, a razao @/h@ } sera estimada
partindo do trabalho de Lagakos e Cummins { 1274 1 sobre es-
-ae material .

‘ Leitura do pgrafico apresentade na pg. 1068 do ro-

ferido trabalho e reproduzide na presente tese ( Fig.l ), indi
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ca gque a larpura total 3 meia altura ( LTMA ) das linhas dec

Brillouin & temperatura de 123,20 K & da ordem de 400 MHz. [s

ta- € a "verdadeira™ largura da linha, pois a resolugaan instru

mental citada ( p. 1067 ) & =~ 150 MHz,

A temperatura T = 129.20 K, a frequéncla Brillaouin

( V; ) pode também ser obtida do mesmo grafico: lg <0.187 e
- 5625 MHz ( & Gtil lembrar que 1 cm | = 3 x 10°° Hz .

Ora, a experiléncia de Lagakos e Cummins sgleciona

—
.A?xg e para K=( Ky , ©,0 ) segue-se que { ef. ( JG7.2./2 ) )

‘47{y (K;)zif; k& “} (k%)

Em outras palavras, a equacgao relevante ¢ (& .3.5 1},

cuja solugaoc resulta num amortecimento da onda aclstica, intei-

ramente devido & viscosidade, que & dado por

aféé f/EQ k;?%%

e a uma frequéncia Brillouin

w = K, V5 [p (I 3. 28)

Na ausencia de viscosidade, uma analise baseada nas
equacides da elasticidade (e.g. Arguelle 18790, Cummins e
Schoen 1972 ) conduziria, ¢ l0gico, & mesma expressaon

( Z2IZ.32..28 ) para a frequéencia firillouin, prevende cantudo
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uma onda acUstica que se propaga sem atenuagao. No espectra
Brillouin, tal onda s8 manifestaria como uma linha com largu-
Li'igual a zero, i.e., como uma fuﬁqéo delta centrada em ag .
Este resultado indica a importancia de se levar em_conta, pe-
lo menos fenomenologicamente, a"fricgdo interna®” em cristais.
Ba experiencia de Lagakos e Cummins ( 1874 ) obtém=-

sg pois, a T = 129 K, que

f

a  _ 400 ~ O.0F
o) SE25

A hipoOtese sera feita no gque se segue de que a a

temperatura de 300 K & 93 mesma ordem que a' para T=128.20 K,

digamos, a ~ 500 MHz,

Utilizando a Tabela I ¢ a definicgée ( IO.5. 2/ de

Wy , chega-se ao resultado
. 3 ;

Y, = 23x 10" Ha

Dafl,
A~ 0.020 (77, 3.29)
wﬂ

UOs resultados ( 7.7..2& Y e | 7. 2. 97 ] e a

estimaotiva [ A7 ..3..29 ) permitem que a equagdao

[ 7.3, 2% ) seja simplificado, viz.
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e

Oesprezando os termos em [ az{/af;’ ] e {gzed/wog 1,

pode~se fatorar essa efduagac da sepguinte maneira:

( - )/ LA R (/4-‘:6))20 /ﬂ.i.é’@)

Dafi

ﬁza[_:é)

il e [ fE) [
ey _ gt Lo,

Em primeira ordem nos parametros

2
ce_)
£

Ly

as tres solugles da equagao ( JI[.3.30 ) sho portanto:

“

K=<

. . Z
K.—_c < i‘[.//.,&.. .__6_.2.)
'?wa .Zw‘,z

As solugoes [ 7. 3.9 el I.32./0 ) anvolvem com
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ponentes do deslocamento 8 temperatura. Pode-se contudo ofe -

tuar uma analisec baseada em componentes da deformagao e tempe

ratura levando em conta que (cf. ( X, 2./72 ) )
;47 -¢:ﬁ; 7

= x

Em outras palavras,

YN ADE 369 ] a9 05 + B a7ir.) (m5.51)

N(s) Ms) -
AT (k,,5)= 2 6) A, (4, ) + D[ a7 1x,) L m.3.33)
- NG ()
onde
Z};(s) = (Kky D(s) (17.3.33)
7/ (s)= (:3;)33(5) . (m.3.3Y4)
Az
Utilizendo as deflnlgoev ( 777 .3 .11 el fz.5. 12 )=
( .32 .15 1, uma decomnosicao er fractes parciais produz:
e 5)s D, (s)_
N(s)

(')m) Ef‘(”’”éw} )ws) “/“‘/)(M ,w;)

(i 3.35)
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)A/(s) - //d/z)fvﬁ) /if%) A{f(s)}

C’éj ZPCQ z((
/v’{s)

(7. 3.3¢)
o (c)= 6 (,__) - Lfee ) 7 _4,,.}
N(s) N (5) ///5) 2 Y,(s)
(1. 3.3%)
C,I/s):‘z‘.ﬁsz(f)z //‘ ae) ( /(,ze) /
Mis) N ) #, !5) 2% 4, (s)
(. 3. 38)
onde
Mi(s)= (s+d) (ar. 3. 39)
N(s)= /5+ 2 c'a{,//+ éf@_)) (777, 3.4¢)
4 Zw}
Ag(s):? S 4 A L’wo(/+ c‘ze-)) ' (I7.3. 41)
< Qaf
s novos parametros [ A; C/Q%f I e [ 4:6//K;, ]

podam ser calculodos a partir das definigoes ( 27, 3./4 1.
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( r. 3. 20 1., 1m.z.2¢/ 1 e da Tabela I, sendo gque K

1R Y

dado por ([ 7Z.3.25 ). Obtém-se:

c Ke ) -5
( ;—)_ 2350075/ K

.wp

‘f:e).::' :?éx /o—!'a K
Ky '

As relagoes ( 7. 3. 3/ Y e (| IH A 32 J, suple
mentadas pelas definicoes ( .32 3% ) = ( IZ. 5.4/ ),
‘constituem a solugac parcial do problema& tipico [ embora no
caso particular de KH2 Pﬂq)da " hidrodinamica”" de EEEEEEEE'
visto gue as mesmas permitem a determinagao imediata ( inver-
tendo-se as transformadas de Laplace ) da rdependéncia temporal
({ para o K escolhide ) de A’f{ e 47 , duas das \fariéveis
termodinamicas relevantes ao cristal. Para o mesmo K, a de
terminagao das outras componentes do tensor de deformacao
( somente 1475 e ;473 sao diferentes de zero - cf.

( mr.z2./2 ) ) envolveria a su]ﬁqén das equagoes
{ or 3. 5 1 e | JZ. 3. 8 1, solugéo.essa que & trivial,
peis tais equagbes s&o independentes.

£ 0til observar que somando=~se as tres rafzes ia
determinadas as guatro que resultam da solugdao de
( 7. 3.5 el 7. 5.6 ], obtém-se um total de sete
ralzes, reflexo do fato de que as (tres) equacdes " mecdnicas *
( cf. ( T.4.s0 ) ) envolvem a derivade sepunda em relagao
aﬁ tempo ( lei de Newiton ), ac passo gque a equagdo “tgrmica”

{ I 4. 5 ) envolve a primeira derivada em relagan ao tem-
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po [ equagéo de Fourier J. Em outras palavras, as caracterii

ticas algébricas das equagOes hidrodinamicas obtidas para um
dado sistema levando em conta precessos Irreversiveis, revelam

o nUmero de modos celetivos ( usando a terminolopia convencio

nal da toeoria de muitos corpos ] que o sistema deve exibir,se
*excitado" da maneira apropriada. No caso em questao, veremos
em segulda gque as sete rafizes corresponderiam, ro espectro de

espalhamento guase-elastico de luz, a seis linhas Brillouin

g uma linha Rayleigh.
Estas consideragdtes pedem també&m ser interpretadas
como indicandps que € nas equagﬁes que supostamente de=crevem
- - . - L 4 . - .
a termodinamica de processns 1irreversliveis num dadeo sistema
gque se deve procurar ( pelo menos como uma primeira "providen
cia” } a explicagaoo para o eventaal aparecimentos, no espectro

da resposta quase-eldstica do sistema, de componentes nio pre

vistas por analises convencionais.

Feita essa digressao, retornemos ao problema gue nosg
interessa, a saber, a determinacac do especiro de sspalhamento
quase"eiéstico de AHE nelo KDOP para a dada geomeiris de espa-
lhamento.

Caom tal finglidade, consideremos o produto

. 3 2]
-5t
A’f.' (kx;5)47,+(/‘/1)5/ AV; /j‘/ar;f)A?ff(/‘ft/ﬁ)e Tt .
? (17,3, 92)

e a integral tipica
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T

./rgféhn ﬁg)f)éf%ﬁaalﬂ))>edjzgﬂﬁf

qQue aparece na expressao ( I . .23 ) para a densidads ps-
pectral de poténcia.

De acordo com a hipdtese de Onsager, o produto

A}?' (Kx )t) Aqr (KZ,O)

g a fungado de correlacao

(dy,06,t) 87'k.))

exibem a mesma dependencia temporal.,

Dal podermos reescrever ( T, 3,42 '} como

/(4»;, (%e,t) 47/ (K, 0)) e5lur (. 3.43)

a

Fazenda a hipotese usual { e.p. de Groot e Mazur
1962 Y} de que as funcoes de correlacao nao dependem da esca-
lha especifica feita para a origem do tempec, mas sim tao somen

te de intervalos de tempo ( |[t-~t'] para'tﬁ’ arbitrarios 1,

spguUe~-5¢ (qUOC
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/ {4,k t) A} Ky, 0)) et = 2 / <d, /A’Z)f/d;l @)a)}e&%

-0

(1L 3. 4Y)

Comparando ( JZ. 3.45 Y e  IZ.3.4% 1 e tendo
em mente que &m geral'tais integrais sdo guantidades complexas,

obtém-~se:

Re / < Ay, (e, )87 b, 0)e Tl j =

= 2 5@5{(‘47, ke, sz_;.q)‘a"?}, /@)}] (70.3.45)

Urque a relagac ( ZZ.32, 45 ) nos diz & que o espec-
tro da lur espalhada esta diretameﬁte relacionado com a tréns—
formada de rnurier-Laplace das variaveis relevantes ( e.g.
Mountain 19C6 ). Né verdade, a wvtilidade das transcfarmadas de
Fourier—Laplace transcende este caso particular, revestinde-se
de uma importancia fundamental em tode o contexto da teoria da

M

resposta linear ( Kubo 1957; cf. também Mori 1065 a,b J.

Definindo ( of. (| L. 5.7 ) }
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~ * (at
F(A;.,fz)= zfi’e/ (A/j,; /ﬂ;,t)m;; (K, 00 &t

g recordando que [ cf. ( I .2./5 } ]
ah, (k) = = iy Ay, (6, 8) + /g;.,) ATk, t)
7

'& facil de concluir, por analogia com ( 7.5 . 4% 1, gue

F(}"z; ,—n—) & uma soma de nguatro termos:

F 06, @) = 2 (el ) R [l i 500 )y G 0|

6 6,2) - =2 25) e [y, O, see i) 2T 5, 0)]
7 ‘

% /“Q/.Q) = “-Z(gf%z)é(;}—?)y R?[<AT(A/IJ $=¢ Q)d%f/k;’a»]
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fle, )= 2 (%) )‘z Re [Tk, 52-i2) AT i 0)) |
| )/

onds A?ii(f\’x)s) e AT(KZ‘,S) saec Gados por ( Jif,3. .5/
e (| Ir.3.32 l.

Foi demonstrado na Segao II.5 que

(A%JAT)::O

Por conseguinte
£l @)= 2 (i, )y, 00D (e [ (= i)

(.5 14)
lie,0)- -2 i) Sl (/¢ (s--:a))f

(. 3.47)
£, )= ~2(ck, )@7@)] I i) (e [ 6= i )]

(3 18)

%, 2) = z//é’ﬂ)) C1aT0k J/)/ﬁ%/c /g_ -ﬁﬁﬂf

(0. 3. 73)
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Das definigoes | I 3.35 ) - m. 338 ),

obtém~se;

Re[e,(s=-ia)]=

..(__g:,_{/ )‘“—-——*’“”‘" }
w® 4{2@) qu Z MY52) 2y ‘&“" "2 M)/Jy

(T 7. 50)

Ke[f (s= —cﬂzj /CK Py /fi‘&)/,{;{g) i Afg’//ﬂ))]

(77 3.51)

J'?E/fﬂ—-tﬁ)] )A”/ﬁ) ,z,/)/fi//fl) //’/fl))/

(17.3.52)

Re[,(s=-iq)] // “f’)//,m) / e)/ // @) /v(ﬂ))]

(17.3.53)
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sendo que

1

Ki(a) = [a?d Y | (1.3 5%)
[ Kn_ ~w //+ jj,;))i% /fz&) 7 (1. 3.5%)
. Aéj/ﬂ)_ :/’%(z . %(/*f,?))z* /f;)z] (1T.3.57)

( Note gue /‘.{;(_(?_): /g’(-—ﬂ) ).

"

¥, ()

As relagoes | 7. 3. 9¢ ) - U 1.3 HY J,con
plementadsas pelas definigdes ( IZr 3. 50 ) -~ ( I7. 558 ),

constituem expressoes analiticas para o espectro de espalha-

mento quase-elastico de luz em termos de um carto nuinerao de

parametros termodinamicos. Ainda que perticulares, pols se

referem a uma situagao especifica ( KH PO, T= 300 K5 x + 2

( yy }) ¥ + 2z ), elas representam a primeira determinagao ox

plicita, utilizando tao somente parametros macroscOpicos 8]

portanto mensuravelis, do espectro de espalhanento quasu~nlﬁn~
tico de luz em cristais ( determinacgac andlogae no caso de 11~

quidos isotrﬁpicoq foi pela primeira vez realizada por Moun =

tain ( 1866 ) ). Canvim ressaltar gue as analises usuais ou

sao microscopicas ( e.f. lLagpakos e Cummins 1974 ) ou se limi

tam [ cf. Cummins e Schoen 1§72 ) a determinar a posigao das

linhas ¢ a intansidade intoaprradsa do wespectiro,
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A fim de interpretar o espectro descrito pelas rela
¢oes ( 17T . 3. 46 ) - HL.3 .55 },

consideremos em primei
ro lupar a fungao /4COJ

, definida por

Alar)= & A

—_—— —

Nila) ot L%

Esta fungao & uma lorentziana,centrada em =0

- - -
.cujo valor maximo { sua "altura" 3} © igual a e « A sua
largura lotal a meia altura [ LTMA } & obtida fazendo-se

a definigao ( 77 % . .20 1 )

L1MA { linha centrada em N=0 ]=.2a.’: 'ZZF f(_zz'

PC7

lisando-se as valores dados na Tabela I, obtéem~-so:

Lol = [45 GHz

tm opalavras. esie respltado significa que, na situa
Gao consideocrada,

n largura do linha Rayleigh € proporcional a

difusividade térmica ( condutividade térmica / densidade X cao

lor especlfico ) e ao vetor de espolhamento do quadrado.
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No caso de liquidos, este resultado e bem coenhecido ( eB.g.
Mountain 1966, bBonedek 1968 ) e se reveste de um carater mais

geral ¢e estes 530 supostos lsotripicos - afinal de contas, se

o ligquido & isntropico, € de se esperar que ¢ espectro noo de-
penda da diregao do vetor de espalhamento mas tac somente do

seu modulo. Por outro lado, no caso de sistemas arisctripicos,

mais especificamente, cristais, urme rapida reflexdo sobre 3%
equacnes fundamentais 'do presente formalismo, vizo{ I 7,5 )
e ( T.4. /¢ ), devera ser suficlente para gus se chegue a

conclusao de gue em geral a determinacao da largura da linhe
Rayleipgh ( bem como das outras linhas ) envolvera a solucgao

de uma equacgao do sétimo grau, pois exceto pare vetores de c¢s
"

‘palhamento  judiciosamente escolhidos, as tres eguagoes "moca

nicas® e a equagart "térmica” estaraoc acopladar.

As Dbdarvaqaes acima tem por finalidage chamar aten
cao para o fatc de gue descrigoes de componentes espectrais

em cristais baseasdas em analogias com descricoes validas pare
1igquidos [ lLyons e Fleury 1976; Fleury e Lyens 1970 1 am prin-
cipic nao sao aduquadas, podendo inclusive levar a conclusoes
erréneas [ no Lrabalho de lyons ¢ Fleuvry ( 1978 ), o velor de
espalhamento , uma informaqéo gssencial tendc om vista as con
siderascues feilas, nao & fornecida, pois a geametiria do cepa
lhamento nao € espocificada - dal a nossa impossibilidade de
corroborar ou refutar as conclusoos mencionadas no trabalho

e oblidas por analogia, )
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Retornando a analise do especiro, consideremos as lo-

rentzianas que apasrecem em ( 7.3, 57 I} -t mr.3 5% 1,

a saber ( lembrando que c%e/ﬁ%f:-d,ﬁ/! HE

Nz
[/_(,1 i‘f%)ivh(/éi’t)z]

fstas teém maximos em L = +w, , valores miximos iguais a

2/a ¢ LTMA= a.
For outroe lado,., consideremns agora os linhas gue a-
J )
parecem em { 77 3. 50 } envolvendon AGKQJ e Q;éi) , viz.

( desprezando Cze/@%f }:

/it ;{L; A
2y, Z

[/fii%)z+ é%)7

Eeta clare Que as mesmas had 540 lorentiianas. Com

.

efeito, elas tem maximos ew L =4 w, , minimos om J2:¢t3gb,
assumem 0 valor zZerg pard _ﬂ_::féu% e tem valores oxtromos

lpuais a l/a.

A soma dessas duoas linhas, e ser desipgnada por



(I?_)_

€ igual a

onde

linhas de

Zados em
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[( /wrz)

EKﬂH)z <2
[ (2~ w?) + 22n?]

2z _ Z 20
W= ag + Z%_
Sem ddvida serd recanhecido gue 8(&) descreve duags

ressonancia | .. Symon 13580 1, com maximaos locali
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Resolvendo (em primeira ordem em ( ayﬁvo 1] ) a e-

quagao
@ )ew” =~/
< 2] Z2a.
[/ﬂ_'za a)'z) + 2t ]
obtém-se ( cf. [ J77T. 3. /& ] )

)
1}‘ Ao
LTMA ( linhas centradas em dl=% W, = :{___,”)Kz

r 0} -
A tiltulo de ilustragao dos erros em que se pode in-
correr ao se tentar inferir por analogia, convém stentar para
) o« . . ) .

0 fato de gue em ligquidos a largura das linhes Brillouin, ain
da gue proporcional ao guadrado do vetor de espelhamento, en-
volve nao so0 coeficientes de viscosidade mas também a difusi-
vidade térmica ( cf. Mountain 1966, lenedek 1868 ).

Na figura 4 resumimos os resultados encontrados na pre

sente subsecao para as nsigoes B larguras de linha das tres

componentes do uspectro. Veremaos na subseqéo sepulnte que a
intensidade da linha central corresponde a ~ 1% da intensidade
total espalhada - em outras palavraco, & Fig. 4§ nao esta desenhea-

- I N . - :
da em escala no Que diz respeito as intensidades reletivas.



f

KHoPOgq |
x-%z(ygf)'ﬁ'i +z
T=300K

-
8
n
PN
n

Mr = 2

FIG.4
luz pelo KOPB.
intensidade total

wm ceeficiente de viscosidade, A

termica,

)

FREQUENCIA

de que na figura. C

Representegac gualitetiva do espectro de espalhamento guase-elastico de
A linha Rayleigh & na verdades bem menos intensa [~ 1% da

e uma constante elistica, v,

! um coeficiente de condutividade

=)

Lot

x

a uensidade, ¢
¢ velor de espalhamento.

o celor especifico & deformacdo constante

- €61 -
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b. A Intensidade Integrrada

A intensidade integrada da luz espalhada & dada por

Ik )= /“;(/@,ﬁ)ﬂ/ﬁ

onde
Flk, @)= F (K, @)+ F (K, @)+ 75 (i, 2) + F; Ui, )

PR

Inspegao de { IZ.3. 45 )} - ( IT.3.53

indica que

cinco integrais deveraa ser caleuladas

[l

A4 = AL
= | EEE
L e M)
4, = | 42

2o M ()
A = _ A2

o M
/IY:/ 0 f0

% W@
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ALl

N
~—
3[R

—x 3 ’(‘(17)

) )
onde as fungnes /b"}(ﬂ) ’ A{z(ﬂ) e A{;(ﬁ) sao definidas
por { L. 3. 5% ) - ( IZ.3 56 }a

A intepral basica €

oo

A = Ax 7
A Y s

Por conseguinte

/4.2‘:/1 :-277'/42,
/.?TT) //+ ge)
/2 | <

Ay = (2 Juo, (1 4 <

Lm outras palavras,

o)

[ Ftn,a)dn -

/ 7 lhy,2)d 02 =//§/ﬂ;,—‘2)ﬂ”ﬁ =0
—ad ‘

o
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o
[ At a)an =T
—o

resultando portantoc a seguinte expressao pare a intensidade in

tegrada:
106, )= 27 [ () Ly, 60 + (2] <14 m)ﬂ)]
| 7

(T 3 57)

Esta express%o resume, por assim dizer, & Tisica do

problema: o espalhamento de luz & devido a flutuagOes de de

- . 2
, formagaoc [ dai o termo <5/A7!ﬂﬁ)f ) ] & de temperatura ( ©
: - 2 '

Gue explica a presencga ude <(/A/{%;)/’> ] nu cristel, sendo
que o acoplamento da lez com tails flutuagoes ocorre atraves

de coeficientes que exprimem a variagao do Indice de raefragao

com a deformagao éfpu ] e com a temperatura ((aéﬁfarqu.

Na 59@50 antericr foi demecnstrado gue o especlroe da

luz esﬁalhade consiste de tres componontes, uma centrada na
grigem { a linha Rayleigh J g duas outras [ linhas Qﬁi}lou{ﬂJ,
uma em cada lado da origem e equidistantes Ja masma, Aodinten
sidade ¢integrada acima reflete por consepuinte a contribuigan
dessas tres cmmponemtes.. Mo caso de gspalhamento quase—elés—
.tico de luz por liquidos, o espectro tamhém consiste de tres
linhas distrituidas da mesma manevira. ( e.g. Mountain 19066,

Benedek 1968 ) e tem sido usual g.p. Cumming e Gammon 1364



- 157 -

utilizar-se a analise termadinamica propostas por Landau e Plac-

zek ( 1934 ) na obtengao de um parametre ( & assim chamada

razao de Landau-Placzek ) gyue caracteriza a distribuigao re
lativa da intensidade entre as tres linhas. B .

A analise de Landau e Placzek ( 1834 ) & baseada no
fato de gue uma onda aclhstica ( — linhas Brillcuin ) pode

ser interpretada como resultande de uma flutuagao de pressaoc

a entropia constante {( suponde, como & usual, gue tal processo

€ adiabatico ), au passo gue as equagoes da hidrodinamica le-
vam ao resultada { e.g. Benedek 1868 ) de que uma flutuagac de

entropia a pressas constante nao se propaga [ ~— linha Ray-

.

leigh 1. Em outras palavras, a formulacao do problema de es-
palhamento quase-eldstico de luz em termos das variaveis termo

dindmicas pressac & entropia permite uma descrigao gualitati-

va do espectro.

A fim de estabelecer contato cem a formulacgao usual
am l{quiciD_E_s_ g, O (que € mais importante, ressaltar as eventuais
diferengas, faremos no gque se segue uma analise analopa a - de
Landau © Placzek para a particular situecao experimental que
‘nos interessa ( pera cristais cObicos, uma analise desée tipo
fol pela primeira vez felta por Wehner e Klein (1872 1).

Expressando [h% & Ajﬂ em termos de enitropia e com-

ponentes de tensaoc, cbteém=-se:
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..SZE 3,) A7 f’:’f)as I7.3.5¢
A?/-(Z;J) ) - -572“52" (2 “f“/ag-r ( )

. §)= E o1 | 4t /_QZ 48 (@359
zﬂ7_(qéf ) (/32}.53» + 35/ ( 3. )
£

Utilizando resultados da segac 1.3, as relagoes

( Zﬁi3.58 ) e (| II.3.59 ] se reduzem a;

Ao;,:{s,fd‘r:',ecs}zd’g +§;A2;}+{/5}(CT/AS} (I, 2. £0)
' r

AT:[_ __%;7(/3, (67,+472;) +/4 ,,{]’Z_})-} + Z//_gfr_)dsj

Por conseguinte [ omitiremos o argumento K € o 50
X

brescrito & )

(/5’71/2?: -

-:[sf(/dz,/z)f- $3<1a5 1 + 57147, 12 +
\T)
“Re[25,5, < aran dr 28,55 445"+ 25,55 < agor ]+

" {(,%7.‘) (/45/1>] (72.3.61)
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Ty =

+2(8,8) Be ((Az, 42y + (A'L;Az}’”))]} +

i* {(%;)Z(/As/i)} (I 3. 42)

Na obtengdoc das expressces acima para (l[hpil>

e <<|ATW1>‘ fizemus uso do resultade [ cf. Secgeo 1.5 )

Convem ressaltar gue as flutuagoes de entropic con-

tribuem para ( 7. 3.6/ Y e ( II.3. ¢62 ) atraveés de somen

te dois termos, os restantes correspondende a flutuagces de

tensao.

Uma vez gue ( cf. Segao I.5 )

(/AS/% = 4Cp

— : £
<3ﬁ€9-dc%£ ’>::pégftféhé£

e a matriz de coeficientes slisticos para o KOP g dada por
1 7. 2.2 1, & possivel expressar a intensidade intaoprada

da sepulinte maneira:
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Ilk)=car /N | AT (T, +E+T +E,)
_ &3 4

onde

2 2
T = (e, ) 16, (8, +55)+ 26,55 (5,45, ) *

+26,(55,)+ 3 @;)] (.3 43)

= (e, VI T ) 52 344
£, (é,m)[/f’c )/, (mm.3.64)

, .
£,= (g_?_ | L (IT.3. 45)
P

e o fator (MQ/8n3) resulta da passapem do espago de cocordo-

nadas para o espago de vetores de onda.

Fara maior clareza, as letras T e B foram esco-
lhidas para desipgnar as contribuigoes devidas a flutuagoes de
fensao e entropia, respectivamente.

Usualmente se supte ( e.g. Benedek e Fritsch 1966,

Griffin 1968, Cummins e Schoen 1972 ) que a variagao do Indi-

ce de refragao cem a temperatura & desprezivel, 0o que corres

ponderia a fazer na expressao | L 3 57 } paras a intensida-
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de integrada ( 86‘/3T' L]: 0 . Em lingragem um pouco mails
sofisticada, isto implicaria na exclusao da possibilidade.do

acoplamente direto da luz com as Flutua@&es de temperatura

no cristal, pois fenomenologicamente tal accplamento & devidc
exatamente ao coeficiente gue Fo0i supasto ipgual a zero { cf.
( H.3.57 ) }J. Wehner e Klein { 1972 ) foram os primeiros
a empreender uma analise sistematica das consequiéncias de tal
acoplamento, utilizaﬁdo dados experimentais disponiveis sobre

cristais clObicos & temperatura ambiente. No que se segue,

gfetusremos uma andlise semelhante para a siluagdo experimoen
tal que nos interessa, a primeira anaélise desse tipo para um

cristal gue nao seja clbico { KOP, nac custa relembrar, & Lo-

tragonal 1 .

Inicialmente, seguiremos a pratica urual e admitire

mos a hipOtese de gue ( d¢, /EVT )n &€ desprezivel. Uegssa hi

potese resulta que T, e E2 sao também despreziveis { em re

lageo o T, © E1 ) e por consepguinte a rarao R entre a

intensidade integrada devida a Flutuagﬁes na entropia (1 en

tropia } e aquels devida a flutuacgoss na tensao { T

+

tensaag

isto &,

entropia

=
Hi

-
tensan

sera aproximadamente ipual a

R = E,/T,' (T, 5. 66)
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onde E‘1 e T1 sao definidos por { I 3. 464 ) e ( Immr 3 43 )
respectivamenta,
Por analogia com trabalhos sobre 1iquidaos I e.g.bum-

mins e Gammon 1966 )] a aproximagao { 7. 5. 66 ) definiria

( Wehner 8 Klein 1972 ) a razao de landau-Placzek, designada

por RLP , para a situagéo gxperimental considerada.
Utilizando pois a Tabela I e as definigces

(| IZ.3.65 Y e ( IZ.2. £¢ ), obtém-se:
K, o (A’Hzﬁc?y; .?HDK; z+z%¢)2+2)= 0. O0F

Este resultade indica que para essa situacao experi
mental as flutuagﬁes de entropia respondem por somente uma
pequensa fragao { ~ 1% } de intensidade total espalhada,fra-
cao bem menor do gue em liguidos, onde a mesma & da ordem de
20% {(cf. Cummins e Gammon 1965 3.

Além disso, a apresentagao do resultado realca uma
diferenga essencial entre linuidos e cristais. ESpQCfFicameﬂ
te, erguento para liguidos a analise termodindmica de Landau
e Plazek [ 1934 ] resulta na seguinte expressan geral para

RLP'

onde C e Cv sag respectivamente os celares especificos, a

constante e o volume constante, pare cristais & indis
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pensavel especificar a geometria de espalhamento. Em autras

palavras, a anisotropia dos cristais torna sem sentido falar
na razao de Landau-Placzek para um dado cristal { a ume dada
temperatura ), exigindo, na verdade, que se fale da razao de

Landau-Placzek para uma dada grometria de espalhamento,

Com efeito, para gezometrias de espalhamonto que se-
lecionem as flutuagoes .Aqu AWSJ Aqé do tensor de defor-

magaao, o Tato de que o tensor de deformagaoc térmica {ﬁh}}

1]}

diagonal guando referido aos cixos principais do cristal o
Haopla o

relagao anéloga a ( IH,3.46¢ ) para tais flutuagdes leve

o

conclusao que I ) = 0, ou seja que o espalhamento de
a eniropia ! Ja d P

m!

luz & totalmente devido a flutuagoes de tensac. Mo espectro,

tal circunstancia se manifesta pela ausoncia da linha Raylei-
gh (o espectro podera eventualmente exibir uma linha central
devida a espalhamento parasitico por imperfeicoes, etc.).
Nestcs casos, € ldgico que nac faz o minimo sentido falar nu
ma razao de Landau;Placzek;

Por ocutroc lado, uma vez gue em ligquidos a expansao
térmica-é descrita por um gscalar, a relacac analopa a
{ IZ,%, 60 )} envolvendo volume [ ou densidade ) © pressao le
va a conclusao de gue o especiro sempre exibird uma linha
( central ) devida a flutuagdes de entrapis conclusdo essa
a8 que primeiro chegaram Landaule Flaczek ( 1934 3.

Tal diferenga essencial entre liquidos e cristais
parece nao ter sido levada em conta, pelo menos explicitamﬁl

te, em trahbalhos reccentes ( Wehner e Klein 1872, Lyons e Fleu
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ry 1376, Fleury e Lyons 1876, Caurtens 1876 ).

Tendg em vista o grande interesse atual no prohloma
der"picos centrais” a gue nos referimos na Introdugao da pre-
sente tese, & Gtil investigar a possivel influéncia sobre a 11
nha Rayleipgh da variacao de Indice de refracao com a tempera-
tura, ou seja, de supor gue (96,/37-)7:,&0 .

Comparando ( 7.3 g¢ )Y e | 17 .3 &% J, ve-so
que podemos escrever a contribuigac total devida as flutuaghes
de entropia, gue @ proporcional a ([ E + B }, da seguinte

1 2

maneira:

_ ) 2 t 2
Isntropia = const.X [ T ( € Pra fgi ) [1 rr J

pex

onde

r= . / / 5’6) ' (a7 5. ¢ 7
6@/%1&5 37—7

{ Wehner e Klein [ 1972 ) utilizem um parametro I

analogo a ( 77 27 &% ) no contexte de uma aproximacao, ao

passo que a relagao ( JZ .3 §7 ) € exata.)

Depreende~se de [ J7. 32 £¢ YVoe (I 7 &5 Joue
o-parametro r propicia uma medida da contripuigao a linha
Rayleiph que resulta da variagao do indice de refragao com q
temperatura, pois se ( 2 €, /31— ) =0, r = 0.

No calculn de r a partir de dados experimentais,

deve-se rimeiro levar em conta Uue o0 masiha envolve a varia -
g
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¢ao de €, com a temperatura a configuragao caonstante e os da

dos experimentals em geral se referem a pres sdo constante,

Escrevendo ( cf. [ . ] )

Ae, = - 6748, 4 _g?) AT
7

onde ( cf. ( 77 2 . § ] )|

48, = pu 47, + iy A7, + piz 4y,

Dbfem—se ( lembrando é definicao {:I.E_/? ]de,fgg )
a
—2-6-’- ( é’) /L[(/?// *fiz }ﬂ- * (/bf.?)/j_'?]

Se a tensao correspond:t a pressac isotropica ( como

: - ’ - - . . -~ . -
'€ 0 caso da pressaoc gtmosferica, sob a influencla da qual 2

feita @ grande maicria de experiéncias), entao:

(22) - (25) « Flpwpalpi o Gult]  te0
7 4 | |

ar

Esta € a relacac desejada entre | Bél//aT' )

{ ae,/a*r )

Q

P 3

Na repiao de frequancias para a gqual o cristal 2

transparente [ e.p. cepitulo 3 de Wonten ( 1872 } ),

&

e portanto

36: = 2n, (‘9"' (I7.3.6%)
3T
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A variagao do Indice de refragac do KDF com a tem-
peratura foli medido por Yamazakl e Ozawa (14956). gque apresen
tam es ssguintes interpolagces palinomiais:

- - ¢
m (T) = n, (T=300K) + (1923 - 0.618T + 4.8/ x 10 Y72 )x o

(3 70)
(Qn,(r) = (~0.¢18 + 202x00° T)x 1077 (@ 3.71)
a7 /,
ande

n, (T= 300K ; A= SP93A ) = 1.5/ 00

Utilizandoc a Tabela I, a definicda (777 3 £% ),
‘_as relaqaes_[ I 3 L& el 7. 5. 69 ] 8 as expressoes
(i m7.3.%C ) I -T G // A S | }, obtém-se
Z. . Z SR
r“( T = 300 K ) = (0.49 1% = 0.29 (. 3.72)

.. - .
Uma vez gue ps coefigicntes fotoelastices, oxoeto

( Brody & Cummins 1865 ) 50 sao conhecidos a tempe-

por P Leret

rotura ambiente (Rao e Narasimhamurty 1875 1, o melhor que

podemas fazer & ostimor o valcer de r para dqualquer oubtra tem

&

peratura,

Supondo que a variagao de Py & peguena B gue a va-
riagao relativa de p11.D12 (3 Py ( fﬂPEj//Pg ) & a mesma,

podemos. estimar r (ef. ( ZZ 2. 47 1 e [ 1, 3 47 )) pois os
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outros parametros envolvidos na definigac de r sao conhsci-
dos em fungac da temperatura.

Estimarembs 0 valor de r para T = 130 K, alguns
graus acima da temperatura em que ocorre a transigao de fase
d P T = 12 .

o KHZ 04 { 122 K )

transigao

fla Tabelsa I, concluimos que
r (T = 130K ) = (—-1.43]2 = 2,08 (ZE.B?S)
Comparando ( I 3.72 ) e | I .3 #F ) ve-se que a

contribuigan & intensidade da linha Rayleigh devida & varia-

gao do Indice de refracao com a temperaturs € oito vezes mailor

a T = 130 K de gque a T = 300 K.

Ainda que ( ZF,3.75 ) constitua uma estimativa, es
ta ubservagéo & de grande importancia no contexto do problema
de "picos centraié”. |

Senao vejémns; Na literatura especiaclizada (e.g.
Scott 1974 ] entende-se por “pica central” uma linha Rayleigh
cuja intensidade inteprada como fungao da temperatura aumenta
a medida que se aproxima a temperatura de transigéu e Tasa.
Ora, gualitativamente € esse o comportamento indicado pelaos
resultados [ 17 5 72 e | I, 375 J. [m outras palavras,
& variagao do indice de refragao com a temperatura EEHE ter
como consequiéncia natural o apareciments de um zssim chamado
"nico central”, Frisamos a palavra "pode” pois € claro gue a

manifestagac ou nao desse comportamento vai depender dos va-
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lores especificos dos parametros termodinamicos do material
para cada temperatura,

A proposigac de um tal "mecanismo termodinamico”
para picos centrais fol pela primeira vez feita pelo autor
da presente tese ( comunicagaoc particular, 1875 J. A mesma
proposigaoc aparece também em trabalhos recentes ( Lyons e

Fleury-1975; Fleury e Lyons 1976 J.
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I11,.4 RELAXACAD TERMICA £ D ESPECTRO NF EGPALHAMENTO

DUASE-FLﬁS?TCU oroLuy POR KHzpﬁq
Na Seqéo I1IT.3, o espectro e a intensidade internrada

da luz espalhada { a temperatura ambiente) por flutuacoes de

deformagao & temperature num cristal de XKDP foram caelculados

para uma escolha particular de geometria d¢ esp-lhamanto. Fo

ram levados em conta os processos irreversiveis de condugao oo

calor e friccdo interna [ viscosidade ] verificando-se que o0s

parametros gue caracterizam tais processocs [ coeficientes de
condutividade térmice e de viscosidade ) estao relacionados com
as larguras dés (tres} componentes espectrais.

Na Segao I.4, que trata da termodinamica de procensas
irreversiveis em cristais, 2l&m dos dois processcs acima discuy
timos também a possibilidade da transferencia de energia para

certos graus de liberdade "internos" do cristal, -caracterizados

)

'

e um tempo de relsaxacao T , gue & o tempo necessaric para

.fenomenolopicamenlte por um calor especifico "interno” ¢

gue & temperatura "interna” ( 7', suposte indepandente do esta
do de deforma;&o do cristal } atinja a temperatura T de equi
ifbrio ( total )} do cristal,
Em consonancia com a finalidade primordial da presen
. ;
te tese, que & propor uma mcetodologio sistemdtica de analise do
cspeciro de espalbamento Quase-elastice de luz por cristain,

consideraremos apora a influéncia, sobre o espectro, de um pro

cesso de relaxagao com as caracteristicas descrites acima e ao
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qual nos referiremos no qQque se segue como um Processo de rela-~

xacao térmica.

Analisaremos a mesma situagcao experimental (KHZPDq,

300K, x + z ( yy ) X + z ) partindo. da E}nétose de que a mens-

ma propicia acesso a um tal processno de relaxagao tarmica.

Apresso-me a dizer que nao ha razas a priori para se supdr

que na situacao considerada o processo deva de fato ser obser

vado; por outrc lado, uma vez que a expericéncia proposta ain-
da naa fni realizeds, nao & licite excluir uma tal possibili-

dade. A analise que se sefue deve por consagfguinte ser encara

da como ilustrativa dos efeitcs gue poderac vir a ser observa

dos numa situagao real.

Se incluirmos relaxagaa teérmica, a transformada de

’AFouriér—Laplacn ( fFL ] de ﬁka‘ﬁ{t) & igual a ( cf. I & 39 ):

Acr(l?,s):

-\ 40 &) 2: gﬂ/{jﬂdhw 710_7/ 2 AT//F’)]+

[+ Ts
. "{}"

) Chue fuc By ) e £ 1= G [Ee )] a7 E )
7 + T8

sl *

Uma vez que
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AU(K)—Z Cy{t/&A7J(K)+ 7[)_1)/,’17—(/() (I.4.%)

- ijkL
a equacaa { T. 4 39 ) acima & simplificada
éhT(Eis):
§ y/di/éﬁ A7J //(5)+7E_;1/ _7_/ ts) AT(R s) 4
Ljel

G () o

A equacgao de continuidade para a densidade de calor

. l — 3 N P
4¢(Rt)=-V- T (At) | (r.4.1)

—
onde J;(?jf) & o fluxo de calar.

Vimos na Segao I.4 que
P — s
44(Ft)= T(Rt)ad (7P t)

g escrevendo

7_“ﬁf7:: 7 +.A7~ﬁif) ([.quz)
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entao em primeira ordem nas variagoes AT e A0 , a equacgan de

continuidade ( T4,/ ) se transforma em

T A0 (Pt)=~-V -i(g,t)‘ (Z. 4 2)

A hipotese de Fourier diz que

(0= =) 2y 2 (aT(Er) (1.4.¢)

4 -
- ¥
J
onde Ag € a componente { Lj ] do tensor de condutividadge
térmica. Se a hipotese adicgional & feita ( Mountain 1968 Jde

gue a introducao de uma temperatura interna nac altera o pos-
tulado ( 1. 4.6 ) onde AT se refere a variagodes locais
‘na temperatura T de Equilibrio, fazendo a TFL de ambos os 13

dos da equagao { II7. 4.2 ] resulta em

T(sda(is)- AG‘(K))--Z: (fr )2 AT/KS) (4. 3)

U lado esguerde da equacao ( J7L. % 7 ) & dipual

a (cf. ( T 4.7 e ( T.4. 4 b

T(s Ao (Rs) = 4T(R))=

7S G etz ] e / S0z, =5 fsartse)-

Efél
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-7‘2: .U,‘Mé’,af {A7J(A’)j - pe /.-_71(/ w)]{d/(ﬁ’)_}

t‘Jé.[.
(i 4.4)
Uma wvez due
- .
. < KS] - P
Ay (K s)= [/( w, (Ks)+ K; / ) (Z.2.12)
-" -
a escolha, como antes, de K= (Kz)ﬂ} 0) , a utilizacao de
( . 4.3 Ve (| IH. 4. ¥ ) B a consideragac da simetria
cristalina relevante ( cf, Segao I111.3 } reduzem ( 7 4, # 1

a:

R T I Pk

+£{7‘f<’x[(c +Cn ) f/c,j,)@}saz Ky 5) =

{rafr o) e

{Tﬂ" [(c]ve )/’+/ %]}u,z(f(x)
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{ se’ c% =0 ., esta eqﬁagén € identica a ( 7. 3. £ }, co

mo era de se esperar ).

A outra equagac pertinente é [ Z.3.% T J, a saber

[ ps?+ s (K2 )+ (Fei)]w b, s) + [ ko @6+ 3 )8, + (6] )3)] AT, s)=

= [ ps* o+l )] v (k) (m.3.4)

Designando por § a razao entre o calor especifico
"interno" [ Ca ] & o calor especifico total { C7 1, ambos

referindo-se a configuracao constante, isto g,

e utilizando as definigoes ( 77 . 3./6 ) - & 5. 2o I,

obtém-se:

[ s*r as+ b ]u, (K, s)+ c:[CJAT/k’z,S): [S%&JCLL (k)
if ce(r+rs)]su, i, s)+[(1-f)cs? 4 (r4vd)s +4]aT(5, s) =

= ifceltrrs)]u, (k) + [ (1-4)rs + 1] AT(x,)

(m.q.¢)
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A fim de inverter as transformadas de lLaplace

u, (Kz)s) e AT(k,,s)

nadas as ralzes do polindmio do quarto grau

, € necessario que sejam determi

N'(s)=
= [//—f}z’]s* +[/+ /m (/—f)fL([)'z]sgf-[d #d +(ad +e +//«)()zr)z~]£'z+

t[bbad + e s(2d)r]s + [ 4]
- (my.7)

cem (I 4.7 ),

note que se T=0

( comoc verificagao,
1.

reobtém-se a equagao ( or. =z If )
: . 4
Dividindo ( IZ #.7F ] por 2‘(&&@) , onde
= T at.5.21
wy = Ke N oy /P (. 3.2/
g definindo, como antes,
(1 3.25)

R = 5/&'%)

- 1
a equagan N’(S):o se transforma em

(x—;)xu[ﬂ—f}_@. N /z]ﬁf—
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2
_[/fq—f)f-_f:?z—fL déf /d'-f— 4{) /],€2,+
(2 .wa Wy Ly .CUJZ’
[___+/f+ce+azé /]£+/___ /
wit | w,T w, / apT

Defininde também

« = fw, ) ‘ | (7. 4.6)

e desprezando ( au{/h&? ) [ cf. Segao III.3 ), obtém-se i

nalmente

i oo )] ) b 2
Al )

(i Y. 9)

Em primeira ordem nos parametros adimensicnais
. 2 i -
( a,/wa 1, d/wa Il e ( Ce/wo ) & equagao ( I # 4 )

pode ser fatorada da seguinte maneira:
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[l sl tafoo- o

(Ir. 4. 10)

{ Na verdade, a fatnracéo acima leva a um termo
( (,-'z.g'*/:_¢,va2 ) no coeficiente de Rz ., ac inves de ({z'ze/wf)/l/'/—f ),
como na equagao original, ( 7. 4.9 1; uma vez que
( c%g/h%? } = 0.012, mesma que' T fosse ipual a, digamos,
0.8, tal discrepancia seria desprezivel em comparagac com o0
1 Que aparece no coeficiente em guestao ).
Comparando [ I . /0 ) com ( 2.3, 30 ), ve-
se que a inclusano de relaxaqéo térmica, caracterizada fTencme-

' nologicamente pelos parametros "reduzidos” ( adimensionais )

o e f conduz ao aparecimento de uma nova raiz, a seaher

E [ )

Lembrando gue R ZE %Ah% e qufe d sic reais, chega-

se 8 conclusao do gue esta raiz corrosponde o uma solucac qus

nao se Propaga.

&

AS expressocs para A?h (KX)S J e AT KZ)S )
que resultam da solugao simultanea dc ( 7 . 3. 4 ) e

( m.4.6 ) sdo:
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) .
onde AN'(s) & dado por ( 1z, 4, ¥ ) e

\DI(S)E

w5 fi-f)e]F e [+ s (-f)a)e]st[ard +(Ferad)c]s + e +ad

| (Z.7.12)
%) < [(-f)es+ 1]  (mas
v/ /s)= _éff_ [rs « 1] (T 417,

z

%(5.):_:[ﬂ'}‘)fjf'?-f[/*a,//—]l)?]63+[4 -f,[r//—][)z:]_; s

(11,4 15)
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({ note que se 77=¢g , ( I 4. /2 ) - ZY /S )
se reduzem a.[ m. .7, L2 1, | JZ .3 33 ), ( &7 3. 3¢ )
e (| Z.3./5 ], respectivamentel.

Verificou-se na Segao III.3 que a T=300K, o espalha-

mento de luz devido a flutuagoes de temperatura em KDP ( geo-

metria de espalhamento x + z (yy) X + z ]} constitui uma pegue-
na contribuigde ao espectrc e a intensidade integrada, embora
uma estimativa feita na mesma segao ( na falta de dados experi

mentais ) indigue gue tal contribuicdo node ser muito grande

pertu da transicano de fase exibida por esse cristal
(T .~ = 122 K ).
transicao

Contudg, com o intuito de evitar conclusoes baseadas

em informagac experimental incompleta, consideraremos no que

se segpue samente o espectro a temperatura ambiente, despre-
zando por conseguinte a contribuicgao devida as flutuaqaﬁs de
temperatura.

Isto significa ( cf. (ZZ. 3,50) ) que & Becnssério

levar em conta somente o seguinte termo:

FlG,2) = 2 &3, )" <4, /*1)/9-{[’% [6 (s=-c)]

onde ( of. ( 2. ¢4, H ) )
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Definindo

= () (@.4.16)
“y
M = (4 (177 z/_/:,:)
—Zﬂb’p
(1 4.18)
-‘pr
ebtém-se ( em primeira ordem em m,n, p )

{z. 4. 19)

ol ] AR B&) | ck) :péc)}
le) {/v,,{s)’t M{S)+A{Z(s)+ Wy (s)

onde /V,(S)) AH“’Z(S) e /L_@(?) sao definidos por
3

( w3, 37 I /8 )

H,(s)= /s+ Jf’_a__ /+ /”“’))] o (7.4 .20)
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) =

[ /g«)[-z/ﬂif] }
_ (é?d)-g[/f- ?/a]—(?d)z[}m-fmff win] GOl 1+ 0] - [3m(1-g7)] S

(7. 4. 21)
() =

B l) 207 + )2 /
@«/3[/-,&-?/9_7 - /gd)-"[j‘m - fm?f f2n] + /f"‘/)[/ + ?/9_7 ~[->’m ﬂ—-ﬁ%)‘]

(@ 4.22)

) =

//{iﬁ) [1+in+3p] - (9x) Y om - Vmg{,hin —?Lpf)[,] +(ga()[/+m+ S - .?/:u;!)[] [7n 7//-4Q]}
=)’ [ 1+ 550 ~g) [ - f/myf/,nzn]ﬁfd)[/h;bj [2m(1-2/)]

(m.y.25)

“)-

i { { 2 a ) (1-in +,;,,j -(9) oo - Vm,gz 7;92}7 #2549, 7]+ /’ﬁa’)ﬁ -3+ 50 —éﬁgi] ~Lomfl -1/ i]}
éd}3 L145p]~ @p(}'zﬂ?m - ?ngf +0n [+ (;70()[# 2] = [ 21 % *";z;//]

(4. 24)
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sendo que

.y ' o
g2=(/-f) | (ar. . 24)
Uma vez que A (&l e B [ & ) sao ruais e
( cf. ( IZ.%.23 e | 4.2 )1 ]
) ¥
Dix)= C(x)
a parte regal de CS ( §=—-¢ 4L )] pode ser cscrita como uma

soma de guatre "linhas"

(gve +9fd) (i . 4..25)

L, = Al)

r‘“~aﬁ_‘\
'
P,
+
A
gy
+
g
&
e
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onde
Ly ()= Re (C)) | (. 9.2%)

&)= T (Clex)

= frequencia de relaxagao = T

Ve

£ facil de ver que as linhas L1 e L2 cao lorentzia-

nas, &0 passo que as linhas L3 = L4 naoc ccnstituem nem linhas

loretzianas nem de resonancia, as " formas" das mesmas depen-

dendo dos "pesos” CR( & ) e CI (ex ).

A linha de relaxagao, a ser designada por L1( & A1)

& caracterizada por

LTMA =2 (9% +gfai).

L («,220) = (gve +9fa)”

onde d, f e g sdo definidos por ( ZZ. 3./ .U @y s )
e (| §T.Y. 325 1, respoctivamente,
Relembrandoc que

o0
ACREEEENS e

_g atpt p
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resulta que a intensidade inteprada cdos componentes espectrais

serd proporcional a
Linha de Relaxagao: 77 A (&)
Linha Rayleigh : 7B (o}

Linhas Brillowuin: W'Kfék(aa)

Referéncia as definigdes ( z7.4,7/ ), ( 7728 1,

{ . 4 23 l e | H.Z2 2% ] indica que
Alx) + Blox) + 2 Cplx) =/ (I 4. 25)
Cbmparando { ., Y. /2 l e (| .7, 80C lJ. re
sulta da relagao | 7.y 28 ) que a intensidade integra

da towtal & a mesma nos dois casos, exisita ou N30 UM Processo
e rmlaxaqéo teérmieca. Contudo, a mesma relagad EXprassa o]

fato de que a distribuicao de intensidade entre as varias 1i-

nhas depende do preocesso de relaxa;éo termica, caracterizado
&

pelo parametro adimensional ( cf. { Z. 4 & Yoe (4 28

g E[//—f}wo ZJ-’

)

)
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Deseja-se investigar como a distribuigac de intensi-

dade varia guando varia e per uma questéo de conveniéncia
reproduzimos em seguida as expressoes analiticas para os pesos

Al X ], B( & )1 e ZCR[ o )

Ale) = G=)[2pgf)
{?a() [+ ?/a] /fa() [J‘}m’fm_?]['r"-?ﬂ]"f- @x}[/—f ‘?/g] /?m//ri]f}] _J

(i 4 21

Blx) = b« PL26] + (1) [2p]
G’ (14 3] = g2) [ ~Sigf ] ()1 9] = [3ml1-5 )]

(7 4. 2%)

2¢, Q):{ @‘4)3[—! 1‘5}9] -—/40(}'2[3771— f?igg'/ -,L.an-f/:ﬁp()ﬁv‘ V2 f.//jj_g/Jff}?n// '57//_
(g« ) [ 1474 - @x}"‘[}m—f»?/ 720 ] # () (149 ]~ [T {1~ ;{/_7
(. 2%

{ a expressao acima pare CR(CX ) & obtida multiplicando o nu

merador e o denominador de Cle ) por Zgﬂizyfng~—;n(?-?fc{]_)
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Tres casos devem ser estudados

LW o—p x|

onde &, & a frequéncia de relaxacgao e W, & frequencia de
Brillouin.
Come ilustragao, escolheremos { cof. ( &, %5 )

{ IT.94.25 1 1

F=02 — g=/,25 — gf =025

Em primeira ordem nos parametros adimensiocnais { e
pegquenos ] m, n e p , 0s resultados sao:

Caso 1: wR>>wo (gﬁ>>/)

Das exprescoes | lﬂiyﬂzf ), { 7. ¢ .27 ) e
( Z7.4.29 ) resulta: |

e
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Al«)=0 - (m4.30)
Ble) = 2 (.4 31)
(.Y, 3’.3)

2 Colee) = 1-2p

Utilizando a definigac [-JE‘Q_IF ] & gcomparando

( ;.Y 3/ Y e ( .Y 37 ) com ( JSZ.3.85T ), con -

cluli-se que parsa wg»wo ,» repreduzem=~se 0s resultados da SE
gao IIl.3, onde o processo de relaxagao térmica ndo foi inclui

do.

Caso 2: twy = w, (?a’-’b’t")

Fazerdo ga=/ nas expressoes ( rra vy ),

( r. Y 22 e (X Y.27 ], obtém-se

Al )= pgf (1, . 33)

: F(x) = 2p JZ .3 )

2 Gelx)= (1=20) = pgf (7.4, 35)
Comparando ( X27. 4. 33 ) - U Y. 38 ) e

( T 4. 36 ) -~ I, Y. 52 J, vE-sc fgue a prescnga
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de um processo de relaxagao t2rmica com uma frequéncia de re-

laxagao da mesma ardem de grandeza que a frequencia Brillouin
faz com gue parte [,bgf'] da Intensidade "contida” nas linhas
Brillouin seja "transferida" para a linha de relaxagao, a in=

tensidade da 1inha Rayleiph permanecendo a mesma.

A rezao entre a intensidade "na" linha Rayleiph © a
intensidade "na® linha de rElaxagéo, para a escalha feita de

€ igual a

BX _ 2y g
A)  paf

Caso 3: &, K w, (ﬁfx« f)

Para simplificar a algebra, escolheremos fd='3m
( lembrandoc que m=0.0048 - ¢cf. ( Zm. .76 Y e [ 7.3.26
- e por conseguinte 3m ~ D0.01, i.e. ﬁﬁ%(/ J

Com essa vcscolha,

A(?d:.?n?} = "?ﬁﬁi
of + 7p

E/gd Im) = A
of + ¢/o

)
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Z Ck/_fa(::"m): / - .2/9(/"Lé£)
7t

Tendo em vista que ( cf.( 7. 4.1¢ el IO 3.2% )
= 0.00€ ?7[: 0.250
podemos aproximar:
/_4/?0(: Im) = 2 p
E/gd::’m}z Iy
2l (g=3m) = [~ 10ge

A razaoc B [ e ) // A (o) passa a ser

7.6’{:(),\, fp  _ 4

L

Ak) 2

Podemos resumir os resultados obtidos acima para os

tres casos na seguinte tabela para as intensidades relativas

das quatro componentes do espectro ( relaxagao, Rayleigh e Bri

llouin (duas) } para fE C%/CV:O.-Z
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INTENSIDADES RELATIVAS ([ £ =02

Ve DV, Ve = 5 v, | Vg=0.05y,
r Relaxa@éo ¢ 0.25p .Z/b
g Rayleigh 2/9 Zfa {p
Brilluuin /-'-2/(9 /-*-2..25/9 , /-/0/0

Nesta tabela, o parametro p & dado por l(cf.(ZZ.%. /8§ ),

(. 3.4 ), (WM 3.200%, {3,227/ )ye (0 2271 ).

_”b”.z"”/ )L (e]al)p &3 pl)er = 0006

As sepuintcs observacoes devem ser feitas sobre a ta
bela:

1. A intensidade das linhas Brillouin, embora perma-
necendo dominante { pois p = D.UUBVI. diminui com a introduééo
do processo de relaxacao térmica consideradc. Uma vez que a in
tensidade total deve-ser a mesma, pode-se dizer por conseguinte
due a presencga de rclaxagéo faz com que energla seja "transfe-
rida" das linhas Brillouin pare as linhas Rayleigh e de rolaxa

. &
gac ("acoplame2nto entre modos'" ).

2. A intensidade da linha Rayleigh auments com & pre

senga do processc de relaxacao (comportamento tipico de um "pi

co central”). Com efeito, para o valor escolhido ne terceiras
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coluna de = 0.05 Vv esta 1intensidade

VRelaxaqéo Brillouin’

aumenta de um fator de guatro, comportamento este queé esta re-
presentado na Figura 5.

3. A tabela preve um comportamento ﬂiﬂéﬁiﬁﬁ nara a
intensidade da linha Rayleipgh caso a freguencia de relaxacao

varie, por exemplo, com a temperatura. Lom efeito, teorias de

transigao de fase (e.g. Stanley 1971) envolvem a hipatese de
gque certos processos se tarnam mais "lentos"” a2 medida que a
tehperatura 5e apruxiﬁa da temperatgra de transigao de fase
(este & o fenomeno de "ecritical slowing-down” descrito em Stan
ley 1971). Em putras palavras, existe a.possibilidade de,para
um dado processo de rélaxa@éo, a variacao de temperatura per-
mitir a "varredura” de todo o intervalo %?»q}——elk«xlé ,tor-
 nando;se isso visivel, per assim dizer, na linharRayleigh.

4. No caso de cristeis, o presente trabalho cunstitui_

o primeiro tratamento totalmente termodinamico dos efeitos de

relaxacao sobre o espectro de resposta quese-elastica.



Vrelaxac¢do - O°05_"’Brillou[n

‘ o
A
Mreloxagdo = 2 K | — VrelaxacGo

I —
Cq Cq/Cq = 0.2

N
"Rayleigh pCq ) "X YBrillouin = 23 GHz

RAYLEIGH (com relaxa¢Go)

"Rayleigh = 0-05 Vm_

RELAXACAO

RAYLEIGH (sem
N relaxacdo)

— i e wes —

——
—
o — —

R &
FREQUENCIA

FIG. 5 Influencic da relaxacan térmica sabre a
linha Raylelgh. A figura estéd desentada

em gacala.
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capitTuLo IV

CONSIDERACOES FINAIS

Cremos ser incantestavel gue uma das manheiras de se
medir o valor objetivo de uma contribuigao cientifica consiste
em opbter uma resposta para s seguinte indagagao: "Quanto da co
nhecimento 33 disponivel a CDntribuicéo reﬁroduz g guanto mais
gela acrescenta A area cientifica em questao?".

No que diz respeito a presente contribuicao, & im-
portante que se tenha sempre em mente o fato j& mencionadoe de guo

até apora a informagdio propicisda por investigacoes experimen-

L]

it

tais sobre o espalhamento guase-elastico de luz por cristal

se resumia a coeficientes E}ésticos e coeficientes fotoeldstii-

cos - informagéﬁ de natureza basicamente "mstatica”. Em outras
palavras, um "dividendo"” bem pegueno para um "investimento”
considerével em equipamanto e esfof@o intelectual.

0 carater "estatico" da informagao que se tem podi-
do obter indica que, até apora, toda a informagao dinamica con

tida no espoctro da luz espalhada quase-elasticamente por cris-

tais tem sido, por assim dizer, "Jjogada fora” - nao intencicnal
mente, & claro, mas devido a inexistencia de um esquema tedri-
co de analise.

Com a presente tese, é atividade de analise do en-

puctro passa a pertencer a categoria - amilde desprezada poles
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puristas da fisica, embora eminentemente iﬁll - de atividades
que envolvem o simples "girar de uma manivela" ( Figura 3 }.
Nao que o trabalho envolvido em tal atividade seja insignifi-
cante do.punto de vista de dispéndie de energia. pois como vi
mos, as manipulagoes algébricas podem ser bastante enfadonhas -
o importante € que a analise pode ser feita de uma maneira sis-
Egmética, permitindo que se obtenham, Qiém dos coeficientes e-
lasticos e fotoelasticos, muitas outras informa@ﬁes sobre o
cristal.

Na pratica, o "algoritmo"” permite que se projete uma
experiéncia que observe um determinado efeito e ao mesmo tempo
nao acarrete complicecies algébricas que tornem imperiocsa a in-
tervengao de um computador. Mudando-se a geometria de espalha
‘mentolde tal maneifa que o mesmg efeitoc possa ainda ser obser-
vado, de novo "gira-se a manivela®” e analisam-se os resuliados, .
comparandg gstes com os obtidons anteriermente. . Cabe pois ao
investigador minimizar a algebra & a0 mesmo tempo maximizar.os
dividendos clentificos - né pior das hipdteses, a anélise do
espectro enﬁolveré o ajuste, por computsder, de alpuns parémeQ

tros, que por sua natureza termodinamica se prestam mais pronta

mente a argumentagoes fisicas bem fundamentadas.
Dois resultados chtidos na presente tese indicam, a
¥
nosso ver., a potencialidade da analise termodinamica proposta.

0 primeiro & a relagaoc entre os coeficlentes de vis

.cosidade de um cristal e as larpuras das linhas Brillouin. Cs-

ta relagao sugere, cde imediato, um metodo de medida de tais co
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gficientes - um método gque apresenta vantapgens evidentes sa-
bre o método convencional, que envolve medidas de atenuagao
de ondas ultrasonicas. No caso de um cristal cdbico, por exem -
plo. EEEE geaometrias de espalhamento escolhidas adequadamente
tendo em vista a simplicidade algéebrica determinariam os coe-
ficientes.

0 segundo resultado diz respeito a influencia de

processcs de relaxacac sobre o espectro de resposta quase-elas

tica. Vimos como a hipotese da exiéténcia de um processo de
relaxagao relativamente simples conduz a manifestagao dao que se
poderia chamar de comportamento "tipo pico central™, a saber.
uma 1lntensidade Rayleigh bem maior do gue a esperada. Tendo

em vista a anisotronia caracteristica dos eristais € de se es-

,perar que efeitos-de relaxagao, se presentes, e&ibam uma de-
pendéncia bem pronunciada como fungao ds geometria de espalha-
mento, depedéncia essa que pode ser analisada si;tematicamente
pelo "algoritmo” proposto.

Quanto a possivel influencia da presente contribui-
gao sobre a "arte experimental"” envolvida no estudo Hm espalha
mento quase-eléstico-de luz por cristeis., creio ser justifica-
vel prever que, estimulados pela gexisteéncia de um "algoritmo”
de analise, os seus “praticantes” sejam capazes de sobrepujar
evéntu;is problemas, como por exemplo problemas ds resolugao
instrumentai.

A melhoria em resolugao e o "algoritmo” proposto

permitirao, pela primeira vez, que se investipue de maneilira
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sistematica o comportamento de cristais nas proximidades de

eventuais transigoes de fase e como esse comportamento €& carac-

terizedo por expoentes criticos ( e.g. Stanley 1871 ), deduzi-

vels das carapteristicas da linha Rayleigh ( no caso de I{QEEL

dos, c¢f. Benedek 1971 ] .
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