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Abstract

A calculation of the exact propagator for the Hamiltonian:

2

H(p,9) = = + Vod(g)

is proposed. The consistency of the result with some other known propaga-
tors is verified. Possible applications are outlined.



Abstract

Um célculo exato do propagador para a Hamiltoniana:

2

H(p,q) = 2= + Vib(q)

2m

é proposto. A consisténcia do resultado com outros propagadores conhecidos
¢ verificada. Possiveis aplicacoes sao delineadas.
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Introducao

Sobre um sistema fisico genérico e sua dinimica ou evolugdo temporal,
tem havido, desde sempre, curiosidade e interesse cientificos.

Em Mecénica Quéntica, dispomos de duas versdes para encarar este pro-
blema: a diferencial e a integral. Grosso modo, a versio diferencial — encar-
nada na equacio diferencial de Schrédinger — nos permite o conhecimento da
evolugdo passo a passo (infitesimal) de um sistema quantico, contanto que
salbamos do estado deste sistema em algum instante. A versio integral —
cuja figura representativa é o ‘propagador espago-tempo’, ‘Nicleo de Feyn-
man’ ou mesmo ‘fun¢do de Green espaco-tempo’, sinénimos — nos permite o
conhecimento do estado de um sistema quantico em qualquer instante e po-
si¢ao, ainda com a mesma informacao inicial: o estado do sisterna em certo
instante e certa posicao.

Contrapondo assim uma & outra, pode parecer que as vantagens da versao
integral sao indiscutiveis: temos a mesma informacio a dar [¥(to)) e muito
mais que tirar: V¢ > to , [1(¢)). Mas por que vias? O propagador!, que
também temos que conhecer de inicio.

Tentaremos elucidar os dois pardgrafos anteriores com alguns conceitos
elementares de Mecanica Quantica. Assim, vamos aos simbolos:

A equagdo de Schrdinger, numa forma geral, pode ser escrita como

~ ., 0
Hly) = Zhaw) ; (0.1)

1 Usaremos ‘propagador’ tout-court querendo dizer ‘propagador espag¢o-tempo’.



onde H ¢ a hamiltoniana do sistema quantico.

Fazendo uma integragio desta equacio de ¢, a o + At, usando o teorema
do valor médio para integrais, temos
1AL~
Wl +A0) — i) = ~2Fs(en)
1At

= ——Hly(t)) , (0.2)

onde a aproximagao é tanto melhor quanto menor fizermos Af e * €
(to,to + At).

Portanto dado um estado inicial para o sistema quantico: [¥(20)), te-
mos [(to + At)), via equacio de Schrodinger; de diferencas finitas, para ser
preciso.

Este procedimento pode ser continuado, chamando t1 = to + At e ob-
tendo uma aproximagdo para |¢(to + 2At)), etc. Note entretanto, que a
aproximagao vai se tornando cada vez pior.

A funcdo de Green espaco-tempo é também solucdo da equacio de
Schrédinger. Mantendo esta dltima na forma de operadores, temos que a
primeira sera solucao de

0

HEK() = ih&]{’(t) (0.3)
com K(0) = 1, (0.4)

como condigao inicial. Esta condicio distingue a fungao de Green de todas

as outras solugdes da eq.(0.1). Quando H é independente do tempo, tem-se

K(t) = e parat >0, e (0.5)
K(t) = 0 parat<0 (0.6)

onde nos restringimos & solucao que obedece ao principio da causalidade.
Conhecendo [1(5)), temos

_iﬂ(t_tO)

(1)) = K(t — to)[1b(2)) = e %(to)) | (0.7)
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o que pode ser verificado imediatamente substituindo [¥(t)) acima na
eq.(0.1).

Portanto dado um estado inicial para o sistema quantico: |¥(0)), temos
|4(t)) para todo t > tq.

Os outros dois nomes para a fungio de Green se devem ao trabalho de
Feynman (1], e s podem ser apreciados quando tomamos uma representacio
de coordenada para K (t). Vamos nos restringir a um sistema quantico de
uma particula em uma dimensao, definindo

K(z,t;2) = (2| K(t)]a) . (0-8)
E assim, da eq.(0.7)

(@) = [(ale”™ 5 ) (o' (ko)) da
Wet) = [ da'K(e, 0 to)p(e' o) (0.9)

o0

Acima tem-se uma equagao integral para Y(z,t) totalmente equivalente

a equagao de Schrodinger. Em equacdes integrais da forma
f(2) = [d'K(z.)f(=) (0.10)

K(z,2') é chamado o ‘nicleo’. Assim se explica o nome niicleo de Feynmann.
H4 uma analogia com transformacées lineares que, se nao nos permite a
compreensao, a0 menos traz alguma familiaridade com este niicleo. Repare
SH{t—tg)

que na eq.(0.7) o estado [1(t)) é obtido da transformacio unitéria e=~%

aplicada ao estado inicial [%(t5)). Podemos portanto escrevé-la abreviada-
mente assim

v = Tv.

Conforme ja comentado T é um operador unitério no nosso caso e, portanto,

todos os seus autovalores tém norma um. Procurar solucdes para

Tv = v (0.11)

20 nome é a tradugao de kernel em inglés, que empresta sua primeira letra a fung¢do
K(z,2).



€ encontrar o nicleo da ‘transformagao linear’ (T — Al):
(T - A1)y =
No nosso caso, quem sdo? Sio os autoestados. De fato, se

H|vgp(to)) = E|¢E(to)) entio
e) = T gn(t) = T alta))  (0.12)

Isto nos sugere escrever a eq.(0.8) na forma

K(z,t;2') = Y (z [p) (@l K{t)be)(ve| )

E.E'

= Y vw(2)e R bppvp(e)
E.E' .

= Y u(e)e T i), (0.13)
E

onde E e E’ estdo no espectro de 7:(, continuo, discreto ou ambos.
Lembrando que, no caso de problemas de espalhamento, o espectro de H

é continuo, temos

1Bt

K(e,ta) = [ vp(z)e R yp(a)dE (0.14)

onde escolhemos o limite inferior do espectro sendo zero sem perda de gene-
ralidade. Esta tltima equagao sera usada no decorrer do trabalho.
Ha que se explicar ainda o nome ‘propagador espago-tempo’. Isto j4 é

um pouco mais dificil, mas o ponto de partida é o mesmo, a eq.(0.7):

[B(1)) = K(t — to)|$(t.)) = e T (ko)) (0.15)

Misturamos as nogoes diferencial e integral, escrevendo-a para um intervalo
de tempo At pequeno:

(AL = e i)

4



At _;hae

[$(241)) = TR eT R o)

Em geral,

Hat

W(NAL) = TR e )

N vezes

Chamando t = NAt, vemos que K (t) foi escrito de uma outra maneira

K(t) = e . gmiTR (0.16)

Para obter uma representacéo de coordenada para K (t) agora, inserimos
N — 1 identidades entre cada par de exponenciais. Assim
, +oo +oo 1At
K(z,t;z') = / dz, - - / dzy(zle " o n) x
—o0 )

_; o
¢ h |

X(zN|e_i%|xN_1)(xN_]|---lxl)(wl 2')(0.17)

Podemos vislumbrar na equagao acima a descricio de K(z,t;2') em ter-

mos de trajetérias. No integrando, cada termo do tipo
_iHae
(zile™  |zia)

representaria a propaga¢do da particula de z;_; até z; no intervalo de tem-

po At. Temos assim uma poligonal, uma trajetéria no chamado espago de

.....

Figura 0.1: Uma trajetdria no espago-tempo.

configuracao estendido: Otz.



E o que fazem as integragdes de —oo a +00 sobre cada z; 1=1,--- N?
Quando At — 0, elas esgotam todo o semiplano direito de Otz, fazendo-nos
contar todas as trajetérias continuas possiveis de z’ até .

Este punhado de integragoes® sobre todo o eixo z, para cada t; = 1At,

define uma medida sobre o espago de trajetérias continuas e chegamos a
integral de trajetéria

K(z,t;2') = /xm:z eﬁs[w(T)]'Dw(T) , (0.18)

z(0)=z'
onde S[z(7)] = [; L(z, &)dT é a acdo da trajetéria z(7). Os detalhes de como
aparece a agao na exponencial estdo no apéndice A.

A integral de trajetéria acima é o ponto de partida de Feynmann para
obter a Mecénica Quantica nio-relativistica [3], As vezes chamada formulagio
Lagrangeana da MQ. No j4 classico Quantum Mechanics and Path Integrals,
a exposi¢do esta em ordem inversa. Postula-se que o propagador é da forma
(0.18) e se demonstra que

_iHt

K(z,t;2') = (zle™* |2') . (0.19)

A integral de trajetéria é um caso particular das chamadas integrais fun-
cionais

f(=z)=f
Loy, FUEIDIE) (020)

0)=f0
onde F ¢é um funcional da fungio f(z') e Df(2') é a medida no espago
de fungdes continuas f(z'). O movimento browniano classico ja era des-

crito em termos de integrais funcionais, antes dos trabalhos de Feynmann
relacionando-as com a Mecancia Quantica®.

3H4 ainda um fator de normalizagao para cada integral. Veja ap.A e [2] para mais
detalhes.

4Um trecho de [4]: “Wiener, who first introduced this measure during the early twenties
did it in a much less abstract way. ...

Wiener’s method, although extremely appealing, has certain disadvantages and is out of

6



Vimos, portanto, como relacionar evolugio temporal de um sistema
quantico e trajetérias no espaco-tempo. O papel das trajetérias cléssicas,
entre todas as trajetérias possiveis ligando dois pontos no espago-tempo, é
interessante e vamos detalhar isto no préximo capitulo.

Por ‘trajetéria clssica’ referimo-nos 3 solucio das equagoes de Euler-
Lagrange “

d 0L(z,z) OL(z,z)

d 9xr = oz
para z, z e t complexos, em geral; com as condicdes de contorno z(0)=z"e
z(t) = z. Na equagéo acima (0.21), £(z, ) é a Lagrangeana da particula. O
sentido usual do termo ‘trajetéria classica’ se remete a solugdes da eq. (0.21)

=0 (0.21)

para z, z et reais.
Lembremos que, em certos sistemas quanticos, hd as chamadas ‘regides
classicamente proibidas’ no espaco de configuracio. Genericamente, o obje-

tivo desta dissertagdo é calcular um propagador para um sistema quantico
com esta caracteristica.

fashion today.

However it should not be forgotten that it was Wiener who had the idea first, and, because
of this, his contribution to the subject is still the greatest.” Do cap.IV, Integration in
Function Spaces and some applications.



Capitulo 1

Pequena Revisao

Até bem pouco tempo, os tnicos propagadores calculados exatamente
eram aqueles relacionados as Lagrangeanas quadraticas. Além disto, estes

propagadores sempre podem ser postos na forma

, 82 S, (z,t:2')\"/? 1S, (z,t;2
K(x,t;$)=2(—a—i(%,——)) exp <_(h“)) (1.1)

onde S,(z,t;z’) é a acdo ao longo de uma trajetéria classica, e ainda com z,
T et reais.

Em 1964, por exemplo, M. Clutton-Brock [5] demonstra que o propagador
de qualquer sistema, fica completamente determinado por agoes de trajetdrias
classicas

=~ $(¢", P,t;q, P) (1.2)

K(q"t; AZ -

q q" e:z:p[
)

contanto que se descubra uma transformagao de coordenadas na qual a Ha-
miltoniana se anule identicamente. Afirma-se no artigo que é sempre possivel
em principio encontrar esta transformacio candnica. Entretanto, esta forma
de raciocinio apenas transfere o problema cilculo do propagador como so-
lucao da equacao de Schrodinger (ou de uma integral de trajetdria), para o
problema de determinacéo de uma transformacio canénica, que € em geral
tao ou mais dificil.



Balian e Bloch [6] exploram a versio da mecanica quantica de Feynman
a fim de obter solugdes da equacio de Schrodinger em termos de trajetérias
classicas. Este procedimento se restringe ao estudo do limite 5 — 0, semi-
classico.

No trabalho de Balian, entretanto, j4 se d4 conta da possivel dificuldade
que se teria para obter as trajetdrias classicas nas regides ditas classicamente
proibidas. Nestas regides o prolongamento do dominio das solugbes permi-
tindo que z,  e/ou t sejam complexos é imprescindivel. Além desta difi-
culdade, aparecem simultaneamente as questdes sobre o significado da parte
imaginaria de z, = e t.

Como se sabe desde os primeiros trabalhos de Feynman, considerar a-
penas as trajetorias clissicas para se obter um propagador constitui-se num
método de aproximagio semiclassica (A — 0). Em 1982, B. Holstein de-
monstra que a solugdo de um problema de Mecanica Quantica via integrais
de trajetéria (contando-se as contribuicdes para o propagador apenas das
trajetorias cldssicas) resulta numa aproximacio, no minimo tio boa quan-
to a correspondente solugdo via WKB [7]. Ainda mais, para se obter u-
ma aproximagao melhor do que via WKB, deve-se estender o sentido de

trajetoria classica para o dominio complexo.

O problema de tunelamento é analisado em outros trabalhos (via integrais
de trajetéria), por D. McLaughlin [8] e por B. Holstein [9], em que se usa o
sentido de trajetdria clssica definido acima. Para se obter a solucéo de (0.21)
na(s) regiao(Ges) classicamente proibida(s), é necessario que se permita que

o tempo tenha uma parte imaginaria nio-nula, isto é, dada a Lagrangeana

m
L= Tq ~V(q) . (1.3)
Se E < V(q) resolve-se
d*q oV
17 - 1.4
d(it)2  0q 0, (1.4)
0 que equivale a uma inversao do potencial: V’(q) = —V(q) para E < V.

9



Em [10], h4 um tratamento do problema da reflexio a energias acima da
barreira nesta mesma linha, permitindo que o tempo tenha parte imaginaria
nao-nula, mas também com a coordenada ¢ assumindo valores complexos
[10].

Convém salientar que, de fato, Holstein obtém a mesma aproximacao que
o método WKB para o coeficiente de transmissio no caso do tunelamento
[9], e uma aproximacao exponencial no caso da reflexio para energias acima
da barreira (neste problema, o método WKB reproduz o resultado classico:
transmissao total).

Nao ha consenso sobre o que significa “tempo imagindrio” , mas esta nogao
também € usada por M. Biittiker e R. Landauer [11] para o tempo de travessia,
no tunelamento. A nao atribuicio de um significado plausivel para estes
parametros, até onde sabemos, torna, portanto, fragil uma defesa da busca
de trajetérias cléssicas para problemas como tunelamento, penetracio de
barreira e reflexao acima da barreira; pelo menos por mim que, como ja
disse, ndo saberia justificar.

Em resumo, a receita que prescreve:
e determine as trajetérias clissicas e
® escreva o propagador na forma (1.1)

para potenciais espalhadores (como a barreira), tem tido um sucesso relativo.
Sim, pois o que se obtém para os parametros de interesse, quais sejam, os co-
eficientes de reflexao e transmissio, j4 se tem por outro método semiclassico,
o WKB.

Num artigo de 1982, L. Schulman obtém exatamente o propagador espago
tempo para a barreira delta, colocada ao longo do semi-eixo y-negativo no
plano x-y [12] uma parede. Uma propriedade interessante deste propagador
é que K(b ¢;d) nao se anula numa situacio em que nio ha uma trajetoria

classica ligando os pontos @ e b.

Este resultado abre perspectivas para se tentar calcular exatamente outros

10



propagadores, como para o problema da barreira quadrada. Esta dissertacao
explora esta perspectiva.
Em [13], B. Gaveau e L. Schulman obtém virios outros propagadores,

agora em uma dimensao, entre os quais aquele para a barreira delta:
K(z,t;7) = Ko(z,t3y) — a/o due™Ko(|z| + ly| +u,t;0)  (1.5)

onde Ko(z,t;y) é o propagador livre e V(z) = aé(z). Novamente, nio se
pode escrever K(z,t;y), acima , em termos da expressio (1.1).

O desenvolvimento do célculo é baseado, em grande parte, no método da
“expansao por decomposi¢io de caminhos” [14], que, no meu entender, se
apresenta justo para resolver este tipo de problema, sendo “uma nova (1985)
técnica em integrais de trajetéria que nos permite quebrar o espaco de confi-
guragao em regides disjuntas e expressar a dinamica do sistema como um todo
em termos daquela de suas partes.” E curioso que A. Auerbach e S. Kivelson
nao tenham ja apresentado estes cilculos, restritos que ficaram & verificagio
de coeréncia do método com resultados de problemas unidimensionais, como
o pogo infinito e a particula livre.

Este célculo, na sua maior parte apresentado nos apéndices, é um passeio
pelas tabelas de integrais e alguns livros de funcées especiais. No capitulo 3,
exponho o método PDX, no que me é 1til, e verifico sua aplicabilidade. Na

introdugdo ao capitulo 4, exponho um algoritmo do célculo.

11



Capitulo 2

O método PDX

Ha muitos problemas em mecanica quantica, notadamente aqueles em
que o fendmeno de tunelamento esta presente, em que o espaco de configu-
ragao se divide naturalmente em duas ou mais regides distintas (classicamen-
te permitida ou proibida). O método da expansao por decomposicio de
caminhos (PDX) [14] se inspira em e faz uso desta caracteristica.

A formulagio da Mecénica Quantica via integrais de trajetoria nos permi-
te relacionar o propagador K(x,t;x’) com as a¢des sobre todos os caminhos
ligando x’ a x no tempo t. O PDX se baseia na observacdo de que, haven-
do uma superficie ¥ que quebra o espaco de configuracio em duas regides
distintas, podemos dividir qualquer caminho em duas partes: de 0 a 7 e de

T a t, sendo 7 o instante em que, pela tltima vez, o caminho atravessou .

Assim, o pedaco de 0 a 7 serd um caminho que vai de X' a X, (X, € ) eo
outro, de X, a X, sem jamais ‘tocar’ ¥. Por isto entendemos a decomposigao
de caminhos.

Como veremos, este raciocinio resulta numa expressao que iguala a fungao
de Green K(x,t;x’) a uma convolugio - sobre o instante 7 de dltimo cruza-
mento sobre ¥ ~ e uma integragao — sobre a superficie © - da propria funcao
de Green K(x,,t;x') e da derivada da, assim definida, “funcio de Green

restrita” K7(x,t — 7;%,) .

12



Farei uma exposi¢io do método primeiramente como ests em [14], em
seguida, nas subsegdes, verifico a aplicabilidade ao problema do potencial
degrau.

Como ja disse, a fun¢ido de Green restrita é dada, por construgio, no

formalismo de Feynman, pela soma de
exSE(T] (2.1)

onder <7'<te x(r)NEL =9.
O propagador, ou funcio de Green, pode ser expresso em termos da in-

tegral de trajetéria de Feynman [3]

X(t)=x

1 Sx(t)]

K(x,t;x) = / Dlx(t)]ezp (T) , (2.2)

x(0)=x'

onde x é um vetor no espago de configuracio C, e S é o funcional de agao

Sx] = /Otdr[%msa-x/(x)] . (2.3)

Antes de fazer o célculo do propagador com a discretizacdo do tempo

como de costume, calcula-se o propagador para tempo imaginario
K(x,—it;x')

(Wick-rotated Green function). Com isto, evita-se alguns problemas de in-
tegrais gaussianas em principio divergentes para tempo real. A funcdo de
Green para tempo imaginario é um objeto melhor definido matematicamen-
te, por estar embasado na medida de Wiener para o movimento browniano
[15]. Calculo o propagador para tempo imaginario, assumindo que é sempre
possivel obté-lo para tempo real por prolongamento analitico.

A rotagdo de Wick leva & — 1S com

Sla] = /Otdr[%md:2+V(:c)]. (2.4)

Onde ja consideramos o problema em uma dimensio com uma superficie

consistindo de um ponto z,.
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Subdivide-se o intervalo [0,] em N subintervalos iguais e define-se a

integral de trajetéria como o limite quando N — oo:

Kn(z,—it; 2’ m )\ 4
N(z’ ! ,x ) o (27rh€) ;/—oo xl o /—oo wN X
N
h
K(z,—it;z') = A}im Kn(z,—it;z), (2.6)
onde S(ny,n;) é a versio discretizada da acio
n2 i — p».\2
S(ni,ng) = Y Mm@ = )" V(z;)e (2.7)

2¢

J=ny

e € = 5= é o intervalo de tempo

N+l :

Como sempre, a trajetéria consiste da poligonal que une os pontos z; e

Tiy,comi=0,--- N, oy =" ezy, =z (os indices especificam o instante
de tempo, note que sio N + 2 instantes).

Até aqui, nada de novo. Consideramos agora a ordem entre os pontos z’,
T, € T, sao quatro casos:
L' <z, <z
n <z, <z
-qualquer trajetdria passa por z, pelo menos uma vez e, em

geral, um ndimero impar de vezes:

. ' <z, e <z,

iv.z' >z, e >z,
-qualquer trajetéria passa por z, um nimero par de vezes
(incluindo zero vezes).

Vamos nos ater ao primeiro caso, em que podemos classificar as trajetorias

em grupos disjuntos P, comn = 0,..., N de modo que P, consista de todas
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as trajetérias para as quais, dados

Zo

I

z; — J € o maior valor para o qual T <Zo=>j=n.

ITN+1

onde zo < T, < Tyyq.

X X6

o] S¢ (a+i)e Ne

Figura 2.1: Uma trajetéria tipica para ' < z, < z.

Assim reagrupando, podemos escrever para Ky

- N
Kn(z,—it;2') = Z Knna(z, —it;z")

n=0

onde Ky, é a soma sobre todos os caminhos da classe P

(N+1)
Knn,= (

m 2 +o0 400 1
"o __S _
27rhc) /_oo de, /:_oo d$n-1€$P[ h (0,n l)] X

Ta +00 + 00 1
X / dz:n/ AT,y -+ / d.rNea:p[—TS(n -1, N+ l)] (2.8)
— 00 T !

o Zo

Como S(n — 1,N + 1) depende de z,_;, a expressio acima ainda nio

pode ser escrita como o produto de dois grupos de integrais independentes.
Usaremos outro truque.



Comecamos por reescrever S(n — 1, N + 1):

_ 2
Sn—1,N+1) = S(n—l,n)+m(mn+;€ ) 4 Vign)e+
+8(n+1,N +1) (2.9)

Usamos a identidade
(55) or |- gm0 =
2rhe °zp 2he Tnt1 = Tn) | =
¢ m % m 2
/0 dT(27rhT> e:cp[ 2717(% :vn)] %

i () oo

que vale para z, < z, < Z,41 (0 que, de fato, faz parte da definicdo dos
caminhos que contribuem em K Nn»). Esta identidade tem uma verificaciao
trivial (veja apéndice A.1).

(2.10)

T=ro

Complicamos K ,:

m \Y2/ m K"T'Hl € +00 +o00 Za
Kyp = (27rh'r) (27rhe) /o dT/—oo dzy ../—oo Az /_oo den
Tn)?  V(zn

Xerp [——%S(O,n) - m(:c;;; F_ h )6] X

xhﬁ( m )*Q(N_zn—l m %x
m Oz \27he 2nhi(e— 1)

+oo +0c0 o
< drap - [ dwNewp[—%S(n+1,N+l)—w}

. 2h(e 1)
(2.11)
Agora aproximamos
V(zn)e = V(za)r 4+ V(z,)(e—T), (2.12)
e definimos
ST(0,n +1) = 5(0,n) + f”—(:”—oﬂ +V(z,)T, (2.13)



Stn,N +1) = m(gg(:_“";‘)z +V(z.)(e— 1)+ S(n+1,N +1)2.14)

E estamos para simplificar Ky,

K = (27rhe> /dT/+oo / dx"—,/ dzn

X(Q;T;i )l/zezp[—%ST(O,n-f-l)] X

h0 ( )M}"" m :
m Oz \2rhe 27h(e — 1) X

+o00 +oo
x/ dZpqq - / dzn exp[—%St(n,N + 1)] . (2.15)

Usando a simetria de ST(O, n+1) com respeito a troca z, —r, — z, —z,,
(veja 2.14) e que (z, — z,) é da ordem de 7'/? para que o integrando seja
substancialmente ndo nulo (veja 2.11), podemos estender a integral em z,
para 400, ganhando um fator %

O resultado é o seguinte

Knn(z,—it;z") = /Oedrl{n(w,,,—i(ne +71);2") x
anaay [KN_ (z,—i(t — ne — T);y)” 1+ 0(6%)) . (2.16)

Y=%o

onde K} é definido da mesma maneira que Ky em (2.5), exceto pelo fato de
que as integrais sobre z; tém um limite inferior z, em vez de —oc.
Os termos indicados por O(e%) sdo devidos ao potencial em S. Despre-

- . . . v
zamos, na dedugao acima, os termos proporcionais a _E(cﬂ

T=Ip

V(zn)e = [V(zn)T+V (20)(e~7)] - d‘;iz) (To—zn)(e=T)+---1 (2.17)

T=In

A contribuigao para K, dada pelo termo da primeira derivada em (2.17)

. 3 ~ . . . . ’
é O(€2 ) em comparagao com o anterior, pois na integral em z,, o integrando sé

INote que, para a nossa aplicacio, d‘;(xz) = Voé(z).
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€ consideravelmente nao-nulo na regio (z,—z,) ~ €'/2. No limite N — +o0,
este termo pode ser ignorado. Além disto neste limite, pelo fato de termos
dividido t em N subintervalos iguais, K, — K e Ky_, = K", e a soma
sobre n com a integral sobre T sdo substituidas por uma tnica integral sobre

t' = ne+ 7. Esta, por sua vez, resulta na expressio, do método PDX, para

K(z,—it;2'):

. / ¢ ’ SV R 0 r . !
K(z,—it;z") = A dt'K(z,,—1t';z )%37/ K™ (z,—i(t —t)§y)|y=z, .
(2.18)

2.1 Aplicabilidade do Método PDX

Nesta se¢ao, analiso cada um dos passos, que considero mais importantes,

do raciocinio que leva & decomposigio de caminhos e & eq.(2.18). Lembremos
que

V(z) = Vob(z — z,) .

No caso 7' < z, < x, temos a calssificagio de trajetérias mantida, e assim

N
Kn(z,—it;2") = Z Knn(z,—1t;z")
n=0
onde K, é a soma sobre todos os caminhos da classe P..

O primeiro ‘problema’ aparente surge ao fazermos a aproximacao
V(zn)e = V(z,)r + V(z,)(e—17) . (2.19)

Fizemos esta aproximacao tendo em vista a dependéncia do integrando
em (2.11) com e‘m:zi, fazendo com que (z, — z,) ~ 7Y/2 < €/? | para
que este fosse substancialmente nio-nulo.

Para V(z) = Vo0(z — z,) (ou, em geral, V(z) = V'(z)0(z — z,), onde
V'(z) pode ter outras descontinuidades de primeira espécie) a ‘série’ completa
de V(z,) contém termos em é(z — z,), 6'(z — z,) e §(x — z,), estes por sua
vez, multiplicados por (z, — z,)'*!.
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Como
e V@b =1 _V(z,)e/h (2.20)

estd no integrando e todos sabemos que

/(:v ~z,)0(z —z,)dz =0
/(:1: —z,)8(z—z,)dz =0
/(:v — 2,6 (x —z,)dz =0,

concluo que isto ndo leva a problema algum.

Logo em seguida, obtendo 2.15, quero estender a integral em z,, até +oo.
Ocorre que, no caso V(z) = Vp0(z — z,,), ndo temos a simetria do integrando
com respeito a troca z, — z, — =, — z,,.

Analiso a expressdo

m \Y2/ m \"
7= (5) (anhe)
r 27hT 2rhe %

+00 +o0 ZTo
x/ d:cl---/ d:cn_l/ dxne:vp[——%SJ[(O,n-f—l)] , (2.21)

-0 — 00

comparando-a com

K : , m \Y2; m 5
n(@a, —ilne + 7);0) = (Zrhr) (271"716) X
+o0 400 400 1 1_
x/_oo da:l---/_oo dz, /_oo dmnea:p[—%S (0,n+1)] . (2.22)
Ora, claramente
Kn(zo,—i(ne+7);2') = (1 + e~ /MyTy (2.23)

E quando N — oo (nimero de intervalos de tempo), tenho que ¢ — 0
e 7 <e O fator 7 é obtido analogamente. Assim, o ‘problema’ é de novo
apenas aparente.
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Basicamente, tudo isto se repete para r < r, < z’, onde mudam os limites
de integracdo em 2.8, pois agora os caminhos serdo classificados segundo a
frase

Zo

I
z; — ] €0 malor valor para o qual T; >, =>)=n.

TN+41
onde z9 > T, > TN41.
Assim, 2.8 se torna
N+1
m 2 Foo +oo 1
I(N,n = (27rh6) [_oo dl'l/—oo dxn_lemp[—ﬁS(O,n - 1)] X

+o00 To Ta
x/ dxn/ d$n+1"'/ dzNexp[—%—S(n—l,N—Fl)] (2.24)

e, portanto, K" (x, —i(t — t'); y) em 2.18 deve ser tomado para z < z,. Além
disto, na hora de usarmos a identidade que decompde os caminhos, eq.(2.10)
(veja apéndice A.1), temos um sinal —(menos) em eq.(2.18).

Concluindo os dois primeiros casos, definindo

1/2
Kg(z, —it;y) = ( = ) {e—%(r—y)z _e—z—',’:z(m)z}

o ,
(2.25)
temos
K(a,=it;2') = [0(z) ~ 6(~2)] [ t dt’K(:ca,—it';x’)% y
9 cap(=Vo(t - )0(2) R Kyl —ilt — )., - (226)

Oy
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A diferenca: 6(z) — §(—z) = sinal de z, pode ser também entendida se
a colocamos multiplicando a derivada parcial em y. Note que tomo y com o
mesmo sinal de z sempre, pois estou trabalhando com o propagador restrito.
Assim o sinal de z é igual ao sinal de y na expressio para K(z,—it;2"). A
derivada parcial toma o carater direcional: i esquerda ou & direita, quando
nela embutimos o sinal de y. Este fato, tomarmos a derivada normal 3
superficie escolhida para dividir o espaco de configuracio, decorre de sua
orienta¢do no caso geral (multidimensional) e também neste caso em que

temos a superficie sendo apenas um ponto. Esta questio nio é de fato
discutida em [14].

2.2 Os casos (z —z,).(2' —z,) >0

Apesar de que os detalhes acima analisados tenham sua importancia,
nesta secao somos conduzidos a uma generalizacio da equacio apresentada
em [14]. Como naquele trabalho se esti interessado apenas na questao do
tunelamento, estes casos 14 nao sio estudados a fundo.

A simples classificagdo de trajetérias em classes disjuntas permite que se
obtenha uma parte do propagador para (z — z,)(z’ — z,) > 0 trivialmente:
uma surpresa rara nestes calculos.

Note que a classificagao se baseia, em wltima anlise, no niimero de vezes
que uma certa trajetéria atravessa a superficie z,. Para z e z' menores que
o, qualquer trajetéria ligando z e z’ cruza z, um nimero par de vezes. Ha,
no entanto, uma classe de trajetorias P(#) que jamais cruza z, e para a qual
o cilculo que fizemos ndo vale. (Pois que a fatoracio em dois grupos de
integrais de Ky, precisa de que z,4, > z, > z, ou Tty < T, < ZTp, VEja
eq.(2.9), eq.(2.10) e apéndice A.1).

De fato, a decomposigao desta classe de caminhos nio faz sentido, tendo

em vista que a Unica referéncia para fazé-la é a superficie z,,, jamais tangida.
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Assim, a classificacao

Zo

1’1

zj — j € o maior valor paraoqual z; >z, = j=n.

IN+1 ,

onde zo,rn41 < I,. s6 vale para o caso que eu tiver algum cruzamento e,

por conseguinte,

N
Kn(z,—it;2") = Ky(z,—it;2') + Z Knn(z,—it; 2"

n=1

ANNLONENL R St St SA M S B SN R S B

Figura 2.2: Uma trajetéria da classe P(0).

Fazendo o cdlculo de K (z,—it; z') descobre-se sua simplicidade

m (N;l) Lo To
Ky(z,—it;2") = (%rhe) dz,- - dzy X
2 oo e
[ S(O.N+l)]
Xexp —T— \

onde as integrais s6 vao até z, por construgao.

[§
(8

(2.27)



Esta é simplesmente a definigao do propagador restrito e que, no caso
deste cdlculo, vale [16]

K*(z,—it;y) = Kg(z, —it;y) , (2.29)
onde K*(z, —it;2') = imy_ Kn(z,—it; z').
Portanto, para = e ’ menores que z,
K(z,—1t; 1:') = Kj(z, —1t; :v') +
h
HO@) +0(=2) [ de K, =iti) - 2L Ko =ilt = i), -
(2.30)

Evidentemente, para z e z' maiores que z,, 0 mesmo se repete no que

diz respeito as classes de trajetérias que ligam z e z/. Tenho, no caso, um
resultado analogo:

K(z,—it;2") = e WRKl(z,—it;2') + [0(z) + 6(—z)] x

¢ h 0
/ T ~Vo(t=t')/h 177 : n.
X/o dt K(z:(,,—zt,:l:)—2 - € I&o(m,—z(t—t),y)’

Y=zs

(2.31)

2.3 Conclusao

Posso agora escrever todos os resultados numa sé férmula, obtendo
K(z,—it;z") =
[0(z) = 0(=a")]* e PR K (2, —it; ') + [8(2) — (—z)] x

/dt[& (2, —it'; x) h O

s ay e_voe(x)(t—t’)/ﬁ](g(x, —i(t —t'); y)l

Yy=ZTo

(2.32)

O acréscimo do primeiro termo é a principal generalizacao que obtivemos.

Possivelmente esta diferenca justifique a auséncia de aplicacio do método
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PDX ao calculo do propagador para o problema do degrau ou da barreira
em [14]. Por outro lado, convém repetir, esta diferenca inexiste nos casos de
tunelamento ou transmissao.

Note que esta é uma equagao integral para K (z,—it;z') com nicleo co-
nhecido. Contém um produto de convolugio, o que j4 sugere o uso de teorema
da convolugao para as transformadas de Laplace. Vamos escolher a superficie
z, = 0 e, portanto, conhecendo K (0, —it';z’) podemos obter G(z, E; z') to-
mando a transformada de Laplace da eq.(2.32). H& uma semelhanca inu-

sitada entre esta equagio e aquela da teoria de perturbacio dependente do
tempo [15]:

K(z,t;2') = Ko(z,t;2') -
‘% /ot dt /_Zo dEK (€, 2")Vi(€) Ko(=, (¢ — t');€)
onde

V() = ~10(=) — 0(~=)]2=5'(6)

O capitulo seguinte propde um calculo para K (z, —it; z').
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Capitulo 3

O Calculo do propagador para
V(z) = Vob(z)

Resolver a eq.(0.3) é trivial, como se viu. Isto nio basta para obtermos
o propagador. Colocar I;'(t) na representacao de coodenada, isto é, escrever
o propagador em termos de fungdes de z, 2’ e ¢ é tarefa bem mais intricada.
Por outro lado, interpretar fisicamente o propagador s6 é possivel a partir
desta. Mesmo depois de obtida a representacao K (z,t;z’), nao é trivial esta-
belecer sua unicidade, pois que o operador H nao é limitado em problemas de
espalhamento. Para isto, é necessirio acrescentar hipéteses para a solucéo
de (0.3)'. Devo acrescentar que as solugdes para a eq.(0.3), numa forma

explicita, ndo sdo numerosas.

Por conta de reunir toda a informacio sobre a dinamica do sistema. 7:{, ao
tratarmos de problemas que carecem de simetrias globais (como o momento
para a particula livre ou a acio para o oscilador harménico), além da energia;
parece-me intuitivo que teremos grandes dificuldades na determinacao do
propagador.

'Um exemplo desta situagio é o propagador da particula livre, mais detalhes na sec.3.1
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A Hamiltoniana para o potencial degrau

2

H(pq) = 5 + Veb(g) (3.1)

representa, dentro desta visio intuitiva, o exemplo mais simples da compli-
cacao que é tirarmos a simetria translacional.

Ainda sobre a eq.( 0.3), podemos obter sua transformada de Fourier:
HGE = EGy (3.2)

onde GE é a transformada de K. Evidentemente, para obtermos a equagao
acima a partir de (0.3), é necessario que H nio dependa do tempo. Esta
hipétese nao se aplica a problemas forcados, ou sem conservacao de energia.
Pretende-se, num projeto mais arrojado, aplicar os resultados que vamos
apresentar a problemas como o tunelamento dissipativo?.

Este projeto incluiria também a determinagdo do propagador exato para

a Hamiltoniana da barreira quadrada

2

H(p,g) = 5 + Va5~ g ) (3.3)

2m

O célculo do propagador para (3.3) esbarra na mesma dificuldade da
Hamiltoniana do potencial degrau: a descontinuidade finita do potencial.
Por isto vamos concentrar nossa atengao a este wltimo problema, que ja tem
o elemento da quebra de simetria translacional embutido, e é um pouco mais
simples.

Uma vez que se estabeleca uma forma de cilculo do propagador para o po-
tencial degrau, muitos problemas interessantes de potenciais constantes por
partes poderao ser atacados (como aquele para (3.3), cuja forma de calculo se
delineia nas conclusdes). O argumento que leva ao cilculo é bastante simples,
mas o calculo nao tanto.

A Hamiltoniana (3.1) é um dos primeiros exemplos para solugio da equa-

¢ao de Schrodinger independente do tempo nos livros de Mecanica Quantica

*Veja [17, 18, 19] para obter mais detalhes.
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Elementar. Por esta razao, este calculo pode causar tédio ao leitor, sendo
extremamente longo. Escolhi a apresentagio mais leve que imaginei, colo-
cando os célculos mais longos, ou menos importantes, em apéndices. En-
tretanto, nao é intengido mascarar um possivel (sempre possivel) “erro de
contas”. Pelo contrério, os passos considerados fundamentais, serdo devida-
mente salientados. Como j4 comentado no capitulo anterior, estarei sempre
trabalhando com o propagador em tempo imaginario (Wick-rotated). Para
que as integrais, freqiientemente integrais de Fresnel, convirjam, é necessario
que ao parametro tempo seja dado uma parte imaginaria negativa (portan-
to nao-nula). Pude mostrar que o resultado final para a representacao de
coordenada do propagador obedecera is condi¢bes de consisténcia ou com-
patibilidade, estabelecidas logo abaixo, apenas quando t = # — it” , com t”
real e positivo3.

Apresento agora um breve resumo, até melhor dizer ‘algoritmo’, dos
calculos que irei desenvolver:
1. Verifico que o propagador satisfazendo a equacao integral (2.32) satisfaz a
equacao de Schrédinger. Um condicio sine qua non para comegar os calculos.
2. Partindo dos autoestados normalizados do problema*, calculo

K(0,~it;0) = [ wg(0) e 5 y3(0) dE (3.4
3. Usando a eq.(2.32), obtenho

K(z,—it;0) = [8(c) - 6(—2)] /Otdt'K(O,—z't’;O)

- 2K’(fv,—i(t —t');y)

5m By , (3.5)

y=0
onde, conforme j3 foi exposto,

K'(z,—it;y) = e PR (2 — it )

3Em principio, considerava-se possivel mostrar as condi¢des de consisténcia com ou-
tros resultados conhecidos sem este artificio. Ao longo do texto, podem ocorrer algumas
afirmagdes ainda neste sentido, que devem ser desconsideradas.

“Estes autoestados normalizados, pasme, foram obtidos de um trabalho concomitante
de M. Aguiar, ndo publicado. Desconhecemos outra fonte.
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¢ =% (3.6)
B(z) = £0(z). (3.7)

4. Primeiro exame de consisténcia com resultados conhecidos:
L limg o K(z, —it;0) = 0
i lime_o K(z, —it;0) = Ko(z, —it; 0)
iii. limy_o+ K(z,—it;0) = §(z)
iv. limy—o K (z, —it;0) = K (0, —it; 0)

5. Observando que, para a Hamiltoniana (3.1)

K(2',—it;0) = K(0, —it;2') ;

¥

6. uso novamente a eq.(2.32) para obter

K(z,~it;2') = [0(z) — (=) e PO K7 (2, —it; 2') + [0(z) — 6(~z)] x

i h ’
X / dt'K(0, —it'; z’)i-a2 e PE=) g (g it — t');y)'
0

m oy y=0

7. O resultado é novamente analisado, verificando-se a consisténcia com os

limites t — 0%, V5 — 0, Vj — 400 e continuidade de propagador e de sua,
derivada.

3.1 Verificagao da equacio de Schrodinger

Obtive no capitulo anterior uma equagao integral para o propagador.
Nesta secao, mostro que o propagador, se a eq.(2.32) puder ser ‘resolvida’,
satisfaz imediatamente a equacio de Schrédinger dependente do tempo.

Em vez de lidar com aquela profusao de fungdes teta, no entanto, propo-

nho um estudo dos quatro casos possiveis de ordenamento entre os pontos
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z, 2" e 2, = 0. Isto pode tornar a apresentagao mais longa, mas os cilculos
ficam mais inteligiveis. £ bastante natural que as fungées teta, do ponto de
vista de equacdes integrais, sejam um bom instrumento de sumarizacio das
formulas. Por outro lado, seriam um estorvo quando se tomasse a segunda,
derivada: o operador —57%33—:2 aplicado a K(z,¢;z'), se se mantém as funcdes
teta, produz nada menos que dezoito termos!

As condigdes de contorno ¢ — 0%, a continuidade de K(z,t;z') sio ve-
rificadas a posteriori. A continuidade da derivada de K(z,t; z' ) € implicada
pela continuidade do préprio propagador, o que pode ser visto integrado-se
a equacgao de Schrodinger de —e a e.

Divido esta verificacio em se¢oes apenas para ganhar clareza na expo-
sigdo. Para comecar mostro que o propagador restrito satisfaz a equagao de
Schrédinger para a particula livre, uma trivialidade muito til5.

3.1.1 O propagador restrito e suas derivadas

3 _ ! lmI-—II
S E(etia) = ()" [L—)—L%

52 2miht ht
_"n(f’;‘i\jﬁc)eMJ (3.8)
2 g ih
“3m st Ko (B 53) = ——Ki(a, t;2') +
+(2;§‘m)1/2 [%eﬂ;ﬁ) _ Tn(fm\tf)?e’"‘%:)} (3.9)

L 0 o7 ’ th -7 7
zhgzlxo(x,t;x )= ‘7[‘0(5”’75;1 )+

SIsto ocorre por que o propagador restrito satisfaz a mesma, equagao e uma condi¢do
de Dirichlet no ponto z = 0.
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) m \1/2 —im(;z: — ;1:')2 im(z—z')2
+Zh(21riht) 2ht2 e 2Rt —_
1/2—im(z + z')? im(a+a))?
—Zh(2mht) 577 e znt (3.10)

Comparando as expressdes (3.10) e (3.9) vemos claramente que

9 /
- —TKg(x,t z') = zha Ki(z,t;z') (3.11)

Deixe-me agora reescrever a eq.(2.32) para tempo real:

K(z,152) = [0(z) - 0(~2')P e~ MKy (2,1:2") + [6(z) - 6(~2)] x

h : ‘
/dt'Ko 'z ’)2Z 9 "'V"o(’)(t't)/hl(g(x,t—t';y)‘

m dy y:O'

(3.12)

Usarei o propagador para tempo real apenas nesta segao, a fim de nao precisar

de escrever a equagao de Schrodinger para tempo imaginario.

3.1.2 Verificando para z > 0
Ez' >0
Temos

K(z,t;2") = eVUhKI (2, t:2') +
t th 0 _, )
' Y iVt R g .
+/0 WK, t32)5 o0 e Kyt~ tiy)| (31)
Assim, usando a regra de Leibnitz para a derivacdo de uma integral defi-
nida e a eq.(3.11):

ZBQK(.”L' t;x') = VoK(z,t;2") — h 8—21{( tiz') +
RSN P RS
; h O

+Amuxﬂ——waz—w 8z +y)} , (3.14)
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pois
im Kg(z,t—t5y) =6(z+y) - 8(z —y) .

t—t—
Analizando o dltimo termo de (3.14) temos, depois de calculada a derivada
em y:
ﬂK(O, t;z")8' ()
m
que se anula pois
f@)é(z)= —| &(z). (3.15)

Queda, portanto, verificado este caso:

Sex>0ez >0, entdo

h2yK(tﬁ+VK(tU—ﬁ2K t;z')  (3.16)
om oz BTtz oK(z,t;2") =1 Y (z,t;z .

Ouz' <0

Néao ha diferenga em comparacio com o cilculo anterior, exceto pela

auséncia do primeiro termo de K(z,t;z'), mas é facil ver que

Sex>0ez' <0, entio
R & K(z,t;2') + VoK (z,t;2') = 'hQK( t;z')  (3.17)
o 52 L (&t 2 oK(z,t;2') =1 pre G .

3.1.3 Verificando para z < 0
Ez <0
Neste caso, tenho

- ! T ¢ th 0 <
K(z,t:2') = KJ(z,6;2) + /0 WK, 2) o (ot = )], -

m Oy
(3.18)
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As derivadas com respeito a z sio analogas pois o que muda neste caso em

relagdo ao caso z e =’ maiores que zero é a dependéncia temporal. Calculando

;) , 1
zh—a—t]((w,t,z)— % Ba 5 Kolz, t;2') +
h 9]
+§—K<o, t w')a— [6(z — ) = 6(z +y)] +
/ , Zh a h2 82 r ’,
+/ dt'K (0, ¢ ) ay(_m)@Ko(x,t—t,y) , (3.19)

y=0

que usando a eq.(3.15), na andlise do segundo termo da equacao acima,
permite a conclusio:

B? 5

N, ,
th—K(z,t;2') = ~ o 5a?

= _K(z,t;2) (3.20)

Queda, portanto, demonstrado

Sez<0ex' <0, entio
h? 92

o T K(e k) = ih L K (2, 52) (3:21)

ot

Ouz >0

Novamente, nio existe diferenca entre este caso e o anterior, a nao ser
a auséncia do primeiro termo de K(z,t; z'). E importante notar que este
termo, s6 aparecendo quando os pontos inicial e final estio do mesmo lado da
descontinuidade do potencial, néo implica na descontinuidade do propagador.
De fato, quando z’ passa pelo zero, mantendo fixo, o primeiro termo vai
a zero continuamente, pois Kj(z,t,2') se anula quando z ou z’ sio iguais a
zero.

A conclusdo da verificacdo do problema de valor inicial em duas varidveis
apresento na secao 3.7.
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3.2 Obtencao de K(0, —it;0)

K(0,~it;0) = [ pg(0) =B/ i (0) dE (3.22)
onde iremos usar os autoestados normalizados
E <V,
2m \Y* [ cos(kz —¢) sez <0
= ——_ 3.23
V() (7T2h2E) { cospe ™ sex >0, ( )
onde
cosp = % e sinp=— %‘2) E (3.24)
E>V
2m /4 vE 1/ coskr sez <0
wele) = (o) (3.25)
T h*F \/l_?-i-\/E—VO cospur sezx >0
v5(2) ( 2m )1/4 VE =V, 1/ sin kz sex<0(326)
T) = .
2vE m2h’E \/E-I—\/E—VO fsin,ua: sex >0
Onde
Portanto,
: “WVE [ 2m\Y? __
a7 _ v ~Et/k
K(0, —it; 0) " % (Mﬂ) eFth g 4
© / 9m 1/2 e~ Bt/
+ (—) dE (328
Vo \m2h? VE + VE=V, ( )
K(0,-it;0) = (h—zzgn ) {/ VEe Bth E — -Vot/ﬁ/ VEe -Et/’i}
T

(3.29)
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As integrais sao transformadas de Laplace de vVE , que obtenho de [20], p.135,

eq.(17):
o -3/2
) VB ag = (1) VT
0 h 2
Concluindo,
K(0 't'O)—< m )miu ~vatsny | (3.30)
T = orht) Ve T | ‘
3.3 Obtencao de K(z,—it;0)
Uso o resultado acima e a eq.(2.32):
K(z,—it;0) = /t K(0 —it"O)i 2K’(:zc —i(t—t);y)| dt'. (3.31)
? bJ 0 b b Qm ay y y y=0 . .
Do apéndice A.2,
1 m 2

R 0 . : ' i =
+ Koz, —i(t — ¢'); y)|y=0 = (t—t) (21rh(t —t)

2m By
Usando o cdlculo do apéndice B para Z(t), onde

) =

K(z,~it;0) = ;%I(t) ,
s

obtenho

e Sty f
K(z,—it;0) = 2= ¢

2

e P=2)ta(z)e

1 mx
£t ( 2ht

¢t

e a(z)z /°° Ko(|z| + s, —it;0) (1
0

onde

y Ji(a(z)(s* + 2|z[s)!/?)
(8% + 2|z|s)1/2

_ mllz] +5)?

?

) Ko(z, —it; 0) —

ht

) x

(3.32)

(z) ja fo1 definido acima e

(o) < 2m(B) = B(=a)

R
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3.4 Consisténcia intermediaria

Agora® é conveniente se verificar algumas propriedades de K (z,—it;0):

3.4.1 O limite da parede opaca: V; — +oo

Quando V4 é muito grande, £ = V;/k é muito grande e temos para z > 0:

2m¢
a(.’l)) = Qg = T 3
e para z < 0:
. . [2mé
a(z) =tap =1 -

Na eq.(3.32), vemos que o primeiro termo é O(£71) e portanto, vai a zero
na medida que ¢ cresce, independentemente do fato de # ser real positivo ou
imaginario negativo.

Convém observar que tanto ¢ quanto z sio finitos, nao nulos, nos célculos
desta secio. Os limites para zero serao tomados posteriormente e, se se
desejar tomar dois limites a0 mesmo tempo, por exemplo t — 0F e £ — 400,
basta fazer primeiro o tempo ir a zero.

Analisando o segundo termo, para z > 0:

K(z,—1t;0) ~ _GQoT [™ Ko(|z| + s, —1t;0) (1 - M) X
£t Jo ht
J1(ao(s? + 2|z|s)/?)
(s? + 2|z|s)'/2

®Esta segdo foi escrita por denotar, em parte, o procedimento de pesquisa. Era ne-
cessario, antes de se continuar com a outra convolucio ja enunciada no algoritmo, que se
fizesse uma checagem para se ter certeza que as contas iam bem até aqui. Evidentemente
esta secao ja nao tem grande importancia, pois a consisténcia do resultado final também
ja foi escrita e obtida.
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Como J; é uma funcdo limitada e assintoticamente

Ji(z) ~ \/g cos(z — 31/4) < \/g , (3.34)

podemos concluir que o segundo termo é ~ O(£-3/4), e que portanto se anula
para { — 4o0.
Para z < 0

—€t 2 00 2
K(z,—it; 0) ~ —e—%/o Ko(|z| + s, —it; 0) (1 - ﬁ@%)—) x

Jr(tao(s? + 2|z]s)Y/?)
(82 + 2|z|s)1/2

Temos a exponencial e~¢* multiplicando a integral, cujo integrando explode
mais lentamente, pois

Jl(iaoz) = iIl(QQZ) (335)
ez

' Ve
= (3.37)
\/ 272\
quando apz, real, é grande’.
Portanto, na forma como estd, i.e., para tempo imaginario,

lim K(z,—it;0) — 0.
§—+oo

Demonstro agora que K(z,t;0) também se anula quando § — +oo. Is-

to considero necessario para se evitar que um parametro sem sentido fisico®,

“Esta comparagao entre as duas exponenciais, crescente e decrescente, pode nio satis-
fazer os puristas; por isto, na segunda verificagao de consisténcia, se¢do 3.8, obtenho um
argumento mais formal do porqué este termo vai a zero para tempo imaginario.

3Sem atribuigdo fisica nesta dissertagdo. Artificio inescapavel em qualquer calculo de
propagadores para potenciais espalhadores em uma dimensao.
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tempo imaginario negativo, tenha um papel relevante do ponto de vista fisico.
Por outro lado, considerando que a demonstracio acima é razoavelmente ime-
diata, mantive-a para assegurar que o comportamento é semelhante, ndo con-
tradizendo a assung¢do que fizemos de que é sempre possivel se obter K (z,t;0)
de K(x,—1t;0), por prolongamento analitico.

Recorde-se que, até para se obter o propagador da particula livre, é pre-
ciso escrever o tempo com uma parte imaginaria negativa nio nula. Este
procedimento é chamado regularizagdo das integrais gaussianas.

Conforme ja expus anteriormente, o primeiro termo vai a zero com £l e
s6 temos que analisar o segundo termo, para tempo real positivo. Reescrevo-o

numa forma mais apropriada para fazer este estudo assintético:

e~ P2 (z2)z 0

> .y Jule(z)(s? + 2]z]s)'/?)
x/o Ko((|z| + s)u, t;0) (5% 1 2 ])1 2 ds, (3.38)
onde
m \1/2 imu?
Ko((|z] + 8)u,t;0) = (27rz'ht) ex ( 571 (lz] + s) ) (3.39)
Portanto,
m \ Y2 emB-2Ny(g)z d
. ~ —_ 1
K(=,10) (27riht> itt { 8u} 8
imu® ,\ [ imu? 2 ) Ji(e(z)(s? + 2|z]s)/?)
xexp< T )/0 e:l:p( St (2lz|s + s )) (5 + 2[a[s)1/? ds

. m Y2 eP=Dto(z)e 0 imu?
Kz, t0) ~ —(57) et [”a] ””(W‘”)[(a)’

onde a definicao de /() estd implicita. Fazendo a mudanca de varidveis:

v = ofz)(s® + 2|z]s) (3.40)
v? + a¥(z)z?
s = —|z|+ pois s > 0 (3.41)
a(z)
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ds = vdv (3.42)
a(z),/v? + o?(z)z?

IHa) = /Ooo exp (;}ZZ:Z;) a2(‘]xl)(:"’)+ = dv (3.43)

Para que J;(v) tenha um valor significativo, para € grande, devemos ter
v? < ofz)z? .

Assim, obtemos, usando [21], pag.30, eq.(12),

+00
I{a) =~ /0 exp(z’,’i';’;(; )Jl( )dv (3.44)
2
I(a) = h—;r;t(l—wﬁexp( 25—2%}:2—) (3.45)
(3.46)

Portanto,

1/2 ¢~ B(=2) )z L,
K(z,,2) ~ (g2) 2 ep(22 — ifa(e) - f(-o)] 1)
(3.47)

que vai a zero com O(£71/?),

Este fato interessante conclui o limite mais complicado de se calcular.

3.4.2 O limite da particula livre: V; — 0

Para V45 — 0 temos ¢ — 0 e primeiro termo tende para
m \1/2 maz? m:z:2
(—) 1- exp .
2rht Rt " 2ht

alz)(s? + 2|z|s)'/?
92

<

No segundo termo,

Ji(a(z)(s? + 2|z]s)/?) ~

(3.48)
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Usando da simplificacdo que fizemos no calculo anterior, veja eq.(3.39),
temos para o segundo termo (ST):

ST ~ 230 {1 + a%}/ow Ko((|z] +s)u,t;0)9%@ds . (3.49)

£t
m \Y? mz[f(z) — 6(—=z
ST~ - (o) ) O] {1+%}I(u)‘u=1 . (3.50)
Onde
I(u) = Ooo exp (_m_u_(il;;Jt;s)> ds (3.51)

I(w) = g—:% (1—¢(\/T’”—2u)) (3.52)

I'(u) 7rht1 ( me ) 3

wht 1 maz?u?
Vom o Vo o) 65
onde ¢ é a funcao erro.
Podemos agora concluir que
1)+ 1(1) =~ exp(~T2) (3.50)
= —le|ezp(~— .
Portanto o segundo termo, quando ¢ — 0, se simplifica para
m \Y? mz|z|[0(z) — 0(—z)] mz?

ST~ (517) hi “P\ " ht ) - (3.55)

que, somado ao primeiro termo resulta no propagador livre. Isto é interes-

sante. Queda portanto demonstrado o segundo limite mais complicado de se
calcular.
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3.4.3 A condigao de contorno: t — 0"

No que concerne ao primeiro termo, o limite ¢ — 0% deve ser tomado da
seguinte maneira:

" m \ Y2 1 maz? mz?\ 1 —e &
bt (27rht) TRt )P\ Tome ) T @

] m \1!/? mz? mx?\ .. 1 —e ¢
Hm (27rht> (1_ ht )“” (‘ 2m) A g (356)

que resulta na mesma expressao que obtive no caso £ — 0, exceto pelo limite

ainda por fazer.
Convém salientar que a fungao
2
exp (—%)
$1/2 ’
ndo sendo regular na origem, me obriga a lancar mao da teoria de funcdes
generalizadas para obter a igualdade acima: “o limite do produto é igual ao

produto de limites”. Precisarei novamente deste mecanismo para avaliar o

limite do segundo termo, que passo a deduzir:

m:v2

iB(—z)t 1/2 .
lim ST = — lim & ,"(””)x( m ) {1+§—}e Mt x

t—0+ t—0+ 1€t 2rht u

o m(s? + 2|z|s)\ Ji(a(z)(s? + 2|z|s)!/?)
X/O tl_l’I(l)l e€Tp (" Oht (32 + 2|.’L‘|S)1/2

ds .(3.57)

O integrando vai a zero rapidamente se s*> + 2|z|s ndo estd préximo de
zero. Isto nos permite tomar no argumento de J; a mesma aproximacao que
tivemos para £ — 0, ainda que por outra razao.

Visto que

s242zls = 0 =
a(z)(s? + 2|z|s)1/?
2 b

Ji(a(z)(s? + 2|z|s)t?) =~
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o resto do célculo se repete como em 3.4.2, nio sendo necessirio reescrevé-lo.
Obtemos enfim

lim K(z,—it;0) = lim ( m )1/261-,; <_@f> =8(z).  (3.58)

t—0t t—o0+ \ 27ht

3.4.4 A continuidade: z — (

Este limite é imediato: o segundo termo vai a zero por estar multiplicado
por z e o primeiro termo fornece o resultado desejado.

lim K(,—it;0) = K(0, —it; 0) (3.59)

Isto conclui a segao 3.4.

3.5 A simetria do propagador com respeito

a troca de z por z’

Expressando o propagador em termos das autofuncdes que temos norma-

lizadas, pode-se demonstrar a propriedade
zz' 20 = K(z',-it;z) = K(z,—it; 7). (3.60)

Basta notar que elas sdo reais, assim, por exemplo, para r e 2’ menores
ou iguais a zero:

Vo
K(z', —it;z) = / c1(E) cos(kz) cos(kz')e Ft dE +
0
/V " ey E) cos(k) cos(ka')e~Et dE +
/oo cs(E) sin(kz) sin(kz')e Et dE
Vo

= K(z,—it;z'), (3.61)

0 que vale também para z e z’ maiores que zero (as dnicas mudancas sio a

troca de k por u e, na primeira integral, a troca das autofungdes ¢( E) cos(kz)
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por &(E)e™*). Note que o fato de estarmos com o propagador para tempo
imaginario nao influenciou de nenhuma maneira a demonstracao.

Portanto,
K(z', —it;0) = K(0, —it; ') . (3.62)

Em geral, para problemas de potenciais continuos por pedagos, as auto-
fungdes sdo proporcionais a fungoes exponenciais reais e funcoes oscilatérias®.
Se entendemos por fung¢des essencialmente reais aquelas que satisfazem:

P*(z) = e¥(z) ;

podemos dizer que as fungdes exponenciais sao reais e as funcdes oscilatérias
podem ser escolhidas como miltiplas de seno e cosseno, também reais.

O argumento que leva 3 eq.(3.61) vale portanto para qualquer potencial
seccionalmente constante, 1.e.,

)%

Se V(z) =V(z') e B = 0, (3.63)
exceto num nimero finito de pontos, entio
K(z,—it;z") = K(2', —it; z) (3.64)

A fim de esclarecer melhor esta generalizagao, eq.(3.64), faco ainda um

comentario sobre o propagador da particula livre. De fato, ele estd dentro

das condigdes acima e obedece:

VeVz'  K(z,—it;2') = K(2', —it; z) (3.65)

A propriedade que usei para mostrar isto foi o fato de que as autofuncgoes
podem ser escolhidas essencialmente reais:

Yi(z) = e(z) .

Nao € o caso de ui(z) = e*** também autofuncao.

%Esta discussio est na primeira edi¢ao de [23]
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Entretanto, a 1til linearidade da equagio de Schrédinger independente
do tempo nos permite escolher duas autofungdes linearmente independentes
como quisermos dentro do subespago de solucdes.

Renovando o argumento, este subespaco é conhecido: para cada regiao
onde o potencial é constante, sio fun¢des na forma f(z,2) = ae*®*+be** com

z real ou imaginario puro. Tomamos as autofungoes

f(Z,.’I?)+f(E,$) € f(z,x)—f(f,;c),

que sao essencialmente reais.

3.6 Obtengao de K(z,—it;z’)

Novamente usarei a eq.(2.32), com z, = 0:

K(z, —it;2") = [6(z) — 0(=2")* e WO KT (2, —it; ') + [0(z) — O(~2)] x
t
X /0 dr K(0, —iT; x')%aﬁy e“%o(z)(t"T)/th(:v, —i(t — 7); y)‘yz

Temos que calcular apenas o segundo termo, uma outra convolugao no
tempo. Nao hd motivo para desespero, entanto. Fago duas simplificacoes
que ao menos tornam as formulas mais curtas:
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&t ht

Aa() o m(|z'| + o)
- = /0 K0(|xl+s,—z7',0)<1————h7_— X

_ o—&T 2
K(0,—ir;2') = (1—2—) (1 _me ) Ko(0, —ir;2") —

A(e(a)(s? +2jals))
(SI2+2|xllsl)l/2 S

(3.66)

A primeira simplificagao j4 usei na segio anterior, escrevendo

maw? : 0 :
(1 — )KO(O, —iT;w) = [1 + 5&] Ko(wu, —i7;0)

9

u=1

— ! — / / . ~
onde w = 2’ ou w = [z’| + s’. Com este truque passamos de seis para trés
termos.

O segundo termo de K (0, —i7;z') reescrevo definindo um operador seme-
lhante & transformada de Hankel:

0 2T o (K1) + 'y —irs0)) =
T [1+%] {K((|2'] + §')u, —i7;0)} =
e—ﬁ(“x')"' o oo , , .
= Q?— [1 + al /0 Ko((|z') + s")u, —ir;0)
Si(afa')(s? +2J2's)?)
(2 1 22|51/ ds’, (3.67)
onde
2= —a(z)z' . (3.68)

Toda a dependéncia em 7 fica assim evidenciada, o que importa para
proceder a convolugao.

Repetindo o resultado para a derivada do propagador restrito!:

2

9

, m
9m By Ki(z,—i(t T)7y)'y=0—(t_7_) (27rh(t—7-)> e

(3.69)

19Veja apéndice A.2.
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temos que o segundo termo de K(x,—it;z'), o que me falta calcular, é dado
por

1

D o\ O(z) —0(—2) m 2
/0 dr & Ko(0, —ir;2'u) i= (27rh(t—7')) X

2

—er T e=Bl=a)r
xe PHE=T)" +9@{/ ir o0, i (] 4 )
0 {r

’I’I’L.’l?2

L L P@) —0(=2) m : —'%T_—T)—B(l‘)(t—ﬂ
()

t—1) \2rh(t— ¢ -(3.70)

Um momento de elegéncia neste calculo ocorre agora, na observancia
da similaridade entre as trés convolugdes. Separo este segundo termo de
K(z,—1it;z') em trés partes 1K, K e 3K:

21./2

. mlz| t, ezp (—ﬂgﬁ)
Kz —zt'x'u = T 7
K2, =it a'u) 2wéh Jo [r(t — )]?/2

maz?

X erp (—m — B(z)(t - 'r)) (3.71)

2.2

L mla| _ eap (~m52")
K(z,—it:z'u) = E‘/ dr

(e, —it;a'u) 27rh§ [t =)

ml’2

xexp( T )+ﬂ( )(t—T)) (3.72)

__mu2 |:L"|+s' 2
' t exp ——L—LT
3K(z, —it;2'u) = m_|aj —A(==' tQ(’){/ dr ( 22 )

0

27r7i§ [r(t — 7)]3/2 %

mm2

<o (=gt [3(a) = -l - 0)} e

Nao ha truques nesta separagdo, apenas usei que a integral da soma de
tres fungdes € a soma de trés integrais.
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Definindo

mx? mz'?
! 2
c(s',z') W ; (3.75)

temos Um exercicio de observacao evidencia a semelhanga das convolugdes.

12 P Yo
1K(z, —1t; 2'u) (27rh> \/7 / P (3.76)

) 12 T -
2K (2, =it ou) = ¢ () \/'g P o 67D

1/2 c(.s' ::’)u
(z—itz'u) = (o —A(-=')t / e "
3K (z —it;2'u) <27rh) \/; N0 dr © X

o 725 18 =B(==)](t-) }

X

(e (3.78)

Figura 3.1: Desenho compacto das formas das convolugoes

Elas diferem apenas nas constantes multiplicativas e nos parametros no in-

tegrando, mas a forma é rigorosamente a mesma, e proporcional a

_Jal gtexp[—du®/r]exp[—g(t —T)—a/(t —T)]
A(dvuvavgvt) = ;Z / 73/2 (t—T)3/2 dr 3
(3.79)
O apéndice C.1 calcula uma representagao integral para esta convolucao.
Obtemos K, K e 3K:

__(u\/5+\/5)2 [mBie)
K(z,—it;z'v) = ( - )1/2 e - %(—lm X
PR T \2rht /b £t t

continua. . .
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oo _(u\/5+346(3'1))2 uvb + \/e(s, )
< wh
I/ (2 4 2jas)) ]

% (s? 4 2|zx|s)1/2

(3.80)

27ht u\/B ft

0o _ (uht/Amm))? b ,
x/ .- % uvb 4 y/c(s, ) y

0 ’U,\/B

Ji(y/Z2m0EE (52 4 2]z)s)12)

8 (7 + 2[afs)1/2 dS} e (3.81)

uvht )2
—L—fiL [ —2mpB(—z
2K($ it':l:'u) ( m )1/2{“\/—5'{-\/&6 2 h( )|:L-|X
’ 3 - ft

27 ht

1/2 , uy/c(s’, ') + /a

3K (z,—it;z'u) = (m> e P00 (s, 2 \[x
uy/e(s', x')

_(u (s 2 )+ /a)?

&t
o (/AN +/A50)? u\/c(s’,a:’)+ c(s,x)
x/ € 4 X
0

'U,\/C(Sly .fC,)
X Ji( @%M(SQ + 2|m|3)1/2)ds (3.82)
(2 5 2Jals)' 7 -

m(B(x)—-0(-z'
2m(8( )hﬁ( )2|$|

A relativa simplificagdo destas expressoes se da quando somo as duas

K. Este calculo estd separado no apéndice

+ -
Jdu
C.2, de modo que pronto chegamos ao resultado para K(z,—it;z’):

primeiros e calculo (1
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K(z,—it;z') = [0(z) — 8(=2)]* e ¥ KG(a, —it; 2') +
+ Ky (z, —it;2') + Ky(z, —it; 2') + Ki(z, —it;2') + Ky(z, —it; 2') | (3.83)

onde K é o propagador restrito da particula livre:

m(a-—b)2 m(a+b)2

- 1/2 = _ m(a—b)? _m(a+b)?
Ko( —1t; b) (27rht) {e /e — @ 2ht }

1 — —§t ! 2
Ki(z,—it;z') = {: [1_’”“3” '7_: &l ]I{O(|x|+|m’|,—it;0)
(3.84)
oo ! 2
Ka(e, —it:a') = _e-w—z)t__“(;)"’ / [1_ m“‘”'“;llxl”] ] x
0
L Ji(afz)(s? 4 2lx]s)/?
x Ko(|z| + |2'| + s, —1t;0) ! ((Sz)g_lelSI)ll/z) )
(3.85)
Nl poo ' n2
e i) = oS [, L]
)
i ;o Ji(e(z) (s 4 2| s)?
x Ko(|z| + |2'| + 5', —it; 0) ! 23'2)(—%2|3:'|s|')1|/2) )as
(3.86)
) 2mza’
Ky(w,=it;a’) = e 0 [0(e) - 6(-2 )P
!
/ / [ lxmxnitﬂ Ll Ko(|z| + |2'] + s + ', —it;0) x
‘ 1/2 AYSRY) 1N e\1/2
@) + 2l Bal& ) + 207 -
(52+2l$l5)1/2 (Sl2+2|$1‘8/)1/2
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onde K, é o propagador da particula livre:

m{a— 2
Ko(a, —it; ) = (32;) /e =55 (3.88)

2nht

a(z) = 2—?[9(3’/') —0(=x)?, ¢ = Vo/h e Ji é a fungao de Bessel.

3.7 Consisténcia do resultado final

Nesta secao, fago estudos e consideragdes por vezes muito semelhantes
aos da secao 3.4. Entretanto, duas das analises sio inteiramente diferentes:
o limite da parede opaca e a continuidade da derivada do propagador em
z = 0. Comeco pela parede opaca.

O limite da parede opaca é bastante complicado e, apesar de que se tenha
conseguido mostra-lo para tempo real — com parte imaginéria nula — quando

z,z' < 0, nao foi obtido o resultado correspondente para z,z’ > 0.

3.8 O limite da parede opaca: V; — +
Temos agora que este limite ndo pode anular o propagador. De fato,

Se z e z’ sdo menores do que zero, entio

€li21 K(z,—it;2") = Kj(z,—1t;2") (3.89)

E em todos os outros casos,

Eliin K(z,—it;2"y=0. (3.90)

Referir-me-ei aos termos de K(z,—it;2’) na ordem em que estio na e-
quagao (3.83): primeiro, segundo, etc. Como o ponto mais fundamental deste
limite esta na analise do quinto termo, Kj, a novidade em relacio & analise
da sec.3.4, faco-o separadamente.

Para tempo imaginario, o primeiro termo de K(z,—it;z’) ja é o resultado

que queremos. Ele se anula para z > 0 ou 2’ > 0, inclusive quando z e z'
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sdo ambos maiores do que zero, por causa da exponencial decrescente. Mas
para tempo real, este termo nio vai a zero, apenas oscila com uma freqiiéncia
alta, dada por £ = Zﬁ‘l Para r e z’ maiores que zero, dispomos apenas do
resultado correto utilizando a parte imaginaria negativa ndo-nula no tempo.

K, vai a zero trivialmente, para tempo real e imaginario, quando
£ — 4o0.

Para tempo imaginario, K, e K3 vao a zero pela mesma razao dada na

secao 3.4: a competicio entre duas exponenciais, para z < 0 e 2’ < 0 res-
pectivamente, e a propriedade de J; ser limitada, para z > 0 e z’ > 0
respectivamente. Entretanto, para ¢ < 0 e ' < 0 e tempo imaginario, men-
cionei que ha um motivo, talvez equivalente (mas muito mais forte!), para
se concluir que K; e K3 vao a zero quando ¢ vai a infinito. Este surge da
analise assintética do quinto termo Ky, através do método de ponto de sela
em duas varidveis (veja sec.3.8.2).

Para tempo real positivo, posso reaproveitar os calculos da sec.3.4 para
concluir que K; e K3 vao a zero quando ¢ cresce indefinidamente. Estes
termos vao a zero com O(£!/?) e isto pode ser visto na analise assintdtica de
K4, que faremos a seguir.

O quinto termo se anula para z.z’ < 0, em qualquer limite. Tenho que
provar que, para z < 0 e z’ < 0 ele se anula, independentemente de se tomar
o parametro tempo como real ou imaginario. J4 para x > 0 e 2’ > 0, tenho
que provar que K4(z, —it;z’) vai a zero, e

1/2 -m(z—z')2 m(.1.‘+z ) 2
Ky(z,t;2') — —( m ) {e' Zht ~ — €' oAt }e it

2miht

3.8.1 Andlise assintética de Ky(z,—it;2’) e Ky(x,t; ')

Reproduzo aqui o quinto termo de K(z,—it;z’):

Kilz,=itia’) = = p(z) = 0~ o
/ / [ |$|+le;'t+3+s] Ko(lz] + || + 5 + 5 —it;0) x
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Ji(a(z)(s? + 2lzs)M?) Ji(a(a’)(s” + 2Ja’|s")"/?)
(52 + 2|z|s)1/2 (s + 2[a'|s') /2

dsds' | (3.91)

Para z < 0, tem-se que z’ < 0, para que K, seja nio nulo. Abrevio a
expressao acima usando o operador 1 + ;%:

. 2mzzx’ 1/2
Ky(z,—it;z') = ——77(—2%) [1 + %]A(w,x',u) et (3.92)
onde
+oo ' "2
A(Ll‘ z’ u = e—ét/ / ds'e” 2n: (lel+1a'|+s+s")
| Ti(0o(s? +2[z9)!2) I (a(s” + 22’} ) .

(32 + 2|:l:|3)1/2 (312 + 2|$I|SI)1/2

O apéndice D avalia esta fungdo, no limite de ¢ grande, usando uma
extensao natural do método do ponto de sela para duas variaveis. O apéndice

€ interessante, mas um pouco longo. Obtenho

A(x,w',U) ] /7 (2ht(|xl+|z'|))3/2 1 y

2242\ wtlzfle’] [I2+xa 1]1/2

l=ll=’]
Xexp[—ft(l — )= ﬂ]%;_tlr_'l)ﬁ] . (3.94)

Apesar de que a expressdo acima esteja escrita para o propagador calcu-
lado em tempo imaginario, esta caracteristica nao é levada em consideragao
nos calculos do apéndice (veja nota de rodapé 1, pag. 84). Substituindo
na expressao de K4, o termo de ordem mais alta em ¢ é O(¢™!). Que vai
a zero. Deste modo, posso afirmar que para z < 0 e ' < 0, K4 se anula
assintoticamente.

Para tempo real e imaginério, nas situagdes z < 0 ou =’ < 0, mostramos
que o propagador se comporta exatamente como deve. Quando z > 0 e
2’ > 0, usando do artificio de dar ao tempo uma parte imaginaria negativa,
também mostramos que o propagador tem o limite correto, ou seja, val a

zero. Convém observar novamente que este artificio vem como conseqgiiéncia
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da medida de Wiener nio estar bem definida para as integrais de trajetoria,
nao sendo necessario em processos difusivos como o movimento browniano
[2, 3]. Os estudos deste limite da parede opaca, mantendo o tempo apenas
real positivo, tiveram a finalidade de explorar justamente esta complexidade
de calculos, por exemplo, sugerindo a anilise de pontos de sela de funcdes de

duas variaveis D.

3.8.2 Sobre K; e K3, nova andlise para tempo ima-
ginario
Esta subse¢ido completa a discussio de 3.4.
Os pontos de sela obtidos; para A(z,z’,u), no apéndice D, durante a

analise assintdtica de K4(x, —it; 2'); ndo estio localizados sobre os eixos s = 0

ou s’ = 0. Na verdade, obtenho que
s~ =z +(E)*|2|0(1) e &~ —[z'| + (E1)/*|2|O(1)

o que indica que no plano, ou hiperplano complexo, ss’, os pontos de sela se

afastam da origem na medida que ¢ cresce.

Observando que, para =’ # 0, K, é dado por

. .  _g(eap «(z)z
Ky(z,—it;2') = e M )Wx

o] 0 / 12
X / / [1 _mllzl+ |2L+ s+ Ko(lz] + || + s + ', —it;0)6(s") x
o Jo

o Ji(a(@)(s? + 2lz[s)'/?) Ji(a(a’)(s? + 2|a’|s")}/2)
(32 +2|x[s)1/2 (8'2 +2|$/|3/)1/2

dsds', (3.95)

e K3 tem uma forma andloga, temos, por causa da funcio delta, que tanto

K> quanto K3 vao a zero mais rapidamente que Kj:
|]{3I ~ |I(2| < |I(4| — 0,
quando § — +oo.
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3.9 O limite da particula livre
Queremos verificar que
%iné K(z,—it;z") = Ko(z, —1t; 2') (3.96)

onde Ky é o propagador da particula livre.

Para o segundo termo temos
. - .. _ m \1/2 m(|z]+]z'])? m(fz|+|z’])?
%1_1}(1)[&1(@ —it;2’) = (m) (1 — —ﬂT))ewp(—(l—;mll—)—) (3.97)

Dos termos subseqiientes, analisemos em maior detalhe o terceiro, pois que
os resultados podem ser usados analogamente para os outros dois. Para as
fun¢oes de Bessel, temos neste limite

a(z)(s? + 2|z|s)*/?

Ji(a(z)(s? + 2|z|s)?) ~ 5

e assim, substituindo na expressao de K,, temos

2 oo ' 2
Ky(z, —it;2') =~ _M/ [1 _ mije’| + [z] + ] ] »
0

26t ht
x Ko(|z| + || + s, —it; 0)ds (3.98)
mlzl o N2 O [ ma? (jal+lo'| +5)?
= - (%im) (1—}—%)/0 exp(— oht )u=1d§3.99)
2mlz| . \1/2 a
— (52) (l—i—g&)I(u) a (3.100)

e [22], p.307, eq.(3.322.2)

I(u) = @%(1-&”%@) (3.101)
I'u) = ’;Ziz(l &( lxg;tl‘”")zu))— (3.102)

Tht1 [m(|z| + |z’])? m(lzl+e)?
\/ \/ 7re:::p(— ) (3.103)

'm u 2kt
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onde ¢ é a funcgio erro. So we have

I +I'(1) = =(lz] + |2/ )eap(—mleltl=l?) | (3.104)

2kt

Finalmente, sobre K, nio temos que nos preocupar, pois este termo que é

da ordem de ¢ = V;/h, quando £ — 0, de modo que se anula neste limite.
Logo

miz|(lz] + |2'])

J}cir% Ky(z, —1t;2') Ko(lz| + |2'], —it; 0)  (3.105)

ht
’ /
%irré Ka(z,—1t; z') m|z I(I:L+ 2 I)Ko(|;c| + ||, —it;0) (3.106)
éir% Ky(z,—it;2') = 0 (3.107)

Temos portanto

%in% K(z,—it;2') = [0(z) — 0(—2")2K](z, —it; ') + Ko(|z| + ||, —it;0) ,

(3.108)
que chega a ser uma maneira engenhosa de se escrever o propagador da
particula livre.

3.10 Verificagao da condigao inicial
Para t — 0%, temos

m(lz] + |2'])?
ht

. QN g B
tli%i Ki(z,—it;2") = lim,_ o+ [1

]Ko<|x| T 12’} —it; 0)1

(3.109)
Para ¢ pequeno, as fungbes K nos integrandos dos outros termos, por exem-
plo K, sdo proportionais a

(#)1/263)[)(—%%3)2)

11Usamos implicitamente a regra “o limite do produto ¢ o produto dos limites”, para
uma fun¢ao nao-regular, isto ¢, no sentido de distribuigdes.
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que pode ser escrito como

( . )l/ze_ﬂ%ﬁwp(_ﬂﬂmm'm), (3.110)

2mihit 2ht

Agora invertemos o limite com a integral em s. O integrando decresce ra-
pidamente, sendo significativo apenas na regido em que s? + 2(|z| + 2’ |)s
estd préximo de zero. Este fato nos permite fazer a mesma aproximagao que
fizemos no limite da particula livre

s+ 2(Jz] + |2')s < P+ 20els = 0=
afz)(s® + 2|z|s)'/?
2

e a continuagao dos calculos € bastante semelhante, com excecao de K que,

Ji(a(z)(s* + 2z]s)'?)

pelo mesmo argumento, sera proporcional a

dmé|z|z’
— )

quando zz' > 0, de modo que ele se anula.

(lz +2])

Podemos concluir que
t—0t

lim K(z,—it;z') = h%} Ko(z, —it;2") = §(z — 2') (3.111)
t—

Também podemos verificar, por inspegio, que o propagador obtido é
simétrico com respeito & troca dos pontos inicial e final, ¢’ e z respecti-

vamente, quando zz’ > 0.

3.11 A continuidade do propagador e de sua
derivada
Queremos verificar que
lim K(z,—it;2') = K(, -it;0) (3.112)

Dos cinco termos do propagador, apenas o segundo: K e o terceiro: K,

nao se anulam neste limite, tendo em vista que
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1. K§ se anula para z ou z' iguais a zero e

ii. Os integrandos sio fungdes continuas de z e os prefatores

contém funcdes limitadas e o préprio z nos outros trés termos.

Sobre a continuidade da derivada de K (z,t;2'), ela é necesséaria, isto
é, é implicada pela continuidade do propragador mesmo pois, integrando a
equagao de Schrédinger de —e a € > 0, temos

h2 € 82 , ¢ ,
3 |, 5K (@ ti)dz + Vo [ 0(@)K (2, ;) da(113)
nonumber  ih= ' K(z,t;2')de (3.114)

Ot J-e

que no limite de ¢ — 0% nos fornece

- oK) =2

2K(z,t; z')
om0t Oz

% eK(0,t;2') (3.115)

r=0—

E isto conclui o célculo do propagador.
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Capitulo 4

Conclusoes

Meu trabalho € um trabalho
de paciéncia ezecutado por
um impaciente.

P. Valéry

Acreditamos que estes computos sejam por  demais complicados
em relagdo ao nivel normal. H4 um conceito bem fundodo em palavras de
Einstein, Dirac e Penrose de que as contas em Fisica devam ser “simples”.
O leitor moderno talvez tenha pulado também todo o capitulo anterior a fim
de ver o final. Mas a conclusio ji passou, nas duas paginas, 47 e 49, em
que se consegue colocar o resultado final do propagador espaco-tempo para
o potencial degrau.

E por qué afinal de contas se deseja calcular o propagador espago-tempo
para um problema aparentemente esgotado, trivial, e apenas ilustrativo em
Mecanica Quantica? Repetimos por que hd poucos propagadores de po-
tenciais espalhadores unidimensionais resolvidos exatamente: aquele para a

barreira delta e para secante ao quadrado [13].

Ha muitas anélises interessantes, do ponto de vista fisico, que podem ser
feitas agora, a partir deste resultado. Neste fim, propoe-se algumas, sem

muito rigor, de forma a justificar a necessidade de todos estes cilculos.
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4.1 Sobre os problemas de Reflexao e ’I‘rans-

missao de pacotes

O interesse primordial do célculo da funcio de Green espago-tempo, para
este trabalho de Mestrado, era o de dar uma interpretagido dos coeficientes
de reflexao e transmissio para potenciais unidimensionais simples a partir
da mesma. Feito isto, poderiamos aplicar a metodologia ao problema de
tunelamento dissipativo, por exemplo.

Com o propagador obtido no capitulo anterior, pode-se fazer a evolucao de
um pacote gaussiano, incialmente normalizado, da esquerda para a direita da
descontinuidade. Pode ser estabelecido um limite de tempo para o calculo dos

coeficientes de reflexio e transmissio. Podemos usar as seguintes ‘defini¢oes’:

T(H) = [" (a0 v (e, t)de (4.1)
RE) = [ (et v(e,tydo, (4:2)
onde
+o00
v = [ Kty | (43)
Yoly) = oo 52" (4.4)

V2ro?

O limite de tempo que mais se adequa para a defini¢do dos coeficientes
de reflexao e transmissio é o tempo semiclassico que o pacote gasta para sair
de z¢ e chegar & descontinuidade em z = 0. Por exemplo, duas vezes este
tempo para k < ag, onde ag = 3’;—‘}/‘1, € suficiente para que o pacote tenha
voltado da sua tentativa de incursio na regiio a si proibida.

Os cinco termos do propagador, devido As fungdes teta multiplicando-os,

Ja contém uma informacao a priori a respeito deste problema de espalhamen-

to:
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e o primeiro e o quinto termos sao responsaveis apenas pela reflexao, por
se anularem quando o ponto inicial e final estdo em lados opostos da

descontinuidade;

e 0s outros trés termos sao responsaveis a um s6 tempo pela transmissao

e pelo pacote que interfere com aqueles refletidos pelo primeiro e quinto
termos.

Note que, justamente por serem responsaveis pela transmissao o segundo,
terceiro e quarto termos sempre se anulam no limite da parede opaca.
Para se calcular as integrais em (4.2), entanto, sdo necessarias também

algumas aproximagoes, havendo a possibilidade de se fazé-las numericamente.

4.2 Sobre o problema da barreira quadrada

A pretensao deste trabalho é, uma vez conseguindo superar a dificuldade
de determinar o propagador para um potencial com uma descontinuidade
finita, obter o propagador para a barreira quadrada:

2

a
H(p,g) = 5— + Vb5~ ) -

2m

Depois de interpretado os coeficientes de espalhamento para este problema,
imagino ser possivel um calculo perturbativo do propagador para a barreira

dissipativa (veja eq.(0.3)), usando a equacdo de Dyson:
K(z,q,t;2',¢) = Kolz,,t:2',¢) ~
= [ Ko(e, 4, t:2", @WVile", K (2" ¢, 7i !, §)4:5)

onde V; é o potencial de interagao e o reservatorio dissipativo.

Sem duvida isto pode ser complicado demais.

Para o primeiro passo, entretanto, pode ser feito desde ja um algoritmo
das contas, um algoritmo que na verdade embute o problema da falta de

simetria translacional em todo o espaco de configuracao:
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. Antes de tudo, normalizar os autoestados do problema (3.3), e também

do problema para o potencial:

+00  para = < —af2
Vi)={ W para —a/2<z<af2 (4.6)
0 para = > a/2

O estudo deste problema, (4.6), é necessario para determinar o propa-
gador restrito a regido z > —a/2.

. Determinando o propagador restrito:

(a) Calcular, através das autofuncdes normalizadas,

K" (af2,—it;a/2)

(b) Usando o método PDX, determinar K" (z, —it; a/2) nos dois casos

1. z < a/2, deve-se usar o propagador restrito do pogo infinito,
mas com altura Vj, conhecido;

ii. £ > a/2, deve-se usar o propagador da parede opaca em z =

a/2.

(c) Usando novamente o método PDX, determinar K" (x, —it; z’), nos

diversos casos.

O raciocinio prossegue da maneira natural. E claro que, se as convolugoes

no tempo forem muito diferentes das que foram calculadas aqui, o trabalho

ficaria muito mais dificil. Mas ndo temos condigées de precisar o grau de

dificuldade deste problema, assim proposto.

Seria interessante ver como se modifica o propagador, neste caso da bar-

reira, quando V5 é negativo: o que representa o estado ligado? O limite

Vo — +oo com Vja constante também poderia ser comparado ao resultado

de Schullman para a barreira delta (veja (1.5)).
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Apéndice A

Resultados elementares

A.1 Detalhes da representagao do propaga-

dor como uma integral de trajetdria

Haviamos chegado na equacao:

, ’ too too LAt
K(z,t;z") = / dzy - - / dzn(zle™ » |zN) X
—00 —00

;FLAt _;Hae
x{enle™ ana) (@l la e e ) L (AL)

Tomando o limite quando N — oo = At — 0%, temos
+oo +oo
K(z,t;2") = hm/ / zy---dzy X

1:[ zk+1|e_ﬁ[_ Vi )]At|xk) . (A.2)

E sabido que

1
—<V(z)At —=V(zr)At
(.’Ek+1|e h (-'L') |.’L‘k> = e h (xk) (S(.’I)k—IIZH_l) (A3)
) ;M2
T p (3
—— 2 —At +o0 — At
(wraale B2m7 1) = [ dp(anle h2m” p)(pllay)
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= 57 /+O° dpea:p{—-—At + hp($k+1 - xk)}

s — 72)?
m r A k+1 — Lk
= 2hAL
miRAL (A-4)

O fator /5= aparece N —1 vezes, uma para cada ‘sanduiche’ da forma,
acima. Temos, portanto

+o0 +00 N—
K@ tiz) = Jim [ [ doydan () " x
T - 2
xexp{*“ i [(—a—) -V} )

A soma no expoente é uma soma de Riemann, e temos a igualdade

N-1

. mfz —zp\ 2 —
NliToo ]g [? (_H/it—k) — V(:vk)] _/ dr{ (dT) — V(:c)} (A.6)
No integrando ficamos com a Lagrangeana da particula, e a integral desta
nada mais € do que o funcional de agédo da trajetéria z(7): S[z(7)].

N
. [—m T ica-
Uma pergunta natural: o que se fez com o prefator SR A ? Basica

mente definiu-se a medida no espaco de trajetdérias continuas através deste
prefator:

N
Dle(r)] = | [=I \/m , (A7)

e, de resto, (ab)usamos da regra o limite do produto é o produto dos limites.

Com uma medida no espaco de fungdes, temos que fazer uma integral no
espago de fungoes e é s6.

A.2 Demonstracao de uma identidade

Reescrevemos a eq. 2.10:

(2:%6)%6:”) [ e\ Tntt )2] N
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€ m 2 m 2
L (i) eop =gz = 2] %

2
h 8 m % m 2
— || = ————(Tpy1 — A.
rr [(271'7’1(6 - 'r)) e"’p[ Th(e = 7)ot ~ ) H (a8
h 0 m : m(Tpy1 — )? _
m Oz \ 2wh(e — 7) cIp 2h(e—1) |l,zs, h
Tng1 — Zo m % m($n+1 - xﬂ)z
(e—1)3 (27rh) P [ 2h(c — ) } (4.9)
Defina
2
m(Tpy1 — Ty
1. Q) = ( +21h ) e
2
m(z, — T,
2. Qo = ———-————( oh )
Assim, isolando as constantes nao dependentes de 7:
m
const. = (Tpy1 — xa)ﬁ (A.10)

calculamos

aq dr

0= [leor |25~ 2| e LA

Agora definimos a transformada de Laplace de I(¢):

- /0°° del(e)e (A.12)

Aplicando o teorema da convolugdo:

J(p) = )Jz() com (A.13)
Ji(p) = /Oo c © em e (A.14)
J2(p) = /0 :i/i em V¢ (A.15)

1Esta integral estd listada no apéndice de [3]

63



Os resultados para J;(p) e Jo(p) podem ser encontrados em [20], pag.
146, eq. 28 e 27 respectivamente:

hp) = \/;EV_ (A.16)
L) = ﬁﬁ (A17)
Y (A.18)

T

J(p) = mewp[—%/ﬁ(\/&—ﬁ@ﬂ (A.19)

Nota-se que J(p) é da mesma forma de J,(p), portanto

0= [y W7D

(A.20)

Substituindo os valores de «; e a3, € usando que z, < T, < Tpy1 OU

Ty > Ty > Tpyy, Obtemos

_ m(Tny1 — To) 27h m 2
I(C) - 27I'h \/m(:cn+1 N mg)ZCexp ((——Qh(:('rn-}-l .’L'a) >
m \!/2 m .
= (ﬁ) e€xp ((—§h—<($n+1 - %) )

S€ Tpyy > Ty, €

1/2
= (o) o (Ctgtone==e7)

S€ Tpy1 < Ty

Temos portanto que “generalizar” a identidade contando também com
o sinal de z. Um outro ponto de vista, que sé aparece na exposi¢do de
[14] quando se estuda o problema de decomposi¢ido de caminhos em duas ou
mais dimensoes, é entendermos a derivada parcial em (2.10) como sendo uma

derivada normal a superficie ¥ que, em nosso caso, se restringe a um ponto.
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A.3 A derivada da funcao de Green restrita

De [15], pag. 40, fazendo ¢t = —i¢:

Ki(z,—i;y) = (%rhf) {e:z:p (—2—"1&(;1; — y)2) _

m
—exp (—gﬂ(a} + y)z) } (A.21)
Temos
RO . o, _h m \? MT _mp MT _m o
%6—3; Ao(“’,—lf,yﬂyzo ~ om (27Thf) { hfe ¢ hfe ¢ }
1 m 2
Y P L T (A.22)
& \27h¢

65



Apéndice B

Primeira Convolugao

1() = Ay [ o

73/2

eep (—: - B)t-r)

(t—7)3/2

Pelo teorema da convolucao,

IZ(p) = Ii(p)Ia(p)

R

que, via[20], p.164, eq. (18)
A (1)

Divido em dois casos o célculo de Z,(p). Para z < 0,

00 e—a/t pt
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que, via[20}, p.146, eq.(28)

= —\/26—2\/“_11 (BG)

Logo, para z < 0
27
Vg

Pela teoria das transformadas de Laplace [24]

T(t) = L e B — (p+6)'1) (B.7)

LIf@) +g(t)] = LIF@)] + Llg(t)] (B.8)
se f(t) e também g(t)) satisfazem as condicGes
If()] < ae
para constantes a e b reais quando t — oo, e

T
| 1f®1at < oo

para todo T finito.
Usando [20], p.246, eq.(5)

= _JTL (2% e
) = - at &t (1 t>e
2T i —2yap 1/2 B
Jait {7V (p+ £)'/%} (B.9)
L ™P(p+ )%} = ﬁ/f: e’V (p+£)2dE,  (B.10)

onde ¥ é maior do que todos os pontos de ramo da fungdo de que se estd

calculando a transformada inversa; no caso, v > 0.

Faco vy = e+ €& come>0,ep — p— &, obtendo
1{6 (P + 5)1/2} —ut£ 1{6—2\/a 1/2} (B.ll)
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Paraz >0

L) = | e=2\/alp + ) (B.12)

Logo
%L‘l{e‘2‘/m(p +6)'%) (B.13)
_%5—1{6—2\/@,}/2} : (B.14)

onde usei uma analogia de B.11 e [20], p.246, eq.(5).
As duas inversdes que restam sao semelhantes, mas nao triviais. Obtenho
para elas uma representagao integral. Seja

v(z) = €[0(2) - (=2)] (B.15)
Calculo
9 2
gL TR = R L)), (B
- (B.17)
onde
2 0 g—af/t—(pty(z))t
J(p) = — \27"_17/0 e 7 dt (B.18)
L2 @p [ e 2 (—y(a)ty
=TTy /(; $3/2 = J! dt (B.19)

Usando indutivamente o resultado B.8
I(p) = _2\/”—”\/fe—2\/@ _
¢ a
_2\/7r_p i (—’}’((C))] /oo e-—a/t—pt tj—3/2 dt
0

=
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Para economizar espago, trabalho agora o segundo termo(ST). A integral
é extraida de [20], p.146, eq.(29)

j—1/2

_wma (e, (L
sT=-MESEN () T Kasevmw e

p

onde K;_y/3 (2,/ap) é a funcéo de Bessel de segunda espécie. De [22], p.959,
8.432.8

1-1/2
a

(;) Kj-1/2(2y/ap) = %e”ﬁ /0 e VPN (2v/a + u)’ ! du

faco a substituicio:

m\ /2
o=(z)
j=1/2

<%> 2 Kj_172(2+/ap) = \{_) (m>j—1/2 3
/ \/C(s_”)” (82 +2|z|s)’" ds ,

Lembrando que a = —ﬁ—,

obtendo

onde c(s,z) := Z(|z| + )%

Assim,

— 271'\/— .'17)) (m i=1/2 oo —2¢/ce(s,2)p( .2 j=1
ST = : 22 'I‘(]) 3% /Oe (s* 4+ 2|z|s)’ " "ds

- 1/2 2z
[(2 22)" s +2|x|s)1/2]

. d
J'J+1 2% °

o0
i=0

Finalmente, defino

(B.21)



e identifico a funcio de Bessel na somatéria, obtendo

27
J(p) = - \/_;/656_2\/&7)

dr . (Im\YE oy e ila(e)(s + 2lels) 2
t— 1@ (T) fi e (@) (5% T 2oy 22)

Agora é possivel inverter esta transformada. Assim, para z < 0 (veja

eq.(B.11)),

T 00 2 S, T
e (R B
Ji(a()(s* + 2le|s)'/?)

(52 + 2fafs) /2 (B2
Para z < 0 (veja eq.(B.14)),
T 1 2a\ _, _
It) = \/55 (1 - T) e (1 - ) -
_7"7(1') P —c(s,2)/t — M
i Jo © - )
Ji(afz)(s? + 2|z]s)/?)
(& +20ls) (524
Concluindo este apéndice, lembrando que
K(z,—1t;0) = %xl(t) )
obtive
et 2
K(z,—1t;0) = Q—ﬁ—i—) (1 — %3—) Ko(z,—1t;0) —
e_ﬁ(_x)ta(l')(l) 0 . m(]m] + 3)2
_____é_t__. /0 Ko(|z} + s, —1t;0) (1 - _—ht-—‘)) X
2 1/2
Ji(a(o)(s® +2z|s)) | - (B.25)

(s2 + 2|z|s)/?

que é substituida no texto do capitulo 3.
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Apéndice C

Detalhes da obtencao de
K(a:, —z't;a;/)

C.1 Representacao integral 1til de um pro-

duto de convolucao

Defino
—du? —g(t—1)—af(t —

Miwngg= T3 [ rbdeien gt =)~ =n

(C.1)
onde iremos usar as constantes
mx?
mx'?
d = b= 57, ou (C.3)
' "2

d = s, m(|x2|7j—s) (C.4)
g(z,z"y = B(z), ou (C.5)
g(z,2") = —pB(-z), ou (C.6)
9(z,2") = P(z) - B(-2') (C.7)



Usando o teorema da convolu¢io, obtenho

A(d,u,a,g,p) = \/7A1dupA2agp) (C.8)
onde
du?
~ X e 14
hdur) = | B (C9)
~ (o
Ax(a,g,p) = 6/ o dt | (C.10)

A; é bastante conhecida (veja [20], p.146, eq.(28)):

R up) = [T lem/e (C.11)

Observe que A, é da forma de J (p), calculada no apéndice B. Para

facilitar a comparagdo de J(p) com A,, reescrevemos ca o J (p):

QST [ e~o/t—(pHv(z))t
J(p) = -2V /0 < 4.

: Y (C.12)
Portanto, enquanto
2r\/p _ 2r\/p m\1/2
Jo) = ey T ()
~2y/eemyp J1(a(z)(s? + 2|z]5)'/?)
24/c(s,x)p Y1
X/o e a(@)(s7 £ 2[z]s) ds (C.13)
ou seja, substituindo também
/2 Jal
()" - b
B 271\/[) 2 27\ /p o(z)|z|
W= e & v ”
~2y/eempp J1(a(z)(s? + 2[z]5)'/?)
x/o /el it (G
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a funcao A2(a, g,p) desejada € obtida trocando-se y(z) por g(z,z')em J(p), e
multiplicando-o por — \/_ Isto pode ser visto comparando (C.10) a a (C.12).

o) = Locnm STas]

~2y/csmp J1(&(T)(s? + 2|zs)'/?)
2¢/c(s,x)p V1
x/o e (5% + 2Jals)1/2 ds. (C.15)

Este novo &(z,z’) é obtido prosseguindo a comparagao. Do ap.B, veja
(B.15,B.21)

1) = B(z) - f(-=)
2y - 2my(z)
a’(z) = .

Trocando (z) por g(z,z’) nestas expressdes, obtemos

2mg(z,z')
h

&*(z,2') =

(C.16)
Basta-nos agora inverter

T - u
Mdiwagp) = ([T i a0 an)alx

- ~ 2
x/ e~ 2Byl +uva) J1(&(z,2)(s +2|:c|5)1/2)d3 C.17)
A (8% + 2|z|s)1/2

Usando [20], p.245, eq.(1), temos

_(wvd+va)
ud++/a e t _a(z,z')|z]
Ald,u,a,g9,t) = T Tk Tk

X/oo (“‘[”Lm) \/_+\/T$

0 uvd
Ji(a(z, 2')(s? + 2|z|s)1/?)
(57 + 2aa)12 ds . (C.18)
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Agora s6 tenho que substituir os pardmetros convenientes para cada ;K na
equacao acima
K(z,—itia)) = () —~A(bu,a, 5(2),t) (C.19)
1/2
Kz, —iti)) = ()" \/ge‘ftA(b,u,a, —B(~2),t)  (C.20)

sK(x,—it;2) = (%)1/2\/§e'ﬁ('”l)tﬂ X
XO{A(c(s',2'),u, a, B(z) — B(—2'),t)} (C.21)

obtendo
~ (uvBt vay? 2mpB(z)
K(z,—it;z'u) = (L)lh uvb+/a e t : Ixfx
1 ’ ’ - 2rht U\/I; ﬁt ft

oo _ (uvb/e(o2))? u\/l;+ c(s,x
x/ - L ( )><
0 uvb

o TR (S 4 2es)72) ds}

(82 + 2|z|s)1/2

(C.22)

X

2rht U\/B ft ft

o _(uvbivVeem)? yvb 4+ /e S, T
o s S LA TN
0

uv/b

A i G 2|m|s)1/2)d3} .

(8% 4+ 2|z|s)1/2

(u Vbt /a)?
- —2mpB(-xz)
2K (2, ~it;z'n) = (52 )1/2 {ux/5+\/5 e b V7T

(C.23)
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o Y2 g iy Q uy/c(s', ') + Va
sK(z,—it;z'u) = (ﬁm) e PTEr 0 X
£t uy/c(s, z)
_(w/o(sT 3N+ /a)? 2m(B(z)—-B(=z")) T
X e % - gt 2] x

oo _(u/elsh e +y/(5,2))? u\/c(s',a:’) + \/c(S,:c)
X / e 4 X
0

uyfe(s', ')
Jy (f THEELZECE) (g2 2|z|3)1/2)d
X EFTIERTE sy . (C.24)

C.2 Trabalhando os termos

Nao sao, de forma alguma, férmulas simples & primeira vista (first glance),

mas olhando com paciéncia, ou raiva (glaring), observa-se que ; K e , K podem
ser agrupados:

1. para z > 0, K + 3K contém dois termos:

m \1/21 — e~¢t u\/l_) + \/a _ (sVb4+/a)?
e I

NER L LN

2rht ft
oo _(uvb/(o,m)? ya/b mE(s2 4 9 1/2
x/ -l uvb + /s, 2) Sy (/B (s? + 2lals) )
0 uv/b (s% + 2|z|s)1/?

2. para z <0, 1K + 3K contém dois termos semelhantes:

(_m_)l/21 — e uvb+ \/a e_(u\fb+\/6)2
2nht é-t ’U,\/B t

[ =2m¢
+(—'”—)1/2“2gt |$| X

27kt

00 _(u\/5+ c(s,z))2 b , J —2m 2 2 1/2
x/ . _t__\/u\/—-i-\/c(s T) 1(\/—§h (s% + 2|z|s)'/?) )
0

uv/b (82 + 2|z|s)!/2
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Podemos agrupar os dois casos numa sé férmulas:

LK +2K](z,~it;z'y) = (w) ¢t M) -

™ ﬁ(l‘—ﬁ 2m(B(z)-B(—x)) T uVb+/o(3,7))2
~[bla) — 0(~ xn(z:;t)’ v e

uvb (s, \/4@’"‘“*"” (s + 2]als)1/2)
uv/b (s? + 2Jz[s)/2 o

que pode ser compactada identificando a(z):

ooy m \V2l—e E’11\/1_7‘*'\/_ - (/)
LK +2:K](z,—it;2'u) = (mu) £t u\/'b S

Vbt+/(s,2))?
_( m 1/26! _(u (s,2)) N
21rht

Vbt els,3) Jl(au)(s + 2lals)'/%)
uv/b (2 + 2[afs)1 P2

3K fica como estd, exceto pela substituicod do operador O e da constante
2, que ora fago:

sK(z, —it;z'u) = (2:&)1/2 B /°° U\/:—S\/g%\/_

ds' —

(C.25)

(z)(s" + 2J'|s’ )1/2)
(312 + 2|1./|5 )1/2
| L )
&t h
y /-oo /oo e_(u\/d_s’,z_’)t+\/m>2 u\/c(s’,:z:’) + \/c(s,x)
o Jo uy/c(s’, z')

Jl( /M;M:z_’n(82+2lxls)1/2) Jl(a(.r’)(slz+2|1"|8')1/2)
(32 +2l$|5)1/2 (312 +2|.73'|S’)1/2

2
- LTS, (a

X €

|z| x

X

dsds’ .
Definindo

e(z,2') = , (C.26)



posso ‘simplificar’ a férmula para 3K:

00 I xpl
oK (2, —it; 2'u) = (J"_)l/ze Bl-a)t & / um+f

2wkt

- I Jy (afa') (s + 2o’ )1/2)ds,
(52 1 2a'|s')1 2
1/2 ’ Nx'
_(_m__) 12 b~z e o(z)2’
£t

/oo /oo _wmtwm% u\/c(s’,x’) + \/c(s,z)
X e
uy/c(s', z')
Ji(e(z,2")(s? + 2Jz[s)'/?) Jy(a(a’)(s” + 22'|s')?)
(32 +2|x|3)1/2 (512 +2|mllsl)1/2

ucs’)

e(z,z")|z| x

dsds’ | (C.27)

Agora fago um reagrupamento de ; K + ;K + 3K, definindo:

i. Kq(z,—1t;2'u) = primeiro termo da soma: 1K + 3K ;
1Ly ’ p

!/

1. K3(z,—1t;2’u) = primeiro termo de 3K

!/

( ) =

il. I(Q(w, —it; 2'u) = segundo termo da soma: K + K ;
( )
( )

iv. K4(z,—1t;2'u) = segundo termo de 3K.

Esta separagao esta baseada no nimero de integrais em s e/ou s’ de cada
termo. K; nao contém nenhuma, veja eq.(C.25). K, contém uma integral
em s, veja eq.(C.25). K3 contém uma integral em s/, veja eq.(C.27). E K,
contém ambas as integrais, veja eq.(C.27).

Assim,

- L o\1/21 — e uv/b 4 \Ja _(evsive?
Ki(z,—it;2'u) = (27rm) & T . L___t_L
oo} u (s,2))
>1/26_ﬂ(z)ta(x)m/ e_%f_ Vel(22))
&t Jo
uvb +y/els,2) Jy(afe)(s? + 2als)!?)
uv/b (s? 4 2|z|s)1/?

Ky(z, —it; z'u)

i
—~
3

2nht X

X
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Ki(z,—it;z'u) = (m )1/26—ﬁ(_

2wkt

<u1c(s',=')+ va)?
X
5 t

uy/e(8,2') +va Jy (o’ )(3’2 + 2|z'|s")1/2)

X ds’
ufo(s2) (7 + 2l ¥
1/2 , / !
Ky(z,—it;z'u) = -—(%) 2 -t )tﬁ%—e(x,x')lzl X
/oo /oo (u\/c(a*rh/c(s—z)2 u\/ )+ \/c (s,z)

u\/c(s z')

Ji(e(z, 2')(s” + 2lz|s)"/?) Ji (a(a’)(s™ + 2|a’|s")/2)

ds ds'
(32+2|$|3)1/2 (S'2+2|$'|8’)1/2
Analisando as constantes multiplicativas em K4, descobrimos mais uma
simplificagdo. Consideremos ¢ := —a(z')z'¢(z,z')|z|:
l. paraz >0ez' >0, ¢g=—clzz,

2. paraz>0exz' <0,q=0,
3. paraz <0ez'>0,g=0e
4. paraz<0ez' <0, qg=—clzz

Portanto,

2maz’é

¢=~[0(z) = 6(=a"P——,

e agora reescrevo Kj:

'A definigdo de aq estd na secio 3.4.1:
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Ky(z, —it;z'u) = _(%)1/26—/@(—#» [6(z) — 6(~ )]227"7355

/oo /oo _(u\/c<a',z'>t+\/e<a—,=))2u (s, ') +\/e(s, )
e X

uy/c(s', ')
@)+ 202l9)77) Sa(@)s? 4 20,
(52 + 2|z|s)1/2 (s + 2]a'|s')1/2 ’

onde substitui a(z) na segunda funcio de Bessel pela simples razao de que
todo o termo K4 sé nio se anula quando z e z’ estio do mesmo lado da

descontinuidade do potencial, e assim sendo, temos
a(z) = a(z') = €(z,2') .

Como em todos os termos a dependéncia em u é da forma:

uvd + w ﬁ—u
Cw/d
podemos calcular

{1+ 5 u\/ZH.\/‘ _(u\/&+\/u722
Cw/d

u=1

_ (Vi /w)?
={1_W—dt@ﬁ}e T (o)

Com isto acabamos este calculo, faltando apenas substituir os valores de
a,bec

1—e® _ (ot va)?
Kafe, i) = () [1 S A
oo _ (Vh+/es,7))?
Ko(z,—it;2") = (ﬁ)l/2 —B(z)t AUT)T / L2
2Vo+y/c(s,2 2] Jl( ( )(3 +2lw|3)1/2)
_ A p |
X [1 t (-32 + 2’.’E|S)1/2 S (C 30)

1/2 ' Ng' poo _(/el&hah)+va)?
Ks(z,—it;z') = (—’"—) 12 —p(-o'yt a(z')z / e
0

2rht ft
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N 2 L s s’ 1/2 ,
X[l _ [y (s’ - )+vd] ] J( E )12;,?!,)1|/2) )d‘{c31)

2mzzx’

. 12 _g_.
K4(IL', —Zt,.’l),) = —(Er@h—t) e B(~z')t [9(:1}) _ 0(—.’17,)]2 . %
N /oo /oo 6_(@:‘@;\/@)2 [1 _ 2/l @Y fe(s D)
0 0 t

Ji(efx)(s® + 2|z]s)"/?) Jy(o(')(s? + 2]a’|s") /?)
(32+2|x|3)1/2 (3’2+2|:1:’|s’)1/2

= |/l
= |2k
Vels,2) = /a2l +59)
Vel #) = o (el + )

dsds'  (C.32)

Substituindo

S

obtenho finalmente:

1-— =&t ' ' |+|z|)?
Ki(z,—itia) = (725)" ; [1 — mlEllelP] -m B g3
L, m A2 _g ¥(ZT)T [ _mlzI+12l49)?
I{Q(I,—Zt;.’r) = (m) e B( )t%/o e 3ht X
2 1/2
_ ez ] Sr(a(T)(s® + 2]z]s)!/?)
x[1 L ] (3 oy % (C3Y)
, II Sl x 2
Ki(z,—it;2") = (ﬁh—t)l/r‘) —B(=a"yt AT )T / U“H“zhj‘l—l)‘x
/2
mlla 45" + [z Jl( (2")(s” + 2]2’|s")1/?)
X[]. - ht ] (3/2+2|l’,|3,)1/2 d(@35)
/ 2
Ka(w,—it,e') = —=(52) " e [g(a) — (a2

O 10 ma' |4 +lel+s)? / 2
x/ / e R [1 - ‘—’”“I |+sm+'“”|+s] ] X
0 0
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o JU(A(2)(s* + 2|[$)!/2) Ty (a(a')(s™ + 2[']5")/2)
(52 4+ 2|z|s)1/2 (s + 2|a'|s")172

dsds' .(C.36)

A identificagdo do propagador da particula livre é imediata, por isto s o
fago na transcricdo das equacdes acima para o capitulo 3.
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Apéndice D

Estudo detalhado do limite

assintético de A(z,z/,u)

Neste apéndice, explicito a andlise assintética da integral dupla, presente
no quinto termo do propagador obtido em 3.6. Encareco o leitor a atentar
para a generalidade da discussio quanto ao dominio de tempo. De fato, to-
dos os célculos aqui feitos aparentemente valem somente para K| oz, —it; '),
mas a Unica modificacdo que teria de ser feita para se obter o resultado
para K4(z,t;2’) (ou a integral fi(m,x’,u) equivalente), esta nas funcoes f;,
definidas mais tarde.

+oo oo mu? ' n2
A(z,z' u) = e‘ét/ ds/ ds'e™ 2ne loltlo’l+s4s)*
0 0

9 Li(ao(s® + 2|z]s)'/?) I (an(s? + 2]z'|s")1/?)

D.1
(2 + 2[z|s)17 (s + 2|z'[s")1/? (D.1)
Fazendo as mudancas de varigveis:
v2 = s?42lzls (D.2)
v? = %4 2s (D.3)

obtenho,

82



s = —|z|+ Vv 4 22 (D.4)
s = —|z'| + Vv + 22 . (D.5)

Assim
+ +
A(.’L‘, xl’ u) = e—ft / 0 dv / o dv/e_d/2(\/v2+x2 +\/172m)2 %
0 0

L{agv) I(aov’)

\/v'*’ + 72 \/vl2 + 27 ’ (D'G)
onde defini \
mu

Usando agora a expressdo assintética para I1(2) quando |z| é grande (a-

penas o primeiro termo de sua série assintdtica)

Qov
eO

V2T o

Um truque interessante agora é notar que, como v é positivo

I(agv) ~ (D.8)

eao'u + e—ao‘u

—_— D.9
V27 (D-9)

Substituindo em A(z,2’,u) obtenho expressoes com paridade definida,

de modo que eu possa estender os limites de integragao até —oo, condicio

necessaria para aplicacdo do método de ponto de sela. Obtenho enfim

I (agv) ~

Az, 7' u) =~ e /+°° / Ve~ YAVFFIHTITRR

87!'00

aov+e QU aov +e—aov
/ 1/7)2_{_:1:2 ’v’«/v’2+x'2

Agora A(z,z',u) estd numa forma conveniente para se usar o método de

(D.10)

ponto de sela, bastando para isto se fazer uma reescala de v e v':

v=w()? o =) (D.11)
z=y(E)t o =y(et)'? (D.12)
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e defino
2m I

Obtive

—ft[l + d/2(\/w2 +y*+ Vw? + y’2)2]

A(z,2',u) = 8; dw/dw'e

X
g€t /Iww’l\/w2 T y3/w? § g2
% (eq€t(w+w’) + em%twHw) | gett(w—w') e—qct(w—w')) (D.14)
Definindo
g(w,w') = {|lww'|(w? + y?)(w? + y?)} -1/ (D.15)

filww) = 145 (VBTG + amF7) g+ w) (D16)
flw,w) = 1+ S (VTR Vo) gt w) (D7)
flww) = 14 (VTP 4 T T) - gw—w) (D.18)

(VTG + T ) 4 gl — )

falw,w') = 1+ (D.19)

posso examinar os pontos de sela de cada uma das quatro integrais.!

1 A diferenga para a analise em tempo real modificaria as fungdes f; e, por consegiiinte,
os pontos de sela. Por exemplo,

fz(w,w') = i+ig(\/w2 +y2 4+ Jw? +y’2)2 +q(w + w') .

Note que nao se tem f; imaginario puro, o que mmplicaria no abandono do método do
ponto de sela em favor do método da fase estacionaria. E possivel escapar de toda esta
firula se fizermos o processo standard de regularizagao de integrais: dar 4 massa m ou a h
uma parte imagindria com sinal conveniente.

Este tipo de regularizacio é corrente em calculos de fung¢Ges de Green para hamiltonianas
de espectro nao-limitado.
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D.1 Pontos de sela

Os pontos de sela em duas dimensdes serdo dados pelo sistema de equagoes

Vii(w,w)=0 (D.20)

Este sistema de equagées é o que chamo de extensio natural do método de
ponto de sela para duas varidveis [25].

Para a primeira integral, obtenho

d
———mti__yi(\/wz-{—y?—}—\/w'?—}—y’?) —-q =0 (D.21)

duw'

Das equagoes acima, segue que

!

w w w  Jyl
= — = D.23
Vwi+yt o w4y w |y (D.23)
Observe que w e w' tém o mesmo sinal e assim, os pontos de sela para f1 sdo
qly| ; qly'|
w = Wy = ———— D.24
() B (M EN Ty (D24
Analogamente obtém-se os pontos de sela para f,, f3 e fu:
qly| , qly|
Wy = —————  wp = D.25
ST ) B (M EA Py (D29
qly| : qly
wy =4 g AW D.26
SRR ) B (ME Ty (D-20)
qly| , qly|
B (7 R (R ) (020

Agora temos que calcular f; e g nos pontos de sela. A integral Az, 2’ u)
vale assintoticamente

1 ¢ (e
Alz,u) =~ 8 &Zg(wi,w;)e‘ﬂf-(wuwi)X
q =1

x// 6—§t(w,w’|He.-
Yi Jv

W, ) gy dw' | (D.28)

onde
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® os caminhos «; e 4'; sdo escolhidos no produto cartesiano dos planos
complexos de w e w’ de modo que fi, como fungao de varigveis com-

plexas, esteja passando por um minimo;

e He,; é a hessiana de fi- O fato de os caminhos serem tomados de modo
que os pontos de sela sejam minimos relativos das funcGes f; implica

que os autovalores de He; sio positivos, ao longo destes caminhos.

E fécil ver que todas f;(w;,w!) tém o mesmo valor para cada: =1,2,3, 4.
A funcao g(w;, w!) é par em cada uma das coordenadas e, portanto, também
assume o mesmo valor em todos os pontos de sela. Entio

1

’ ~ —Eétfy (wl ,wl )
Az, 2’ u) - {tg(wl’ wy e X
XZ/ / t{w, w'[Heifw, W) dap duy’ , (D.29)
=1
onde
, ¢ d
fi(wr,wy) = I_Zi + 5 (|y|+ ly'])? (D.30)
1
g(wy,w)) = , (D.31)
YT PPt 2
(D.32)
onde abreviei
q
2= = D.33
AT+ 170 (D-33)

D.2 Diagonalizacao das Hessianas

Para obter a forma final do primeiro termo do limite assintético de A sé
me falta calcular as integrais em (D. 29). Diagonalizando as hessianas, He;,
as integrais se tornam gaussianas e separaveis.

1. Calculo da matriz hessiana geral:
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Como a diferenga entre as f; est4 no termo linear em w e w' , a forma

geral da hessiana é a mesma para todas.

& fi
ow?
9 f;
Owouw’
9 f;

aw/2

2. As quatro hessianas:

L du T
(w? + y2)372
dww'
VT ¥y /ol £ g2
,_ /AT

(W’ + y2)3/2

Sao, na verdade, apenas duas. Tem-se, por inspecio

He; =He, e

He3 = He4 .

Usando a abreviagio (D.33), temos

Helzd

H83=d

[

1

1

_ z2|y1| 22
(1+22)ly] 1422
22 1 22y

1422 T A+ |
_ 2] 22 ]
(1+22)[y| 1422
22 1 — 22Jy|
1+22 a+22)ly'] |

(D.34)
(D.35)

(D.36)

(D.37)

(D.38)

Impressionante que os autovalores das duas matrizes sejam iguais e sim-

plezinhos:

A
A2

3 z2 y2 +y12
1422 |yy|

(D.39)
(D.40)

E preciso saber o sinal de ;. Lembrando que z ¢ muito grande, quando
§ € grande (veja eq.(D.33), z ~ O(£Y?)), temos que

cujo valor maximo é —1.

A2

~1

3 y2 + y/2
lyy'|

I
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D.3 Conclusao, forma final de A(z, 2, u)

Portanto temos que os caminhos de integracio devem ser tomados, na
vizinhangos pontos de sela, ao longo de retas, cujas direcdes sao dadas pelos
autovetores. O fato de A, ser negativo nio causa espécie, ganha-se um fator
¢ em cada integral e temos finalmente:

T
s g(wr, wy)e il (D.41)

Alz,z',u
( )~ 2mqft déty/|M Mg

Analizando as diversas constantes e valores das fungdes em termos da-

quelas do texto principal, além de considerar o limite
£— +oo =2z +o0,

obtenho

2|41z’ 3/2
g(wy,w) ~ (D) (D.42)

711\2
—dt fy(wn,wf) —ét(l—;j—z)—mx%f—') e (D43)

1 24,12 1/2
~ Yy

E finalmente, posso concluir que

L) n VT (el )32 !
Alw ')~ e (UET) [t ]

e

X

xexp|—Et(l — &) — D) 45)
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