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�In this house, we obey the laws of thermodynamis !�Homer Simpson,after Lisa onstruts a perpetual motion mahine
�The laws of thermodynamis are very simple:Zeroth: You must play the game.First: You an't win.Seond: You an't break even.Third: You an't quit the game.�C. P. Snowv
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Aos meus pais,Franiso e Luzia
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ResumoUm dos objetivos entrais das Ciênias Naturais é relaionar as estruturas dos mais diversossistemas om as funções partiulares que os araterizam. Por exemplo, no que se refere amateriais, sejam eles sintétios ou biológios, a iênia está onstantemente busando a prediçãode diferentes propriedades marosópias a partir do onheimento das suas estruturas mi-rosópias. Nesta tese, investigamos as propriedades magnétias e de transporte de sistemasque apresentam interações ompetitivas em diferentes esalas de omprimento. Como resultadodesta ompetição, surge um estado termodinâmio araterizado por um parâmetro de ordemmodulado, dando origem a uma série de on�gurações espaialmente inomogêneas. A termo-dinâmia destes estados modulados pode ser desrita pelo hamado modelo de Brazovskii, queprevê uma transição de primeira ordem, induzida pelas �utuações do parâmetro de ordem, entrea fase homogênea e a fase modulada. Há uma vasta gama de sistemas enontrados na Naturezaque pareem se enaixar nesta desrição de Brazovskii, ompreendendo estruturas tão dísparesquanto ristais líquidos e ondensados de píons em estrelas de nêutrons. No presente trabalho,investigamos dois sistemas físios partiulares. Motivados pela ria variedade de domínios obser-vados experimentalmente em �lmes �nos magnétios, estudamos as propriedades magnétias debloos ferromagnétios dipolares om dimensões �nitas e ondições de ontorno não-periódias.Desenvolvendo uma modelagem baseada na solução da Hamiltoniana de Brazovskii, pudemosexpliar, de maneira inédita e onsistente, a estrutura de domínios magnétios dos �lmes �nosde MnAs:GaAs, um promissor andidato a apliações no ampo da spintr�nia. Além disso,estabeleemos uma relação lara entre o fen�meno de reorientação magnétia e a mudança naforma das urvas de histerese observada nesses �lmes. O segundo tipo de sistemas que in-vestigamos foram os isolantes de Mott, ujas propriedades de transporte foram determinadasa partir do modelo de redes de resistores orrelaionados. Considerando que a transição deMott térmia pertene à lasse de universalidade de Ising, mostramos que a ondutividademarosópia depende não apenas da magnetização, mas também da densidade de energia,dando origem a um omportamento de rossover. Através destes resultados, lançamos luz sobrea aparente e misteriosa inoerênia entre as previsões teórias e as medidas experimentais re-entes envolvendo isolantes de Mott não-dopados. Prosseguindo para as fases inomogêneas dosisolantes de Mott dopados, estudamos a ondutividade marosópia das mesofases eletr�niasom ordenamento de arga esmétio e nemátio, as quais são enontradas nos niquelatos e nosupratos, respetivamente. Inspirados nos oneitos da Físia dos ristais líquidos, expressamosde forma bastante intuitiva a relação entre as propriedades de transporte e a termodinâmia dasmesofases eletr�nias anisotrópias, desrita pelo modelo de Brazovskii.
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AbstratOne of the prime objetives of Natural Sienes is to relate the strutures of systems totheir harateristi funtions. For example, in what onerns materials, either syntheti orbiologi, siene is onstantly seeking for the predition of di�erent marosopi propertiesfrom the knowledge of their mirosopi struture. In this thesis, we investigate the magnetiand transport properties of systems with ompeting interations in distint length sales. As aresult of suh a ompetition, there is a thermodynami state haraterized by a modulated orderparameter, originating a set of spatially inhomogeneous on�gurations. The thermodynamisof these modulated states an be desribed by the so-alled Brazovskii model, whih predits a�utuation indued �rst order transition from the homogeneous phase to the modulated phase.There is a large diversity of systems for whih the Brazovskii desription seems suitable, inludingutterly disparate strutures suh as liquid rystals and pion ondensates in neutron stars. Inthe present work, we investigate two partiular physial systems. Motivated by the rih varietyof domains experimentally observed in magneti thin �lms, we study the magneti propertiesof ferromagneti dipolar slabs with �nite dimensions and non-periodi boundary onditions.After developing a model based on the solution of the Brazovskii Hamiltonian, we were ableto explain, in a onsistent and novel way, the magneti domain strutures of MnAs:GaAs thin�lms, whih are promising andidates for spintronis devies. Moreover, we established a learonnetion between the �lm's magneti reorientation and the experimentally observed hange inthe hysterisis loops shape. The seond lass of systems we investigated were the Mott insulators,whose transport properties were determined from the orrelated resistor network model. Afteronsidering that the �nite temperature Mott transition belongs to the Ising universality lass, weshowed that the marosopi ondutivity depends not only on the magnetization, but also onthe energy density, giving rise to rossover behaviour. Using these results, we shed light upon theapparent and mysterious inonsisteny between the theoretial preditions and the experimentalmeasurements regarding undoped Mott insulators. Proeeding to the inhomogeneous phases ofdoped Mott insulators, we studied the marosopi ondutivity of eletroni mesophases withsmeti and nemati harge ordering, whih are found in the nikelates an in the uprates,respetively. Inspired by the onepts from the Physis of liquid rystals, we expressed inan intuitive way the onnetion between the transport properties and the thermodynamis ofanisotropi eletroni mesophases desribed by the Brazovskii model.
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IntroduçãoFases espaialmente inomogêneas, assoiadas a quebras de simetrias translaionais e/ou rota-ionais, são enontradas em uma enorme variedade de sistemas físios, sob as mais diversasondições ambientes de pressão, temperatura e ampos eletromagnétios externos. Apesar de otamanho típio das inomogeneidades variar desde esalas de omprimento miro e mesosópiasaté esalas genuinamente marosópias, são relativamente pouas as variedades das formasdestas fases inomogêneas, ompreendendo um pequeno número de morfologias bem de�nidas,tais quais fases de listras, de bolhas, de lamelas e tipo tabuleiro de xadrez [1℄.À primeira vista, os sistemas nos quais estas fases se manifestam pareem apresentar pouosaspetos em omum. Nos materiais de interesse da hamada Físia da Matéria CondensadaDura - superondutores, materiais magnétios, isolantes de Mott [2, 3℄ - a interação eletr�niae a energia inétia são as prinipais responsáveis pelas suas propriedades marosópias (re-sistividade, suseptibilidade magnétia, alor espeí�o). Contudo, nos sistemas investigadospela Físia da Matéria Condensada Mole - polímeros, ristais líquidos, miroemulsões [4, 5℄ - oomportamento da energia livre é dominado pela entropia, e não pela energia interna. Assim, oontraste entre os pouos tipos de formas assumidas por estas fases inomogêneas e a larga gamade sistemas mirosópios assoiados a elas sugere a atuação de algum meanismo bastantegeral, omum a todos eles.Os indíios experimentais e teórios reunidos apontam para a interpretação de que as fasesinomogêneas são manifestações de on�gurações moduladas do parâmetro de ordem termodi-nâmio do sistema físio mirosópio subjaente [1℄. De fato, as distintas morfologias observadaspodem ser desritas por ombinações de vetores de onda da modulação de mesma magnitude,mas sentidos e direções diferentes. O fato de pouos tipos de formas serem assumidas por estasfases está assoiado ao usto energétio das on�gurações referentes às possíveis ombinaçõesentre os vetores de onda da modulação.Nesta abordagem, a modulação do parâmetro de ordem surge omo o resultado da om-petição entre interações de tendênias distintas, atuando em diferentes esalas de omprimentodo sistema: em geral, tem-se uma interação forte, de urto alane, que tende a ordenar o sistemauniformemente, e outra fraa, porém de longo alane, que tende a frustrar este ordenamento1.Desse modo, no que onerne as fases inomogêneas, não importam os tipos das interações atu-antes, mas apenas seu aráter ompetitivo - por exemplo, a interação de troa versus a dipolarem sistemas magnétios [6℄ ou, no aso dos opolímeros de dibloo, a ompetição entre a intera-ção de van der Waals, que favoree os ontatos entre mon�meros de mesmo tipo, e os vínulos1 Conforme expliaremos durante o texto prinipal, no aso de um parâmetro de ordem onservado, ainteração de urto alane tende a provoar uma separação de fases no sistema.



2 Introduçãovolumétrios introduzidos pelo ponto de ligação ovalente do opolímero [7℄. O período dasmodulações - e, onseqüentemente, o omprimento típio das inomogeneidades - é, na maioriadas vezes, uma função deresente da razão entre as intensidades da interação de longo alane eda interação de urto alane, o que explia a variedade de tamanhos dos domínios observados.Nosso objetivo, nesta tese, é investigar os efeitos da morfologia e da termodinâmia das fasesinomogêneas nas propriedades marosópias dos sistemas a elas assoiados - em partiular,nas propriedades magnétias e de transporte. Em geral, estas estruturas inomogêneas podemser evideniadas experimentalmente por medidas de espalhamento de raios X ou de nêutrons,ou ainda por imagens obtidas através de ténias de mirosopia eletr�nia. A possibilidadede se orrelaionar a estrutura às funções destes sistemas por meio de modelos teórios é deextrema valia para o desenvolvimento de materiais ujas propriedades possam ser previamente�desenhadas�.No que onerne a termodinâmia das fases moduladas, o modelo analítio mais simplesapaz de apturar a essênia dos fen�menos físios envolvidos é o hamado modelo de Bra-zovskii [8℄. Nesta abordagem, as �utuações de mais baixa energia do parâmetro de ordemestendem-se ao redor de uma hiper-superfíie esféria no espaço de momentos. Tal enárioontrasta om os modelos termodinâmios de fen�menos rítios mais omumente estudados,nos quais as exitações fundamentais se dão ao redor de um únio ponto no espaço de momentos- no modelo φ4, por exemplo, isto oorre para q = 0 [9℄. Assim, as �utuações na Hamiltonianade Brazovskii desempenham um papel fundamental, de modo que a aproximação mais simplesde ampo médio falha ompletamente na desrição do diagrama de fases do sistema. De fato,seja usando-se métodos de ampo médio auto-onsistentes ou seja usando-se ténias baseadasno Grupo de Renormalização, mostra-se que as �utuações do parâmetro de ordem induzemuma transição de primeira ordem entre a fase desordenada e a fase modulada, dando origem afen�menos fora do equilíbrio araterístios deste tipo de transição, omo nuleação e histerese.Há que se menionar que a Hamiltoniana de Brazovskii surge não só no âmbito da Físia daMatéria Condensada, mas também em sistemas de interesse da Físia de Altas Energias, omoos ondensados de píons em estrelas de nêutrons [10℄.Usando os resultados do modelo de Brazovskii, estudamos, primeiramente, as propriedadesmagnétias e a estrutura de domínios de �lmes �nos magnétios residos sobre substratossemiondutores, um tipo de sistema om possíveis apliações no promissor ampo da spintr�nia.Nosso outro interesse é nas propriedades de transporte dos isolantes de Mott antiferromagnétiosdopados, os quais apresentam fases eletr�nias semelhantes às fases esmétia e nemátia dosristais líquidos, e que podem ser desritas pela Hamiltoniana de Brazovskii.No apítulo 1, apresentamos as araterístias gerais do modelo de Brazovskii, que onstituio prinipal instrumento para a subseqüente investigação das propriedades marosópias dossistemas om interações ompetitivas de nosso interesse. Mostramos omo a ompetição deinterações em diferentes esalas dá origem a uma Hamiltoniana efetiva de Ginzburg-Landauujo estado mais estável orresponde a uma fase modulada. Estudando os efeitos das �utuaçõesde mais baixa energia do parâmetro de ordem, indiamos omo a transição de segunda ordementre a fase desordenada e a modulada, prevista pela abordagem de ampo médio, é frustradae suplantada por uma transição de primeira ordem induzida por �utuações. Em seguida, apre-



3sentamos a solução de ampo médio auto-onsistente da Hamiltoniana de Brazovskii, que seráutilizada durante todo o trabalho, omparando-a, qualitativamente, om soluções oriundas deoutros métodos, omo o Grupo de Renormalização e simulações numérias. Por �m, inves-tigamos o efeito de outros modos de �utuação do parâmetro de ordem no diagrama de fasesdesrito pela solução auto-onsistente - em partiular, foamos nas �utuações elástias da fasede listras bidimensional. Baseamo-nos na abordagem de Toner e Nelson [11℄ para demonstrarque, na ausênia de ampos ristalinos fortes, a fase de listras é derretida, dando origem a umafase nemátia - isto é, uma fase que não possui ordem de (quase) longo alane posiional,mas apenas ordem de (quase) longo alane orientaional. Inluindo a atuação dos defeitostopológios, indiamos omo a fase nemátia sofre uma transição de Kosterlitz-Thouless para afase líquida isotrópia.O apítulo 2 é dediado ao estudo dos efeitos de tamanho e das ondições de ontorno sobreas propriedades magnétias de um bloo ferromagnétio dipolar om largura e espessura �nitas.A motivação experimental reside na intrinada estrutura de domínios dos estreitos terraçosferromagnétios que são observados nos �lmes �nos magnétios de MnAs residos sobre osubstrato semiondutor GaAs, para um largo intervalo de temperaturas de oexistênia das fases
α e β. Mostramos omo a inlusão das interações de Ising e dipolar, bem omo das ondiçõesde ontorno de Dirihlet apropriadas, levam naturalmente à Hamiltoniana de Brazovskii em umespaço de momentos de dimensões �nitas. Generalizando a solução auto-onsistente para esteaso, obtemos que a transição de primeira ordem induzida por �utuações ontinua a oorrer,apesar da disretização da outrora superfíie ontínua de mínima energia da Hamiltoniana, aoredor da qual atuam as exitações menos energétias. Demonstramos que, de maneira geral, afase de listras om menor modulação ao longo da direção limitada é a mais estável, e investigamosos efeitos de omensurabilidade entre a largura do bloo e o período da modulação sobre aestabilidade das fases obtidas.Apliando este ferramental matemátio ao aso onreto do MnAs:GaAs, propomos uma ex-pliação onsistente para o número de domínios observado dentro dos terraços ferromagnétiosa partir de imagens de mirosopia de força magnétia (MFM), no intervalo de altas tempera-turas da região de oexistênia. Para desrever a estrutura de domínios no intervalo de baixastemperaturas da região de oexistênia, onsideramos o aráter vetorial dos spins do bloo,desenvolvendo um funional de Ginzburg-Landau para o modelo XZ dipolar. Em seguida, inspi-rados pelos resultados da minimização da Hamiltoniana efetiva obtida, onebemos um modelofenomenológio apaz de desrever o fen�meno de reorientação da magnetização do terraço,observada nas imagens de MFM. Apliando o método de Stoner-Wohlfarth [12℄, relaionamosesta reorientação om a mudança na forma das urvas de histerese obtidas a partir de medidasde espalhamento ressonante de raios X. Os resultados apresentados neste apítulo deram origema três artigos, que já estão publiados [13, 14, 15℄.No apítulo 3, exploramos as propriedades de transporte de isolantes de Mott antiferromag-nétios dopados - em partiular, onsideramos óxidos de metais de transição, omo os upratose os niquelatos. Para ertas onentrações de dopantes, há fortes indíios experimentais de queestes ompostos apresentam fases om listras rias em buraos alternadas por listras pobresem buraos, resultando em um sistema uja ondutividade mirosópia é inomogênea - isto é,



4 Introduçãomaior nas listras rias em buraos (mais ondutoras) do que em relação às listras pobres emburaos (menos ondutoras). Baseados nos trabalhos de Kivelson et al. [16℄, argumentamos queesta fase de listras pode ser desrita pelo modelo de Brazovskii, e usamos a solução de ampomédio auto-onsistente para desrever sua termodinâmia. Resolvendo perturbativamente oproblema de uma rede inomogênea de resistores orrelaionados, obtemos uma expansão daondutividade marosópia da fase inomogênea em potênias do ontraste entre as ondu-tividades mirosópias das diferentes fases. Através desta expressão, mostramos que, para oaso de uma fase de listras om ordenamento esmétio, o espetro de �utuações partiular domodelo de Brazovskii é re�etido pelo omportamento anisotrópio do salto na ondutividade,que oorre onomitantemente à transição de primeira ordem. Os resultados obtidos trazemnovos elementos para o entendimento das propriedades de transporte dos niquelatos, além deforneerem previsões passíveis de serem veri�adas experimentalmente. Para fazer ontato omos experimentos envolvendo os upratos, apliamos o mesmo formalismo para o aso em que afase de listras é derretida pelas �utuações elástias, dando origem a um ordenamento nemátio.Demonstramos a existênia de uma relação linear entre a anisotropia da ondutividade e oparâmetro de ordem nemátio, ofereendo uma expliação mais simples e mais intuitiva paraa sua oorrênia do que a enontrada na literatura [17℄, onde são onsideradas as �utuaçõesquântias, e não lássias, das paredes das listras.Ainda neste apítulo, o mesmo formalismo geral da expansão perturbativa da ondutivi-dade de uma rede de resistores orrelaionados é usado para investigar um outro problema, asaber, a lasse de universalidade da transição de Mott térmia, assoiada a isolantes de Mottnão-dopados. Este problema foi proposto pelo Prof. Dr. Joerg Shmalian, do Laboratório deAmes, na oasião do meu estágio de doutorado sanduíhe no exterior, e realizado em olabo-ração om o grupo liderado pelo Prof. Dr. Eduardo Fradkin, da Universidade de Illinois emUrbana-Champaign. A temperaturas �nitas, os isolantes de Mott não-dopados também podemformar fases inomogêneas, mas que não estão organizadas em listras ou em qualquer outropadrão. Apesar de haver interações ompetitivas neste problema, as esalas de omprimentoassoiadas a elas não são muito diferentes - primeiros vizinhos para o termo de hopping e loalpara o termo de Hubbard. Usando resultados de investigações teórias prévias, desrevemosa termodinâmia da fase inomogênea ao longo da linha de oexistênia, formada por regiõesmetálias e isolantes, por um parâmetro de ordem de Ising. Em seguida, mostramos que, pertodo ponto rítio, a ondutividade marosópia do sistema depende não só da magnetização,mas também do omportamento singular da densidade de energia, dando origem a um om-portamento de rossover. De posse destes resultados, revisitamos experimentos reentes sobremedidas de ondutividade em sistemas bi e tridimensionais próximos da transição de Mott,mostrando que os expoentes não-onvenionais por eles obtidos podem, de fato, ser atribuídosà lasse de universalidade de Ising. A pesquisa envolvida no apítulo 3 resultou em dois artigos[18, 19℄, sendo que o primeiro já está publiado e o segundo está submetido para publiação.Por �m, o apítulo 4 traz as onlusões gerais da tese, bem omo as perspetivas para inves-tigações posteriores. Quatro apêndies esmiuçam oneitos que foram apenas tangeniados notexto prinipal, a saber: a transição de Kosterlitz-Thouless, intimamente relaionada à exitaçãotérmia de defeitos topológios (Apêndie A) ; a transformação de Hubbard-Stratonovih, om



5a qual podem ser obtidas Hamiltonianas efetivas de Ginzburg-Landau a partir de Hamiltonianasmirosópias (Apêndie B); o álulo da largura das paredes de domínio de Néel dos bloosferromagnétios dipolares �nitos através da minimização da energia total (Apêndie C); o modelodas redes de resistores aleatórios no limite de ontraste in�nito, ujas propriedades de transportepossuem uma íntima relação om as propriedades fratais do aglomerado perolativo inipiente(Apêndie D).





Capítulo 1O Modelo de BrazovskiiNeste apítulo, será introduzido o modelo de Brazovskii, no qual se fundamenta a maiorparte da pesquisa apresentada nesta tese. Trata-se de um modelo mínimo apaz de apturaras prinipais araterístias físias de um sistema om interações ompetitivas, e que tem sidoutilizado não só no ontexto de sistemas fortemente orrelaionados - objetos de investigaçãodeste trabalho - mas também na hamada Físia da Matéria Condensada Mole, relaionada apolímeros, miroemulsões e ristais líquidos. Apresentamos, no que se segue, as araterístiasgerais do modelo, disutindo sua emergênia na desrição de sistemas de origens tão distintas.As propriedades físias dos sistemas desritos por ele serão aluladas pela solução de ampomédio auto-onsistente da Hamiltoniana efetiva, que fornee um enário �siamente onsistentee matematiamente on�ável para serem disutidas as predições mais abrangentes deste modelo.Por �m, serão apresentados inrementos a esta aproximação através da inlusão de outros modosde �utuação usualmente presentes nesse tipo de sistema - os hamados modos elástios - e omeanismo pelo qual eles alteram o diagrama de fases previsto pelo método auto-onsistente.1.1. Separação de fases e interações ompetitivasInúmeros sistemas físios apresentam a tendênia a se auto-organizarem em fases de equi-líbrio não triviais, ou seja, fases que não são meramente uniformes, mas araterizadas por umaintrinada estrutura de domínios de extensões espaiais que variam da esala dos nan�metrosà esala dos entímetros [1℄. Por exemplo, em sistemas quase-bidimensionais, fases do tipolistras (do inglês stripes) surgem em ompostos de óxidos de metais de transição dopados [20℄,enquanto fases do tipo bolhas são observadas em �lmes �nos magnétios sujeitos a amposmagnétios externos [21℄. Já no aso tridimensional, opolímeros de dibloo mostram faseslamelares, úbias ou ilíndrias om simetria hexagonal [22℄ e miroemulsões apresentam es-truturas lamelares de auto-organização [23℄. Além destes, vários outros sistemas têm estruturasmorfológias similares às desritas anteriormente, tanto no domínio da Físia da Matéria Con-densada Dura - por exemplo, �lmes de superondutores tipo I e ferro�uidos - quanto no domínioda Físia da Matéria Condensada Mole - �lmes de Langmuir, ristais líquidos, �uidos sob umainstabilidade de Rayleigh-Bénard (ver referênias itadas em [1℄). Uma interessante disussãosobre os paralelos entre estas duas grandes sub-áreas da Físia da Matéria Condensada pode serenontrada em [24℄.A prinípio, seria de se esperar a proliferação de uma onsiderável variedade de padrõesde auto-organização, dados os diferentes tipos de interações presentes nessa vasta gama de
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Figura 1.1. Fases tipo listras (esquerda) e tipo bolhas om simetria hexagonal (direita) em um sistemabidimensional. Cores laras e esuras difereniam domínios nos quais o parâmetro de ordem assumediferentes valores.sistemas. Contudo, as estruturas morfológias observadas podem ser lassi�adas em um númerorelativamente restrito de padrões geométrios: em duas dimensões, veri�am-se prinipalmentea existênia de fases do tipo listras e do tipo bolhas, enquanto que para sistemas tridimensionaisapareem as fases lamelares, as ilíndrias hexagonais e as esférias úbias. Esta evidênia,portanto, aponta para uma origem físia omum a estas estruturas de domínios mesosópias.Tal universalidade morfológia, por assim dizer, é atribuída à manifestação de fases moduladasresultantes da ompetição de interações em diferentes esalas do sistema.Fisiamente, o que oorre é que, enquanto uma interação forte de urto alane tende aseparar o sistema em duas fases marosópias distintas de modo a evitar o alto usto energétioda riação de paredes de domínios, uma outra interação mais fraa, porém de longo alane,tende a frustrar a formação destes extensos monodomínios. O resultado desta ompetição éque a fase de menor energia não é mais a uniforme, mas sim um estado modulado ujo períodoaraterístio é uma função monotoniamente deresente da razão entre as magnitudes dasinterações fraa e forte. Assim, a separação de fases em esala marosópia dá lugar a umaauto-organização em que as fases se alternam em esalas mesosópias. Neste ontexto, asestruturas de domínios observadas experimentalmente e disutidas no parágrafo anterior nadamais são que manifestações de diferentes tipos de modulação. Por exemplo, as fases tipo listrasem 2D e as lamelares em 3D podem ser entendidas omo as mais simples fases moduladasque o sistema pode assumir, resultantes de uma modulação unidimensional do parâmetro deordem. Já as fases do tipo bolhas em 2D ou as ilíndrias hexagonais em 3D podem serdesritas omo padrões de modulações originados da ombinação de múltiplos vetores de ondade mesmo módulo. A �gura 1.1 ilustra alguns destes distintos padrões morfológios. Fia laroque inúmeras fases metaestáveis podem surgir nesse enário, abrindo inlusive a possibilidadede oorrênia de omportamentos não-ergódios intrínseos ao sistema [25℄.Matematiamente, o modelo mais simples apaz de expressar a energia de um miroestadoinomogêneo de um sistema uja fase ordenada é modulada é araterizado por:

H [φ] =

∫

ddx

[

τ0
2
φ2 (~x) + φ (~x)

(

∇2 + q20
)2

8q20
φ (~x) +

u

4
φ4 (~x)

]

, (1.1)em que φ (~x) denota o parâmetro de ordem, q0 é o módulo do vetor de onda desrevendo amodulação da fase ordenada e τ0 e u são parâmetros assoiados às partiularidades mirosópiasdo sistema. Na maior parte dos asos de interesse, τ0 é uma função linear da temperatura e,portanto, é o parâmetro ontrolável experimentalmente. De agora em diante, toda vez que nos



1.1. Separação de fases e interações ompetitivas 9referirmos à função H, hamá-la-emos de a Hamiltoniana de Ginzburg-Landau do sistema [9℄.Contudo, deve-se ter em mente que ela não é a Hamiltoniana mirosópia propriamente dita,mas sim um funional efetivo, resultante de uma expansão em potênias de φ, que fornee aenergia do miroestado φ (~x) em unidades da energia térmia kBT . Para a expansão partiular(1.1), �a evidente que se está assumindo um sistema om simetria por inversões, e portanto nãohá ampos onjugados presentes. Neste ontexto, a função de partição Z do sistema é obtidaatravés da integração funional:
Z =

∫

Dφe−H[φ] . (1.2)A solução auto-onsistente da Hamiltoniana (1.1), bem omo o seu diagrama de fases, foramestudados pioneiramente por Brazovskii no ontexto de ristais líquidos olestérios [8℄, motivopelo qual vamos nos referir a (1.1) omo a Hamiltoniana de Brazovskii daqui por diante. Antesde investigarmos suas propriedades, vamos disutir omo ela surge naturalmente na desrição deuma variedade de sistemas físios diferentes. Espei�amente, foaremos nos óxidos de metaisde transição dopados [26℄, em �lmes �nos magnétios om forte anisotropia uniaxial [6℄, nosopolímeros de dibloo [7℄ e nas miroemulsões [27℄. Todos esses sistemas podem ser desritospor um parâmetro de ordem esalar φ (~x) que assume diferentes signi�ados em ada aso: nosóxidos dopados, ele denota a �utuação da densidade de arga loal em relação à densidade média,de modo que φ (~x) > 0 representa uma região ria em buraos, enquanto φ (~x) < 0 representauma região pobre em buraos. Nos �lmes �nos, o parâmetro de ordem se refere à magnetizaçãona direção do eixo anisotrópio; já nos opolímeros e nas miroemulsões, ele está assoiado às�utuações, respetivamente, da fração de volume loal de um dos mon�meros e da fração devolume loal da moléula polar.Conforme expliado anteriormente, a Hamiltoniana (1.1) surge de uma ompetição entreuma interação forte de urto alane e uma interação fraa de longo alane. Da razão entre assuas magnitudes é que depende o período araterístio da fase modulada d = 2π/q0. A partereferente à interação forte pode ser desrita por um simples modelo φ4 :
H1 [φ] =

∫

ddx

[

τ0
2
φ2 (~x) +

∣

∣

∣

~∇φ (~x)
∣

∣

∣

2

+
u

4
φ4 (~x)

]

. (1.3)Fia laro que, para τ0 < 0, a energia é minimizada por uma on�guração uniforme, jáque variações espaiais do parâmetro de ordem ustam energia ao sistema, devido à presençado termo ∣∣
∣

~∇φ
∣

∣

∣

2. Assim, no aso de o parâmetro de ordem ser onservado (∫ ddxφ (~x) = cte
),omo oorre nos óxidos dopados, nos opolímeros e nas miroemulsões, a Hamiltoniana aimaprevê uma separação marosópia das fases envolvidas, de modo a haver apenas uma paredede domínio. Um exemplo bastante simples relaionado à experiênia otidiana é o aso damistura óleo-água, que pode ser enarada omo uma miroemulsão sem surfatante: o óleo,formado por moléulas apolares, separa-se da água, formada por moléulas polares, originandoum sistema bifásio bem de�nido. No aso dos opolímeros de dibloo, os dois mon�meros

A e B que ompõem o opolímero também tendem a se separar em uma fase marosópiaria em A e outra fase marosópia ria em B, já que ontatos AB possuem uma atraçãode van der Waals menor que a dos ontatos AA ou BB. Já no aso dos óxidos dopados, os



10 Capítulo 1. O Modelo de Brazovskiiportadores de arga introduzidos pelos dopantes (usualmente, buraos) deloalizam-se em umaregião separada daquela oupada pelos spins loalizados do metal de transição, dando origema uma região fortemente ondutora apartada de uma outra região om fraa apaidade deondução elétria.Na situação em que o parâmetro de ordem não é onservado, omo nos �lmes magnétiosom forte anisotropia uniaxial, o sistema não possui nenhum vínulo adiional que o obriguea riar paredes de domínio, de modo que a tendênia expressa por (1.3) para τ0 < 0 é a deuma únia fase uniforme om a magnetização apontando para ima ou para baixo, sem interfaealguma. A transição da fase desordenada para a fase ordenada é aompanhada por uma quebraespontânea de simetria, já que o parâmetro de ordem �esolhe� arbitrariamente uma direção, demaneira que a fase ordenada perde a simetria por inversão que a Hamiltoniana (1.3) possui1.Enquanto a interação forte de urto alane pode ser desrita por (1.3) para todos essessistemas, a interação fraa de longo alane pode ser desrita, de uma maneira geral, pelaexpressão:
H2 [φ] = Q

∫

ddxddx′e−|~x−~x′|/ξD
φ (~x)φ (~x′)

|~x− ~x′|n , (1.4)que orresponde, grosso modo, a uma interação de Coulomb blindada generalizada, em que
Q é proporional ao inverso da permissividade elétria e ξD é o omprimento de blindagem.Analisemos o signi�ado destes termo separadamente para ada sistema: nos óxidos dopados,a repulsão Coulombiana entre argas de mesma espéie é quem frustra a separação de fasesditada pela interação de urto alane, já que o usto energétio de uma fase om todos osburaos onentrados na mesma região seria muito alto. Assim, omo φ (~x) denota a �utuaçãoda densidade de arga loal em relação à densidade média, Q pode ser interpretada omo amagnitude da interação Coulombiana, e os parâmetros n e ξD assumem os valores n = 1 e
ξD → ∞.No aso dos �lmes magnétios anisotrópios, em que φ (~x) refere-se à magnetização uniaxial,as dimensões �nitas do �lme fazem om que a interação dipolar entre os momentos magnétiosseja sempre relevante. Sua tendênia em desalinhá-los pode ser traduzida em uma tendêniaem riar o maior número possível de paredes de domínios, frustrando a existênia de uma faseuniforme, prevista por (1.3). Assim, no ontexto da expressão (1.4), Q denota a razão entre asmagnitudes da interação dipolar e da interação de troa, e os parâmetros n e ξD assumem osvalores n = 3 e ξD → ∞.Já para o aso das miroemulsões, a adição de moléulas surfatantes à mistura óleo-águafrustra a separação de fases devido aos vínulos estequiométrios introduzidos pelas moléulasan�fílias. Enquanto uma de suas extremidades - a hidrofóbia - prefere se ligar às moléulasde óleo, a outra extremidade, hidrofília, prefere a ligação om as moléulas polares da água.Desse modo, a presença do surfatante origina uma interação efetiva atrativa entre as moléulasde óleo e de água, que pode ser expressa por (1.4). Nesta situação, n assume o valor 1, aonstante Q é proporional à fração de volume do surfatante e ξD, ao omprimento médio desuas moléulas. Vale salientar que, omo ξD é �nito, esta interação é de alane mais restrito1 Obviamente, a arbitrariedade só oorre na ausênia ompleta de um ampo onjugado, uma vez que umampo in�nitesimal já é apaz de determinar a direção preferenial do sistema.



1.1. Separação de fases e interações ompetitivas 11que aquelas relaionadas aos sistemas anteriores, em que não havia blindagem propriamentedita. De qualquer modo, ainda assim, ela se estende por uma região maior que a interação deurto alane desrita pelo modelo φ4.Por �m, no aso dos opolímeros, a interação fraa de longo alane surge devido ao fatode a moléula omposta pelos mon�meros A e B ser inompressível e possuir um ponto deligação ovalente. Os vínulos introduzidos pela simples existênia deste ponto originam umaHamiltoniana efetiva de interação repulsiva entre mon�meros de mesma espéie que pode serdesrita pela mesma expressão (1.4), om n = 1, ξD → ∞ e uma onstante Q proporional àfração de volume média dos mon�meros.Em todos os sistemas desritos aima, o resultado da ompetição entre as tendênias opostasexpressas por (1.3) e por (1.4) é o surgimento de uma fase modulada em detrimento de umaseparação de fases (ou de uma fase uniforme, no aso de o parâmetro de ordem não ser onser-vado). Isto pode ser visto mais diretamente no espaço de Fourier: de�nimos a transformada deFourier de uma função qualquer f (~x) por:
f~q =

∫

ddxf (~x) e−i~q·~x , (1.5)de modo que sua transformada inversa é dada por:
f (~x) =

1

(2π)
d

∫

ddqf~qe
i~q·~x . (1.6)No espaço de Fourier, a Hamiltoniana total assume a seguinte forma:

H [φ] =
1

2 (2π)d

∫

ddqφ~q [τ0 + g (q)]φ ~−q

+
u

4 (2π)
3d

∫

ddq1d
dq2d

dq3φ~q1φ~q2φ~q3φ−~q1−~q2−~q3 , (1.7)em que a ompetição entre as interações está expressa uniamente pela função g (q) = g1 (q) +

g2 (q), que ontém um termo devido a H1 e outro devido a H2. O primeiro é obtido diretamentedo modelo φ4, g1 (q) = q2, traduzindo a tendênia de o sistema minimizar a energia através daformação de um estado uniforme q = 0. Já o segundo termo depende da forma da interação delongo alane em questão; todavia, em todos os asos de interesse, omo uma boa aproximaçãopode-se tomar g2 (q) = Qq−n
′ , em que o expoente n′ ∈ N depende das partiularidades dosistema. Assim, a frustração é re�etida pelo fato de este termo assumir seu menor valor apenasquando q → ∞, o que orresponderia a um estado �in�nitamente modulado�. Na �gura 1.2,apresentamos o omportamento geral da função g (q) omo resultado da soma destes dois termosindividuais. Vale menionar que, no aso em que ξD é �nito, temos, na verdade, g2 (q) =

(

qn + ξ−nD
)−1, de modo que a aproximação desrita anteriormente só é válida para esalas deomprimento muito menores que ξD.Logo, �a laro que a função g (q) da Hamiltoniana total (1.7) enontra o seu mínimo paraum vetor de onda om módulo não nulo q0 ∼ Q

1
n′+2 , orrespondendo a um estado modulado. Asuperfíie de mínima energia no espaço de Fourier, também hamado de espaço de momentos,
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g

2

g
1

q

g(q)

0qFigura 1.2. Função g(q) (linha sólida em vermelho) da Hamiltoniana de Brazovskii no espaço de Fourier,equação (1.7), e suas omponentes g1(q) e g2(q) (linhas pontilhadas) referentes às interações de urto elongo alane, respetivamente.
qy

qx

q
0

Figura 1.3. Superfíie de mínima energia q = q0 da Hamiltoniana de Brazovskii, representada no espaçode Fourier. Por simpliidade, mostramos o aso bidimensional.é desrita, portanto, por um írulo de raio q0, onforme esquematizado na �gura 1.3. Atravésda expansão de g (q) em série de Taylor,
g (q) = g (q0) +

1

2
(q − q0)

2

(

d2g

dq2

)∣

∣

∣

∣

q0

, (1.8)torna-se evidente que a Hamiltoniana assume a forma (1.7), após onsiderarmos a simetria dosistema por inversões do parâmetro de ordem, além de realizar um re-esalamento apropriadodos ampos e do parâmetro τ0 proporional à temperatura reduzida. Neste ontexto, podemosexpressar as diversas estruturas morfológias disutidas anteriormente: a fase tipo listras e afase lamelar �am desritas por:
〈φ~q〉 =

A

(2π)
d

[δ (~q − q0n̂) + δ (~q + q0n̂)]

〈φ (~x)〉 = 2A cos (q0n̂ · ~x) , (1.9)



1.2. Transições de primeira ordem induzidas por �utuações 13óxidos de metaisde transiçãodopados [28℄ �lmes �nosmagnétios [6℄ opolímerosde dibloo [7℄ miroemulsões[27℄parâmetro deordem �utuação nadensidade de argaloal magnetização aolongo do eixo deanisotropia �utuação nafração devolume domon�mero A

�utuação nafração devolume damoléula polarorigem dainteração forte(urto alane) interaçãoantiferromagnétiaentre spinsloalizados +deloalização dosportadores interação de troa ontatos ABenergetia-mente maisustosos queontatos AA e
BB (van derWaals) repulsão entremoléulaspolares eapolares

origem dainteração fraa(longo alane) repulsãoCoulombiana entreos portadoresintroduzidos pelosdopantes interação dipolarmagnétia vínulos devidoao ponto deligaçãoovalente;inompressibil-idade vínulos este-quiométriosintroduzidospelas moléulasan�fílias dosurfatantefases típias listras; tabuleiro dexadrez listras; bolhas lamelar;esféria úbia;ilíndriahexagonal; lamelarTabela 1.1. Prinipais araterístias dos quatro sistemas disutidos nesta seção: signi�ado físio doparâmetro de ordem φ (~x), origem da interação forte de urto alane, origem da interação fraa delongo alane e fases mais omuns enontradas nestes sistemas.em que A é a amplitude do parâmetro de ordem e n̂ é um versor paralelo à direção de modulação.Já a fase tipo bolhas e a fase ilíndria hexagonal são expressas por:
〈φ~q〉 =

A

(2π)d

3
∑

i=1

[δ (~q − q0n̂i) + δ (~q + q0n̂i)]

〈φ (~x)〉 = 2A

3
∑

i=1

cos (q0n̂i · ~x) , (1.10)em que a ondição adiional 3
∑

i=1

n̂i = 0 deve ser satisfeita pelos versores. A tabela 1.1 apresenta asprinipais araterístias dos quatro sistemas pormenorizados nesta seção, a saber: os óxidos demetais de transição dopados, os �lmes �nos magnétios fortemente anisotrópios, os opolímerosde dibloo e as miroemulsões.1.2. Transições de primeira ordem induzidas por �utuaçõesTendo mostrado omo a Hamiltoniana de Brazovskii surge naturalmente no ontexto deuma variedade de sistemas om interações ompetitivas, podemos agora investigar as predições



14 Capítulo 1. O Modelo de Brazovskiiassoiadas a este modelo. Antes de enveredar por uma solução propriamente dita da Hamil-toniana, vamos abordar seus aspetos mais gerais de forma qualitativa. O modelo prevê aexistênia de uma fase ordenada modulada a baixas temperaturas. A prinipal pergunta quesurge, então, é aera do aráter da transição entre a fase desordenada (altas temperaturas) eesta fase modulada (baixas temperaturas).A tentativa mais simples de se responder essa questão onsiste em usar uma abordagem deampo médio, que, basiamente, equivale a substituir o parâmetro de ordem da Hamiltoniana(1.1) pelo seu valor médio na fase modulada. De uma maneira mais rigorosa, este métodoonsiste em fazer uma aproximação de ponto de sela no álulo da função de partição (1.2),tomando apenas a ontribuição dominante do estado de menor energia 〈φ0〉 no �mputo daintegral funional:
Z = e−H[〈φ0〉] =⇒ F = − lnZ = H [〈φ0〉] . (1.11)Por simpliidade, foaremos na fase de listras somente, desrita por (1.9). A substituiçãodesta expressão na Hamiltoniana de Brazovskii fornee a seguinte energia livre:

F = τ0A
2 +

3u

2
A4 , (1.12)em que assumimos o parâmetro u positivo e o parâmetro τ0 proporional a uma erta tempera-tura reduzida τ0 ∝ T−Tc

Tc
, de modo que ele possa mudar de sinal ao se variar a temperatura dosistema. A energia assume seus valores extremos para as seguintes amplitudes A:

dF

dA
= 0 =⇒

{

A0 = 0

A± = ±
√

− τ0
3u

(1.13)Para determinar a natureza dos pontos extremos, alulamos a derivada segunda, obtendo:
d2F

dA2
=

{

2τ0 para A = 0

−4τ0 para A = A±
(1.14)Portanto, tem-se o seguinte enário: para τ0 > 0, orrespondente a T > Tc, o únio pontoextremo que existe é A0 = 0, que é o mínimo global da energia livre. Ou seja, o estadodesordenado 〈φ〉 = 0 é o mais estável. Contudo, para τ0 < 0, orrespondente a T < Tc, o estadodesordenado não é mais um mínimo global, mas um máximo loal. O mínimo global da energialivre é degenerado e oorre para os valores simétrios A± = ±

√

− τ0
3u , orrespondendo a umafase ordenada modulada2. Exatamente no ponto τ0 = 0, que orresponde à temperatura T = Tc,a energia dos dois estados é a mesma e a amplitude da fase modulada assume o mesmo valorque o orrespondente à fase desordenada, ou seja, A± = 0. Portanto, Tc é a temperatura detransição do sistema. Além disso, omo o módulo do parâmetro de ordem varia ontinuamentena transição de fase, trata-se de uma transição de segunda ordem. A �gura 1.4 apresenta a2 O sinal negativo é irrelevante dado o aráter osilatório da função osseno em (1.9).
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Figura 1.4. Evolução do per�l da energia livre F (1.12), apresentada em função da amplitude doparâmetro de ordem A, om a diminuição da temperatura do sistema. A seqüênia orresponde a:
T > Tc (grá�o superior à esquerda), T = Tc (grá�o superior à direita) e T < Tc (grá�o inferior).

evolução do per�l da energia livre ao se diminuir a temperatura do sistema, enquanto a �gura1.5 mostra omo a amplitude do parâmetro de ordem varia om a temperatura.Portanto, a abordagem de ampo médio prevê uma transição de segunda ordem entre afase desordenada e a fase modulada. Neste ponto, vale falar um pouo mais sobre transiçõesde segunda ordem: a mais importante propriedade delas reside no aráter universal dos seisexpoentes rítios que a araterizam, de�nidos abaixo (omitimos o subsrito da temperaturareduzida τ0 para simpli�ar a notação):
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Figura 1.5. Módulo da amplitude do parâmetro de ordem A em função da temperatura reduzida τ0previsto pela energia livre de ampo médio (1.12). Uma transição de segunda ordem oorre para τ0 = 0,orrespondente a T = Tc.
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ξ (τ, h = 0) ∼ τ−ν φ (τ, h = 0) ∼ |τ |β φ (τ = 0, h) ∼ h1/δ

χ (τ, h = 0) ∼ τ−γ C (τ, h = 0) ∼ τ−α χ (x→ ∞, τ = 0) ∼ x2−d−η . (1.15)Nestas relações, h é o ampo onjugado, ξ é o omprimento de orrelação, χ é a susepti-bilidade, C é o alor espeí�o e d é a dimensionalidade do sistema. Estes expoentes não sãoindependentes, pois estão relaionados por quatro relações de esala:
α = 2 − dν

β (1 + δ) = 2 − α

2βδ − γ = 2 − α

γ = ν (2 − η) . (1.16)A teoria do Grupo de Renormalização eluida o aráter universal desses expoentes, mostrandoque eles não dependem dos detalhes mirosópios do sistema, mas apenas de sua dimensiona-lidade e do número de omponentes do parâmetro de ordem. O embasamento físio destapoderosa ténia, em pouas palavras, reside na existênia de uma esala de omprimento dosistema que se torna invariante no ponto rítio: o omprimento de orrelação divergente ξ → ∞(para mais detalhes, ver [29℄, por exemplo).A abordagem de ampo médio utilizada laramente despreza as �utuações do parâmetro deordem δφ = φ− 〈φ〉 ao tomar apenas a ontribuição do valor médio para o �mputo da funçãode partição em (1.11). De maneira geral, existem inúmeros métodos para se levar em onta ain�uênia dessas �utuações. Por exemplo, no aso do modelo φ4 (1.3), podem-se usar as téniasdo Grupo de Renormalização para demonstrar que, apesar de o aráter da transição permaneerde segunda ordem, os expoentes rítios sofrem alterações em relação aos valores obtidos porampo médio quando a dimensão do sistema é menor que quatro (ver, por exemplo, [30℄).Contudo, no modelo de Brazovskii (1.1) o espetro de �utuações é bastante diferente daqueledo modelo φ4: enquanto neste último as exitações de mais baixa energia se dão apenas em tornodo ponto q = 0 no espaço de momentos, no primeiro elas oorrem em torno da hiper-esfera
q = q0, omo esquematizado na �gura 1.3 anterior. Assim, há relativamente mais modos deexitação no modelo de Brazovskii, indiando que sua in�uênia deve ser muito mais dramátiado que no aso do modelo φ4. A apresentação de métodos sistemátios apazes de levar emonta estas �utuações se dará na próxima seção. Por ora, vamos nos limitar a uma disussãomais qualitativa aera dos resultados obtidos após a inlusão dessas �utuações no álulo daenergia livre (1.12). Através de um método de ampo médio auto-onsistente pode-se mostrarque a energia livre assume a seguinte forma perturbativa em potênias da amplitude A [31℄:

F = τRA
2 +

uR
4
A4 +

wR
36

A6 , (1.17)em que τR, uR e wR são parâmetros renormalizados pelas �utuações do parâmetro de ordem,os quais serão alulados na próxima seção. Por ora, apresentamos sua dependênia om a
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Figura 1.6. Parâmetros τR, uR e wR da energia livre (1.17) renormalizados pela presença das �utuaçõesdo parâmetro de ordem em função da temperatura reduzida τ0.temperatura reduzida τ0 na �gura 1.6. Enquanto τR > 0 e wR > 0 para qualquer tempe-ratura, o parâmetro uR muda de sinal para uma temperatura T ∗ ligeiramente abaixo de Tc,permaneendo negativo para T < T ∗. Esta mudança de sinal torna neessária a inlusão dotermo de ordem A6 na expressão da energia livre, já que ela deve ser sempre uma função limitadainferiormente. Vale salientar que uma equação idêntia é obtida através de uma expansão dopotenial termodinâmio ao invés da energia livre, onforme delineado em [32℄.Vamos agora investigar as previsões sobre o aráter da transição de fase segundo a energialivre orrigida pelas �utuações (1.17), omparando om os resultados obtidos anteriormente naabordagem de ampo médio. Os extremos de F oorrem para:
A0 = 0

A
(1)
± = ±





−3uR + 3
√

u2
R − 4

3wRτR

wR





1/2

A
(2)
± = ±





−3uR − 3
√

u2
R − 4

3wRτR

wR





1/2

. (1.18)Calulando a derivada segunda obtemos:
d2F

dA2

∣

∣

∣

∣

A=A0

= τR > 0 ,
d2F

dA2

∣

∣

∣

∣

A=A
(1)
±

> 0 ,
d2F

dA2

∣

∣

∣

∣

A=A
(2)
±

< 0 . (1.19)
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Figura 1.7. Evolução do per�l da energia livre F (1.17), apresentada em função da amplitude doparâmetro de ordem A, om a diminuição da temperatura do sistema. A seqüênia orresponde a:
T > Tesp (grá�o superior à esquerda), Ttrans < T < Tesp (grá�o superior à direita), T = Ttrans(grá�o inferior à esquerda) e T < Ttrans (grá�o inferior à direita).Assim, os pontos A = A

(2)
± orrespondem a máximos loais e não estão assoiados, portanto,a estados estáveis do sistema. Como τR > 0 para qualquer temperatura, a fase desordenada

A = 0 orresponde a um mínimo da energia livre sempre. Entretanto, isto não signi�a queeste seja o mínimo global. Abaixo da temperatura orrespondente à ondição τR =
3u2

R

4wR
, a qualdenotaremos por Tesp, a fase modulada ujo parâmetro de ordem tem amplitude A = A

(1)
± passaa ser também um mínimo da energia livre. Portanto, para T ≤ Tesp, o sistema possui trêsmínimos loais: um em A = 0 (fase desordenada) e outro duplamente degenerado em A = A

(1)
±(fase modulada). Para determinar qual deles é o mínimo global, basta enontrar a temperatura

Ttrans para a qual:
F
(

A
(1)
±

)

= F (0) . (1.20)Substituindo as expressões (1.18), obtemos que a temperatura Ttrans equivale à ondição
τR =

9u2
R

16wR
. Desse modo, para T > Ttrans, o mínimo global da energia livre orresponde à fasedesordenada A = 0, enquanto para T < Ttrans ele orresponde à fase ordenada A = A

(1)
± . A�gura 1.7 apresenta a evolução do per�l da energia livre om a diminuição da temperatura dosistema.A partir destes resultados, podemos ompor o seguinte enário: para T > Tesp, a únia faseestável do sistema é a desordenada. Para Ttrans < T < Tesp, há duas fases em oexistênia,sendo que a desordenada permanee sendo a de menor energia. Neste intervalo de temperaturas,diz-se que o estado modulado é uma fase metaestável do sistema, e a temperatura referente ao
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Figura 1.8. Módulo da amplitude do parâmetro de ordem A em função da temperatura reduzida τ0,previsto pela energia livre renormalizada pelas �utuações (1.17). Uma transição de primeira ordemoorre para T = Ttrans quando a temperatura é variada adiabatiamente.
limite de metaestabilidade Tesp é denominada de espinodal. Para T < Ttrans, a fase estável é amodulada, enquanto o estado desordenado passa a ser uma fase metaestável. Caso a temperaturado sistema seja diminuída adiabatiamente, a transição da fase desordenada para a ordenadadar-se-á em T = Ttrans, razão pela qual ela é denominada temperatura de transição. Como
A

(1)
± 6= 0 para qualquer temperatura, inlusive Ttrans, a transição de fase é aompanhada poruma desontinuidade na amplitude do parâmetro de ordem, omo mostrado na �gura 1.8. Assim,trata-se de uma transição de primeira ordem. É importante notar que, neste aso partiular,não há uma temperatura espinodal para a fase desordenada, ou seja, ela é sempre metaestável.Na prátia, efeitos dinâmios de nuleação não inluídos nesta abordagem determinam umatemperatura a partir do qual o estado desordenado não é mais aessível [32℄.Ao ontrário das transições de segunda ordem, as de primeira ordem não apresentam a-raterístias universais. Entretanto, algumas propriedades gerais são omuns a todas elas.Conforme expliado anteriormente, a não ser que a temperatura do sistema seja variada adia-batiamente, não é possível se determinar uma temperatura de transição bem de�nida, devidoà presença de um intervalo de temperaturas no qual há oexistênia de fases. Este fen�meno dáorigem a interessantes efeitos de não-equilíbrio do sistema, o mais notável deles sendo a histerese,que será abordada om mais detalhes na seção 2.6.Portanto, notamos que a transição de segunda ordem prevista pela abordagem de ampomédio apliada ao modelo de Brazovskii é frustrada pelas �utuações do parâmetro de ordem,dando origem a uma transição de primeira ordem. Neste aso, diz-se que esta transição deprimeira ordem é induzida por �utuações [33℄. Além dos sistemas desritos pelo modelo deBrazovskii, outros sistemas também sofrem uma transição de primeira ordem induzida por�utuações, mas através de meanismos distintos do que o apresentado aqui. Exemplos de taissistemas são estruturas antiferromagnétias do tipo I ou do tipo II, em que o meanismo datransição está assoiado ao elevado número de omponentes do parâmetro de ordem, e ristaislíquidos que sofrem a transição da fase nemátia para a fase esmétia-A, em que o parâmetrode ordem se aopla a um ampo de gauge �utuante (ver referênias em [33℄).



20 Capítulo 1. O Modelo de Brazovskii1.3. Solução de ampo médio auto-onsistente do modelo deBrazovskiiConforme expliado na seção anterior, as �utuações do parâmetro de ordem do modelo deBrazovskii induzem uma transição de primeira ordem entre a fase desordenada e a fase de listras.Nesta seção, vamos apresentar um método analítio que, apesar de relativamente simples, éapaz de forneer resultados satisfatórios aera da temperatura espinodal do estado ordenado,da temperatura de transição e do diagrama de fases referente à Hamiltoniana (1.1).Uma grandeza fundamental na análise do omportamento rítio de um sistema é a funçãode orrelação onetada:
G (~x, ~x′) = 〈(φ (~x) − 〈φ (~x)〉) (φ (~x′) − 〈φ (~x′)〉)〉
G (~x, ~x′) = 〈φ (~x)φ (~x′)〉 − 〈φ (~x)〉 〈φ (~x′)〉 , (1.21)a qual mede o grau de orrelação entre as �utuações do parâmetro de ordem em dois pontos

~x e ~x'. Em um sistema om simetria por translações espaiais, esta função depende apenas dadistânia relativa |~x− ~x′| entre estes pontos. Usando os oneitos básios de Físia Estatístia(ver, por exemplo, [9℄), mostra-se que, para uma Hamiltoniana qualquer H [φ], esta grandezapode ser obtida introduzindo-se um ampo onjugado auxiliar h (~x):
H′ [φ] = H [φ] −

∫

h (~x)φ (~x) ddx , (1.22)e tomando-se a seguinte derivada funional da função de partição (1.2):
G (~x, ~x′) =

δ2 lnZ ′

δh (~x) δh (~x′)

∣

∣

∣

∣

h(~x)=0

, (1.23)em que Z ′ refere-se à Hamiltoniana H′ que ontém o ampo onjugado [9℄. Para o aso em quea Hamiltoniana é quadrátia no parâmetro de ordem:
H [φ] =

1

2

∫

ddxddx′φ (~x)A (~x, ~x′)φ (~x′) , (1.24)os álulos podem ser efetuados diretamente através de integrais funionais gaussianas, forneendoo seguinte resultado:
G (~x, ~x′) = A−1 (~x, ~x′) . (1.25)Entretanto, em geral, existem termos quártios na Hamiltoniana que impedem um áluloanalítio da função de orrelação, exigindo a apliação de métodos perturbativos. Dentre eles,enontram-se expansões em 1/N (em que N denota o número de omponentes do parâmetro deordem), métodos que usam as ténias do Grupo de Renormalização e abordagens de ampomédio auto-onsistentes. No que onerne o modelo de Brazovskii, usaremos este último método- também denominado de método de Hartree - durante todo o restante do trabalho, uma vez queele não só é mais simples que os demais, omo também fornee resultados bastante satisfatórios



1.3. Solução de ampo médio auto-onsistente do modelo de Brazovskii 21quando omparado om simulações numérias [34, 35℄. Conforme expliado anteriormente, elefoi delineado primeiramente por Brazovskii em [8℄.Iniialmente, reesrevemos a Hamiltoniana de Brazovskii (1.1) da seguinte forma:
H[φ] =

1

2

∫

ddxddx′φ (~x)G−1
0 (~x, ~x′)φ (~x′) +

u

4

∫

ddxφ4 (~x) , (1.26)em que G0 (~x, ~x′) denota a função de orrelação �nua� (isto é, sem levar em onta o termoquártio):
G−1

0 (~x, ~x′) =
1

(2π)
d

∫

ddqG−1
0 (~q) ei~q·(~x−~x

′)

G0 (~q) =
1

τ0 + (q − q0)
2 . (1.27)Agora, esrevemos o parâmetro de ordem da seguinte forma:

φ (~x) = 〈φ (~x)〉 + ψ (~x) , (1.28)em que ψ (~x) = φ (~x) − 〈φ (~x)〉 denota a �utuação do parâmetro de ordem, e, portanto, possuivalor médio nulo 〈ψ (~x)〉 = 0. Desse modo, �a evidente que a função de orrelação tambémpode ser esrita omo G (~x, ~x′) = 〈ψ (~x)ψ (~x′)〉. Substituindo (1.28) em (1.26), obtemos:
H[φ] = H[ψ] +

1

2

∫

ddxddx′ 〈φ (~x)〉G−1
0 (~x, ~x′) 〈φ (~x′)〉 +

∫

ddxddx′ 〈φ (~x)〉G−1
0 (~x, ~x′)ψ (~x′)

+
u

4

∫

ddx 〈φ (~x)〉4 + u

∫

ddx 〈φ (~x)〉3 ψ (~x)

+
3u

2

∫

ddx 〈φ (~x)〉2 ψ2 (~x) + u

∫

ddx 〈φ (~x)〉ψ3 (~x) . (1.29)Retendo apenas os termos que ontenham potênias pares do ampo de �utuação ψ (~x)hegamos a:
H[ψ, 〈φ〉] =

1

2

∫

ddxddx′ψ (~x)G−1
0 (~x, ~x′)ψ (~x′) +

u

4

∫

ddxψ4 (~x) +
3u

2

∫

ddx 〈φ (~x)〉2 ψ2 (~x) .(1.30)O termo linear de (1.29) foi desprezado pois 〈ψ (~x)〉 = 0. Já a justi�ativa para se desprezaro termo úbio desta mesma expressão reside no fato de o vértie úbio 〈ψψψ〉 ser pequenoomparado ao vértie quadrátio 〈ψψ〉, o qual fornee a função de orrelação, que é nossagrandeza de interesse.No método auto-onsistente de Hartree, transforma-se o termo quártio de (1.30), ψ4, noproduto ψ2
〈

ψ2
〉, obtendo assim uma Hamiltoniana quadrátia nos ampos ψ. Como existemseis maneiras diferentes de se realizar esta ontração, obtemos:
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H[ψ, 〈φ〉] =

1

2

∫

ddxddx′ψ (~x)
[

G−1
0 (~x, ~x′) + 3u

〈

ψ2 (~x)
〉

δ (~x− ~x′) + 3u 〈φ (~x)〉2 δ (~x− ~x′)
]

ψ (~x′) ,(1.31)e, assim, hegamos à seguinte equação auto-onsistente para a função de orrelação:
G−1 (~x, ~x′) = G−1

0 (~x, ~x′) + 3uG (~x, ~x) δ (~x− ~x′) + 3u 〈φ (~x)〉2 δ (~x− ~x′) . (1.32)Passando para o espaço de Fourier, é possível mostrar que os elementos de matriz da funçãode orrelação dominantes são os diagonais. Assim, a equação auto-onsistente assume a forma:
G−1
~q =

(

G−1
0

)

~q
+ 3u 〈G (~x, ~x)〉 + 3u

∑

~p

〈φ〉~p 〈φ〉−~p , (1.33)em que passamos para o limite do disreto (2π)
d
δ (~p− ~p′) → δ~p,~p′ e de�nimos:

〈G (~x, ~x)〉 =
1

(2π)
d

∫

ddpG~p . (1.34)Esta é a abordagem de ampo médio auto-onsistente apliada ao modelo de Brazovskii.Comparando-a om as expansões perturbativas diagramátias usualmente empregadas em sis-temas quântios de muitos orpos, ela é análoga ao método RPA (random phase approximation)[36℄. Através da Hamiltoniana (1.29), podemos ainda enontrar a equação de estado, que rela-iona o ampo onjugado h (~x) om o parâmetro de ordem φ (~x). Apliando a de�nição [9℄:
h (~x) =

〈

δH
δ 〈φ (~x)〉

〉

, (1.35)obtemos a seguinte expressão, após empregar as mesmas aproximações de antes:
h (~x) =

∫

ddx′G−1
0 (~x, ~x′) 〈φ (~x′)〉 + u 〈φ (~x)〉3 + 3u 〈φ (~x)〉G (~x, ~x) . (1.36)Para simpli�ar os álulos subseqüentes, podemos passar a equação de estado para o espaçode Fourier. Combinando om a equação auto-onsistente (1.33), obtemos:

h~q = G−1
~q 〈φ〉~q + u

∑

~p1,~p2

〈φ〉~p1 〈φ〉~p2 〈φ〉~q−~p1−~p2 − 3u
∑

~p

〈φ〉~p 〈φ〉−~p 〈φ〉~q . (1.37)As equações (1.33) e (1.37) são o prinipal resultado deste método auto-onsistente. Paraavançar, é neessário assumir alguma forma espeí�a para a função de orrelação. Tomandoomo base a expressão �nua� (1.27), propõe-se a seguinte forma:
G (~q) =

1

τ + (q − q0)
2 , (1.38)em que τ é um parâmetro renormalizado a ser enontrado pela solução auto-onsistente. Pode-mos justi�ar o emprego desta forma sempre que os módulos dos momentos das �utuaçõesforem próximos de q0, isto é, sempre que o sistema estiver próximo da transição de fase. Vamos
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Figura 1.9. Função de orrelação no espaço real G, dada pelo equação (1.39), em função da distâniaentre os pontos r medida em unidades de q−1
0 . A urva sólida refere-se a um omprimento de orrelação

ξ = 10, enquanto a urva pontilhada refere-se a ξ = 3 (em unidades de q−1
0 ). Vê-se que, para r > ξ, asorrelações são bastante suprimidas.explorar o signi�ado físio do parâmetro τ . Calulando a transformada de Fourier inversa de(1.38) para um sistema tridimensional, obtemos a função de orrelação no espaço real:

G (~x, ~x′) =
4π2

r
e−r/ξ [cos (q0r) + (q0ξ) sin (q0r)] , (1.39)em que r = |~x− ~x′| e ξ = τ−1/2. A �gura 1.9 apresenta o omportamento desta função para doisvalores diferentes de ξ, indiando que para dois pontos separados por r > ξ , a orrelação entreas �utuações ai drastiamente. Este fato é devido à existênia do fator e−r/ξ na expressão dafunção de orrelação, o que não é uma propriedade partiular apenas do sistema tridimensional,mas oorre para qualquer dimensionalidade. Logo, pode-se assoiar ξ à distânia a partir daqual dois pontos do sistema pratiamente deixam de estar orrelaionados, razão pela qual aquantidade ξ = τ−1/2 é hamada de omprimento de orrelação do sistema.Substituindo (1.38) em (1.34), podemos efetuar analitiamente a integral que determina

〈G (~x, ~x)〉, notando que a função de orrelação depende apenas do módulo do vetor de ondae possui um pio bastante pronuniado em q = q0. Logo, o intervalo de integração pode serrestrito a q0 − Λ < q < q0 + Λ, em que Λ é o uto� ultravioleta no espaço de momentos. Outo� está relaionado à estrutura ristalina mirosópia do sistema, e, onseqüentemente, àexistênia de uma distânia mínima entre dois elementos da rede. Para uma rede om simetriaúbia, tem-se Λ = 2π/a, em que a é o parâmetro de rede. Voltando à integral (1.34), temos:
〈G (~x, ~x)〉 =

Sd

(2π)
d

∫ q0+Λ

q0−Λ

qd−1
0 dq

τ + (q − q0)
2 , (1.40)em que Sd é a área da hiper-esfera unitária em d dimensões. Apliando a mudança de variáveis

v = (q − q0) /
√
τ e onsiderando o limite de ξ ≫ a, obtemos:

〈G (~x, ~x)〉 =
πqd−1

0 Sd
(2π)d

√
τ
. (1.41)Assim, a equação auto-onsistente (1.33) �a:

τ = τ0 +
uΓd√
τ

+ 3u
∑

~p

〈φ〉~p 〈φ〉−~p , (1.42)
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Γd =

3πqd−1
0 Sd

(2π)d
=

6π
d+2
2 qd−1

0

Γ
(

d
2

)

(2π)d
. (1.43)Consideramos, agora, dois estados espeí�os: a fase desordenada, desrita por 〈φ〉 = 0, e afase de listras, desrita por 〈φ (~x)〉 = 2A cos (~q0 · ~x). Para a primeira, a equação auto-onsistente�a:

τ = τ0 +
uΓd√
τ
, (1.44)enquanto para a segunda ela é esrita omo:

τA = τ0 +
uΓd√
τA

+ 6uA2 . (1.45)A amplitude do parâmetro de ordem A é enontrada através da equação de estado (1.37).Para a fase de listras, ela assume a forma:
h = A

(

τA − 3uA2
)

. (1.46)Pela própria de�nição (1.35), para que a fase de listras seja um estado de equilíbrio, éneessário que h = 0. Portanto, usando (1.46), hegamos à ondição:
A2 =

τA
3u

. (1.47)A ombinação de parâmetros que aparee nas equações auto-onsistentes sugere o uso de umatemperatura de referênia τ̄ = (uΓd)
2/3, de modo que podemos de�nir as variáveis adimensionais:

ρ(A,0) ≡
τ(A,0)

(uΓd)
2/3

=
τ(A,0)

τ̄
. (1.48)Substituindo a expressão da amplitude (1.47) em (1.45) e fazendo a mudança de variáveisaima, enontramos as equações auto-onsistentes:

ρ = ρ0 +
1√
ρ

(1.49)
−ρA = ρ0 +

1√
ρA

. (1.50)As soluções destas equações são apresentadas na �gura 1.10. Nota-se que, enquanto a equaçãoreferente à fase desordenada (1.49) possui solução para qualquer valor de ρ0 - e portanto paraqualquer temperatura do sistema - o mesmo não aontee para a equação referente à fase delistras (1.50): ela só possui uma solução real para ρ0 . −1, 89. Assim, voltando às variáveisoriginais, identi�amos a temperatura espinodal da fase ordenada τ
(esp)
0 ≈ −1, 89 (uΓd)

2/3:somente para temperaturas abaixo dela é que a fase de listras é um estado metaestável dosistema. Já a fase desordenada é sempre um estado pelo menos metaestável, para qualquer
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Figura 1.10. Solução ρ da equação auto-onsistente referente à fase desordenada (1.49) - grá�o àesquerda - e solução ρA da equação auto-onsistente referente à fase de listras (1.50) - grá�o à direita -em função de ρ0. Nota-se que nenhuma das soluções assume o valor nulo, indiando que o omprimentode orrelação não diverge e a transição é de primeira ordem.temperatura. Das soluções de (1.49) e (1.50), veri�a-se também que nem ρ nem ρA podemse anular. Deste modo, omo o omprimento de orrelação é dado por ξ = τ−1/2, onluímosque ele nuna diverge, de modo que a transição entre a fase desordenada e a fase de listras é deprimeira ordem.Resta ainda desobrir qual dos dois estados metaestáveis do sistema enontrados na regiãode oexistênia é o de menor energia. Para isso, pode-se alular a diferença de energia entreas fases ordenada e desordenada, usando o seguinte artifíio: assumimos a existênia de umaampo externo onjugado h. Consideramos que ele omeça nulo quando o sistema está na fasedesordenada (ou seja, A = 0), aumenta de valor e volta a ser zero no mínimo de energia livreorrespondente à fase de listras - ou seja, A 6= 0 e dado pela equação (1.47). Dessa maneira, adiferença de energia livre ∆F entre o estado de listras e o estado desordenado pode ser aluladapor:
∆F =

∫ A

0

∂F

∂A′ dA
′ . (1.51)Agora, usando que:

∂F

∂A
=

δF

δ 〈φ〉
δ 〈φ〉
δA

= 2h , (1.52)hegamos a:
∆F =

∫ A

0

2hdA′ = 2

∫ τA

τ

h (τ ′)
dA

dτ ′
dτ ′ , (1.53)em que as formas explíitas das funções h (τ ′) e A (τ ′) são dadas pelas expressões (1.46) e(1.47). Após um álulo direto, obtém-se a seguinte fórmula para a diferença de energia, esritaem termos das variáveis adimensionais (1.48):

∆F =

(

uΓ4
d

)1/3

6

[

−ρ
2
A

2
− ρ2

2
−√

ρ+
√
ρA

]

. (1.54)O omportamento da diferença de energia em função de ρ0, que é proporional à temperatura
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Figura 1.11. Diferença de energia livre entre a fase desordenada e a fase de listras ∆F em função de
ρ0 ∝ T−Tc

Tc
. O estado ordenado tem menor energia a partir de ρ0 ≈ −2, 03.

Figura 1.12. Comprimento de orrelação ξ do sistema (em unidades do seu valor ξ∗ na temperaturade transição) em função da temperatura reduzida τ0 (em unidade do módulo da temperatura de tran-sição |τ∗

0 |). Observa-se que, na temperatura de transição, oorre uma desontinuidade �nita, típia detransições de primeira ordem.
reduzida, está mostrado na �gura 1.11. Vê-se que, para ρ0 . −2, 03, a fase de listras possui en-ergia menor que a fase desordenada. Logo, identi�amos a temperatura de transição do sistema
τ∗0 ≈ −2, 03 (uΓd)

2/3. De posse deste valor e das equações auto-onsistentes (1.49) e (1.50),apresentamos na �gura 1.12 o omportamento do omprimento de orrelação em função datemperatura. Nota-se a presença de um salto �nito na temperatura de transição, araterístiode uma transição de primeira ordem3.É possível ainda realizar uma expansão da diferença de energia livre ∆F em potênias daamplitude do parâmetro de ordem A usando a equação auto-onsistente (1.45) [31℄. O resultadoobtido é exatamente o que foi apresentado na seção anterior durante a disussão da transiçãode primeira ordem induzida por �utuações, equação (1.17). Os parâmetros renormalizados τR,
uR e wR apresentados na �gura 1.6 daquela seção podem ser esritos em termos das variáveisadimensionais (1.48) omo:

3 Salientamos, mais uma vez, que esta identi�ação de uma temperatura bem de�nida na qual oorre atransição de primeira ordem só faz sentido se a variação de temperatura do sistema for adiabátia.
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τR = ρ0 +

1√
ρ

uR =
2ρ3/2 − 1

2ρ3/2 + 1

wR =
9

2ρ5/2
(

1 + 1
2ρ3/2

)3 . (1.55)Isto ompleta a análise da transição de Brazovskii segundo o método de ampo médioauto-onsistente. Seria possível onsiderar também transições entre o estado desordenado eoutras fases mais omplexas não-unidimensionais, omo a fase de bolhas, por exemplo. Ométodo é o mesmo e desobre-se que as fases mais omplexas possuem energias maiores quea fase de listras [8℄. Entretanto, elas podem ser aessadas apliando-se ampos externos aosistema, o que muda drastiamente a Hamiltoniana original ao introduzir termos om potêniasímpares do parâmetro de ordem (para uma abordagem de ampo médio a esse problema, ver [6℄).Esta proliferação de inúmeros estados modulados é bastante relevante onforme a temperaturado sistema diminui, indiando um per�l de energia livre rugoso, repleto de mínimos loais. Talenário sugere a possibilidade de surgir um estado vítreo para a Hamiltoniana de Brazovskii quenão teria sua origem ligada a nenhuma desordem estrutural, mas seria auto-gerada (para maisdetalhes sobre este tópio, ver [37, 25℄).Uma questão pertinente aera do método auto-onsistente é sobre o seu limite de validade.Ao ontrário do modelo φ4, por exemplo, em que a dimensionalidade do sistema onstitui umparâmetro perturbativo válido (ǫ = 4 − d), o que determina a validade dos álulos anterioresé a �magnitude� do termo quártio interagente, representada pelo parâmetro u. Há diferentesritérios possíveis para se estimar quando o método auto-onsistente falha; de maneira geral, oque se faz é investigar quando os outros diagramas desprezados passam a ser importantes - porexemplo, o termo úbio em (1.29). Os ritérios variam de u1/15 ≪ 1 a u1/6 ≪ 1 [31℄, mas nãoentraremos nos detalhes destes álulos, limitando-nos a assumir um parâmetro interagente upequeno o su�iente.Por �m, é importante menionar um outro método perturbativo usado na análise do modelode Brazovskii, baseado na apliação do Grupo de Renormalização (GR) ao espaço de momentos4(para mais detalhes, ver [31, 38, 39℄). Conforme já apresentado na �gura 1.3, as exitaçõesde mais baixa energia da Hamiltoniana (1.1) possuem momentos q loalizados ao redor dahiper-esfera de raio q0. Isto ontrasta fortemente om o enário das exitações do modelo
φ4, por exemplo, ujos momentos estão ao redor de um ponto, e não de uma hiper-esfera -espei�amente, do ponto q = 0. Assim, a deimação dos modos de alta energia na asade momentos usualmente realizada quando se aplia o GR em modelos do tipo φ4 deve serradialmente alterada. Ao invés de serem eliminados os modos om momentos (Λ/b) < q < Λ,em que b é o parâmetro de deimação, é neessário eliminar os modos loalizados em uma asaesféria de espessura Λ ao redor da esfera de raio q0, onforme esquematizado na �gura 1.13.Como pode ser observado na mesma �gura, após esta �granulação� do sistema, ele assume uma4 Em inglês, momentum shell Renormalization Group approah.
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Figura 1.13. Esquema geral do proesso de deimação dos modos de alta energia no espaço de momentosda Hamiltoniana de Brazovskii. Apenas modos ao redor da superfíie q = q0 são eliminados. Λ ≪ q0 é outo� ultravioleta dos momentos e b é o parâmetro de deimação. Após a eliminação das �utuações deomprimentos de onda pequenos, o sistema assume uma on�guração mais próxima daquela na regiãoda transição de fase.on�guração mais próxima do arranjo perfeito de listras próximo à temperatura de transição. Éimportante salientar que uma abordagem similar do GR no espaço de momentos já havia sidoproposta para estudar sistemas fermi�nios de muitos orpos, já que neste aso as exitaçõesde mais baixa energia também oorrem ao redor de uma superfíie no espaço de momentos - asuperfíie de Fermi [40℄.A utilização deste partiular proesso de deimação da asa de momentos gera efeitos bas-tante interessantes nos parâmetros da Hamiltoniana de Brazovskii (1.26). O parâmetro do termoquártio u, por exemplo, é renormalizado em dois parâmetros distintos u‖ e ū, dependendo dadireção relativa entre os pares dos quatro momentos deste termo, ~q1, ~q2, ~q3 e ~q4. Enquantoo sinal de ū permanee positivo durante todo o �uxo do GR, o sinal de u‖ �a negativo apartir de uma erta temperatura, indiando a oorrênia da transição de primeira ordem. Osresultados obtidos pela apliação do GR ao modelo de Brazovskii são satisfatoriamente próximosdos valores obtidos pelo método de Hartree auto-onsistente [31, 38℄, orroborando a utilidadee validade deste último.1.4. Flutuações elástias e o derretimento da fase moduladaApós termos determinado o diagrama de fases do modelo de Brazovskii, vamos investigaromo ele é alterado quando são levados em onta outros tipos de �utuações do parâmetrode ordem distintos dos �modos de �utuação de densidade� explorados na seção anterior. Empartiular, foaremos nos modos elástios (f�nons) e nas exitações topológias do sistema.Neste quesito, a dimensionalidade do sistema desempenha um papel fundamental, uma vez queela determina não só o grau de relevânia das �utuações elástias, omo também os tipos dedefeitos topológios possíveis de serem enontrados. Portanto, durante esta seção, a disussãoserá partiularizada para o aso de duas dimensões espaiais (x, y), seguindo, em grande parte,a abordagem de Toner e Nelson [11℄.
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Figura 1.14. Fase de listras em duas dimensões modulada na direção x̂ e na presença de um ampo dedeformação elástia u (x, y).Deformações elástias da fase de listras podem ser desritas por um ampo esalar u (x, y).Sem perda de generalidade, onsideramos as listras moduladas ao longo da direção x̂, onformeesquematizado na �gura 1.14. Logo, na presença dessas deformações, as listras podem serdesritas por:
φ (~x) = φ0e

iq0[x+u(x,y)] , (1.56)em que, diferentemente das seções anteriores, tomamos apenas uma omponente harm�nia parasimpli�ar os álulos subseqüentes. A amplitude do parâmetro de ordem é denotada por φ0,e não por A, pois usaremos esta última notação apenas para a amplitude obtida da soluçãoauto-onsistente, equação (1.47). Em geral, os modos elástios são menos energétios que osmodos de densidade, de modo que podemos fazer uma aproximação do tipo Born-Oppenheimere onsiderar, em um primeiro momento, a amplitude φ0 onstante em relação às exitaçõestérmias dos f�nons.Para enontrarmos a Hamiltoniana harm�nia que desreve o ampo de deformação u, aqual denominaremos Hel, substituímos a expressão (1.56) na parte quadrátia da Hamiltonianade Brazovskii (1.1), obtendo:
Hel[u] =

φ2
0

8

∫

d2x
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∂2u

∂x2

)2
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(

∂2u

∂y2
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)2

+

(
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+4q20
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∂u

∂x
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+
∂u

∂x

(

∂u

∂y

)2
]

+ 4q20

(

∂u

∂x

)2
}

. (1.57)Os termos dominantes são os de menor potênia em u. Além disso, o termo de urvatura
(

∂2u
∂x2

)2 pode ser desprezado frente ao termo (∂u∂x)2, de modo que a Hamiltoniana elástia har-m�nia assume a forma �nal:
Hel[u] =

1

2
B

∫

d2x

[

(

∂u

∂x

)2

+ λ2

(

∂2u

∂y2

)2
]

, (1.58)
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Figura 1.15. Modos de deformação elástia desritos por (1.58): (a) o segundo termo, orrespondentea urvaturas nas listras que mantêm suas larguras onstantes e (b) o primeiro termo, orrespondente adeformações volumétrias alterando a largura típia das listras. Adaptada de [11℄.om os parâmetros:

B = φ2
0q

2
0 e λ2 =

1

4q20
. (1.59)A interpretação de ada termo de Hel pode ser feita diretamente om o auxílio da �gura 1.14.Enquanto o primeiro termo orresponde a modos de �utuações da largura das listras, o segundoorresponde a modos de �utuações da urvatura delas; ambos estão esquematizados na �gura1.15. A ausênia de um termo do tipo (∂u∂y)2 deve-se ao fato de não haver direções prefereniaispara o alinhamento das listras, pois a função ∂u

∂y orresponde a rotações das listras em relaçãoà direção ŷ, que é a direção na qual elas se propagam. Como não há direções prefereniais, osistema não pode ganhar ou perder energia por rotaionar oerentemente as listras. Este enárioé ompletamente alterado na presença de ampos ristalinos que de�nem direções de simetria;seus efeitos no diagrama de fases serão disutido mais adiante.A Hamiltoniana (1.58) é equivalente à que desreve a elastiidade de ristais líquidos nafase esmétia-A [4℄. O paralelo se dá pelo fato de haver um ordenamento unidimensional tantona fase esmétia quanto na fase de listras. Assim, muitos dos resultados que serão delineadosa seguir são de suma importânia no âmbito da Físia da Matéria Condensada Mole, o queestabelee mais uma interessante onexão entre esta área e a Físia da Matéria CondensadaDura, onde inúmeras apliações do modelo de Brazovskii são onheidas. No ontexto da teoriada elastiidade [41℄, diz-se que a Hamiltoniana (1.58) desreve um sistema sem isalhamento (doinglês shearless), pois as deformações são apenas no �volume� das listras, e não na sua forma.No espaço de Fourier, a Hamiltoniana elástia assume a forma:
Hel[u] =

B

2 (2π)
2

∫

d2qu~q
(

q2x + λ2q4y
)

u−~q . (1.60)Logo, omo nesta aproximação foram retidos apenas os termos quadrátios em u, a funçãode orrelação onetada G̃ pode ser lida diretamente da expressão anterior:
G̃~q =

1

B
(

q2x + λ2q4y
) . (1.61)O estado que minimiza a energia (1.58) é o �uniforme� 〈u〉 = 0, orrespondendo à fase de lis-tras sem nenhuma deformação elástia. Entretanto, as �utuações elástias podem desempenharum papel fundamental na ordem de longo alane posiional do sistema. Para avaliarmos seusefeitos, onsideramos a aproximação tipo Born-Oppenheimer menionada anteriormente, em que



1.4. Flutuações elástias e o derretimento da fase modulada 31os modos elástios são independentes dos modos de densidade. O valor médio do parâmetro deordem (1.56) �a:
〈φ〉 =

〈

φ̃
〉〈

eiq0u(~x)
〉

, (1.62)em que φ̃ denota os modos de densidade, desritos pela Hamiltoniana de Brazovskii (1.1). Aexponenial aima pode ser alulada usando-se a expansão em umulantes; omo 〈u〉 = 0,temos:
〈

eiq0u(~x)
〉

= e−
q2
0
2 〈u2(~x)〉 = e−W , (1.63)em que W é denominado fator de Debye-Waller [9℄. Ele pode ser alulado diretamente a partirda função de orrelação (1.61):

W =
q20
2

〈

u2 (~x)
〉

=
q20
2
G (~x, ~x) =

q20

2 (2π)
2

∫

d2qG~q =
q20

8π2B

∫

d2q

q2x + λ2q4y
. (1.64)Para duas dimensões, a integral pode ser efetuada om o auxílio do uto� ultravioleta noespaço de momentos, Λ:

W =
q20

2π2B

∫ Λ

0

dqy

∫ Λ

0

dqx
q2x + λ2q4y

W =
q20

2π2Bλ

∫ Λ

0

dqy
q2y

arctan

(

Λ

λq2y

)

. (1.65)Para o limite inferior de integração qy → 0, a função aro-tangente pode ser aproximada por
π/2, de modo que:

W ∼
∫ Λ

0

dqy
q2y

=
1

qy

∣

∣

∣

∣

0

Λ

→ ∞ . (1.66)Portanto, o fator de Debye-Waller diverge polinomialmente om o momento, de modo que
〈φ〉 ∼ e−W → 0, signi�ando que o sistema não apresenta uma fase ordenada para qualquertemperatura �nita. Além disso, a ordem posiional da fase de listras deixa de ser de longoalane a passa a ser de urto alane apenas. Este resultado pode ser obtido através do áluloda função de orrelação não-onetada:

〈φ (~x)φ (0)〉 ∼
〈

eiq0[u(~x)−u(0)]
〉

= exp

[

−q
2
0

2

〈

[u (~x) − u (0)]
2
〉

]

, (1.67)em que usamos novamente a expansão em umulantes. O valor médio no expoente é dado pelaexpressão:
1

2

〈

[u (~x) − u (0)]2
〉

=
1

(2π)2

∫

d2qG~q
(

1 − ei~q·~x
)

. (1.68)



32 Capítulo 1. O Modelo de BrazovskiiApós um longo álulo, obtêm-se os resultados [11℄:
〈φ (~x)φ (0)〉 = exp

[

−q
2
0

B

( |x|
4πλ

)1/2
]

, (1.69)para λx≫ y2 e
〈φ (~x)φ (0)〉 = exp

[

− q20
4Bλ

|y|
]

, (1.70)para λx≪ y2. Portanto, a orrelação posiional é de urto alane. O primeiro limite, equação(1.69), orresponde aos modos de �utuações das larguras das listras, enquanto o segundo limite,equação (1.70), orresponde aos modos de �utuações da urvatura. Fia laro que a primeirafunção de orrelação deai mais lentamente que a segunda, indiando que as �utuações daurvatura ustam menos energia que as �utuações volumétrias. Logo, a onlusão é que a fasede listras é derretida pelas exitações elástias em duas dimensões. No aso de três dimensões, asituação muda substanialmente: apesar de o fator de Debye-Waller ainda divergir, ele o faz lo-garitmiamente om o momento. Pode-se mostrar que, nesta situação, a ordem de longo alaneainda é destruída, mas o sistema possui ordem de quase-longo alane, isto é, as orrelações (1.67)deaem polinomialmente om a separação entre os pontos, e não exponenialmente. Diz-se quetrês é a dimensão rítia inferior deste sistema omposto pela fase de listras om deformaçõeselástias; abaixo desta dimensão, não se enontra nenhum tipo de ordem posiional no sistema.Apesar de as listras em duas dimensões não possuírem ordem translaional, a ordem ori-entaional ainda persiste. De�nimos a orientação das listras através de um diretor ~N paralelo àdireção de modulação x̂. É importante salientar que trata-se de um diretor, e não de um vetorpropriamente dito, pois o sentido da orientação não importa - isto é, o sistema é o mesmo porrotações do diretor múltiplas de π, e não de 2π. As �utuações elástias fazem om que o diretorosile em torno desta direção x̂ por um ângulo θ (~x) ≈ −∂yu (~x). Assim, o parâmetro de ordemorientaional pode ser de�nido omo e2iθ(~x). Seu valor médio pode ser alulado usando-senovamente a expansão em umulantes:
〈

e2iθ(~x)
〉

= e−2〈θ2(~x)〉 . (1.71)Como no espaço de Fourier temos θ~q ≈ −iqyu~q, o expoente pode ser alulado através dafunção de orrelação (1.61):
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∫ Λ

0

dqyq
2
y

q2y
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λq2y

)

. (1.72)A aproximação Λ ≫ λ, orrespondente a q0 ≫ a , permite substituir a função aro-tangentepor π/2, de modo que o valor médio do parâmetro de ordem �a:
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〈

e2iθ(~x)
〉

= e−
Λ

πBλ = cte . (1.73)Portanto, a ordem orientaional da fase de listras bidimensional não é destruída pelos f�nons.Contudo, existem ainda outros tipos de exitações no sistema que não são ontempladas pelotipo de deformação elástia u (~x) onsiderada anteriormente: os defeitos topológios (ver [9℄,por exemplo, ou [42℄ para uma revisão). Eles reebem este nome pois não se pode fazê-los desa-pareer apenas om uma deformação ontínua do parâmetro de ordem. As �utuações elástiasrepresentadas na �gura 1.14 não são defeitos topológios, pois podemos reuperar a on�guraçãode listras perfeitamente alinhadas se distorermos ontinuamente a urva pontilhada até ela setornar uma reta.Um defeito topológio possui um núleo em que a simetria subjaente do sistema é quebrada- ou seja, um núleo om uma singularidade - erado por uma região na qual o parâmetro deordem varia mais suavemente. Um vórtie em uma rede de spins planares é, provavelmente, oexemplo mais evidente de um defeito topológio. Este tipo de exitação possui uma estabilidadetopológia que, em geral, implia em uma estabilidade físia. Defeitos topológios distintos sãolassi�ados de aordo om as suas argas topológias, as quais estão assoiadas aos grupos dehomotopia do espaço do parâmetro de ordem M. O grupo de homotopia denotado por πn (M) éo grupo dos mapas que levam de um iruito fehado Sn no espaço real de n+1 dimensões a umiruito fehado no espaço de on�gurações M. Todos os mapas que podem ser ontinuamentedeformados em um únio mapa pertenem à mesma lasse de homotopia e orrespondem a umamesma arga topológia.Na fase de listras bidimensional, são enontrados basiamente dois tipos de exitações topoló-gias: as disordânias (do inglês disloations) e as dislinações (do inglês dislinations), repre-sentadas na �gura 1.16. Uma disordânia orresponde, grosso modo, a inluir (ou retirar)uma ou mais listras �semi-in�nitas� em um erto ponto, omo esquematizado na �gura 1.16(a)5.A arga topológia deste defeito é obtida do seguinte modo: onsidere, no sistema de listrasperfeitamente alinhadas, um iruito fehado Γ em torno do ponto no qual será introduzido odefeito. Na presença da disordânia, o iruito não mais se fehará e a distânia entre seu pontoiniial e �nal será um múltiplo m da largura d ∝ q−1
0 de uma faixa: se for negativo, orrespondeà inlusão de m listras à direita, mas se for positivo, orresponde à retirada de m listras naqueleponto. Assim, a arga m da disordânia está assoiada a um ampo de deformação singular

uD através da relação:
∮

Γ

~∇uD · d~l = md . (1.74)Esta relação pode ser entendida matematiamente usando o oneito de grupos de homo-topia. O espaço do parâmetro de ordem M, neste aso, é representado por uma reta na qualpontos separados por uma distânia múltipla de d são identi�ados omo o mesmo, devido àperiodiidade da fase de listras. Topologiamente, este espaço é equivalente à superfíie esfériaunidimensional - ou seja, um írulo - de maneira que M = S1. Os iruitos fehados Γ noespaço real também são topologiamente equivalentes a S1. Segue da Topologia o resultado que5 Esta é, na verdade, um tipo espeial de disordânia denominada disordânia de extremidade - do inglêsedge disloation
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Figura 1.16. Exemplos de defeitos topológios enontrados na fase de listras em duas dimensões. (a)disordânia de arga m = −1, orrespondente à inlusão de uma faixa semi-in�nita à direita. (b)Dislinação de arga κ = −1/2 e () dislinação de arga κ = 1/2. Observe que o par ligado dasdislinações (b) e () equivale a uma disordânia. Adaptada de [11℄.
π1 (S1) = Z, isto é, o grupo de homotopia é isomór�o ao grupo dos números inteiros, de modoque podemos assoiar a ada defeito topológio um número inteiro m, o qual nada mais é quea sua arga topológia.As dislinações, também representadas na �guras 1.16(b) e (), são defeitos que ustam umaenergia bem maior que a neessária para se produzir uma disordânia. Elas estão assoiadas arotações e, portanto, à orientação das listras. Como o sistema é invariante por uma mudança nosentido do diretor - isto é, rotações do diretor que sejam múltiplas de π - existem dislinações omargas topológias fraionárias. A arga é de�nida de maneira análoga ao aso das disordâniase é uma medida da variação do diretor em torno de um iruito fehado Γ:

∮

Γ

~∇θ · d~l = 2πκ . (1.75)Neste aso, o espaço do parâmetro de ordem M é um írulo no qual dois pontos diametral-mente opostos são identi�ados omo o mesmo ponto. Este espaço é denotado por P1 e reebeo nome de plano projetivo. Novamente, o iruito fehado Γ é topologiamente equivalente a
S1. Mostra-se que π1 (P1) = Z, permitindo que lassi�quemos as dislinações de aordo omsuas argas topológias.Na �gura 1.16(b), representamos uma dislinação de arga κ = − 1

2 , enquanto na �gura1.16(), temos a orrespondente à arga κ = 1
2 . Se �olássemos� o lado direito da �gura 1.16(b)om o lado esquerdo da 1.16(), �a laro que obteríamos uma disordânia. Esta observaçãoilustra o oneito de que uma disordânia orresponde a um par ligado de dislinações, indi-ando que a energia neessária para se exitar uma dislinação isolada deve ser muito maiorque a neessária para se exitar uma disordânia isolada. Fazendo uma analogia om o asoda rede de spins planares, isto é equivalente ao fato de a energia neessária para se riar umvórtie isolado ser maior que a neessária para se exitar um par de vórtie e anti-vórtie (verApêndie A).Assim, podemos onsiderar iniialmente a presença apenas de disordânias na fase de listrasbidimensional. A energia neessária para se riar uma disordânia isolada entrada na origeme om arga m é dada por [4℄:
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ED
L

=
m2d2λB

2α
+ Ec , (1.76)em que L é o omprimento da disordânia, α é um uto� assoiado ao omprimento do núleodo defeito (usualmente da ordem da largura das listras d) e Ec é a energia deste núleo. Estaenergia independe do tamanho do sistema e, portanto, permanee �nita no limite termodinâmio.Logo, disordânias livres apareem espontaneamente a qualquer temperatura na fase de listras,om uma densidade nD dada por:

nD =
1

d2
exp (−ED/kBT ) . (1.77)Para se avaliar os efeitos destas disordânias livres na ordem de longo alane orientaionalda fase de listras, iniialmente é neessário se obter a expressão do ampo de deformação singular

uD que desreve uma disordânia livre de arga m e entrada na origem. Para isso, bastaresolver o problema variaional de minimização da energia livre (1.58) sujeita ao vínulo (1.74).No espaço de Fourier, o resultado é dado por [11℄:
u

(D)
~q = −md

2π

qx

qy
(

q2x + λ2q4y
) . (1.78)No aso de várias disordânias entradas em diferentes pontos e om diferentes argas,pode-se usar uma distribuição de arga m (~x) em onjunto om a expressão anterior. O áluloda energia assoiada a esta distribuição de disordânias resulta em:

HD[m] =
1

2

∫

d2xd2x′m (~x)U (~x− ~x′)m (~x′) +
ED
kBT

∫

d2xm2 (~x) , (1.79)em que:
U (~x) =

1

4
Bd2

(

λ

π |x|

)1/2

e−
y2

4λ|x| . (1.80)Na expressão (1.79), o primeiro termo representa a interação entre as disordânias, enquantoo segundo termo refere-se à soma das energias individuais. Vale salientar que a integração deveser feita evitando-se a região |~x− ~x′| < d, já que d é o omprimento típio do núleo de umadisordânia.A partir destes resultados, podemos agora realular a função de orrelação orientaionalinluindo os efeitos das disordânias livres presentes no sistema. No espaço de Fourier, temos:
〈θ~qθ−~q〉 =

(2π)
2
q2y

B
(
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〈
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~q θ

(D)
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〉

, (1.81)em que o primeiro termo refere-se à ontribuição das �utuações elástias não-singulares e osegundo termo refere-se às disordânias (1.78). Generalizando esta expressão para uma dis-tribuição de disordânias e usando que θD = −∂yuD, obtemos:
〈θ~qθ−~q〉 =

(2π)
2
q2y

B
(

q2x + λ2q4y
) +

d2q2x
(

q2x + λ2q4y
)2 〈m~qm−~q〉 . (1.82)



36 Capítulo 1. O Modelo de BrazovskiiA função de orrelação que aparee no segundo termo é difíil de alular, pois m~q é umafunção que só assume valores inteiros. Entretanto, para temperaturas não muito baixas, pode-sefazer uma aproximação do tipo Debye-Hükel e tratá-las omo funções ontínuas. Assim, omoo funional (1.79) é quadrátio nos ampos m, pode-se obter diretamente de sua transformadade Fourier a função de orrelação 〈m~qm−~q〉:
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2 (2π)
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∫

d2qm~q

[

d2Bλ2q2y
q2x + λ2q4y

+
2EDd

2

kBT

]

m−~q . (1.83)Substituindo-a em (1.82), obtém-se, em potênias dominantes de qx e qy:
〈θ~qθ−~q〉 =

(2π)
2

Bλ2q2y +
(

2ED

kBT

)

q2x

. (1.84)A função de orrelação (1.84) é equivalente à obtida para a fase nemátia de um ristallíquido araterizada por um diretor ~N [4℄. A esta fase orresponde a Hamiltoniana (onheidatambém omo energia livre de Frank):
HFrank
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d2x
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[
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~∇× ~N
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, (1.85)em que as onstantes de splay K1 e de bend K3 são dadas por:
K1 = Bλ2

K3 =
2ED
kBT

. (1.86)Portanto, devido à atuação dos f�nons e à presença de disordânias livres, a fase de listras(análoga à fase esmétia-A em ristais líquidos) se transforma em uma fase do tipo nemátia paraqualquer temperatura não-nula. As disordânias livres introduzem uma esala de omprimentoaraterístia ξD assoiada à sua densidade nD (1.77), isto é, ξD = n
−1/2
D . Desse modo, oaráter nemátio só é observado para omprimentos maiores do que ξD; aso ontrário, as�utuações elástias não-singulares dominam. Logo, pode-se oneber esta fase nemátia omosendo omposta por élulas de tamanho típio ξD uja ordem interna é desorrelaionada apenaspor exitações do tipo f�nons, omo esquematizado na �gura 1.17. A orientação de ada élula,então, nada mais é que a média das orientações das listras englobadas por ela.Pode-se ainda inluir os termos não-lineares da Hamiltoniana de Frank (1.85) e estudá-lano ontexto do Grupo de Renormalização [11℄. As onstantes de Frank são renormalizadasem um mesma função K(T ) ∼ exp

(

ED

kBT

) para omprimentos de onda grandes o su�iente etemperaturas não muito baixas. Assim, a Hamiltoniana de Frank assume a forma:
Hnem [θ] =
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, (1.87)em que o ângulo θ refere-se às �utuações do diretor em torno da direção de alinhamento da fasenemátia. Logo, temos um problema equivalente ao modeloXY em duas dimensões. Os vórtiesque apareem naquele aso são traduzidos aqui nas dislinações (1.75), onforme expliado no
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Figura 1.17. Representação da fase nemátia resultante da atuação de �utuações elástias e disordân-ias livres na fase de listras bidimensional, araterizada pela presença de élulas de tamanho típio
ξD desorrelaionadas apenas por modos fon�nios. Esta on�guração é análoga aos grupos ibotátiosenontrados em fases nemátias de ristais líquidos. Adaptada de [11℄.
Apêndie A. A qualquer temperatura �nita existem pares ligados dessas dislinações, que nadamais são que as disordânias livres que disutimos anteriormente. A presença delas renormalizaa onstante K → K̃(T ) de aordo om o que disutimos nos parágrafos anteriores. A uma ertatemperatura, passa a ser energetiamente favorável que esses pares se desliguem, formandodislinações livres e induzindo uma transição do tipo Kosterlitz-Thouless para uma fase hamadade líquido isotrópio - isto é, sem ordem de longo alane translaional ou orientaional (maisdetalhes sobre a transição de Kosterlitz-Thouless estão apresentados no Apêndie A).Por ompleteza, apresentamos a função de orrelação do parâmetro de ordem nemátio
e2iθ(~x), que mede o grau de ordem orientaional do sistema. Ela pode ser efetuada diretamentea partir da Hamiltoniana (1.87) e de uma expansão em umulantes:

〈

e2iθ(~x)e−2iθ(0)
〉

= e−
1
2 〈4[θ(~x)−θ(0)]2〉 , (1.88)em que:

1
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2
〉

=
1

(2π)
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d2q
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1 − ei~q·~x
)

K̃(T )q2
. (1.89)Usando os resultados aera da transição de Kosterlitz-Thouless (Apêndie A), nota-se que aordem orientaional das listras persiste omo ordem de quase-longo alane (estamos denotando

|~x| = r):
〈

e2iθ(~x)e−2iθ(0)
〉

∼ r
− 2

πK̃(T ) = r−η(T ) , (1.90)até que os pares de dislinações de desliguem à temperatura To na qual:
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0 To Tnemática

líquido
isotrópico

esmética

Kosterlitz-ThoulessFigura 1.18. Diagrama de fases do sistema de listras em duas dimensões: somente a T = 0 há ordemposiional e orientaional, e o sistema se enontra na fase esmétia. Para T < To há apenas ordemorientaional de quase-longo alane e o sistema está na fase nemátia. Em T = To, o desligamento dospares ligados de dislinações induzem uma transição do tipo Kosterlitz-Thouless para a fase de líquidoisotrópio, em que não há nem ordem posiional nem ordem orientaional .
η (To) =

1

4
⇒ K̃ (To) =

8

π
. (1.91)Portanto, reunindo todos os resultados obtidos, podemos traçar o seguinte diagrama de fases,esquematizado na �gura 1.18: em duas dimensões, a fase de listras propriamente dita, omordem de longo alane posiional e orientaional (orrespondente a uma fase líquido-ristalinaesmétia-A) só existe a T = 0. A qualquer temperatura �nita, �utuações elástias do tipof�nons destroem a ordem posiional, mas não a orientaional, e surgem disordânias livresno sistema: tem-se um estado orrespondente a uma fase líquido-ristalina nemátia. Essasdisordânias, que podem ser enaradas omo pares ligados de dislinações, fazem om que aordem orientaional persista sob a forma de um ordenamento de quase-longo alane até umatemperatura To na qual os pares se desligam e o sistema perde qualquer ordem de longo-alane:tem-se, então, um estado orrespondente a uma fase líquida isotrópia e uma transição do tipoKosterlitz-Thouless. É importante salientar que, em um artigo reente [39℄, apliando apenaso Grupo de Renormalização e o método de ampo médio auto-onsistente à Hamiltoniana deBrazovskii (1.1), Bari e Stariolo predizem a oorrênia de uma fase nemátia anterior à fase delistras, sob determinadas ondições satisfeitas pelo parâmetro quártio u.Este enário é bastante alterado na presença de um ampo ristalino que de�na orientaçõesprefereniais para as listras, pois surge, neste aso, um termo adiional do tipo (∂u∂y)2 na Hamil-toniana elástia (1.58). Isso faz om que a energia neessária para se exitar uma disordânialivre deixe de ser �nita, fazendo om que estes defeitos topológios apareçam a baixas tempera-turas apenas omo pares ligados. Conforme mostram os autores de [43℄, em tal situação a ordemposiional das listras (ou seja, a fase esmétia) persiste para temperaturas �nitas omo ordem dequase-longo alane, até que os pares de disordânias se desliguem e induzam uma transição dotipo Kosterlitz-Thouless. A fase nemátia subseqüente não mais é destruída pelo desligamentodos pares de dislinações. Antes de esse proesso oorrer, novos defeitos topológios que surgemdevido à existênia de direções prefereniais determinadas pelo ampo ristalino - hamados dedefeitos de rotação das paredes de domínio das listras e representados na �gura 1.19 - induzemuma transição que não é do tipo Kosterlitz-Thouless para uma fase líquida que onserva asimetria subjaente introduzida pelo ampo ristalino.Para �nalizar, é importante menionar que o efeito das �utuações elástias sobre outras fases
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Figura 1.19. Dois tipos de defeitos topológios de rotação das paredes de domínio das listras, para oaso em que o sistema está submetido a um ampo ristalino que de�ne duas direções prefereniais parao alinhamento das listras (simetria tetragonal). Adaptada de [43℄.moduladas é diferente do aso da fase de listras. Como demonstrado em [6℄, a Hamiltonianaelástia da fase de bolhas em duas dimensões assume a forma:

Hel[u] =
1

2

∫

d2x
(

2µu2
ij + λu2

ii

)

, (1.92)om µ = λ denotando os oe�ientes de Lamé apropriados e:
uij =

1

2
(∂iuj + ∂jui) , (1.93)já que o ampo de deformação elástia agora tem omponentes em ambas as direções, ux (x, y)e uy (x, y). Mostra-se que, nesta situação, a fase de bolhas possui ordem translaional dequase-longo alane até uma temperatura na qual os pares de disordânias se desligam, im-pliando em uma transição do tipo Kosterlitz-Thouless para uma fase nemátia om ordemorientaional apenas.





Capítulo 2Ferromagnetos Dipolares om Dimensões FinitasNeste apítulo, desenvolvemos uma generalização da solução auto-onsistente do modelode Brazovskii apresentada anteriormente para o aso de um sistema om dimensões �nitas eondições de ontorno não-periódias. Nossa motivação prinipal reside em investigar a intrin-ada estrutura de domínios magnétios observada nos terraços ferromagnétios de �lmes �nosde MnAs (arseneto de Manganês) residos sobre GaAs (arseneto de Gálio), um promissor an-didato a apliações no ampo da spintr�nia. Espei�amente, omparamos as previsões destemodelo om resultados experimentais de mirosopia de força magnétia e de espalhamentoressonante de raios X, observando uma boa onordânia qualitativa. Além disso, a �m deinvestigarmos a onexão entre a reorientação magnétia e a mudança na forma das urvas dehisterese observada neste material, estendemos a modelagem a parâmetros de ordem vetoriais,riando uma base sólida para o desenvolvimento de uma expressão fenomenológia da energialivre que seja apropriada à desrição do sistema.2.1. Estrutura magnétia dos �lmes �nos de MnAs:GaAsO reente interesse em reser �lmes �nos de MnAs sobre GaAs, denotados MnAs:GaAs,não está relaionado apenas a objetivos puramente aadêmios, mas também às promissorasapliações tenológias que deles podem resultar (para um reente artigo de revisão sobre otema, ver [44℄). À temperatura ambiente, o MnAs em bulk é um ferromagneto e o GaAs é umsemiondutor. Assim, uma ombinação destes dois materiais em uma heteroestrutura híbridameslaria ambas essas araterístias, abrindo a possibilidade de se onstruir um dispositivoapaz de ombinar os graus de liberdade de spin om propriedades de transporte eletr�nio - ouseja, um dispositivo spintr�nio [45℄. De fato, vários estudos sobre estas heteroestruturas têminvestigado suas possíveis apliações omo injetores de spin ou válvulas de spin (ver referêniasem [44℄). Desse modo, é fundamental um profundo entendimento sobre as propriedades físiasdesses �lmes �nos, espeialmente no que onerne a sua estrutura magnétia.O MnAs em bulk apresenta uma transição abrupta entre uma fase ferromagnétia e uma faseparamagnétia a uma temperatura de aproximadamente 45 ◦C, aompanhada de uma transiçãoestrutural. Abaixo desta temperatura, a estrutura ristalina do MnAs é do tipo hexagonal,sendo que os átomos de Mn enontram-se nos vérties e no entro do hexágono, enquanto osátomos de As estão em posições que interalam os planos hexagonais, onforme mostra a �gura2.1. Nesta situação, diz-se que o MnAs enontra-se na sua fase α, que possui propriedadesferromagnétias. Entretanto, aima da temperatura de transição, há uma variação no tamanho
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Figura 2.1. Estrutura ristalina hexagonal da fase α do MnAs (�gura à esquerda). A élula unitária éapresentada em verde na projeção planar om os respetivos eixos ristalográ�os (�gura à direita).

Figura 2.2. Esquema geral da alternânia das fases α (ferromagnétia e hexagonal) e β (paramagnétiae ortorr�mbia) em �lmes �nos de MnAs:GaAs.da élula unitária devido a uma deformação de era de 1% do eixo a do hexágono. Assim, omaterial passa a ter uma estrutura ortorr�mbia e adquire propriedades paramagnétias: é ahamada fase β [46℄.O enário é bem diferente nos �lmes �nos de MnAs residos por epitaxia sobre substratos deGaAs (para os detalhes sobre o proesso de resimento, ver [44℄, por exemplo), nos quais surgeuma larga região de oexistênia entre as fases α e β, de aproximadamente 0 ◦C a 50 ◦C . Nesteintervalo de temperaturas, as fases se alternam em um padrão de terraços de altura h da ordem dealguns pouos nan�metros (fase α) seguidos de vales planos (fase β), onforme esquematizado na�gura 2.2. Tal padrão se repete om um período araterístio de omprimento s que permaneeonstante durante toda a região de oexistênia e que só depende da espessura do �lme D atravésda relação aproximada s = 4, 8D. Esta on�guração peuliar é um fen�meno estrutural queoorre devido às diferenças entre os parâmetros de rede do �lme e do substrato, além da própriadiferença entre os oe�ientes de dilatação térmia das fases α e β [47, 48, 49, 50, 51℄.Apesar de o período s se manter onstante durante toda a região de oexistênia, a largura
d dos terraços (e, onseqüentemente, a largura dos vales) varia: enquanto para temperaturas
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Figura 2.3. Comportamento do omprimento do terraço ferromagnétio (fase α) em função da tempe-ratura do sistema.mais baixas os terraços ferromagnétios são largos, para temperaturas mais altas eles se tornambastante estreitos, onforme esquematizado na �gura 2.3. Medidas de espalhamento de raiosX moles pelos �lmes �nos determinaram a dependênia da largura d do terraço ferromagnétioom a temperatura, sugerindo uma relação aproximadamente linear [50℄:
d(T ) = A−BT , (2.1)Para o aso de um �lme de espessura D = 130 nm, tem-se os valores A = 600 nm e B =

12 nm/ ◦C [50℄. Além das propriedades estruturais dos �lmes �nos, experimentos envolvendomirosopia de força magnétia (MFM) [49, 52℄ e espalhamento ressonante de raios X [13℄eluidaram as araterístias dos domínios magnétios dentro dos terraços formados pela fase α.Na �gura 2.4, são apresentados os padrões topográ�os (obtidos via mirosopia de forçaat�mia, AFM) e magnétios (obtidos via MFM) de �lmes �nos de MnAs:GaAs em duas tempe-raturas distintas [13℄. A partir dos padrões de AFM, é possível identi�ar laramente a estruturade terraços alternados disutida anteriormente. Além disso, nota-se uma mudança na estruturade domínios magnétios das faixas α quando a temperatura aumenta. A proposta apresentada,em aordo om as medidas omplementares de raios X, é que oorre uma reorientação magnétia[13℄: para baixas temperaturas, em que os terraços são largos, a magnetização é pratiamenteuniforme e aponta na direção x̂ (de aordo om o sistema de oordenadas mostrado na �gura2.2). Quando a temperatura aumenta, os terraços enolhem e a magnetização passa a apontarna direção ẑ, formando estruturas moduladas orrespondentes a três ou dois domínios. Ambasas estruturas - om magnetização uniforme apontando na direção x̂ ou modulada na direção ẑ- estão esquematizadas na �gura 2.5, e serão denominadas, daqui por diante, de estruturas tipoI e tipo II, respetivamente. Vale menionar que a magnetização nuna aponta na direção ŷdevido à presença de um forte ampo ristalino anisotrópio.
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Figura 2.4. Padrões topográ�os, obtidos via AFM, ((a) e ()) e padrões magnétios, obtidos via MFM((b) e (d)), dos �lmes �nos de MnAs:GaAs para T = 21 ◦C (esquerda) e T = 31 ◦C (direita). As fases

α (ferromagnétia) e β (paramagnétia) estão indiadas na �gura.
Figura 2.5. Con�gurações magnétias propostas para desrever as imagens de MFM referentes aos �lmes�nos de MnAs:GaAs. Para temperaturas baixas na região de oexistênia, prevalee a estrutura tipoI, em que a magnetização aponta na direção x̂, sendo modulada ao longo de ŷ e uniforme ao longo de
x̂ (�gura à esquerda). Para temperaturas mais altas, a magnetização aponta na direção ẑ e apresentamodulação nas direções x̂ e ŷ - trata-se da estrutura tipo II (�gura à direita). Modulações ao longoda direção x̂ orrespondendo a três e dois domínios foram observadas em [13℄, enquanto em [52℄ foramenontradas on�gurações de quatro e ino domínios.O prinipal meanismo ausador da reorientação magnétia seria, neste ontexto, um ampoanisotrópio desmagnetizante [53℄ originado da interação dipolar entre os spins dentro dos ter-raços. Cálulos simples da energia de anisotropia de forma orroboram tal interpretação [13℄.Entretanto, uma abordagem mais elaborada se faz neessária para ompreender as modulaçõesobservadas nas estruturas tipo II e a uniformidade da magnetização ao longo do eixo x nas es-truturas tipo I. Experimentos posteriores envolvendo MFM indiaram a presença de modulaçõesainda maiores nas estruturas tipo II, orrespondendo a quatro ou ino domínios alternados [52℄.O primeiro passo rumo a esta modelagem mais ompleta onsiste em inluir as interações detroa e dipolar em um sistema om a geometria do terraço - ou seja, um bloo de largura �nita
d, espessura �nita D e omprimento pratiamente in�nito. Como veremos na próxima seção,este problema orresponde ao modelo de Brazovskii em um sistema de dimensões �nitas omondições de ontorno apropriadas [14℄.Além das imagens de MFM, outras medidas também apontam para uma reorientação mag-nétia dentro dos terraços α quando a temperatura do sistema aumenta. Medidas de espalha-mento ressonante de raios X moles permitiram a obtenção das urvas de histerese dos �lmes�nos de MnAs:GaAs sob a apliação de um ampo magnétio na direção x̂ [13℄. Os resulta-dos, apresentados na �gura 2.6, indiam uma alteração na forma das urvas, passando de umaforma quadrada a baixas temperaturas para uma forma em S para altas temperaturas. O fatointeressante é que esta mudança é aompanhada pela observação das estruturas tipo II om



2.2. Hamiltoniana efetiva de Ginzburg-Landau: o papel da interação dipolar 45

Figura 2.6. Curvas de histerese dos �lmes �nos de MnAs:GaAs obtidas através de espalhamento resso-nante de raios X moles para diferentes temperaturas. O ampo externo é apliado na direção x̂.modulação orrespondente a três domínios. Ao �nal deste apítulo, baseados nos resultados domodelo de Brazovskii em dimensões �nitas, apresentaremos uma expressão fenomenológia paraa energia livre que, ombinada om o método de Stoner-Wohlfarth [12℄, é apaz de desreverqualitativamente esta mudança na forma das urvas de histerese, relaionando-a om o fen�menode reorientação magnétia [15℄.2.2. Hamiltoniana efetiva de Ginzburg-Landau: o papel da interaçãodipolarBaseados na estrutura dos terraços ferromagnétios dos �lmes �nos de MnAs:GaAs desritosna seção anterior, vamos onsiderar um modelo em que spins estão submetidos às interaçõesde troa e dipolar, além de permaneerem on�nados em uma geometria orrespondente a umbloo tridimensional de largura d, espessura D e omprimento in�nito. Por envolver tanto ainteração de troa quanto a dipolar, este sistema é onheido omo ferromagneto dipolar. Adependênia da largura do terraço om a temperatura será inluída posteriormente, de aordoom a expressão empíria (2.1). O sistema de oordenadas está apresentado na �gura 2.7, oma seguinte orrespondênia em relação aos eixos ristalográ�os dos �lmes �nos: x̂ = [112̄0],
ŷ = [0001] e ẑ = [1̄100].Para �ns de simpli�ação, onsideramos os spins om simetria Ising, apontando apenasna direção ẑ. Além disso, por se tratar de um �lme �no uja direção de resimento é a ẑ,assumimos que os spins dependem apenas das oordenadas x e y. Como nos �lmes �nos deMnAs:GaAs as listras ferromagnétias enontram-se interaladas por listras paramagnétias,
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Figura 2.7. Esquema geral do modelo de um ferromagneto de Ising dipolar on�nado à geometria deum bloo de largura d e espessura D �nitas, mas omprimento in�nito, om ondições de ontorno dotipo Dirihlet. FM denota a fase ferromagnétia, enquanto PM denota a fase paramagnétia. A origemdo sistema de oordenadas é representada por um ponto no meio da borda esquerda do bloo.impomos a ondição de ontorno adiional de que o parâmetro de ordem do sistema φ se anulenas bordas do bloo, omo esquematizado na �gura 2.7 (estas ondições de ontorno são o-nheidas omo ondições do tipo Dirihlet). Apesar de a magnetização do MnAs:GaAs ter umaráter vetorial, este modelo om um parâmetro de ordem esalar deve ser apaz de desrever asprinipais propriedades do sistema que resultam dos ingredientes físios mais básios, a saber,a presença de interações ompetitivas e as ondições de ontorno apropriadas. Em partiular,esperamos uma boa desrição no intervalo de temperaturas em que se observam as estruturasdo tipo II disutidas anteriormente. Nas próximas seções, foaremos na obtenção e na resoluçãoda Hamiltoniana de Ginzburg-Landau que desreve este sistema, adiando a disussão sobre suaapliação ao aso onreto dos �lmes �nos para mais tarde, na seção 2.4.O aso de um ferromagneto dipolar de Ising na forma de um bloo om largura d → ∞ foiestudado no trabalho seminal de Garel e Doniah [6℄ (daqui por diante, iremos nos referir a estageometria omo a de um bloo in�nito). Naquele artigo, foi mostrado que a Hamiltoniana quedesreve o sistema assume a forma de Brazovskii (1.26). A presente situação difere da anteriornão só pelo simples fato de um dos omprimentos do bloo tornar-se �nito, mas também pelosvínulos impostos pelas ondições de ontorno de Dirihlet.A �m de obter a Hamiltoniana que desreve o sistema proposto, onsideremos, primeira-mente, a interação de troa. Mirosopiamente, ela é desrita pela Hamiltoniana de Ising1:
HIsing = −J

2

∑

〈i,j〉
SiSj , (2.2)em que J é o parâmetro de troa, Si é o spin no sítio i da rede e 〈i, j〉 denota pares de primeirosvizinhos. Para simpli�ar, assumimos uma rede úbia om parâmetro de rede a. Esta esolhanão introduz erros grosseiros na Hamiltoniana efetiva de Ginzburg-Landau se omparada àesolha mais realista de uma rede hexagonal, já que as propriedades do sistema para longosomprimentos de onda não devem depender da estrutura mirosópia subjaente. Através de1 Para difereniar a Hamiltoniana mirosópia da Hamiltoniana efetiva de Ginzburg-Landau, reservamos anotação aligrá�a H para esta última e usamos a notação ordinária H para a primeira.
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Figura 2.8. Representação, em uma dimensão, do proesso de granulação grossa, desrevendo os spinsque residem nos sítios de uma rede unidimensional por uma função ontínua e suave φ(x).
uma transformação de Hubbard-Stratonovih, delineada em detalhes no Apêndie B, pode-seesrever a energia livre orrespondente ao modelo de Ising omo uma Hamiltoniana efetiva deGinzburg-Landau (daqui por diante, usamos a onvenção de tomar kB = 1):
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, (2.3)em que Tc = zJ , z é o número de primeiros vizinhos e ϕ (~x) é o parâmetro de ordem esalardo sistema. Apesar de estarmos onsiderando uma rede úbia, no que se segue vamos tomaro número de primeiros vizinhos orrespondente à rede hexagonal, pois preisaremos estimar ovalor de J para os �lmes �nos de MnAs:GaAs a partir de dados experimentais disponíveis naliteratura. De qualquer modo, onforme já apontamos, esta esolha não modi�a as prinipaispredições do modelo.No que se refere ao parâmetro de ordem ϕ (~x), podemos intrepretá-lo omo uma granulaçãogrossa (da expressão em inglês oarse-grained) dos spins que residem nos sítios da rede subja-ente, de modo a transformar uma quantidade disreta (os spins Si) em uma grandeza que variasuave e ontinuamente (o parâmetro de ordem ϕ (~x)), onforme esquematizado na �gura 2.8.Para lidarmos om as ondições de ontorno, esrevemos expliitamente o parâmetro deordem na forma:
ϕ (~x) = φ (x, y) θ (x) θ (d− x) θ (D/2 − z) θ (D/2 + z) , (2.4)em que φ (x, y) denota o parâmetro de ordem na região interna ao bloo e θ(x) é a função degraude Heaviside-Lorentz - isto é, vale 1 para x > 0 e 0 para x < 0. Expandindo φ (x, y) em série deFourier, obtemos:

φ (x, y) =
∑

qx,qy

φqx,qyei~q·~x . (2.5)



48 Capítulo 2. Ferromagnetos Dipolares om Dimensões FinitasComo o bloo é ilimitado na direção y, podemos transformar a soma sobre qy em umaintegração fazendo a substituição usual de ondições de ontorno periódias:
∑

qy

→ Ly
2π

∫

dqy , (2.6)em que Ly representa o omprimento ao longo da direção y. Já no que onerne a variável
x, dadas as ondições de ontorno do tipo Dirihlet, deve-se sempre manter a soma disretasobre a variável qx. A imposição das ondições de ontorno φ (0, y) = φ (d, y) = 0 resulta nadisretização da omponente x do momento, de modo que a série de Fourier (2.5) passa a seresrita omo:

φ (x, y) =
∑

n>0,qy

φn,qy sin
(nπx

d

)

eiqyy , (2.7)em que n é um número inteiro. Usando a ortogonalidade das funções seno e exponenial om-plexa:
∫ d

0

sin
(nπx

d

)
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n′πx

d

)

dx =
d

2
δn,n′

∫ ∞

−∞
e−i(qy+q′y)ydy = 2πδ

(
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)

, (2.8)podemos obter a transformada inversa:
φn,qy =

2

dLy
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0
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−∞
φ (x, y) sin

(nπx

d

)

e−iqyydxdy . (2.9)Para alular a ontribuição da interação de troa para a energia total do bloo ferromag-nétio dipolar, substituímos a on�guração arbitrária dos spins dentro do bloo (2.7) na Hamil-toniana de Ginzburg-Landau (2.3) e integramos sobre todo o espaço. Usando as propriedadesde ortogonalidade e fehamento das funções senoidais, hegamos à seguinte expressão para adensidade de energia de troa, a qual denotaremos ftroca:
ftroca =

Etroca

DdLy
=
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n,qy
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J

4aT
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n2π2

d2
+ q2y
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(
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φn,−qy
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96a3T

∑

{ni},{qi}
φ{n1,n2,n3},−q1−q2−q3φn1,q1φn2,q2φn3,q3 , (2.10)em que introduzimos a notação onveniente:

φ{n1,n2,n3},−q1−q2−q3 = (φn1+n2−n3 + φn1−n2+n3 + φ−n1+n2+n3 − φn1+n2+n3

−φn1−n2−n3 − φ−n1+n2−n3 − φ−n1−n2+n3),−q1−q2−q3 . (2.11)No termo quártio de (2.10), as somas podem ser estendidas para todos os valores de n1,
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n2 e n3 desde que se faça, ao �nal das somas, mn,qy = 0 toda vez que n < 0. Vale salientarque o mesmo tipo de termo quártio (2.11) aparee em outros ontextos nos quais são usadasondições de ontorno do tipo Dirihlet [54, 55℄.Agora, é neessário obter a ontribuição da interação dipolar para a energia total do bloo.Para isso, onsideremos o problema equivalente da Magnetostátia de determinar a energia deum sistema que possui uma magnetização ~M (~x) na ausênia de orrentes externas. As equaçõesde Maxwell na matéria são dadas por [56℄:

~∇× ~H = 0 e ~∇ · ~B = 0 , (2.12)em que ~H = ~B − 4π ~M . Da primeira equação, resulta que podemos esrever o ampo ~H omoo gradiente de um potenial esalar ~H = −~∇Φ. Assim, ombinando om a segunda equação,obtemos a equação de Poisson:
∇2Φ = −4πρ , (2.13)em que ρ = −~∇ · ~M é a densidade efetiva de �argas magnétias�. A energia da on�guração é,portanto:

Edipolar =
1

2

∫

d3xΦ (~x) ρ (~x) . (2.14)A equação de Poisson é resolvida imediatamente om o auxílio da transformada de Fourierde�nida anteriormente em (1.5):
Φ~q =

4πρ~q
q2

. (2.15)Assim, passando a expressão da energia (2.14) para o espaço de Fourier, obtemos a forma�nal que só depende da magnetização em todo o espaço:
Edipolar =

1

4π2

∫

d3q
|ρ~q|2
q2

. (2.16)No aso de nosso interesse, isto é, o bloo om ondições de ontorno do tipo Dirihlet, amagnetização se relaiona om a distribuição espaial de spins (2.4) através de:
~M (~x) =

(gµB
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)

φ (x, y) θ (x) θ (d− x) θ (D/2 − z) θ (D/2 + z) ẑ , (2.17)em que gµB é o momento magnétio do spin, sendo g o fator giromagnétio e µB, o magneton deBohr. O módulo da densidade de arga magnétia efetiva orrespondente a esta magnetizaçãopode ser obtida através de um álulo direto, usando a série de Fourier (2.7) e o fato de aderivada da função degrau ser a função delta de Dira:
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50 Capítulo 2. Ferromagnetos Dipolares om Dimensões FinitasNa expressão aima, a soma deve ser feita apenas sobre n e n′ de mesmas paridades. Oálulo da energia dipolar é simpli�ado pelo uso do resultado analítio:
∫ ∞
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. (2.19)Após manipulações envolvendo mudanças de variáveis e passagens entre os limites do on-tínuo e do disreto de aordo om a presrição (2.6), obtemos �nalmente a densidade de energiadipolar do bloo, em unidades da energia térmia kBT :
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.A integral aima não pode ser resolvida analitiamente. Contudo, omo nosso objetivo éestudar as prinipais araterístias físias do sistema, podemos lançar mão de uma aproxi-mação onveniente. Primeiramente, resolvendo numeriamente a integral aima, nota-se que aontribuição dos termos ruzados n 6= n′ é muito menor que a ontribuição dos termos diretos
n = n′. Assim, onsideramos apenas a ontribuição destes últimos para a soma aima. Ointegrando em questão pode ser visto omo o produto de duas funções:
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gqy (u)hn(u)du , (2.21)om:
gqy (u) =
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[

1 + (−1)n+1 cos(u)
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2 . (2.22)A �gura 2.9 apresenta os grá�os dessas funções para o aso espeial n = 4. Vê-se laramenteque h4 (u) tem um máximo bastante pronuniado para u ≈ 4π. De maneira geral, observamosque a função hn (u) apresenta sempre um máximo pronuniado, o qual se loaliza próximo de

nπ, sendo que esta aproximação torna-se mais preisa quanto maior for o valor de n. Assim,
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podemos fazer a aproximação:

Kn,qy ≈ gqy (nπ)

∫ ∞

0

hn(u)du =

(

1 − e−D
√

(nπ
d )

2
+q2y

)

D
√

(

nπ
d

)2
+ q2y

× 1

4πn2
. (2.23)O primeiro termo de orreção não nulo a esta aproximação é de segunda ordem na derivadade gqy(u). A existênia de um máximo pronuniado na função hn (u) fornee mais um argumentoem favor de se desprezar os termos ruzados n 6= n′ na soma original (2.20). Uma análise maisapurada da aproximação (2.23) india que os erros ometidos, em geral, são menores que 20%,exeto no aso em que qy se anula ao mesmo tempo em que n assume valores pequenos, o queoasiona erros um pouo mais signi�ativos. Desse modo, aproximamos a densidade de energiadipolar por:
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φn,−qy . (2.24)Portanto, ombinando (2.10) e (2.24), esrevemos a densidade de energia total do blooomo:
ftotal =

∑

n,qy

φn,qy

[

f(q) +

(

T − Tc
4a3T

)]

φn,−qy

+
Tc

96a3T

∑

{ni},{qi}
φ{n1,n2,n3},−q1−q2−q3φn1,q1φn2,q2φn3,q3 , (2.25)em que:

f(q) =
Jq2

4aT
+
π

T

(gµB
a3

)2
(

1 − e−qD
)

qD
. (2.26)Nas expressões anteriores, introduzimos a notação q para identi�ar o módulo do vetor de



52 Capítulo 2. Ferromagnetos Dipolares om Dimensões Finitasonda do parâmetro de ordem no espaço de Fourier - também denominado de momento doparâmetro de ordem:
q =

√

(nπ

d

)2

+ q2y . (2.27)Se tomássemos a expressão (2.25) no limite d→ ∞, assoiando a variável ontínua qx a nπ
d ,hegaríamos à mesma expressão obtida por Garel e Doniah em [6℄ para o aso de um blooin�nito, onforme esperado. A função f(q) possui as mesmas araterístias gerais da função g(q)apresentada em (1.7) e disutida na seção 1.1: enquanto o primeiro termo, oriundo da interaçãode troa, favoree on�gurações sem paredes de domínio (q = 0), o segundo termo, advindo dainteração dipolar, tende a dividir o sistema no maior número possível de domínios (q → ∞).Assim, f(q) possui um mínimo para um valor �nito do vetor de onda, q0 6= 0. Considerandoque q0D ≫ 1 , ou seja, que o período da modulação é muito menor que a espessura do bloo,podemos desprezar o termo e−qD na expansão em série de Taylor da função f(q), obtendo:

f(q) =
3Tc
2a3

(

πg4µ4
B

16D2a4T 2
c

)1/3

+
3Tc
32a

(q − q0)
2 , (2.28)om:

q0 =
1

a

(

16πg2µ2
B

TcDa2

)1/3

. (2.29)Agora, substituindo esta expressão na densidade de energia total (2.25) e voltando para oespaço real através da fórmula dos oe�ientes de Fourier (2.9), podemos expressar da seguinteforma o funional que fornee a energia do sistema para uma on�guração qualquer dos spins
φ (x, y):

H[φ] =
1

2

∫

d2xd2x′φ (~x)G−1
0 (~x, ~x′)φ (~x′) +

u

4

∫

d2xφ4 (~x) , (2.30)em que:
G−1

0 (~x, ~x′) =
1

πd

∑

n>0

∫

dqy G
(0)
n,qy

−1
sin
(nπx

d

)

sin

(

nπx′

d

)

eiqy(y−y′)

G(0)
n,qy

=
1

τ0 + c (q − q0)
2 , (2.31)sendo que os parâmetros �marosópios� são esritos em termos dos parâmetros mirosópiosdo sistema omo:

τ0 =
(T − T ∗)D

a3T
, c =

3DTc
8aT

, u =
DTc
3a3T

, T ∗ = Tc

[

1 − 6

(

πg4µ4
B

16D2a4T 2
c

)1/3
]

. (2.32)Na expressão (2.30), as integrações devem ser subentendidas omo limitadas às dimensõesdo bloo �nito, isto é:
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Figura 2.10. Superfíie de mínima energia, no espaço de momentos, referente à Hamiltoniana de umferromagneto dipolar de Ising na forma de um bloo de dimensões �nitas. A semi-elipse somenteompreende um ponto no qual qy = 0 (ausênia de modulação na direção ŷ) quando a largura dobloo for omensurável ao período de modulação, q0d
π

∈ Z. A superfíie referente ao bloo in�nito foiapresentada na �gura 1.3.
∫

d2x =

∫ ∞

−∞

∫ d

0

dxdy . (2.33)A Hamiltoniana (2.30) é análoga à de Brazovskii, equação (1.26), om a diferença de queuma das suas dimensões é restrita, tornando-a, portanto, sem simetria por translações espaiaisarbitrárias. Uma das onseqüênias disto é a neessidade de se usar transformadas de Fourier��nitas�, omo em (2.9), já que uma das omponentes do vetor de onda é disreta. Além disso,a superfíie de mínima energia no espaço de momentos não é mais o írulo ontínuo mostradona �gura 1.3, mas sim uma semi-elipse pontilhada, apresentada na �gura 2.10. Assim, nota-seuma diminuição no espaço disponível para as exitações de menor energia atuarem. O queinvestigaremos nas próximas seções é se, mesmo om essa redução do espaço de momentos, as�utuações são apazes de induzir uma transição de primeira ordem.2.3. Solução de ampo médio auto-onsistente: diagrama de fasesPara obtermos uma desrição satisfatória do diagrama de fases previsto pela Hamiltoniana(2.30), referente ao aso de um bloo �nito, apliaremos os prinípios do método de Hartreeauto-onsistente apresentado na seção 1.3. Deompondo novamente o ampo no seu valor médiomais �utuações, φ = 〈φ〉 + ψ, e seguindo os mesmos passos e aproximações delineados naquelaseção, hegamos à mesma equação auto-onsistente para a função de orrelação G no espaçoreal (1.32):
G−1 (~x, ~x′) = G−1

0 (~x, ~x′) + 3uG (~x, ~x) δ (~x− ~x′) + 3u 〈φ (~x)〉2 δ (~x− ~x′) . (2.34)



54 Capítulo 2. Ferromagnetos Dipolares om Dimensões FinitasA diferença em relação à seção 1.3 reside no fato de as transformadas de Fourier das quan-tidades envolvidas referirem-se a um espaço �nito, de aordo om as expressões (2.7), (2.9) eom as relações de ortogonalidade (2.8). A apliação desta �transformada de Fourier �nita� àequação anterior resulta em um álulo longo, porém direto, que fornee a seguinte equaçãoauto-onsistente, no espaço de momentos:
G−1
n,qy

= G(0)
n,qy

−1
+

3u

2
〈G〉 +

3u

4
〈G〉n + +

9u

4

∑

py

〈φ〉n,py
〈φ〉n,−py

− 3u

4

∑

py

〈φ〉n,py
〈φ〉3n,−py

+
3u

4

∑

m 6=n,py

〈φ〉m,py

[

2 〈φ〉m,−py
− 〈φ〉m+2n,−py

+ 〈φ〉2n−m,−py
− 〈φ〉m−2n,−py

]

,(2.35)em que:
〈G〉n =

1

πd

∫

dqyGn,qy

〈G〉 =
∑

n

〈G〉n . (2.36)A equação de estado é obtida seguindo-se novamente os passos da seção 1.3. No espaço real,ela assume a mesma expressão de antes:
h (~x) =

∫

d2r′G−1
0 (~x, ~x′) 〈φ (~x′)〉 + u 〈φ (~x)〉3 + 3u 〈φ (~x)〉G (~x, ~x) . (2.37)Já no espaço de momentos, após outro álulo longo, porém direto, hegamos à fórmula:

hn,qy = G−1
n,qy

〈φ〉n,qy
+
u

4

∑

m,m′,py,p′y

〈φ〉m,py
〈φ〉m′,p′y

〈φ〉{m,m′,n},qy−py−p′y

−9u

4
〈φ〉n,qy

∑

py

〈φ〉n,py

(

〈φ〉n,−py
− 1

3
〈φ〉3n,−py

)

−3u

4
〈φ〉n,qy

∑

m 6=n,py

〈φ〉m,py

[

2 〈φ〉m,−py
− 〈φ〉m+2n,−py

+ 〈φ〉2n−m,−py
− 〈φ〉m−2n,−py

]

−3u

4
〈G〉3n 〈φ〉3n,qy

+
3u

4

∑

m 6=n
〈G〉m

(

−〈φ〉n+2m,qy
+ 〈φ〉2m−n,qy

− 〈φ〉n−2m,qy

)

,(2.38)em que estamos usando a notação (2.11) para o termo 〈φ〉{m,m′,n},qy−py−p′y . As equações (2.35)e (2.38) representam a solução de ampo médio auto-onsistente da Hamiltoniana do bloo�nito (2.30). Para que possamos apliá-la aos asos espeí�os da fase de listras e da fase tipobolhas, preisamos alular o termo 〈G〉 que aparee na equação auto-onsistente da função deorrelação (2.35). Para isso, a exemplo do que foi feito na seção 1.3, assumimos que a forma dafunção de orrelação seja semelhante à expressão não-interagente G(0)
n,qy :

Gn,qy =
1

τ + c (q − q0)
2 , (2.39)
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Figura 2.11. Casa de espessura Λ = 2π/a ao redor da superfíie de mínima energia da Hamiltonianado bloo �nito, usada para efetuar a soma e a integração em 〈G〉 (2.36).em que τ = ξ−2, sendo que ξ denota o omprimento de orrelação do sistema. Portanto, omoa função de orrelação possui um pio bastante pronuniado em q = q0, podemos restringiro intervalo de integração de (2.36) à asa de espessura Λ = 2π/a ao redor da semi-elipsepontilhada no espaço de momentos, onforme indiado na �gura 2.11. Além disso, omo ointegrando é par em qy, podemos fazer a mudança de variável qy =

√

q2 −
(

nπ
d

)2 e aproximar oelemento de integração por:
dqy =

qdq
√

q2 −
(

nπ
d

)2
≈ q0dq
√

q20 −
(

nπ
d

)2
, (2.40)de modo que:

〈G〉 =
1

πd

N(q0d/π)
∑

n=1

2q0
√

q20 − n2π2

d2

∫ q0+Λ

q0−Λ

dq

τ + c (q − q0)
2

〈G〉 =
4q0

π
√
c
√
τ

N(q0d/π)
∑

n=1

1
√

q20d
2

π2 − n2

. (2.41)Nesta última passagem, utilizamos a aproximação ξ ≫ a, além de introduzirmos a no-tação N (q0d/π) para denotar o número inteiro mais próximo de q0d/π. Portanto, a soluçãoauto-onsistente está ompleta e pronta para ser apliada às fases de interesse.2.3.1. Fase de listrasO nome �fase de listras� pode se tornar ambíguo neste ontexto, já que listras propriamenteditas só podem ser formadas se a modulação se der uniamente ao longo do eixo x, devido àsondições de ontorno impostas. Usamos o nome listras para traçar um paralelo om o asodo bloo in�nito - isto é, o modelo de Brazovskii da seção 1.3 - já que se trata da fase om
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Figura 2.12. Representação da fase de listras no espaço de momentos, referente ao aso do bloo �nito:ela orresponde à esolha de dois pontos da semi-elipse om mesmos valores de n, mas valores de qyopostos.modulação mais simples que o sistema pode formar em qualquer situação, omo esquematizadona �gura 2.12:
〈φ〉n,qy

= Aδn,n0

(

δqy,q0y + δqy,−q0y

)

〈φ (~x)〉 = 2A sin
(n0πx

d

)

cos (q0yy) . (2.42)Como omparação, a �gura 2.13 mostra as estruturas geométrias orrespondentes à fasede listras �genuína� e à fase de listras desrita pela equação (2.42). Fia laro que, enquantoa primeira apresenta uma modulação unidimensional, a segunda é modulada tanto na direção�nita x quanto na direção in�nita y. Daqui por diante, denotamos de q0 o momento ujasomponentes são n0π
d e q0y. Substituindo (2.42) nas equações auto-onsistente (2.35) e deestado (2.38), obtemos:

τ = τ0 +
Γn0u√
τ

+
9

2
uA2

h = τA − 9

4
uA3 , (2.43)om:

Γn0 =
6q0
π
√
c

N(q0d/π)
∑

m=1

(

1 +
δm,n0

2

)

√

q20d
2

π2 −m2

. (2.44)Impondo a ondição de equilíbrio h = 0, obtemos o valor da amplitude do parâmetro deordem A, e, onseqüentemente, a equação auto-onsistente para τA = ξ−2:
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Figura 2.13. Padrões geométrios representados pelas urvas de nível da fase de listras �genuína� (grá�oà esquerda) e da fase de listras do bloo �nito (grá�o à direita). Devido às ondições de ontorno,a fase �genuína� sempre pode apareer no aso do bloo in�nito, enquanto que, no bloo �nito, ela sóoorre se a modulação se der exlusivamente ao longo da direção x̂.
−τA = τ0 +

Γn0u√
τA

. (2.45)Logo, obtemos a mesma equação algébria do aso de um bloo in�nito. A transição entrea fase desordenada e a ordenada deve ser de primeira ordem, a exemplo daquele aso, já queo omprimento de orrelação nuna diverge de aordo om a equação anterior, pois τA 6= 0.Portanto, mesmo om a redução do espaço de momentos devido às ondições de ontorno dobloo �nito, as �utuações do parâmetro de ordem ainda são fortes o su�iente para induziruma transição de primeira ordem. Além disso, a fase de listras só pode surgir omo um estadometaestável do sistema para temperaturas abaixo da espinodal τ (esp)
0 ≈ −1.89τ̄n0, em que de�-nimos a temperatura de referênia τ̄n0 = (uΓn0)

2/3. É importante salientar que, no aso dobloo �nito, a espinodal depende da largura do bloo d e do número de modulações n0 ao longoda direção x através de Γn0 (2.44). Tal fato é um re�exo da quebra de simetria por translaçõesarbitrárias ao longo da direção x devido às ondições de ontorno de Dirihlet.Pela geometria da superfíie de mínima energia no espaço de momentos, representada na�gura 2.12, �a laro que a fase de listras (2.42) só pode surgir para q0d
π ≥ n0; aso ontrário,a semi-elipse não ompreende o ponto om oordenada n0. Assim, a largura do bloo estáintimamente ligada aos tipos de modulações possíveis de serem observadas. Pode-se interpretaresta fase, araterizada por uma modulação de n0π

d na direção x̂, omo orrespondente a umaestrutura om n0 domínios magnétios �espalhados� ao longo do eixo x, já que, a ada período,a magnetização alterna de sinal ontínua e suavemente, sem paredes abruptas (este é o hamadolimite de fraa segregação para sistemas modulados).Para desrevermos o estado desordenado, basta substituir A = 0 em (2.43), donde resulta aequação auto-onsistente:
τ = τ0 +

Γn0u√
τ
, (2.46)



58 Capítulo 2. Ferromagnetos Dipolares om Dimensões Finitasa qual também é equivalente ao aso do bloo in�nito. Portanto, a fase desordenada é um estadode equilíbrio metaestável do sistema para qualquer temperatura. A diferença de energia livre
∆F = Flistras − Fdesord entre as duas fases é obtida usando-se o mesmo artifíio empregado naseção 1.3, isto é:

∆F =

∫ A

0

dF

dA′ dA
′ =

∫ τA

τ





∑

n,qy

δF

δ 〈φ〉n,qy

d 〈φ〉n,qy

dA





dA

dτ ′
dτ ′ . (2.47)De�nindo novamente as variáveis adimensionais:

ρ(A,0) ≡
τ(A,0)

(uΓn0)
2/3

=
τ(A,0)

τ̄n0

, (2.48)hegamos ao resultado:
∆F =

2
(

uΓ4
n0

)1/3

9

[

−ρ
2
A

2
− ρ2

2
−√

ρ+
√
ρA

]

. (2.49)Da de�nição de Γn0 , equação (2.44), �a laro que esta quantidade diverge toda vez que aondição
q0d

π
∈ Z (2.50)for satisfeita. Tal fato poderia nos levar a pensar que a diferença de energia ∆Ff também diverge;ontudo, omo observado antes, a espinodal também é proporional a Γn0 , de modo que, todavez que a temperatura for maior que τ (esp)

0 , não faz sentido de�nir a diferença de energia, pois afase modulada não seria nem ao menos metaestável. Logo, a própria espinodal previne a energialivre de apresentar singularidades. A �gura 2.14 apresenta a diferença de energia livre entre asfases ordenada e desordenada em função da largura do bloo para duas temperaturas diferentes.Nota-se a presença de barreiras de energia nas proximidades dos pontos em que a ondição(2.50) é satisfeita, de maneira que, onforme a temperatura diminui, as barreiras tornam-semais estreitas e uniformes. Assim, onluímos que transições de fases podem ser atingidas nãoapenas por variações na temperatura, mas também por variações na largura do bloo.Outro aspeto interessante da diferença de energia livre (2.49) é sua dependênia em relaçãoao número de domínios n0 da fase modulada ao longo da direção x̂, devido à presença dofator Γn0 . Dessa maneira, as �utuações do parâmetro de ordem, levadas em onta pela soluçãoauto-onsistente, quebram a degeneresênia entre as diferentes fases moduladas possíveis deserem riadas a partir da semi-elipse pontilhada 2.12, fato inexistente no aso de um blooin�nito. Em partiular, essa quebra de degeneresênia está relaionada apenas à oordenada
n, re�etindo a perda de simetria por translações na direção x̂ devido às ondições de ontornoimpostas. A �gura 2.15 ompara as diferenças de energia livre referentes aos estados moduladosom n0 = 1 domínio e n0 = 2 domínios; de maneira geral, observa-se que a fase om menormodulação é a mais estável. Conforme a largura d do bloo aumenta, �a laro que ambas asfases têm energias muito próximas, o que está de aordo om o esperado para o limite de umbloo in�nito (d→ ∞), no qual não há simetrias translaionais quebradas.É importante analisar o aso em que listras omensuráveis podem ser formadas, isto é,
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Figura 2.14. Diferença de energia livre ∆F entre a fase de listras om um domínio na direção x̂ (n0 = 1)e a fase desordenada em função de q0d
π

. No grá�o à esquerda, a temperatura do sistema é maior que nográ�o à direita. As regiões sombreadas indiam que o estado ordenado não é metaestável (temperaturaaima da espinodal), de modo que não faz sentido de�nir a diferença de energia livre.
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n=1

n=2Figura 2.15. Diferenças de energia livre ∆F referentes à fase de listras om um domínio na direção x̂(n0 = 1, urva ontínua) e à fase om dois domínios (n0 = 2, urva traejada) em função de q0d
π

.



60 Capítulo 2. Ferromagnetos Dipolares om Dimensões Finitason�gurações para as quais a largura do bloo é um múltiplo do período da modulação. Nesteaso, o valor médio do parâmetro de ordem é dado por:
〈φ〉n,qy

= Aδn,n0δqy,0

〈φ (~x)〉 = A sin
(n0πx

d

)

, (2.51)ou seja, há apenas modulação ao longo da direção x̂. É laro que isso só pode oorrer quandoa ondição (2.50) for satisfeita, ou seja, para valores bastante espeí�os da largura do bloo.Neste aso, as equações auto-onsistente e de estado assumem novas formas:
τ = τ0 +

Γn0u√
τ

+
9

4
uA2

h = τA − 3

2
uA3 , (2.52)de modo que, na ondição de equilíbrio (h = 0), a equação auto-onsistente �a dada por:

−τA′

2
= τ0 +

Γn0u√
τA′

. (2.53)Usando a fórmula (2.47), obtemos a diferença de energia entre a fase de listras omensuráveise a fase desordenada:
∆F ′ =

2
(

uΓ4
n0

)1/3

9

[

−ρ
2
A′

4
− ρ2

2
−√

ρ+
√
ρA′

]

, (2.54)em termos das variáveis adimensionais (2.48). A �gura 2.16 ompara as diferenças de energiareferentes à fase de listras geral, equação (2.42), e à fase de listras omensuráveis, equação (2.51),que só pode apareer quando q0d
π for um número inteiro. Notamos que esta última é sempremais estável que a primeira, além de possuir uma espinodal ligeiramente maior, τ (esp)

0 ≈ −1.5τ̄n0.Portanto, onlui-se que, sempre que o sistema puder ser dividido em listras sem modulação nadireção in�nita ŷ, ele o fará, em detrimento das �listras� om modulações em ambas as direções.2.3.2. Fase tipo bolhasA exemplo da sub-seção anterior, usamos o nome bolhas não para desrever o padrão ge-ométrio exato da fase onsiderada, mas para fazer omparações om o aso da fase tipo bolhasdo bloo in�nito, desrita pela equação (1.10). Como é impossível tomar três vetores englobadospela semi-elipse pontilhada uja soma seja nula, de�nimos a fase do tipo bolhas para o bloo�nito esolhendo quatro vetores de aordo om o esquema da �gura 2.17:
〈φ〉n,qy

= A
(

δn,n0δqy,q0y + δn,n0δqy,−q0y + δn,n0+1δqy,q1y + δn,n0+1δqy,−q1y

)

〈φ (~x)〉 = A sin
(n0πx

d

)

cos (q0yy) +A sin

(

(n0 + 1)πx

d

)

cos (q1yy) . (2.55)
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q
π

0
d

n=1

faixas comensuraveisFigura 2.16. Diferenças de energia livre ∆F referentes à fase de listras geral (urva ontínua) e à fasede listras omensuráveis (pontos vermelhos) em função de q0d
π

. Estas últimas não são moduladas nadireção in�nita ŷ e só podem apareer quando q0d
π

for um número inteiro. Ambas as fases possuem umdomínio na direção x̂ (n0 = 1).
qy

2 5 6 7 n3 41

Figura 2.17. Representação da fase tipo bolhas no espaço de momentos, referente ao aso do bloo �nito:ela orresponde à esolha de dois pares de pontos da semi-elipse, om oordenadas n onseutivas entreos pares e oordenadas qy assumindo valores opostos em ada par.Esta fase orresponde à segunda ombinação mais simples de vetores que repousam sobrea superfíie de mínima energia, enquanto o padrão de listras disutido anteriormente re�etea ombinação geral mais simples2. A �gura 2.18 ompara a fase de bolhas original do blooin�nito, desrita pela equação (1.10), om esta fase de bolhas do bloo �nito, evideniando amaior omplexidade desta última. A exemplo do que foi disutido a respeito da fase de listras, afase tipo bolhas só pode oorrer aso a semi-elipse englobe o ponto n0+1 , ou seja, se q0d
π ≥ n0+1.Substituindo a on�guração de bolhas (2.55) nas equações auto-onsistente (2.35) e de estado(2.38), obtemos:2 A rigor, a on�guração mais simples do sistema orresponde à fase de listras omensuráveis. No entanto,omo ela só pode oorrer para valores muito espeí�os de d, ela não é omum a todos os tipos de sistemas.
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x

y

x

y

Figura 2.18. Padrões geométrios representados pelas urvas de nível da fase tipo bolhas original de umbloo in�nito (grá�o à esquerda) e da fase tipo bolhas do bloo �nito (grá�o à direita). Devido àsondições de ontorno, a fase original de bolhas nuna oorre para o bloo �nito.
τ = τ0 +

Γn0u√
τ

+
15

2
uA2

h = τA − 9

4
uA3 . (2.56)Usando o valor da amplitude do parâmetro de ordem A resultante da ondição de equilíbrio

h = 0, reesrevemos a equação auto-onsistente omo:
−7

3
τB = τ0 +

Γn0u√
τB

. (2.57)Novamente, a transição entre a fase desordenada e a fase de bolhas é de primeira ordem,já que τB 6= 0 sempre. A partir da equação algébria anterior, determinamos o limite demetaestabilidade da fase de bolhas τ (esp)
0 ≈ −2.51τ̄n0, que é um pouo menor que a espinodal dafase de listras. Assim, se o sistema fosse resfriado a partir do estado desordenado, esperaríamosobter primeiramente a fase de listras. Uma abordagem de ampo médio indiaria que todas asfases moduladas onstruídas a partir da superfíie de mínima energia, �gura 2.10, tornar-se-iamestáveis a uma mesma temperatura, onstituindo um onjunto de estados degenerados. Portanto,esta quebra de degeneresênia do estado de menor energia é uma onseqüênia da atuação das�utuações do parâmetro de ordem, e não do tamanho limitado do sistema, já que ela tambémoorre no aso do bloo in�nito [8℄.Através da fórmula (2.47) e da de�nição das variáveis adimensionais (2.48), obtemos a dife-rença de energia entre a fase tipo bolhas e o estado desordenado:

∆Fb =
4
(

uΓ4
n0

)1/3

15

[

−7ρ2
B

6
− ρ2

2
−√

ρ+
√
ρB

]

. (2.58)A �gura 2.19 ompara as diferenças de energia orrespondentes às fases de listras e do tipo
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Figura 2.19. Diferenças de energia livre ∆F referentes à fase de listras (urva ontínua) e à fase tipobolhas (urva traejada) em função de q0d
π

. Ambas são araterizadas por n0 = 1; as regiões sombreadasindiam que elas não são metaestáveis, de modo que não faz sentido de�nir a diferença de energia livre.bolhas. Nota-se que, em ambos os asos, há a presença de barreiras de energia nas vizinhançasdos pontos em que a ondição (2.50) é satisfeita. Contudo, o aspeto mais importante que podeser apreendido da �gura é que a energia da fase de listras é menor que a energia da fase tipobolhas, indiando que aquela é mais estável. De modo geral, isto oorre não somente para atemperatura onsiderada no grá�o, mas para qualquer valor de temperatura. Logo, omo aespinodal da última é maior que a da primeira, esperamos que oorram prinipalmente fases delistras para o bloo �nito. É laro que a presença de um ampo externo pode alterar bastanteeste enário, tornando a fase de bolhas mais estável para ertos valores do ampo, omo oorreno aso do bloo in�nito [6℄.Con�gurações om modulações mais omplexas que a fase de bolhas podem ser onstruídasdiretamente a partir da superfíie de mínima energia no espaço de momentos; porém, os álulostambém tornam-se mais omplexos e mais longos. Da omparação entre as diferentes fasesonsideradas até o momento, a saber, a de listras geral, a de listras omensuráveis e a do tipobolhas, notamos que, quanto mais simples o padrão, mais estável é a fase orrespondente, aexemplo do que oorre no aso do bloo in�nito. Dessa maneira, esperamos que a fase ordenadamais estável seja a de listras ou, nos asos partiulares em que a ondição (2.50) for satisfeita,a de listras omensuráveis.Na literatura, as simulações de ferromagnetos de Ising dipolares são feitas em sistemas �ni-tos, porém om ondições de ontorno periódias [57, 58, 59℄, o que nos impede de fazer umaomparação direta om o presente aso, já que o papel das ondições de ontorno de Dirihlet éfundamental. Entretanto, alguns aspetos mais gerais podem ser disutidos: por exemplo, nostrabalhos de MaIsaa et al. [57, 58℄, é observado que a fase de listras é mais estável tanto emrelação à fase uniforme omo em relação à fase tipo tabuleiro de xadrez, que seria o análogo dafase de bolhas para o aso de um sistema om uma rede ristalina quadrada subjaente3. Alémdisso, as simulações também indiam que o período da modulação rese onforme a razão entreas interações de troa e dipolar aumenta, de aordo om o omportamento qualitativo sugeridopela equação (2.29). A grande diferença em relação aos resultados apresentados aqui é queestes autores também observam uma outra fase entre a de listras e a desordenada om simetria3 Em geral, as simulações não se referem ao limite do ontínuo, omo o presente modelo, mas dependem daestrutura ristalina onsiderada.



64 Capítulo 2. Ferromagnetos Dipolares om Dimensões Finitassemelhante à da rede subjaente e sem ordem orientaional de longo alane, hamada fasetetragonal. O motivo dessa diferença pode estar não só no fato de termos usado ondições deontorno do tipo Dirihlet, mas também por estarmos no limite do ontínuo, em que a simetriada rede subjaente é �invisível�.Outra fase observada em trabalhos numérios [59℄ e teórios [43℄ que não aparee no atualmodelo é a fase nemátia, que apresenta ordem orientaional, mas não posiional. A prinipalrazão de não a observarmos aqui é não termos levado em onta o papel das exitações elástiase dos defeitos topológios, onforme expliado durante a seção 1.4. De qualquer modo, valenotar que, no aso do bloo �nito, as �utuações elástias são menos fortes devido à �nitudedo sistema, o que impede a divergênia do fator de Debye-Waller. Além disso, a �nitude dosistema introduz um tamanho máximo para os defeitos topológios, podendo inlusive alterara dinâmia da transição por desligamento dos pares om argas topológias opostas. Por �m,vale menionar que a presença de um ampo ristalino su�ientemente forte poderia estabilizara ordem translaional para um erto intervalo de temperaturas, garantindo a integridade da fasede listras.2.4. Apliação aos �lmes �nos de MnAs:GaAsPodemos apliar o formalismo desenvolvido nas seções anteriores diretamente ao aso dos�lmes �nos de MnAs:GaAs para desrever a estrutura magnétia dos terraços ferromagnétios.Para isso, além de usarmos o fato de a largura do bloo dereser om a temperatura de aordoom a relação linear (2.1), é neessário estimarmos os valores das grandezas mirosópias quedeterminam os parâmetros da Hamiltoniana (2.30), τ0, u e c, de aordo om as relações (2.32).Como não estamos interessados em uma desrição quantitativa exata, mas nas propriedadesfísias mais gerais oriundas dos dois ingredientes prinipais do modelo - a ompetição de inte-rações e as ondições de ontorno de Dirihlet - podemos tomar valores aproximados para estasgrandezas, baseados em dados experimentais disponíveis na literatura [47, 48, 49, 50, 51℄. Dessemodo, no que se segue, onsideramos a = 5Å, g = 3, D = 130 nm e Tc = 32 meV.A primeira estimativa que podemos realizar é a respeito da validade da solução de ampomédio auto-onsistente. De aordo om o que foi apresentado na seção 1.3, há vários ritériospara se deidir sobre a preisão deste método, desde o mais rigoroso4 (u/c2)1/15 ≪ 1, atéo menos restritivo (u/c2)1/6 ≪ 1. Usando os valores estimados, obtemos que (u/c2)1/15 ≈
0.58 e (u/c2)1/6 ≈ 0.27, indiando que os resultados obtidos pela abordagem auto-onsistentetêm um razoável grau de on�abilidade. No que onerne as outras aproximações usadas nosdesenvolvimentos anteriores, veri�amos que q0D ≈ 7.4, o que justi�a termos desprezado otermo e−qD na expansão em série de Taylor da densidade de energia total (2.26). Além disso, atemperatura de referênia T ∗, dada pela última fórmula de (2.32), pode ser aproximada por Tc,isto é, T ∗ ≈ Tc. Por �m, sobre a aproximação analítia (2.24) da densidade de energia dipolar(2.20), ela apresenta pequenos desvios em relação à expressão numéria para valores da razãode aspeto d/D > 0.5, desde que nos restrinjamos a momentos próximos de q0. Assim, podemosusá-la om bastante segurança no intervalo de temperaturas de interesse.4 É importante salientar que c = 1 na análise da seção 1.3.
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Figura 2.20. Diferença de energia livre ∆F entre a fase de listras e a fase desordenada em função datemperatura T (em graus Celsius), referente aos �lmes �nos de MnAs:GaAs. Os mínimos abruptosreferem-se às fases de listras omensuráveis, em que a magnetização não se modula ao longo da direçãoilimitada, mas se divide em n0 domínios ao longo da direção limitada, om 1 ≤ n0 ≤ 10.Primeiramente, onsideremos a formação da fase de listras (2.42) dentro dos terraços ferro-magnétios. Conforme expliado na seção anterior, ela pode ser interpretada omo uma estruturade n0 domínios na direção x̂ om uma modulação de q0y ao longo da direção ilimitada ŷ. A �gura2.20 apresenta a diferença de energia livre entre a fase de listras e o estado desordenado para ointervalo de temperaturas orrespondente à região de oexistênia das fases α e β nos �lmes �nosde MnAs:GaAs. Notamos que, para todo o intervalo, a fase de listras enontra-se sempre abaixoda temperatura espinodal, on�rmando a existênia de estruturas magnétias auto-organizadasdentro dos terraços. Além disso, para temperaturas nas quais a ondição q0d
π ∈ Z é satisfeita,observamos a presença de mínimos loais de energia orrespondentes à formação da fase delistras omensuráveis (2.53) - isto é, sem modulação na direção ŷ - om 1 ≤ n0 ≤ 10. Em umsistema experimental, há que se onsiderar a presença de vários tipos de impurezas na amostra,de modo que os terraços ferromagnétios não terão todos a mesma largura d para uma ertatemperatura T , mas apresentarão uma distribuição de larguras ujo valor médio é dado por(2.1). Assim, esperamos que estes mínimos abruptos sejam substituídos por vales mais suaves.Outro aspeto importante sobre a diferença de energia livre que não está apresentada ex-pliitamente na �gura 2.20 é que, no aso do MnAs:GaAs, as diferenças de energia entre asfases de listras om números de domínios n0 distintos são pratiamente nulas - ou, dito deoutra forma, envolvem esalas de energia indistinguíveis experimentalmente. Assim, no iníioda região de oexistênia, a 0 ◦C, todos os estados ontendo de 1 a 10 domínios na direção x̂ (esuas orrespondentes modulações em ŷ) são degenerados. Entretanto, onforme a temperaturaaumenta, o sistema atinge o primeiro mínimo, orrespondente ao estado sem modulação nadireção ŷ e om n0 = 10 domínios ao longo da direção limitada. A seguir, todas as listrasenglobando de 1 a 9 domínios em x̂ possuem pratiamente a mesma energia livre. Contudo,omo o estado anterior possuía 10 domínios, é energetiamente favorável ao sistema que elequebre apenas um domínio e �que na on�guração om n0 = 9, em detrimento de todas asoutras possíveis, antes de atingir o mínimo orrespondente a 9 domínios sem modulação em

ŷ, a uma temperatura superior. Dessa maneira, podemos interpretar que, a ada um dessesmínimos loais apresentados na �gura 2.20, o sistema altera o número de domínios ao longo dadireção x̂, até atingir a temperatura T ≈ 45 ◦C, na qual a semi-elipse do espaço de momentos
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TFigura 2.21. Valor médio da modulação da magnetização ao longo da direção ilimitada 〈qy〉 (em unidadesde 10−3Å−1) em função da temperatura T do �lme �no de MnAs:GaAs (em graus Celsius). Foi on-siderada uma distribuição Gaussiana de larguras d do terraço, om valor médio dado por (2.1) e desviopadrão de 5% em relação à média.não engloba mais nenhuma valor inteiro da oordenada n. A partir daí, o estado moduladonão é mais possível de ser onstituído, e o formalismo anterior perde a sua validade. Uma daspossibilidades é que, a partir desta temperatura, surja a fase uniforme, isto é, sem modulaçãoao longo da direção x̂.Comparando om os dados obtidos das imagens de MFM e do espalhamento ressonante deraios X, disutidos na seção 2.1, notamos uma onordânia qualitativa no regime de temperatu-ras em que as estruturas do tipo II são observadas - isto é, estruturas nas quais a magnetizaçãoaponta na direção ẑ. Em [13℄, foram observadas on�gurações de 2 e 3 domínios, enquanto em[52℄ puderam ser notadas on�gurações om 4 e até mesmo 5 domínios ao longo da direção x̂ doterraço (em todos os asos, também é observada uma modulação ao longo da direção ilimitada).De aordo om os nossos resultados, aima de 25 ◦C, que é aproximadamente a temperaturana qual a magnetização se reorienta, de aordo om [13℄, formam-se estruturas magnétias ujonúmero de domínios varia de 1 a 5, onordando om os resultados experimentais. É importantesalientar que este resultado não é devido a nenhuma das aproximações empregadas ao longo dodesenvolvimento do modelo, nem a nenhuma espei�idade que lhe seja peuliar. Pelo ontrário,trata-se de um resultado de aráter mais geral, fruto da natureza das interações ompetitivas- que geram um mínimo de energia para um valor não-nulo do vetor de onda q0 6= 0 - e dasondições de ontorno impostas - que disretizam uma das omponentes do vetor de onda.Uma veri�ação experimental mais direta do modelo aqui apresentado - e, em partiular,da existênia dos múltiplos mínimos de energia - poderia ser feita medindo-se a omponente
qy do vetor de onda, orrespondente à modulação ao longo da direção ilimitada ŷ, ao longoda região de oexistênia. Tal medida poderia ser feita, por exemplo, através de espalhamentode raios X. Na �gura 2.21, apresentamos a previsão do omportamento de 〈qy〉 em função datemperatura, onsiderando o aso mais onreto de terraços obedeendo a uma distribuiçãoGaussiana de larguras d, om valor médio dado por (2.1) e desvio padrão de 5% em relação àmédia (uma distribuição Gaussiana também foi onsiderada em [13℄). A existênia dos mínimosde energia disutidos anteriormente faz om que a modulação média ao longo da direção ŷapresente osilações, que se tornam mais fortes à medida em que o número de domínios diminui.
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Figura 2.22. Diferenças de energia livre ∆F orrespondentes às fases de listras (urva ontínua) e tipobolhas (urva traejada) em função da temperatura T do �lme �no de MnAs:GaAs (em graus Celsius).Os mínimos de energia mostrados na �gura 2.20 foram retirados para deixar o grá�o mais laro.Este resultado inédito é uma previsão importante do nosso modelo e passível de ser veri�adaem laboratório, sugerindo a realização de novos experimentos.Quanto à fase tipo bolhas, de aordo om o que disutimos na seção anterior, não é dese esperar que elas sejam observadas. A �gura 2.22 ompara as diferenças de energia livrereferentes à fase de listras e à fase tipo bolhas para o MnAs:GaAs, on�rmando laramente queesta última possui uma energia maior que a primeira, e, portanto, não deve ser observada. Defato, nenhuma das imagens de MFM india sequer remotamente a possibilidade de existiremon�gurações omo a esquematizada na �gura 2.18, referente à fase de bolhas; pelo ontrário,elas sugerem estruturas muito mais próximas à fase de listras, esquematizada na �gura 2.13.Assim, de um modo geral, podemos dizer que o modelo desenvolvido anteriormente de umparâmetro de ordem esalar obedeendo à Hamiltoniana de Brazovskii e om ondições deontorno do tipo Dirihlet aptura os prinipais ingredientes apazes de desrever, ao menosqualitativamente, as omplexas estruturas magnétias auto-organizadas observadas nos terraçosferromagnétios dos �lmes �nos de MnAs:GaAs. Para prosseguir no entendimento delas, éneessária a introdução de ingredientes adiionais, omo a presença de desordem, os efeitos dasexitações topológias e o aráter vetorial do parâmetro de ordem. Na seqüênia, foaremosprinipalmente neste último item.2.5. Além da simetria Ising: o modelo XZPara sermos apazes de desrever o fen�meno de reorientação magnétia observado nos ter-raços ferromagnétios, bem omo a onseqüente mudança na forma das urvas de histerese(�gura 2.6), é neessário onsiderarmos um parâmetro de ordem vetorial. Como foi expliadoanteriormente, no MnAs:GaAs a magnetização não pode apontar na direção ŷ devido à presençade um forte ampo ristalino. Assim, para todos os efeitos, onsideramos um modelo XZ, no qualo spin tem duas omponentes φx (x, y) e φz (x, y). Nosso objetivo iniial é obter a Hamiltonianade Ginzburg-Landau apaz de desrever a ompetição entre as interações de troa e dipolar,ombinada às ondições de ontorno de Dirihlet.



68 Capítulo 2. Ferromagnetos Dipolares om Dimensões FinitasNa ausênia da interação dipolar, é sabido que o modelo XZ em duas dimensões não possuiordem de longo alane devido às exitações térmias de ondas de spin - é o hamado teoremade Mermin-Wagner [60℄. Contudo, mesmo no aso de um sistema in�nito, Maleev mostrou quea interação dipolar é apaz de estabilizar uma fase ordenada [61℄. Uma abordagem bastanteompleta sobre este sistema foi desenvolvida reentemente em [62℄, a partir da renormalizaçãodo modelo σ não-linear modi�ado pela inlusão da interação dipolar. Neste trabalho, os autoresargumentam que os defeitos topológios (vórties) não ausam efeitos tão dramátios quanto nosistema XZ �puro�, no qual eles induzem uma transição do tipo Kosterlitz-Thouless entre umafase om ordem de quase-longo alane e uma fase om ordem de urto alane apenas. Assim,no que se segue, não onsideraremos a presença de vórties magnétios no bloo �nito.A interação ferromagnétia de troa entre os spins é desrita pela Hamiltoniana mirosópiade Heisenberg:
HHeisenberg = −J

2

∑

〈i,j〉

~Si · ~Sj . (2.59)Apliando uma transformação de Hubbard-Stratonovih, obtemos a seguinte Hamiltonianade Ginzburg-Landau (mais detalhes enontram-se no Apêndie B):
Htroca =

∫

d3x
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J

2aT

∣

∣
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~∇~ϕ (~x)
∣

∣

∣

2

+
2 (T − Tc)

a3T
(~ϕ · ~ϕ) +

5Tc
4a3T

(~ϕ · ~ϕ)
2

]

, (2.60)em que Tc = Jz/4 e, a exemplo do aso Ising, de�nimos o parâmetro de ordem:
~ϕ (~x) = ~φ (x, y) θ (x) θ (d− x) θ (D/2 − z) θ (D/2 + z) . (2.61)Novamente, as ondições de ontorno de Dirihlet impliam na seguinte expansão do parâmetrode ordem em série de Fourier:

~φ (x, y) =
∑
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~φn,qy sin
(nπx

d

)

eiqyy , (2.62)om:
~φn,qy =

2

dLy

∫ d
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∫ ∞

−∞
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(nπx

d

)

e−iqyydxdy . (2.63)Substituindo estas expressões na Hamiltoniana de troa (2.60), obtemos a densidade deenergia de troa dentro do bloo:
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(
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n2,q2φ

(j)
n3,q3 , (2.64)em que estamos usando novamente a notação (2.11), além da onvenção de somar índiessobre-esritos repetidos, referentes às duas omponentes do parâmetro de ordem.



2.5. Além da simetria Ising: o modelo XZ 69A densidade de energia dipolar do bloo é obtida seguindo os mesmos passos do aso Ising:a magnetização relaiona-se om o parâmetro de ordem vetorial através de:
~M (~x) =

(gµB
a3

)

~ϕ (~x) . (2.65)Portanto, basta substituir ρ = −~∇ · ~M na expressão (2.16) para obter a energia de umaon�guração arbitrária. O álulo é trabalhoso, porém direto; a densidade de energia dipolardentro do bloo pode ser esrita omo:
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=
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, (2.66)em que a soma se restringe a n e n′ de mesmas paridades e os kernels são dados por:
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. (2.67)Assim omo no aso Ising, as integrais não podem ser resolvidas analitiamente. Entretanto,seus integrandos possuem a mesma forma disutida naquele aso, isto é, podem ser fatoradospor g(i)
qy (u)hn(u), em que g(i)

qy (u) é uma função monot�nia bem omportada e hn(u), de�nida em2.22, possui um pio bastante pronuniado em u ≈ nπ (ver �gura 2.9, por exemplo). Portanto,seguindo os argumentos apresentados naquele aso, podemos aproximar os kernels por:
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, (2.68)de modo que a densidade de energia dipolar �a sendo dada por:
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.(2.69)Portanto, ombinando as densidades de energia (2.64) e (2.69), obtemos a densidade deenergia total:
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Figura 2.23. Representação tridimensional das funções fx (qx, qy), à esquerda, e fz (qx, qy), à direita,de�nidas em (2.71), no limite em que a omponente qx = nπ/d é tratada omo uma variável ontínua.
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n3,q3 , (2.70)em que de�nimos as seguintes funções, representadas na �gura 2.23:

fx (n, qy) =
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Jq2

4aT
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a3

)2
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1 − e−qD
)

qD
. (2.71)As minimizações de energia podem ser feitas independentemente para as duas omponentesdo parâmetro de ordem. Como era esperado, no aso da omponente φz reobtemos o mesmoresultado do aso Ising, ou seja, esta omponente da magnetização apresenta uma on�guraçãoordenada om a modulação típia q0 dada por (2.29), em aordo om a �gura 2.23. Conformedisutido na seção 2.2, o estado de mais baixa energia orresponde à fase de listras om n0domínios na direção x̂ e modulação q0y na direção ŷ, de aordo om as urvas de nível da �gura2.13.Já no que onerne a omponente φx, a situação é bem diferente e a Hamiltoniana resultantenão é desrita pelo modelo de Brazovskii. Para ver isso, onsideremos, por um instante, o aso dobloo in�nito: a expressão (2.71) permanee om a mesma forma, desde que façamos a assoiação

qx → nπ/d . Assim, �a laro que o mínimo de fx (qx, qy) é atingido para qx = 0 e qy → 0, omoilustra a �gura 2.23, signi�ando que o estado ordenado é uniforme, e não modulado. Voltandoao aso do bloo �nito, esta on�guração om qx = 0 não pode ser estabeleida por ausa dadisretização da omponente qx. Logo, a energia é minimizada pela on�guração que possuio menor valor possível da omponente qx = nπ/d, ou seja, n = 1, fazendo om que o estado



2.6. Reorientação magnétia e urvas de histerese 71mais estável da omponente φx da magnetização seja aquele om um únio domínio na direção
x̂. Este mínimo também é araterizado por uma modulação qy 6= 0 na direção ŷ que diminuionforme a largura do bloo aumenta, tendendo a zero no limite do bloo in�nito.Portanto, esta desrição onorda qualitativamente om a on�guração de domínios do tipo Iobservada experimentalmente por mirosopia de força magnétia nos terraços ferromagnétiosdos �lmes �nos de MnAs:GaAs (ver �gura 2.5). Desse modo, a abordagem via Hamiltonianasefetivas de Ginzburg-Landau é apaz de expliar todas as estruturas magnétias que se formamnestes terraços, a saber: as estruturas tipo I, om a magnetização paralela ao plano do substratoe um únio domínio na direção x̂, e as estruturas tipo II, om a magnetização perpendiularao plano do substrato dividida em 2, 3, 4 e 5 domínios na direção x̂. Contudo, para fazerprevisões mais quantitativas a respeito da temperatura de reorientaçãomagnétia ou da mudançana forma das urvas de histerese, esta abordagem traz algumas di�uldades e desvantagens.Uma delas reside no fato de os domínios ferromagnétios previstos por este modelo não seremdomínios abruptos, om paredes de Néel ou de Bloh bem de�nidas, mas sim domínios senoidais,�espalhados�, o que impede uma desrição apropriada da rotação deles.Assim, no que se segue, baseados nos resultados qualitativos forneidos por este métodoaera das on�gurações de menor energia da magnetização dentro do bloo �nito, desenvolvemosum modelo fenomenológio mais fáil de ser manipulado e om o qual podemos fazer previsõesdiretas sobre a reorientação magnétia e a mudança na forma das urvas de histerese, usandoomo �dados de entrada� apenas os parâmetros mirosópios dos �lmes �nos de MnAs:GaAs.2.6. Reorientação magnétia e urvas de histeresePara desrever as urvas de histerese, é desejável uma modelagem que permita estudar asrotações dos domínios magnétios em função do ampo externo apliado. Já disutimos ante-riormente quais são as araterístias qualitativas das estruturas de domínio que minimizam ofunional de energia livre do bloo �nito. Assim, estamos em posição de nos restringirmos a umaon�guração espeí�a e investigar suas propriedades detalhadamente através da minimização daenergia total, inluindo termos mais espeí�os que não foram levados em onta anteriormente,omo, por exemplo, a anisotropia ristalina.Consideremos, iniialmente, um modelo fenomenológio para desrever os domínios mag-nétios orrespondentes às estruturas tipo II (ver �gura 2.5). Por simpliidade, vamos foar noaso de domínios unidimensionais, isto é, que se estendem somente ao longo do eixo x. Como amagnetização não pode apontar na direção ŷ, �a laro que o únio tipo de domínio possível deser formado é o de Néel [53℄. Logo, de�nimos a magnetização através de:

~M = [Mx(x)x̂ +Mz(x)ẑ] θ (D/2 + z) θ (D/2 − z) , (2.72)om5:5 Na expressão aima, o uso das funções degrau pode ser justi�ado no limite de paredes de domínio muitopequenas na direção ẑ, isto é, σz → 0.
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Figura 2.24. Per�s das omponentes Mz (grá�o à esquerda) e Mx (grá�o à direita) da magnetizaçãoem função de x/d. Esta on�guração orresponde a N = 4 domínios unidimensionais de Néel omparedes abruptas σ ≪ d .
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(−1)
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{
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[

−x− d(i− 1)/N√
2σ

]

− erfc

[

−x− di/N√
2σ

]}

, (2.73)em que erfc(x) denota a função erro omplementar e M0, a magnetização de saturação. Aesolha da função erro omplementar deve-se às suas propriedades geométrias e analítias,omo �ará mais laro adiante. O inteiro N denota o número de domínios ao longo da direção
x̂ e σ orresponde à largura da parede de domínio, ujo valor é aquele que minimiza a energiatotal da on�guração; novamente, usamos d para denotar a largura do bloo. A �gura 2.24ilustra o per�l de Mz om N = 4 domínios e paredes abruptas, isto é, σ ≪ d ; nota-se que amagnetização só não se anula na região aproximada 0 ≤ x ≤ d. No que se segue, assumimos quea ondição σ ≪ d seja satisfeita sempre, isto é, restringimo-nos a paredes de domínio abruptas- em aordo om as imagens de MFM para o MnAs:GaAs. Neste aso, a omponente Mx podeser aproximada por funções Gaussianas:

Mx(x) = M0

N−1
∑

i=1

e−
(x−di/N)2

2σ2 . (2.74)O omportamento da omponente Mx orrespondente ao aso de N = 4 domínios é tambémapresentado na �gura 2.24, evideniando sua forma aproximadamente Gaussiana. O valor de σ éobtido minimizando-se a energia total da on�guração, omo expliado em detalhes no ApêndieC. Para desrever a reorientação magnétia e as urvas de histerese dos spins do bloo �nito, éneessário permitir que a on�guração (2.73)-(2.74) rotaione em relação ao eixo z, de modo quepossamos obter, a partir de uma únia expressão, tanto a estrutura de domínios tipo II quantoa tipo I - na qual a magnetização aponta na direção x̂. Para isso, introduzimos a on�guraçãomais geral:
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Mx(x) = M0 (1 − sin θ)
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,

Mz(x) = M0 cos θ
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2σ

]

− erfc

[

−x− di/N√
2σ

]} (2.75)em que θ denota o ângulo que a magnetização faz om o eixo z. Fia laro que, para θ = 0,reobtemos a on�guração disutida anteriormente (tipo II), enquanto que θ = π/2 fornee ummonodomínio om a magnetização paralela ao eixo x (tipo I). A energia total da on�guração(2.75) ompreende a ontribuição de quatro termos: a energia de troa, a energia dipolar mag-netostátia, a energia de anisotropia ristalina uniaxial e a energia devido ao aoplamento omo ampo magnétio.Para se obter o termo de troa, é neessário assumir uma simetria ristalina subjaente;a exemplo do que �zemos anteriormente, esolhemos uma rede úbia ujo parâmetro de rededenotamos por a. Assim, a magnetização de saturação �a dada por M0 = gµB/a
3, e a energiade troa, por:
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]

, (2.76)em que ~m = ~M/M0. Já a energia dipolar é obtida, novamente, através da fórmula (2.16), om
ρ = −~∇ · ~M . O termo referente à anisotropia ristalina re�ete o fato de uma das direções demagnetização ser mais �fáil� que a outra. Sua origem mirosópia remete à deformação danuvem eletr�nia dos átomos magnétios pela interação tipo dipolo induzido om os átomosdos sítios vizinhos. Conseqüentemente, o momento angular orbital dos elétrons desses átomosadquire um aráter anisotrópio, passando a apontar em ertas direções prefereniais. Assim,por ausa da interação spin-órbita, os momentos magnétios dos elétrons também apontamnessas mesmas direções, de�nidas pela simetria da rede subjaente. A aproximação mais simplesonsiste em assumir uma anisotropia ristalina uniaxial, uja ontribuição para a energia totalé dada por [53℄:

Ecristalina = −∆K

∫

d3xm2
x , (2.77)em que ∆K, a onstante de anisotropia, pode ser positiva ou negativa, dependendo se o eixo xfor o eixo fáil ou o difíil, respetivamente. Por �m, há que se onsiderar o termo:

Ecampo = −~h · ~M , (2.78)que surge devido à presença de um ampo magnétio externo. Para fazer ontato om as medidasexperimentais aera dos �lmes de MnAs:GaAs, tomamos a direção do ampo paralela ao eixo
x̂, isto é, ~h = hx̂. A partir das expressões anteriores, podemos obter a energia da on�guraçãogenéria (2.75). Após um álulo longo, porém direto, obtemos a seguinte expressão:
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, (2.80)o termo B (N, d,D):
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, (2.81)além do termo C (N, σd ):
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. (2.82)Nas fórmulas aima, o parâmetro p = d/D denota a razão de aspeto do bloo. Na expressãoda energia total (2.79), mantivemos apenas os termos que envolvem o ângulo θ, já que estamosinteressados não em valores absolutos, mas em diferenças de energia entre estados distintos.A partir dela, podemos determinar a partir de qual largura do bloo d a estrutura magnétiatipo II (θ = 0) passa a ser mais estável que a estrutura tipo I (θ = π/2). Porém, antes deapliarmo-na ao aso espeí�o do MnAs:GaAs, vamos investigar omo esta fórmula é apaz deforneer as formas das urvas de histerese ao se variar o ampo externo h.O método para obtenção das urvas de histerese que usaremos aqui foi desenvolvido porStoner e Wohlfarth [12℄. Trata-se de uma abordagem mirosópia relativamente simples, semparâmetros ajustáveis, e que leva em onta apenas a ontribuição da rotação dos domínios,desprezando efeitos de desordem ou de pinning. Basiamente, ela onsiste no seguinte: aose apliar um ampo externo h > 0 su�ientemente grande, é de se esperar que o mínimo



2.6. Reorientação magnétia e urvas de histerese 75global da energia livre (2.79) seja atingido para θ = π/2, isto é, todos os spins alinhados omo ampo na direção x̂. Conforme a intensidade do ampo diminui, outros mínimos podemsurgir, e θ = π/2 gradativamente deixa de ser um mínimo global para se tornar um mínimoloal, orrespondendo a um estado metaestável. Para um erto valor do ampo, que pode sernegativo ou positivo, este ponto deixa de ser um mínimo loal e a magnetização adquire umanova on�guração, orrespondendo a outro ponto de mínimo θ 6= π/2 da energia livre. Esteproesso de mudança de pontos de mínimo ontinua até que, para um ampo su�ientementeforte h < 0, o únio mínimo do per�l de energia livre orresponde a θ = −π/2, em que os spinsse alinham paralelamente ao ampo na direção −x̂: tem-se, assim, o ramo superior da urvade histerese. O ramo inferior é obtido analogamente. Fia laro que o fen�meno de histerese éuma propriedade de não-equilíbrio do sistema, assoiado à presença de estados metaestáveis, osquais são araterístios de transições de primeira ordem.Vamos apliar o método de Stoner-Wohlfarth ao aso do bloo �nito uja magnetização édada por (2.75) e uja energia livre, por (2.79). A minimização desta última fornee a equaçãotrigonométria:
∂E

∂θ
= 2A sin θ cos θ −

(

B +
h

M0
C

)

cos θ = 0 , (2.83)om a ondição:
∂2E

∂θ2
= 2A cos 2θ +

(

B +
h

M0
C

)

sin θ > 0 . (2.84)A equação (2.83) possui duas possíveis soluções: a primeira refere-se aos asos em que amagnetização se alinha na mesma direção do ampo externo (±x̂):
cos θ = 0 ⇒ θ± = ±π

2
, (2.85)os quais somente são pontos de mínimo se:

−2A+
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h

M0
C

)

≥ 0 , para θ = π
2 (2.86)

−2A−
(

B +
h

M0
C

)

≥ 0 , para θ = −π
2 . (2.87)A segunda solução de (2.83) orresponde a uma on�guração na qual a magnetização édesrita por:

θ0 = arcsin

(

B + h
M0
C

2A

)

, (2.88)que é um mínimo apenas se:
2A ≥

(

B + h
M0
C
)2

2A
. (2.89)Assim, para traçar o ramo superior da urva de histerese, tomamos um ampo externo
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h > 0 uja intensidade seja grande o su�iente de modo que a ondição (2.86) seja satisfeitae a magnetização aponte na direção positiva do eixo x. Diminuindo o valor de h, haverá umvalor para o qual esta desigualdade não mais será verdadeira. Neste aso, há dois possíveisenários: se A ≤ 0, a ondição para que θ0 seja um mínimo, desigualdade (2.89), jamais poderáser satisfeita e o sistema salta para a on�guração na qual os spins apontam na direção negativado eixo x, θ− = −π/2, já que a desigualdade (2.87) passa a ser verdadeira. Logo, a urva dehisterese sofre um salto abrupto, adquirindo uma forma quadrada. A magnetização remanente
Mr, de�nida omo o valor de Mx quando h = 0, é dada por:

Mr = M0 , (2.90)enquanto o valor do ampo magnétio hc que anula Mx, denominado de ampo oerivo, é:
hc = −M0

(

B − 2A

C

)

. (2.91)No aso em que A > 0, a situação se altera radialmente, pois a ondição (2.89) passa a sersatisfeita, de modo que outros estados estáveis surgem antes que a on�guração orrespondentea θ− = −π/2 seja alançada. Assim, o sistema salta ontinuamente de um mínimo para ooutro, até que h seja forte o su�iente para que a desigualdade (2.89) deixe de ser verdadeira ea magnetização passe a apontar na direção −x̂. Nesta situação, a forma da urva de histereseorresponde a um degrau inlinado. A magnetização remanente �a sendo dada por:
Mr =

{

M0 , se B > 2A

M0

(

B
2A

)

, noutro caso ,
(2.92)e o ampo oerivo, por:

hc = −M0

(

B

2C

)

. (2.93)Isto enerra a desrição do ramo superior da urva de histerese. Para se obter o ramo inferior,uma pequena modi�ação em (2.75) deve ser feita, pois esta on�guração assume que os spinsdentro das paredes de domínio apontam sempre na direção positiva do eixo x. Entretanto,após a magnetização ser reorientada pelo ampo externo, deve-se obrigar os spins das paredes aapontarem na direção negativa. O fato de esse proesso ter de ser realizado a posteriori e �à mão�é uma onseqüênia da simpli�ação de termos onsiderado apenas domínios unidimensionais,já que a rotação apropriada de todos os spins envolveria a introdução de domínios em outrasdireções, originando on�gurações bem mais omplexas que (2.75). De qualquer modo, após serealizar esta alteração, observamos que o ramo inferior é simétrio ao superior, omo o esperado.Podemos, agora, apliar tudo o que foi apresentado nesta seção ao aso espeí�o dos �lmes�nos de MnAs:GaAs. Como nosso objetivo é fazer uma onexão mais quantitativa om osresultados experimentais, estimamos, para os parâmetros mirosópios, valores ligeiramentediferentes em relação àqueles usados na seção 2.1, onde a omparação se deu em um nívelmais qualitativo. Assim, tomando a = 4Å e g = 4, 5, obtemos que a magnetização de saturaçãoassume o valorM0 = gµB/a
3 = 0, 65·106 A/m, que é bastante próximo do resultado experimental
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0, 67 · 106 A/m [63℄. A exemplo do que foi estudado na seção 2.1, tomamos J = 4, 5 meV e
D = 130 nm, que é a espessura dos �lmes �nos residos em [13℄. No que onerne a anisotropiaristalina, usamos os valores das onstantes de anisotropia medidas em [64℄, a saber, Kz =

7 ·106 erg/cm3 e Kx = 7, 4 ·106 erg/cm3. Isto implia que o eixo x é o eixo de fáil magnetização,araterizado por uma onstante de anisotropia uniaxial efetiva ∆K = 0, 4·106 erg/cm3. Por �m,de aordo om o que disutimos a respeito das estruturas de domínio dos terraços ferromagnétiosnas seções anteriores, e tendo em vista os resultados experimentais de [13℄, tomamosN = 3 omoo número de domínios referentes às estruturas magnétias do tipo II.Usando os resultados do Apêndie C, obtemos que a largura das paredes de domínio é dadapor σ ≈ 4a = 16Å, que é muito menor que os valores típios assumidos pela largura d dosterraços ferromagnétios na região de oexistênia, da ordem de entenas de nan�metros. Deposse deste valor de σ, apresentamos, na �gura 2.25, a diferença de energia livre (2.79), naausênia de ampos externos, entre a on�guração em que a magnetização aponta na direção x̂(estruturas tipo I, θ = π/2) e a on�guração em que ela aponta na direção ẑ e está dividida em
3 domínios (estruturas tipo II, θ = 0). Notamos que, onforme a largura do terraço diminui, aenergia assoiada às estruturas tipo II se aproxima da energia assoiada às estruturas tipo I, deforma que uma reorientação magnétia oorre para p = d/D ≈ 1, 5.O efeito desta reorientação magnétia nas urvas de histerese pode ser observado nos grá-�os da �gura 2.26, em que mostramos as urvas obtidas de aordo om a abordagem deStoner-Wohlfarth delineada anteriormente, usando os parâmetros mirosópios do MnAs:GaAs.O termo B da energia livre, dado pela equação (2.81), permanee positivo para qualquer valorda razão de aspeto p, enquanto o termo A, dado por (2.80), é negativo para p & 1, 8 e positivopara p . 1, 8. Assim, onforme disutido anteriormente, há uma mudança na forma da urva dehisterese quando p ≈ 1, 8: ela passa de um formato quadrado, quando os terraços são mais largos,para a forma de um degrau inlinado, quando os terraços se estreitam. Isto está intimamenterelaionado à reorientação magnétia, que oorre quando A torna-se maior que B. A �gura2.27 apresenta o omportamento do ampo oerivo e da magnetização remanente à medidaem que a temperatura do �lme é variada e a largura dos terraços, onseqüentemente, alterada.
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H (Oe)Figura 2.26. Curvas de histerese preditas pelo modelo baseado na abordagem de Stoner-Wohlfarth. Nosgrá�os, a magnetização relativa ao longo do eixo x, denotada por M/M0, é apresentada em funçãodo ampo externo ~h = hx̂ (em Oersted) para p = 1.9 (grá�o superior à esquerda), p = 1.7 (grá�osuperior à direita) e p = 1.5 (grá�o inferior).Observamos que Mr permanee igual a M0 até um pouo após a mudança na forma das urvasde histerese, omeçando a diminuir para p . 1, 65.Podemos omparar a �gura 2.26 om as urvas de histerese obtidas através de medidasde espalhamento ressonante de raios X [13℄ e apresentadas anteriormente na �gura 2.6. Asformas observadas experimentalmente assemelham-se bastante às formas derivadas a partir dopresente modelo, om a diferença de que as primeiras são mais arredondas que estas últimas,provavelmente devido a efeitos de desordem na amostra [65℄. Em [13℄, Coelho et al. enontramque a mudança na forma das histereses oorre para pexp ≈ 2, 9, e atribuem este efeito aoapareimento das estruturas de domínio tipo II nas imagens de MFM. Apesar de o valor deter-minado experimentalmente não onordar exatamente om o valor obtido segundo o modelo deStoner-Wohlfarth, p ≈ 1, 8, ambos estão satisfatoriamente próximos. Além disso, a abordagemfenomenológia desenvolvida aqui estabelee laramente a onexão entre os fen�menos observa-dos via espalhamento de raios X - a mudança na forma da histerese - e aqueles observados viaimagens de mirosopia - a reorientação magnétia.Outros trabalhos experimentais sobre os �lmes �nos de MnAs:GaAs também indiaram amudança na forma das urvas de histerese, omo [66℄ e [52℄, nos quais a resposta magnétia foiestudada usando-se SQUID ao invés de raios X. Mesmo em sistemas om uma geometria bastantediferente - disos, ao invés dos �lmes �nos extensos - uma mudança nas urvas de histeresequalitativamente similar a esta foi observada [67℄. Em [66℄, os autores realizam simulaçõesnumérias miromagnétias, sugerindo que a mudança na forma das urvas de histerese deve-seà formação de domínios multidimensionais mais omplexos, om paredes também ao longo dadireção ẑ. Entretanto, o trabalho posterior de Däweritz et al. [52℄, no qual foram observadas
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pFigura 2.27. Campo oerivo hc (em Oersted, grá�o à esquerda) e magnetização remanente relativana direção x̂ M/M0 (grá�o à direita) em função da razão de aspeto do bloo �nito p.as estruturas tipo II om 4 ou 5 domínios previstas pelo nosso modelo, indiou que ele ofereeuma desrição muito mais satisfatória da estrutura magnétia do MnAs:GaAs do que o modelode domínios multidimensionais de [66℄.É importante salientar que uma das prinipais disordânias entre os resultados teórios eas medidas experimentais reside no valor dos ampos oerivos, que hegam a ter diferenças deuma ordem de grandeza. Contudo, este fato não deve ser enarado om muita preoupação,pois a inapaidade de modelos mirosópios de urvas de histerese reproduzirem orretamenteo ampo oerivo não é exlusividade da abordagem de Stoner-Wohlfarth, mas também oorreem simulações miromagnétias. A falta de um onheimento mais preiso sobre os valores dosparâmetros mirosópios dos terraços e, prinipalmente, sobre a presença de desordem e entrosde pinning, impede uma reprodução preisa das urvas de histerese experimentais.É bastante interessante notar que uma abordagem tão simples omo a de Stoner-Wohlfarth,que trata apenas da rotação oerente dos domínios magnétios, forneça resultados om umasatisfatória onordânia em relação às observações experimentais. Um re�namento do presentemodelo que fosse apaz de aproximar o valor teório p = 1, 8 do valor experimental pexp = 2, 9,passaria por levar em onta a modulação ao longo da direção ŷ, a interação dipolar entre terraçosdistintos, a presença de desordem estrutural e os efeitos de nuleação, todos desprezados na atualmodelagem. Nesse sentido, abordagens bastante distintas desta, omo a equação dinâmia deLifshitz-Gilbert [53℄, poderiam propiiar ontribuições interessantes. De qualquer modo, osaspetos delineados nesta seção forneem uma base bastante sólida para o entendimento daspropriedades físias relevantes à auto-organização magnétia dos terraços ferromagnétios de�lmes �nos de MnAs:GaAs.





Capítulo 3Isolantes de Mott DopadosNeste apítulo, investigamos a onexão entre as propriedades de transporte e a termodi-nâmia dos sistemas desritos pelo modelo de Brazovskii, explorado om detalhes nos apítulosanteriores. A prinipal motivação para tal estudo reside na observação, em ompostos fortementeorrelaionados, de mesofases eletr�nias inomogêneas araterístias do modelo de Brazovskii,omo as fases de listras e as fases nemátias. Todos estes materiais são desritos omo isolantesde Mott antiferromagnétios dopados; dentre eles, destaam-se os upratos (bidimensionais)e as manganitas (tridimensionais), aos quais estão assoiados fen�menos físios tão interes-santes quanto ainda misteriosos, omo a superondutividade de alta temperatura rítia e amagneto-resistênia olossal, respetivamente. A partir de uma generalização de um modelosimples para a difusão eletr�nia em sistemas inomogêneos, onheido omo rede de resistoresaleatórios, desenvolvemos uma expansão perturbativa para a ondutividade, om a qual inves-tigamos omo a termodinâmia do modelo de Brazovskii - e, em partiular, o espetro dasexitações elementares - in�uenia as propriedades de transporte. Além disso, estendemos estaanálise para o aso de outros sistemas fortemente orrelaionados e inomogêneos que não são des-ritos pela Hamiltoniana de Brazovskii: os isolantes de Mott puros. Neste ontexto, mostramosomo o entendimento sobre a onexão entre as propriedades rítias e as de transporte podeeluidar a lasse de universalidade da transição de Mott a temperaturas �nitas - uma transiçãode extrema importânia no ontexto de sistemas em que a interação eletr�nia desempenha umpapel fundamental.3.1. Propriedades de transporte e as fases mirosópias dos isolantesde Mott: sais orgânios, upratos e niquelatosUsualmente, ao se modelarem as propriedades físias dos sólidos, a interação repulsivaCoulombiana entre os elétrons é desprezada, ou então, tratada apenas perturbativamente. Con-tudo, em alguns materiais existentes na Natureza, a orrelação eletr�nia é tão forte que não sónão pode ser deixada de lado, omo também se torna responsável pelas prinipais araterístiasapresentadas por eles: trata-se dos sistemas fortemente orrelaionados. O ferromagnetismo,omo o referente ao MnAs abordado no apítulo anterior, é um exemplo de manifestação destaforte orrelação entre os elétrons, omo também o é a superondutividade [2℄. Em geral, espera-seque as propriedades marosópias de transporte destes sistemas arreguem informações valiosassobre a sua estrutura mirosópia e a sua termodinâmia, já que, usualmente, os responsáveispelo transporte são os elétrons, protagonistas da interação Coulombiana.



82 Capítulo 3. Isolantes de Mott DopadosUma lasse bastante importante de sistemas fortemente orrelaionados, aos quais estãoassoiados fen�menos físios únios e om elevado potenial para apliações tenológias, sãoos isolantes de Mott [68℄. Sua desrição mirosópia apropriada será delineada na seção 3.2;por enquanto, vamos nos ater a alguns resultados experimentais gerais referentes a eles. Deuma maneira simpli�ada, pode-se dizer que o aráter isolante desta lasse de ompostos é frutoda repulsão Coulombiana eletr�nia, ao ontrário dos isolantes tradiionais, em que o prinipalingrediente responsável por essa propriedade é o Prinípio da Exlusão de Pauli. Várias das fasesinteressantes relaionadas aos isolantes de Mott surgem quando lhes são introduzidos portadoresde arga adiionais (elétrons ou buraos) - ou seja, quando eles são dopados.Iniialmente, vamos nos ater aos isolantes de Mott puros, isto é, sem dopagem. Inúmerosmateriais pertenem a esta lasse, omo o sesquióxido de Vanádio (V2O3), o sulfeto de Níquel(NiS) e vários óxidos de metais de transição, tais quais os upratos (La2CuO4, YBa2Cu2O6),os niquelatos (La2NiO4), as obaltitas (LaCoO3) e as manganitas (LaMnO3) [69℄. Além destes,destaam-se também materiais orgânios, omo os sais da família BEDT − TTF. Alguns destesompostos são efetivamente tridimensionais (por exemplo, as manganitas e o sesquióxido deVanádio), enquanto outros apresentam uma estrutura om arranjos de amadas bidimensionais(omo os upratos, os niquelatos e os sais orgânios). Com o auxílio desses materiais, é possívelinvestigar experimentalmente quando a fase isolante dá lugar a uma fase metália. Uma dasmaneiras de se induzir esta transição - onheida omo transição de Mott - é através de variaçõesna �intensidade relativa� da orrelação eletr�nia, o que pode ser feito alterando-se a temperaturado sistema ou a pressão a ele apliada (hidrostátia ou químia).O diagrama de fases típio dos isolantes de Mott é bem representado pela �gura 3.1, obtidaatravés de medidas experimentais realizadas sobre o V2O3 [70℄1. A altas temperaturas, observa-sesempre a existênia de uma linha de primeira ordem separando as fases paramagnétias isolantee metália, terminando em um ponto rítio. A semelhança om a familiar transição líquido-gásnão é meramente qualitativa, já que alguns trabalhos teórios indiam que ambas devem per-tener à mesma lasse de universalidade: a lasse de Ising [71, 72℄. A baixas temperaturas,simetrias assoiadas a outros graus de liberdade do sistema, omo os graus de liberdade de spine orbital, podem ser quebradas. Assim, outras fases não-triviais podem surgir, omo a faseantiferromagnétia, no aso do sesquióxido de Vanádio [73℄ e dos sais orgânios [74℄, e a fasesuperondutora não-onvenional, no aso dos sais orgânios (ambos os diagramas de fases estãoapresentados na �gura 3.1).A �m de on�rmar a lasse de universalidade da transição de Mott térmia, experimentosrealizados reentemente investigaram o omportamento da ondutividade de isolantes de Mottperto do ponto rítio, extraindo os expoentes rítios βσ, γσ e δσ, que já foram disutidosanteriormente na equação (1.15). Por lareza, repetimos aqui suas de�nições:
1 A dopagem deste material, nesse aso, não tem omo objetivo introduzir portadores de arga extras, massim apliar uma pressão químia ao omposto.
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Figura 3.1. Diagrama de fases experimentais dos isolantes de Mott (V1−xMx)2 O3 (grá�o à esquerda,adaptado de [70℄; um outro similar é enontrado em [73℄) e κ − (BEDT − TTF)
2
X (grá�o à direita,adaptado de [74℄) no plano (T, P ), em que T denota a temperatura e P , a pressão. Os elementos M eos ânions X usados nos experimentos estão indiados nas �guras.

∆Σ (τ, h = 0) ∼ |τ |βσ

∆Σ (τ = 0, h) ∼ |h|1/δσ

∂Σ(τ, h)

∂h

∣

∣

∣

∣

h=0

∼ |τ |−γσ . (3.1)No ontexto atual, ∆Σ = Σ − Σc, τ ∼ T − Tc e h ∼ P − Pc, em que (Tc, Pc,Σc) orrespon-dem aos valores assumidos, no ponto rítio, pela temperatura, pela pressão e pela ondutivi-dade, respetivamente. Em [73℄, Limelette et al. obtiveram estes expoentes para o omposto
(VxCr1−x)2 O3, que nada mais é que o sesquióxido de Vanádio om uma pressão químia apliadaatravés da dopagem por Cromo. Para este material, de aráter tridimensional, os valores obtidos
βσ ≃ 1/2,γσ ≃ 1 e δσ ≃ 3 onordam om os expoentes previstos pela teoria de ampo médiodo modelo de Ising, de aordo om o que está apresentado na tabela 3.1.Posteriormente, em [74℄, Kagawa et al. obtiveram os expoentes rítios medindo a ondu-tividade do sal orgânio κ− (BEDT − TTF)2 X, usando para isso o ânion X = Cu [N (CN)2] Cl,ujo diagrama de fases foi apresentado anteriormente na �gura 3.1 (daqui por diante, este salserá denotado por κ− Cl). Efetivamente, este material orgânio possui aráter bidimensional, jáque é omposto por amadas ondutoras planas de dímeros da moléula orgânia BEDT − TTF,separadas por amadas isolantes do ânion X, omo mostra a �gura 3.2. Os valores obtidos pelospesquisadores foram βσ ≃ 1, γσ ≃ 1 e δσ ≃ 2, que disordam tanto dos expoentes de ampomédio de Ising quanto dos valores araterístios do modelo de Ising em duas dimensões (vertabela 3.1).Além disso, os expoentes aima satisfazem a relação de esala γσ = βσ (δσ − 1), que pode serdeduzida a partir de (1.16), e não pertenem a nenhuma lasse de universalidade previamenteonheida. Comparando os valores obtidos om os esperados para as lasses de universalidade
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Figura 3.2. Estrutura ristalina do sal orgânio κ − (BEDT − TTF)

2
X. À esquerda, é apresentada umavista lateral, mostrando que as moléulas orgânias (em brano) são empaotadas em planos separadospor amadas isolantes do ânion X (em preto). À direita, é apresentada uma vista superior do planoondutor. Adaptada de [75℄.expoente Ising 2D Ising 3D Ising ampo médio

α 0 0, 1101 0
β 1/8 0, 3263 1/2
γ 7/4 1, 2372 1
δ 15 4, 791 3
ν 1 0, 6301 1/2
η 1/4 0, 0364 0Tabela 3.1. Expoentes rítios previstos para o modelo de Ising em 2D (solução de Onsager), 3D(ompêndio de vários métodos numérios) e ampo médio (exato para 4 ou mais dimensões).mais usuais (de Ising, do modelo XY e de Heisenberg), veri�a-se inlusive que eles se enontramna direção ontrária às orreções introduzidas pelas �utuações aos expoentes de ampo médio,omo esquematizado na �gura 3.3. Assim, a onlusão delineada pelos autores é que a transiçãode Mott em 2D perteneria a uma lasse de universalidade nova e não-onvenional.O formalismo que desenvolveremos durante este apítulo permitirá ompreender mais lara-mente a relação entre as propriedades de transporte e a termodinâmia de sistemas inomogêneos,indo além da relação linear intuitiva que está implíita na equação (3.1), onde se assume tai-tamente que os expoentes da ondutividade são os mesmos expoentes do parâmetro de ordem.Posteriormente, na seção 3.4, revisitaremos o experimento referente ao κ− Cl e mostraremosomo os resultados obtidos para os expoentes da ondutividade podem ser expliados on-siderando a transição de Mott a temperaturas �nitas pertenente à lasse de universalidade deIsing. Vale menionar que, no reente trabalho [76℄, os autores atribuem os expoentes rítiosobservados nos sais orgânios às �utuações em torno de um ponto rítio quântio presente em

T = 0. Contudo, omo a transição de Mott se dá a uma temperatura �nita distante desta regiãode �utuações quântias, não onsideramos esta expliação satisfatória.O outro objetivo em se desenvolver uma teoria mirosópia que leve em onta os efeitos das�utuações térmias do parâmetro de ordem no omportamento da ondutividade de um sistemainomogêneo onsiste em investigar as prinipais araterístias físias do transporte eletr�nioem fases desritas pelo modelo de Brazovskii. A motivação para tal estudo remete novamenteaos isolantes de Mott, pois, quando dopados, eles podem apresentar fases eletr�nias de listrase nemátias, que, por sua vez, podem ser desritas pela Hamiltoniana de Brazovskii, omo dis-
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Figura 3.3. Comparação entre os expoentes rítios βσ, γσ e δσ, obtidos através de medidas da ondu-tividade dos sais orgânios, e os expoentes rítios referentes às lasses de universalidade onheidas -modelo de Ising, XY, de Heisenberg e teoria de ampo médio. Figura adaptada de [74℄.utiremos na seção 3.2. Estas fases são semelhantes às fases esmétias e nemátias enontradasem ristais líquidos - objetos de investigação bastante omuns da Físia da Matéria Conden-sada Mole [4℄. Nos ristais líquidos, a anisotropia destas mesofases é re�etida em propriedadesmarosópias ótias e hidrodinâmias, omo, por exemplo, a bi-refrigerênia e a visosidade.Logo, é interessante entender omo as propriedades de transporte dos isolantes de Mott dopadossão in�ueniadas pela morfologia das mesofases eletr�nias subjaentes.Assim omo mudanças na temperatura e na pressão induzem a transição metal-isolante deMott, a inlusão de portadores de arga nos isolantes de Mott através do proesso de dopagemtambém faz om que o sistema assuma outras fases. A que desperta a maior atenção da o-munidade da Matéria Condensada Dura na atualidade é, provavelmente, a fase superondutorade alta temperatura rítia que surge nos upratos [77℄, ujo apelo reside no fato de ela nãopoder ser expliada pela teoria BCS da superondutividade (daí a sua outra denominação desuperondutividade não-onvenional) [78℄. Nas imediações desta fase surgem ainda outrosestados igualmente não-onvenionais, omo a fase de pseudogap e fase não-líquido de Fermi.Os upratos são onstituídos, em geral, por amadas planas fraamente aopladas de CuO2, oque lhes onfere um aráter bidimensional; um diagrama de fases bastante genério desta lassede materiais está esquematizado na �gura 3.4.No artigo [16℄, Emery e Kivelson hamaram a atenção para a possibilidade de fases om listrasrias em buraos serem enontradas nos upratos dopados, proposta feita pioneiramente por Za-anen e Gunnarson em [79℄. A origem físia desta fase, semelhante à esmétia nos ristais líquidos,está assoiada a uma separação de fases frustrada pela interação Coulombiana, que remete aomodelo de Brazovskii, omo disutiremos na seção 3.2. Desde então, muitas espeulações foramfeitas sobre possíveis meanismos geradores da superondutividade não-onvenional relaiona-dos às fases de listras (para uma breve revisão geral sobre o assunto, ver [20℄). Contudo, nossointeresse não é na investigação da superondutividade de alta temperatura rítia, mas simna possível desrição das fases de listras eletr�nias pelo modelo de Brazovskii. Vale salientar
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Figura 3.4. Diagrama de fases genério dos upratos dopados om uma onentração de buraos n esubmetidos a uma temperatura T . AF denota a fase isolante de Mott antiferromagnétia, SC, a fasesuperondutora não-onvenional, PG, a fase de pseudogap e NLF, a fase metália não-líquido de Fermi.As linhas heias representam transições de fase, enquanto as linhas traejadas indiam rossover.que outra família de ompostos om estrutura bastante semelhante aos upratos, os niquelatos,também apresentam fases de listras. A grande diferença entre estas duas lasses de materiaisreside no fato de esta última não só não apresentar superondutividade não-onvenional, omotambém permaneer isolante para qualquer grau de dopagem [80℄.A observação experimental da fase de listras de arga, tanto nos upratos quanto nos nique-latos, não vem sendo uma tarefa trivial até o presente momento. Em geral, usam-se meiosindiretos para se indiar sua presença, omo, por exemplo, a proura por fases de listras despin através de medidas de espalhamento de nêutrons [81℄. Modelos teórios prevêem que aexistênia de listras de spin impliam neessariamente na existênia de listras de arga, apesarde a reíproa não ser verdadeira [81℄. Nesse sentido, no que onerne os upratos, há fortesevidênias indiretas da existênia de listras eletr�nias para ertas onentrações de dopagem nosompostos LSCO (La2−xSrxCuO4), LCO (La2CuO4+δ) e YBCO (YBa2Cu2O6+y). Observaçõesdiretas, através da análise dos pios de Bragg resultantes do espalhamento de nêutrons, foramobtidas para as lasses Nd-LSCO (La1.6−xNd0.4SrxCuO4) e LBCO (La1.875Ba0.125−xSrxCuO4)(para mais detalhes, ver as referênias do apítulo 13 de [81℄). Nos niquelatos, evidênias ex-perimentais envolvendo não só dados de espalhamento de nêutrons, omo também de NMR, de
µSR e de difração de raios X, apontam para a presença de listras de arga nos ompostos LSNO(La2−xSrxNiO4) e LNO (La2NiO4+δ) [80℄.Assim, dadas estas ompliações prátias, o que muitos experimentos investigam é a assi-natura das listras de arga nas propriedades de transporte dos ompostos - em partiular, prou-rando anisotropias ou efeitos não-lineares na resistividade. No que se refere aos niquelatos, tantoexperimentos um pouo mais antigos [82℄ omo outros mais reentes [83, 84℄ mostram saltossúbitos na resistividade. Na �gura 3.5, apresentamos algumas das urvas experimentais obtidasnestes trabalhos. Há dois aspetos distintos a serem salientados: em [82, 83℄, o salto, expliitadono grá�o da derivada do logaritmo da resistividade, oorre onomitantemente ao surgimento
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Figura 3.5. Medidas de resistividade nos niquelatos. O grá�o à esquerda superior refere-se ao omposto
La2−xSrxNiO4, e mostra o salto da resistividade devido ao surgimento da fase de listras apresentando aderivada do logaritmo da resitividade em função da temperatura (adaptado de [82℄). O grá�o à direitasuperior mostra novamente um salto da resistividade na temperatura de ordenamento de arga TCO, masreferente ao omposto Nd2−xSrxNiO4 (adaptado de [83℄). O grá�o inferior india a existênia de váriossaltos pequenos da resistividade para temperaturas abaixo de TCO , quando o omposto La2NiO4+δ éresfriado vagarosamente (adaptado de [84℄).da fase de listras. Já em [84℄, vários saltos menores são observados quando o sistema é resfriadovagarosamente, para temperaturas abaixo da de ordenamento da fase de listras.Enquanto nos niquelatos as medidas de transporte apontam para a existênia de listrasestátias e fortemente aopladas om a rede ristalina, nos upratos elas indiam que as listras dearga são mais dinâmias e �utuantes, sugerindo, na verdade, a oorrênia de uma fase nemátia,em que apenas a ordem orientaional das listras seria preservada. Em [85℄, onde os ompostosLSCO e YBCO são estudados, os autores enontram uma anisotropia nas resistividades medidasparalela e perpendiularmente às listras. Como tal anisotropia não pode ser atribuída apenas àortorrombiidade da rede, ela india a presença efetiva de distribuições unidimensionais de arga- algumas das urvas experimentais são apresentadas na �gura 3.6. Além disso, os pesquisadoressugerem que o valor relativamente baixo desta anisotropia indiaria a presença de uma ordemnemátia, e não esmétia. Experimentos posteriores sobre ruídos e efeitos não-lineares nasmedidas de resistividade dos upratos [86, 87℄, além de trabalhos teórios aera deste tema[28, 17℄, orroboram a versão de que o ordenamento das listras é do tipo nemátio. Maisreentemente, um outro grupo experimental enontrou indíios diretos de nematiidade nos
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Figura 3.6. Medidas de resistividade nos upratos, adaptadas de [85℄. O grá�o à esquerda refere-se aosompostos LSCO e mostra que a resistividade ao longo da direção perpendiular às listras de arga ρb émaior que a resistividade paralela às listras ρa, para temperaturas abaixo da de ordenamento. O grá�oà direita é referente aos ompostos YBCO, onde ρb, agora, denota a resistividade medida paralelamenteàs listras, enquanto ρa, a resistividade medida na direção ortogonal.ompostos YBCO através da análise de dados de espalhamento de nêutrons [88℄. Vale menionarainda que fases eletr�nias nemátias foram enontrados em outros sistemas, omo o gás deelétrons bidimensional submetido a ampos magnétios moderados, ao qual está assoiado oefeito Hall quântio [89, 90℄.No deorrer do apítulo, desenvolveremos um modelo mirosópio apaz de fazer a ponteentre uma propriedade marosópia do sistema - a ondutividade - e a morfologia da fasemesosópia eletr�nia que o arateriza - espei�amente, se ela possui ordenamento esmétioou nemátio. Assim, prouraremos assinaturas exlusivas da Hamiltoniana de Brazovskii noomportamento da resistividade, de modo a estabeleer ritérios que sejam apazes de deidirsobre a validade deste modelo na desrição das fases inomogêneas observadas nos upratos e nosniquelatos.3.2. Desrição mirosópia de isolantes de Mott dopados enão-dopadosConforme expliado anteriormente, o aráter não ondutor dos isolantes de Mott deve-se àpresença de uma forte repulsão Coulombiana entre os elétrons. O modelo mais simples usadona literatura para desrevê-los mirosopiamente é o hamado modelo de Hubbard [69℄:
HHubbard = −t

∑

〈ij〉,σ

(

a†iσajσ + a†jσaiσ
)

+ U
∑

i

ni↑ni↓ , (3.2)no qual a†iσ é o operador de segunda quantização de riação de um elétron om spin σ =↑, ↓ nosítio i de uma rede ristalina, e niσ = a†iσaiσ é o número de oupação do sítio i. O primeirotermo de (3.2), hamado de termo de hopping, refere-se ao ganho de energia dos elétrons quandoeles se deloalizam pela rede, saltando de um sítio para o outro. Tal ganho de energia temorigem no Prinípio de Heisenberg, já que, quanto mais deloalizado for o elétron, maior será ainerteza na sua posição ∆x, impliando em uma menor inerteza na sua veloidade ∆v, o que



3.2. Desrição mirosópia de isolantes de Mott dopados e não-dopados 89resulta na minimização da sua energia inétia. Considerando um modelo tight-binding, em queas funções de onda dos elétrons ϕiσ (~x) são desritas por orbitais at�mios de Wannier, podemosesrever o termo de hopping t omo a superposição de duas funções de onda:
tij =

∫

ddxϕ∗
iσ (~x)

1

2m
∇2ϕjσ (~x) , (3.3)em quem é a massa do elétron. Na Hamiltoniana (3.2), �zemos a aproximação usual de se tomarapenas o hopping entre primeiros vizinhos. Ao ontrário do primeiro termo da Hamiltoniana deHubbard, que envolve sítios distintos, o segundo termo é puramente loal. U é denominada deenergia de Hubbard, e refere-se ao usto energétio de dois elétrons om spins opostos ouparemo mesmo sítio devido à repulsão Coulombiana. O aráter de longo alane da interação Coulom-biana é desprezada neste modelo, uma aproximação que é justi�ada pelos efeitos de blindagemdos outros elétrons e pela forte loalização das funções de onda na desrição tight-binding. Dessemodo, o termo U é dado por:

U =

∫

ddxddx′ϕ∗
iσ (~x)ϕiσ (~x)

e2

|~x− ~x′|ϕ
∗
i−σ (~x′)ϕi−σ (~x′) , (3.4)em que e é a arga do elétron. Fia evidente que uma outra aproximação assumida nestaabordagem é que os elétrons estão restritos a irularem apenas por uma banda do sólido. Apesarde simples e repleto de aproximações, o modelo de Hubbard aptura os prinipais ingredientesfísios presentes nos isolantes de Mott: a ompetição entre um termo deloalizante, que failita aondução (o termo de hopping t), e um outro termo que tende a loalizar os elétrons, impedindosua livre irulação pela banda (o termo U).Antes de prosseguir, é importante questionar a validade das aproximações feitas em (3.2) noontexto dos materiais de nosso interesse. Vamos nos ater ao aso dos óxidos de metais de tran-sição: nestes ompostos, o nível at�mio de valênia (e, onseqüentemente, a banda de valêniaorrespondente no sólido) é o 3d, que tem degeneresênia 10, já que seu momento angularorbital é l = 2. Para ristais om simetria úbia, a anisotropia ristalina quebra parialmenteesta degeneresênia, riando dois sub-níveis: o t2g, de menor energia e om degeneresênia

6, e o eg, mais energétio e om 4 estados degenerados. Logo, para que possamos onsiderarque as exitações de mais baixa energia permaneem em uma únia banda perto do nível deFermi, devemos assumir quebras de simetria adiionais. No aso dos upratos e dos niquelatos,a estrutura ristalina tipo perovskita separa alguns destes estados degenerados, por possuirmenor simetria que a rede úbia. Além disso, pode-se esperar que distorções devido ao efeitoJahn-Teller também ontribuam para este proesso.Contudo, há que se onsiderar ainda o papel do orbital p do átomo de oxigênio interaladoentre dois átomos do metal de transição na estrutura ristalina destes ompostos. A aproximaçãode uma únia banda assume, impliitamente, ou que o orbital ligante p está relativamente dis-tante do orbital relevante d, ou que eles sofrem uma forte hibridização, tornando-se, efetivamente,um únio orbital. Por �m, vale menionar que o orbital d, apesar de ter um aráter loalizado emrelação ao íon que ompõe a rede ristalina, apresenta uma erta superposição om os orbitaisdos seus vizinhos. Tal fato pode prejudiar - ou até mesmo invalidar, em alguns asos - aaproximação de se inluir apenas o termo loal da repulsão Coulombiana em (3.2).
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Figura 3.7. Densidade de estados ρ(E) do modelo de Hubbard para os asos de fraa orrelação U ≪ t,em que existe uma únia banda semi-preenhida (à esquerda), e forte orrelação U ≫ t, em que é abertoum gap entre duas sub-bandas (à direita).Tendo feito estas ressalvas, voltemos agora ao modelo de Hubbard (3.2) para investigar suaspropriedades. Uma outra relevante quantidade de ontrole termodinâmio, além da razão U/t eda temperatura T , é o número de oupação eletr�nia médio n = 〈niσ〉, que, para um ompostonão-dopado, assume o valor n = 1. Fia laro que, no aso dos upratos e dos niquelatos,omo a estrutura eletr�nia dos metais de transição é 3d9, há apenas um portador por élulaunitária, de modo que n = 1. Já nos sais orgânios, ada dímero de moléulas orgânias daamada ondutora fornee um elétron para um ânion da amada isolante, impliando novamenteem uma semi-oupação da banda. Assim, a estrutura ristalina relevante nos sais orgânios éaquela formada pelos entros dos dímeros, que no aso da família κ− ET é triangular.Vamos nos onentrar iniialmente no aso de n = 1. Caso a interação eletr�nia fossedesprezível, isto é, U ≪ t, a Hamiltoniana de Hubbard (3.2) poderia ser failmente diagonalizadano espaço de momentos. Para um rede hiper-úbia om parâmetro de rede a, teríamos:
H ′

Hubbard =
∑

~k,σ

ε0

(

~k
)

a†~kσa~kσ, com ε0

(

~k
)

= −2t
∑

µ=x,y,...

cos (akµ) . (3.5)Na linguagem usual de Físia da Matéria Condensada Dura, a equação aima equivale auma banda de largura 2t, gerada pela periodiidade da rede. Como ela está semi-preenhida, osistema seria ondutor, de aordo om a teoria tradiional de ondução em sólidos, que leva emonta apenas o Prinípio da Exlusão de Pauli [2℄.Entretanto, nos isolante de Mott, não só a orrelação eletr�nia não pode ser desprezadaomo ela é, geralmente, muito maior que o termo de hopping, U ≫ t. Assim, os elétrons teriama tendênia de permaneer �xos, sem saltar para os sítios vizinhos. Usando a linguagem debandas, diz-se que a orrelação eletr�nia abre um gap na banda desrita por (3.5), gerandoduas sub-bandas de Hubbard, de modo que uma �a ompletamente oupada, e a outra, vazia:tem-se, assim, um isolante de Mott. A �gura 3.7 esquematiza estas duas on�gurações opostas,a metália (U ≪ t) e a isolante (U ≫ t), no espaço de momentos.A razãoU/t pode ser ontrolada experimentalmente através da pressão químia ou hidrostátiaapliada sobre o material, pois os átomos ou moléulas da rede ristalina tendem a reajustar a
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Figura 3.8. Densidade de estados ρ(E) de um sistema desrito pela Hamiltoniana de Hubbard obtidaatravés da teoria de ampo médio dinâmia (DMFT), a T = 0, para vários valores da razão U/t. De imapara baixo, tem-se a seqüênia U/2t = 1; 2; 2, 5; 3. A transição metal-isolante é laramente observadapela abertura de um gap. Adaptada de [91℄.distânia típia entre os sítios de aordo om a nova pressão exerida sobre o omposto. Apesarde isto não alterar o termo loal U , o termo de hopping t sofre variações, já que a superposiçãoentre as funções de onda de sítios vizinhos é modi�ada. Portanto, a prinípio, é possível induziruma transição metal-isolante de Mott a T = 0 apenas mudando-se a pressão externa: trata-sede uma transição de fase quântia, em que o aráter do elétron muda de ondulatório (metal)para orpusular (isolante). A �gura 3.8 mostra o omportamento da densidade de estados deuma on�guração iniialmente metália quando se varia a razão U/t; ela é obtida através dasolução de ampo médio dinâmia (DMFT, do inglês dynamial mean �eld theory) do modelode Hubbard, que seria exata para o aso de in�nitas dimensões (ou, mais preisamente, para oaso em que o número de oordenação da rede tende a in�nito) [91℄.É importante menionar que a fase isolante de Mott, a baixas temperaturas, pode estarassoiada a estados que quebram simetrias relaionadas a outros graus de liberdade do sistema,omo orbitais ou de spin. Por exemplo, para U ≫ t, o hopping virtual entre os elétrons vizinhosgera, em segunda ordem em teoria de perturbação, um aoplamento antiferromagnétio tipoHeinseberg entre os spins, om parâmetro de troa J = 4t2/U . Contudo, onforme a tempera-tura do sistema é aumentada, a temperatura de Néel é atingida e o sistema de Hubbard deixade ter ordem antiferromagnétia, passando a se omportar omo um paramagneto.Além da razão U/t, a temperatura é outra quantidade que também pode induzir a transiçãometal-isolante, devido às diferentes entropias de ada fase: tem-se, assim, uma transição térmia.A �gura 3.9 ilustra o diagrama de fases típio de um isolante de Mott no plano (P, T ), em aordoom os resultados experimentais apresentados na seção 3.1. A inlinação da linha de primeiraordem que separa as fases metália e isolante é expliada pelo fato de a entropia assoiada a esta
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P

T

AFI

PI

PMFigura 3.9. Diagrama de fases típio de um isolante de Mott semi-preenhido (n = 1) no plano (P, T ),em que P denota a pressão e T , a temperatura. As fases paramagnétias isolante (PI) e metália (PM)são separadas por uma linha de transição de primeira ordem (urva pontilhada) que termina em umponto rítio. A região rítia a ele assoiada está representada pela área sombreada. AFI refere-se àfase isolante antiferromagnétia, que oorre a baixas temperaturas.última ser maior que a assoiada à primeira: enquanto a entropia por elétron na fase metáliapode ser estimada por kBT/TF , em que TF é a temperatura de Fermi, a entropia por elétronna fase isolante pode ser estimada por kB ln 2, dado o aráter loalizado dos elétrons. Como,em geral, ln 2 ≫ T/TF , é de se esperar que, para alguma temperatura �nita, oorra a transiçãode fase [3℄.A natureza do ponto rítio no qual a linha de oexistênia de fases termina foi investigadateoriamente por vários trabalhos, dentre os quais se destaam [71℄ e [72℄. Em [71℄, Castellaniet al. desenvolvem um proesso de deimação da Hamiltoniana de Hubbard (3.2) para onstruiruma Hamiltoniana de Ginzburg-Landau efetiva, na qual os graus de liberdade de spin e de argaapareem expliitamente. De aordo om esta abordagem, o ponto rítio térmio pertene àlasse de universalidade de Ising, e o parâmetro de ordem esalar da transição de Mott estáassoiado à densidade de sítios om dupla oupação. Nesta interpretação, as fases paramag-nétias isolante e metália são enaradas, respetivamente, omo um gás e um líquido de sítiosduplamente oupados.Estes resultados foram on�rmados por Kotliar et al. em [72℄, onde os autores abordam oproblema usando as ténias da teoria de ampo médio dinâmia (DMFT), exata para o asode uma rede om número de oordenação in�nito. Através da DMFT, os pesquisadores obtêmum parâmetro de ordem mirosópio apropriado para o problema, mostrando que o funionalefetivo que o desreve orresponde, de fato, a uma Hamiltoniana do tipo Ising. A reoniliaçãoentre estes resultados bem estabeleidos e as medidas de ondutividade realizadas por Limeletteet al. nos óxidos de Vanádio [73℄ e Kagawa et al. nos sais orgânios [74℄ será eluidada na seção3.4, após o desenvolvimento de um formalismo que relaione as propriedades de transporte oma termodinâmia de sistemas inomogêneos na seção 3.3.Tudo o que foi disutido até agora nesta seção refere-se ao modelo de Hubbard (3.2) narede semi-preenhida. Alterações no número de oupação n - que, experimentalmente, podemser feitas dopando-se o omposto original om buraos ou elétrons - podem também induzirtransições de fase. Nos upratos, onforme expliado anteriormente, o aumento no númerode portadores positivos oasiona o apareimento da fase superondutora não-onvenional. A



3.2. Desrição mirosópia de isolantes de Mott dopados e não-dopados 93desrição do modelo de Hubbard om n 6= 1, ontudo, não é uma tarefa trivial; no aso de umisolante de Mott antiferromagnétio dopado, em que U ≫ t, as exitações de mais baixa energiareferentes aos graus de liberdade de spin e de arga são desritas pela Hamiltoniana onheidaomo t− J . Ela é obtida a partir de uma expansão perturbativa da Hamiltoniana original (3.2)em potênias de t/U [92℄:
Ht−J = −t

∑

〈ij〉,σ

(

a†iσajσ + a†jσaiσ
)

+ J
∑

〈ij〉

(

~Si · ~Sj −
ninj

4

)

, (3.6)em que J = 4t2/U é o parâmetro de troa e ~Si = 1
2

∑

σ,σ′

a†iσ~σσ,σ′aiσ′ é o spin do elétron no sítio
i, om ~σ representando as matrizes de Pauli. A Hamiltoniana (3.6) possui ainda um vínuloadiional que proíbe sítios duplamente oupados, ou seja:

ni =
∑

σ

a†iσaiσ = 0, 1 . (3.7)O modelo t−J vem sendo largamente investigado por uma variedade de ténias até os diasde hoje. Não é nosso objetivo enveredar por esta área, mas sim entender omo os isolantes deMott dopados por buraos podem formar fases de listras de argas, de aordo om os resultadosexperimentais apresentados na seção 3.1. O primeiro aspeto do modelo t − J neessário paraesse entendimento onsiste na sua tendênia, para algumas regiões do espaço de parâmetros
(n, J/t), em separar o sistema em duas fases distintas: uma fase antiferromagnétia e umafase ria em buraos. Inúmeros trabalhos sobre a Hamiltoniana (3.6) apontam nesta direção(ver referênias itadas no apítulo 12 de [81℄); ontudo, vamos nos ater aqui a uma disussãomeramente qualitativa, porém bastante eslareedora.Consideremos, iniialmente, a fase isolante de Mott sem nenhum burao presente, em queas argas estão loalizadas devido à forte repulsão Coulombiana U ≫ t. A energia do sistema éminimizada pelo alinhamento antiferromagnétio entre os spins dessas argas, de aordo om ainteração de troa araterizada por J = 4t2/U . Ao se introduzirem os buraos, eles tendem a sedeloalizar pela rede, saltando de um sítio para o outro, de modo a minimizar a energia inétia.Tomemos um únio burao saltando pela rede omposta pelos spins anti-alinhados: quando elese move para o vizinho mais próximo, um dos spins também se move, mas para um sítio dasub-rede �errada�. Assim, a irulação do burao através da rede deixa, no seu rastro, uma sériede ligações antiferromagnétias frustradas, omo ilustra a �gura 3.10. Portanto, a partir desteexemplo simples, �a laro que a minimização da energia de troa dos spins não pode oorreronomitantemente à minimização da energia inétia dos buraos. Tem-se, em onseqüênia,um sistema altamente frustrado, uja tendênia é se separar em duas fases distintas: de um lado,a fase antiferromagnétia, omposta pelos spins loalizados, e de outro, a fase ria em buraos.Este proesso é bastante análogo à separação de fases que oorre quando são misturados dois�uidos imisíveis.Contudo, há um ingrediente faltando no modelo t − J (3.6) que frustra essa separação defases: o aráter de longo alane da repulsão Coulombiana entre os buraos. É evidente que umafase só om buraos estaria assoiada a um usto energétio eletrostátio muito elevado, queaaba por impedir que as fases se separem ompletamente. Uma modelagem simples proposta
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Figura 3.10. Esquema da frustração gerada pela introdução de um burao em um isolante de Mottantiferromagnétio. Ao saltar pelos sítios, de modo a minimizar sua energia inétia, o burao deixauma seqüênia de ligações antiferromagnétias frustradas, que impedem a minimização da energia detroa dos spins. Adaptada de [81℄.por Emery e Kivelson [16℄ para se levar em onta estas duas tendênias ompetitivas onsisteem tomar as Hamiltonianas efetivas:

H1 [φ] =

∫

ddx

[

τ0
2
φ2 (~x) +

∣

∣

∣

~∇φ (~x)
∣

∣

∣

2

+
u

4
φ4 (~x)

]

H2 [φ] = Q

∫

ddxddx′
φ (~x)φ (~x′)

|~x− ~x′| , (3.8)em que u, Q e τ0 ∝ T − Tc são os parâmetros efetivos, om Tc referindo-se à temperatura deseparação de fases na ausênia de frustração eQ, à magnitude relativa da interação Coulombiana.O parâmetro de ordem φ (~x) denota a �utuação da densidade de arga loal em relação àdensidade média, de modo que φ (~x) > 0 representa uma região ria em buraos, enquanto
φ (~x) < 0, uma região pobre em buraos. Assim, o termo H1 desreve a forte tendênia que osistema tem em separar as duas fases φ > 0 e φ < 0, enquanto o termo H2 representa a repulsãoCoulombiana de longo alane entre argas de mesmo sinal2.Ora, as Hamiltonianas (3.8) são exatamente as mesmas apresentadas nas fórmulas (1.3) e(1.4) e disutidas anteriormente na seção 1.1. Portanto, as exitações de arga de mais baixaenergia do sistema podem ser desritas pela Hamiltoniana de Brazovskii:

H [φ] =

∫

ddx

[

τ0
2
φ2 (~x) + φ (~x)

(

∇2 + q20
)2

8q20
φ (~x) +

u

4
φ4 (~x)

]

, (3.9)om q0 ∝ Q1/4. Conforme amplamente expliado nos apítulos preedentes, o modelo de Bra-zovskii em duas dimensões prevê a existênia da fase de listras para temperaturas abaixo daespinodal, em aordo qualitativo om as evidênias experimentais referentes aos upratos e aosniquelatos apresentadas na seção 3.1. Portanto, feha-se a onexão entre o modelo de Brazovskiie as fases eletr�nias inomogêneas dos isolantes de Mott antiferromagnétios dopados.2 Obviamente, para este modelo ontemplar a separação de fases, o parâmetro de ordem deve ser onservado,de modo que ∫ ddxφ (~x) = 0, re�etindo a neutralidade elétria do sistema.



3.3. Redes de resistores orrelaionados e expansão perturbativa da ondutividade 953.3. Redes de resistores orrelaionados e expansão perturbativa daondutividadeNosso objetivo é desenvolver uma teoria para a difusão eletr�nia em sistemas desritos pelomodelo de Brazovskii, na qual seja possível identi�ar assinaturas espeí�as da Hamiltoniana(3.9) - omo, por exemplo, o espetro das �utuações de mais baixa energia, desrito pela funçãode orrelação (1.38). Alançado este �m, teríamos ritérios adiionais para deidir sobre aapliabilidade do modelo de Brazovskii na desrição das fases de listras em isolantes de Mottdopados, omo no aso dos upratos e dos niquelatos. Além disso, usaremos este formalismo,que oneta propriedades termodinâmias om propriedades de transporte, para revisitar osreentes resultados experimentais sobre a lasse de universalidade da transição térmia de Motta partir de medidas de ondutividade em óxidos de Vanádio e sais orgânios [73, 74℄.Há uma miríade de métodos disponíveis na literatura para a desrição das propriedadesde transporte de sistema inomogêneos, ompreendendo desde álulos explíitos da onstantedielétria de misturas bifásias [93℄ até abordagens mais so�stiadas envolvendo ténias detopogra�a estatístia [94℄. Para os nossos objetivos, areditamos ser mais apropriado o usode um modelo inspirado na teoria da perolação, onheido omo rede de resistores aleatórios(RRN, do inglês random resistor network) [95℄.De uma maneira geral, a RRN onsiste em uma rede na qual dois tipos de resistores, omondutividades mirosópias σ1 e σ2, estão distribuídos pelas ligações entre os sítios de maneiraaleatória, om probabilidades dadas por p e 1−p , respetivamente. No aso em que uma dessasondutividades é nula ou in�nita, há uma estreita relação entre as propriedades geométriasperolativas do sistema e suas propriedades de transporte, de modo que os expoentes rítiosda ondutividade podem ser relaionados om os expoentes rítios da transição perolativasubjaente (para mais detalhes, ver o Apêndie D). Esta versão lássia da RRN tem sidousada para expliar as araterístias do transporte eletr�nio em uma vasta gama de sistemasinomogêneos, omo �lmes de ompósitos [96℄, manganitas [97℄ e alogênios de prata [98℄.Apesar de as inúmeras investigações sobre a RRN, prinipalmente na situação em que umadas ondutividades se anula, terem resultado em uma teoria relativamente bem estabeleida(ver, por exemplo, [99, 100℄), há pouos trabalhos sobre o importante aso em que os resis-tores não estão aleatoriamente distribuídos pela rede, mas possuem algum grau de orrelaçãoespaial, formando uma rede de resistores orrelaionados. Dentre tais trabalhos, destaam-sea investigação seminal de [101℄ e várias simulações numérias reentes referentes a sistemasde onsagrado interesse, omo as manganitas [102℄ e as fases nemátias nos upratos [17℄. Éevidente que o nosso aso de interesse, em que as listras de arga estão orrelaionadas segundoa Hamiltoniana de Brazovskii, não pode simplesmente ser aproximado por uma RRN em que aslistras rias em buraos (φ > 0) possuam uma ondutividade média σ1 maior que a ondutividade
σ2 das listras pobres em buraos (φ < 0). Logo, faz-se neessário o desenvolvimento de umateoria mirosópia para as redes de resistores orrelaionados.Além de levar em onta a orrelação entre as listras, esta teoria deve ontemplar o aso em quenenhuma das duas ondutividades é nula, já que, a temperaturas �nitas, mesmo a fase isolanteserá apaz de onduzir arga. Assim, as propriedades perolativas da rede devem �ar em se-gundo plano frente às propriedades termodinâmias do parâmetro de ordem que desreve as fases



96 Capítulo 3. Isolantes de Mott Dopadosinomogêneas. Um primeiro passo para se onstruir tal formalismo poderia ser a partir do tra-balho de Blakman [103℄, que desenvolve uma fórmula perturbativa para a ondutividade globalde uma RRN bidimensional quadrada, araterizada por duas ondutividades mirosópias omvalores próximos. O ontraste entre tais ondutividades, denotado por ∆ij = (σij − σ0) /σ0, éo parâmetro perturbativo do sistema, om σij referindo-se à ondutividade entre os sítios (i, j)e σ0, à ondutividade média da rede. A partir de uma abordagem de meios efetivos, o autorhega à seguinte expansão para a ondutividade Σα de uma ligação α = (i, j) entre os sítios i e
j da rede:

Σα
σ0

= 1 + ∆α + Γαβ∆α∆β + ΓαβΓβδ∆α∆β∆δ + O
(

∆4
)

, (3.10)em que há uma soma implíita sobre as variáveis (β, δ, ...), referentes a ligações paralelas a α. Asfunções Γαβ deaem rapidamente om a distânia em relação à ligação α = (i, j); denominandoos sítios orrespondentes à ligação β de (k, l), tem-se a seguinte fórmula para Γαβ :
Γαβ = Cil + Cjk − Cik − Cjl , (3.11)om:

Cij =
1

2

∫ ∞

0

dte−2t (I0I0 − ImIn) , (3.12)em que I denota a função de Bessel modi�ada, enquanto os inteiros (m,n) referem-se aonúmero de sítios que separa i de j nas direções vertial e horizontal, respetivamente. Apesar de(3.10) poder ser diretamente generalizada para o aso em que os resistores são orrelaionadosespaialmente, proedimento que será realizado na seção seguinte, ela ontém impliitamente assimetrias da rede quadrada, di�ultando não só uma extrapolação para o limite ontínuo omotambém uma onexão mais lara om a função de orrelação termodinâmia 〈φ (~x)φ (~x′)〉. Logo,no que se segue, optamos por iniiar uma abordagem própria e nova em relação à ondutividadedas �redes ontínuas� de resistores orrelaionados, mantendo apenas o espírito da formulaçãode Blakman de uma expansão perturbativa em potênias do ontraste entre as ondutividadesmirosópias.Consideramos a �rede ontínua� omo uma versão grossamente granulada (do inglês oarsegrained) da rede tradiional: em ada grão, denotado pela posição ~x, há um resistor mirosópiouja ondutividade relaiona-se om o parâmetro de ordem esalar loal φ (~x) de aordo om:
σ (~x, t) = σ0 [1 + gφ (~x, t)] , (3.13)em que σ0 é a ondutividade média do sistema e g ≪ 1 é a onstante de aoplamento quemede o ontraste entre as ondutividades das diferentes fases, as quais assumimos possuíremvalores próximos. É importante salientar que, para esta fórmula fazer sentido, é neessário queo parâmetro de ordem esalar esteja normalizado a 1, de modo que a fase na qual todos os�pseudo-spins� apontam para ima (φ > 0) tenha ondutividade σ> = σ0(1 + g), enquanto afase om todos os �pseudo-spins� direionados para baixo (φ < 0) possua ondutividade σ< =

σ0(1 − g). Dessa maneira, �a lara a interpretação da onstante g omo sendo o ontraste,
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s ( )x,t

I1 I2

I4

I3
U

C0

ext( )x,tFigura 3.11. Grão ondutor de uma rede de resistores quadrada grossamente granulada, uja ondutivi-dade é dada por σ (~x, t). Um potenial externo loal Uext (~x, t) lhe é apliado através de um apaitorde apaitânia C0. Na �gura, também são esquematizadas as orrentes que entram e saem do grão, asquais obedeem à equação de Kirhho� I1 + I2 = I3 + I4.
g = σ>−σ<

σ>+σ<
. Daqui por diante, a menos que expliitemos o ontrário, assumimos que φ estánormalizado, para simpli�ar a notação.Assim omo no aso da rede aleatória, a ada resistor é apliado um potenial externo

Uext (~x, t) através de um apaitor de apaitânia C0, omo esquematizado na �gura 3.11. Nolimite ontínuo, as equações de Kirhho�, que desrevem a onservação da orrente elétria quepassa por ada grão, assumem a forma de uma equação de ontinuidade loal:
∂ρ (~x, t)

∂t
− ~∇ ·

[

σ (~x, t) ~∇U (~x, t)
]

= 0 , (3.14)em que ρ (~x, t) refere-se à densidade de arga em ada grão. Na equação anterior, usamos ofato de a densidade de orrente loal ser dada por ~J (~x, t) = −σ (~x, t) ~∇U (~x, t), om U (~x, t)denotando o potenial elétrio loal. Esta relação, válida loalmente devido ao granulamentorealizado na rede mirosópia, não deve ser onfundida om a lei de Ohm marosópia J~q,ω =

iΣ~qU
(ext)
~q,ω , que será usada mais adiante. Devido ao aoplamento om o apaitor, a densidadede arga é proporional à diferença de potenial:

ρ (~x, t) = C [U (~x, t) − Uext (~x, t)] , (3.15)em que C = C0/V é a apaitânia espeí�a (V denota o volume do sistema). Portanto,substituindo (3.15) em (3.14), obtemos a equação que relaiona o potenial loal om o potenialexterno:
Ĝ−1U (~x, t) = C

∂Uext (~x, t)

∂t
, (3.16)na qual de�nimos o operador diferenial:

Ĝ−1 = C
∂

∂t
− ~∇ ·

[

σ (~x, t) ~∇
]

, (3.17)que desreve a difusão eletr�nia ao longo do sistema. De posse de (3.17) e (3.15), podemos



98 Capítulo 3. Isolantes de Mott Dopadosesrever a densidade de arga apenas omo função do potenial externo. Projetando esta relaçãono espaço de Fourier, temos:
ρ~q,ω = −C [iωCG~q,ω + 1]U

(ext)
~q,ω . (3.18)Na equação aima, G~q,ω é o elemento de matriz diagonal do operador (3.17) na representaçãode Fourier. Para determinarmos a ondutividade marosópia do sistema, basta omparar aexpressão (3.18) om a equação marosópia de ontinuidade:

iωρ~q,ω = Σq2U
(ext)
~q,ω . (3.19)Assim, obtemos o resultado:

Σ = lim
ω→0

lim
k→0

ω2C2

q2
Re [G~q,ω] , (3.20)em que a ordem dos limites é fundamental para a orreta determinação da ondutividade d.A expressão geral (3.20) é equivalente àquela obtida por Stephen em [99℄ para o aso de umarede disreta. Portanto, nota-se que o álulo da ondutividade reduz-se à diagonalização dooperador diferenial Ĝ. No nosso aso de interesse, em que a ondutividade mirosópia é dadapor (3.13) e g ≪ 1, este álulo pode ser realizado perturbativamente. Para isso, esrevemos:

Ĝ−1 = Ĝ−1
0 − gV̂ , (3.21)em que introduzimos o propagador de difusão homogênea Ĝ0 e a perturbação inomogênea V̂ ,dados por:

Ĝ−1
0 = C

∂

∂t
− σ0∇2

V̂ = σ0
~∇ ·
[

φ (~x, t) ~∇
]

. (3.22)Logo, omo g ≪ 1, a equação (3.21) possui a solução formal perturbativa:
Ĝ =

∞
∑

n=0

gn
(

Ĝ0V̂
)n

Ĝ0 . (3.23)A projeção dos operadores difereniais (3.22) no espaço de Fourier é obtida de maneira direta,usando as suas representações no espaço real. O propagador homogêneo é dado por:
Ĝ(0)
~q1,ω1;~q2,ω2

−1
=

1

V

∫

ddx1d
dx2dt1dt2e

−i(~q1·~x1−ω1t1)

(

C
∂

∂t1
− σ0∇2

1

)

[

δ (~x1 − ~x2, t1 − t2) ei(~q2·~x2−ω2t2)
]

Ĝ(0)
~q1,ω1;~q2,ω2

=
(

−iω1C + σ0q
2
1

)

δ~q1,~q2δω1,ω2 , (3.24)enquanto o operador perturbativo:
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V̂~q1,ω1;~q2,ω2

=
σ0

V

∫

ddx1d
dx2dt1dt2e

−i(~q1·~x1−ω1t1)

~∇1 ·
[

φ (~x1, t1) ~∇1

] [

δ (~x1 − ~x2, t1 − t2) ei(~q2·~x2−ω2t2)
]

V̂~q1,ω1;~q2,ω2
= −σ0~q1 · ~q2φ~q1−~q2;ω1−ω2

. (3.25)Assim, de posse dos operadores (3.24) e (3.25), além da solução (3.23) e da fórmula (3.20),podemos obter a ondutividade em qualquer ordem de potênia da onstante de aoplamento
g. Em segunda ordem, temos:

Σ = σ0






1 + gφ~q=0,ω=0 − g2σ2

0

∑

~k,ν

k2
(

q̂ · ~k
)2

(ν2C2 + σ2
0k

4)
φ~k,νφ−~k,−ν






. (3.26)Esta expressão é uma versão ontínua da fórmula de Blakman (3.10), generalizada parao aso de resistores espaialmente orrelaionados. Trata-se da ondutividade orrespondenteà on�guração espeí�a φ (~x, t) e, portanto, ainda neessita ser promediada apropriadamente.Há duas possibilidades para se tomar a média de Σ, que denominaremos Σav: no aso em queo elétron se difunde mais rápido do que o parâmetro de ordem muda - isto é, o ampo φ (~x, t)está ongelado no referenial do elétron - é preiso fazer uma média do tipo quenhed. Comoa densidade de probabilidade assoiada à on�guração φ é governada pelo fator de Boltzmann

exp (−H [φ]), basta tomar as usuais médias termodinâmias sobre as quantidades relevantes:
Σav = σ0






1 + g 〈φ~q=0,ω=0〉 − g2σ2

0

∑

~k,ν

k2
(

q̂ · ~k
)2

(ν2C2 + σ2
0k

4)

〈

φ~k,νφ−~k,−ν

〉






. (3.27)No aso em que φ desrever um sistema que sofre uma transição de segunda ordem, a médiaquenhed será neessária toda vez que o expoente dinâmio z for maior que 2 (para uma revisãosobre fen�menos rítios dinâmios, ver [104℄). O argumento é bastante simples: onsidere umaregião do sistema om tamanho da ordem do omprimento de orrelação ξ. O tempo gastopelo elétron para se difundir sobre ela pode ser estimado por tel ∼ D−1

0 ξ2, em que D0 = σ0/Cé o oe�iente de difusão do sistema homogêneo. Já o tempo neessário para o parâmetro deordem �girar� em toda a região orrelaionada é estimado por tφ ∼ Γ−1ξz, om Γ denotandoo oe�iente de difusão apropriado. Assim, para z > 2, temos tφ ≫ tel, o que signi�a que aon�guração termodinâmia não é pratiamente alterada durante a passagem da orrente.Na situação oposta em que tel ≪ tφ, o elétron é apaz de sondar todas as on�guraçõestermodinâmias do sistema. Logo, é neessário tomar a média tipo annealed sobre o parâmetrode ordem:
Σav = σ0






1 + gφ̄~q=0,ω=0 − g2σ2

0

∑

~k,ν

k2
(

q̂ · ~k
)2

(ν2C2 + σ2
0k

4)
φ̄~k,ν φ̄−~k,−ν






, (3.28)em que introduzimos a notação Ā para denotar a média termodinâmia sobre A, ao invés da



100 Capítulo 3. Isolantes de Mott Dopadosnotação anterior 〈A〉, apenas para difereniar expliitamente os asos quenhed e annealed. Aprinipal diferença entre as duas médias é que, enquanto a primeira ontém informações sobreas orrelações do parâmetro de ordem em diferentes regiões, a última só é sensível ao seu valormédio.Das expressões (3.27) e (3.28), �a laro que efeitos da dinâmia do parâmetro de ordem sobrea difusão eletr�nia só se manifestam a partir do termo de segunda ordem. Daqui por diante, anão ser que a�rmemos o ontrário, assumimos um ampo esalar que não depende expliitamentedo tempo. Desse modo, a expressão da ondutividade referente à média quenhed assume umaforma mais simples:
Σav = σ0



1 + g 〈φ~q=0〉 − g2
∑

~k

(

q̂ · k̂
)2 〈

φ~kφ−~k

〉



 , (3.29)bem omo a referente à média annealed :
Σav = σ0



1 + gφ̄~q=0 − g2
∑

~k

(

q̂ · k̂
)2

φ̄~kφ̄−~k



 . (3.30)Estas são as fórmulas que relaionam o transporte dos elétrons om a termodinâmia dosistema inomogêneo no qual eles irulam. É importante salientar que trata-se de uma teoriadifusiva para a ondutividade, e não de um modelo balístio, omo o de Drude, por exemplo.Esse formalismo será mais explorado no ontexto das fases de listras previstas pela Hamiltonianade Brazovskii (3.9) durante a seção 3.5, quando prouraremos relaioná-lo aos já menionadosdados experimentais envolvendo os upratos e os niquelatos.Por �m, outro resultado advindo da expansão perturbativa (3.23) refere-se ao modo omo aondutividade marosópia esala om os parâmetros termodinâmios relevantes, no aso emque o sistema possui um ponto rítio. No âmbito da abordagem de ampo médio, omo g ≪ 1,a série (3.23) onverge e uma simples ontagem de expoentes é su�iente. O álulo é direto;para o aso de um ampo estátio, obtemos:
Σ (σ0, g, τ, h) = b2−dΣ

(

σ0b
d−2, gb−β/ν, τb1/ν , hbβδ/ν

)

, (3.31)enquanto para o aso dinâmio:
Σ (σ0, g, C0, τ, h) = b2−dΣ

(

σ0b
d−2, gb−β/ν, C0b

−z, τb1/ν , hbβδ/ν
)

. (3.32)Nas fórmulas anteriores, os expoentes β, δ e ν, bem omo os parâmetros τ e h, são osmesmos de�nidos anteriormente em (1.15). O fator b > 1 é o parâmetro de re-esalonamento,de modo que ~x′ = ~x/b e t′ = t/bz são as novas esalas de omprimento e de tempo do sistemagrossamente granulado. Notamos que a onstante de aoplamento g é uma variável irrelevante,que esala om o mesmo expoente β do parâmetro de ordem. Vemos também que o únio efeitodo expoente dinâmio z é renormalizar a apaitânia C0, que está relaionada à onstante dedifusão do sistema homogêneo. Vale salientar também que o esalonamento da ondutividadeom b2−d é uma onseqüênia intrínsea da de�nição geométria desta quantidade [95℄.



3.4. Transporte em ompostos não-dopados: lasse de universalidade da transição térmia 1013.4. Transporte em ompostos não-dopados: lasse de universalidadeda transição térmiaAntes de partiularizarmos o formalismo desenvolvido na seção anterior para o aso dosisolantes de Mott dopados, vamos tomá-lo omo embasamento para revisitar os experimentos[73, 74℄, nos quais a lasse de universalidade do ponto rítio de Mott a temperaturas �nitas em
3D e 2D é investigada mediante medidas de ondutividade. Conforme disutido na seção 3.2,trabalhos teórios indiam que a transição deveria pertener à lasse de Ising [71, 72℄. Assim,qualquer que fosse a origem mirosópia do parâmetro de ordem, ele seria desrito por umampo esalar φ (~x) assoiado a uma rede de pseudo-spins Si subjaente. Vale salientar que estepseudo-spin não está assoiado a um elétron do modelo de Hubbard original, mas sim a um grãoque engloba ou uma região metália, em que vários sítios duplamente oupados estão presentes,ou uma região isolante, em que predominam sítios oupados por um elétron apenas. Logo, umponto om pseudo-spin para ima (Si = 1) orresponderia a uma região metália do sistema,enquanto um ponto om pseudo-spin para baixo (Si = −1) referir-se-ia a uma região isolante.Caso seja assumida uma relação linear entre a diferença de ondutividade ∆Σ = Σ−Σc e oparâmetro de ordem de Ising, ∆Σ ∼ φ, então as onlusões delineadas em [74℄ para o aso de umisolante de Mott bidimensional (o sal orgânio) estariam orretas, e a lasse de universalidade datransição de Mott não poderia ser a de Ising. Contudo, vamos onsiderar, momentaneamente,que haja um outro expoente θ 6= 1 araterizando esta relação, ∆Σ ∼ φθ. Isto aontee, porexemplo, em alguns metais magnétios próximo da temperatura de Curie, em que as simetriasassoiadas à de�nição da ondutividade mirosópia impedem que Σ se aople a potêniasímpares do parâmetro de ordem magnétio [105℄. Reapitulando as de�nições dos expoentes3
β, δ e γ:

φ (τ, h = 0) ∼ |τ |β

φ (τ = 0, h) ∼ |h|1/δ
∂φ(τ, h)

∂h

∣

∣

∣

∣

h=0

∼ |τ |−γ , (3.33)hegamos diretamente às seguintes relações entre os expoentes da ondutividade (3.1) e os doparâmetro de ordem:
βσ = θβ , δσ = δ/θ , γσ = γ + β(1 − θ) . (3.34)Comparando os valores dos expoentes obtidos por Kagawa et al. para os sais orgânios,

βσ ≃ 1, δσ ≃ 2 e γσ ≃ 1, om os valores esperados para a lasse de universalidade de Isingem 2D, β = 1/8, δ = 15 e γ = 7/4, nota-se que o mesmo θ ≈ 8 resolveria as três equaçõessimultaneamente (dentro das margens de erros das medidas experimentais). Além disso, arelação de esala γσ = βσ (δσ − 1) observada seria onseqüênia trivial da relação de esalados expoentes de Ising, γ = β (δ − 1). Assim, desde que mostrássemos mirosopiamente que3 Conforme de�nimos anteriormente, a relação entre os parâmetros da Hamiltoniana efetiva e as grandezasexperimentais é τ ∼ T − Tc e h ∼ P − Pc
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∆Σ ∼ φ8, poderíamos onluir que os resultados experimentais de [74℄ on�rmam que a transiçãode Mott pertene à lasse de Ising.Um tipo de sistemas nos quais a ondutividade marosópia não esala linearmente om oparâmetro de ordem subjaente são as já menionadas redes de resistores aleatórios, na situaçãoespeí�a em que uma das ondutividades mirosópias é nula. Neste aso, devido à estruturafratal do aglomerado perolativo inipiente, altamente rami�ado em aminhos sem saída quenão onduzem orrente, a ondutividade não é linearmente proporional à densidade de ligaçõesondutoras (mais detalhes enontram-se no Apêndie D). Mesmo para o aso em que os resis-tores mirosópios não estão aleatoriamente distribuídos, mas estão orrelaionados segundo omodelo de Ising, simulações numérias reentes mostram que, no limiar da transição perolativa,a ondutividade global vai a zero om o expoente βσ = 0, 2 6= 1/8 [102℄.Contudo, no aso onreto dos sais orgânios, a ondutividade da fase isolante nuna seanula, devido ao fato de a temperatura ser �nita. Assim, a ondutividade total não vai a zero ea transição perolativa do sistema torna-se menos relevante para a ompreensão das propriedadesde transporte. Portanto, o limite que devemos onsiderar é o oposto, no qual o ontraste entreas ondutividades mirosópias de ada fase é pequeno, e a termodinâmia do parâmetro deordem é essenial. Neste aso, podemos usar o formalismo desenvolvido na seção anterior, e,em partiular, tomar a média quenhed (3.29) para a ondutividade marosópia, já que oexpoente dinâmio z do modelo de Ising puramente dissipativo (modelo A, de Glauber) é maiorque 2 [104℄.No entanto, usando tal expressão, �a laro que, em ordem mais baixa da teoria de pertur-bação, a diferença de ondutividade esala linearmente om o parâmetro de ordem. A origemdesta proporionalidade linear não reside apenas no fato de o ontraste g ser muito pequeno,mas de termos assumido, iniialmente, que a ondutividade mirosópia da região metália(isolante) om spin para ima (baixo) fosse proporional ao parâmetro de ordem:

σi = σ0 (1 + gSi) . (3.35)Entretanto, uma análise um pouo mais detalhada do problema mostra que a ondutividademirosópia depende não apenas do parâmetro de ordem, mas ontém também um termoproporional à densidade de energia. Para ver isso, onsideremos um toy model no qual os spinsestão loalizados nos sítios de uma rede om simetria qualquer, de modo que o spin para imaesteja assoiado a um resistor mirosópio de ondutividade σM e o spin para baixo, a umresistor de ondutividade σI < σM . A ondutividade da ligação entre dois sítios vizinhos podeassumir três valores possíveis, dependendo se a ligação em série entre os resistores dos sítiosorresponder às on�gurações de spin (↑↑), (↓↓) ou (↑↓) / (↓↑), onforme ilustra a �gura 3.12.Assim, a ondutividade de uma ligação (i, j) pode ser esrita da seguinte forma:
σij = σ0 [1 + gφ (Si + Sj) + gǫSiSj ] , (3.36)em que σ0 = 1

4 (σM + σI) + σMσI

σM +σI
, gφ = σM−σI

4σ0
e gǫ = (σM−σI)2

4σ0(σM+σI ) . Quando o ontraste é alto,
σM ≫ σI , temos gφ ≈ gǫ ≈ 1, enquanto que, para o aso de ontraste baixo, σM − σI ≪ σI ,obtemos gǫ < gφ → 0.
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Figura 3.12. Rede quadrada de resistores orrelaionados pelo modelo de Ising: spins para ima in-diam regiões metálias, de ondutividade σM , enquanto spins para baixo estão assoiados às regiõesisolantes, de ondutividade σI . A ondutividade de uma ligação entre primeiros vizinhos é aluladaonsiderando-se a ombinação em série dos resistores orrespondentes aos sítios.Portanto, a partir deste exemplo bastante simpli�ado, notamos que a expressão orreta daondutividade mirosópia que devemos analisar, no aso do isolante de Mott puro, é dada por(3.36), que apresenta duas onstantes de aoplamento distintas. Através de uma análise maisprofunda do problema, além do toy model anterior, notamos que a inlusão do termo SiSj or-responde a levar em onta a ontribuição do espalhamento dos elétrons pelas interfaes dos grãosmetálios ou isolantes. A relevânia de tal ontribuição, medida pela onstante de aoplamento
gǫ, em relação à ontribuição do ontraste entre as duas fases, medida pelo aoplamento gφ, seráfundamental para a ompreensão do omportamento rítio da ondutividade.Assim, temos agora o problema de uma rede de resistores orrelaionados pelo modelo deIsing, ujas ondutividades loais estão aopladas ao parâmetro de ordem loal segundo a fórmula(3.36). Da análise da expansão perturbativa da ondutividade global (3.29), vemos que eladeverá ser proporional, em ordem dominante, ao valor médio do parâmetro de ordem 〈Si〉 e àdensidade de energia〈SiSj〉, em que j denota um primeiro vizinho de i:

Σav ≈ σ0 [1 + 2gφ 〈Si〉 + gǫ 〈SiSj〉] , (3.37)Portanto, inferimos que, para o aso em que gφ ≫ gǫ, o termo proporional ao parâmetrode ordem será o dominante, e a diferença de ondutividade ∆Σ = Σ − σ0 será linearmenteproporional ao parâmetro de ordem 〈Si〉, de modo que ∆Σ (τ, h = 0) ∼ |τ |β . Porém, no asooposto em que gφ ≪ gǫ, ∆Σ deverá ser proporional à densidade de energia 〈SiSj〉 ∼ |τ |1−α,impliando em ∆Σ (τ, h = 0) ∼ |τ |1−α = |τ |βθ, om θ = (1 − α)/β, que assume exatamente ovalor 8 para o aso do modelo de Ising em duas dimensões (os valores dos expoentes rítiosenontram-se na tabela 3.1 apresentada anteriormente).Ao invés de prosseguirmos om esta análise, resultante da apliação da expressão (3.29),ahamos mais onveniente, para o problema em questão, generalizar a formulação de Blak-man [103℄ para o aso de resistores orrelaionados, uma vez que ela se refere a uma redequadrada, para a qual a solução exata do modelo de Ising em duas dimensões é onheida- é a onsagrada solução de Onsager [106℄. Assim, apliamos a expansão (3.10) até ordemquadrátia, onsiderando apenas a ontribuição de ligações vizinhas, já que as funções Γαβ



104 Capítulo 3. Isolantes de Mott Dopadosdeaem rapidamente om a distânia. Tomando a média quenhed e onsiderando o ontraste
∆ij = gφ (Si + Sj) + gǫSiSj , obtemos:

Σav
σ0

= 1 + 2gφ (1 − 2Γ01gǫ) 〈Si〉 + gǫ 〈SiSi+x〉 +

2Γ01

[

g2
φ (2 〈SiSi+x+y〉 − 〈Si−xSi+x〉) + 2gφgǫ (2 〈SiSi+xSi+x+y〉 − 〈Si−xSiSi+x〉)

−g2
ǫ (〈Si−xSi+x〉 − 〈SiSi+xSi+ySi+x+y〉)

]

− 2Γ01g
2
φ , (3.38)em que Γ01 ≈ −0, 137 e Si+δ denota um dos quatro primeiros vizinhos do spin loalizado nosítio i, os quais assoiamos a δ = ±x,±y. A vantagem em se usar esta fórmula, referente à redequadrada, é que todas as funções de orrelação que nela apareem possuem expressões exatas,oriundas da solução de Onsager para o modelo de Ising bidimensional. Para expressá-las, éonveniente introduzirmos a variável:

k = sinh−2

(

2J

kBT

)

. (3.39)Assim, a temperatura rítia do sistema na ausênia de ampos externos
1

Tc
=

ln(1 +
√

2)

2
, (3.40)pode ser expressa simplesmente por kc = 1. As várias funções de orrelação que apareem em(3.38), referentes ao aso em que h = 0, são enontradas na literatura referente à solução deOnsager [107, 108, 109, 110, 111, 112, 113℄. A magnetização, para k < kc, é dada por:

〈Si〉 =
(

1 − k2
)1/8

. (3.41)Já as funções de orrelação de dois pontos não-onetadas são expressas pelas fórmulas:
〈SiSi+x〉 =

√
1 + k

[

1

2
+

(

1 − k

π

)

K(k)

]

〈SiSi+x+y〉 =
2

π
E(k)

〈Si−xSi+x〉 =
k + 1

2
− 1

π2k

[

4E2(k) + 8
(

k2 − 1
)

E(k)K(k)

+2
(

k2 − 1
)

(k − 1) (k + 2)K2(k)
]

, (3.42)em que introduzimos as funções elíptias ompletas de primeira e segunda espéies:
K(k) =

∫ π
2

0

dθ
√

1 − k2 sin2 θ

E(k) =

∫ π
2

0

√

1 − k2 sin2 θdθ . (3.43)A função de orrelação de três pontos é proporional à magnetização:
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〈SiSi+xSi+x+y〉 = 〈Si−xSiSi+x〉 = α 〈Si〉 , (3.44)em que de�nimos o fator α < 1:

α = 2 (As +Bs)

[

1 +
(1 − 4As)

4BS

]

, (3.45)om:
As =

1

8

[

tanh

(

4J

kBT

)

+ 2 tanh

(

2J

kBT

)]

Bs =
1

8

[

tanh

(

4J

kBT

)

− 2 tanh

(

2J

kBT

)]

. (3.46)Já a função de orrelação de quatro pontos é obtida em termos das funções de dois pontosde�nidas em (3.42):
〈SiSi+xSi+ySi+x+y〉 = 2 〈SiSi+x〉2 − 〈SiSi+x+y〉2 . (3.47)Estas propriedades das funções de orrelação de mais de dois spins podem ser entendidasà luz da expansão em produtos de operadores (OPE, do inglês operator produt expansion).Segundo a OPE, perto do ponto rítio, as ontribuições mais singulares dos valores médiosdos operadores de múltiplos spins devem ser proporionais aos operadores mais primários esingulares do modelo de Ising - a saber, a magnetização, no aso de um operador om númeroímpar de spins, e a densidade de energia, no aso de um número par.Logo, para qualquer temperatura abaixo da rítia, temos uma expressão perturbativa paraa ondutividade da rede quadrada de resistores orrelaionados segundo o modelo de Ising.Nosso objetivo é investigar o que aontee om o seu omportamento rítio nos limites opostos

gφ ≫ gǫ e gφ ≪ gǫ, onsiderando, obviamente, que ambas as onstantes de aoplamento sãomenores do que 1. Para auxiliar esta análise, simulações numérias da rede orrelaionadaforam realizadas por dois olaboradores: S. Papanikolaou, do grupo do Prof. Eduardo Fradkin,da Universidade de Urbana, e R. Sknepnek, do grupo do Prof. Joerg Shmalian, do Laboratóriode Ames. Foram simuladas, pelo método de Monte Carlo, tanto redes quadradas quanto redestriangulares, para nos erti�armos de que as propriedades observadas eram de fato universais,e não devido a alguma simetria da rede subjaente. As simulações onsistem, num primeiromomento, em equilibrar uma rede de spins de tamanho L na temperatura rítia, usando oalgoritmo de Wol� [114℄. Após essa etapa, toma-se a rede de resistores equivalente à on�guraçãode spins obtida e alula-se sua ondutividade marosópia, usando o algoritmo de Frank-Lobb[115℄ ou resolvendo numeriamente as equações de Kirhho�. As ondutividades mirosópiasequivalentes às regiões metália (Si = 1) e isolante (Si = −1) são obtidas a partir da relaçãogeral (3.36) e dadas por σM = 2σ0 (1 + 2gφ + gǫ) e σI = 2σ0 (1 − 2gφ + gǫ).Para valores pequenos das onstantes de aoplamento, observamos uma exelente onordân-ia entre as simulações da rede quadrada e a fórmula perturbativa baseada na solução de Onsager(3.38), om desvios menores que 1%, omo ilustra a �gura 3.13. Na mesma �gura, vemos tam-
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Figura 3.13. Condutividade Σ de uma rede de resistores orrelaionados segundo o modelo de Ising emfunção da magnetização total da on�guração de spins M . Os pontos referem-se a dados obtidos porsimulação numéria, enquanto a linha heia orresponde à equação perturbativa (3.38). No grá�o àesquerda, tem-se gφ = 0, 005 e gǫ = 0, 1, enquanto, no grá�o à direita, gφ = 0, 005 e gǫ = 0, 95.bém que, onforme era esperado, tal onordânia não aontee para o aso em que uma dasonstantes de aoplamento é grande, impliando em desvios de até 40%.Conforme disutido anteriormente, baseados nas expansões perturbativas da ondutividade(3.37) e (3.38), espera-se que, para diferentes valores da razão entre as onstantes de aoplamento
gφ/gǫ, a diferença de ondutividade ∆Σ = Σ−Σc vá a zero em T = Tc om diferentes expoentes:
βσ = β = 1/8, para gφ ≫ gǫ, e βσ = 1 − α = 1, para gφ ≪ gǫ

4. No aso espeí�o de gφ ≪
gǫ, esperamos que a ondutividade apresente um omportamento do tipo rossover onformeo sistema adentre a região rítia. A partir das expansões perturbativas anteriores, omo oexpoente β = 1/8 é menor que o expoente 1 − α = 1, esperamos que o expoente βσ mude de 1para 1/8 onforme a temperatura do sistema aumenta e ele se aproxima do ponto rítio. Assim,o sistema passaria de uma região em que a ritialidade é dominada pela densidade de energia,para outra na qual ela é governada pelo parâmetro de ordem.O rossover entre estes dois regimes distintos é on�rmado laramente pelas simulaçõesnumérias, omo ilustra a �gura 3.14. Neste aso, a aproximação da região rítia não se dápela mudança da temperatura do sistema - que é mantida sempre em Tc - mas pela alteraçãono seu tamanho L. De aordo om a teoria de esala em sistemas �nitos, o omportamentorítio da ondutividade no limite termodinâmio ∆Σ ∼ |τ |βσ é traduzido para ∆Σ ∼ Lβσ/ν ,no aso de um sistema de extensão limitada [30℄. Portanto, a partir das simulações, é possívelextrair o expoente βσ. Na �gura 3.14, referente ao aso gφ = 10−3 e gǫ = 10−2, notamos amudança drástia no omportamento rítio da ondutividade, onforme o sistema se aproximado ponto rítio. Vale salientar, mais uma vez, que o rossover só oorre para valores pequenosdas onstantes de aoplamento; no aso em que o ontraste é alto, omo mostra o destaque damesma �gura, o expoente βσ não assume nenhum dos dois valores anteriores, e sim um outrovalor ligado às propriedades da perolação dos aglomerados de spin que apontam na mesmadireção (este mesmo valor já havia sido obtido em [102℄).O rossover entre dois regimes distintos também é re�etido nas diferenças entre os omporta-mentos rítios das partes par e ímpar da ondutividade marosópia. Conforme as expansõesperturbativas anteriores, podemos separar a diferença de ondutividade em duas omponentes,4 Estamos desprezando a fraa dependênia logarítmia que surge em duas dimensões, quando α = 0.
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Figura 3.14. Comportamento de rossover da diferença de ondutividade Σ − Σ0 (em unidades de
Σ0), apresentada em função do omprimento linear L (em unidades do parâmetro de rede) da redede resistores orrelaionados segundo o modelo de Ising, para gφ = 10−3 e gǫ = 10−2. Para esalaslongas, a ritialidade é dominada pelo parâmetro de ordem (βσ ≈ 0, 125), enquanto para distâniasurtas, ela é governada pela densidade de energia (βσ ≈ 1, 0). No destaque, o omportamento rítioda ondutividade para o aso de ontraste elevado gφ = gǫ = 0.999999, em que βσ ≈ 0, 2. As urvasheias são ajustes aos pontos obtidos por simulação numéria.
de aordo om o sinal sob inversão da magnetização: uma par, Σeven, que só pode dependerde gǫ, e uma ímpar, Σodd, dependente apenas de gφ. Na �gura 3.15, mostramos os omporta-mentos rítios destes dois termos, extraídos das simulações numérias, on�rmando que Σevené araterizada pelo expoente βσ = 1 − α = 1, enquanto Σodd, pelo expoente βσ = β = 1/8.Portanto, o aoplamento da ondutividade mirosópia (3.36) om a densidade de energia éapaz de expliar o �expoente an�malo� θ = 8 que sugerimos no iníio da seção para ompreenderos resultados experimentais de [74℄. Antes de prosseguirmos numa análise mais detalhada desteexperimento, é instrutivo notar omo a relação de esala (3.31), obtida a partir da fórmulaperturbativa, é apaz de preisar o fen�meno de rossover entre dois regimes distintos. Parao aso atual, em que há duas onstantes de aoplamento e a rede é bidimensional, podemosreesrever a relação de esala da ondutividade omo:

Σ (τ, h, gφ, gǫ) = Σ
(

τb
1
ν , hb

βδ
ν , gφb

−β
ν , gǫb

− 1−α
ν

)

, (3.48)Vamos obter o expoente βσ; a diferença de ondutividade, para h = 0, é de�nida omo:
∆Σ (τ, 0, gφ, gǫ) = Σ (τ, 0, gφ, gǫ) − Σ (0, 0, gφ, gǫ) . (3.49)Agora, esolhendo b = τ−ν em (3.48), além de h = 0, obtemos (estamos onsiderando que oponto rítio é aproximado a partir do estado desordenado, de modo que τ > 0):
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Figura 3.15. Comportamento rítio das omponentes par Σeven e ímpar Σodd (em destaque) da on-dutividade (em unidades de Σ0), apresentadas em função do omprimento linear L (em unidades doparâmetro de rede) da rede orrelaionada om gφ = gǫ = 10−2. Enquanto a parte par esala om adensidade de energia (βσ ≈ 1, 007), a parte ímpar esala om o parâmetro de ordem (βσ ≈ 0, 125).
Σ (τ, 0, gφ, gǫ) = Σ

(

1, 0, gφτ
β , gǫτ

1−α) , (3.50)donde resulta que:
Σ (0, 0, gφ, gǫ) = Σ (1, 0, 0, 0) , (3.51)Substituindo (3.50) e (3.51) em (3.49), �amos om:

∆Σ (τ, 0, gφ, gǫ) = Σ
(

1, 0, gφτ
β , gǫτ

1−α)− Σ (1, 0, 0, 0) . (3.52)Como as onstantes de aoplamento são variáveis irrelevantes, além de pequenas, gφ, gǫ ≪ 1,podemos expandir o primeiro termo do lado direito da equação em série de Taylor, desde quenão estejamos muito longe do ponto rítio. Assim, obtemos:
∆Σ (τ, 0, gφ, gǫ) = Agφτ

β +Bgǫτ
1−α , (3.53)em que A e B são onstantes advindas da expansão em série de Taylor. Portanto, �a laroque, para Agφ ≫ Bgǫ, temos βσ = β, e o omportamento rítio da diferença de ondutividadeé governado pelo parâmetro de ordem. Já no limite oposto, em que Agφ ≪ Bgǫ, ele é governadopela densidade de energia e βσ = 1 − α. Alternativamente, se tomarmos uma razão �xa talque Agφ ≪ Bgǫ, onforme o sistema se aproxima do ponto rítio e τ → 0, o primeiro termo



3.4. Transporte em ompostos não-dopados: lasse de universalidade da transição térmia 109aaba por suplantar o segundo a partir de alguma temperatura, já que β < 1 − α. Isto expliao rossover observado na �gura 3.14.O mesmo tipo de raioínio pode ser apliado para os expoentes γσ e δσ. No regime dominadopelo parâmetro de ordem, obtemos γσ = γ e δσ = δ, enquanto, no regime dominado peladensidade de energia, γσ = γ+β− (1−α) e δσ = βδ/(1−α). Estes resultados estão plenamentede aordo om a idéia de um novo �expoente an�malo� θ = (1 − α)/β.Uma previsão interessante que podemos fazer usando a teoria de esala é sobre o omporta-mento rítio não da diferença de ondutividade, mas do salto δΣ que oorre quando o sistemapassa de uma fase para a outra ruzando a linha de oexistênia de fases:
δΣ (τ, 0, gφ, gǫ) = Σ

(

τ, 0+, gφ, gǫ
)

− Σ
(

τ, 0−, gφ, gǫ
)

. (3.54)Da relação de esala (3.48), temos que, esolhendo b = |τ |−ν :
Σ (τ, h, gφ, gǫ) = Σ

(

−1, h |τ |−βδ , gφ |τ |β , gǫ |τ |1−α
)

, (3.55)em que tomamos τ < 0 pois o salto de uma fase para a outra só pode oorrer na fase ordenada.Como o limite h→ 0± é tomado antes do limite τ → 0, o argumento h |τ |−βδ é pequeno; assim,podemos expandir a ondutividade aima em série de Taylor em relação ao argumento gφ |τ |β ,já que as onstantes de aoplamento são pequenas. Fiamos om:
Σ
(

−1, 0±, gφ |τ |β , gǫ |τ |1−α
)

= Σ
(

−1, 0±, 0, gǫ |τ |1−α
)

+ f±
(

gǫ |τ |1−α
)

gφ |τ |β , (3.56)em que f± são funções de esala. Agora, observamos que a ondutividade do sistema permaneea mesma se os spins forem invertidos ao mesmo tempo em que as ondutividades mirosópiasmetália e isolante forem troadas, isto é:
Σ (τ, h, gφ, gǫ) = Σ (τ,−h,−gφ, gǫ) . (3.57)Desta propriedade resulta que Σ

(

−1, 0+, 0, gǫ |τ |1−α
)

= Σ
(

−1, 0−, 0, gǫ |τ |1−α
) e f+(x) =

−f−(x). Logo, o salto na ondutividade (3.54) pode ser esrito omo:
δΣ (τ, 0, gφ, gǫ) = 2f+

(

gǫ |τ |1−α
)

gφ |τ |β . (3.58)Expandindo a função de esala f+ em série de Taylor, já que seu argumento é muito pequeno,obtemos:
δΣ (τ, 0, gφ, gǫ) = 2f+ (0) gφ |τ |β + 2f ′

+ (0) gǫgφ |τ |β+1−α . (3.59)Logo, no regime dominado pelo parâmetro de ordem, o expoente do salto é igual a β, omono aso da diferença de ondutividade. Entretanto, no regime dominado pela densidade deenergia, o expoente vale 1−α+β, em ontraste om o aso da diferença de ondutividade, ondeo expoente assume o valor menor 1 − α.Estamos agora em posição de revisitar os experimentos referentes ao sesquióxido de Vanádio



110 Capítulo 3. Isolantes de Mott Dopados[73℄, de aráter tridimensional, e aos sais orgânios [74℄, de aráter bidimensional. Os expoentesrítios da ondutividade obtidos no aso do omposto (VxCr1−x)2 O3, βσ ≃ 1/2,γσ ≃ 1 e
δσ ≃ 3, onordam om os expoentes de ampo médio de Ising, impliando que, neste omposto,a onstante de aoplamento om o parâmetro de ordem, gφ, deve ser muito maior que o aopla-mento om a densidade de energia, gǫ. Já no aso da família de sais κ− ET, pelos valores obtidospara os mesmos expoentes, βσ ≃ 1, δσ ≃ 2 e γσ ≃ 1, onluímos que a onstante gǫ deve sermuito maior que gφ, de modo que a ritialidade seja governada pelo omportamento singular dadensidade de energia, e não da magnetização. Nos dois asos, o ponto rítio de Mott é desritopela lasse de universalidade de Ising, reoniliando os resultados dos trabalhos experimentaisom as investigações teórias anteriores [71, 72℄. Fisiamente, enquanto o aoplamento gφ estárelaionado ao ontraste entre as ondutividades mirosópias das diferentes fases, o aopla-mento gǫ está assoiado à ontribuição do espalhamento dos elétrons pelas interfaes das regiõesmetálias ou isolantes. É importante salientar que esta nossa abordagem não explia o motivopelo qual as onstantes de aoplamento assumem valores tão distintos nestas duas famílias deisolantes de Mott. Tal investigação requer uma modelagem de aráter mais mirosópio, o queestá além do esopo do presente trabalho, de unho mais fenomenológio.Uma indagação que surge após esta expliação é por que, nos sais 2D, o omportamentorítio é aquele esperado para essa dimensionalidade, enquanto nos ompostos 3D é observadoum omportamento de ampo médio, signi�ando que as �utuações do parâmetro de ordem nãosão relevantes na região do espaço de fases sondada experimentalmente. A questão �a aindamais intrigante quando se nota que, em ambos os experimentos, os intervalos de temperaturausados para a obtenção dos expoentes rítios βσ são, proporionalmente, os mesmos. A respostaqualitativa pode estar no papel da desordem em ada situação.Em ambos os asos, a desordem estrutural presente nos ompostos pode ser mapeada numampo onjugado aleatório que se aopla ao parâmetro de ordem de Ising. Para ser mais es-peí�o, no aso dos orgânios, a desordem tem origem no fato de um dos grupos de etilenoda moléula orgânia ter duas possíveis orientações distintas [116℄. Como pares de moléulasorgânias formam os dímeros responsáveis por �doar� os portadores de arga, a orientação rela-tiva das moléulas pode in�ueniar a oupação de um determinado sítio do sistema de Hubbard,a qual, por sua vez, determina o sinal do pseudo-spin assoiado àquela região. Portanto, paraomparar o papel da desordem nos ompostos 2D e 3D, é neessário onsiderarmos não apenasum modelo de Ising limpo, mas sim um modelo anisotrópio de Ising om ampo aleatório(RFIM, do inglês random-�eld Ising model):

HRFIM = −Jxy
∑

{ij}xy

SiSj − Jz
∑

{kl}z

SkSl +
∑

i

hiSi . (3.60)Este modelo, em partiular, assume planos paralelos ao (x, y) orrelaionados ao longo dadireção ẑ segundo o parâmetro de troa anisotrópio Jz. Os sistemas 2D e 3D disutidosanteriormente são desritos pelos limites Jz ≪ Jxy e Jz ∼ Jxy, respetivamente. A intensidaderelativa da desordem é medida pela variânia ∆ do ampo aleatório hi, ujo valor médio énulo. De uma maneira geral, o RFIM permanee sob intensa investigação até os dias de hoje(para mais detalhes, ver [117℄); para os nossos objetivos, ontudo, basta o diagrama de fases da
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CFigura 3.16. Diagrama de fases do modelo de Ising om ampo aleatório anisotrópio (3.60) no plano
(
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,
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∆

), em que Jz e Jxy denotam os parâmetros de troa anisotrópios e ∆, a intensidade rela-tiva da desordem. F refere-se à região ordenada (ferromagnétia), enquanto P , à região desordenada(paramagnétia). Adaptada de [118℄.Hamiltoniana anisotrópia (3.60), obtido através de ténias do Grupo de Renormalização em[118℄ e reproduzido na �gura 3.16.Para o aso tridimensional, a anisotropia Jz

Jxy
é uma variável irrelevante e, onforme sediminui a intensidade da desordem, há uma transição ontínua entre uma fase desordenada eoutra ordenada, governada pelo ponto �xo J

∆

∣

∣

c
mostrado no grá�o. Assim, a região rítia éestreita e sua lasse de universalidade pertene ao RFIM 3D; fora dela, o omportamento rítiopode ser desrito por uma teoria de ampo médio do modelo φ4, que orresponde aos expoentesrítios de ampo médio do modelo de Ising. Isto explia o porquê de se observar, no aso do

(VxCr1−x)2 O3, os expoentes de ampo médio, uma vez que a estreita região rítia só podeser aessada para temperaturas reduzidas muito baixas. De fato, nas medidas realizadas em[73℄, os autores argumentam que, para alguns pontos experimentais orrespondentes a temper-aturas muito próximas da rítia, os expoentes seriam melhor ajustados por valores que desviamdaqueles de ampo médio e se aproximam dos orrespondentes ao modelo de Ising em 3D.Já no aso do RFIM anisotrópio em duas dimensões, a desordem, mesmo fraa, sempredesordena o sistema - d = 2 é a dimensão rítia inferior do modelo de Ising om ampo aleatório.Apesar disso, para a situação de forte anisotropia Jz ≪ Jxy e fraa intensidade da desordem
∆ ≪ Jxy, há uma larga região do diagrama de fases em que os planos estão efetivamentedesaoplados um dos outros (ξz < 1), além de serem araterizados por um omprimento deorrelação interplanar alto (ξxy ≫ 1). Portanto, para sistemas aessíveis experimentalmente,este regime equivale, na prátia, a uma região rítia alargada governada pelo modelo de Isingbidimensional. Este alargamento da região rítia explia porque os expoentes obtidos em [74℄orrespondem aos valores de Ising 2D, já que, nos sais orgânios, a anisotropia é alta e adesordem, fraa.É interessante menionar que toda esta expliação apresentada para os expoentes an�malosmedidos nos sais orgânios também pode ser usada para eluidar um outro experimento reentesobre estes ompostos, no qual medidas de expansão térmia sugerem, segundo os autores, ovalor de 0, 8 < ασ < 0, 95 para o expoente rítio do alor espeí�o [119℄. Este intervalo de



112 Capítulo 3. Isolantes de Mott Dopadosvalores não só é muito alto para a lasse de universalidade de Ising em duas dimensões, omotambém viola as relações de esala (1.16), quando ombinado om os expoentes obtidos porKagawa et al. O problema é que, para obter ασ, os autores usam a hamada relação de esalade Grüneisen, que relaiona o expoente referente à expansão térmia do material v−1 ∂v
∂T ∼ τ−yom o expoente do alor espeí�o ασ. Contudo, esta relação só vale para uma abordagemde ampo médio. Nosso argumento é que a mudança no volume ∆v deve ser proporional aoparâmetro de ordem de Mott φ, de modo que v−1 ∂v

∂T ∼ τβ−1. Usando os valores dos expoentesrítios de Ising em duas dimensões, obtemos −(β− 1) = 0, 875, que está dentro do intervalo devalores enontrado pelos autores para o expoente y.Portanto, a teoria perturbativa para o transporte em sistemas inomogêneos desenvolvida naseção anterior, om o auxílio de simulações numérias, é apaz de expliar onsistentemente osreentes resultados experimentais referentes a ompostos que apresentam a transição térmiade Mott, indiando que, de fato, ela pertene à lasse de universalidade de Ising. Uma pre-visão interessante que poderá ser testada em novos experimentos é sobre a omparação entre osexpoentes rítios do salto na ondutividade δΣ ao longo da linha de oexistênia (3.59) e osexpoentes da diferença de ondutividade ∆Σ (3.53), que seriam iguais no regime gφ ≫ gǫ, masligeiramente diferentes para gφ ≪ gǫ. Além disso, enquanto o expoente de ∆Σ para gφ ≪ gǫ ésempre o mesmo tanto no regime rítio 2D quanto no regime de ampo médio, já que α = 0para ambos, ele seria diferente no aso de δΣ, tanto para gφ ≪ gǫ omo para gφ ≫ gǫ, devido àpresença do expoente β em ambas as situações.3.5. Transporte em ompostos dopados: fases esmétia e nemátiaNesta seção, vamos analisar as propriedades de transporte da fase bidimensional de listrasde arga da Hamiltoniana de Brazovskii (3.9), onsiderando que a ondutividade loal sejaproporional apenas ao parâmetro de ordem:
σ (~x) = σ0 [1 + gφ (~x)] , (3.61)om o ontraste entre as fases g ≪ 1. Para fazer ontato om os resultados experimentais refe-rentes aos upratos e aos niquelatos, apresentados na seção 3.1, vamos investigar duas situaçõesdistintas: na primeira, a fase de listras possui ordem de longo ou quase-longo alane posiionale orientaional, sendo equivalente, portanto, à fase esmétia enontrada nos ristais líquidos.Conforme expliado na seção 1.4, esta on�guração só é possível, em 2D, na presença de umampo ristalino su�ientemente forte, que impeça o derretimento da fase modulada.No segundo aso que iremos estudar, não há ampos ristalinos presentes, de modo que oderretimento da fase esmétia não pode ser evitado. Assim, além dos modos de �utuação dedensidade do parâmetro de ordem, onsideraremos também o papel dos modos de �utuaçãoelástia, que dão origem a uma fase que possui apenas ordem de (quase) longo alane orienta-ional, e não mais posiional. Trata-se, onforme já disutido, de um estado equivalente à fasenemátia observada nos ristais líquidos. Nosso objetivo, portanto, é esmiuçar o omportamentoda ondutividade destes dois tipos de fases através das fórmulas (3.29) e (3.30), prinipalmentena região próxima à transição para o estado ompletamente desordenado.



3.5. Transporte em ompostos dopados: fases esmétia e nemátia 1133.5.1. Fase esmétiaDurante todo o resto desta seção, usaremos os resultados da solução de ampo médioauto-onsistente da Hamiltoniana de Brazovskii, apresentada na seção 1.3. Assim, a fase es-métia surge omo um estado metaestável do sistema a partir da espinodal τ (esp)
0 ≈ −1, 89 (Γu)2/3,em que τ0 ∝ T−Tc

Tc
, u é o parâmetro quártio da Hamiltoniana e Γ = 3

2q0. O parâmetro de ordemque desreve esta fase ordenada é dado por:
〈φ~q〉 = A (δ~q,~q0 + δ~q,−~q0) , (3.62)om A2 = 1

3ξ2u . O omprimento de orrelação do sistema ξ na fase esmétia é obtido atravésda solução da equação auto-onsistente (1.50), já que τA = ξ−2; no aso da fase desordenada,a equação que fornee o parâmetro de massa renormalizado τ e, onseqüentemente, determina
ξ, é a (1.49). O omportamento do omprimento de orrelação em função da temperatura foiapresentado na �gura 1.12, onde o salto �nito que arateriza o aráter de primeira ordem datransição pode ser observado laramente. No que se segue, assumimos variações adiabátiasna temperatura do sistema, de modo que a transição oorre quando a energia livre das fasesdesordenada e de listras se igualam, em τ∗0 ≈ −2 (Γu)

2/3.Consideramos que a on�guração do parâmetro de ordem da fase esmétia está ongeladano referenial dos elétrons que difundem pelo sistema, de modo que devemos tomar a médiaquenhed da ondutividade (3.29). No aso de sistemas om transições de segunda ordem,vimos que o ritério para se deidir qual dos dois tipos de média deve ser tomado era o valor doexpoente dinâmio z. Contudo, no presente aso, omo se trata de uma transição de primeiraordem, estabeleer tal ritério é uma tarefa mais omplexa, já que efeitos de nuleação devem serlevados em onta. Assim, onsideramos que a dinâmia da nuleação de um estado metaestávelsobre o outro seja muito mais lenta que a difusão eletr�nia, de modo que o elétron seja apazde sondar, de fato, uma fase de listras estátias autêntia.O primeiro termo da expansão perturbativa (3.29) se anula, pois φ~q=0 = 2A
∫

d2x cos (~q0 · ~x) =

0, re�etindo a neutralidade elétria do sistema. Logo, ao ontrário do aso investigado anteri-ormente, referente aos isolantes de Mott não-dopados, as primeiras orreções à homogeneidadeda ondutividade marosópia são de ordem quadrátia no ontraste g e envolvem não apenaso valor médio do parâmetro de ordem, mas também seu espetro de �utuações. O termo desegunda ordem pode ser deomposto em uma parte isotrópia e outra anisotrópia; para isso,usamos a seguinte relação entre as funções de orrelação onetada e não-onetada:
〈φ~qφ−~q〉 =

1

V
G~q + 〈φ~q〉 〈φ−~q〉

〈φ~qφ−~q〉 =
V −1

ξ−2 + (q − q0)
2 +A2 (δ~q,~q0 + δ~q,−~q0) , (3.63)em que estamos, mais uma vez, tomando o limite disreto das transformadas de Fourier, referentea ondições de ontorno periódias (V é o volume do sistema). Logo, a ondutividade total podeser esrita omo:
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Σav = σ0

(

1 − g2

φ̃2
0

Σiso −
g2

φ̃2
0

Σaniso

)

, (3.64)em que φ̃0 é o termo que normaliza a amplitude do parâmetro de ordem a 1, e Σiso, Σanisodenotam as partes isotrópia e anisotrópia da ondutividade:
Σiso =

1

V

∑

~k

(

q̂ · k̂
)2

ξ−2 + (k − q0)
2

Σaniso = A2
∑

~k

(

q̂ · k̂
)2 (

δ~k,~q0 + δ~k,−~q0

)

. (3.65)É interessante notar que, se tivéssemos tomado a média annealed ao invés da quenhed, otermo isotrópio, proporional ao espetro de �utuações do parâmetro de ordem, não apareeria.Apenas o termo anisotrópio, que sonda a amplitude do parâmetro de ordem - e, portanto, suaanisotropia espaial - in�ueniaria o omportamento da ondutividade.As somas aima podem ser realizadas diretamente; passando a primeira para o limite doontínuo e usando o fato de a função de orrelação possuir um pio bastante pronuniado em
q0, obtemos:

Σiso = − (q0ξ)

4
. (3.66)Já a segunda soma fornee:

Σaniso =

{

0 , para τ0 > τ∗0
2

3uξ2 (q̂ · q̂0)2 , para τ0 ≤ τ∗0 ,
(3.67)uma vez que o valor médio do parâmetro de ordem se anula na fase desordenada. O termo quár-tio u pode ser esrito em função do omprimento de orrelação da fase ordenada na temperaturade transição (ξ∗), notando que ρA (ρ∗0) ≈ 1:

(ξ∗)−2
= τA = (Γu)

2/3 ⇒ u =
2 (ξ∗)−2

3 (q0ξ∗)
. (3.68)Portanto, até segunda ordem em teoria de perturbação, podemos esrever a ondutividadetotal do sistema na fase desordenada omo:

Σdes
av = σ0

{

1 − g2

4φ̃2
0

(q0ξ)

}

, (3.69)enquanto, para a fase esmétia, temos:
Σesm
av = σ0

{

1 − g2

4φ̃2
0

(q0ξ)

[

1 + 4

(

ξ∗

ξ

)3

cos2 θ

]}

, (3.70)em que θ é o ângulo entre a direção da orrente externa apliada ao sistema e a direção de
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Figura 3.17. Condutividade Σ medida perpendiularmente à direção de propagação das listras (θ = 0,linha sólida), em função da temperatura reduzida τ0 (em unidades do módulo da temperatura detransição |τ∗

0 |). Foi onsiderado um leve omportamento isolante intrínseo à ondutividade média dosistema σ0, representada pela linha pontilhada do grá�o.modulação das listras q̂0. Vemos, portanto, que a ondutividade medida na direção em que aslistras se alongam (θ = π/2), a qual denotamos por Σ
‖
av, é sempre maior que a ondutividademedida ao longo do eixo ortogonal às listras (θ = 0), que denotamos por Σ⊥

av. Além disso, aanisotropia Σ
‖
av − Σ⊥

av ∝ ξ−2 rese onforme a temperatura diminui, já que o omprimentode orrelação aumenta. Qualitativamente, esta propriedade está de aordo om os resultadosobservados por Ando et al. [85℄ para as anisotropias da resistividade das fases de listras dosupratos LSCO e YBCO, apresentadas anteriormente na �gura 3.6. Contudo, para podermosfazer uma omparação mais preisa e veri�ar se a taxa de resimento está realmente de aordoom a previsão do modelo atual, ou mais próxima de um modelo em que a ordem do estadomodulado é nemátia, preisaríamos de uma teoria mirosópia que forneesse o omportamentodos parâmetros efetivos σ0, g e q0. Porém, isto está além do esopo deste trabalho, no qualfoamos em propriedades físias mais gerais e qualitativas.Prosseguindo om a análise das ondutividades (3.69) e (3.70), notamos que a existênia dosalto no omprimento de orrelação ξ implia na oorrênia de um salto na ondutividade durantea transição da fase desordenada para a fase esmétia, que denominamos de ∆Σ = Σdes
av (τ∗0 ) −

Σesm
av (τ∗0 ). Este salto está ilustrado na �gura 3.17, na qual apresentamos o omportamento daondutividade do sistema, medida na direção perpendiular às listras (θ = 0), em função datemperatura reduzida.É de extrema importânia notar que não só o módulo do salto depende da direção na quala ondutividade é medida, mas também o seu sinal. Na �gura 3.18, mostramos a dependêniado salto ∆Σ om o ângulo θ: vemos laramente que, enquanto o sinal é positivo para o asode uma orrente externa apliada perpendiularmente às listras (θ = 0), ele é negativo quandoa orrente passa paralelamente a elas (θ = π/2). O sinal positivo é esperado, uma vez queele se origina do termo da ondutividade que sonda o parâmetro de ordem do sistema; já osinal negativo, não. Para ompreender isso, onsideremos o toy model onstituído por umarede de resistores omposta por listras unidimensionais om ondutividades distintas. Trata-sede um onjunto periódio de s listras, sendo que ada uma possui Ns resistores ao longo doeixo horizontal e N ao longo do eixo vertial, tal que 2sNs = N , onforme ilustra a �gura
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Figura 3.18. Salto na ondutividade durante a transição de fases, ∆Σ = Σdes

av (τ∗

0 )−Σesm
av (τ∗

0 ), em funçãodo ângulo θ (em graus) entre a direção de modulação das listras, q̂0, e a direção tomada para se medira ondutividade do sistema.
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Figura 3.19. Toy model de uma rede de s listras vertiais alternadas formadas por resistores de ondu-tividades σM e σI < σM . Cada listra é onstituída de Ns repetições, ao longo da direção horizontal, deum onjunto de N resistores ao longo da direção vertial, de modo que 2sNs = N . Na �gura à esquerda(direita), é apresentado o aso em que a orrente externa é paralela (perpendiular) às listras.3.19. As listras se alternam entre �metálias� e �isolantes�, sendo que, no primeiro aso, osresistores têm ondutividade σM , enquanto, no segundo aso, a ondutividade vale σI < σM .A ondutividade equivalente deste sistema pode ser alulada diretamente: quando a orrenteapliada é paralela às listras, obtemos Σ
‖
toy = σ0; já quando a orrente �ui perpendiularmenteàs listras, temos Σ⊥

toy = σ0

(

1 − g2
), em que de�nimos a ondutividade média σ0 = σM +σI

2 e oontraste g = σM−σI

σM+σI
. A situação orrespondente ao estado desordenado equivale à rede em quea ondutividade de todos os resistores é igual ao valor médio σ0, impliando em Σdes

toy = σ0.Assim, para este toy model, notamos a existênia de um salto ∆Σ positivo no aso em quea ondutividade é medida na direção perpendiular às listras. Já no aso em que ela é tomadaparalelamente às faixas ondutoras unidimensionais, o salto se anula. Conforme adiantamosanteriormente, o sinal positivo de ∆Σ não é partiular do modelo de Brazovskii, pois apareeaté mesmo neste simples toy model, em que não há orrelações entre os resistores mirosópios.Ele re�ete, em última instânia, o fato de os elétrons que se difundem ortogonalmente às listrassondarem o parâmetro de ordem do sistema e, onseqüentemente, sua anisotropia espaial. Já noque onerne o salto negativo, que aparee quando os elétrons se difundem ao longo das listras,ele surge omo uma araterístia partiular do modelo de Brazovskii. Analisando sua origem,vemos que ele está relaionado ao termo Σiso da expansão perturbativa da ondutividade, queé proporional à função de orrelação onetada da Hamiltoniana de Brazovskii. Desse modo,



3.5. Transporte em ompostos dopados: fases esmétia e nemátia 117podemos dizer que o sinal negativo é uma manifestação partiular do espetro de �utuações domodelo usado.O omportamento qualitativo da ondutividade da fase esmétia delineado nos parágrafosanteriores pode ser omparado om as medidas de resistividade envolvendo os niquelatos, nosquais aredita-se que a fase de listras possui um aráter estátio, devido ao seu forte aoplamentoom a rede [82, 83, 84℄. Os dois grá�os superiores da �gura 3.5 indiam a oorrênia de umaumento súbito na resistividade do omposto LSNO medida ao longo da direção perpendiularàs listras, quando, ao ser submetido a uma redução de temperatura, ele sofre a transição paraa fase de listras ordenadas [82, 83℄. Este aumento pode ser atribuído a uma suavização do saltoabrupto ∆Σ > 0 desrito anteriormente, devido à presença de desordem estrutural [65℄. Seriabastante interessante obter medidas experimentais da ondutividade que permitam omparareste salto om o omportamento da resistividade durante a transição de fases no aso em que aorrente é apliada paralelamente às listras. Assim, haveria mais elementos para veri�ar se omodelo de Brazovskii é realmente apropriado para desrever as exitações de arga da fase delistras dos niquelatos.Na parte inferior da mesma �gura 3.5, extraída de [84℄, observa-se a oorrênia de váriossaltos menos intensos na resistividade do omposto LNO, para temperaturas abaixo daquela naqual a fase de listras ordenadas é estabeleida. Novamente, a orrente externa é apliada perpen-diularmente às listras. Segundo os autores de [84℄, este omportamento pode ser atribuído àsmudanças no módulo do vetor de onda das listras, q0, que diminui à medida que a temperaturaabaixa, de aordo om os dados de difração de nêutrons obtidos em um outro trabalho, [120℄.O modelo que desenvolvemos nesta seção é apaz de relaionar onsistentemente a diminuiçãode q0 om o aumento da resistividade. Para isso, onsideremos uma fase esmétia om vetor deonda q′0 = ηq0, om η < 1; de aordo om (3.70), sua ondutividade é dada por:
(Σesm

av )q′0
= σ0

{

1 − g2

4φ̃2
0

(q0ξ
′)

[

1 + 4

(

ξ∗

ξ′

)3

cos2 θ

]}

, (3.71)em que ξ′, o novo omprimento de orrelação, é solução da equação auto-onsistente:
−ρ′A = ρ0 +

η
√

ρ′A
, (3.72)om (ξ′)−2

= ρ′A (Γu)
2/3. Para pequenos valores de 1 − η e para qualquer temperatura abaixoda de transição, a mudança no vetor de onda de q0 para ηq0 = q′0 é aompanhada de umadiminuição na ondutividade medida perpendiularmente às faixas Σ⊥

av (q′0) < Σ⊥
av (q0), omoilustra a �gura 3.20, em aordo om os saltos na resistividade observados nos niquelatos.Resumindo, as prinipais manifestações da termodinâmia do parâmetro de ordem da faseesmétia no omportamento da ondutividade são: a anisotropia Σ

‖
av − Σ⊥

av ∝ ξ−2 monotoni-amente deresente om a temperatura; a existênia de um salto na ondutividade ∆Σ =

Σdes
av (τ∗0 ) − Σesm

av (τ∗0 ), onomitante à transição entre o estado ordenado e o desordenado; adependênia do sinal deste salto om o ângulo entre a direção tomada para medir a ondutivi-dade e a direção de modulação das listras. De todas estas propriedades, a última é espeí�ado modelo de Brazovskii ou, mais preisamente, do espetro das suas exitações de mais baixa
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Figura 3.20. Comportamento do salto da ondutividade ∆Σ = Σ′ − Σ entre a fase esmétia om vetorde onda de módulo q′0 = ηq0 e a fase om vetor de onda q0, para η = 0, 9. No grá�o à esquerda, o saltoé apresentado em função do ângulo θ (em graus) entre a orrente externa e a direção de modulação daslistras, para uma temperatura �xa abaixo da de transição. No grá�o à direita, mostra-se o salto emfunção da temperatura reduzida τ0 (em unidades do módulo da temperatura de transição |τ∗

0 |), para oaso em que θ = 0 ◦.energia. Conforme argumentamos, este modelo tem boa onordânia qualitativa om os da-dos referentes às fases de listras estátias observadas nos niquelatos. No que diz respeito aosupratos, de aordo om o que já disutimos na seção 3.1, as listras observadas aparentam sermais �exíveis e �utuantes, indiando a presença de uma ordem nemátia, ao invés da esmétia[28, 86, 87, 88℄. Assim, na seqüênia, vamos apliar o mesmo formalismo para investigar asaraterístias da ondutividade de uma fase nemátia.3.5.2. Fase nemátiaA existênia de uma fase nemátia nos isolantes de Mott dopados foi proposta iniialmentepor Kivelson et al. - que a denominaram de fase eletr�nia líquido-ristalina - omo onseqüêniadas �utuações quântias das paredes das listras da fase esmétia [28℄. Posteriormente, o oneitode um ordenamento nemátio eletr�nio foi estendido para outros tipos de sistemas metálios,omo o gás de elétrons a baixíssimas temperaturas na presença de ampos magnétios externos[89, 90℄. A essas idéias, suederam-se vários resultados experimentais orroborando-as (no asodos upratos, ver, por exemplo, os já menionados trabalhos [86, 87, 88℄).Em [17℄, Carlson et al. desenvolveram uma interessante modelagem teória para as pro-priedades de transporte dessas fases eletr�nias nemátias, a �m de expliar medidas de ruídoda resistividade em alguns upratos. A idéia básia é assoiar ada élula nemátia oerentedo sistema, omo aquelas apresentadas na �gura 1.17, a um pseudo-spin, de modo que Si = 1equivale a uma élula ujo diretor nemátio é paralelo ao eixo vertial, enquanto Si = −1refere-se a uma élula ujo diretor é paralelo ao eixo horizontal. Um ampo onjugado externo
h privilegia uma das duas direções, enquanto um ampo aleatório hi aoplado aos pseudo-spinsrepresenta o papel da desordem. Portanto, o problema é mapeado em um modelo de Ising omampo aleatório (RFIM). Através de simulações numérias que levam em onta as �utuaçõesquântias dos pseudo-spins, os autores puderam hegar a um padrão de ruídos ondizente omaqueles observados experimentalmente. Além disso, observaram, numeriamente, uma relaçãolinear entre a anisotropia da resistividade Ra e o parâmetro de ordem nemátio m do sistema a
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T = 0 e na presença de um ampo externo h variável. De�nindo a quantidade r = R⊥(m→1)

R‖(m→1) , oresultado obtido foi:
Ra ≡

(

r + 1

r − 1

)(

R⊥ −R‖
R⊥ +R‖

)

= m. (3.73)Nosso objetivo, nesta sub-seção, é desenvolver uma teoria mirosópia perturbativa para aondutividade da fase nemátia, levando em onta não os modos de �utuações quântias, masos modos de �utuações elástias. Eles foram apresentados na seção 1.4, e são desritos pelaHamiltoniana (1.58), que reesrevemos aqui por lareza:
Hfon[u] =

1

2
B

∫

d2x

[

(

∂u

∂x

)2

+ λ2

(

∂2u

∂y2

)2
]

, (3.74)om:
B = φ2

0q
2
0 e λ2 =

1

4q20
, (3.75)em que φ0 denota a amplitude do parâmetro de ordem5. Assim omo as exitações quântias,os modos tipo f�non também induzem o derretimento da fase esmétia, dando origem à fasenemátia, em que há apenas ordem de (quase) longo alane orientaional. Este estado é a-raterizado pela presença de élulas oerentes ujo omprimento araterístio ξD depende dadensidade nD de disordânias livres presentes no sistema, ξD = n

−1/2
D = d exp

(

ED

2kBT

), emque d refere-se à largura típia das listras, d = 2π
q0
, e ED é a energia de uma disordânia livre.Dentro de ada élula, a ordem esmétia é desorrelaionada apenas pelas �utuações elástiasnão-singulares, e o diretor orresponde à média das orientações das listras englobadas. Para �nsde lareza, reproduzimos novamente na �gura 3.21 a representação da fase nemátia omo umonjunto de élulas oerentes, que fora apresentada anteriormente na �gura 1.17.A abordagem que adotamos para lidar om o problema onsiste em tomar estas élulas �nitasomo os resistores mirosópios do sistema nemátio. Assim, após alularmos a ondutividade

σb assoiada a ada élula, podemos usar as fórmulas (3.29) e (3.30) para obter a ondutividademarosópia do sistema, já que, para esalas de omprimento maiores que ξD, ele apresentaordenamento nemátio. Vale salientar que este proedimento não é válido para temperaturasmuito baixas, nas quais o tamanho de ada élula é muito grande e o fator de Debye-Wallerpratiamente diverge.Dentro de ada élula, apesar de as �utuações de densidade do parâmetro de ordem per-maneerem pequenas desde que τ0 < τ∗0 , as �utuações elástias são relevantes a qualquer tem-peratura, devido ao aráter bidimensional do sistema. Enquanto um elétron leva um tempotípio tel ∼ Dξ2D para atravessar a élula, os modos tipo f�non se propagam em uma esala detempo tfon ∼ vξD, em que v é a veloidade do som no material. Assim, tel ≫ tfon, signi�andoque os elétrons sondam todo o espaço de on�gurações. Portanto, a ondutividade média deada élula σb deve ser alulada tomando-se a expressão annealed (3.30). Na aproximação em5 Não estamos usando a letra A pois reservamos esta notação exlusivamente para a amplitude do parâmetrode ordem forneida pela solução auto-onsistente. A prinípio, a amplitude φ0 poderia ser obtida por qualqueroutro método.
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Figura 3.21. Representação da fase nemátia resultante da atuação de �utuações elástias e disordân-ias livres na fase de listras bidimensional, araterizada pela presença de élulas de tamanho típio ξDdesorrelaionadas apenas por modos fon�nios. Adaptada de [11℄.
que os modos de densidade estão desaoplados dos modos elástios, de aordo om o que foidisutido na seção 1.4, podemos esrever o valor médio do parâmetro de ordem do sistema omo:

φ̄~q = e−WA (δ~q,~q0 + δ~q,−~q0) , (3.76)em queW é o fator de Debye-Waller alulado dentro das élulas. Como elas possuem dimensões�nitas, W não diverge; usando os resultados de Toner e Nelson [11℄, e onsiderando q̂0 = q0x̂,estas dimensões são dadas por:
ξx = λ−1/3n

−2/3
D = d (4π)1/3 exp

(

2ED
3kBT

)

ξy = λ1/3n
−1/3
D = d (4π)

−1/3
exp

(

ED
3kBT

)

, (3.77)de modo que ξD =
√

ξxξy. Assim, podemos alular o fator de Debye-Waller através da ex-pressão (1.64), observando que, agora, o espaço de Fourier está limitado não só pelo usual uto�ultravioleta a−1, em que a é o parâmetro de rede, mas também pelos uto�s infravermelhos ξ−1
xe ξ−1

y . Notando que ξy/ξx ∼ exp
(

− ED

3kBT

)

< 1, onforme está representado na �gura 3.21, eusando que ξy ≫ a, obtemos:
W =

q20
2π2B

∫ Λ

ξ−1
y

dqy

∫ Λ

ξ−1
x

dqx
q2x + λ2q4y

W =
q20

4πBλ
ξy =

e
ED

3kB T

2
2
3π

1
3φ2

0

. (3.78)



3.5. Transporte em ompostos dopados: fases esmétia e nemátia 121Fia evidente que, para temperaturas muito baixas, o fator de Debye-Waller rese rapida-mente, tornando o valor médio do parâmetro de ordem (3.76) pratiamente nulo. Tomando amédia annealed (3.30) da ondutividade de uma élula nemátia, ujo parâmetro de ordem édado por (3.76), obtemos, até ordem quadrátia na teoria de perturbação:
σb = σ0

(

1 − 2g2A2

φ̃2
0

e−2W cos2 θ

)

, (3.79)em que usamos a desigualdade ξ−1
D < q0 < a−1 para realizar a soma. Assim, notamos que,apesar de as �utuações elástias destruírem a ordem posiional das listras dentro de uma élulanemátia, elas preservam a ordem orientaional, onforme era esperado. Adotando a onvençãode que o diretor nemátio é paralelo à direção de modulação das listras q̂0 [11℄, podemos reon-heer em θ o ângulo entre a orrente externa apliada para se medir a ondutividade e o diretornemátio da élula.A partir de agora, vamos nos onentrar em dois asos espeí�os, referentes às situações emque a ondutividade é medida paralela ou perpendiularmente ao diretor (θ = 0 ou θ = π/2),orrespondendo às direções perpendiular e paralela às listras, respetivamente. Como o sistemase omporta omo um ristal líquido nemátio para esalas de omprimento maiores que ξD, odiretor de ada élula vai sofrer �utuações em torno da posição de equilíbrio devido às interaçõesom as outras élulas. Assim, esrevemos θ = θ0 + α, em que α denota as �utuações do diretornemátio e obedee à Hamiltoniana:
Hnem =

1

2
K

∫

d2x
∣

∣

∣

~∇α
∣

∣

∣

2

, (3.80)onforme expliado na seção 1.4. Logo, para os dois asos de interesse, θ0 = 0 e θ0 = π/2,podemos esrever a ondutividade de uma únia élula omo:
σb = σ0

(

1 − g2A2

φ̃2
0

e−2W ± g2A2

φ̃2
0

e−2W cos 2α

)

σb = σ̃0 (1 ± g̃ cos 2α) , (3.81)em que o sinal mais (menos) refere-se à ondutividade medida paralelamente (perpendiular-mente) às listras. Na expressão anterior, introduzimos a ondutividade média �renormalizada�
σ̃0 = σ0

(

1 − g2A2e−2W /φ̃2
0

) e o ontraste �renormalizado� g̃ = g2A2e−2W /φ̃2
0. Como nasesalas de omprimento onsideradas (L > ξD) o sistema possui aráter nemátio, podemostomar σb omo a ondutividade �mirosópia� da fase nemátia e apliar novamente o formal-ismo perturbativo da seção 3.3. Podemos, ainda, onsiderar a dinâmia das �utuações do diretornemátio muito mais lenta que a esala de tempo típia da difusão eletr�nia, e tomar a médiaquenhed da ondutividade global do sistema, obtendo:

Σnem
av = σ̃0 (1 ± g̃ 〈cos 2α〉) , (3.82)



122 Capítulo 3. Isolantes de Mott Dopadosaté a ordem dominante na teoria de perturbação. Do resultado aima, seguem-se várias pro-priedades interessantes. Primeiramente, é interessante notar que o parâmetro de ordem nemátio
〈cos 2α〉 surge naturalmente neste modelo, omo onseqüênia da apliação do formalismo per-turbativo para se alular a ondutividade individual de ada élula nemátia. Além disso, aoontrário do aso da fase esmétia, não é prevista a oorrênia de nenhuma desontinuidade naondutividade, já que a transição para o estado desordenado (líquido) é do tipo Kosterlitz-Thouless,induzida pelo desligamento dos pares ligados de dislinações.Outro aspeto importante diz respeito à anisotropia da ondutividade, dada por:

Σ‖
av − Σ⊥

av = 2σ̃0g̃ 〈cos 2α〉 , (3.83)em que Σ
‖
av (Σ⊥

av) refere-se à ondutividade medida paralelamente (perpendiularmente) àslistras. Comparada à anisotropia da ondutividade da fase esmétia, que também é proporionala g2A2 (assim omo g̃), esperamos que a anisotropia referente à fase nemátia seja menor, devidoà presença do fator de Debye-Waller e−2W . Estas observações poderiam auxiliar na análise dedados da resistividade dos upratos, omo aqueles de Ando et al. [85℄ (ver �gura 3.6), paraorroborar a hipótese da existênia de uma fase om ordem nemátia, ao invés de esmétia.Para omparar a equação (3.83) om o resultado (3.73), obtido por Carlson et al. em[17℄, de�nimos a resistividade da fase nemátia omo o inverso da ondutividade, Rnem
av =

ρ̃0 (1 ∓ g̃ 〈cos 2α〉), em que ρ̃0 = 1/σ̃0. Assim, �a laro que:
(

R
‖
av −R⊥

av

R
‖
av +R⊥

av

)

= g̃ 〈cos 2α〉 . (3.84)O fator r de�nido por Carlson et al. é dado, no ontexto presente, por:
r =

ρ̃0 (1 + g̃)

ρ̃0 (1 − g̃)
⇒ g̃ =

r − 1

r + 1
. (3.85)Combinando a equação (3.85) om a (3.84), obtemos exatamente a mesma expressão (3.73)observada em [17℄. É notável o fato de duas abordagens ompletamente distintas ao problemaforneerem uma relação idêntia entre a anisotropia da ondutividade e o parâmetro de ordemtermodinâmio, já que uma onsidera os efeitos das �utuações quântias, enquanto a outraaborda os efeitos das �utuações lássias. Provavelmente, este resultado omum deve-se ao fatode a fase nemátia ser onstituída, em ambos os asos, por aglomerados individualizados omordem esmétia de urto alane. Tal relação pode ser de extrema valia na omparação entreas propriedades de transporte e as propriedades de ordenamento das listras nos upratos. Defato, em um experimento bastante reente envolvendo o omposto YBCO, foi observada umaoinidênia signi�ativa entre o omportamento do peso espetral das exitações anisotrópiasde spin de mais baixa energia e o omportamento da anisotropia da resistividade em função datemperatura [88℄.Por �m, é importante notar que a presente modelagem abre aminho para a investigação daspropriedades de transporte da fase nemátia fora do equilíbrio. As �utuações elástias dentrode uma élula nemátia são sempre relevantes e bastante intensas, mesmo que ela seja limitadaespaialmente, pois as élulas são estruturas bidimensionais. Os desvios no parâmetro de or-



3.5. Transporte em ompostos dopados: fases esmétia e nemátia 123dem por ausa dessas exitações podem ser estimado por |δφ| =
√

e2W − 1 〈φ〉; assim, mesmopara o regime de temperaturas de validade do nosso modelo, em que o fator de Debye-Wallerassume valores moderados, de modo a preservar a ordem orientaional das élulas, os desviospodem assumir valores da mesma ordem de grandeza do próprio valor médio do parâmetro deordem. Esses efeitos gerariam �utuações no valor médio da ondutividade global do sistema,gerando termos de ordem g2 na teoria de perturbação. Assim, é esperado que estas �utuaçõesmanifestem-se, por exemplo, omo ruídos em medidas de séries temporais da resistividade dosistema [17℄. Para se avançar nesta análise, ontudo, seria neessária uma teoria mirosópiadinâmia que está além do esopo da presente investigação.





Capítulo 4ConlusõesNesta tese, investigamos as propriedades magnétias e de transporte das fases inomogêneasmoduladas que surgem em sistemas om interações ompetitivas, usando o modelo de Brazovskiipara desrever a sua termodinâmia. No que se segue, vamos dividir as onlusões em duaspartes, referentes aos resultado obtidos nos apítulos 2 e 3.No que se refere aos ferromagnetos dipolares om dimensões �nitas, mostramos que a ge-ometria limitada do sistema, aliada às ondições de ontorno de Dirihlet empregadas, aabampor disretizar o espaço de momentos. Contudo, esta diminuição no espaço disponível para aatuação das �utuações do parâmetro de ordem não é apaz de impedir que elas induzam umatransição de primeira ordem entre a fase desordenada e a fase modulada, a exemplo do que oorreom o bloo in�nito, estudado por Garel e Doniah [6℄. Observamos ainda que esta transiçãopode ser induzida não apenas por mudanças na temperatura, mas também por alterações nalargura do bloo. Em relação às on�gurações assoiadas às várias ombinações dos vetoresde onda da modulação, obtivemos que, em geral, a fase de modulação mais simples possível- a fase de listras - é a mais estável, repetindo, mais uma vez, o resultado do aso do blooin�nito. Entretanto, para o bloo �nito, a limitação espaial no eixo x̂, orrespondente à largurado bloo, quebra a simetria por translações ao longo desta direção, fazendo om que estadosom diferentes modulações em x̂ tenham diferentes energias livres. Em partiular, observamosque, quanto menor a modulação, menor a energia da on�guração; além disso, quando houver apossibilidade de o sistema formar uma fase de listras ujo período seja omensurável à largurado bloo, esta fase será a mais estável.Apliando o formalismo geral da Hamiltoniana de Ginzburg-Landau de um bloo ferromag-nétio dipolar �nito ao aso dos terraços formados pela fase α nos �lmes �nos de MnAs:GaAs,fomos apazes de expliar onsistentemente as estruturas de domínio observadas por meio dasimagens de MFM em [13℄ e [52℄. Considerando spins om simetria Ising, proedimento válidoprinipalmente no intervalo de altas temperaturas da região de oexistênia, obtivemos que aon�guração de menor energia orresponde às estruturas tipo II apresentadas na �gura 2.5, om
5, 4, 3 e 2 domínios ao longo da direção limitada do terraço. Considerando, posteriormente,spins vetoriais planares (modelo XZ), hegamos também ao resultado que a omponente damagnetização ao longo da direção limitada não se divide em domínios, em aordo om as estru-turas tipo I mostradas na mesma �gura. Tendo determinado as on�gurações que minimizama Hamiltoniana de Ginzburg-Landau, desenvolvemos um modelo fenomenológio para a mag-netização que levasse em onta a ontribuição de múltiplos omponentes de Fourier, além daaproximação senoidal empregada anteriormente. Neste modelo, a reorientação da magnetização



126 Capítulo 4. Conlusõesda direção paralela para a direção perpendiular ao plano do �lme de MnAs:GaAs se dá para arazão de aspeto p ≡ d/D ≈ 1, 5. A nosso ver, o maior mérito desta modelagem é que, aliada aométodo de Stoner-Wohlfarth, ela é apaz de prever a mudança na forma das urvas de histereseobservada através de medidas de espalhamento de raios X, forneendo o valor p ≈ 1, 8, que nãoestá distante da razão de aspeto obtida experimentalmente, pexp ≈ 2, 9 [13℄.Assim, de um modo geral, podemos dizer que o modelo de Brazovskii, munido das generali-zações e das extensões apropriadas, desreve om bastante lareza as propriedades magnétiasdos �lmes �nos de MnAs:GaAs. Para avançar no entendimento delas, seria interessante levar emonta a interação dipolar entre os terraços, que deve reduzir ainda mais o número de domínios dason�gurações possíveis de serem observadas. Além disso, o estudo minuioso do modelo dipolarXZ para o aso de um sistema �nito usando o Grupo de Renormalização (omo feito em [62℄ paraum sistema in�nito), apesar de aparentar ser uma tarefa bastante omplexa, poderia eslareerde�nitivamente qual é o efeito da inlusão dos defeitos topológios no diagrama de fases. Por�m, para se obter uma desrição mais preisa das urvas de histerese, seria de extrema valiaa realização de simulações numérias que envolvessem on�gurações om paredes de domíniotambém ao longo da direção ilimitada e que fossem apazes de levar em onta a ontribuição danuleação e dos entros de pinning para a reorientação magnétia.No que onerne as propriedades de transporte dos isolantes de Mott, demonstramos, demaneira geral, que a ondutividade marosópia não é neessariamente proporional ao valormédio do parâmetro de ordem do sistema inomogêneo. Isto aontee mesmo om a existênia doaoplamento linear entre a ondutividade mirosópia e o parâmetro de ordem gerado pelo on-traste entre as ondutividades das diferentes fases. No aso dos isolantes de Mott não-dopados aolongo da linha de oexistênia do diagrama de fases (P, T ), uja termodinâmia deve ser desritapor um parâmetro de ordem do tipo Ising [71, 72℄, a ontribuição do espalhamento dos elétronspelas interfaes das regiões isolantes e metálias dá origem a um outro aoplamento, desta vezentre a ondutividade mirosópia e a densidade de energia. Através da solução perturbativado problema de uma rede de resistores orrelaionados, e om o auxílio de simulações numériasrealizadas por olaboradores, mostramos que, dependendo da razão entre as duas onstantes deaoplamento da ondutividade mirosópia, a ondutividade marosópia apresenta um om-portamento de rossover próximo ao ponto rítio, passando de uma região uja ritialidadeé determinada pela densidade de energia, para uma outra que é governada pela magnetização.Considerando tais resultados, juntamente om o papel da desordem estrutural, argumentamosque os expoentes rítios da ondutividade obtidos nos experimentos envolvendo a transição deMott em 3D [73℄ e em 2D [74℄ podem ser expliados onsiderando que o ponto rítio pertene àlasse de universalidade de Ising, reoniliando-os om os trabalhos teórios anteriores [71, 72℄.Seria interessante, ontudo, o desenvolvimento de uma abordagem mirosópia que fosse apazde expliar a diferença entre as ordens de magnitude das razões entre as onstantes de aopla-mento da ondutividade mirosópia para o aso dos sais orgânios (2D), em relação ao asodo óxido de Vanádio (3D).Já nos isolantes de Mott dopados que apresentam fases de listras de arga passíveis de seremdesritas pelo modelo de Brazovskii (niquelatos e upratos), a ondutividade marosópia nãoé linearmente proporional ao valor médio do parâmetro de ordem pelo simples fato de ele se



127anular por ausa da neutralidade do sistema. Considerando apenas a ontribuição do ontrasteentre as ondutividades mirosópias, e usando, novamente, a expansão perturbativa para aondutividade de uma rede de resistores orrelaionados, mostramos que a ondutividade globaldepende, em ordem mais baixa na teoria de perturbação, da função de orrelação de dois pontosnão-onetada. Assim, fazendo uso do modelo de Brazovskii para desrever a termodinâmiado parâmetro de ordem, determinamos as propriedades de transporte do sistema. Para a fasede listras om ordenamento esmétio, observamos que a anisotropia da mesofase eletr�nia ére�etida por uma anisotropia da ondutividade global, que passa a depender do ângulo entre adireção da orrente apliada e a direção de modulação das listras. Além disso, quando o sistemasofre a transição de Brazovskii da fase desordenada para a fase de listras, oorre uma deson-tinuidade na ondutividade, em aordo qualitativo om medidas de resistividade envolvendo osniquelatos [82, 83, 84℄. Mostramos que não só o módulo, mas também o sinal deste salto naondutividade, dependem da direção em que ela é medida. Como a mudança de sinal do saltoestá assoiada ao espetro de �utuações partiular do modelo de Brazovskii, ela pode ser usadaomo um ritério para se deidir sobre a apliabilidade deste modelo na desrição das listras dearga enontradas nos niquelatos. Assim, estes resultados não só auxiliam na eluidação daspropriedades de transporte dos niquelatos, omo também exploram os limites de validade dadesrição da fase de listras de arga observadas nestes ompostos pela solução de ampo médioauto-onsistente da Hamiltoniana de Brazovskii.No aso em que a fase de listras é derretida pelas �utuações elástias, dando origem a uma fasenemátia, usamos o mesmo formalismo para alular a ondutividade marosópia do sistema,propondo um enário bastante laro e intuitivo para a investigação de suas propriedades detransporte. Obtivemos que, em ordem mais baixa da expansão perturbativa, a anisotropiada ondutividade é linearmente proporional ao parâmetro de ordem nemátio, em aordoom outra abordagem ompletamente distinta ao problema do transporte eletr�nio em fasesnemátias, que leva em onta apenas �utuações quântias, e não lássias, através de simulaçõesnumérias [17℄. Assim, tal relação linear entre uma quantidade de transporte e uma quantidadetermodinâmia pode ser de extrema utilidade no entendimento das propriedades físias dasfases de listras dos upratos, que aredita-se possuírem ordenamento nemátio, e não esmétio[28, 85, 86, 88℄. Neste ontexto, seria bastante produtivo investigar profundamente o aso emque estes dois modos de �utuações estivessem presentes, de modo que fosse possível distinguir osefeitos próprios de ada um deles. Além disso, omo as �utuações elástias são sempre intensasem duas dimensões, seria de extrema valia uma modelagem dinâmia que pudesse levar em ontaa sua in�uênia em medidas de séries temporais e ruídos da resistividade. Em partiular, umainvestigação que pudesse determinar os tipos de ruído provoados pelas �utuações elástias, emomparação om aqueles gerados pelas �utuações quântias, seria bastante interessante. Por�m, vale salientar que a solução perturbativa geral da rede de resistores orrelaionados abreuma gama de possibilidades para a investigação das propriedades de transporte de várias outrasfases não-triviais, omo os vidros de spin e listras na presença de desordem estrutural tipo ampoaleatório.
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Apêndie ATransição de Kosterlitz-ThoulessConsideremos um sistema bidimensional ujo parâmetro de ordem onservado possua duasomponentes, de modo que ele possa ser araterizado por um ângulo θ. Consideremos, ainda,que as exitações elástias deste parâmetro de ordem sejam desritas pela Hamiltoniana quadrátia:
H [θ] =

K

2

∫

d2x
[

~∇θ (~x)
]2

, (A.1)em que K é hamada de rigidez generalizada (estamos onsiderando, a exemplo do que �zemosdurante o texto prinipal, que o parâmetro K é dado em unidades da energia térmia kBT ).Este é o aso, por exemplo, das exitações tipo ondas de spin no modelo XY, das �utuaçõesda fase da função de onda de um super�uido e dos modos de �utuação do diretor de uma fasenemátia, onforme expliado na seção 1.4. Mesmo não possuindo ordem de longo alane devidoà atuação das exitações elástias (teorema de Mermin-Wagner [60℄), o sistema possui ordemde quase-longo alane, ou seja, sua função de orrelação não-onetada deai polinomialmenteom a distânia entre os pontos. Este resultado pode ser obtido diretamente através do álulode integrais de trajetória gaussianas envolvendo o parâmetro de ordem exp (−iNθ), em que Né um número natural:
〈

eNiθ(~x)e−Niθ(0)
〉

elast
= (Λr)

− N2

2πK . (A.2)Na expressão aima, Λ denota o uto� ultravioleta apropriado e r = |~x|. Entretanto, estafunção de orrelação não ontempla a ontribuição dos defeitos topológios que apareem nestestipos de sistemas, araterizados por:
∮

Γ

~∇θs · d~l = 2πκ . (A.3)Conforme mostraremos a seguir, om o aumento da temperatura, a proliferação de paresligados destes defeitos leva a uma progressiva diminuição da rigidez, até que ela se anula a umaerta temperatura rítia. Neste ponto, a função de orrelação deixa de air polinomialmenteom a distânia e o sistema perde sua ordem de quase-longo alane, passando para um estadoompletamente desordenado, sobre o qual irulam defeitos topológios isolados: é a transição deKosterlitz-Thouless, também hamada de transição de Berezinskii-Kosterlitz-Thouless [121, 122℄.Durante o texto prinipal, ela surgiu no ontexto da transição entre uma fase nemátia e uma faselíquida isotrópia induzida por dislinações, ujas argas topológias κ podem assumir valoressemi-inteiros. Neste apêndie, ao invés de nos referirmos a um sistema de diretores nemátios,vamos onsiderar uma rede de spins planares, pois a visualização dos oneitos envolvidos - em



138 Apêndie A. Transição de Kosterlitz-Thoulesspartiular, dos defeitos topológios - é razoavelmente mais lara. Seguiremos prinipalmente aabordagem de [9℄ para o problema. A generalização para o aso das dislinações em uma fasenemátia pode ser feita sem maiores di�uldades e de maneira direta.Para uma rede de spins planares interagindo segundo o modelo XY, os defeitos topológios(A.3) são vórties magnétios. Neste ontexto, a arga topológia só assume valores inteiros,indiando o número de voltas que o spin dá quando se ompleta um iruito fehado em tornodo núleo de um vórtie. Dentro deste núleo singular, araterizado por um tamanho típio quedenotaremos por a, assume-se que o parâmetro de ordem se anula1. A expressão que desreve umvórtie é obtida através da minimização da Hamiltoniana (A.1), sujeita à ondição de ontorno(A.3):
θs(x, y) = κ arctan

( y

x

)

. (A.4)Substituindo em (A.1), vemos que a energia de um vórtie isolado é dada porEv = πκ2K ln
(

R
a

),em que R denota o tamanho linear do sistema. Claramente, Ev diverge no limite termodinâmio,o que não quer dizer, ontudo, que o sistema não suporte vórties. Para ver isso, estimemosa entropia assoiada à presença de um vórtie de arga topológia unitária κ = 1: omo seunúleo oupa uma área a2 e o sistema tem área total R2, temos que:
S = kB ln

(

R2

a2

)

= 2kB ln

(

R

a

)

. (A.5)Logo, a energia livre βF = Ev − S muda de sinal para Kc = 2/π, sendo positiva paratemperaturas inferiores (K > Kc) e negativa para temperaturas superiores (K < Kc). Portanto,é de se esperar que vórties isolados proliferem a partir de uma erta temperatura. Contudo,isto não signi�a que, abaixo desta temperatura, o sistema esteja livre de vórties, pois elespodem surgir omo pares ligados de vórties e anti-vórties. Ao ontrário de vórties isolados,um par de vortiidade total nula distore apenas os spins próximos aos núleos, deixando osistema assintotiamente uniforme. Além disso, há uma interação efetiva atrativa entre vórtiesde argas topológias opostas, que ontribui para minimizar a energia do sistema.Para hegar a este resultado, devemos alular a energia de um on�guração arbitrária devórties. Assim, tomemos a expressão de um únio vórtie (A.4), e denominemos o seu gradientede ~vs, ou seja, ~vs = ~∇θs. A densidade de vórties ~ms (~x) é dada por ~ms = ~∇× ~vs, já que, peloTeorema de Stokes:
∫ ∫

~ms · d~a =

∮

Γ

~vs · d~l = 2π

N
∑

i=1

κi . (A.6)Para obtermos a relação inversa, isto é, ~vs em função de ~ms, podemos tomar o rotaional dadensidade:
~∇× ~ms = ~∇× ~∇× ~vs = −∇2~vs , (A.7)em que usamos o fato de ~∇ · ~vs = 0, já que θs satisfaz a equação de Laplae, pois minimiza1 É importante não onfundir esta notação om o �a� referente ao parâmetro de rede de uma rede úbia,que não apareerá neste apêndie.



139a Hamiltoniana (A.1). Agora, introduzindo a função de Green para o operador Laplaiano emduas dimensões:
∇2C (~x− ~x′) = −δ (~x− ~x′) , (A.8)podemos esrever:

~vs (~x) = ~∇×
∫

d2x′C (~x− ~x′) ~ms (~x′) . (A.9)Substituindo ~vs na Hamiltoniana (A.1):
H =

K

2

∫

d2xv2
s (~x) , (A.10)hegamos, após álulos diretos, à expressão da energia E′

s assoiada a uma on�guração qual-quer de vórties:
E′
s =

K

2

∫

d2xd2x′ ~ms (~x) · C (~x− ~x′) ~ms (~x′) . (A.11)A função de Green (A.8) pode ser obtida failmente no espaço de Fourier, C~q = q−2. Paraesrevê-la no espaço real, deve-se restringir o intervalo de integração para a < |~x− ~x′| < R, jáque o parâmetro de ordem se anula dentro do núleo. Nos limites |~x− ~x′| ≪ R e |~x− ~x′| ≫ a,obtemos:
C (~x− ~x′) =

1

2π

{

ln

(

R

a

)

− ln

( |~x− ~x′|
a

)

+ cte

}

. (A.12)Como os vórties residem no plano xy, podemos de�nir uma densidade esalar de vórties
n (~x), dada por:

~ms (~x) = 2πn (~x) ẑ ⇒ n (~x) =
∑

i

κiδ (~x− ~xi) . (A.13)Assim, a energia da on�guração arbitrária de vórties é expressa por:
E′
s = πK ln

(

R

a

)[∫

d2xn (~x)

]2

− πK

∫

d2xd2x′n (~x) ln

( |~x− ~x′|
a

)

n (~x′)

E′
s = πK ln

(

R

a

)

[

∑

i

κi

]2

− πK
∑

i,j

κi ln

( |~xi − ~xj |
a

)

κj . (A.14)O primeiro termo, proporional à vortiidade total do sistema, diverge no limite termodi-nâmio. Portanto, as on�gurações possíveis de serem exitadas termiamente são aquelas ujavortiidade total se anula. O segundo termo orresponde a uma interação efetiva atrativa (re-pulsiva) entre vórties om argas topológias de sinais opostos (iguais), pois − ln (|~xi − ~xj | /a)é uma função monotoniamente deresente da distânia |~xi − ~xj | entre dois vórties. Para om-pletar esta análise, devemos inluir ainda a energia de riação dos núleos individuais Ec, a qualpode-se mostrar ser proporional ao quadrado da arga topológia [9℄. Portanto, restringindo



140 Apêndie A. Transição de Kosterlitz-Thoulessas possíveis on�gurações àquelas om vortiidade total nula, temos a seguinte expressão paraa energia total:
Es = −πK

∑

i,j

κi ln

( |~xi − ~xj |
a

)

κj +
Ec
kBT

∑

i

κ2
i . (A.15)Logo, as exitações de mais baixa energia do sistema são pares de vórties e anti-vórtiesom arga topológia unitária |κi| = 1. A energia de interação (A.15) é equivalente à de um gásde Coulomb neutro bidimensional ujas argas demandam um usto energétio Ec para seremriadas. Além disso, esta expressão pode ser mapeada em uma teoria de ampo onheidaomo sine-Gordon, de modo que todas as propriedades do sistema podem ser obtidas atravésde métodos envolvendo integrais de trajetória [123℄. Contudo, não é do esopo deste trabalhoenveredar por esta área.Tomemos um par ligado de vórties om argas opostas: onforme a temperatura aumenta,surgem, no espaço entre eles, mais e mais pares de vórties ligados, o que aaba por diminuir aenergia de atração entre as argas do par iniial. Usando a analogia om o gás de Coulomb, esteproesso é equivalente ao aumento da permissividade elétria do meio isolante original devidoà proliferação de dipolos elétrios termiamente induzidos. Assim, a uma erta temperatura,é de se esperar que esta ontínua exitação de novos pares torne nula a interação efetiva entrevórties de argas opostas, deixando os pares desligados, de modo que vórties isolados omeema irular pelo sistema. Este é o signi�ado físio da transição de Kosterlitz-Thouless; no que sesegue, vamos explorá-la mediante o álulo da rigidez renormalizada.A ontribuição dos defeitos topológios para a função de orrelação (A.2) pode ser aluladaatravés de uma expansão em umulantes:

〈

eiθs(~x)e−iθs(0)
〉

vort
= e−〈(θs(~x)−θs(0))

2〉/2 . (A.16)Como as exitações topológias são transversais, enquanto as exitações elástias são longi-tudinais, estes dois modos estão desaoplados, de maneira que a função de orrelação total podeser esrita omo:
〈

eiθ(~x)e−iθ(0)
〉

= e−〈(θs(~x)−θs(0))
2〉/2 (Λr)

− 1
2πK = (Λr)

− 1
2πKR , (A.17)em que de�nimos a rigidez renormalizada KR. O álulo da função de orrelação (A.16) érelativamente longo e requer o uso de algumas propriedades da função de Green (A.8) (osdetalhes podem ser enontrados, por exemplo, em [9℄); o resultado �nal obtido para a rigidezrenormalizada é:

K−1
R = K−1 − π2

∫

d2x 〈n (~x)n (0)〉 |~x|2 . (A.18)Portanto, resta alular a função de orrelação 〈n (~x)n (0)〉. Para baixas temperaturas, estaquantidade pode ser expandida em potênias da fugaidade do sistema y = e−Ec/kBT , quemede, basiamente, a probabilidade de surgir um vórtie à temperatura T . Conforme disutidoanteriormente, a baixas temperaturas, existe apenas um par ligado de argas κ = ±1; assim,



141usando a expressão da energia de interação entre vórties (A.15), podemos alular diretamenteo valor médio 〈κiκj〉 em termos da fugaidade:
〈κiκj〉 = −2y2

( |~xi − ~xj |
a

)−2πK

⇒ 〈n (~x)n (0)〉 =
〈κiκj〉
a4

= −2y2

a4

( r

a

)−2πK

, (A.19)donde resulta, em ordem mais baixa de potênias de y:
K−1
R = K−1 + 4π3y2

∫ ∞

a

dr

a

( r

a

)3−2πK

. (A.20)Esta equação india o derésimo da rigidez om o surgimento de novos pares, proporionalà fugaidade y. Fia laro que, para K < 2/π, a integral aima diverge quando r → ∞,indiando a invalidade da expansão perturbativa. Para K > 2/π, a integral onverge e a rigidezé renormalizada em um valor menor que o iniial.A equação (A.20) pode ser analisada mais preisamente usando as ténias do Grupo deRenormalização (GR). Para isso, onsideremos uma granulação grossa do sistema original des-rita pelo parâmetro b = eδl, em que δl ≪ 1. Quebrando a integral ∫∞
a

=
∫ aeδl

a
+
∫∞
aeδl , podemosinorporar a parte não-singular ao termo K−1, que passa a ser denotado por (K ′)−1, de modoque:

K−1
R = (K ′)

−1
+ 4π3y2

∫ ∞

aeδl

dr

a

( r

a

)3−2πK

. (A.21)Agora, re-esalamos o uto� ultravioleta do sistema, isto é, o tamanho do núleo de umvórtie, a→ ae−δl, e denotamos y′ = ye(2−πK)δl, obtendo:
K−1
R = (K ′)

−1
+ 4π3 (y′)

2
∫ ∞

a

dr

a

( r

a

)3−2πK′

. (A.22)A troa K → K ′ no expoente do integrando não pode ser expliada por esta simples on-tagem de expoentes, mas é originada da ontribuição de termos da ordem de y4 na expansãoperturbativa em potênias da fugaidade [9℄. Assim, o re-esalonamento preserva a forma daequação (A.20), gerando os parâmetros renormalizados K ′ e y′. No limite do ontínuo δl ≪ 1,o omportamento destas quantidades em função do �uxo do GR é desrito pelas equaçõesdifereniais:
dK−1

dl
= 4π3y2 (l)

dy

dl
= [2 − πK (l)] y (l) , (A.23)em ordem quadrátia na fugaidade. Fia evidente que a rigidez renormalizada pela exitaçãode pares de vórties é dada por KR = K (l → ∞); já o signi�ado físio de y (l → ∞) estárelaionado à presença de vórties isolados. Para ver isso, onsideremos um par ligado de vórtiesloalizado em alguma parte do sistema: os spins são distoridos apenas na região loalizadaperto dos núleos, formando uma on�guração uniforme assintotiamente. Assim, onforme



142 Apêndie A. Transição de Kosterlitz-Thouless
Figura A.1. Fluxo do Grupo de Renormalização no espaço de parâmetros (K−1, y

). A separatriz édenotada pela urva que termina no ponto �xo (π/2, 0), enquanto as ondições iniiais são desritaspela urva pontilhada (o ponto sobre ela india uma ondição iniial om T > Tc). Figura adaptada de[9℄.aumentamos a granulação do sistema, deixamos de ser apazes de �ver� esta distorção dosspins, e terminamos por �enxergar� apenas a on�guração uniforme no limite l → ∞, omo seaqueles vórties não existissem. Logo, no aso de existirem apenas pares ligados de vórties nosistema, y (l → ∞) = 0; já na situação em que esta quantidade é diferente de zero, deve haver,neessariamente, vórties livres, de modo que a on�guração assintótia dos spins não é maisuniforme.Analisando as equações difereniais (A.23), notamos a existênia do ponto �xo:
K∗ =

2

π
y∗ = 0 . (A.24)O �uxo do GR é apresentado esquematiamente na �gura A.1. Notamos a existênia deuma separatriz no plano (K−1, y

), que ulmina no ponto rítio (K−1 = π/2, y = 0
) e separaduas regiões bastante distintas do espaço de parâmetros: para os pontos em que a fugaidade

y é pequena e K−1 < π/2, o �uxo leva a uma rigidez renormalizada �nita K (l → ∞) 6= 0 ea y (l → ∞) = 0, indiando a existênia apenas de pares ligados no sistema. Nesta situação, afunção de orrelação (A.17) pode ser esrita omo:
〈

eiθ(~x)e−iθ(0)
〉

= (Λr)
− 1

2πKR = (Λr)−η(T ) , (A.25)mostrando que o sistema ainda possui ordem de quase-longo alane. Já para pontos aima daseparatriz, em que y é grande ou K−1 > π/2, o �uxo do GR leva a uma rigidez renormalizadanula K (l → ∞) = 0 e a y (l → ∞) 6= 0, indiando a presença de vórties livres no sistema ea perda da ordem de quase-longo alane. Esta é a transição de Kosterlitz-Thouless para afase líquida isotrópia; na linguagem do gás de Coulomb, diz-se que o sistema passou de umestado isolante para o estado de um plasma ionizado ondutor. As ondições iniiais y(K) =

e−Ec/kBT = e−EcK/ρs formam uma urva bem de�nida no plano (K−1, y
) (estamos denotandoexpliitamente a dependênia de K om a temperatura através da quantidade ρs, K = ρs/kBT ),de modo que a temperatura rítia do sistema é obtida pelo ruzamento desta urva om a



143separatriz. Os expoentes rítios que araterizam a transição de Kosterlitz-Thouless podem serobtidos através da resolução analítia das equações do �uxo (A.23) perto do ponto rítio. Deaordo om a expressão (A.25), �a laro que, na iminênia da transição, η (T → T−
c ) = 1/4.Os resultados aima delineados podem ser diretamente generalizados para o aso de umafase nemátia. A prinipal diferença é que, devido à simetria do diretor, o parâmetro de ordempassa a ser dado por e2iθ(~x) e os defeitos topológios de menor energia orrespondem a argasfraionárias |κi| = 1/2. Na prátia, basta multipliar por 4 o expoente da função de orrelação(A.25), bem omo o valor que K assume no ponto rítio, K∗ = 8/π. Portanto, a transiçãopermanee araterizada pelo mesmo expoente η (T → T−

c ) = 1/4.





Apêndie BTransformação de Hubbard-StratonovihNeste apêndie, vamos apliar o proedimento onheido omo transformação de Hubbard-Stratonovih [124, 125℄ para obter o funional de Ginzburg-Landau orrespondente à Hamilto-niana mirosópia de Heisenberg:
H = −1

2

∑

i,j

Jij ~Si · ~Sj −
∑

i

~hi · ~Si , (B.1)em que Jij é a matriz simétria dos parâmetros de troa, ~Si é o spin de módulo unitário S2
i = 1loalizado no sítio i e ~hi é o ampo magnétio loal. A abordagem que seguiremos é baseadaem [36℄. Nosso objetivo iniial é obter a energia livre F da Hamiltoniana lássia aima; paraisso, devemos alular a função de partição:

Z = Tr
(

e−βH
)

= N−1

∫

∏

i

d~Siδ
(

S2
i − 1

)

e

β
2

∑

ij
Jij

~Si·~Sj+β
∑

i

~hi·~Si

, (B.2)om β = 1/T e N denotando um fator de normalização (estamos tomando kB = 1, omo�zemos durante o texto prinipal). O primeiro termo do expoente de Z pode ser esrito usandoo resultado de integrais funionais Gaussianas [9℄:
√

1

det(A)
e

1
2

∑

ij

yiA
−1
ij yj

=

∫ N
∏

i=1

dxi
(2π)N/2

e
− 1

2

∑

ij

xiAijxj+
∑

i

xiyi

. (B.3)Assim, introduzindo o ampo auxiliar ~ψi, �amos om:
Z =

√

(2π/β)N

det(J)
N−1

∫

∏

i

d~ψi

∫

∏

i

d~Siδ
(

S2
i − 1

)

e
− β

2

∑

ij

J−1
ij

~ψi·~ψj+β
∑

i

~ψi·~Si+β
∑

i

~hi·~Si

Z = C

∫

∏

i

d~φie
− β

2

∑

ij
J−1

ij (~φi−~hi)·(~φj−~hj)
[

∫

∏

i

d~Siδ
(

S2
i − 1

)

e
β
∑

i

~φi·~Si

]

, (B.4)em que, na última passagem, �zemos a mudança de variáveis ~φi = ~ψi + ~hi e reunimos todas asonstantes no fator C, que dará origem apenas a uma onstante aditiva na expressão da energialivre e pode, portanto, ser ignorado. Assim, da de�nição da energia livre:
Z =

∫

∏

i

d~φie
−βF[~φi,~hi] , (B.5)
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F
[

~φi,~hi

]

=
1

2

∑

i,j

J−1
ij

(

~φi − ~hi

)

·
(

~φj − ~hj

)

− 1

β

∑

i

ln

[
∫

d~Sδ
(

~S2 − 1
)

eβ
~φi·~S
]

. (B.6)Vamos, iniialmente, partiularizar a disussão para o modelo de Ising, no qual os spinspossuem aráter esalar apenas. Fia laro que S só pode assumir os valores ±1, de modo que:
∫

dSδ
(

S2 − 1
)

eβφiS = 2 cosh (βφi) , . (B.7)Portanto, a energia livre assume a forma:
F [φi, hi] =

1

2

∑

i,j

J−1
ij (φi − hi) (φj − hj) −

1

β

∑

i

ln [2 cosh (βφi)] . (B.8)O funional de Ginzburg-Landau nada mais é do que uma expansão da energia livre empotênias do valor de mínimo do ampo auxiliar, o qual denotamos por φ̄i. Ele é dado, implii-tamente, por:
(

δF
δφi

)

φ̄i

= 0 ⇒ φ̄i = hi +
∑

j

Jij tanh
(

βφ̄j
)

. (B.9)Contudo, o parâmetro de ordem do sistema que possui signi�ado físio é a magnetizaçãoadimensional loal mi:
mi = − ∂F

∂hi
=
∑

j

J−1
ij

(

φ̄j − hj
)

= tanh
(

βφ̄i
)

. (B.10)Assim, devemos expressar a energia livre omo função deste parâmetro de ordem, e nãodo ampo auxiliar φi. Como a variável termodinâmia de F [φi, hi] é o ampo magnétio hi,podemos fazer uma transformação de Legendre e de�nir um funional apenas da magnetização:
Γ [mi] = F

[

φ̄j(mi), hj(mi)
]

+
∑

i

hi(mj)mi . (B.11)Resta, portanto, esrever expliitamente o ampo magnétio hi e o ampo auxiliar φ̄i omofunções de mi. Invertendo a equação (B.10) e ombinando-a om (B.9), obtemos:
φ̄i =

1

2β
ln

(

1 +mi

1 −mi

)

hi =
1

β
tanh−1(mi) −

∑

j

Jijmj . (B.12)É interessante notar que a última dessas expressões nada mais é que a onheida equação deWeiss do ferromagnetismo [9℄:
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mi = tanh



βhi + β
∑

j

Jijmj



 . (B.13)Agora, substituindo as relações inversas (B.12) na expressão da energia livre (B.8) e depoisno funional (B.11), obtemos, após um álulo direto:
Γ [mi] = −1

2

∑

ij

Jijmimj +
T

2

∑

i

{(1 +mi) ln (1 +mi) + (1 −mi) ln (1 −mi)} − T
∑

i

ln 2 .(B.14)O último termo é apenas uma onstante aditiva que não depende da magnetização. Comoqueremos uma expansão em potênias do parâmetro de ordem mi, o segundo termo pode serexpandido em série de Taylor, forneendo, até ordem quártia:
Γ [mi] = −1

2

∑

ij

Jijmimj + T
∑

i

(

m2
i

2
+
m4
i

12

)

. (B.15)O primeiro termo depende da simetria da rede subjaente e da forma da interação de troa.Considerando apenas interações entre os primeiros vizinhos e passando para o limite ontínuo,podemos esrever:
mj → m

(

~x+ ~δ(α)
)

= m (~x) + δ
(α)
i ∇im (~x) +

1

2
δ
(α)
i δ

(α)
j ∇i∇jm (~x) , (B.16)em que subentende-se que índies repetidos são somados e os versores ~δ(α) apontam nas direçõesdos primeiros vizinhos α = 1, ..., z. Passando as somas para o limite ontínuo, hegamos àexpressão:

Γ [m (~x)] =
1

V

∫

ddx

{

−zJ
2
m2 (~x) +

T

2
m2 (~x) +

T

12
m4 (~x)−

J

2
m (~x)

∑

α

[

δ
(α)
i ∇im (~x) +

1

2
δ
(α)
i δ

(α)
j ∇i∇jm (~x)

]

}

, (B.17)em que V denota o volume da élula unitária. No aso de uma rede úbia de parâmetro derede a, obtemos:
Γ [m (~x)] =

∫

d3x

{

− J

2a
m (~x)∇2m (~x) +

(

T − Tc
2a3

)

m2 (~x) +
T

12a3
m4 (~x)

}

, (B.18)om Tc = zJ . Como a expansão é válida próximo à temperatura rítia, podemos tomar T = Tcno termo quártio. Integrando o primeiro termo por partes e desprezando o termo de superfíiesubseqüente, podemos usar (B.11) para voltar à expressão da energia livre, donde resulta aHamiltoniana efetiva de Ginzburg-Landau do modelo de Ising:
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βF [m,h] =

∫

d3x

{

J

2aT

∣

∣

∣

~∇m (~x)
∣

∣

∣

2

+

(

T − Tc
2a3T

)

m2 +
Tc

12a3T
m4 − 1

a3T
hm

}

, (B.19)em aordo om a equação (2.3) do texto prinipal.Vamos agora onsiderar a equação (B.6) no aso de spins planares sujeitos ao modelo XY (ouXZ, omo denominamos durante o texto prinipal). A integral sobre as variáveis de spin podeser feita em oordenadas polares, resultando em uma função de Bessel modi�ada de primeiraespéie:
∫

d~Sδ
(

~S2 − 1
)

eβ
~φi·~S = 2

∫ π

0

dθ cosh
(

β
∣

∣

∣

~φi

∣

∣

∣
cos θ

)

= 2πI0

(

β
∣

∣

∣

~φi

∣

∣

∣

)

. (B.20)Desse modo, a menos de onstantes aditivas, a energia livre passa a ser dada por:
F
[

~φi,~hi

]

=
1

2

∑

i,j

J−1
ij

(

~φi − ~hi

)

·
(

~φj − ~hj

)

− 1

β

∑

i

ln
[

I0

(

β
∣

∣

∣

~φi

∣

∣

∣

)]

. (B.21)Na seqüênia, repetimos o mesmo proedimento adotado no aso do modelo de Ising. O valordo ampo auxiliar que minimiza a energia livre é dado impliitamente pela relação (não estamosusando a notação ~̄φ para denotar este ampo a �m de evitarmos expressões enfadonhas):
δF
δ ~φi

= 0 ⇒ ~φi = ~hi +
∑

j

Jij
I1

(

β
∣

∣

∣

~φj

∣

∣

∣

)
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(

β
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∣
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∣

∣

∣

)

~φj
∣

∣

∣

~φj

∣

∣

∣

. (B.22)Já a magnetização relaiona-se om o ampo auxiliar através de:
~mi = − ∂F

∂~hi
=
I1

(

β
∣

∣

∣

~φi

∣

∣

∣

)

I0

(

β
∣

∣

∣

~φi

∣

∣

∣

)

~φi
∣

∣

∣

~φi

∣

∣

∣

. (B.23)Combinando as duas equações anteriores, podemos esrever a magnetização apenas omofunção do ampo magnétio:
~φi = ~hi +

∑

j

Jij ~mj

~mi =
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(

β
∣

∣

∣

~hi +
∑

j Jij ~mj

∣

∣

∣

)
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(

β
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∣

∣
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∑
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∣

∣

∣

)

~hi +
∑

j Jij ~mj
∣

∣

∣

~hi +
∑

j Jij ~mj

∣

∣

∣

, (B.24)resultando em uma espéie de �equação de Weiss� do modelo XY. Novamente, de�nimos ofunional Γ [~mi] através da transformada de Legendre:
Γ [~mi] = F

[

~φ (~mi) ,~h (~mi)
]

+
∑

i

~hi (~mi) · ~mi . (B.25)Usando a primeira equação de (B.24), eliminamos a variável ~hi do funional Γ [~mi], resultandoem:
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Γ [~mi] =

1

2

∑

ij

Jij ~mi · ~mj +
1

β

∑

i

{

β~φi · ~mi − ln
[

I0

(

β
∣

∣

∣

~φi

∣

∣

∣

)]}

. (B.26)Ao ontrário do aso do modelo de Ising, não é possível inverter expliitamente a equação(B.23), de modo a esrevermos ~φi omo função de ~mi. Contudo, omo estamos interessados emexpandir a energia livre em série de potênias de ~mi, podemos expandir o lado direito de (B.23)em série de Taylor e, depois, inverter a série para esrever ~φi em potênias da magnetização. Oálulo é direto; o primeiro resultado de que neessitamos é:
β~φi · ~mi =

(
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∣

∣
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∣

∣
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16
+ O
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∣
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∣

)6
)

, (B.27)e o segundo é a expansão em série propriamente dita:
β
∣

∣

∣

~φi

∣

∣

∣ = 2 |~mi| + |~mi|3 +
5

6
|~mi|5 + O

(

|~mi|7
)

. (B.28)Assim, usando a expansão da função de Bessel modi�ada para pequenos argumentos, �amosom:
Γ [~mi] =

1

2

∑

ij

Jij ~mi · ~mj +
1

β

∑

i

[

2m2
i +

5

4
m4
i

]

, (B.29)em ordem quártia na magnetização. O primeiro termo da equação aima é semelhante aodo aso do modelo de Ising. Assim, onsiderando uma rede úbia om interações entreprimeiros vizinhos somente, hegamos à seguinte expressão para a Hamiltoniana efetiva deGinzburg-Landau do modelo XY:
βF

[

~m,~h
]

=

∫

d3x

{

J

2aT

∣

∣

∣

~∇~m (~x)
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2 (T − Tc)

a3T
(~m · ~m) +

5Tc
4a3T

(~m · ~m)
2 − 1

a3T
~h · ~m

}

,(B.30)om Tc = Jz
4 , em aordo om a expressão (2.60) do texto prinipal.





Apêndie CParedes de domínios de Néel em bloosferromagnétios dipolaresNeste apêndie, mostramos detalhadamente omo podemos obter, através do método de mi-nimização da energia, o valor da largura das paredes de domínio do bloo ferromagnétio dipolarom largura e espessura �nitas, apresentado durante o apítulo 2. O modelo fenomenológiopara a magnetização orrespondente aos domínios de Néel foi proposto na seção 2.6:
Mx(x) = M0

N−1
∑

i=1

e−
(x−di/N)2

2σ2

Mz(x) = M0

N
∑

i=1

(−1)
i−1

2

{

erfc

[

−x− d(i− 1)/N√
2σ

]

− erfc

[

−x− di/N√
2σ

]}

, (C.1)om M2
0 = M2

x +M2
z . Conforme expliado naquela seção, na ausênia de ampos magnétiosexternos, há três termos ontribuindo para a energia total da on�guração aima. Considerandouma rede úbia de parâmetro de rede a, de modo queM0 = gµB/a

3, podemos esrever o termodevido à interação de troa omo:
Etroca =

J

2a

∫

d3x

[

∣

∣

∣

~∇mx (~x)
∣

∣

∣

2

+
∣

∣

∣

~∇mz (~x)
∣

∣

∣

2
]

, (C.2)Novamente, de�nimos a notação ~m = ~M/M0. Substituindo (C.1), obtemos a densidade deenergia de troa:
Etroca

V
=

2J

a3

[

2N + π(N − 1)

8
√
π(d/a)(σ/a)

]

. (C.3)A ontribuição devido à interação dipolar é obtida através da substituição de (C.1) na fórmula(2.16), om ρ = −~∇ · ~M ; o resultado �nal é:
Edipolar

V
=

2

a3

(

g2µ2
B

a3

)[

(σ

d

)2

ǫx

(σ

d
, N, p

)

+ǫz

(σ

d
, N, p

)]

, (C.4)em que p = d/D denota a razão de aspeto do bloo e:
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ǫx
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(
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u
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( u

2N

)
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1 − (−1)N cosu
]

du .(C.5)A ontribuição da anisotropia ristalina para a energia total é expressa por:
Ecristalina = −∆K

∫

d3xm2
x , (C.6)Assim, substituindo a on�guração desrita por (C.1), obtemos:

Ecristalina

V
= −2∆K

(N − 1)
√
π

2

(σ

d

)

. (C.7)O valor da largura da parede de domínio σ é determinado minimizando-se a energia total,dada pela soma de (C.3), (C.4) e (C.7). Efetuando este álulo e usando que σ ≪ d, onluímosque seu valor pode ser obtido auto-onsistentemente através da equação:
σ

a
= ζ

(

J

g2µ2
B/a

3

)1/3
(

2N + π(N − 1)

64
√
π (a/d) ǫx

(

σ
d , N, p

)

)1/3

, (C.8)em que ζ é solução da equação úbia:
ζ3 − 3λζ2 − 4 = 0 , (C.9)e λ é uma onstante adimensional ujo valor depende, basiamente, das intensidades relativasentre os três tipos de interações:

λ =

[

(

∆Ka3
)3

J (g2µ2
B/a

3)
2

]1/3 [

2(N − 1)3π2

27 (aǫx (0, N, p) /d)
2
(2N + π(N − 1))

]1/3

. (C.10)A equação úbia (C.9) admite uma únia solução real, que está apresentada na �gura C.1em função da onstante λ. Analitiamente, ela é dada por:
ζ =



























λ+ λ2

(1+
√

1+λ3)2/3 +
(

1 +
√

1 + λ3
)2/3

, para λ ≥ 0

λ+ λ2

(1−
√
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(

1 −
√
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)2/3

, para − 1 ≤ λ ≤ 0

λ− 2λ cos

[

arg(2+λ3−2
√
λ3+1)

3

]

, para λ < −1 .

(C.11)É interessante omparar estes resultados om o modelo bem onheido das paredes dedomínio de Landau-Lifshitz, referente a um bloo in�nito [53℄. Neste aso, os domínios só podemser formados se o eixo fáil do material apontar na direção ẑ, isto é, se ∆K < 0. De aordo omo grá�o da �gura C.1, notamos que, para o bloo �nito, domínios de Néel om paredes mais
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Figura C.1. Solução real ζ da equação úbia (C.9) em função do parâmetro λ de�nido em (C.10).largas podem ser estabeleidos mesmo que ∆K > 0, pois a interação dipolar, fundamentalmenterelevante para um sistema �nito, �ompensa� a anisotropia ristalina desfavorável. No limite deum bloo in�nito, o presente modelo fornee um valor para a largura da parede que é apenas
6% maior que o obtido através da abordagem de Landau-Lifshitz:

(σ

a

)

= 1.06

√

− J

2a3∆K
, (C.12)Para o aso dos terraços ferromagnétios dos �lmes �nos de MnAs residos sobre GaAs,seguindo o que foi disutido durante a seção 2.6, tomamos os mesmos parâmetros a = 4Å,

g = 4, 5, J = 4, 5 meV, D = 130 nm, ∆K = 0, 4 · 106 erg/cm3 e N = 3. Assim, usando asolução da equação úbia para λ > 0, dada em (C.11), além da relação auto-onsistente (C.8),obtemos o valor σ ≈ 4a = 16Å. Trata-se, portanto, de uma interessante previsão deste modelofenomenológio, passível de ser veri�ada experimentalmente.





Apêndie DPerolação e redes de resistores aleatóriosNeste apêndie, vamos aprofundar a investigação da rede de resistores aleatórios no limite deontraste in�nito - isto é, quando uma das ondutividades mirosópias é zero e a outra assumeum valor �nito. Para esta situação, as propriedades de transporte da rede estão intimamenterelaionadas às suas propriedades perolativas. Conforme mostraremos, trata-se de um exemplobastante laro de sistema no qual a ondutividade global não esala linearmente om o parâmetrode ordem subjaente.Em uma rede de resistores aleatórios (RRN, do inglês random resistor network), podemser enontrados dois tipos de resistores mirosópios nas ligações entre sítios vizinhos: um deondutividade σ1, ao qual está assoiado uma probabilidade p, e outro de ondutividade σ2, omprobabilidade 1 − p. No limite de ontraste in�nito (g → ∞), tem-se σ1 �nito e σ2 = 0. Nesteaso, �a laro que a rede só será apaz de onduzir orrente quando houver um aglomeradoperolativo de ligações ondutoras abrangendo o sistema. Da teoria de perolação [95℄, istooorre para onentrações de ligações ondutoras superiores a um erto limiar denotado por pc,isto é, p > pc, omo ilustra a �gura D.1.Apesar de pc depender da simetria da rede em questão, as propriedades gerais dos sistemasperolativos são universais - ou seja, dependem apenas da sua dimensionalidade, a exemplodo que oorre para os expoentes rítios das transições ontínuas. De fato, a grandeza querepresenta o papel de parâmetro de ordem da perolação é a densidade P de sítios do aglomeradoperolativo in�nito - isto é, o aglomerado de ligações ondutoras que abrange todo o sistema. Éevidente que, para p ≤ pc, esta densidade é nula, já que não existe um aglomerado perolativo,

Figura D.1. Perolação de sítios em uma rede quadrada, em que sítios oupados (denotados por umírulo heio) são enontrados om uma probabilidade p. Apenas para p & 0.59 forma-se um aglomeradoperolativo de sítios oupados (denotado por írulos abertos) abrangendo todo o sistema. Adaptadade [126℄.



156 Apêndie D. Perolação e redes de resistores aleatóriosenquanto que, para p > pc, ela é diferente de zero. Assim, omo trata-se de uma grandeza quevaria ontinuamente om a onentração de ligações ondutoras p [95℄, ela deve apresentar umanão-analitiidade em pc, araterizada pelo expoente β:
P (p) ∼ (p− pc)

β
. (D.1)Uma outra grandeza de extrema importânia na teoria de perolação é denotada por ns erefere-se ao número de aglomerados �nitos ondutores que possuem s sítios, dividido pelo totalde sítios da rede. Ela está relaionada à densidade de sítios do aglomerado in�nito P atravésda expressão:

P (p) = p−
∑

s

sns . (D.2)A partir de ns, podemos de�nir o número médio S de sítios pertenentes a um aglomerado�nito qualquer; no limiar da perolação pc, esta quantidade diverge om o expoente γ:
S(p) ∼ |p− pc|−γ , (D.3)em estreita analogia om a suseptibilidade de sistemas rítios. Estes dois expoentes podemser obtidos a partir de uma relação de esala bastante geral que desreve ns:

ns(p) = s−τf [(p− pc) s
σ] , (D.4)em que f(z) é uma função de esala que apresenta os seguintes omportamentos limites:

f(z) ∼
{

constante , para |z| ≪ 1

e−z , para |z| ≫ 1 .
(D.5)Assim, tem-se um omportamento de rossover entre ritialidade e não-ritialidade, deter-minado por um aglomerado �nito rítio ontendo sc sítios. Próximo ao limiar da perolação,esta quantidade diverge da seguinte forma:

sc ∼ |p− pc|−1/σ . (D.6)Portanto, aglomerados que ontenham um número de sítios s ≫ sc são enontrados nosistema muito raramente, uma vez que ns ai exponenialmente om o número de sítios. Jápara aglomerados om s ≪ sc, ns deai apenas polinomialmente om o número de sítios s,indiando que estes tipos de aglomerados são mais omumente enontrados. Logo, a divergêniade sc no limiar perolativo pc pode ser interpretada omo um indiador da formação de umaglomerado in�nito, que abrange todo o sistema. É omum referir-se a sc, o número de sítiosde um aglomerado rítio, omo a �massa� do aglomerado. Através da relação de esala (D.4),podemos ainda expressar os expoentes γ e β em função dos expoentes τ e σ:
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γ =

3 − τ

σ

β =
τ − 2

σ
. (D.7)Assim omo no aso dos sistemas que sofrem transições de segunda ordem, a relação de esala(D.4) pode ser obtida a partir de uma abordagem via Grupo de Renormalização. Mantendoesta analogia entre perolação e fen�menos rítios em mente, de�ne-se a função de orrelaçãoperolativa G(r) omo a probabilidade de que, dado um sítio em um erto aglomerado �nito,seja enontrado, a uma distânia r dele, um outro sítio pertenente ao mesmo aglomerado. Épossível demonstrar que esta função de orrelação deai exponenialmente om r, de�nindo umomprimento de orrelação ξ. Além disso, mostra-se ainda que ξ equivale ao raio médio dosaglomerados rítios; portanto, omo sc diverge no limiar perolativo, ξ também o faz:

ξ ∼ |p− pc|−ν . (D.8)Esta esala de omprimento tem um papel bastante importante na araterização topológiado aglomerado perolativo in�nito. Para p > pc, tanto a �massa� sc quanto o raio ξ dosaglomerados rítios permaneem �nitos. Assim, o aglomerado in�nito que se forma nestasonentrações deve possuir poros de omprimentos da ordem de ξ, pois dentro deles podemestar enerrados aglomerados �nitos rítios, omo ilustra a �gura D.2. A natureza porosado aglomerado in�nito �a mais evideniada quando estudamos omo a massa do aglomeradorítio varia om o seu omprimento no limiar da perolação, p = pc. O que se obtém, nestasituação, é um omportamento fratal sc ∝ ξdf , om:
df = d− β

ν
< d . (D.9)Assim, a dimensão fratal df india que, em p = pc, o aglomerado in�nito inipiente possuium aráter rami�ado e auto-similar. No aso de sistemas �nitos, este omportamento fratalé estendido para um intervalo de onentrações próximas do limiar pc, já que, nesta situação, oomprimento de orrelação, mesmo �nito, será ainda muito maior que a extensão da rede.No limite termodinâmio (isto é, sistema in�nitos), o aglomerado in�nito passa a ter umaráter homogêneo para qualquer onentração maior que pc, desde que observado em esalasde omprimento L ≫ ξ. Entretanto, onforme expliado anteriormente, ele ainda apresentaporos e rami�ações de omprimento típio ξ. Assim, aso ele seja observado em esalas L≪ ξ,o aglomerado in�nito volta a ter um aspeto rami�ado e fratal. Portanto, para p > pc, é útildividir o sistema em aixas de tamanho ξ, já que, dentro de ada aixa, a porção do aglomeradoin�nito englobada omportar-se-á omo o aglomerado in�nito inipiente no limiar perolativo

p = pc.Além da dimensão fratal que o arateriza, o aglomerado inipiente possui uma outra pro-priedade topológia fundamental para o entendimento do omportamento da ondutividade: amulti-fratalidade. Conforme expliado, em p = pc, o aglomerado in�nito possui diversas rami�-ações. O que se observa é que várias delas são adeias de ligações ondutoras que terminam em
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Figura D.2. Caráter poroso do aglomerado in�nito: seus buraos, de tamanho típio ξ, enerram aglome-rados �nitos rítios. Estamos onsiderando, nesta �gura, o limite ontínuo, em que as partiularidadesda rede subjaente são impereptíveis. Adaptada de [127℄.

Figura D.3. Aglomerado inipiente onetando duas extremidades opostas de um sistema �nito: daespinha dorsal, representada pela linha heia, rami�am-se várias adeias sem saída que não onduzemorrente, representadas por linhas pontilhadas. Adaptada de [126℄.um ponto, omo ruas sem saída, onforme ilustra a �gura D.3. No que onerne a ondutividadeda rede, estas adeias, apesar de fazerem parte do aglomerado in�nito, não transportam orrenteelétria. Assim, é útil enarar o aglomerado omo onstituído de uma espinha dorsal (do inglêsbakbone) da qual se rami�am adeias sem saída. Mostra-se que a dependênia da �massa�(número de sítios) da espinha MB em relação à dimensão linear do sistema L também segueum omportamento fratal, MB ∝ Ldb , om db < df . Desse modo, a razão entre a massa daespinha dorsal e a massa do próprio aglomerado, MB/Mc ∼ Ldb−df , tende a zero para sistemasin�nitos, indiando que a maior parte do aglomerado inipiente é onstituída por adeias deligações ondutoras sem saída. Este fato india que a ondutividade não pode ser linearmenteproporional ao número de sítios do aglomerado in�nito. Portanto, perto do limiar perolativo,o omportamento não-analítio da ondutividade é desrito por um expoente µ 6= β:
Σ ∼ (p− pc)

µ . (D.10)
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Figura D.4. Modelo de ligações-nós-bolhas (LNB): pontos distantes ξ um do outro são onetados poradeias uniamente onetadas de ligações ondutoras, araterizadas por um omprimento L̃. Adaptadade [127℄.Uma modelagem simples que tenta desrever o expoente da ondutividade µ é onheidaomo modelo de ligações-nós-bolhas (LNB, do inglês links-nodes-blobs ; ver referênias do apítulo
5 de [95℄). Nesta abordagem, o aglomerado in�nito no regime p > pc é dividido em aixas deomprimento ξ, impliando que, dentro de ada aixa, ele se omporta omo o aglomerado ini-piente em p = pc. Como este é onstituído, na sua maior parte, por adeias sem saída, o modeloLNB assume que existe apenas uma adeia uniamente onetada (do inglês singly-onnetedhain) de ligações ondutoras entre as extremidades das aixas. Assim, tem-se uma série denós separados por uma distânia ξ e onetados por segmentos unidimensionais ondutores deomprimento L̃, de aordo om o que está apresentado na �gura D.4. Como a espinha dorsal doaglomerado inipiente pode ser bastante retorida, tem-se que L̃ > ξ, de modo que sua extensãoé araterizada por um outro expoente ζ:

L̃ ∼ (p− pc)
−ζ

. (D.11)No ontexto do modelo LNB, podemos obter diretamente a ondutividade da RRN. Paraisso, enaramos a adeia uniamente onetada de omprimento L̃ omo uma seqüênia deresistores aoplados em série. Assim, sua resistênia R0 deve reser linearmente om L̃, demodo que R0 ∼ (p− pc)
−ζ . Considerando um ampo elétrio onstante E apliado entre os nós,a diferença de potenial entre dois deles é dada por Eξ. Portanto, da lei de Ohm, a orrente quepassa pela adeia uniamente onetada é I = Eξ/R0. Já a densidade de orrente nada mais éque a orrente dividida pela área transversal da aixa, J = I/ξd−1. Portanto, a ondutividadeé dada por:

Σ =
J

E
=

I

Eξd−1
∼ (p− pc)

(d−2)ν+ζ ⇒ µ = (d− 2) ν + ζ . (D.12)Logo, �a evidente que a ondutividade não é linearmente proporional ao parâmetro deordem, de modo que µ 6= β. É possível mostrar que, da de�nição de L̃ dada anteriormente,segue-se neessariamente que ζ = 1 [127℄. Já no que onerne os expoentes rítios perolativos(β, ν, γ), eles podem ser obtidos exatamente para as dimensionalidades d = 1 e d = 2, além doaso da rede de Bethe, que, efetivamente, equivale a uma abordagem de ampo médio, em que
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Figura D.5. Ilustração de uma porção do aglomerado inipiente ondutor, om rami�ações em forma deadeias sem saída e bolhas. Estas últimas representam aoplamentos em paralelo de ligações ondutoras,omo os que surgem na simulação apresentada na �gura D.3. Adaptada de [127℄.
d→ ∞. Para a rede tridimensional, outros métodos são neessários, omo simulações numériasou expansões perturbativas em ǫ = 6−d, uma vez que 6 é a dimensão rítia superior do problemaperolativo1. De qualquer modo, apliando a fórmula (D.12) para uma RRN bidimensional,obtemos µ = ζ = 1, que é diferente do expoente do parâmetro de ordem β = 5/36. Contudo,o expoente ν assume o valor 4/3, de modo que ν > ζ, impliando que a distânia entre os nósrese mais rapidamente que o omprimento da adeia uniamente onetada que os une. Logo,tem-se uma aparente inonsistênia no modelo.O que oorre é que, até agora, não levamos em onta o papel de adeias ondutoras multipla-mente onetadas - as hamadas bolhas - na topologia da espinha dorsal do aglomerado inipi-ente. Estas bolhas, representadas na �gura D.5, são formadas por ligações ondutoras aopladasem paralelo, que ontribuem de maneira diferente para o transporte da orrente elétria quandoomparadas às adeias de resistores em série. Além disso, demonstra-se que a massa das adeiasuniamente onetada Msc varia om o omprimento linear do sistema de aordo om uma leifratal Msc ∝ Ldsc , om dsc < db < df . Portanto, não só o aglomerado inipiente tem maissítios pertenentes a adeias sem saída do que à espinha dorsal, omo também a espinha dorsalpossui mais sítios pertenentes às bolhas do que às adeias ondutoras uniamente onetada.Logo, o segmento de ligações ondutoras que une os nós no modelo LNB não é formado apenaspor adeias uniamente onetada, mas, prinipalmente, por bolhas redundantes. Portanto, oexpoente ζ que aparee em (D.12) não pode ser o expoente assoiado às adeias simplesmenteonexas, L̃sc ∼ (p− pc)

−1, mas deve onter também a ontribuição das bolhas. Dessa maneira,a aparente inonsistênia apontada anteriormente é removida.Apesar de forneer um enário pitório bastante laro para desrever a ondutividade deuma RRN no limiar perolativo, o modelo LNB não permite um álulo direto do expoente µ.Para obtê-lo, pode-se apelar, novamente, para simulações numérias ou métodos envolvendo oGrupo de Renormalização. No ontexto da teoria φ3 resultante, a relação (D.12) é veri�ada paraqualquer dimensionalidade, e ζ assume o signi�ado de um expoente de rossover. Realizandouma expansão perturbativa em potênias de ǫ = 6− d, obtém-se ζ = 1 + ǫ/42 + 4ǫ2/3087 [128℄,1 O problema de uma rede perolativa pode ser mapeado em um modelo de Potts de s estados no limite
s → 1, donde resulta uma teoria de ampo do tipo φ3 [100℄.



161do qual pode-se extrapolar o valor ζ ≈ 1, 12 para redes bidimensionais, a ser omparado om ovalor µ = ζ ≈ 1, 3 determinado por simulações numérias [95℄.Portanto, o modelo LNB deixa laro que o expoente da ondutividade não pode ser determi-nado exlusivamente a partir dos expoentes perolativos estátios. Isto �a ainda mais evidenteonsiderando a dimensão de fraton (ou dimensão espetral) d̃ da rede perolativa [95℄. Emuma rede regular - isto é, não-fratal - os modos exitados por osilações elástias da rede sãoos f�nons, araterizados pela relação de dispersão ω = ck ∝ λ−1. Já para o aso de redesdiluídas fratais, as exitações equivalente são hamadas de fratons e são araterizadas porum omprimento típio λf que obedee a relação λ−df

f ∝ ωd̃, em que df é a dimensão fratalda rede. O expoente da ondutividade pode ser esrito omo função deste expoente dinâmioperolativo e dos dois expoentes estátios independentes, através da expressão:
d̃ =

2 (dν − β)

µ− β + 2ν
. (D.13)Para �nalizar a disussão sobre perolação e redes de resistores, vale menionar o aso darede bidimensional de resistores orrelaionados segundo o modelo de Ising no limite de ontrastein�nito. Conforme apresentado no texto prinipal, o expoente da ondutividade vale µ ≈ 0, 2,resultado obtido primeiramente em [102℄. Este valor é signi�ativamente menor que o orre-spondente à RRN, µ ≈ 1, 3. No aso da rede orrelaionada, a transição perolativa subjaenteorresponde à formação, no ponto rítio de Ising, de um aglomerado in�nito de spins que apon-tam na mesma direção. Contudo, os expoentes rítios que desrevem o omportamento desteaglomerado não pertenem à lasse de universalidade de Ising, omo demonstrado exatamenteem [129℄. Assim, o expoente µ ≈ 0, 2 obtido numeriamente re�ete as propriedades dinâmiasdestes aglomerados fratais de spins apontando na mesma direção.


