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“In this house, we obey the laws of thermodynamics!”

Homer Simpson,

after Lisa constructs a perpetual motion machine

“The laws of thermodynamics are very simple:
Zeroth: You must play the game.

First: You can’t win.

Second: You can’t break even.

Third: You can’t quit the game.”

C. P. Snow
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Resumo

Um dos objetivos centrais das Ciéncias Naturais é relacionar as estruturas dos mais diversos
sistemas com as fungoes particulares que os caracterizam. Por exemplo, no que se refere a
materiais, sejam eles sintéticos ou bioldgicos, a ciéncia esta constantemente buscando a predigao
de diferentes propriedades macroscopicas a partir do conhecimento das suas estruturas mi-
croscopicas. Nesta tese, investigamos as propriedades magnéticas e de transporte de sistemas
que apresentam interagoes competitivas em diferentes escalas de comprimento. Como resultado
desta competicao, surge um estado termodindmico caracterizado por um parametro de ordem
modulado, dando origem a uma série de configuracoes espacialmente inomogéneas. A termo-
dindmica destes estados modulados pode ser descrita pelo chamado modelo de Brazovskii, que
prevé uma transi¢do de primeira ordem, induzida pelas flutuacoes do parametro de ordem, entre
a fase homogeénea e a fase modulada. H& uma vasta gama de sistemas encontrados na Natureza
que parecem se encaixar nesta descricao de Brazovskii, compreendendo estruturas tao dispares
quanto cristais liquidos e condensados de pions em estrelas de néutrons. No presente trabalho,
investigamos dois sistemas fisicos particulares. Motivados pela rica variedade de dominios obser-
vados experimentalmente em filmes finos magnéticos, estudamos as propriedades magnéticas de
blocos ferromagnéticos dipolares com dimensoes finitas e condi¢oes de contorno nao-periédicas.
Desenvolvendo uma modelagem baseada na solugao da Hamiltoniana de Brazovskii, pudemos
explicar, de maneira inédita e consistente, a estrutura de dominios magnéticos dos filmes finos
de MnAs:GaAs, um promissor candidato a aplicacdes no campo da spintronica. Além disso,
estabelecemos uma relagao clara entre o fendmeno de reorientagao magnética e a mudanca na
forma das curvas de histerese observada nesses filmes. O segundo tipo de sistemas que in-
vestigamos foram os isolantes de Mott, cujas propriedades de transporte foram determinadas
a partir do modelo de redes de resistores correlacionados. Considerando que a transicao de
Mott térmica pertence & classe de universalidade de Ising, mostramos que a condutividade
macroscopica depende nao apenas da magnetizacao, mas também da densidade de energia,
dando origem a um comportamento de crossover. Através destes resultados, lancamos luz sobre
a aparente e misteriosa incoeréncia entre as previsoes tedricas e as medidas experimentais re-
centes envolvendo isolantes de Mott nao-dopados. Prosseguindo para as fases inomogéneas dos
isolantes de Mott dopados, estudamos a condutividade macroscopica das mesofases eletronicas
com ordenamento de carga esmético e nemaético, as quais sao encontradas nos niquelatos e nos
cupratos, respectivamente. Inspirados nos conceitos da Fisica dos cristais liquidos, expressamos
de forma bastante intuitiva a relagao entre as propriedades de transporte e a termodinamica das

mesofases eletronicas anisotropicas, descrita pelo modelo de Brazovskii.
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Abstract

One of the prime objectives of Natural Sciences is to relate the structures of systems to
their characteristic functions. For example, in what concerns materials, either synthetic or
biologic, science is constantly seeking for the prediction of different macroscopic properties
from the knowledge of their microscopic structure. In this thesis, we investigate the magnetic
and transport properties of systems with competing interactions in distinct length scales. As a
result of such a competition, there is a thermodynamic state characterized by a modulated order
parameter, originating a set of spatially inhomogeneous configurations. The thermodynamics
of these modulated states can be described by the so-called Brazovskii model, which predicts a
fluctuation induced first order transition from the homogeneous phase to the modulated phase.
There is a large diversity of systems for which the Brazovskii description seems suitable, including
utterly disparate structures such as liquid crystals and pion condensates in neutron stars. In
the present work, we investigate two particular physical systems. Motivated by the rich variety
of domains experimentally observed in magnetic thin films, we study the magnetic properties
of ferromagnetic dipolar slabs with finite dimensions and non-periodic boundary conditions.
After developing a model based on the solution of the Brazovskii Hamiltonian, we were able
to explain, in a consistent and novel way, the magnetic domain structures of MnAs:GaAs thin
films, which are promising candidates for spintronics devices. Moreover, we established a clear
connection between the film’s magnetic reorientation and the experimentally observed change in
the hysterisis loops shape. The second class of systems we investigated were the Mott insulators,
whose transport properties were determined from the correlated resistor network model. After
considering that the finite temperature Mott transition belongs to the Ising universality class, we
showed that the macroscopic conductivity depends not only on the magnetization, but also on
the energy density, giving rise to crossover behaviour. Using these results, we shed light upon the
apparent and mysterious inconsistency between the theoretical predictions and the experimental
measurements regarding undoped Mott insulators. Proceeding to the inhomogeneous phases of
doped Mott insulators, we studied the macroscopic conductivity of electronic mesophases with
smectic and nematic charge ordering, which are found in the nickelates an in the cuprates,
respectively. Inspired by the concepts from the Physics of liquid crystals, we expressed in
an intuitive way the connection between the transport properties and the thermodynamics of

anisotropic electronic mesophases described by the Brazovskii model.
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Introducao

Fases espacialmente inomogéneas, associadas a quebras de simetrias translacionais e/ou rota-
cionais, sdo encontradas em uma enorme variedade de sistemas fisicos, sob as mais diversas
condicOes ambientes de pressao, temperatura e campos eletromagnéticos externos. Apesar de o
tamanho tipico das inomogeneidades variar desde escalas de comprimento micro e mesoscopicas
até escalas genuinamente macroscopicas, sdo relativamente poucas as variedades das formas
destas fases inomogéneas, compreendendo um pequeno nimero de morfologias bem definidas,
tais quais fases de listras, de bolhas, de lamelas e tipo tabuleiro de xadrez [1].

A primeira vista, os sistemas nos quais estas fases se manifestam parecem apresentar poucos
aspectos em comum. Nos materiais de interesse da chamada Fisica da Matéria Condensada
Dura - supercondutores, materiais magnéticos, isolantes de Mott [2, 3] - a interacgdo eletronica
e a energia cinética sdo as principais responsaveis pelas suas propriedades macroscopicas (re-
sistividade, susceptibilidade magnética, calor especifico). Contudo, nos sistemas investigados
pela Fisica da Matéria Condensada Mole - polimeros, cristais liquidos, microemulsoes [4, 5] - o
comportamento da energia livre é dominado pela entropia, e ndo pela energia interna. Assim, o
contraste entre os poucos tipos de formas assumidas por estas fases inomogeéneas e a larga gama
de sistemas microscopicos associados a elas sugere a atuacao de algum mecanismo bastante
geral, comum a todos eles.

Os indicios experimentais e teéricos reunidos apontam para a interpretacao de que as fases
inomogéneas sao manifestacoes de configuragdes moduladas do pardmetro de ordem termodi-
namico do sistema fisico microscopico subjacente [1]. De fato, as distintas morfologias observadas
podem ser descritas por combinacoes de vetores de onda da modulacao de mesma magnitude,
mas sentidos e dire¢oes diferentes. O fato de poucos tipos de formas serem assumidas por estas
fases estd associado ao custo energético das configuragoes referentes as possiveis combinagoes
entre os vetores de onda da modulacao.

Nesta abordagem, a modulagao do pardmetro de ordem surge como o resultado da com-
peticao entre interacoes de tendéncias distintas, atuando em diferentes escalas de comprimento
do sistema: em geral, tem-se uma interacao forte, de curto alcance, que tende a ordenar o sistema
uniformemente, e outra fraca, porém de longo alcance, que tende a frustrar este ordenamento?.
Desse modo, no que concerne as fases inomogéneas, ndo importam os tipos das interacoes atu-
antes, mas apenas seu carater competitivo - por exemplo, a interagao de troca versus a dipolar
em sistemas magnéticos [6] ou, no caso dos copolimeros de dibloco, a competicdo entre a intera-

¢ao de van der Waals, que favorece os contatos entre mondmeros de mesmo tipo, e os vinculos

1 Conforme explicaremos durante o texto principal, no caso de um parametro de ordem conservado, a
interagao de curto alcance tende a provocar uma separagao de fases no sistema.



2 Introdugdo

volumeétricos introduzidos pelo ponto de ligagdo covalente do copolimero [7]. O periodo das
modulagoes - e, conseqiientemente, o comprimento tipico das inomogeneidades - é, na maioria
das vezes, uma funcao decrescente da razao entre as intensidades da interacao de longo alcance e
da interacao de curto alcance, o que explica a variedade de tamanhos dos dominios observados.

Nosso objetivo, nesta tese, é investigar os efeitos da morfologia e da termodinamica das fases
inomogéneas nas propriedades macroscopicas dos sistemas a elas associados - em particular,
nas propriedades magnéticas e de transporte. Em geral, estas estruturas inomogéneas podem
ser evidenciadas experimentalmente por medidas de espalhamento de raios X ou de néutrons,
ou ainda por imagens obtidas através de técnicas de microscopia eletronica. A possibilidade
de se correlacionar a estrutura as funcoes destes sistemas por meio de modelos tedricos é de
extrema valia para o desenvolvimento de materiais cujas propriedades possam ser previamente
“desenhadas”.

No que concerne a termodindmica das fases moduladas, o modelo analitico mais simples
capaz de capturar a esséncia dos fenomenos fisicos envolvidos é o chamado modelo de Bra-
zovskii [8]. Nesta abordagem, as flutuagdes de mais baixa energia do parametro de ordem
estendem-se ao redor de uma hiper-superficie esférica no espaco de momentos. Tal cendrio
contrasta com os modelos termodinamicos de fenémenos criticos mais comumente estudados,
nos quais as excitagoes fundamentais se dao ao redor de um tnico ponto no espaco de momentos
- no modelo ¢*, por exemplo, isto ocorre para ¢ = 0 [9]. Assim, as flutuagoes na Hamiltoniana
de Brazovskii desempenham um papel fundamental, de modo que a aproximacgao mais simples
de campo médio falha completamente na descricao do diagrama de fases do sistema. De fato,
seja usando-se métodos de campo médio auto-consistentes ou seja usando-se técnicas baseadas
no Grupo de Renormalizagdo, mostra-se que as flutuagoes do pardmetro de ordem induzem
uma transicao de primeira ordem entre a fase desordenada e a fase modulada, dando origem a
fenémenos fora do equilibrio caracteristicos deste tipo de transicao, como nucleacao e histerese.
H4 que se mencionar que a Hamiltoniana de Brazovskii surge nao s6 no ambito da Fisica da
Matéria Condensada, mas também em sistemas de interesse da Fisica de Altas Energias, como
os condensados de pions em estrelas de néutrons [10].

Usando os resultados do modelo de Brazovskii, estudamos, primeiramente, as propriedades
magnéticas e a estrutura de dominios de filmes finos magnéticos crescidos sobre substratos
semicondutores, um tipo de sistema com possiveis aplicagdes no promissor campo da spintronica.
Nosso outro interesse é nas propriedades de transporte dos isolantes de Mott antiferromagnéticos
dopados, os quais apresentam fases eletronicas semelhantes as fases esmética e neméatica dos
cristais liquidos, e que podem ser descritas pela Hamiltoniana de Brazovskii.

No capitulo 1, apresentamos as caracteristicas gerais do modelo de Brazovskii, que constitui
o principal instrumento para a subseqiiente investigacao das propriedades macroscépicas dos
sistemas com interagoes competitivas de nosso interesse. Mostramos como a competicao de
interagoes em diferentes escalas da origem a uma Hamiltoniana efetiva de Ginzburg-Landau
cujo estado mais estavel corresponde a uma fase modulada. Estudando os efeitos das flutuagoes
de mais baixa energia do parametro de ordem, indicamos como a transicao de segunda ordem
entre a fase desordenada e a modulada, prevista pela abordagem de campo médio, é frustrada

e suplantada por uma transicao de primeira ordem induzida por flutuagoes. Em seguida, apre-



sentamos a solugao de campo médio auto-consistente da Hamiltoniana de Brazovskii, que sera
utilizada durante todo o trabalho, comparando-a, qualitativamente, com solugoes oriundas de
outros métodos, como o Grupo de Renormalizacdo e simula¢oes numéricas. Por fim, inves-
tigamos o efeito de outros modos de flutuacao do pardmetro de ordem no diagrama de fases
descrito pela solucao auto-consistente - em particular, focamos nas flutuagoes elésticas da fase
de listras bidimensional. Baseamo-nos na abordagem de Toner e Nelson [11] para demonstrar
que, na auséncia de campos cristalinos fortes, a fase de listras é derretida, dando origem a uma
fase nemaética - isto é, uma fase que nao possui ordem de (quase) longo alcance posicional,
mas apenas ordem de (quase) longo alcance orientacional. Incluindo a atuagdo dos defeitos
topolégicos, indicamos como a fase nemética sofre uma transicao de Kosterlitz-Thouless para a
fase liquida isotrépica.

O capitulo 2 é dedicado ao estudo dos efeitos de tamanho e das condicoes de contorno sobre
as propriedades magnéticas de um bloco ferromagnético dipolar com largura e espessura finitas.
A motivacdo experimental reside na intrincada estrutura de dominios dos estreitos terracos
ferromagnéticos que sao observados nos filmes finos magnéticos de MnAs crescidos sobre o
substrato semicondutor GaAs, para um largo intervalo de temperaturas de coexisténcia das fases
«a e 3. Mostramos como a inclusao das interagoes de Ising e dipolar, bem como das condigoes
de contorno de Dirichlet apropriadas, levam naturalmente & Hamiltoniana de Brazovskii em um
espago de momentos de dimensoes finitas. Generalizando a solugdo auto-consistente para este
caso, obtemos que a transicao de primeira ordem induzida por flutuacoes continua a ocorrer,
apesar da discretizacao da outrora superficie continua de minima energia da Hamiltoniana, ao
redor da qual atuam as excitagoes menos energéticas. Demonstramos que, de maneira geral, a
fase de listras com menor modulagao ao longo da dire¢do limitada é a mais estavel, e investigamos
os efeitos de comensurabilidade entre a largura do bloco e o periodo da modulagao sobre a
estabilidade das fases obtidas.

Aplicando este ferramental matematico ao caso concreto do MnAs:GaAs, propomos uma ex-
plicacao consistente para o nimero de dominios observado dentro dos terragos ferromagnéticos
a partir de imagens de microscopia de forga magnética (MFM), no intervalo de altas tempera-
turas da regiao de coexisténcia. Para descrever a estrutura de dominios no intervalo de baixas
temperaturas da regiao de coexisténcia, consideramos o carater vetorial dos spins do bloco,
desenvolvendo um funcional de Ginzburg-Landau para o modelo XZ dipolar. Em seguida, inspi-
rados pelos resultados da minimizacao da Hamiltoniana efetiva obtida, concebemos um modelo
fenomenologico capaz de descrever o fendmeno de reorientagdo da magnetizacao do terraco,
observada nas imagens de MFM. Aplicando o método de Stoner-Wohlfarth [12], relacionamos
esta reorientacao com a mudanca na forma das curvas de histerese obtidas a partir de medidas
de espalhamento ressonante de raios X. Os resultados apresentados neste capitulo deram origem
a trés artigos, que ja estdo publicados [13, 14, 15].

No capitulo 3, exploramos as propriedades de transporte de isolantes de Mott antiferromag-
néticos dopados - em particular, consideramos 6xidos de metais de transicao, como os cupratos
e os niquelatos. Para certas concentragoes de dopantes, ha fortes indicios experimentais de que
estes compostos apresentam fases com listras ricas em buracos alternadas por listras pobres

em buracos, resultando em um sistema cuja condutividade microscépica é inomogénea - isto &,



4 Introdugao

maior nas listras ricas em buracos (mais condutoras) do que em relagdo as listras pobres em
buracos (menos condutoras). Baseados nos trabalhos de Kivelson et al. [16], argumentamos que
esta fase de listras pode ser descrita pelo modelo de Brazovskii, e usamos a solucao de campo
médio auto-consistente para descrever sua termodinamica. Resolvendo perturbativamente o
problema de uma rede inomogénea de resistores correlacionados, obtemos uma expansao da
condutividade macroscopica da fase inomogénea em poténcias do contraste entre as condu-
tividades microscopicas das diferentes fases. Através desta expressdo, mostramos que, para o
caso de uma fase de listras com ordenamento esmético, o espectro de flutuagdes particular do
modelo de Brazovskii é refletido pelo comportamento anisotréopico do salto na condutividade,
que ocorre concomitantemente & transicao de primeira ordem. Os resultados obtidos trazem
novos elementos para o entendimento das propriedades de transporte dos niquelatos, além de
fornecerem previsoes passiveis de serem verificadas experimentalmente. Para fazer contato com
os experimentos envolvendo os cupratos, aplicamos o mesmo formalismo para o caso em que a
fase de listras é derretida pelas flutuacoes elésticas, dando origem a um ordenamento nemético.
Demonstramos a existéncia de uma relagdo linear entre a anisotropia da condutividade e o
parametro de ordem nemdético, oferecendo uma explicagao mais simples e mais intuitiva para
a sua ocorréncia do que a encontrada na literatura [17], onde sdo consideradas as flutuagoes
quanticas, e nao classicas, das paredes das listras.

Ainda neste capitulo, o mesmo formalismo geral da expansdo perturbativa da condutivi-
dade de uma rede de resistores correlacionados é usado para investigar um outro problema, a
saber, a classe de universalidade da transicao de Mott térmica, associada a isolantes de Mott
nao-dopados. Este problema foi proposto pelo Prof. Dr. Joerg Schmalian, do Laboratério de
Ames, na ocasiao do meu estagio de doutorado sanduiche no exterior, e realizado em colabo-
racao com o grupo liderado pelo Prof. Dr. Eduardo Fradkin, da Universidade de Illinois em
Urbana-Champaign. A temperaturas finitas, os isolantes de Mott nao-dopados também podem
formar fases inomogéneas, mas que nao estdo organizadas em listras ou em qualquer outro
padrao. Apesar de haver interagdes competitivas neste problema, as escalas de comprimento
associadas a elas nao sao muito diferentes - primeiros vizinhos para o termo de hopping e local
para o termo de Hubbard. Usando resultados de investigacoes tedricas prévias, descrevemos
a termodindmica da fase inomogénea ao longo da linha de coexisténcia, formada por regides
metélicas e isolantes, por um parametro de ordem de Ising. Em seguida, mostramos que, perto
do ponto critico, a condutividade macroscépica do sistema depende nao s6 da magnetizacao,
mas também do comportamento singular da densidade de energia, dando origem a um com-
portamento de crossover. De posse destes resultados, revisitamos experimentos recentes sobre
medidas de condutividade em sistemas bi e tridimensionais préximos da transicao de Mott,
mostrando que os expoentes nao-convencionais por eles obtidos podem, de fato, ser atribuidos
a classe de universalidade de Ising. A pesquisa envolvida no capitulo 3 resultou em dois artigos
[18, 19], sendo que o primeiro ja esta publicado e o segundo esta submetido para publicagao.

Por fim, o capitulo 4 traz as conclusoes gerais da tese, bem como as perspectivas para inves-
tigacoes posteriores. Quatro apéndices esmiucam conceitos que foram apenas tangenciados no
texto principal, a saber: a transicao de Kosterlitz-Thouless, intimamente relacionada & excitagao

térmica de defeitos topologicos (Apéndice A) ; a transformagdo de Hubbard-Stratonovich, com



a qual podem ser obtidas Hamiltonianas efetivas de Ginzburg-Landau a partir de Hamiltonianas
microscopicas (Apéndice B); o célculo da largura das paredes de dominio de Néel dos blocos
ferromagnéticos dipolares finitos através da minimizagao da energia total (Apéndice C); o modelo
das redes de resistores aleatorios no limite de contraste infinito, cujas propriedades de transporte
possuem uma intima relagao com as propriedades fractais do aglomerado percolativo incipiente
(Apéndice D).






Capitulo 1

O Modelo de Brazovskii

Neste capitulo, serd introduzido o modelo de Brazovskii, no qual se fundamenta a maior
parte da pesquisa apresentada nesta tese. Trata-se de um modelo minimo capaz de capturar
as principais caracteristicas fisicas de um sistema com interacoes competitivas, e que tem sido
utilizado nao s6 no contexto de sistemas fortemente correlacionados - objetos de investigagao
deste trabalho - mas também na chamada Fisica da Matéria Condensada Mole, relacionada a
polimeros, microemulsoes e cristais liquidos. Apresentamos, no que se segue, as caracteristicas
gerais do modelo, discutindo sua emergéncia na descricao de sistemas de origens tao distintas.
As propriedades fisicas dos sistemas descritos por ele serdo calculadas pela solugdo de campo
médio auto-consistente da Hamiltoniana efetiva, que fornece um cenério fisicamente consistente
e matematicamente confiavel para serem discutidas as predigbes mais abrangentes deste modelo.
Por fim, serao apresentados incrementos a esta aproximagcao através da inclusao de outros modos
de flutuagdo usualmente presentes nesse tipo de sistema - os chamados modos elasticos - e o

mecanismo pelo qual eles alteram o diagrama de fases previsto pelo método auto-consistente.

1.1. Separacao de fases e interacoes competitivas

Intmeros sistemas fisicos apresentam a tendéncia a se auto-organizarem em fases de equi-
librio nao triviais, ou seja, fases que nao sao meramente uniformes, mas caracterizadas por uma
intrincada estrutura de dominios de extensoes espaciais que variam da escala dos nanémetros
a escala dos centimetros [1]. Por exemplo, em sistemas quase-bidimensionais, fases do tipo
listras (do inglés stripes) surgem em compostos de 6xidos de metais de transi¢ao dopados [20],
enquanto fases do tipo bolhas sao observadas em filmes finos magnéticos sujeitos a campos
magnéticos externos [21]. J& no caso tridimensional, copolimeros de dibloco mostram fases
lamelares, ctbicas ou cilindricas com simetria hexagonal [22] e microemulsdes apresentam es-
truturas lamelares de auto-organizacdo [23]. Além destes, varios outros sistemas tém estruturas
morfologicas similares as descritas anteriormente, tanto no dominio da Fisica da Matéria Con-
densada Dura - por exemplo, filmes de supercondutores tipo I e ferrofluidos - quanto no dominio
da Fisica da Matéria Condensada Mole - filmes de Langmuir, cristais liquidos, fluidos sob uma
instabilidade de Rayleigh-Bénard (ver referéncias citadas em [1]). Uma interessante discussio
sobre os paralelos entre estas duas grandes sub-areas da Fisica da Matéria Condensada pode ser
encontrada em [24].

A principio, seria de se esperar a proliferacao de uma consideravel variedade de padroes

de auto-organizagdo, dados os diferentes tipos de interagOes presentes nessa vasta gama de
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Figura 1.1. Fases tipo listras (esquerda) e tipo bolhas com simetria hexagonal (direita) em um sistema
bidimensional. Cores claras e escuras diferenciam dominios nos quais o parametro de ordem assume
diferentes valores.

sistemas. Contudo, as estruturas morfologicas observadas podem ser classificadas em um niimero
relativamente restrito de padroes geométricos: em duas dimensoes, verificam-se principalmente
a existéncia de fases do tipo listras e do tipo bolhas, enquanto que para sistemas tridimensionais
aparecem as fases lamelares, as cilindricas hexagonais e as esféricas cubicas. Esta evidéncia,
portanto, aponta para uma origem fisica comum a estas estruturas de dominios mesoscopicas.
Tal universalidade morfologica, por assim dizer, é atribuida & manifestacao de fases moduladas
resultantes da competicao de interacoes em diferentes escalas do sistema.

Fisicamente, o que ocorre é que, enquanto uma interacao forte de curto alcance tende a
separar o sistema em duas fases macroscépicas distintas de modo a evitar o alto custo energético
da criacdo de paredes de dominios, uma outra intera¢do mais fraca, porém de longo alcance,
tende a frustrar a formacao destes extensos monodominios. O resultado desta competicao é
que a fase de menor energia nao é mais a uniforme, mas sim um estado modulado cujo periodo
caracteristico ¢ uma fun¢ao monotonicamente decrescente da razao entre as magnitudes das
interagoes fraca e forte. Assim, a separagdo de fases em escala macroscopica da lugar a uma
auto-organizacao em que as fases se alternam em escalas mesoscopicas. Neste contexto, as
estruturas de dominios observadas experimentalmente e discutidas no paragrafo anterior nada
mais sao que manifestacoes de diferentes tipos de modulagao. Por exemplo, as fases tipo listras
em 2D e as lamelares em 3D podem ser entendidas como as mais simples fases moduladas
que o sistema pode assumir, resultantes de uma modulacao unidimensional do parametro de
ordem. J& as fases do tipo bolhas em 2D ou as cilindricas hexagonais em 3D podem ser
descritas como padroes de modulacoes originados da combinagao de multiplos vetores de onda
de mesmo modulo. A figura 1.1 ilustra alguns destes distintos padroes morfologicos. Fica claro
que intmeras fases metaestaveis podem surgir nesse cenario, abrindo inclusive a possibilidade
de ocorréncia de comportamentos ndo-ergddicos intrinsecos ao sistema [25].

Matematicamente, o modelo mais simples capaz de expressar a energia de um microestado

inomogéneo de um sistema cuja fase ordenada é modulada é caracterizado por:

2 2)2
T0 = o \Y% + q0 _ u .
H[¢] =/ddw ¢ () + 6 (2) %M:EH—& @] (1.1)
2 84§ 4
em que ¢ (Z) denota o parametro de ordem, go é o médulo do vetor de onda descrevendo a
modulagao da fase ordenada e 7y e u sao parametros associados as particularidades microscépicas
do sistema. Na maior parte dos casos de interesse, 7p € uma funcao linear da temperatura e,

portanto, é o parametro controlavel experimentalmente. De agora em diante, toda vez que nos
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referirmos a fun¢ao H, chamé-la-emos de a Hamiltoniana de Ginzburg-Landau do sistema [9].
Contudo, deve-se ter em mente que ela nao é a Hamiltoniana microscépica propriamente dita,
mas sim um funcional efetivo, resultante de uma expansdo em poténcias de ¢, que fornece a
energia do microestado ¢ (Z) em unidades da energia térmica kgT. Para a expansio particular
(1.1), fica evidente que se esté assumindo um sistema com simetria por inversoes, e portanto nao
h& campos conjugados presentes. Neste contexto, a fungao de particdo Z do sistema é obtida

através da integragdo funcional:

Z = /D@*HW. (1.2)

A solugao auto-consistente da Hamiltoniana (1.1), bem como o seu diagrama de fases, foram
estudados pioneiramente por Brazovskii no contexto de cristais liquidos colestéricos [8], motivo
pelo qual vamos nos referir a (1.1) como a Hamiltoniana de Brazovskii daqui por diante. Antes
de investigarmos suas propriedades, vamos discutir como ela surge naturalmente na descrigao de
uma variedade de sistemas fisicos diferentes. Especificamente, focaremos nos éxidos de metais
de transicdo dopados [26], em filmes finos magnéticos com forte anisotropia uniaxial [6], nos
copolimeros de dibloco [7] e nas microemulsoes [27]. Todos esses sistemas podem ser descritos
por um parametro de ordem escalar ¢ () que assume diferentes significados em cada caso: nos
6xidos dopados, ele denota a flutuacao da densidade de carga local em relagio a densidade média,
de modo que ¢ (Z) > 0 representa uma regido rica em buracos, enquanto ¢ (Z) < 0 representa
uma regiao pobre em buracos. Nos filmes finos, o parametro de ordem se refere & magnetizagao
na direcao do eixo anisotrépico; ja nos copolimeros e nas microemulsoes, ele estd associado as
flutuagoes, respectivamente, da fracdo de volume local de um dos monomeros e da fracdo de
volume local da molécula polar.

Conforme explicado anteriormente, a Hamiltoniana (1.1) surge de uma competicdo entre
uma interacao forte de curto alcance e uma interagao fraca de longo alcance. Da razao entre as
suas magnitudes é que depende o periodo caracteristico da fase modulada d = 27/qg. A parte

referente & interacdo forte pode ser descrita por um simples modelo ¢* :

ol = [ s |26 @)+ [Fo@] + 50 @) (1)

Fica claro que, para 79 < 0, a energia é minimizada por uma configuracdo uniforme, ja
que variagoes e2spaciais do parametro de ordem custam energia ao sistema, devido & presenca
do termo Wqﬁ‘ . Assim, no caso de o parametro de ordem ser conservado ([ d%z¢ (%) = cte),
como ocorre nos 6xidos dopados, nos copolimeros e nas microemulsoes, a Hamiltoniana acima
prevé uma separacao macroscopica das fases envolvidas, de modo a haver apenas uma parede
de dominio. Um exemplo bastante simples relacionado & experiéncia cotidiana é o caso da
mistura 6leo-dgua, que pode ser encarada como uma microemulsdo sem surfactante: o 6leo,
formado por moléculas apolares, separa-se da agua, formada por moléculas polares, originando
um sistema bifasico bem definido. No caso dos copolimeros de dibloco, os dois monémeros
A e B que compdem o copolimero também tendem a se separar em uma fase macroscopica
rica em A e outra fase macroscopica rica em B, ji que contatos AB possuem uma atragao

de van der Waals menor que a dos contatos AA ou BB. Ja no caso dos 6xidos dopados, os
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portadores de carga introduzidos pelos dopantes (usualmente, buracos) delocalizam-se em uma
regiao separada daquela ocupada pelos spins localizados do metal de transicao, dando origem
a uma regido fortemente condutora apartada de uma outra regido com fraca capacidade de
conducgao elétrica.

Na situacao em que o parametro de ordem nao é conservado, como nos filmes magnéticos
com forte anisotropia uniaxial, o sistema nao possui nenhum vinculo adicional que o obrigue
a criar paredes de dominio, de modo que a tendéncia expressa por (1.3) para 79 < 0 é a de
uma unica fase uniforme com a magnetiza¢ao apontando para cima ou para baixo, sem interface
alguma. A transicdo da fase desordenada para a fase ordenada é acompanhada por uma quebra
espontanea de simetria, ja que o parametro de ordem “escolhe” arbitrariamente uma direcao, de
maneira que a fase ordenada perde a simetria por inversdo que a Hamiltoniana (1.3) possuil.

Enquanto a interagao forte de curto alcance pode ser descrita por (1.3) para todos esses
sistemas, a interagao fraca de longo alcance pode ser descrita, de uma maneira geral, pela

expressao:

¢ (&) ¢ (¥)

I

Ha [¢] = Q / dhqdda o~ 17" |/6p »

que corresponde, grosso modo, a uma interacdo de Coulomb blindada generalizada, em que
@ é proporcional ao inverso da permissividade elétrica e ép é o comprimento de blindagem.
Analisemos o significado destes termo separadamente para cada sistema: nos 6xidos dopados,
a repulsdo Coulombiana entre cargas de mesma espécie é quem frustra a separacao de fases
ditada pela interacao de curto alcance, ja que o custo energético de uma fase com todos os
buracos concentrados na mesma regido seria muito alto. Assim, como ¢ (Z) denota a flutuagao
da densidade de carga local em relagdo a densidade média, @ pode ser interpretada como a
magnitude da interacao Coulombiana, e os parametros n e {p assumem os valores n = 1 e
¢p — o0.

No caso dos filmes magnéticos anisotropicos, em que ¢ (Z) refere-se & magnetizagdo uniaxial,
as dimensoes finitas do filme fazem com que a interagao dipolar entre os momentos magnéticos
seja sempre relevante. Sua tendéncia em desalinha-los pode ser traduzida em uma tendéncia
em criar o maior nimero possivel de paredes de dominios, frustrando a existéncia de uma fase
uniforme, prevista por (1.3). Assim, no contexto da expressao (1.4), @ denota a razao entre as
magnitudes da interacao dipolar e da interacao de troca, e os parametros n e £p assumem o0s
valores n =3 e £p — o0.

Ja para o caso das microemulsoes, a adicao de moléculas surfactantes & mistura é6leo-dgua
frustra a separacao de fases devido aos vinculos estequiométricos introduzidos pelas moléculas
anfifilicas. Enquanto uma de suas extremidades - a hidrofébica - prefere se ligar as moléculas
de 6leo, a outra extremidade, hidrofilica, prefere a ligacao com as moléculas polares da agua.
Desse modo, a presenca do surfactante origina uma interagao efetiva atrativa entre as moléculas
de 6leo e de agua, que pode ser expressa por (1.4). Nesta situagdo, n assume o valor 1, a
constante ) é proporcional & fragao de volume do surfactante e £p, ao comprimento médio de
suas moléculas. Vale salientar que, como &p é finito, esta interacao é de alcance mais restrito

1 Obviamente, a arbitrariedade s6 ocorre na auséncia completa de um campo conjugado, uma vez que um
campo infinitesimal ja é capaz de determinar a dire¢ao preferencial do sistema.



1.1. Separacdo de fases e interagoes competitivas 11

que aquelas relacionadas aos sistemas anteriores, em que nao havia blindagem propriamente
dita. De qualquer modo, ainda assim, ela se estende por uma regiao maior que a interagao de
curto alcance descrita pelo modelo ¢?.

Por fim, no caso dos copolimeros, a interagao fraca de longo alcance surge devido ao fato
de a molécula composta pelos mondémeros A e B ser incompressivel e possuir um ponto de
ligacao covalente. Os vinculos introduzidos pela simples existéncia deste ponto originam uma
Hamiltoniana efetiva de interacdo repulsiva entre monomeros de mesma espécie que pode ser
descrita pela mesma expressdo (1.4), com n = 1, {p — oo e uma constante () proporcional a
fracao de volume média dos monodmeros.

Em todos os sistemas descritos acima, o resultado da competicao entre as tendéncias opostas
expressas por (1.3) e por (1.4) é o surgimento de uma fase modulada em detrimento de uma
separacao de fases (ou de uma fase uniforme, no caso de o parametro de ordem nao ser conser-
vado). Isto pode ser visto mais diretamente no espago de Fourier: definimos a transformada de

Fourier de uma fungéo qualquer f (Z) por:

fy= [ dlaf @)e 77, (15)
de modo que sua transformada inversa é dada por:
- 1 d G-
f(@) = ) dqfze' ™. (1.6)

No espago de Fourier, a Hamiltoniana total assume a seguinte forma:

_ 1! dyh )
Hlg] = 2(2w)d/d qdg[m0 +9(a)] =,
+ / dq1d%q2d% 4303, 4,0 s — - (1.7)
4(27T)3d q17q27q3 qg1—92—4q3 >

em que a competicio entre as interagdes esta expressa unicamente pela fungéo g (¢) = g1 (q) +
g2 (q), que contém um termo devido a H; e outro devido a Hs. O primeiro é obtido diretamente
do modelo ¢*, g1 (¢) = ¢?, traduzindo a tendéncia de o sistema minimizar a energia através da
formagao de um estado uniforme ¢ = 0. J& o segundo termo depende da forma da interacao de
longo alcance em questao; todavia, em todos os casos de interesse, como uma boa aproximacgao
pode-se tomar go (¢) = Qq_"/, em que o expoente n’ € N depende das particularidades do
sistema. Assim, a frustracao é refletida pelo fato de este termo assumir seu menor valor apenas
quando ¢ — o0, 0 que corresponderia a um estado “infinitamente modulado”. Na figura 1.2,
apresentamos o comportamento geral da fun¢io g (¢) como resultado da soma destes dois termos
individuais. Vale mencionar que, no caso em que {p é finito, temos, na verdade, g2 (q) =
(q” + {5")_1, de modo que a aproximagao descrita anteriormente s6 é valida para escalas de
comprimento muito menores que £p.

Logo, fica claro que a fun¢do g (¢) da Hamiltoniana total (1.7) encontra o seu minimo para
um vetor de onda com mo6dulo nao nulo gg ~ Qﬁ, correspondendo a um estado modulado. A

superficie de minima, energia no espaco de Fourier, também chamado de espago de momentos,
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2@

Figura 1.2. Funcao g(¢q) (linha solida em vermelho) da Hamiltoniana de Brazovskii no espago de Fourier,
equagao (1.7), e suas componentes g1(q) e g2(q) (linhas pontilhadas) referentes as interagoes de curto e
longo alcance, respectivamente.

Ay

Ax

Figura 1.3. Superficie de minima energia ¢ = go da Hamiltoniana de Brazovskii, representada no espaco
de Fourier. Por simplicidade, mostramos o caso bidimensional.

é descrita, portanto, por um circulo de raio qg, conforme esquematizado na figura 1.3. Através

da expansédo de g (¢) em série de Taylor,

: (1.8)

q0

9@ =gl + 5 - ) (5F)

torna-se evidente que a Hamiltoniana assume a forma (1.7), ap6s considerarmos a simetria do
sistema, por inversoes do parametro de ordem, além de realizar um re-escalamento apropriado
dos campos e do parametro 7y proporcional & temperatura reduzida. Neste contexto, podemos
expressar as diversas estruturas morfologicas discutidas anteriormente: a fase tipo listras e a

fase lamelar ficam descritas por:

A L L
(pg) = ) [0 (7= qon) + 6 (7+ qon)]

2Acos (goh - T) , (1.9)

ASS

=

=
|
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xadrez cilindrica
hexagonal,

Tabela 1.1. Principais caracteristicas dos quatro sistemas discutidos nesta sec¢do: significado fisico do
parametro de ordem ¢ (Z), origem da interagao forte de curto alcance, origem da interagao fraca de
longo alcance e fases mais comuns encontradas nestes sistemas.

em que A é a amplitude do parametro de ordem e 71 ¢ um versor paralelo & dire¢do de modulagao.

Ja a fase tipo bolhas e a fase cilindrica hexagonal sao expressas por:

3
A . . o .
(0a) = ——7 > [6(7—qoni) +(q+ qos)]
(2m)" i
3
(@ () = 24 cos(qoni - F) (1.10)
i=1
3
em que a condi¢do adicional ) #; = 0 deve ser satisfeita pelos versores. A tabela 1.1 apresenta as
i=1

principais caracteristicas dos quatro sistemas pormenorizados nesta se¢ao, a saber: os 6xidos de
metais de transicao dopados, os filmes finos magnéticos fortemente anisotrépicos, os copolimeros

de dibloco e as microemulsoes.

1.2. Transicoes de primeira ordem induzidas por flutuagoes

Tendo mostrado como a Hamiltoniana de Brazovskii surge naturalmente no contexto de

uma variedade de sistemas com interagdes competitivas, podemos agora investigar as predi¢des
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associadas a este modelo. Antes de enveredar por uma solu¢do propriamente dita da Hamil-
toniana, vamos abordar seus aspectos mais gerais de forma qualitativa. O modelo prevé a
existéncia de uma fase ordenada modulada a baixas temperaturas. A principal pergunta que
surge, entdo, é acerca do carater da transicdo entre a fase desordenada (altas temperaturas) e
esta fase modulada (baixas temperaturas).

A tentativa mais simples de se responder essa questdao consiste em usar uma abordagem de
campo médio, que, basicamente, equivale a substituir o parametro de ordem da Hamiltoniana
(1.1) pelo seu valor médio na fase modulada. De uma maneira mais rigorosa, este método
consiste em fazer uma aproximacao de ponto de sela no céalculo da fungdo de parti¢do (1.2),
tomando apenas a contribuigdo dominante do estado de menor energia (¢g) no computo da

integral funcional:

Z=e T —  F=_InZ="mH[¢o)] . (1.11)

Por simplicidade, focaremos na fase de listras somente, descrita por (1.9). A substituigao

desta expressao na Hamiltoniana de Brazovskii fornece a seguinte energia livre:

F =1A% + %uA‘* , (1.12)

em que assumimos o paradmetro u positivo e o pardmetro 7y proporcional a uma certa tempera-
T-T,
T,

c

tura reduzida 7y , de modo que ele possa mudar de sinal ao se variar a temperatura do

sistema. A energia assume seus valores extremos para as seguintes amplitudes A:

dF { Ao =0 (1.13)

i—
dA Ap=+,/-2

Para determinar a natureza dos pontos extremos, calculamos a derivada segunda, obtendo:

d*F 2 A=0
_ { To para (1.14)

dA? —47 para A = Ay

Portanto, tem-se o seguinte cenério: para 79 > 0, correspondente a 7' > T, o Unico ponto
extremo que existe é Ap = 0, que é o minimo global da energia livre. Ou seja, o estado
desordenado (¢) = 0 é o mais estavel. Contudo, para 79 < 0, correspondente a T < T, o estado
desordenado nao é mais um minimo global, mas um maximo local. O minimo global da energia
livre & degenerado e ocorre para os valores simétricos A+ = i\/——g—z , correspondendo a uma
fase ordenada modulada?. Exatamente no ponto 79 = 0, que corresponde & temperatura T = T,
a energia dos dois estados é a mesma e a amplitude da fase modulada assume o mesmo valor
que o correspondente & fase desordenada, ou seja, AL = 0. Portanto, T, é a temperatura de
transicdo do sistema. Além disso, como o médulo do parametro de ordem varia continuamente

na transicao de fase, trata-se de uma transi¢cao de segunda ordem. A figura 1.4 apresenta a

2 O sinal negativo é irrelevante dado o cariter oscilatorio da fungio cosseno em (1.9).



1.2. Transigoes de primeira ordem induzidas por flutuagdes 15

F F
30F 15F
25F
20F 10F
15F
10F S5k
sL
. . . LA . . . LA
-2 -1 1 2 -2 -1 1 2
F
4F
3L
oL
1L
- A
-2 -1 1 2
1
of

Figura 1.4. Evolu¢ao do perfil da energia livre F' (1.12), apresentada em func¢do da amplitude do
parametro de ordem A, com a diminui¢do da temperatura do sistema. A seqiiéncia corresponde a:
T > T. (grafico superior & esquerda), T = T. (grafico superior & direita) e T' < T, (grafico inferior).

evolugao do perfil da energia livre ao se diminuir a temperatura do sistema, enquanto a figura
1.5 mostra como a amplitude do parametro de ordem varia com a temperatura.

Portanto, a abordagem de campo médio prevé uma transicao de segunda ordem entre a
fase desordenada e a fase modulada. Neste ponto, vale falar um pouco mais sobre transicoes
de segunda ordem: a mais importante propriedade delas reside no carater universal dos seis
expoentes criticos que a caracterizam, definidos abaixo (omitimos o subscrito da temperatura

reduzida 79 para simplificar a notagao):

251

201

-6 -4 -2 0 é 4“ é o

Figura 1.5. Mo6dulo da amplitude do parametro de ordem A em funcado da temperatura reduzida 7o
previsto pela energia livre de campo médio (1.12). Uma transigao de segunda ordem ocorre para 7o = 0,
correspondente a T = Tx.
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E(rh=0~7"  ¢(rnh=0)~|"  ¢(r=0h)~n'
X (r,h=0)~777 C(r,h=0)~7"¢ X (= 00,7 = 0) ~ 227971, (1.15)

Nestas relagoes, h é o campo conjugado, £ é o comprimento de correlagao, x é a suscepti-
bilidade, C' é o calor especifico e d é a dimensionalidade do sistema. Estes expoentes nao sao

independentes, pois estao relacionados por quatro relagoes de escala:

a = 2—dv
B(14+0) = 2—a
26—y = 2-—«
vy = v(2—-n). (1.16)

A teoria do Grupo de Renormalizagao elucida o carater universal desses expoentes, mostrando
que eles nao dependem dos detalhes microscépicos do sistema, mas apenas de sua dimensiona-
lidade e do ntmero de componentes do pardmetro de ordem. O embasamento fisico desta
poderosa técnica, em poucas palavras, reside na existéncia de uma escala de comprimento do
sistema que se torna invariante no ponto critico: o comprimento de correlacao divergente £ — oo
(para mais detalhes, ver [29], por exemplo).

A abordagem de campo médio utilizada claramente despreza as flutuagdes do parametro de
ordem d¢ = ¢ — (¢) ao tomar apenas a contribui¢do do valor médio para o computo da fungao
de particdo em (1.11). De maneira geral, existem intimeros métodos para se levar em conta a
influéncia dessas flutuagoes. Por exemplo, no caso do modelo ¢* (1.3), podem-se usar as técnicas
do Grupo de Renormalizagao para demonstrar que, apesar de o cariter da transicao permanecer
de segunda ordem, os expoentes criticos sofrem alteracoes em relagao aos valores obtidos por
campo médio quando a dimensao do sistema é menor que quatro (ver, por exemplo, [30]).

Contudo, no modelo de Brazovskii (1.1) o espectro de flutuagoes é bastante diferente daquele
do modelo ¢*: enquanto neste tltimo as excitacoes de mais baixa energia se ddo apenas em torno
do ponto ¢ = 0 no espago de momentos, no primeiro elas ocorrem em torno da hiper-esfera
q = qo, como esquematizado na figura 1.3 anterior. Assim, ha relativamente mais modos de
excitagao no modelo de Brazovskii, indicando que sua influéncia deve ser muito mais dramaética
do que no caso do modelo ¢*. A apresentacdo de métodos sistematicos capazes de levar em
conta estas flutuacoes se darad na préxima segao. Por ora, vamos nos limitar a uma discussao
mais qualitativa acerca dos resultados obtidos apos a inclusdo dessas flutuagoes no calculo da
energia livre (1.12). Através de um método de campo médio auto-consistente pode-se mostrar

que a energia livre assume a seguinte forma perturbativa em poténcias da amplitude A [31]:
UR WR
F=1pA?+ —A*+ —A° 1.17
TRA® + S AT 4 S0 AR, (1.17)

em que Tg, Ur € Wr $a0 parametros renormalizados pelas flutuagoes do parametro de ordem,

os quais serao calculados na préxima segao. Por ora, apresentamos sua dependéncia com a
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Figura 1.6. Parametros 7r, ur € wr da energia livre (1.17) renormalizados pela presenca das flutuagoes

do parametro de ordem em fungdo da temperatura reduzida 7o.

temperatura reduzida 7y na figura 1.6. Enquanto 7g > 0 e wr > 0 para qualquer tempe-

ratura, o pardmetro ug muda de sinal para uma temperatura 7™ ligeiramente abaixo de T,

permanecendo negativo para 7' < T*. Esta mudanca de sinal torna necessaria a inclusao do

termo de ordem A na expressdo da energia livre, ja que ela deve ser sempre uma funcio limitada,

inferiormente. Vale salientar que uma equacao idéntica é obtida através de uma expansao do

potencial termodindmico ao invés da energia livre, conforme delineado em [32].

Vamos agora investigar as previsdes sobre o carater da transi¢do de fase segundo a energia

livre corrigida pelas flutuagoes (1.17), comparando com os resultados obtidos anteriormente na

abordagem de campo médio. Os extremos de F' ocorrem para:

Ao = 0

1/2
—3uR—|—31/u2 — éwRTR
Ag:l) - 4 R 3

WR

1/2
—3uR—3 u2 - é’LURTR
A® = 4 V& 3 .

WR

Calculando a derivada segunda obtemos:

d*F
dA%| 44,

d*F
T dA?

d*F

=71 >0 > R 3
A=AD dA

(1.18)

(1.19)



18 Capitulo 1. O Modelo de Brazouvskii

F F
4t 03sF
030F
3r 025
020F
oL
0.15F
N 0.10F
005F
. . . LA . . . LA
-2 -1 1 2 -2 -1 1 2
F
F
0151
0.08F
0.06F
010

0.05 -

-2 -1 1 2
-0.02 -
-2 -1 1 2

Figura 1.7. Evolugdo do perfil da energia livre F' (1.17), apresentada em func¢do da amplitude do

parametro de ordem A, com a diminui¢do da temperatura do sistema. A seqiiéncia corresponde a:

T > Tesp (grafico superior a esquerda), Tirans < T < Tesp (grafico superior a direita), T' = Tirans
(grafico inferior & esquerda) e T' < Tirans (grafico inferior a direita).

Assim, os pontos A = A(iz) correspondem a méximos locais e nao estao associados, portanto,
a estados estaveis do sistema. Como 7z > 0 para qualquer temperatura, a fase desordenada
A = 0 corresponde a um minimo da energia livre sempre. Entretanto, isto ndo significa que
este seja o minimo global. Abaixo da temperatura correspondente a condigdo 7r = %, a qual
denotaremos por Tcsp, a fase modulada cujo parametro de ordem tem amplitude A = A$ ) passa
a ser também um minimo da energia livre. Portanto, para T < Tesp, 0O sistema possui trés
minimos locais: um em A = 0 (fase desordenada) e outro duplamente degenerado em A = A$ )
(fase modulada). Para determinar qual deles é o minimo global, basta encontrar a temperatura

Tirans para a qual:

F (A;l)) = F(0). (1.20)

Substituindo as expressoes (1.18), obtemos que a temperatura Ti,qns equivale & condigao

TR = %. Desse modo, para T > Tirqns, 0 minimo global da energia livre corresponde & fase
desordenada A = 0, enquanto para T < T}.q.ns €le corresponde & fase ordenada A = A$ )A
figura 1.7 apresenta a evolugdo do perfil da energia livre com a diminuicao da temperatura do
sistema.

A partir destes resultados, podemos compor o seguinte cenério: para 1" > T, a Gnica fase
estavel do sistema é a desordenada. Para Tirqns < T < Tegp, hd duas fases em coexisténcia,
sendo que a desordenada permanece sendo a de menor energia. Neste intervalo de temperaturas,

diz-se que o estado modulado é uma fase metaestavel do sistema, e a temperatura referente ao
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Figura 1.8. Mo6dulo da amplitude do parametro de ordem A em fun¢do da temperatura reduzida 7o,
previsto pela energia livre renormalizada pelas flutuagoes (1.17). Uma transi¢ao de primeira ordem
ocorre para 1" = Tirqans quando a temperatura é variada adiabaticamente.

limite de metaestabilidade 7., é denominada de espinodal. Para T' < Tirqns, a fase estével é a
modulada, enquanto o estado desordenado passa a ser uma fase metaestavel. Caso a temperatura
do sistema seja diminuida adiabaticamente, a transicdo da fase desordenada para a ordenada
dar-se-4 em T = Tipqns, razdo pela qual ela é denominada temperatura de transi¢do. Como
Ag& ) # 0 para qualquer temperatura, inclusive Ti,qns, a transicao de fase é acompanhada por
uma descontinuidade na amplitude do parametro de ordem, como mostrado na figura 1.8. Assim,
trata-se de uma transicao de primeira ordem. E importante notar que, neste caso particular,
nao ha uma temperatura espinodal para a fase desordenada, ou seja, ela é sempre metaestavel.
Na pratica, efeitos dindmicos de nucleagao nao incluidos nesta abordagem determinam uma
temperatura a partir do qual o estado desordenado nao é mais acessivel [32].

Ao contrario das transi¢des de segunda ordem, as de primeira ordem nao apresentam ca-
racteristicas universais. Entretanto, algumas propriedades gerais sao comuns a todas elas.
Conforme explicado anteriormente, a nao ser que a temperatura do sistema seja variada adia-
baticamente, nao é possivel se determinar uma temperatura de transicdo bem definida, devido
a presenca de um intervalo de temperaturas no qual ha coexisténcia de fases. Este fenomeno da
origem a interessantes efeitos de nao-equilibrio do sistema, o mais notéavel deles sendo a histerese,
que serd abordada com mais detalhes na secao 2.6.

Portanto, notamos que a transicao de segunda ordem prevista pela abordagem de campo
médio aplicada ao modelo de Brazovskii é frustrada pelas flutuacoes do parametro de ordem,
dando origem a uma transicao de primeira ordem. Neste caso, diz-se que esta transicao de
primeira ordem é induzida por flutuagoes [33]. Além dos sistemas descritos pelo modelo de
Brazovskii, outros sistemas também sofrem uma transicdo de primeira ordem induzida por
flutuacgoes, mas através de mecanismos distintos do que o apresentado aqui. Exemplos de tais
sistemas sao estruturas antiferromagnéticas do tipo I ou do tipo II, em que o mecanismo da
transicao esté associado ao elevado nimero de componentes do parametro de ordem, e cristais
liquidos que sofrem a transicdo da fase nemética para a fase esmética-A, em que o parametro

de ordem se acopla a um campo de gauge flutuante (ver referéncias em [33]).
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1.3. Solucao de campo médio auto-consistente do modelo de

Brazovskii

Conforme explicado na secao anterior, as flutuagoes do parametro de ordem do modelo de
Brazovskii induzem uma transicao de primeira ordem entre a fase desordenada e a fase de listras.
Nesta secdo, vamos apresentar um método analitico que, apesar de relativamente simples, é
capaz de fornecer resultados satisfatérios acerca da temperatura espinodal do estado ordenado,
da temperatura de transi¢do e do diagrama de fases referente & Hamiltoniana (1.1).

Uma grandeza fundamental na analise do comportamento critico de um sistema é a funcao

de correlacao conectada:

)
G(#4) = (@) e(@)) — (o (@) (o (@), (1.21)

a qual mede o grau de correlagao entre as flutuagoes do pardmetro de ordem em dois pontos
Z e Z’. Em um sistema com simetria por translagoes espaciais, esta funcao depende apenas da
distancia relativa | — Z'| entre estes pontos. Usando os conceitos bésicos de Fisica Estatistica
(ver, por exemplo, [9]), mostra-se que, para uma Hamiltoniana qualquer H [¢], esta grandeza
pode ser obtida introduzindo-se um campo conjugado auxiliar h (Z):

"ol =g~ [ h(2)o (@ d's. (122
e tomando-se a seguinte derivada funcional da fungio de parti¢do (1.2):

52Inz’

R G )

: (1.23)
h(Z)=0

em que Z' refere-se & Hamiltoniana H’ que contém o campo conjugado [9]. Para o caso em que

a Hamiltoniana é quadrética no pardmetro de ordem:

H[p) = % / dzdis’ ¢ (2) A (2, 7)o (7)) , (1.24)

os calculos podem ser efetuados diretamente através de integrais funcionais gaussianas, fornecendo

o seguinte resultado:

G(&,i)=A""&41) . (1.25)

Entretanto, em geral, existem termos quarticos na Hamiltoniana que impedem um calculo
analitico da fun¢do de correlagao, exigindo a aplicagdo de métodos perturbativos. Dentre eles,
encontram-se expansoes em 1/N (em que N denota o numero de componentes do parametro de
ordem), métodos que usam as técnicas do Grupo de Renormalizagao e abordagens de campo
meédio auto-consistentes. No que concerne o modelo de Brazovskii, usaremos este iltimo método
- também denominado de método de Hartree - durante todo o restante do trabalho, uma vez que

ele ndo s6 é mais simples que os demais, como também fornece resultados bastante satisfatorios
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quando comparado com simulagbes numéricas [34, 35]. Conforme explicado anteriormente, ele
foi delineado primeiramente por Brazovskii em [8].

Inicialmente, reescrevemos a Hamiltoniana de Brazovskii (1.1) da seguinte forma:

H¢| = % / dizdis’ ¢ (7) Ggt (7,7) 6 (T) + % / ddzgt (7) (1.26)

em que Gy (Z,7') denota a funcdo de correlagdo “nua” (isto é, sem levar em conta o termo

quértico):

1 o,
Gl @) = — [ Gy @)
(2m)
1
Gol@) = — (1.27)
70 + (¢ — o)

Agora, escrevemos o parametro de ordem da seguinte formas:

¢(Z) = (¢(7) + ¢ (@), (1.28)

em que ¥ (Z) = ¢ (Z) — (¢ (¥)) denota a flutuagdo do pardmetro de ordem, e, portanto, possui

valor médio nulo (¢ (Z)) = 0. Desse modo, fica evidente que a fung¢do de correlagdo também
pode ser escrita como G (Z, %) = (¢ () ¢ (&)). Substituindo (1.28) em (1.26), obtemos:

Mol = g [t (@) Gyt @) (0 (@) + [ dldta’ (0(2) 65 @) (@)

2 / 0z (6 (@) +u / d'x (6 ()" (@)

5 [ 6@ @ +u [ dleto@) v @ (1.29

Retendo apenas os termos que contenham poténcias pares do campo de flutuacdo v (%)

chegamos a:

Mo (0)] = 5 [ d'ad'as @Gy (@700 @)+ [ et @+ 5 [l 0@) 6 @) .

(1.30)

O termo linear de (1.29) foi desprezado pois (¢ (%)) = 0. Ja a justificativa para se desprezar

o termo cibico desta mesma expressdo reside no fato de o vértice ctubico (Y1) ser pequeno

comparado ao vértice quadratico (1), o qual fornece a fungdo de correlagdo, que é nossa
grandeza de interesse.

No método auto-consistente de Hartree, transforma-se o termo quartico de (1.30), %, no

produto 1> <1/12>, obtendo assim uma Hamiltoniana quadrética nos campos . Como existem

seis maneiras diferentes de se realizar esta contracao, obtemos:
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Hlv. (6)] = 5 [ dhodta's (@) Gy @)+ 3u (0 (@) (7 - ) + 3u (6 (@) (5 - 7)] 4 (@)
(1.31)

e, assim, chegamos a seguinte equagao auto-consistente para a funcao de correlagido:

G (#,7) = Gg' (£, 7) + 3uG (7,7) 6 (F — &) + 3u (¢ ()20 (Z — &) . (1.32)

Passando para o espago de Fourier, é possivel mostrar que os elementos de matriz da funcao

de correlacao dominantes sdo os diagonais. Assim, a equagao auto-consistente assume a forma:
G7' = (Gg") ;4 3u(G () +3ud_(#);(8) 5, (1.33)
v

em que passamos para o limite do discreto (27T)d §(p—p') — 0z e definimos:

(G (7,7)) = jT / d'pGy. (1.34)

Esta é a abordagem de campo médio auto-consistente aplicada ao modelo de Brazovskii.
Comparando-a com as expansoes perturbativas diagramaticas usualmente empregadas em sis-
temas quanticos de muitos corpos, ela é andloga ao método RPA (random phase approzimation)
[36]. Atraveés da Hamiltoniana (1.29), podemos ainda encontrar a equacdo de estado, que rela-
ciona o campo conjugado h (Z) com o parametro de ordem ¢ (Z). Aplicando a definigao [9]:

M@=<ﬂ%%», (1.35)

obtemos a seguinte expressao, apos empregar as mesmas aproximacoes de antes:

h@) = [ @Gyt @.7) (6 @) +uo @) +3ue@)GED . (L30)

Para simplificar os calculos subseqiientes, podemos passar a equacao de estado para o espago

de Fourier. Combinando com a equagao auto-consistente (1.33), obtemos:

hg = Gq:I <¢>,j+ u Z <¢>ﬁl <¢>ﬁ2 <¢>q’—ﬁl—ﬁ2 - 3“2 <¢>ﬁ <¢>_ﬁ <¢>,j . (1.37)
P1,D2 2

As equagoes (1.33) e (1.37) s@o o principal resultado deste método auto-consistente. Para

avancar, é necessario assumir alguma forma especifica para a fungao de correlagao. Tomando

como base a expressao “nua” (1.27), propoe-se a seguinte forma:

1
S
T+ (¢ — qo)

em que 7 é um parametro renormalizado a ser encontrado pela solu¢ao auto-consistente. Pode-

G(q) = (1.38)

mos justificar o emprego desta forma sempre que os modulos dos momentos das flutuagoes

forem proximos de qg, isto é, sempre que o sistema estiver proximo da transi¢do de fase. Vamos
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Figura 1.9. Funcao de correlagao no espago real G, dada pelo equagao (1.39), em funcdo da distancia

entre os pontos r medida em unidades de g; L. A curva solida refere-se a um comprimento de correlacio

& = 10, enquanto a curva pontilhada refere-se a &€ = 3 (em unidades de g5 '). Vé-se que, para r > &, as
correlagoes sao bastante suprimidas.

explorar o significado fisico do pardmetro 7. Calculando a transformada de Fourier inversa de

(1.38) para um sistema tridimensional, obtemos a fun¢io de correlagdo no espago real:

B 472

- e~/ [cos (qor) + (q0€) sin (qor)] (1.39)

em quer = |# — | e £ = 77'/2, A figura 1.9 apresenta o comportamento desta funcdo para dois
valores diferentes de £, indicando que para dois pontos separados por r > £ , a correlagdo entre
as flutuacdes cai drasticamente. Este fato é devido & existéncia do fator e="/¢ na expressio da
funcao de correlacao, o que nao é uma propriedade particular apenas do sistema tridimensional,
mas ocorre para qualquer dimensionalidade. Logo, pode-se associar ¢ a distancia a partir da
qual dois pontos do sistema praticamente deixam de estar correlacionados, razao pela qual a
quantidade ¢ = 771/2 & chamada de comprimento de correlacdo do sistema.

Substituindo (1.38) em (1.34), podemos efetuar analiticamente a integral que determina
(G (Z,%)), notando que a funcdo de correlagdo depende apenas do médulo do vetor de onda
e possui um pico bastante pronunciado em g = ¢o. Logo, o intervalo de integracao pode ser
restrito a g — A < ¢ < qo + A, em que A é o cutoff ultravioleta no espaco de momentos. O
cutoff esta relacionado & estrutura cristalina microscopica do sistema, e, conseqiientemente, a
existéncia de uma distancia minima entre dois elementos da rede. Para uma rede com simetria

ctbica, tem-se A = 27/a, em que a é o parametro de rede. Voltando & integral (1.34), temos:

qo+A d—1
(G (%)) = id/ ‘10765‘12, (1.40)
(2m)" Jao-a T+ (g —qo0)

em que Sy € a area da hiper-esfera unitaria em d dimensoes. Aplicando a mudanca de varidveis
v =(q— qo) /\/T e considerando o limite de £ > a, obtemos:

quflsd

(G@D) = Ghr (1.41)

Assim, a equagdo auto-consistente (1.33) fica:

S—— % +3u;<¢>ﬁ<¢>_ﬁ, (1.42)
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em que definimos:
I 3mqt—1S, 67 % qit
d= d d-
(27) I (4) (2m)

Consideramos, agora, dois estados especificos: a fase desordenada, descrita por (¢) =0, e a

(1.43)

fase de listras, descrita por (¢ (Z)) = 2A cos (qp - £). Para a primeira, a equacdo auto-consistente
fica:
’U,Fd

T ="To+ 7, (].44)

enquanto para a segunda ela é escrita como:

’U,Fd
= —= 1 6uA?. 1.45
TA 7'0—|—\/a+ U ( )

A amplitude do parametro de ordem A é encontrada através da equagao de estado (1.37).

Para a fase de listras, ela assume a forma:

h=A (14— 3ud?) . (1.46)

Pela propria definicdo (1.35), para que a fase de listras seja um estado de equilibrio, é
necessario que h = 0. Portanto, usando (1.46), chegamos a condigao:
TA
A== 1.47
o (1.47)
A combinagao de parametros que aparece nas equagoes auto-consistentes sugere o uso de uma

N 2/3 . s L
temperatura de referéncia 7 = (ul'y) / , de modo que podemos definir as varidveis adimensionais:

_ _T(A0)  _ TA0)
P(A0) = = .

O (1.48)

Substituindo a expressao da amplitude (1.47) em (1.45) e fazendo a mudanca de varidveis

acima, encontramos as equagoes auto-consistentes:

po= pot— (1.49)
—pa = pot+t—. (1.50)

As solugdes destas equagoes sdo apresentadas na figura 1.10. Nota-se que, enquanto a equagao
referente & fase desordenada (1.49) possui solugdo para qualquer valor de py - e portanto para
qualquer temperatura do sistema - 0 mesmo nao acontece para a equacao referente a fase de
listras (1.50): ela s6 possui uma solugao real para py < —1,89. Assim, voltando as variaveis
originais, identificamos a temperatura espinodal da fase ordenada TéeSp )~ 1,89 (uI‘d)Q/ 3,
somente para temperaturas abaixo dela é que a fase de listras é um estado metaestavel do

sistema. Ja& a fase desordenada é sempre um estado pelo menos metaestavel, para qualquer
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Figura 1.10. Solugado p da equagdo auto-consistente referente a fase desordenada (1.49) - grafico a

esquerda - e solucao pa da equagdo auto-consistente referente a fase de listras (1.50) - grafico a direita -

em funcao de po. Nota-se que nenhuma das solu¢des assume o valor nulo, indicando que o comprimento
de correlagao nao diverge e a transi¢ao é de primeira ordem.

temperatura. Das solugoes de (1.49) e (1.50), verifica-se também que nem p nem p4 podem

1/2 " concluimos

se anular. Deste modo, como o comprimento de correlagao é dado por £ = 7~
que ele nunca diverge, de modo que a transicao entre a fase desordenada e a fase de listras é de
primeira ordem.

Resta ainda descobrir qual dos dois estados metaestaveis do sistema encontrados na regiao
de coexisténcia é o de menor energia. Para isso, pode-se calcular a diferenca de energia entre
as fases ordenada e desordenada, usando o seguinte artificio: assumimos a existéncia de uma
campo externo conjugado h. Consideramos que ele comega nulo quando o sistema esta na fase
desordenada (ou seja, A = 0), aumenta de valor e volta a ser zero no minimo de energia livre
correspondente a fase de listras - ou seja, A # 0 e dado pela equagdo (1.47). Dessa maneira, a

diferenca de energia livre AF entre o estado de listras e o estado desordenado pode ser calculada

por:
A
oF
AF_/O oA (1.51)
Agora, usando que:
OF  OF 6(¢)
- ILN o, (1.52)
chegamos a:
A li T / dA /
AF = ; 2hdA" =2 h(T)FdT , (1.53)

em que as formas explicitas das fungdes h(7) e A(7') sdo dadas pelas expressoes (1.46) e
(1.47). Apo6s um calculo direto, obtém-se a seguinte férmula para a diferenga de energia, escrita

em termos das varidveis adimensionais (1.48):

w3 2 2
Apzi( ‘é) [—%—%—\/ﬁ+\/p_A:| . (1.54)

O comportamento da diferenga de energia em fungdo de pg, que é proporcional & temperatura
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Figura 1.11. Diferenca de energia livre entre a fase desordenada e a fase de listras AF em fungao de

po X T;CTC. O estado ordenado tem menor energia a partir de po ~ —2, 03.
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Figura 1.12. Comprimento de correlacao &£ do sistema (em unidades do seu valor £* na temperatura

de transi¢ao) em func¢do da temperatura reduzida 7o (em unidade do médulo da temperatura de tran-

si¢ao |73]). Observa-se que, na temperatura de transi¢ao, ocorre uma descontinuidade finita, tipica de
transi¢oes de primeira ordem.

reduzida, estd mostrado na figura 1.11. Vé-se que, para pg < —2,03, a fase de listras possui en-
ergia menor que a fase desordenada. Logo, identificamos a temperatura de transicao do sistema
o~ —2,03 (uFd)Q/B. De posse deste valor e das equagOes auto-consistentes (1.49) e (1.50),
apresentamos na figura 1.12 o comportamento do comprimento de correlacao em fungao da
temperatura. Nota-se a presenca de um salto finito na temperatura de transicdo, caracteristico
de uma transicdo de primeira ordem?.

E possivel ainda realizar uma expansio da diferenca de energia livce AF em poténcias da
amplitude do parametro de ordem A usando a equagdo auto-consistente (1.45) [31]. O resultado
obtido é exatamente o que foi apresentado na secao anterior durante a discussdo da transi¢do
de primeira ordem induzida por flutuagoes, equagdo (1.17). Os parametros renormalizados 7g,
ur € wr apresentados na figura 1.6 daquela secao podem ser escritos em termos das variaveis

adimensionais (1.48) como:

3 Salientamos, mais uma vez, que esta identificacio de uma temperatura bem definida na qual ocorre a
transicao de primeira ordem so6 faz sentido se a variagao de temperatura do sistema for adiabatica.
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1
TR = pot—=
NG
2p%/2 — 1
Ur = 2p3/2_|_1
9
wr = . (155)

3
207/ (1+ 34 )

Isto completa a andlise da transicao de Brazovskii segundo o método de campo meédio
auto-consistente. Seria possivel considerar também transi¢oes entre o estado desordenado e
outras fases mais complexas nao-unidimensionais, como a fase de bolhas, por exemplo. O
método é o mesmo e descobre-se que as fases mais complexas possuem energias maiores que
a fase de listras [8]. Entretanto, elas podem ser acessadas aplicando-se campos externos ao
sistema, o que muda drasticamente a Hamiltoniana original ao introduzir termos com poténcias
impares do parametro de ordem (para uma abordagem de campo médio a esse problema, ver [6]).
Esta proliferagao de intimeros estados modulados é bastante relevante conforme a temperatura
do sistema diminui, indicando um perfil de energia livre rugoso, repleto de minimos locais. Tal
cendrio sugere a possibilidade de surgir um estado vitreo para a Hamiltoniana de Brazovskii que
nao teria sua origem ligada a nenhuma desordem estrutural, mas seria auto-gerada (para mais
detalhes sobre este topico, ver [37, 25]).

Uma questao pertinente acerca do método auto-consistente é sobre o seu limite de validade.
Ao contrario do modelo ¢*, por exemplo, em que a dimensionalidade do sistema constitui um
parametro perturbativo valido (e =4 — d), o que determina a validade dos calculos anteriores
é a “magnitude” do termo quartico interagente, representada pelo parametro u. Héa diferentes
critérios possiveis para se estimar quando o método auto-consistente falha; de maneira geral, o
que se faz é investigar quando os outros diagramas desprezados passam a ser importantes - por
exemplo, o termo cibico em (1.29). Os critérios variam de u'/" < 1 a /¢ <« 1 [31], mas nao
entraremos nos detalhes destes célculos, limitando-nos a assumir um parametro interagente u
pequeno o suficiente.

Por fim, é importante mencionar um outro método perturbativo usado na anélise do modelo
de Brazovskii, baseado na aplicagdo do Grupo de Renormalizagiao (GR) ao espago de momentos?
(para mais detalhes, ver [31, 38, 39]). Conforme ja apresentado na figura 1.3, as excitagoes
de mais baixa energia da Hamiltoniana (1.1) possuem momentos ¢ localizados ao redor da
hiper-esfera de raio qg. Isto contrasta fortemente com o cenario das excitagdes do modelo
¢*, por exemplo, cujos momentos estdo ao redor de um ponto, e ndo de uma hiper-esfera -
especificamente, do ponto ¢ = 0. Assim, a decimacdo dos modos de alta energia na casca
de momentos usualmente realizada quando se aplica o GR em modelos do tipo ¢* deve ser
radicalmente alterada. Ao invés de serem eliminados os modos com momentos (A/b) < ¢ < A,
em que b é o parametro de decimacao, é necessério eliminar os modos localizados em uma casca
esférica de espessura A ao redor da esfera de raio ¢, conforme esquematizado na figura 1.13.

Como pode ser observado na mesma figura, apos esta “granulagdo” do sistema, ele assume uma

4 Em inglés, momentum shell Renormalization Group approach.
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Figura 1.13. Esquema geral do processo de decimagao dos modos de alta energia no espago de momentos

da Hamiltoniana de Brazovskii. Apenas modos ao redor da superficie ¢ = ¢o sdo eliminados. A < go é 0

cutoff ultravioleta dos momentos e b é o parmetro de decimacao. Apos a eliminacdo das flutuacoes de

comprimentos de onda pequenos, o sistema assume uma configuracdo mais proxima daquela na regiao
da transicao de fase.

configuracio mais proxima do arranjo perfeito de listras proximo & temperatura de transicdo. E
importante salientar que uma abordagem similar do GR no espac¢o de momentos ja havia sido
proposta para estudar sistemas fermionicos de muitos corpos, ja que neste caso as excitagoes
de mais baixa energia também ocorrem ao redor de uma superficie no espago de momentos - a
superficie de Fermi [40].

A utilizacao deste particular processo de decimacao da casca de momentos gera efeitos bas-
tante interessantes nos parametros da Hamiltoniana de Brazovskii (1.26). O parametro do termo
quértico u, por exemplo, é renormalizado em dois pardmetros distintos u) e u, dependendo da
direcao relativa entre os pares dos quatro momentos deste termo, ¢1, ¢2, g3 € g4. Enquanto
o sinal de @ permanece positivo durante todo o fluxo do GR, o sinal de u fica negativo a
partir de uma certa temperatura, indicando a ocorréncia da transi¢ao de primeira ordem. Os
resultados obtidos pela aplicagao do GR ao modelo de Brazovskii sao satisfatoriamente proximos
dos valores obtidos pelo método de Hartree auto-consistente [31, 38], corroborando a utilidade

e validade deste altimo.

1.4. Flutuacgoes elasticas e o derretimento da fase modulada

Apos termos determinado o diagrama de fases do modelo de Brazovskii, vamos investigar
como ele é alterado quando sao levados em conta outros tipos de flutuagdes do parametro
de ordem distintos dos “modos de flutuagao de densidade” explorados na se¢dao anterior. Em
particular, focaremos nos modos eldsticos (fonons) e nas excitagoes topologicas do sistema.
Neste quesito, a dimensionalidade do sistema desempenha um papel fundamental, uma vez que
ela determina nao s6 o grau de relevancia das flutuagoes elasticas, como também os tipos de
defeitos topologicos possiveis de serem encontrados. Portanto, durante esta se¢ao, a discussao
serd particularizada para o caso de duas dimensoes espaciais (x,y), seguindo, em grande parte,

a abordagem de Toner e Nelson [11].
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Figura 1.14. Fase de listras em duas dimensoes modulada na dire¢ao & e na presenca de um campo de
deformagao elastica u (z,y).

Deformagoes elésticas da fase de listras podem ser descritas por um campo escalar u (z,y).
Sem perda de generalidade, consideramos as listras moduladas ao longo da direcao Z, conforme
esquematizado na figura 1.14. Logo, na presenga dessas deformagoes, as listras podem ser

descritas por:

¢ (T) = goe' @l tulzvl, (1.56)

em que, diferentemente das se¢coes anteriores, tomamos apenas uma componente harmonica para
simplificar os calculos subseqiientes. A amplitude do pardmetro de ordem é denotada por ¢,
e ndo por A, pois usaremos esta ultima notacdo apenas para a amplitude obtida da solugdo
auto-consistente, equacdo (1.47). Em geral, os modos elasticos sdo menos energéticos que os
modos de densidade, de modo que podemos fazer uma aproximagao do tipo Born-Oppenheimer
e considerar, em um primeiro momento, a amplitude ¢ constante em relagdo as excitacoes
térmicas dos fénons.

Para encontrarmos a Hamiltoniana harmonica que descreve o campo de deformagao u, a
qual denominaremos H,;, substituimos a expressdo (1.56) na parte quadratica da Hamiltoniana
de Brazovskii (1.1), obtendo:

2
- ¢_(2)/ ) (9211, 2 (9211, 2 ) @ 2 ou 2
Halu] = s | T a2) Oy? T \ar) T dy

ou\®  ou [ou\? ou\

— — (= 4q5 | — . 1.57
(5) +3 () |+ () 127
Os termos dominantes sdo os de menor poténcia em u. Além disso, o termo de curvatura

2 2
(%) pode ser desprezado frente ao termo (%) , de modo que a Hamiltoniana elastica har-

+4q§

monica assume a forma final:

Hei[u] = %B/d% [(%)2+)\2 (%)21 , (1.58)
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ANTANT AN,
@ (b)

Figura 1.15. Modos de deformagéo elastica descritos por (1.58): (a) o segundo termo, correspondente
a curvaturas nas listras que mantém suas larguras constantes e (b) o primeiro termo, correspondente a
deformagoes volumeétricas alterando a largura tipica das listras. Adaptada de [11].

com 0s parametros:

B=¢¢g e N= %. (1.59)

0]
A interpretacdo de cada termo de H,; pode ser feita diretamente com o auxilio da figura 1.14.
Enquanto o primeiro termo corresponde a modos de flutuagoes da largura das listras, o segundo
corresponde a modos de flutuagdes da curvatura delas; ambos estdo esquematizados na figura

2
1.15. A auséncia de um termo do tipo (g—;) deve-se ao fato de nao haver diregoes preferenciais

para o alinhamento das listras, pois a fungao g—; corresponde a rotagoes das listras em relagao
a direcao g, que é a direcao na qual elas se propagam. Como nao ha diregoes preferenciais, o
sistema nao pode ganhar ou perder energia por rotacionar coerentemente as listras. Este cenario
é completamente alterado na presenca de campos cristalinos que definem direcoes de simetria;
seus efeitos no diagrama de fases serao discutido mais adiante.

A Hamiltoniana (1.58) é equivalente & que descreve a elasticidade de cristais liquidos na
fase esmética-A [4]. O paralelo se da pelo fato de haver um ordenamento unidimensional tanto
na fase esmética quanto na fase de listras. Assim, muitos dos resultados que serdao delineados
a seguir sao de suma importancia no ambito da Fisica da Matéria Condensada Mole, o que
estabelece mais uma interessante conexao entre esta area e a Fisica da Matéria Condensada
Dura, onde intiimeras aplicagoes do modelo de Brazovskii sao conhecidas. No contexto da teoria
da elasticidade [41], diz-se que a Hamiltoniana (1.58) descreve um sistema sem cisalhamento (do
inglés shearless), pois as deformagoes sao apenas no “volume” das listras, e ndo na sua forma.

No espago de Fourier, a Hamiltoniana elastica assume a forma:

B
2 (27)°

Her[u] = /quu,; (@2 + Nqy) u_gq- (1.60)

Logo, como nesta aproximacao foram retidos apenas os termos quadraticos em u, a funcao

de correlagao conectada G pode ser lida diretamente da expressao anterior:

1

‘I B@ v

(1.61)

O estado que minimiza a energia (1.58) é o “uniforme” (u) = 0, correspondendo & fase de lis-
tras sem nenhuma deformacao elastica. Entretanto, as flutuacoes elasticas podem desempenhar
um papel fundamental na ordem de longo alcance posicional do sistema. Para avaliarmos seus

efeitos, consideramos a aproximagao tipo Born-Oppenheimer mencionada anteriormente, em que
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os modos elasticos sao independentes dos modos de densidade. O valor médio do parametro de
ordem (1.56) fica:

(0) = <¢> <eiq°“(f)> : (1.62)

em que ¢Z denota os modos de densidade, descritos pela Hamiltoniana de Brazovskii (1.1). A
exponencial acima pode ser calculada usando-se a expansdo em cumulantes; como (u) = 0,
temos:
2
<eiQUu(i)> — o~ P (@) W (1.63)
em que W é denominado fator de Debye-Waller [9]. Ele pode ser calculado diretamente a partir

da funcdo de correlagao (1.61):
2 2 2 2 2
9 / 2 /= do - do 2 do d°q
W=— =G =—— [ d°¢Gz= . 1.64
(@) = o = 7 [eae= By | 0 (1.64)

Para duas dimensoes, a integral pode ser efetuada com o auxilio do cutoff ultravioleta no

espago de momentos, A:

w = qg /Adq /Aidqm
212B Jo Y Jo Q2 + Nqy
2 A
- =), ()
W = —arctan | — | . 1.65
22BN Jo ¢} g2 (1.65)

Para o limite inferior de integracao ¢, — 0, a funcao arco-tangente pode ser aproximada por

A
d 1
WN/ day _ 1
0 qy dy

Portanto, o fator de Debye-Waller diverge polinomialmente com o momento, de modo que

7 /2, de modo que:

0
— 0. (1.66)
A

(¢) ~ e~ — 0, significando que o sistema ndo apresenta uma fase ordenada para qualquer
temperatura finita. Além disso, a ordem posicional da fase de listras deixa de ser de longo
alcance a passa a ser de curto alcance apenas. Este resultado pode ser obtido através do calculo

da funcao de correlagao nao-conectada:

(6 (@) 6 (0) ~ (®HO7HO))  exp [—% (@ —u <o>12>] , (1.67)

em que usamos novamente a expansao em cumulantes. O valor médio no expoente é dado pela

expressao:

s (@ —u ) = (2;2 [z - (1.68)



32 Capitulo 1. O Modelo de Brazouvskii

Apods um longo célculo, obtém-se os resultados [11]:

2 1/2
q X
_EO (%) ] , (1.69)

para Az > 3% e

@@ 0) = exp |2 (1.70)

para Az < 3. Portanto, a correlacdo posicional é de curto alcance. O primeiro limite, equacio
(1.69), corresponde aos modos de flutuagoes das larguras das listras, enquanto o segundo limite,
equacdo (1.70), corresponde aos modos de flutuagdes da curvatura. Fica claro que a primeira
funcdo de correlagdo decai mais lentamente que a segunda, indicando que as flutuagoes da
curvatura custam menos energia que as flutuagoes volumétricas. Logo, a conclusdo é que a fase
de listras é derretida pelas excitagoes elasticas em duas dimensoes. No caso de trés dimensoes, a
situacao muda substancialmente: apesar de o fator de Debye-Waller ainda divergir, ele o faz lo-
garitmicamente com o momento. Pode-se mostrar que, nesta situacao, a ordem de longo alcance
ainda é destruida, mas o sistema possui ordem de quase-longo alcance, isto é, as correlagoes (1.67)
decaem polinomialmente com a separacao entre os pontos, e nao exponencialmente. Diz-se que
trés é a dimensao critica inferior deste sistema composto pela fase de listras com deformacoes
elasticas; abaixo desta dimensao, nao se encontra nenhum tipo de ordem posicional no sistema.

Apesar de as listras em duas dimensoes nao possuirem ordem translacional, a ordem ori-
entacional ainda persiste. Definimos a orientacao das listras através de um diretor N paralelo a
direcdo de modulacdo #. E importante salientar que trata-se de um diretor, e ndo de um vetor
propriamente dito, pois o sentido da orientacao nao importa - isto €, o sistema é o mesmo por
rotagdes do diretor multiplas de 7, e ndo de 27. As flutuagdes elésticas fazem com que o diretor
oscile em torno desta dire¢do & por um angulo 0 (Z) ~ —0dyu (). Assim, o pardmetro de ordem
2i0()

orientacional pode ser definido como e Seu valor médio pode ser calculado usando-se

novamente a expansao em cumulantes:

<e2i0(5)> — o 20%@) (1.71)

Como no espaco de Fourier temos 07 ~ —ig,ug, o expoente pode ser calculado através da

fungdo de correlacao (1.61):

1 q2d2q
2\ _
20°@) = 3p / 2+ Nq,
, 2 (" dgyg A
2(0° (%)) = B /0 2 Y arctan <)\_q§) . (1.72)

A aproximacao A > A, correspondente a go > a , permite substituir a func¢do arco-tangente

por 7/2, de modo que o valor médio do pardmetro de ordem fica:
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<62i9(f)> = e 7% = cte. (1.73)

Portanto, a ordem orientacional da fase de listras bidimensional nao é destruida pelos fénons.
Contudo, existem ainda outros tipos de excitagdes no sistema que nao sao contempladas pelo
tipo de deformagao elastica u (Z) considerada anteriormente: os defeitos topologicos (ver [9],
por exemplo, ou [42] para uma revisdo). Eles recebem este nome pois nao se pode fazé-los desa-
parecer apenas com uma deformacao continua do parametro de ordem. As flutuacgoes elasticas
representadas na figura 1.14 nao sao defeitos topolégicos, pois podemos recuperar a configuragao
de listras perfeitamente alinhadas se distorcermos continuamente a curva pontilhada até ela se
tornar uma reta.

Um defeito topoldgico possui um nicleo em que a simetria subjacente do sistema é quebrada
- ou seja, um nucleo com uma singularidade - cercado por uma regiao na qual o parametro de
ordem varia mais suavemente. Um vortice em uma rede de spins planares é, provavelmente, o
exemplo mais evidente de um defeito topologico. Este tipo de excitagdo possui uma estabilidade
topologica que, em geral, implica em uma estabilidade fisica. Defeitos topologicos distintos sao
classificados de acordo com as suas cargas topolégicas, as quais estao associadas aos grupos de
homotopia do espago do parametro de ordem M. O grupo de homotopia denotado por 7, (M) é
o grupo dos mapas que levam de um circuito fechado Sy, no espago real de n+1 dimensoes a um
circuito fechado no espago de configuracoes M. Todos os mapas que podem ser continuamente
deformados em um tnico mapa pertencem & mesma, classe de homotopia e correspondem a uma
mesma carga topologica.

Na fase de listras bidimensional, sao encontrados basicamente dois tipos de excitagdes topolo-
gicas: as discordancias (do inglés dislocations) e as disclinagoes (do inglés disclinations), repre-
sentadas na figura 1.16. Uma discordancia corresponde, grosso modo, a incluir (ou retirar)
uma ou mais listras “semi-infinitas” em um certo ponto, como esquematizado na figura 1.16(a)°.
A carga topologica deste defeito é obtida do seguinte modo: considere, no sistema de listras
perfeitamente alinhadas, um circuito fechado I' em torno do ponto no qual serd introduzido o
defeito. Na presenca da discordancia, o circuito nao mais se fechara e a distancia entre seu ponto
inicial e final serd um multiplo m da largura d o g, ! de uma faixa: se for negativo, corresponde
& inclusao de m listras & direita, mas se for positivo, corresponde a retirada de m listras naquele
ponto. Assim, a carga m da discordancia estd associada a um campo de deformagdo singular
up através da relacao:

j{ ﬁuD'df: md. (1.74)
r

Esta relacao pode ser entendida matematicamente usando o conceito de grupos de homo-
topia. O espago do parametro de ordem M, neste caso, é representado por uma reta na qual
pontos separados por uma distancia multipla de d sao identificados como o mesmo, devido &
periodicidade da fase de listras. Topologicamente, este espaco é equivalente a superficie esférica
unidimensional - ou seja, um circulo - de maneira que M = S;. Os circuitos fechados T’ no

espaco real também sao topologicamente equivalentes a S1. Segue da Topologia o resultado que

5 Esta é, na verdade, um tipo especial de discordancia denominada, discordancia de extremidade - do inglés
edge dislocation
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Figura 1.16. Exemplos de defeitos topologicos encontrados na fase de listras em duas dimensoes. (a)

discordancia de carga m = —1, correspondente & inclusdo de uma faixa semi-infinita a direita. (b)

Disclinacao de carga k = —1/2 e (c¢) disclinagdo de carga x = 1/2. Observe que o par ligado das
disclinagoes (b) e (c) equivale a uma discordancia. Adaptada de [11].

71 (S1) = Z, isto é, o grupo de homotopia é isomorfico ao grupo dos nimeros inteiros, de modo
que podemos associar a cada defeito topolégico um niimero inteiro m, o qual nada mais é que
a sua carga topologica.

As disclinagoes, também representadas na figuras 1.16(b) e (c), sdo defeitos que custam uma
energia bem maior que a necesséria para se produzir uma discordancia. Elas estao associadas a
rotagdes e, portanto, a orientacdo das listras. Como o sistema é invariante por uma mudanca no
sentido do diretor - isto &, rotagoes do diretor que sejam miultiplas de 7 - existem disclinagoes com
cargas topoldgicas fracionarias. A carga é definida de maneira analoga ao caso das discordancias
e ¢ uma medida da variagao do diretor em torno de um circuito fechado I':

j{ VO - dl =27k (1.75)
r

Neste caso, o espago do pardmetro de ordem M é um circulo no qual dois pontos diametral-
mente opostos sao identificados como o mesmo ponto. Este espago é denotado por P17 e recebe
o nome de plano projetivo. Novamente, o circuito fechado I' é topologicamente equivalente a
S1. Mostra-se que m (P1) = Z, permitindo que classifiquemos as disclinagoes de acordo com
suas cargas topologicas.

—%, enquanto na figura
1.16(c), temos a correspondente & carga k = % Se “colassemos” o lado direito da figura 1.16(b)

Na figura 1.16(b), representamos uma disclinagdo de carga k =

com o lado esquerdo da 1.16(c), fica claro que obteriamos uma discordancia. Esta observacao
ilustra o conceito de que uma discordancia corresponde a um par ligado de disclinagoes, indi-
cando que a energia necessaria para se excitar uma disclinagao isolada deve ser muito maior
que a necessaria para se excitar uma discordancia isolada. Fazendo uma analogia com o caso
da rede de spins planares, isto é equivalente ao fato de a energia necessaria para se criar um
vortice isolado ser maior que a necesséria para se excitar um par de vortice e anti-vortice (ver
Apeéndice A).

Assim, podemos considerar inicialmente a presenca apenas de discordancias na fase de listras
bidimensional. A energia necessaria para se criar uma discordancia isolada centrada na origem

e com carga m é dada por [4]:
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2 72

Po _mA8 1 k., (1.76)
em que L é o comprimento da discordancia, a € um cutoff associado ao comprimento do nucleo
do defeito (usualmente da ordem da largura das listras d) e E. é a energia deste nucleo. Esta
energia independe do tamanho do sistema e, portanto, permanece finita no limite termodinamico.
Logo, discordancias livres aparecem espontaneamente a qualquer temperatura na fase de listras,

com uma densidade np dada por:

1
np = ﬁ exp (—ED/]{IBT) . (177)

Para se avaliar os efeitos destas discordancias livres na ordem de longo alcance orientacional
da fase de listras, inicialmente é necessario se obter a expressao do campo de deformacao singular
up que descreve uma discordancia livre de carga m e centrada na origem. Para isso, basta
resolver o problema variacional de minimizacao da energia livre (1.58) sujeita ao vinculo (1.74).
No espago de Fourier, o resultado é dado por [11]:

(D) md Qa

U, =—— - 1.78
qa 21 g, (q% + /\Qq;j) ( )

No caso de varias discordancias centradas em diferentes pontos e com diferentes cargas,

pode-se usar uma distribui¢do de carga m (&) em conjunto com a expressao anterior. O calculo

da energia associada a esta distribuicao de discordancias resulta em:

Hp[m] = 1/d2:1ml2;10'm (BD)U(Z—2)m (&) + Ep /d2;10m2 (%) , (1.79)
2 kT
em que:
1 AN\ e
7)= _-B 2 I\ | 1.
U (Z) 1 d (W |x|) e (1.80)

Na expresséao (1.79), o primeiro termo representa a interacdo entre as discordancias, enquanto
o segundo termo refere-se a soma das energias individuais. Vale salientar que a integracao deve
ser feita evitando-se a regido |7 — 7’| < d, ja que d é o comprimento tipico do niicleo de uma
discordancia.

A partir destes resultados, podemos agora recalcular a fungdo de correlacao orientacional

incluindo os efeitos das discordancias livres presentes no sistema. No espago de Fourier, temos:

(007 — (2)* a + <9(D)9(D)> (1.81)

v-q) = 7 YV-q /> .
B(az+Xq) N7 1

em que o primeiro termo refere-se & contribuicao das flutuagoes elésticas nao-singulares e o

segundo termo refere-se as discordancias (1.78). Generalizando esta expressdo para uma dis-

tribuigdo de discordancias e usando que p = —9,up, obtemos:

20t 2q2 d2a2
(27)" g N i

0-0_z) =
b B (g3 +Xq)) (¢ + A2q2)”

(mam_g) (1.82)
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A fungao de correlacdo que aparece no segundo termo é dificil de calcular, pois mg é uma
funcao que s6 assume valores inteiros. Entretanto, para temperaturas nao muito baixas, pode-se
fazer uma aproximacao do tipo Debye-Hiickel e trata-las como fun¢oes continuas. Assim, como
o funcional (1.79) é quadratico nos campos m, pode-se obter diretamente de sua transformada

de Fourier a fungao de correlacdo (mgm—_gq):

1 .
Hp[m] = m/d qmg

Substituindo-a em (1.82), obtém-se, em poténcias dominantes de ¢, e gy:

d*BXq;  2Epd?
2+ Azqg kT

m_g. (183)

(2m)°
Y+ (325 ) a2

A funcdo de correlagido (1.84) é equivalente & obtida para a fase nematica de um cristal

(070—q) =

(1.84)

liquido caracterizada por um diretor N [4]. A esta fase corresponde a Hamiltoniana (conhecida

também como energia livre de Frank):

e [N] =5 [ om0 (9 8) 4 ma[Fx (xR} s

em que as constantes de splay K; e de bend K3 sao dadas por:

K, = BX\
2Ep
Ky = —2. 1.86
3 T (1.86)

Portanto, devido & atuacao dos fonons e & presenca de discordancias livres, a fase de listras
(analoga a fase esmética-A em cristais liquidos) se transforma em uma fase do tipo nematica para
qualquer temperatura nao-nula. As discordancias livres introduzem uma escala de comprimento
caracteristica £p associada & sua densidade np (1.77), isto ¢, {p = nBl/ % Desse modo, o
cardter nematico s6 é observado para comprimentos maiores do que &p; caso contrario, as
flutuagoes elasticas nao-singulares dominam. Logo, pode-se conceber esta fase nematica como
sendo composta por células de tamanho tipico {p cuja ordem interna é descorrelacionada apenas
por excitagoes do tipo féonons, como esquematizado na figura 1.17. A orientacao de cada célula,
entdo, nada mais é que a média das orientacoes das listras englobadas por ela.

Pode-se ainda incluir os termos nao-lineares da Hamiltoniana de Frank (1.85) e estuda-la
no contexto do Grupo de Renormalizacdo [11]. As constantes de Frank sdo renormalizadas
em um mesma fun¢do K(T') ~ exp ,i—ﬁ} para comprimentos de onda grandes o suficiente e

temperaturas nao muito baixas. Assim, a Hamiltoniana de Frank assume a forma:

Hopem [0] = %K/d%ﬁ@f , (1.87)

em que o angulo 0 refere-se as flutuacoes do diretor em torno da direcao de alinhamento da fase
nemaética. Logo, temos um problema equivalente ao modelo XY em duas dimensoes. Os vortices

que aparecem naquele caso sao traduzidos aqui nas disclinagdes (1.75), conforme explicado no



1.4. Flutuagoes eldsticas e o derretimento da fase modulada 37

Figura 1.17. Representacao da fase nematica resultante da atuagao de flutuagoes elasticas e discordan-

cias livres na fase de listras bidimensional, caracterizada pela presenca de células de tamanho tipico

&p descorrelacionadas apenas por modos fonénicos. Esta configuragdo é andloga aos grupos cibotaticos
encontrados em fases neméticas de cristais liquidos. Adaptada de [11].

Apeéndice A. A qualquer temperatura finita existem pares ligados dessas disclinacoes, que nada
mais sao que as discordancias livres que discutimos anteriormente. A presenca delas renormaliza
a constante K — K (T') de acordo com o que discutimos nos paragrafos anteriores. A uma certa
temperatura, passa a ser energeticamente favoravel que esses pares se desliguem, formando
disclinacoes livres e induzindo uma transicao do tipo Kosterlitz-Thouless para uma fase chamada
de liquido isotropico - isto é, sem ordem de longo alcance translacional ou orientacional (mais
detalhes sobre a transigdo de Kosterlitz-Thouless estdo apresentados no Apéndice A).

Por completeza, apresentamos a funcao de correlacdo do pardmetro de ordem nematico
e29(@  que mede o grau de ordem orientacional do sistema. Ela pode ser efetuada diretamente

a partir da Hamiltoniana (1.87) e de uma expansdo em cumulantes:

<ezie<f>eme<o>> — o 3@ -0(0)%) 7 (1.88)

em que:

Lo o\ _ 1 [ (1=e'TT)
(0@ —00F) = oo [ o (1.89)

Usando os resultados acerca da transicao de Kosterlitz-Thouless (Apéndice A), nota-se que a
ordem orientacional das listras persiste como ordem de quase-longo alcance (estamos denotando
|Z] =r):

<62i9(i‘)672i(~)(0)> ~ T TRE — (D) , (1.90)

até que os pares de disclinagoes de desliguem a temperatura 7, na qual:
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esmética ﬁqm?lo .
| 1sotropico
O >
0 nematica T N T

Kosterlitz-Thouless

Figura 1.18. Diagrama de fases do sistema de listras em duas dimensoes: somente a 7' = 0 ha ordem

posicional e orientacional, e o sistema se encontra na fase esmética. Para 7' < T, h& apenas ordem

orientacional de quase-longo alcance e o sistema esta na fase neméatica. Em T' = T, o desligamento dos

pares ligados de disclinagoes induzem uma transi¢do do tipo Kosterlitz-Thouless para a fase de liquido
isotrépico, em que nao h4 nem ordem posicional nem ordem orientacional .

n(T,) = i = K(T,) = ; : (1.91)

Portanto, reunindo todos os resultados obtidos, podemos tracar o seguinte diagrama de fases,
esquematizado na figura 1.18: em duas dimensoes, a fase de listras propriamente dita, com
ordem de longo alcance posicional e orientacional (correspondente a uma fase liquido-cristalina
esmética-A) so existe a T = 0. A qualquer temperatura finita, flutuagoes elasticas do tipo
fénons destroem a ordem posicional, mas ndo a orientacional, e surgem discordancias livres
no sistema: tem-se um estado correspondente a uma fase liquido-cristalina nematica. Essas
discordancias, que podem ser encaradas como pares ligados de disclinagoes, fazem com que a
ordem orientacional persista sob a forma de um ordenamento de quase-longo alcance até uma
temperatura T, na qual os pares se desligam e o sistema perde qualquer ordem de longo-alcance:
tem-se, entao, um estado correspondente a uma fase liquida isotrépica e uma transicao do tipo
Kosterlitz-Thouless. E importante salientar que, em um artigo recente [39], aplicando apenas
o Grupo de Renormalizac¢ao e o método de campo médio auto-consistente & Hamiltoniana de
Brazovskii (1.1), Barci e Stariolo predizem a ocorréncia de uma fase nematica anterior a fase de
listras, sob determinadas condicoes satisfeitas pelo parametro quartico u.

Este cenéario é bastante alterado na presenca de um campo cristalino que defina orientagoes
preferenciais para as listras, pois surge, neste caso, um termo adicional do tipo (g—;) ’ na Hamil-
toniana elastica (1.58). Isso faz com que a energia necesséaria para se excitar uma discordancia
livre deixe de ser finita, fazendo com que estes defeitos topolégicos aparecam a baixas tempera-
turas apenas como pares ligados. Conforme mostram os autores de [43], em tal situagdo a ordem
posicional das listras (ou seja, a fase esmética) persiste para temperaturas finitas como ordem de
quase-longo alcance, até que os pares de discordancias se desliguem e induzam uma transicao do
tipo Kosterlitz-Thouless. A fase nemaética subseqiiente ndo mais é destruida pelo desligamento
dos pares de disclinagoes. Antes de esse processo ocorrer, novos defeitos topoldgicos que surgem
devido a existéncia de dire¢oes preferenciais determinadas pelo campo cristalino - chamados de
defeitos de rotagao das paredes de dominio das listras e representados na figura 1.19 - induzem
uma transicdo que nao é do tipo Kosterlitz-Thouless para uma fase liquida que conserva a
simetria subjacente introduzida pelo campo cristalino.

Para finalizar, é importante mencionar que o efeito das flutuacoes elasticas sobre outras fases
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Figura 1.19. Dois tipos de defeitos topologicos de rotagdo das paredes de dominio das listras, para o
caso em que o sistema estd submetido a um campo cristalino que define duas dire¢oes preferenciais para
o alinhamento das listras (simetria tetragonal). Adaptada de [43].

moduladas é diferente do caso da fase de listras. Como demonstrado em [6], a Hamiltoniana

elastica da fase de bolhas em duas dimensoes assume a forma;:

1
Helu] = 5 / dPa (2pul; + Aud) (1.92)

com p = A denotando os coeficientes de Lamé apropriados e:

1
Uij =5 (Osu; + Ojui) (1.93)

ja que o campo de deformagéo elastica agora tem componentes em ambas as diregoes, u; (x,y)
e uy (z,y). Mostra-se que, nesta situagdo, a fase de bolhas possui ordem translacional de
quase-longo alcance até uma temperatura na qual os pares de discordancias se desligam, im-
plicando em uma transicao do tipo Kosterlitz-Thouless para uma fase nemaética com ordem

orientacional apenas.






Capitulo 2
Ferromagnetos Dipolares com Dimensoes Finitas

Neste capitulo, desenvolvemos uma generalizacao da solucao auto-consistente do modelo
de Brazovskii apresentada anteriormente para o caso de um sistema com dimensoes finitas e
condigoes de contorno nao-periddicas. Nossa motivagao principal reside em investigar a intrin-
cada estrutura de dominios magnéticos observada nos terracgos ferromagnéticos de filmes finos
de MnAs (arseneto de Manganés) crescidos sobre GaAs (arseneto de Galio), um promissor can-
didato a aplicagdes no campo da spintronica. Especificamente, comparamos as previsoes deste
modelo com resultados experimentais de microscopia de forca magnética e de espalhamento
ressonante de raios X, observando uma boa concordancia qualitativa. Além disso, a fim de
investigarmos a conexdo entre a reorientacao magnética e a mudanga na forma das curvas de
histerese observada neste material, estendemos a modelagem a parametros de ordem vetoriais,
criando uma base solida para o desenvolvimento de uma expressao fenomenologica da energia

livre que seja apropriada & descricao do sistema.

2.1. Estrutura magnética dos filmes finos de MnAs:GaAs

O recente interesse em crescer filmes finos de MnAs sobre GaAs, denotados MnAs:GaAs,
nao esta relacionado apenas a objetivos puramente académicos, mas também &s promissoras
aplicagoes tecnologicas que deles podem resultar (para um recente artigo de revisao sobre o
tema, ver [44]). A temperatura ambiente, o MnAs em bulk é um ferromagneto e o GaAs ¢ um
semicondutor. Assim, uma combinacdo destes dois materiais em uma heteroestrutura hibrida
mesclaria ambas essas caracteristicas, abrindo a possibilidade de se construir um dispositivo
capaz de combinar os graus de liberdade de spin com propriedades de transporte eletrénico - ou
seja, um dispositivo spintronico [45]. De fato, varios estudos sobre estas heteroestruturas tém
investigado suas possiveis aplica¢des como injetores de spin ou vélvulas de spin (ver referéncias
em [44]). Desse modo, é fundamental um profundo entendimento sobre as propriedades fisicas
desses filmes finos, especialmente no que concerne a sua estrutura magnética.

O MnAs em bulk apresenta uma transicdo abrupta entre uma fase ferromagnética e uma fase
paramagnética a uma temperatura de aproximadamente 45 °C, acompanhada de uma transicao
estrutural. Abaixo desta temperatura, a estrutura cristalina do MnAs é do tipo hexagonal,
sendo que os atomos de Mn encontram-se nos vértices e no centro do hexagono, enquanto os
atomos de As estdo em posigdes que intercalam os planos hexagonais, conforme mostra a figura
2.1. Nesta situagdo, diz-se que o MnAs encontra-se na sua fase «, que possui propriedades

ferromagnéticas. Entretanto, acima da temperatura de transi¢do, ha uma varia¢ao no tamanho
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[-1100]

[-1-120]

Figura 2.1. Estrutura cristalina hexagonal da fase « do MnAs (figura a esquerda). A célula unitéria é
apresentada em verde na projecao planar com os respectivos eixos cristalograficos (figura a direita).

Figura 2.2. Esquema geral da alternancia das fases « (ferromagnética e hexagonal) e 8 (paramagnética
e ortorrémbica) em filmes finos de MnAs:GaAs.

da célula unitaria devido a uma deformagéo de cerca de 1% do eixo a do hexagono. Assim, o
material passa a ter uma estrutura ortorrombica e adquire propriedades paramagnéticas: é a
chamada fase 5 [46].

O cenario é bem diferente nos filmes finos de MnAs crescidos por epitaxia sobre substratos de
GaAs (para os detalhes sobre o processo de crescimento, ver [44], por exemplo), nos quais surge
uma larga regiao de coexisténcia entre as fases « e 3, de aproximadamente 0 °C a 50 °C . Neste
intervalo de temperaturas, as fases se alternam em um padrao de terragos de altura h da ordem de
alguns poucos nanometros (fase o) seguidos de vales planos (fase 3), conforme esquematizado na
figura 2.2. Tal padrao se repete com um periodo caracteristico de comprimento s que permanece
constante durante toda a regido de coexisténcia e que s6 depende da espessura do filme D através
da relagdo aproximada s = 4,8D. Esta configuracao peculiar é um fenémeno estrutural que
ocorre devido as diferencas entre os parametros de rede do filme e do substrato, além da prépria
diferenca entre os coeficientes de dilatagdo térmica das fases a e 5 [47, 48, 49, 50, 51].

Apesar de o periodo s se manter constante durante toda a regido de coexisténcia, a largura

d dos terragos (e, conseqiientemente, a largura dos vales) varia: enquanto para temperaturas
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h

Temperatura

Figura 2.3. Comportamento do comprimento do terrago ferromagnético (fase a) em funcao da tempe-
ratura do sistema.

mais baixas os terragos ferromagnéticos sao largos, para temperaturas mais altas eles se tornam
bastante estreitos, conforme esquematizado na figura 2.3. Medidas de espalhamento de raios
X moles pelos filmes finos determinaram a dependéncia da largura d do terrago ferromagnético

com a temperatura, sugerindo uma relagdo aproximadamente linear [50]:

d(T) = A— BT, (2.1)

Para o caso de um filme de espessura D = 130 nm, tem-se os valores A = 600nm e B =
12nm/°C [50]. Além das propriedades estruturais dos filmes finos, experimentos envolvendo
microscopia de forca magnética (MFM) [49, 52| e espalhamento ressonante de raios X [13]
elucidaram as caracteristicas dos dominios magnéticos dentro dos terracos formados pela fase a.

Na figura 2.4, sdo apresentados os padroes topograficos (obtidos via microscopia de forga
atomica, AFM) e magnéticos (obtidos via MFM) de filmes finos de MnAs:GaAs em duas tempe-
raturas distintas [13]. A partir dos padroes de AFM, é possivel identificar claramente a estrutura
de terracos alternados discutida anteriormente. Além disso, nota-se uma mudanga na estrutura
de dominios magnéticos das faixas o quando a temperatura aumenta. A proposta apresentada,
em acordo com as medidas complementares de raios X, é que ocorre uma reorientagao magnética
[13]: para baixas temperaturas, em que os terracos sao largos, a magnetizagao é praticamente
uniforme e aponta na direcdo & (de acordo com o sistema de coordenadas mostrado na figura
2.2). Quando a temperatura aumenta, os terragos encolhem e a magnetizagdo passa a apontar
na direcdo Z, formando estruturas moduladas correspondentes a trés ou dois dominios. Ambas
as estruturas - com magnetizacao uniforme apontando na direcdo # ou modulada na direcao 2
- estao esquematizadas na figura 2.5, e serao denominadas, daqui por diante, de estruturas tipo
I e tipo II, respectivamente. Vale mencionar que a magnetizagao nunca aponta na direcao y

devido & presenca de um forte campo cristalino anisotrépico.
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Figura 2.4. Padroes topograficos, obtidos via AFM, ((a) e (c)) e padroes magnéticos, obtidos via MFM
((b) e (d)), dos filmes finos de MnAs:GaAs para T' = 21 °C (esquerda) e T' = 31 °C (direita). As fases
a (ferromagnética) e 8 (paramagnética) estdo indicadas na figura.
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Figura 2.5. Configuragdes magnéticas propostas para descrever as imagens de MFM referentes aos filmes

finos de MnAs:GaAs. Para temperaturas baixas na regido de coexisténcia, prevalece a estrutura tipo

I, em que a magnetizagdo aponta na dire¢ido Z, sendo modulada ao longo de ¢ e uniforme ao longo de

% (figura a esquerda). Para temperaturas mais altas, a magnetizagido aponta na diregdo Z e apresenta

modulagdo nas diregdes & e § - trata-se da estrutura tipo II (figura a direita). Modulagoes ao longo

da direcao & correspondendo a trés e dois dominios foram observadas em [13], enquanto em [52] foram
encontradas configuragoes de quatro e cinco dominios.

O principal mecanismo causador da reorientacao magnética seria, neste contexto, um campo
anisotropico desmagnetizante [53] originado da interacdo dipolar entre os spins dentro dos ter-
ragos. Calculos simples da energia de anisotropia de forma corroboram tal interpretacao [13].
Entretanto, uma abordagem mais elaborada se faz necessaria para compreender as modulagoes
observadas nas estruturas tipo II e a uniformidade da magnetizagao ao longo do eixo = nas es-
truturas tipo I. Experimentos posteriores envolvendo MFM indicaram a presenca de modulagoes
ainda maiores nas estruturas tipo II, correspondendo a quatro ou cinco dominios alternados [52].
O primeiro passo rumo a esta modelagem mais completa consiste em incluir as interacoes de
troca e dipolar em um sistema com a geometria do terraco - ou seja, um bloco de largura finita
d, espessura finita D e comprimento praticamente infinito. Como veremos na proxima se¢ao,
este problema corresponde ao modelo de Brazovskii em um sistema de dimensoes finitas com
condicoes de contorno apropriadas [14].

Além das imagens de MFM, outras medidas também apontam para uma reorientacdo mag-
nética dentro dos terracos a quando a temperatura do sistema aumenta. Medidas de espalha-
mento ressonante de raios X moles permitiram a obtencao das curvas de histerese dos filmes
finos de MnAs:GaAs sob a aplicacdo de um campo magnético na direcdo Z [13]. Os resulta-
dos, apresentados na figura 2.6, indicam uma alteragao na forma das curvas, passando de uma
forma quadrada a baixas temperaturas para uma forma em S para altas temperaturas. O fato

interessante é que esta mudanca é acompanhada pela observacao das estruturas tipo II com
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Figura 2.6. Curvas de histerese dos filmes finos de MnAs:GaAs obtidas através de espalhamento resso-
nante de raios X moles para diferentes temperaturas. O campo externo é aplicado na direcao Z.

modulacao correspondente a trés dominios. Ao final deste capitulo, baseados nos resultados do
modelo de Brazovskii em dimensoes finitas, apresentaremos uma expressao fenomenologica para
a energia livre que, combinada com o método de Stoner-Wohlfarth [12], é capaz de descrever
qualitativamente esta mudanca na forma das curvas de histerese, relacionando-a com o fenémeno

de reorientacdo magnética [15].

2.2. Hamiltoniana efetiva de Ginzburg-Landau: o papel da interacao
dipolar

Baseados na estrutura dos terragos ferromagnéticos dos filmes finos de MnAs:GaAs descritos
na secao anterior, vamos considerar um modelo em que spins estao submetidos as interagoes
de troca e dipolar, além de permanecerem confinados em uma geometria correspondente a um
bloco tridimensional de largura d, espessura D e comprimento infinito. Por envolver tanto a
interagdo de troca quanto a dipolar, este sistema é conhecido como ferromagneto dipolar. A
dependéncia da largura do terrago com a temperatura serd incluida posteriormente, de acordo
com a expressao empirica (2.1). O sistema de coordenadas esta apresentado na figura 2.7, com
a seguinte correspondéncia em relagdo aos eixos cristalogréificos dos filmes finos: # = [1120],
9 = [0001] e 2 = [1100].

Para fins de simplificagdo, consideramos os spins com simetria Ising, apontando apenas
na direcdo Z. Além disso, por se tratar de um filme fino cuja direcdo de crescimento é a 2,
assumimos que os spins dependem apenas das coordenadas = e y. Como nos filmes finos de

MnAs:GaAs as listras ferromagnéticas encontram-se intercaladas por listras paramagnéticas,
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Figura 2.7. Esquema geral do modelo de um ferromagneto de Ising dipolar confinado & geometria de

um bloco de largura d e espessura D finitas, mas comprimento infinito, com condig¢oes de contorno do

tipo Dirichlet. FM denota a fase ferromagnética, enquanto PM denota a fase paramagnética. A origem
do sistema de coordenadas é representada por um ponto no meio da borda esquerda do bloco.

impomos a condi¢ao de contorno adicional de que o parametro de ordem do sistema ¢ se anule
nas bordas do bloco, como esquematizado na figura 2.7 (estas condi¢oes de contorno sao co-
nhecidas como condig¢oes do tipo Dirichlet). Apesar de a magnetizacdo do MnAs:GaAs ter um
carater vetorial, este modelo com um parametro de ordem escalar deve ser capaz de descrever as
principais propriedades do sistema que resultam dos ingredientes fisicos mais béasicos, a saber,
a presenca de interacoes competitivas e as condi¢oes de contorno apropriadas. Em particular,
esperamos uma boa descricao no intervalo de temperaturas em que se observam as estruturas
do tipo II discutidas anteriormente. Nas préoximas secoes, focaremos na obtencao e na resolugao
da Hamiltoniana de Ginzburg-Landau que descreve este sistema, adiando a discussao sobre sua
aplicacdo ao caso concreto dos filmes finos para mais tarde, na secao 2.4.

O caso de um ferromagneto dipolar de Ising na forma de um bloco com largura d — oo foi
estudado no trabalho seminal de Garel e Doniach [6] (daqui por diante, iremos nos referir a esta
geometria como a de um bloco infinito). Naquele artigo, foi mostrado que a Hamiltoniana que
descreve o sistema assume a forma de Brazovskii (1.26). A presente situagao difere da anterior
nao s6 pelo simples fato de um dos comprimentos do bloco tornar-se finito, mas também pelos
vinculos impostos pelas condigoes de contorno de Dirichlet.

A fim de obter a Hamiltoniana que descreve o sistema proposto, consideremos, primeira-

mente, a interacdo de troca. Microscopicamente, ela é descrita pela Hamiltoniana de Ising!:

Higing = —% Z SiSj, (2.2)

(i,7)
em que J é o parametro de troca, S; € o spin no sitio ¢ da rede e (i, j) denota pares de primeiros
vizinhos. Para simplificar, assumimos uma rede ctbica com parametro de rede a. Esta escolha
nao introduz erros grosseiros na Hamiltoniana efetiva de Ginzburg-Landau se comparada a
escolha mais realista de uma rede hexagonal, ja que as propriedades do sistema para longos

comprimentos de onda nao devem depender da estrutura microscopica subjacente. Através de

L Para diferenciar a Hamiltoniana microscopica da Hamiltoniana efetiva de Ginzburg-Landau, reservamos a
notacgao caligrafica H para esta ultima e usamos a notacao ordinaria H para a primeira.
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Figura 2.8. Representagao, em uma dimensao, do processo de granulacao grossa, descrevendo os spins
que residem nos sitios de uma rede unidimensional por uma fungao continua e suave ¢(z).

uma transformac¢do de Hubbard-Stratonovich, delineada em detalhes no Apéndice B, pode-se
escrever a energia livre correspondente ao modelo de Ising como uma Hamiltoniana efetiva de

Ginzburg-Landau (daqui por diante, usamos a convencao de tomar kg = 1):

J
Htroca:/dsx |:2a—T

em que T, = zJ, z é o ntumero de primeiros vizinhos e ¢ (Z) é o parametro de ordem escalar

Vo (%)

2 T_Tc 2 /= Tc 4 ;-
(G ) P @+ e @] @)

do sistema. Apesar de estarmos considerando uma rede ctbica, no que se segue vamos tomar
o ndmero de primeiros vizinhos correspondente a rede hexagonal, pois precisaremos estimar o
valor de J para os filmes finos de MnAs:GaAs a partir de dados experimentais disponiveis na
literatura. De qualquer modo, conforme ji apontamos, esta escolha ndo modifica as principais
predigoes do modelo.

No que se refere ao pardmetro de ordem ¢ (Z), podemos intrepreta-lo como uma granulagao
grossa (da expressdo em inglés coarse-grained) dos spins que residem nos sitios da rede subja-
cente, de modo a transformar uma quantidade discreta (os spins S;) em uma grandeza que varia
suave e continuamente (o pardmetro de ordem ¢ (¥)), conforme esquematizado na figura 2.8.

Para lidarmos com as condigoes de contorno, escrevemos explicitamente o parametro de

ordem na forma:

(@) =¢(x,y)0(x)0(d—x)0(D/2—-2)0(D/2+ =), (2.4)

em que ¢ (z,y) denota o pardmetro de ordem na regido interna ao bloco e f(x) é a fungdo degrau
de Heaviside-Lorentz - isto é, vale 1 para = > 0 e 0 para z < 0. Expandindo ¢ (z,y) em série de

Fourier, obtemos:

o (x,y) = Z (qu)qyeiqﬂ'f. (2.5)

9z ,qy
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Como o bloco ¢ ilimitado na direcdo y, podemos transformar a soma sobre g, em uma

integragao fazendo a substitui¢ao usual de condigoes de contorno periddicas:

L,
— — d 2.

ay
em que L, representa o comprimento ao longo da dire¢dao y. J& no que concerne a variivel
x, dadas as condicoes de contorno do tipo Dirichlet, deve-se sempre manter a soma discreta
sobre a variavel ¢,. A imposi¢do das condig¢des de contorno ¢ (0,y) = ¢(d,y) = 0 resulta na
discretizagdo da componente x do momento, de modo que a série de Fourier (2.5) passa a ser

escrita como:

$(z,9)= > Sug, sin (”%‘T) ol (2.7)

n>0,qy

em que n é um ntmero inteiro. Usando a ortogonalidade das funcdes seno e exponencial com-

plexa:

d /
nmT n'nxr d
sin|——)sin | —— |dx = Zdp
/0 ( d ) ( d > 2

/ eiata)vgy, — 276 (g, + q,) (2.8)

— 00

podemos obter a transformada inversa:

2 d 0o N ‘
= — 1 - —9yY
¢n)qy dLy /O [oo (b (x7 y) St ( d ) © d(Edy : (29)

Para calcular a contribui¢ao da interagdo de troca para a energia total do bloco ferromag-
nético dipolar, substituimos a configuragao arbitraria dos spins dentro do bloco (2.7) na Hamil-
toniana de Ginzburg-Landau (2.3) e integramos sobre todo o espaco. Usando as propriedades
de ortogonalidade e fechamento das fun¢oes senoidais, chegamos & seguinte expressdo para a

densidade de energia de troca, a qual denotaremos firoca:

Etroca - J n?n? 2 T-1T,
ftroca - DdLU - 7; ¢n,qy |:M (7 + qy + 4a3T d)n,fqy
1.
+96a3T Z ¢{n1»7127"3},—111—112—113¢n1,Q1¢n2,q2¢n3,q3 ) (2-]—0)

{ni}.{a:}

em que introduzimos a notacgao conveniente:

¢{n1,n2,n3}y—lh—qz—qs = (¢n1+n2*n3 + ¢n17n2+n3 + ¢7n1+n2+n3 - ¢n1+n2+n3

_d)nl*nz*ns - ¢7n1+n27n3 - ¢*n1*n2+n3),—q1—q2—q3 . (2'11)

No termo quartico de (2.10), as somas podem ser estendidas para todos os valores de nq,
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nz e n3 desde que se faga, ao final das somas, my, 4, = 0 toda vez que n < 0. Vale salientar
que o0 mesmo tipo de termo quartico (2.11) aparece em outros contextos nos quais sdo usadas
condi¢oes de contorno do tipo Dirichlet [54, 55].

Agora, é necessario obter a contribuicdo da interacao dipolar para a energia total do bloco.
Para isso, consideremos o problema equivalente da Magnetostatica de determinar a energia de
um sistema que possui uma magnetizacao M (Z) na auséncia de correntes externas. As equagoes

de Maxwell na matéria sdo dadas por [56]:

VxH=0 ¢ V-B=0, (2.12)
em que H=B—47M . Da primeira equacao, resulta que podemos escrever o campo H como
o gradiente de um potencial escalar H=-Vo. Assim, combinando com a segunda equagao,

obtemos a equacao de Poisson:

V20 = —4mp, (2.13)
em que p = —V - M é a densidade efetiva de “cargas magnéticas”. A energia da configuracao é,
portanto:
1 3 N
Edipolar = 3 &’z® () p (Z) . (2.14)

A equagao de Poisson é resolvida imediatamente com o auxilio da transformada de Fourier

definida anteriormente em (1.5):
47qu~
e

Assim, passando a expressdao da energia (2.14) para o espago de Fourier, obtemos a forma

bz =

. (2.15)

final que s6 depende da magnetizagdo em todo o espago:
1 3 |P*|2
Edipotar = 7 [ d q—qq2 . (2.16)
No caso de nosso interesse, isto é, o bloco com condi¢des de contorno do tipo Dirichlet, a

magnetizagao se relaciona com a distribuigao espacial de spins (2.4) através de:

M () = (f—f) 0 (Z) 5 = (f—f) ¢ (2,9)0(2)0(d—2)0(D/2—2)0(D/2+2)2, (2.17)

em que gup € o momento magnético do spin, sendo g o fator giromagnético e up, 0 magneton de
Bohr. O moédulo da densidade de carga magnética efetiva correspondente a esta magnetizagao
pode ser obtida através de um calculo direto, usando a série de Fourier (2.7) e o fato de a

derivada da funcao degrau ser a funcao delta de Dirac:

[1 + (=1)"'"+L cos (qmd)}

(2 —25) (3 —25~)

(2.18)

272
2 (g2 81°L .9 (4D
|plj| = ( (l3 ) d2 Y Z nn/d)n,qy ¢n/1*qy 81n2 ( 2

n,n’
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Na expressdo acima, a soma deve ser feita apenas sobre n e n’ de mesmas paridades. O
célculo da energia dipolar é simplificado pelo uso do resultado analitico:
D

) e

d ™
qz =3
o (BFatad) 2 a2+

Apos manipulacoes envolvendo mudangas de variaveis e passagens entre os limites do con-

(2.19)

tinuo e do discreto de acordo com a prescri¢do (2.6), obtemos finalmente a densidade de energia

dipolar do bloco, em unidades da energia térmica k7"

Edipolar o 4 (Q,MB)

fdipolar = WLU = T a3 (220)

1-— efD\/ ) +qy> {1 + (=1)""+1 cos(u)

Z nnld’",qy‘bn/ﬁqy/ du<

" DY)+ (2 e (a2 )

A integral acima nao pode ser resolvida analiticamente. Contudo, como nosso objetivo é
estudar as principais caracteristicas fisicas do sistema, podemos lancar mao de uma aproxi-
macao conveniente. Primeiramente, resolvendo numericamente a integral acima, nota-se que a
contribuicdo dos termos cruzados n # n’ é muito menor que a contribui¢do dos termos diretos
n = n/. Assim, consideramos apenas a contribui¢do destes ultimos para a soma acima. O

integrando em questao pode ser visto como o produto de duas fung¢oes:

com:

<1_eD\/ ) +qy)
9q,(u) =
D\ (%)’ +a3

ho(uy = LHCDTTeosw)] (2.22)

(u? — n27r2)2

A figura 2.9 apresenta os graficos dessas func¢oes para o caso especial n = 4. Vé-se claramente
que hy4 (u) tem um méaximo bastante pronunciado para u &~ 47. De maneira geral, observamos
que a funcdo h, (u) apresenta sempre um méaximo pronunciado, o qual se localiza proximo de

nm, sendo que esta aproximacao torna-se mais precisa quanto maior for o valor de n. Assim,
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Figura 2.9. Graficos de g4, (¢), em unidades de gq,(0), em fungio de 2 = D/ (%)2 + g2 (a esquerda) e
de h4(u), em unidades de h4(47), em fungao de wu (a direita). As fungdes sdo definidas por (2.22).

podemos fazer a aproximagao:

1
4n2

« (12 CE)
Koy g (n7) [ () = g
D/ (") +q
d Y

(2.23)

O primeiro termo de corregao nao nulo a esta aproximacao ¢ de segunda ordem na derivada
de gq, (u). A existéncia de um méaximo pronunciado na funcao h,, (u) fornece mais um argumento
em favor de se desprezar os termos cruzados n # n' na soma original (2.20). Uma analise mais
apurada da aproximacao (2.23) indica que os erros cometidos, em geral, sdo menores que 20%,
exceto no caso em que ¢, se anula a0 mesmo tempo em que n assume valores pequenos, o que
ocasiona erros um pouco mais significativos. Desse modo, aproximamos a densidade de energia

dipolar por:

1 ) ™ (1—eD\/(nTﬂ)2+q5)
fdipolar = T (95—33) Z an,qy (bn,fqy . (2'24)

e D\ (%)’ + a3

Portanto, combinando (2.10) e (2.24), escrevemos a densidade de energia total do bloco

como:
T-T.
ftotal = Zq ¢n,qy |:f(Q) + ( 4a3T ):| an,*qy
4y
T
+96a3T Z d){"lﬂlz,ns}rth—qz—QS¢n11¢I1¢n21Q2¢n3,Q3 ) (2'25)
{ni}{a:}
em que:
J¢¢ ow gu3)2 (1—e"P)
=—="T5 . 2.2
Ut 4aT + T ( a® gD (2.26)

Nas expressoes anteriores, introduzimos a notacao ¢ para identificar o médulo do vetor de
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onda do parametro de ordem no espago de Fourier - também denominado de momento do

parametro de ordem:

nm

q= (7)2+q§. (2.27)

Se tomdssemos a expressao (2.25) no limite d — oo, associando a varidvel continua g, a “F,
chegariamos & mesma expressdo obtida por Garel e Doniach em [6] para o caso de um bloco
infinito, conforme esperado. A funcdo f(q) possui as mesmas caracteristicas gerais da funcédo g(q)
apresentada em (1.7) e discutida na se¢do 1.1: enquanto o primeiro termo, oriundo da interagao
de troca, favorece configuragoes sem paredes de dominio (¢ = 0), o segundo termo, advindo da
interacdo dipolar, tende a dividir o sistema no maior ntumero possivel de dominios (¢ — o).
Assim, f(q) possui um minimo para um valor finito do vetor de onda, gy # 0. Considerando
que goD > 1, ou seja, que o periodo da modulacao é muito menor que a espessura do bloco,

podemos desprezar o termo e~ %P na expansdo em série de Taylor da funcdo f(q), obtendo:

3T, [ wglpd, \'? 3T, )
_ _ 2.2
f(q) 2(13 (16D2G4TC2 + 3%a (q QO) ) ( 8)
com:
1 (16mg2u\"?
%= (7T DGQB . (2.29)

Agora, substituindo esta expressdo na densidade de energia total (2.25) e voltando para o
espago real através da formula dos coeficientes de Fourier (2.9), podemos expressar da seguinte

forma o funcional que fornece a energia do sistema para uma configuracao qualquer dos spins

¢ (z,y):

Mol = 5 [ doda's @Gy (77) 0 @)+ § [ oot @) (2.30)
em que:
1) = A / © Lan (Y gin (772 iy -
G, (Z, &) = dezw dgy Gy, sm( p )sm T )e
qo - 1 (2.31)

n,qy

70+ ¢ (g — q0)°

sendo que os parametros “macroscopicos”’ sao escritos em termos dos pardmetros microscopicos

do sistema como:

(T —T*)D 3DT., DT,

o= » T R T 36T

T =T,
a’T

16D2a*T?

1-6 (M)I/T . (2.32)

Na expressao (2.30), as integracoes devem ser subentendidas como limitadas as dimensoes

do bloco finito, isto é:
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Figura 2.10. Superficie de minima energia, no espago de momentos, referente & Hamiltoniana de um

ferromagneto dipolar de Ising na forma de um bloco de dimensées finitas. A semi-elipse somente

compreende um ponto no qual ¢ = 0 (auséncia de modulacdo na dire¢cdo §) quando a largura do

bloco for comensuravel ao periodo de modulagao, qud € Z. A superficie referente ao bloco infinito foi
apresentada na figura 1.3.

/d%: /_Z /Odd:cdy. (2.33)

A Hamiltoniana (2.30) é analoga a de Brazovskii, equacao (1.26), com a diferenca de que
uma das suas dimensoes é restrita, tornando-a, portanto, sem simetria por translagdes espaciais
arbitrarias. Uma das conseqiiéncias disto é a necessidade de se usar transformadas de Fourier
“finitas”, como em (2.9), jA que uma das componentes do vetor de onda é discreta. Além disso,
a superficie de minima energia no espago de momentos nao é mais o circulo continuo mostrado
na figura 1.3, mas sim uma semi-elipse pontilhada, apresentada na figura 2.10. Assim, nota-se
uma diminui¢do no espaco disponivel para as excitagoes de menor energia atuarem. O que
investigaremos nas proximas secoes é se, mesmo com essa reducao do espago de momentos, as

flutuagoes sao capazes de induzir uma transicdo de primeira ordem.

2.3. Solucao de campo médio auto-consistente: diagrama de fases

Para obtermos uma descricao satisfatéria do diagrama de fases previsto pela Hamiltoniana
(2.30), referente ao caso de um bloco finito, aplicaremos os principios do método de Hartree
auto-consistente apresentado na se¢ao 1.3. Decompondo novamente o campo no seu valor médio
mais flutuagoes, ¢ = (@) + 1, e seguindo os mesmos passos e aproximagoes delineados naquela
secao, chegamos & mesma equagao auto-consistente para a funcao de correlagdo G no espacgo
real (1.32):

GV (&, &) = Gy' (T, &) + 3uG (,3) 6 (F — ') + 3u (¢ (F)?6 (- &) . (2.34)
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A diferenga em relagdo & se¢do 1.3 reside no fato de as transformadas de Fourier das quan-
tidades envolvidas referirem-se a um espago finito, de acordo com as expressoes (2.7), (2.9) e
com as relagbes de ortogonalidade (2.8). A aplicagio desta “transformada de Fourier finita” a
equacao anterior resulta em um célculo longo, porém direto, que fornece a seguinte equacao

auto-consistente, no espaco de momentos:

- 3 3 9 3

Grty = GO TG TGt Y Dy Bnpy = T D Dy Banp,
Py Py
3u
5 Y O, 2O mpy = B msznp, T Danempy — B aanp, (2:35)

m#"vpy

em que:
1
<G>n = W_d/dqu";Qy

@ = > (@), (2.36)

n

A equagdo de estado é obtida seguindo-se novamente os passos da secao 1.3. No espago real,

ela assume a mesma expressao de antes:

h@) =[G ED) @) +ulo @) + 3@ C@ED . (20)

Ja no espago de momentos, apds outro calculo longo, porém direto, chegamos a féormula:

_ u
hn#]y = Gn};y <¢>n,qy + Z Z <¢>m,py <¢>m/,p; <¢>{m,m’,n},qyfpyfp;

/ /
m,m’,py,p;,

Ju 1
_Z <¢>n1qy pz <¢>n7py (<¢>n7py - g <¢>3n,py)
_% <¢>n,qy Z <¢>m,py |:2 <¢>m,—py - <¢>m+2n,—py + <¢>2n—m,—py - <¢>m—2n,—py:|
m#n,py
3u 3u
— S (G)an D, + 5 2 D (— D ntamay, + Doy = Dz, ) (2:39)

m#n

em que estamos usando a notagao (2.11) para o termo (¢) . As equagoes (2.35)

{m,m’,n},qy—py—p,
e (2.38) representam a solu¢do de campo médio auto-consistente da Hamiltoniana do bloco
finito (2.30). Para que possamos aplicé-la aos casos especificos da fase de listras e da fase tipo
bolhas, precisamos calcular o termo (G) que aparece na equagdo auto-consistente da funco de
correlagao (2.35). Para isso, a exemplo do que foi feito na se¢do 1.3, assumimos que a forma da

~ < R © .. 0
funcao de correlacao seja semelhante & expressao nao-interagente G%}]y:

1

- 2.39
T+c(q—q) (239

n,qy —
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dy

Figura 2.11. Casca de espessura A = 27/a ao redor da superficie de minima energia da Hamiltoniana
do bloco finito, usada para efetuar a soma e a integragdo em (G) (2.36).

em que 7 = €2, sendo que ¢ denota o comprimento de correlacdo do sistema. Portanto, como
a funcao de correlagao possui um pico bastante pronunciado em ¢ = gy, podemos restringir
o intervalo de integragdo de (2.36) a casca de espessura A = 27/a ao redor da semi-elipse
pontilhada no espaco de momentos, conforme indicado na figura 2.11. Além disso, como o
integrando é par em ¢, podemos fazer a mudanga de varidvel ¢, = 1/¢% — ("d”) e aproximar o

elemento de integracao por:

Y = adq _ ~ dodq : (2.40)
V- ()" Vi - ()
de modo que:
G 1 N(qod/m) /qo+A dg
7Td 7/ q O d— go-A T+cC (q QO)
4 N(god/m)
@) = —L (2.41)

Wzﬁ

Nesta ultima passagem, utilizamos a aproximagao £ > a, além de introduzirmos a no-
tagdo N (qod/7) para denotar o ntmero inteiro mais proximo de god/w. Portanto, a solucao

auto-consistente estd completa e pronta para ser aplicada as fases de interesse.

2.3.1. Fase de listras

O nome “fase de listras” pode se tornar ambiguo neste contexto, ja que listras propriamente
ditas s6 podem ser formadas se a modulacdo se der unicamente ao longo do eixo z, devido as
condigoes de contorno impostas. Usamos o nome listras para tracar um paralelo com o caso

do bloco infinito - isto é, o modelo de Brazovskii da se¢do 1.3 - ji que se trata da fase com
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dy

Figura 2.12. Representacao da fase de listras no espago de momentos, referente ao caso do bloco finito:
ela corresponde & escolha de dois pontos da semi-elipse com mesmos valores de n, mas valores de gy
0opostos.

modulacao mais simples que o sistema pode formar em qualquer situacao, como esquematizado

na figura 2.12:

<¢>n,qy = Aanvnﬂ (6‘1y>‘10y + 5qu*q0y)

ngTT

(6(F)) = 24sin (T) cos (qoyy) - (2.42)

Como comparagdo, a figura 2.13 mostra as estruturas geométricas correspondentes a fase
de listras “genuina” e a fase de listras descrita pela equacgao (2.42). Fica claro que, enquanto
a primeira apresenta uma modulagao unidimensional, a segunda é modulada tanto na direcao
finita « quanto na direcao infinita y. Daqui por diante, denotamos de gy 0 momento cujas

now

componentes sdo “4% e qo,. Substituindo (2.42) nas equagdes auto-consistente (2.35) e de
estado (2.38), obtemos:

r, 9
T = T+ \/()Fu + 2uA2
h = TA- %uA3 , (2.43)
com:
6o N(@d/m (1 i éan)
T, = -2 ~ - /. (2.44)
W\/E m=1 qg_’f —m?2

™

Impondo a condigao de equilibrio ~ = 0, obtemos o valor da amplitude do paradmetro de

ordem A, e, conseqiientemente, a equacao auto-consistente para 74 = 5_2:
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X X

Figura 2.13. Padrdes geomeétricos representados pelas curvas de nivel da fase de listras “genuina’ (grafico

a esquerda) e da fase de listras do bloco finito (grafico a direita). Devido as condi¢oes de contorno,

a fase “genuina” sempre pode aparecer no caso do bloco infinito, enquanto que, no bloco finito, ela s6
ocorre se a modulagao se der exclusivamente ao longo da diregao .

I
—TA =170+ ﬁ . (2.45)

Logo, obtemos a mesma equagao algébrica do caso de um bloco infinito. A transicdo entre
a fase desordenada e a ordenada deve ser de primeira ordem, a exemplo daquele caso, ja que
o comprimento de correlagdo nunca diverge de acordo com a equagdo anterior, pois 74 # 0.
Portanto, mesmo com a reducao do espago de momentos devido as condi¢oes de contorno do
bloco finito, as flutuagdes do pardmetro de ordem ainda sao fortes o suficiente para induzir
uma transi¢ao de primeira ordem. Além disso, a fase de listras s6 pode surgir como um estado
metaestavel do sistema para temperaturas abaixo da espinodal TéeSp ) ~ —1.897,,, em que defi-
nimos a temperatura de referéncia 7,, = (anO)Q/ 5 E importante salientar que, no caso do
bloco finito, a espinodal depende da largura do bloco d e do nimero de modulacoes ng ao longo
da diregdo x através de I',,, (2.44). Tal fato é um reflexo da quebra de simetria por translacoes
arbitrarias ao longo da direcao x devido as condicoes de contorno de Dirichlet.

Pela geometria da superficie de minima energia no espaco de momentos, representada na
figura 2.12, fica claro que a fase de listras (2.42) s6 pode surgir para % > ng; caso contririo,
a semi-elipse ndo compreende o ponto com coordenada ng. Assim, a largura do bloco esta
intimamente ligada aos tipos de modulagoes possiveis de serem observadas. Pode-se interpretar
esta fase, caracterizada por uma modulagao de “* na diregdo &, como correspondente a uma
estrutura com ny dominios magnéticos “espalhados” ao longo do eixo z, ja que, a cada periodo,
a magnetizagao alterna de sinal continua e suavemente, sem paredes abruptas (este é o chamado
limite de fraca segregagdo para sistemas modulados).

Para descrevermos o estado desordenado, basta substituir A = 0 em (2.43), donde resulta a

equagao auto-consistente:

Lyou

\/; K

T =10+ (2.46)
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a qual também é equivalente ao caso do bloco infinito. Portanto, a fase desordenada é um estado
de equilibrio metaestavel do sistema para qualquer temperatura. A diferenca de energia livre
AF = Flistras — Faesord entre as duas fases é obtida usando-se o mesmo artificio empregado na

secao 1.3, isto é:

A T
dF A SF  d(9), dA
AF = / dA = / | —dr. (2.47)
o dA’ - 7;% 1) <¢>n7qy dA dr!
Definindo novamente as varidveis adimensionais:
_ _TA0 T(A,0)
P(A0) = = = ) (248)
(A,0) (ano)2/3 Tno
chegamos ao resultado:
2 (ur )? 2 2
AF:M —p—A—p——\/ﬁ+«/pA . (2.49)

9 2 2
Da defini¢ao de T',,, equagao (2.44), fica claro que esta quantidade diverge toda vez que a
condicao

wd g (2.50)

T
for satisfeita. Tal fato poderia nos levar a pensar que a diferenca de energia AFy também diverge;
contudo, como observado antes, a espinodal também é proporcional a I',,, de modo que, toda

£ : (esp)
vez que a temperatura for maior que 7,

, nao faz sentido definir a diferenca de energia, pois a
fase modulada nao seria nem ao menos metaestavel. Logo, a prépria espinodal previne a energia
livre de apresentar singularidades. A figura 2.14 apresenta a diferenca de energia livre entre as
fases ordenada e desordenada em func¢ao da largura do bloco para duas temperaturas diferentes.
Nota-se a presenca de barreiras de energia nas proximidades dos pontos em que a condicdo
(2.50) é satisfeita, de maneira que, conforme a temperatura diminui, as barreiras tornam-se
mais estreitas e uniformes. Assim, concluimos que transigoes de fases podem ser atingidas nao
apenas por variagoes na temperatura, mas também por variacoes na largura do bloco.

Outro aspecto interessante da diferenca de energia livre (2.49) é sua dependéncia em relagao
ao numero de dominios ny da fase modulada ao longo da direcao z, devido & presenca do
fator I',,,. Dessa maneira, as flutuagdes do parametro de ordem, levadas em conta pela solugdo
auto-consistente, quebram a degenerescéncia entre as diferentes fases moduladas possiveis de
serem criadas a partir da semi-elipse pontilhada 2.12, fato inexistente no caso de um bloco
infinito. Em particular, essa quebra de degenerescéncia esta relacionada apenas & coordenada
n, refletindo a perda de simetria por translacoes na direcao & devido as condigoes de contorno
impostas. A figura 2.15 compara as diferencas de energia livre referentes aos estados modulados
com ng = 1 dominio e ny = 2 dominios; de maneira geral, observa-se que a fase com menor
modulacdo é a mais estavel. Conforme a largura d do bloco aumenta, fica claro que ambas as
fases tém energias muito proximas, o que estd de acordo com o esperado para o limite de um
bloco infinito (d — o0), no qual ndo ha simetrias translacionais quebradas.

E importante analisar o caso em que listras comensuraveis podem ser formadas, isto é,
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Figura 2.14. Diferenca de energia livre AF entre a fase de listras com um dominio na dire¢ao Z (no = 1)

e a fase desordenada em funcao de q%d. No grafico a esquerda, a temperatura do sistema é maior que no

grafico a direita. As regides sombreadas indicam que o estado ordenado nao é metaestavel (temperatura
acima da espinodal), de modo que nao faz sentido definir a diferenca de energia livre.
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Figura 2.15. Diferencas de energia livre AF referentes & fase de listras com um dominio na direcao &
(no =1, curva continua) e a fase com dois dominios (no = 2, curva tracejada) em fungio de 224,
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configuracoes para as quais a largura do bloco é um multiplo do periodo da modulagao. Neste
caso, o valor médio do parametro de ordem é dado por:

<¢>n,qy = Aé"xnoéqwo
(6(®) = Asin(™57) (2.51)

ou seja, ha apenas modulacio ao longo da direcio &. E claro que isso s6 pode ocorrer quando
a condicdo (2.50) for satisfeita, ou seja, para valores bastante especificos da largura do bloco.

Neste caso, as equagoes auto-consistente e de estado assumem novas formas:

T, 9
T = T0+T[;_u+1UA2
3
h = TA-—§UA3, (2.52)

de modo que, na condi¢ao de equilibrio (h = 0), a equagado auto-consistente fica dada por:

TA’
— =17

Tnou
2 TA' ’

(2.53)
Usando a formula (2.47), obtemos a diferenca de energia entre a fase de listras comensuraveis

e a fase desordenada:

2 (uld )21 2 2

pPar P
AF = Zgor |- = o = ot | (2.54)

em termos das variaveis adimensionais (2.48). A figura 2.16 compara as diferencas de energia
referentes a fase de listras geral, equagdo (2.42), e a fase de listras comensuraveis, equagao (2.51),

que s6 pode aparecer quando %l for um numero inteiro. Notamos que esta ultima é sempre

mais estavel que a primeira, além de possuir uma espinodal ligeiramente maior, 7-(565’) ) ~ —1.57,.
Portanto, conclui-se que, sempre que o sistema puder ser dividido em listras sem modulacao na

direcdo infinita ¢, ele o fara, em detrimento das “listras” com modulagoes em ambas as diregoes.

2.3.2. Fase tipo bolhas

A exemplo da sub-se¢do anterior, usamos o nome bolhas ndo para descrever o padrdo ge-
omeétrico exato da fase considerada, mas para fazer comparacoes com o caso da fase tipo bolhas
do bloco infinito, descrita pela equagao (1.10). Como é impossivel tomar trés vetores englobados
pela semi-elipse pontilhada cuja soma seja nula, definimos a fase do tipo bolhas para o bloco
finito escolhendo quatro vetores de acordo com o esquema da figura 2.17:

A (6n)n05Qy>QUy + 6”)”06‘1;/7_‘10;/ + 5”7"0+16Qy7QIy + 5n7n0+15Qy>_Q1y)

(B,
(¢ (%)) = Asin (n%f) cos (goyy) + Asin <w> cos (qiyy) - (2.55)
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Figura 2.16. Diferencas de energia livre AF referentes a fase de listras geral (curva continua) e a fase

. L, . ~ d P - ~
de listras comensuraveis (pontos vermelhos) em fungdo de 2%, Estas tiltimas ndo sdo moduladas na

direcao infinita § e s6 podem aparecer quando q%‘i for um ntmero inteiro. Ambas as fases possuem um
dominio na dire¢ao & (no = 1).

Figura 2.17. Representacao da fase tipo bolhas no espaco de momentos, referente ao caso do bloco finito:
ela corresponde & escolha de dois pares de pontos da semi-elipse, com coordenadas n consecutivas entre
os pares e coordenadas g, assumindo valores opostos em cada par.

Esta fase corresponde & segunda combinagao mais simples de vetores que repousam sobre
a superficie de minima energia, enquanto o padrao de listras discutido anteriormente reflete
a combinagdo geral mais simples?. A figura 2.18 compara a fase de bolhas original do bloco
infinito, descrita pela equagdo (1.10), com esta fase de bolhas do bloco finito, evidenciando a
maior complexidade desta ultima. A exemplo do que foi discutido a respeito da fase de listras, a
fase tipo bolhas s6 pode ocorrer caso a semi-elipse englobe o ponto ng+1 , ou seja, se %l > no+1.

Substituindo a configuragdo de bolhas (2.55) nas equagdes auto-consistente (2.35) e de estado
(2.38), obtemos:

2 A rigor, a configura¢io mais simples do sistema corresponde a fase de listras comensuraveis. No entanto,
como ela s6 pode ocorrer para valores muito especificos de d, ela ndo é comum a todos os tipos de sistemas.
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Figura 2.18. Padroes geométricos representados pelas curvas de nivel da fase tipo bolhas original de um
bloco infinito (grafico a esquerda) e da fase tipo bolhas do bloco finito (grafico a direita). Devido as
condigbes de contorno, a fase original de bolhas nunca ocorre para o bloco finito.

Iy 15
T = To+ \/();u—F?uAQ
h = rA—%uAP’. (2.56)

Usando o valor da amplitude do parametro de ordem A resultante da condi¢ao de equilibrio

h = 0, reescrevemos a equagao auto-consistente como:

I, u
—=TB =70 + o

3 \/TB ’

Novamente, a transicdo entre a fase desordenada e a fase de bolhas é de primeira ordem,

(2.57)

ja que T # 0 sempre. A partir da equagdo algébrica anterior, determinamos o limite de

metaestabilidade da fase de bolhas Té“p ) &

—2.517,,, que é um pouco menor que a espinodal da
fase de listras. Assim, se o sistema fosse resfriado a partir do estado desordenado, esperariamos
obter primeiramente a fase de listras. Uma abordagem de campo médio indicaria que todas as
fases moduladas construidas a partir da superficie de minima energia, figura 2.10, tornar-se-iam
estaveis a uma mesma temperatura, constituindo um conjunto de estados degenerados. Portanto,
esta quebra de degenerescéncia do estado de menor energia ¢ uma conseqiiéncia da atuacgao das
flutuagoes do pardmetro de ordem, e nao do tamanho limitado do sistema, ja que ela também
ocorre no caso do bloco infinito [8].

Através da formula (2.47) e da definicdo das variaveis adimensionais (2.48), obtemos a dife-

renca de energia entre a fase tipo bolhas e o estado desordenado:

AP o7 2
ap, - Hl) © 150) ~L5 5+ V5| - (2.58)

A figura 2.19 compara as diferencgas de energia correspondentes as fases de listras e do tipo
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Figura 2.19. Diferencas de energia livre AF referentes a fase de listras (curva continua) e a fase tipo
bolhas (curva tracejada) em funcao de qud' Ambas sdo caracterizadas por ng = 1; as regioes sombreadas
indicam que elas nao sao metaestaveis, de modo que nao faz sentido definir a diferenga de energia livre.

bolhas. Nota-se que, em ambos os casos, h& a presenca de barreiras de energia nas vizinhancas
dos pontos em que a condigao (2.50) é satisfeita. Contudo, o aspecto mais importante que pode
ser apreendido da figura é que a energia da fase de listras é menor que a energia da fase tipo
bolhas, indicando que aquela é mais estavel. De modo geral, isto ocorre nao somente para a
temperatura considerada no gréafico, mas para qualquer valor de temperatura. Logo, como a
espinodal da iltima é maior que a da primeira, esperamos que ocorram principalmente fases de
listras para o bloco finito. E claro que a presenca de um campo externo pode alterar bastante
este cenario, tornando a fase de bolhas mais estavel para certos valores do campo, como ocorre
no caso do bloco infinito [6].

Configuragoes com modulacoes mais complexas que a fase de bolhas podem ser construidas
diretamente a partir da superficie de minima energia no espago de momentos; porém, os calculos
também tornam-se mais complexos e mais longos. Da comparacio entre as diferentes fases
consideradas até o momento, a saber, a de listras geral, a de listras comensuraveis e a do tipo
bolhas, notamos que, quanto mais simples o padrao, mais estavel é a fase correspondente, a
exemplo do que ocorre no caso do bloco infinito. Dessa maneira, esperamos que a fase ordenada
mais estavel seja a de listras ou, nos casos particulares em que a condigio (2.50) for satisfeita,
a de listras comensuraveis.

Na literatura, as simulag¢oes de ferromagnetos de Ising dipolares sdo feitas em sistemas fini-
tos, porém com condigoes de contorno periddicas [57, 58, 59|, o que nos impede de fazer uma
comparacao direta com o presente caso, ja que o papel das condi¢oes de contorno de Dirichlet é
fundamental. Entretanto, alguns aspectos mais gerais podem ser discutidos: por exemplo, nos
trabalhos de Maclsaac et al. [57, 58|, é observado que a fase de listras é mais estavel tanto em
relagdo a fase uniforme como em relagdo a fase tipo tabuleiro de xadrez, que seria o anédlogo da
fase de bolhas para o caso de um sistema com uma rede cristalina quadrada subjacente®. Além
disso, as simulacoes também indicam que o periodo da modulagao cresce conforme a razao entre
as interagoes de troca e dipolar aumenta, de acordo com o comportamento qualitativo sugerido
pela equacdo (2.29). A grande diferenca em relagdo aos resultados apresentados aqui é que

estes autores também observam uma outra fase entre a de listras e a desordenada com simetria,

3 Em geral, as simulagdes nio se referem ao limite do continuo, como o presente modelo, mas dependem da
estrutura cristalina considerada.
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semelhante & da rede subjacente e sem ordem orientacional de longo alcance, chamada fase
tetragonal. O motivo dessa diferenca pode estar nao sé6 no fato de termos usado condigoes de
contorno do tipo Dirichlet, mas também por estarmos no limite do continuo, em que a simetria
da rede subjacente é “invisivel”.

Outra fase observada em trabalhos numéricos [59] e tedricos [43] que ndo aparece no atual
modelo é a fase nemética, que apresenta ordem orientacional, mas ndo posicional. A principal
razao de nao a observarmos aqui é nao termos levado em conta o papel das excitagoes elasticas
e dos defeitos topologicos, conforme explicado durante a se¢do 1.4. De qualquer modo, vale
notar que, no caso do bloco finito, as flutuacgoes elasticas sao menos fortes devido & finitude
do sistema, o que impede a divergéncia do fator de Debye-Waller. Além disso, a finitude do
sistema introduz um tamanho maximo para os defeitos topologicos, podendo inclusive alterar
a din&mica da transicao por desligamento dos pares com cargas topologicas opostas. Por fim,
vale mencionar que a presencga de um campo cristalino suficientemente forte poderia estabilizar
a ordem translacional para um certo intervalo de temperaturas, garantindo a integridade da fase

de listras.

2.4. Aplicacao aos filmes finos de MnAs:GaAs

Podemos aplicar o formalismo desenvolvido nas se¢des anteriores diretamente ao caso dos
filmes finos de MnAs:GaAs para descrever a estrutura magnética dos terracos ferromagnéticos.
Para isso, além de usarmos o fato de a largura do bloco decrescer com a temperatura de acordo
com a relacdo linear (2.1), é necessario estimarmos os valores das grandezas microscopicas que
determinam os parametros da Hamiltoniana (2.30), 79, u € ¢, de acordo com as relagoes (2.32).
Como nao estamos interessados em uma descricdo quantitativa exata, mas nas propriedades
fisicas mais gerais oriundas dos dois ingredientes principais do modelo - a competicao de inte-
ragoes e as condigoes de contorno de Dirichlet - podemos tomar valores aproximados para estas
grandezas, baseados em dados experimentais disponiveis na literatura [47, 48, 49, 50, 51]. Desse
modo, no que se segue, consideramos a = 5 A g=3 D=130nme T, = 32meV.

A primeira estimativa que podemos realizar é a respeito da validade da solucdo de campo
médio auto-consistente. De acordo com o que foi apresentado na secao 1.3, ha vérios critérios
)1/15 < 1, até

0 < 1. Usando os valores estimados, obtemos que (u/ 02)1

para se decidir sobre a precisdo deste método, desde o mais rigoroso* (u/c2
0 menos restritivo (u/c2) Y
0.58 e (u/ 02)1/ %~ 027 , indicando que os resultados obtidos pela abordagem auto-consistente
tém um razoavel grau de confiabilidade. No que concerne as outras aproximagcoes usadas nos
desenvolvimentos anteriores, verificamos que goD = 7.4, o que justifica termos desprezado o
termo e~ 9P na expansdo em série de Taylor da densidade de energia total (2.26). Além disso, a
temperatura de referéncia T*, dada pela tltima férmula de (2.32), pode ser aproximada por 7,
isto &, T* ~ T.. Por fim, sobre a aproximagao analitica (2.24) da densidade de energia dipolar
(2.20), ela apresenta pequenos desvios em relagdo a expressdo numeérica para valores da razao
de aspecto d/D > 0.5, desde que nos restrinjamos a momentos proximos de go. Assim, podemos

usé-la com bastante seguranca no intervalo de temperaturas de interesse.

4 E importante salientar que ¢ = 1 na analise da secdo 1.3.
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AF

Figura 2.20. Diferencga de energia livre AF' entre a fase de listras e a fase desordenada em funcao da

temperatura T (em graus Celsius), referente aos filmes finos de MnAs:GaAs. Os minimos abruptos

referem-se as fases de listras comensuraveis, em que a magnetizagao nao se modula ao longo da diregao
ilimitada, mas se divide em no dominios ao longo da direcao limitada, com 1 < ng < 10.

Primeiramente, consideremos a formacao da fase de listras (2.42) dentro dos terracos ferro-
magnéticos. Conforme explicado na se¢do anterior, ela pode ser interpretada como uma estrutura
de ny dominios na dire¢do & com uma modulagao de go, ao longo da diregdo ilimitada g. A figura
2.20 apresenta a diferencga de energia livre entre a fase de listras e o estado desordenado para o
intervalo de temperaturas correspondente a regido de coexisténcia das fases « e (3 nos filmes finos
de MnAs:GaAs. Notamos que, para todo o intervalo, a fase de listras encontra-se sempre abaixo
da temperatura espinodal, confirmando a existéncia de estruturas magnéticas auto-organizadas
dentro dos terracos. Além disso, para temperaturas nas quais a condicao %l € 7 é satisfeita,
observamos a presenca de minimos locais de energia correspondentes a formacgdo da fase de
listras comensuraveis (2.53) - isto é, sem modulac¢do na dire¢ao § - com 1 < ng < 10. Em um
sistema experimental, ha que se considerar a presenca de vérios tipos de impurezas na amostra,
de modo que os terracgos ferromagnéticos nao terao todos a mesma largura d para uma certa
temperatura 7', mas apresentarao uma distribuicao de larguras cujo valor médio é dado por
(2.1). Assim, esperamos que estes minimos abruptos sejam substituidos por vales mais suaves.

Outro aspecto importante sobre a diferenca de energia livre que nao estd apresentada ex-
plicitamente na figura 2.20 é que, no caso do MnAs:GaAs, as diferencas de energia entre as
fases de listras com numeros de dominios ng distintos sdo praticamente nulas - ou, dito de
outra forma, envolvem escalas de energia indistinguiveis experimentalmente. Assim, no inicio
da regido de coexisténcia, a 0°C, todos os estados contendo de 1 a 10 dominios na dire¢do & (e
suas correspondentes modulacoes em ¢) sdo degenerados. Entretanto, conforme a temperatura
aumenta, o sistema atinge o primeiro minimo, correspondente ao estado sem modulacao na
direcdo ¢ e com ng = 10 dominios ao longo da direcdo limitada. A seguir, todas as listras
englobando de 1 a 9 dominios em Z possuem praticamente a mesma energia livre. Contudo,
como o estado anterior possuia 10 dominios, é energeticamente favoravel ao sistema que ele
quebre apenas um dominio e fique na configuracao com ng = 9, em detrimento de todas as
outras possiveis, antes de atingir o minimo correspondente a 9 dominios sem modulagao em
7, a uma temperatura superior. Dessa maneira, podemos interpretar que, a cada um desses
minimos locais apresentados na figura 2.20, o sistema altera o nimero de dominios ao longo da

direcdo Z, até atingir a temperatura T = 45 °C, na qual a semi-elipse do espago de momentos
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Figura 2.21. Valor médio da modulacao da magnetizacao ao longo da dire¢ao ilimitada (gy) (em unidades

de 10731&71) em funcao da temperatura 7' do filme fino de MnAs:GaAs (em graus Celsius). Foi con-

siderada uma distribui¢ao Gaussiana de larguras d do terrago, com valor médio dado por (2.1) e desvio
padrao de 5% em relagao a média.

ndo engloba mais nenhuma valor inteiro da coordenada n. A partir dai, o estado modulado
nao ¢é mais possivel de ser constituido, e o formalismo anterior perde a sua validade. Uma das
possibilidades é que, a partir desta temperatura, surja a fase uniforme, isto é, sem modulacao
ao longo da direcao z.

Comparando com os dados obtidos das imagens de MFM e do espalhamento ressonante de
raios X, discutidos na secao 2.1, notamos uma concordancia qualitativa no regime de temperatu-
ras em que as estruturas do tipo II sao observadas - isto é, estruturas nas quais a magnetizagao
aponta na diregdo 2. Em [13], foram observadas configuracoes de 2 e 3 dominios, enquanto em
[52] puderam ser notadas configuragoes com 4 e até mesmo 5 dominios ao longo da diregdo & do
terrago (em todos os casos, também é observada uma modulagao ao longo da diregao ilimitada).
De acordo com os nossos resultados, acima de 25°C, que é aproximadamente a temperatura
na qual a magnetizacdo se reorienta, de acordo com [13], formam-se estruturas magnéticas cujo
namero de dominios varia de 1 a 5, concordando com os resultados experimentais. E importante
salientar que este resultado nao € devido a nenhuma das aproximagoes empregadas ao longo do
desenvolvimento do modelo, nem a nenhuma especificidade que lhe seja peculiar. Pelo contrario,
trata-se de um resultado de cardter mais geral, fruto da natureza das interagdes competitivas
- que geram um minimo de energia para um valor ndo-nulo do vetor de onda gy # 0 - e das
condigoes de contorno impostas - que discretizam uma das componentes do vetor de onda.

Uma verificagdo experimental mais direta do modelo aqui apresentado - e, em particular,
da existéncia dos multiplos minimos de energia - poderia ser feita medindo-se a componente
gy do vetor de onda, correspondente & modulacao ao longo da direcao ilimitada ¢, ao longo
da regiao de coexisténcia. Tal medida poderia ser feita, por exemplo, através de espalhamento
de raios X. Na figura 2.21, apresentamos a previsdo do comportamento de (g,) em funcéo da
temperatura, considerando o caso mais concreto de terragos obedecendo a uma distribuicao
Gaussiana de larguras d, com valor médio dado por (2.1) e desvio padrdo de 5% em relagao a
média (uma distribuigdo Gaussiana também foi considerada em [13]). A existéncia dos minimos
de energia discutidos anteriormente faz com que a modulagdo média ao longo da dire¢ao gy

apresente oscilacoes, que se tornam mais fortes & medida em que o nimero de dominios diminui.
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Figura 2.22. Diferencas de energia livre AF correspondentes as fases de listras (curva continua) e tipo
bolhas (curva tracejada) em fungao da temperatura 7' do filme fino de MnAs:GaAs (em graus Celsius).
Os minimos de energia mostrados na figura 2.20 foram retirados para deixar o grafico mais claro.

Este resultado inédito é uma previsao importante do nosso modelo e passivel de ser verificada
em laboratério, sugerindo a realizagao de novos experimentos.

Quanto & fase tipo bolhas, de acordo com o que discutimos na secdo anterior, ndao é de
se esperar que elas sejam observadas. A figura 2.22 compara as diferencas de energia livre
referentes & fase de listras e & fase tipo bolhas para o MnAs:GaAs, confirmando claramente que
esta ultima possui uma energia maior que a primeira, e, portanto, nao deve ser observada. De
fato, nenhuma das imagens de MFM indica sequer remotamente a possibilidade de existirem
configuracoes como a esquematizada na figura 2.18, referente a fase de bolhas; pelo contrario,
elas sugerem estruturas muito mais proximas & fase de listras, esquematizada na figura 2.13.

Assim, de um modo geral, podemos dizer que o modelo desenvolvido anteriormente de um
parametro de ordem escalar obedecendo & Hamiltoniana de Brazovskii e com condigoes de
contorno do tipo Dirichlet captura os principais ingredientes capazes de descrever, ao menos
qualitativamente, as complexas estruturas magnéticas auto-organizadas observadas nos terragos
ferromagnéticos dos filmes finos de MnAs:GaAs. Para prosseguir no entendimento delas, é
necessaria a introducao de ingredientes adicionais, como a presenca de desordem, os efeitos das
excitagoes topologicas e o carater vetorial do pardmetro de ordem. Na seqiiéncia, focaremos

principalmente neste dltimo item.

2.5. Além da simetria Ising: o modelo XZ

Para sermos capazes de descrever o fenémeno de reorientagao magnética observado nos ter-
racos ferromagnéticos, bem como a conseqiiente mudanca na forma das curvas de histerese
(figura 2.6), é necessario considerarmos um parametro de ordem vetorial. Como foi explicado
anteriormente, no MnAs:GaAs a magnetizagdo ndo pode apontar na dire¢ao g devido & presenga
de um forte campo cristalino. Assim, para todos os efeitos, consideramos um modelo XZ, no qual
o spin tem duas componentes ¢, (z,y) e ¢ (x,y). Nosso objetivo inicial é obter a Hamiltoniana
de Ginzburg-Landau capaz de descrever a competicdo entre as interagoes de troca e dipolar,

combinada as condigoes de contorno de Dirichlet.
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Na auséncia da interagao dipolar, é sabido que o modelo XZ em duas dimensoes nao possui
ordem de longo alcance devido as excitagoes térmicas de ondas de spin - é o chamado teorema
de Mermin-Wagner [60]. Contudo, mesmo no caso de um sistema infinito, Maleev mostrou que
a interagdo dipolar é capaz de estabilizar uma fase ordenada [61]. Uma abordagem bastante
completa sobre este sistema foi desenvolvida recentemente em [62], a partir da renormalizacdo
do modelo ¢ nao-linear modificado pela inclusao da interacao dipolar. Neste trabalho, os autores
argumentam que os defeitos topologicos (vortices) ndo causam efeitos tdo draméaticos quanto no
sistema XZ “puro”, no qual eles induzem uma transi¢ao do tipo Kosterlitz-Thouless entre uma
fase com ordem de quase-longo alcance e uma fase com ordem de curto alcance apenas. Assim,
no que se segue, nao consideraremos a presenca de vértices magnéticos no bloco finito.

A interacao ferromagnética de troca entre os spins é descrita pela Hamiltoniana microscopica

de Heisenberg:

HHeisenberg = - Z S (259)
(m

Aplicando uma transformacao de Hubbard-Stratonovich, obtemos a seguinte Hamiltoniana

de Ginzburg-Landau (mais detalhes encontram-se no Apéndice B):

J =
_ 3 - =
Hiroca = /d T [—2aT ‘Vw ()

em que T. = Jz/4 e, a exemplo do caso Ising, definimos o parametro de ordem:

° 2T -T. . .
+T(Sﬁ'%@)+

5T,
4a3T

(3-3)°|, (2.60)

F(T)=¢ (x,9)0(x)0(d—2)0(D/2—2)0(D/2+2) . (2.61)

Novamente, as condi¢oes de contorno de Dirichlet implicam na seguinte expansao do parametro

de ordem em série de Fourier:

3" Gug,sin ("%‘”) el (2.62)
n>0,qy
com:
B 2 d poo L (NTTN o
Png, = a, ), ¢ (z,y) sin (T) e " dxdy . (2.63)
Yy —0o0

Substituindo estas expressoes na Hamiltoniana de troca (2.60), obtemos a densidade de

energia de troca dentro do bloco:

o Eiroca n?m? 2 T T ()
ftroca— DdLy Z(bn ay |:4CLT ( 2 +qy + ¢ =y

nqy

64 3T Z ¢{n1,n2,n3}, q1—q2— qg¢"1>Q1¢$i]2)1Q2 n]a qs (2'64)
{"1} {QZ}

em que estamos usando novamente a notagdo (2.11), além da convengdo de somar indices

sobre-escritos repetidos, referentes as duas componentes do parametro de ordem.
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A densidade de energia dipolar do bloco é obtida seguindo os mesmos passos do caso Ising:

a magnetizagao relaciona-se com o parametro de ordem vetorial através de:

7 GUBY -
M (7) = (?) 3 (7). (2.65)
Portanto, basta substituir p = —V - M na expressao (2.16) para obter a energia de uma

configuracao arbitraria. O calculo é trabalhoso, porém direto; a densidade de energia dipolar

dentro do bloco pode ser escrita como:

Edipolar _ 47 (gup 2 i i i
Saiporar = T2 = < (B ) 30 ' [0, K0, 00 (260)

’
qy,n,n

em que a soma se restringe a n e n’ de mesmas paridades e os kernels sdo dados por:

(%)2 (D (%)2 _"_q; +e—D\/(%)2+Q§ _ 1) [1 + (_1)nn'+1 COS(’U,)

d Y

@, = /”mL /
n,n'),qy 3/2
! 0 D [(u)2 4 qz} (u? — n272) (u2 — n/272)

1-— e_D\/(3)2+q5> {1 + (=1’ +1 cos(u)}

K = / du<
0

(n,n’),qy

= (2.67)
Dy/(%)” + ¢2 (u? — n2n2) (u? — n212)

Assim como no caso Ising, as integrais ndo podem ser resolvidas analiticamente. Entretanto,
seus integrandos possuem a mesma forma discutida naquele caso, isto é, podem ser fatorados
por géi) (u)hy,(u), em que géi) (u) é uma fungdo monotonica bem comportada e hy,(u), definida em
2.22, possui um pico bastante pronunciado em u ~ nw (ver figura 2.9, por exemplo). Portanto,

seguindo os argumentos apresentados naquele caso, podemos aproximar os kernels por:

. DY e VT ) s
K(n,n’),qy ~ 571,71/ 2 nm )2 2 (M)2+ 2
4mn2D (7) +4q; d ay
(1 — e_D\/(nTl")z‘*q%)
(2) ~
(nin") gy Onn! : (2.68)

4mn? D/ (%£)" + @3

de modo que a densidade de energia dipolar fica sendo dada por:

— nm)2 —
P (9#3)2 s o) (@D+e™? =) 1 ()| yo 4 g (=)
1polar T n,qy qD q2 n,—qy n,qy qD n,—qy .
(2.69)
Portanto, combinando as densidades de energia (2.64) e (2.69), obtemos a densidade de

energia total:
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Figura 2.23. Representagao tridimensional das funcoes f (¢z,qy), & esquerda, e f. (¢z,qy), & direita,
definidas em (2.71), no limite em que a componente g, = nr/d é tratada como uma variavel continua.

. T-Te\| @ : T—Te\| =
ftotal = Zq {(b;,,;y |:fZE (Tl, Qy) + ( 3T ):| (bn,fqy + ¢£L,21y |:fz (Q) + <W>:| d)n,fqy
4y
oTe () ) o) 4l
+ Z ¢{n1,n2,n3},7q17q27q3 ¢’£Ll),q1 ¢’£7:72),q2 ¢%73),Q3 k) (2-70)

64a3T
{nit{a}

em que definimos as seguintes fun¢oes, representadas na figura 2.23:

fz (naqy) = — + CL3 qD

S0 7 (gepy?aDre o)) ()’
4aT T q>

J¢¢ T <9u3)2 (1-c?)

4aT " T\ a3 qD (2.71)

As minimizagdes de energia podem ser feitas independentemente para as duas componentes
do parametro de ordem. Como era esperado, no caso da componente ¢, reobtemos o mesmo
resultado do caso Ising, ou seja, esta componente da magnetiza¢do apresenta uma configuragao
ordenada com a modulacdo tipica ¢y dada por (2.29), em acordo com a figura 2.23. Conforme
discutido na secao 2.2, o estado de mais baixa energia corresponde a fase de listras com ng
dominios na dire¢do & e modulacao go, na diregao g, de acordo com as curvas de nivel da figura
2.13.

Ja no que concerne a componente ¢,, a situacao é bem diferente e a Hamiltoniana resultante
nao é descrita pelo modelo de Brazovskii. Para ver isso, consideremos, por um instante, o caso do
bloco infinito: a expressdo (2.71) permanece com a mesma forma, desde que fagamos a associagao
¢z — nw/d . Assim, fica claro que o minimo de f; (¢z, ¢y) € atingido para g, = 0 e g, — 0, como
ilustra a figura 2.23, significando que o estado ordenado é uniforme, e nao modulado. Voltando
ao caso do bloco finito, esta configuragao com ¢, = 0 nao pode ser estabelecida por causa da
discretizagdo da componente ¢,. Logo, a energia é minimizada pela configuracdo que possui

o menor valor possivel da componente ¢, = nw/d, ou seja, n = 1, fazendo com que o estado
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mais estavel da componente ¢, da magnetizacao seja aquele com um dnico dominio na direcao
Z. Este minimo também é caracterizado por uma modulagdo g, # 0 na direcao § que diminui
conforme a largura do bloco aumenta, tendendo a zero no limite do bloco infinito.

Portanto, esta descricao concorda qualitativamente com a configuracao de dominios do tipo I
observada experimentalmente por microscopia de forca magnética nos terragos ferromagnéticos
dos filmes finos de MnAs:GaAs (ver figura 2.5). Desse modo, a abordagem via Hamiltonianas
efetivas de Ginzburg-Landau é capaz de explicar todas as estruturas magnéticas que se formam
nestes terracos, a saber: as estruturas tipo I, com a magnetizacao paralela ao plano do substrato
e um Unico dominio na direcao Z, e as estruturas tipo II, com a magnetizacao perpendicular
ao plano do substrato dividida em 2, 3, 4 e 5 dominios na direcao . Contudo, para fazer
previsoes mais quantitativas a respeito da temperatura de reorientagao magnética ou da mudanca
na forma das curvas de histerese, esta abordagem traz algumas dificuldades e desvantagens.
Uma delas reside no fato de os dominios ferromagnéticos previstos por este modelo nao serem
dominios abruptos, com paredes de Néel ou de Bloch bem definidas, mas sim dominios senoidais,
“espalhados”, o que impede uma descrigao apropriada da rotagao deles.

Assim, no que se segue, baseados nos resultados qualitativos fornecidos por este método
acerca das configuracoes de menor energia da magnetizacao dentro do bloco finito, desenvolvemos
um modelo fenomenologico mais facil de ser manipulado e com o qual podemos fazer previsoes
diretas sobre a reorientagdo magnética e a mudanca na forma das curvas de histerese, usando

como “dados de entrada” apenas os parametros microscopicos dos filmes finos de MnAs:GaAs.

2.6. Reorientagcao magnética e curvas de histerese

Para descrever as curvas de histerese, ¢ desejavel uma modelagem que permita estudar as
rotacoes dos dominios magnéticos em funcao do campo externo aplicado. J& discutimos ante-
riormente quais sao as caracteristicas qualitativas das estruturas de dominio que minimizam o
funcional de energia livre do bloco finito. Assim, estamos em posi¢ao de nos restringirmos a uma
configuracao especifica e investigar suas propriedades detalhadamente através da minimizacao da
energia total, incluindo termos mais especificos que nao foram levados em conta anteriormente,
como, por exemplo, a anisotropia cristalina.

Consideremos, inicialmente, um modelo fenomenolégico para descrever os dominios mag-
néticos correspondentes as estruturas tipo II (ver figura 2.5). Por simplicidade, vamos focar no
caso de dominios unidimensionais, isto é, que se estendem somente ao longo do eixo . Como a
magnetizagdo nao pode apontar na dire¢io g, fica claro que o tnico tipo de dominio possivel de

ser formado é o de Néel [53]. Logo, definimos a magnetizagao através de:
M = [M,(2)2 + M,(2)2]0 (D)2 + 2)0 (D)2 — z) , (2.72)
com”:

5 Na expressio acima, o uso das funcdes degrau pode ser justificado no limite de paredes de dominio muito
pequenas na direcao 2, isto é, o, — 0.
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Figura 2.24. Perfis das componentes M. (grafico a esquerda) e M, (grafico a direita) da magnetizacao
em fungado de z/d. Esta configuracdo corresponde a N = 4 dominios unidimensionais de Néel com
paredes abruptas ¢ < d .

Mg = M7+ M?

M. (z) Moé % {erfc [_:v—dfj_—gal)/f\f] — erfe [_;v—\/_%/zv]} . (2.73)

em que erfc(x) denota a fungdo erro complementar e My, a magnetizacao de saturacdo. A
escolha da funcao erro complementar deve-se as suas propriedades geomeétricas e analiticas,
como ficard mais claro adiante. O inteiro N denota o nimero de dominios ao longo da dire¢ao
Z e o corresponde a largura da parede de dominio, cujo valor é aquele que minimiza a energia
total da configuragdo; novamente, usamos d para denotar a largura do bloco. A figura 2.24
ilustra o perfil de M, com N = 4 dominios e paredes abruptas, isto é, ¢ < d ; nota-se que a
magnetizagao s6 nao se anula na regiao aproximada 0 < x < d. No que se segue, assumimos que
a condicao o < d seja satisfeita sempre, isto é, restringimo-nos a paredes de dominio abruptas
- em acordo com as imagens de MFM para o MnAs:GaAs. Neste caso, a componente M, pode

ser aproximada por fun¢oes Gaussianas:

_ (z—di/N)?

N-—-1
My(x) =My Y e 22 . (2.74)
i=1

O comportamento da componente M, correspondente ao caso de N = 4 dominios é também
apresentado na figura 2.24, evidenciando sua forma aproximadamente Gaussiana. O valor de o é
obtido minimizando-se a energia total da configuragdo, como explicado em detalhes no Apéndice
C.

Para descrever a reorientagdo magnética e as curvas de histerese dos spins do bloco finito, é
necesséario permitir que a configuragao (2.73)-(2.74) rotacione em relagdo ao eixo z, de modo que
possamos obter, a partir de uma tnica expressao, tanto a estrutura de dominios tipo II quanto
a tipo I - na qual a magnetizacao aponta na dire¢ao . Para isso, introduzimos a configuragao

mais geral:
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N-1 .
(@=di/N)? sin 0 x x—d

M, (x) = o (1 —sinb) E e 202+ My—— Serfc | ————| —erfc |— ,

(@) p ° 2 { { \/50} [ \/50]}

M.(z) = MOCOSGZ 12)1 {erfc[ x_dfj_—;al)/N]—erfc{ x_\/ﬁzU/N]} (2.75)

em que 6 denota o dngulo que a magnetizagao faz com o eixo z. Fica claro que, para 6 = 0,
reobtemos a configuracdo discutida anteriormente (tipo II), enquanto que § = 7/2 fornece um
monodominio com a magnetiza¢io paralela ao eixo x (tipo I). A energia total da configuracao
(2.75) compreende a contribuigao de quatro termos: a energia de troca, a energia dipolar mag-
netostatica, a energia de anisotropia cristalina uniaxial e a energia devido ao acoplamento com
0 campo magnético.

Para se obter o termo de troca, é necessario assumir uma simetria cristalina subjacente;
a exemplo do que fizemos anteriormente, escolhemos uma rede cubica cujo pardmetro de rede
denotamos por a. Assim, a magnetizagio de saturagao fica dada por My = gup/a®, e a energia

de troca, por:

J [ 5 [le 2
Etroca = 2_CL /d T Ume (CE)

em que m = M /My. Ja a energia dipolar é obtida, novamente, através da formula (2.16), com

+ ‘ﬁmz (@)

2] , (2.76)

p= —V - M. O termo referente a anisotropia cristalina reflete o fato de uma das direc¢oes de
magnetizagdo ser mais “facil” que a outra. Sua origem microscopica remete a deformagao da
nuvem eletronica dos atomos magnéticos pela interagao tipo dipolo induzido com o0s atomos
dos sitios vizinhos. Conseqilientemente, o momento angular orbital dos elétrons desses dtomos
adquire um carater anisotrépico, passando a apontar em certas direcoes preferenciais. Assim,
por causa da interagao spin-érbita, os momentos magnéticos dos elétrons também apontam
nessas mesmas diregoes, definidas pela simetria da rede subjacente. A aproximacao mais simples
consiste em assumir uma anisotropia cristalina uniaxial, cuja contribui¢ao para a energia total
é dada por [53]:

Ecristalina =-AK / dggpmi y (277)

em que AK, a constante de anisotropia, pode ser positiva ou negativa, dependendo se o eixo x
for o eixo facil ou o dificil, respectivamente. Por fim, h& que se considerar o termo:

Ecampo =—h- M7 (278)
que surge devido & presenca de um campo magnético externo. Para fazer contato com as medidas
experimentais acerca dos filmes de MnAs:GaAs, tomamos a diregdo do campo paralela ao eixo
Z, isto é, h = hZ. A partir das expressoes anteriores, podemos obter a energia da configuragao

genérica (2.75). Apo6s um calculo longo, porém direto, obtemos a seguinte expressdo:
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Etotal
SYVE:

h o
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= A(N,d,D)sin* 0 {B(N,d,D)—F OC’(N,d)} sin@, (2.79)

em que definimos o termo A (N, d, D):
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além do termo C (N, %):

c (N, %) - % [1- (%) Var(N - 1)) . (2.82)

Nas formulas acima, o pardmetro p = d/D denota a razao de aspecto do bloco. Na expressao
da energia total (2.79), mantivemos apenas os termos que envolvem o angulo 6, ji que estamos
interessados nao em valores absolutos, mas em diferengas de energia entre estados distintos.
A partir dela, podemos determinar a partir de qual largura do bloco d a estrutura magnética
tipo IT (§ = 0) passa a ser mais estavel que a estrutura tipo I (§ = 7/2). Porém, antes de
aplicarmo-na ao caso especifico do MnAs:GaAs, vamos investigar como esta formula é capaz de
fornecer as formas das curvas de histerese ao se variar o campo externo h.

O método para obten¢do das curvas de histerese que usaremos aqui foi desenvolvido por
Stoner e Wohlfarth [12]. Trata-se de uma abordagem microscopica relativamente simples, sem
parametros ajustaveis, e que leva em conta apenas a contribuicdo da rotagao dos dominios,
desprezando efeitos de desordem ou de pinning. Basicamente, ela consiste no seguinte: ao

se aplicar um campo externo h > 0 suficientemente grande, é de se esperar que o minimo
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global da energia livre (2.79) seja atingido para 6 = 7/2, isto ¢, todos os spins alinhados com
o campo na direcao Z. Conforme a intensidade do campo diminui, outros minimos podem
surgir, e § = 7/2 gradativamente deixa de ser um minimo global para se tornar um minimo
local, correspondendo a um estado metaestavel. Para um certo valor do campo, que pode ser
negativo ou positivo, este ponto deixa de ser um minimo local e a magnetizagao adquire uma
nova configuragdo, correspondendo a outro ponto de minimo 6 # 7/2 da energia livre. Este
processo de mudanga de pontos de minimo continua até que, para um campo suficientemente
forte h < 0, o tinico minimo do perfil de energia livre corresponde a § = —7/2, em que os spins
se alinham paralelamente ao campo na direcdo —2: tem-se, assim, o ramo superior da curva
de histerese. O ramo inferior é obtido analogamente. Fica claro que o fenémeno de histerese é
uma propriedade de nao-equilibrio do sistema, associado a presenca de estados metaestaveis, os
quais sao caracteristicos de transi¢coes de primeira ordem.

Vamos aplicar o método de Stoner-Wohlfarth ao caso do bloco finito cuja magnetizacao é

dada por (2.75) e cuja energia livre, por (2.79). A minimizacdo desta ultima fornece a equagao

trigonométrica:
OF h
— =2Asinfcosf — | B+ — 0= 2.
50 sin 6 cos < + A C’> cos 0, (2.83)
com a condicao:
O°E 2Acos20+ | B+ h C ) sinf >0 (2.84)
— = — in . .
002 Mo

A equacdo (2.83) possui duas possiveis solugbes: a primeira refere-se aos casos em que a
magnetizagao se alinha na mesma dire¢ao do campo externo (+):

cos@zO:Gi:ig, (2.85)
0s quais somente sao pontos de minimo se:
h
—2A+(B+-—C) >0, para 0= 73 (2.86)
My
h
—2A—-B+—C) >0, para 6= —3. (2.87)
My

A segunda solucao de (2.83) corresponde a uma configuracdo na qual a magnetizagdo é

descrita por:

b e [ BF 1=C 288
o =arcsin | ——=— |, (2.88)
que é um minimo apenas se:
2
(B+4C)
24> ~—— 2.89
- 2A ( )

Assim, para tragar o ramo superior da curva de histerese, tomamos um campo externo
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h > 0 cuja intensidade seja grande o suficiente de modo que a condi¢do (2.86) seja satisfeita
e a magnetizagao aponte na direcdo positiva do eixo x. Diminuindo o valor de A, havera um
valor para o qual esta desigualdade nao mais serd verdadeira. Neste caso, ha dois possiveis
cendrios: se A <0, a condi¢ao para que 6y seja um minimo, desigualdade (2.89), jamais podera
ser satisfeita e o sistema salta para a configuragao na qual os spins apontam na dire¢ao negativa
do eixo z, 0 = —7/2, ja que a desigualdade (2.87) passa a ser verdadeira. Logo, a curva de
histerese sofre um salto abrupto, adquirindo uma forma quadrada. A magnetizagdo remanente

M., definida como o valor de M, quando h = 0, é dada por:

M, = My, (2.90)

enquanto o valor do campo magnético h. que anula M, denominado de campo coercivo, é:

he = —My (B_TM) : (2.91)

No caso em que A > 0, a situagdo se altera radicalmente, pois a condigdo (2.89) passa a ser
satisfeita, de modo que outros estados estaveis surgem antes que a configuragao correspondente
a 0_ = —m/2 seja alcancada. Assim, o sistema salta continuamente de um minimo para o
outro, até que h seja forte o suficiente para que a desigualdade (2.89) deixe de ser verdadeira e
a magnetizacao passe a apontar na direcao —z. Nesta situagao, a forma da curva de histerese

corresponde a um degrau inclinado. A magnetiza¢ao remanente fica sendo dada por:

M B>24
MT:{ 0 ) S 5> (2.92)

My (%) , noutro caso,

€ 0 campo COercivo, por:

he = — M, (%) . (2.93)

Isto encerra a descrigao do ramo superior da curva de histerese. Para se obter o ramo inferior,
uma pequena modificagdo em (2.75) deve ser feita, pois esta configuracdo assume que os spins
dentro das paredes de dominio apontam sempre na direcdo positiva do eixo x. Entretanto,
apo6s a magnetizacao ser reorientada pelo campo externo, deve-se obrigar os spins das paredes a
apontarem na direcao negativa. O fato de esse processo ter de ser realizado a posteriori e “a4 mao”
é uma conseqiiéncia da simplificacdo de termos considerado apenas dominios unidimensionais,
ja que a rotagao apropriada de todos os spins envolveria a introducao de dominios em outras
diregoes, originando configuracoes bem mais complexas que (2.75). De qualquer modo, apos se
realizar esta alteracao, observamos que o ramo inferior é simétrico ao superior, como o esperado.

Podemos, agora, aplicar tudo o que foi apresentado nesta se¢ao ao caso especifico dos filmes
finos de MnAs:GaAs. Como nosso objetivo é fazer uma conexdo mais quantitativa com os
resultados experimentais, estimamos, para os parametros microscopicos, valores ligeiramente
diferentes em relagdo aqueles usados na segao 2.1, onde a comparagao se deu em um nivel
mais qualitativo. Assim, tomando a =4 A e g = 4,5, obtemos que a magnetizacao de saturagao

assume o valor My = gup/a® = 0,65-105 A /m, que é bastante proximo do resultado experimental
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Figura 2.25. Diferenca de energia AE (em unidades de 2Mg) entre a configuragio com estruturas tipo
I (8 = 7/2) e a configura¢ao com estruturas tipo II (6 = 0), em funcdo da razao de aspecto p = d/D do
bloco finito, na auséncia de campos externos (h = 0).

0,67 - 106 A/m [63]. A exemplo do que foi estudado na sec¢do 2.1, tomamos J = 4,5meV e
D = 130nm, que é a espessura dos filmes finos crescidos em [13]. No que concerne a anisotropia
cristalina, usamos os valores das constantes de anisotropia medidas em [64], a saber, K, =
7-10%erg/cm® e K, = 7,4-10% erg/cm3. Isto implica que o eixo z é o eixo de facil magnetizacio,
caracterizado por uma constante de anisotropia uniaxial efetiva AK = 0,4-10° erg/cm3. Por fim,
de acordo com o que discutimos a respeito das estruturas de dominio dos terragos ferromagnéticos
nas secoes anteriores, e tendo em vista os resultados experimentais de [13], tomamos N = 3 como
o niamero de dominios referentes as estruturas magnéticas do tipo II.

Usando os resultados do Apéndice C, obtemos que a largura das paredes de dominio é dada
por o ~ 4a = 16 A, que é muito menor que os valores tipicos assumidos pela largura d dos
terragos ferromagnéticos na regiao de coexisténcia, da ordem de centenas de nanometros. De
posse deste valor de o, apresentamos, na figura 2.25, a diferenca de energia livre (2.79), na
auséncia de campos externos, entre a configuragdo em que a magnetizagdo aponta na dire¢ao &
(estruturas tipo I, # = 7/2) e a configuragdo em que ela aponta na diregao 2 e esta dividida em
3 dominios (estruturas tipo II, # = 0). Notamos que, conforme a largura do terrago diminui, a
energia associada as estruturas tipo II se aproxima da energia associada as estruturas tipo I, de
forma que uma reorientagdo magnética ocorre para p = d/D ~ 1,5.

O efeito desta reorientacao magnética nas curvas de histerese pode ser observado nos gré-
ficos da figura 2.26, em que mostramos as curvas obtidas de acordo com a abordagem de
Stoner-Wohlfarth delineada anteriormente, usando os parametros microscépicos do MnAs:GaAs.
O termo B da energia livre, dado pela equagdo (2.81), permanece positivo para qualquer valor
da razao de aspecto p, enquanto o termo A, dado por (2.80), é negativo para p = 1,8 e positivo
para p < 1,8. Assim, conforme discutido anteriormente, hd uma mudanca na forma da curva de
histerese quando p =~ 1, 8: ela passa de um formato quadrado, quando os terragos sdo mais largos,
para a forma de um degrau inclinado, quando os terragos se estreitam. Isto estd intimamente
relacionado & reorientagdo magnética, que ocorre quando A torna-se maior que B. A figura
2.27 apresenta o comportamento do campo coercivo e da magnetizacdo remanente & medida

em que a temperatura do filme é variada e a largura dos terragos, conseqiientemente, alterada.
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Figura 2.26. Curvas de histerese preditas pelo modelo baseado na abordagem de Stoner-Wohlfarth. Nos

graficos, a magnetizacao relativa ao longo do eixo z, denotada por M/My, é apresentada em funcao

do campo externo h = h@ (em Oersted) para p = 1.9 (grafico superior a esquerda), p = 1.7 (grafico
superior a direita) e p = 1.5 (grafico inferior).

Observamos que M, permanece igual a My até um pouco apds a mudanca na forma das curvas
de histerese, comegando a diminuir para p < 1,65.

Podemos comparar a figura 2.26 com as curvas de histerese obtidas através de medidas
de espalhamento ressonante de raios X [13] e apresentadas anteriormente na figura 2.6. As
formas observadas experimentalmente assemelham-se bastante as formas derivadas a partir do
presente modelo, com a diferenca de que as primeiras sdo mais arredondas que estas ultimas,
provavelmente devido a efeitos de desordem na amostra [65]. Em [13], Coelho et al. encontram
que a mudanca na forma das histereses ocorre para pesp ~ 2,9, e atribuem este efeito ao
aparecimento das estruturas de dominio tipo II nas imagens de MFM. Apesar de o valor deter-
minado experimentalmente nao concordar exatamente com o valor obtido segundo o modelo de
Stoner-Wohlfarth, p = 1,8, ambos estdo satisfatoriamente proximos. Além disso, a abordagem
fenomenologica desenvolvida aqui estabelece claramente a conexao entre os fenémenos observa-
dos via espalhamento de raios X - a mudanca na forma da histerese - e aqueles observados via
imagens de microscopia - a reorientagao magnética.

Outros trabalhos experimentais sobre os filmes finos de MnAs:GaAs também indicaram a
mudanca na forma das curvas de histerese, como [66] e [52], nos quais a resposta magnética foi
estudada usando-se SQUID ao invés de raios X. Mesmo em sistemas com uma geometria bastante
diferente - discos, ao invés dos filmes finos extensos - uma mudanca nas curvas de histerese
qualitativamente similar a esta foi observada [67]. Em [66], os autores realizam simulagoes
numéricas micromagnéticas, sugerindo que a mudanca na forma das curvas de histerese deve-se
a formagdo de dominios multidimensionais mais complexos, com paredes também ao longo da

direcao 2. Entretanto, o trabalho posterior de Daweritz et al. [52], no qual foram observadas
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Figura 2.27. Campo coercivo h. (em Oersted, grafico a esquerda) e magnetizagdo remanente relativa
na dire¢ao & M /My (grafico a direita) em funcao da razao de aspecto do bloco finito p.

as estruturas tipo II com 4 ou 5 dominios previstas pelo nosso modelo, indicou que ele oferece
uma descri¢do muito mais satisfatoria da estrutura magnética do MnAs:GaAs do que o modelo
de dominios multidimensionais de [66].

E importante salientar que uma das principais discordancias entre os resultados tedricos e
as medidas experimentais reside no valor dos campos coercivos, que chegam a ter diferencas de
uma ordem de grandeza. Contudo, este fato nao deve ser encarado com muita preocupagao,
pois a incapacidade de modelos microscépicos de curvas de histerese reproduzirem corretamente
0 campo coercivo nao ¢é exclusividade da abordagem de Stoner-Wohlfarth, mas também ocorre
em simula¢des micromagnéticas. A falta de um conhecimento mais preciso sobre os valores dos
parametros microscopicos dos terracos e, principalmente, sobre a presenca de desordem e centros
de pinning, impede uma reprodugao precisa das curvas de histerese experimentais.

E bastante interessante notar que uma abordagem tao simples como a de Stoner-Wohlfarth,
que trata apenas da rotacao coerente dos dominios magnéticos, forneca resultados com uma
satisfatoria concordancia em relagdo as observacoes experimentais. Um refinamento do presente
modelo que fosse capaz de aproximar o valor teérico p = 1,8 do valor experimental pe,p = 2,9,
passaria por levar em conta a modulagao ao longo da direcao ¢, a interagao dipolar entre terragos
distintos, a presenca de desordem estrutural e os efeitos de nucleacgao, todos desprezados na atual
modelagem. Nesse sentido, abordagens bastante distintas desta, como a equagao dinamica de
Lifshitz-Gilbert [53], poderiam propiciar contribui¢oes interessantes. De qualquer modo, os
aspectos delineados nesta secao fornecem uma base bastante sélida para o entendimento das

propriedades fisicas relevantes a auto-organizac¢ao magnética dos terragos ferromagnéticos de
filmes finos de MnAs:GaAs.






Capitulo 3

Isolantes de Mott Dopados

Neste capitulo, investigamos a conexao entre as propriedades de transporte e a termodi-
namica dos sistemas descritos pelo modelo de Brazovskii, explorado com detalhes nos capitulos
anteriores. A principal motivacdo para tal estudo reside na observagdo, em compostos fortemente
correlacionados, de mesofases eletronicas inomogéneas caracteristicas do modelo de Brazovskii,
como as fases de listras e as fases nematicas. Todos estes materiais sdo descritos como isolantes
de Mott antiferromagnéticos dopados; dentre eles, destacam-se os cupratos (bidimensionais)
e as manganitas (tridimensionais), aos quais estdo associados fenomenos fisicos tdo interes-
santes quanto ainda misteriosos, como a supercondutividade de alta temperatura critica e a
magneto-resisténcia colossal, respectivamente. A partir de uma generalizacdo de um modelo
simples para a difusdo eletronica em sistemas inomogéneos, conhecido como rede de resistores
aleatoérios, desenvolvemos uma expansao perturbativa para a condutividade, com a qual inves-
tigamos como a termodinidmica do modelo de Brazovskii - e, em particular, o espectro das
excitagOes elementares - influencia as propriedades de transporte. Além disso, estendemos esta
anélise para o caso de outros sistemas fortemente correlacionados e inomogéneos que nao sao des-
critos pela Hamiltoniana de Brazovskii: os isolantes de Mott puros. Neste contexto, mostramos
como o entendimento sobre a conexao entre as propriedades criticas e as de transporte pode
elucidar a classe de universalidade da transicao de Mott a temperaturas finitas - uma transi¢do
de extrema importancia no contexto de sistemas em que a interacao eletréonica desempenha um

papel fundamental.

3.1. Propriedades de transporte e as fases microscépicas dos isolantes

de Mott: sais organicos, cupratos e niquelatos

Usualmente, ao se modelarem as propriedades fisicas dos solidos, a interacao repulsiva
Coulombiana entre os elétrons é desprezada, ou entdo, tratada apenas perturbativamente. Con-
tudo, em alguns materiais existentes na Natureza, a correlagao eletronica é tao forte que nao sé
nao pode ser deixada de lado, como também se torna responsavel pelas principais caracteristicas
apresentadas por eles: trata-se dos sistemas fortemente correlacionados. O ferromagnetismo,
como o referente ao MnAs abordado no capitulo anterior, ¢ um exemplo de manifestacao desta
forte correlagdo entre os elétrons, como também o é a supercondutividade [2]. Em geral, espera-se
que as propriedades macroscopicas de transporte destes sistemas carreguem informacoes valiosas
sobre a sua estrutura microscopica e a sua termodindmica, ji que, usualmente, os responsaveis

pelo transporte sao os elétrons, protagonistas da interagdo Coulombiana.
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Uma classe bastante importante de sistemas fortemente correlacionados, aos quais estao
associados fenémenos fisicos dnicos e com elevado potencial para aplicagoes tecnolégicas, sao
os isolantes de Mott [68]. Sua descricdo microscopica apropriada sera delineada na secdo 3.2;
por enquanto, vamos nos ater a alguns resultados experimentais gerais referentes a eles. De
uma maneira simplificada, pode-se dizer que o carater isolante desta classe de compostos é fruto
da repulsao Coulombiana eletronica, ao contréario dos isolantes tradicionais, em que o principal
ingrediente responsavel por essa propriedade é o Principio da Exclusao de Pauli. Varias das fases
interessantes relacionadas aos isolantes de Mott surgem quando lhes sao introduzidos portadores
de carga adicionais (elétrons ou buracos) - ou seja, quando eles sdo dopados.

Inicialmente, vamos nos ater aos isolantes de Mott puros, isto é, sem dopagem. Intmeros
materiais pertencem a esta classe, como o sesquidxido de Vanadio (V203), o sulfeto de Niquel
(NiS) e varios o6xidos de metais de transigao, tais quais os cupratos (LagCuOy4, YBasCus2Og),
os niquelatos (LazNiOy), as cobaltitas (LaCoQOs) e as manganitas (LaMnOg) [69]. Além destes,
destacam-se também materiais organicos, como os sais da familia BEDT — TTF. Alguns destes
compostos sdo efetivamente tridimensionais (por exemplo, as manganitas e o sesquidxido de
Vanadio), enquanto outros apresentam uma estrutura com arranjos de camadas bidimensionais
(como os cupratos, os niquelatos e os sais organicos). Com o auxilio desses materiais, é possivel
investigar experimentalmente quando a fase isolante da lugar a uma fase metélica. Uma das
maneiras de se induzir esta transicao - conhecida como transicao de Mott - é através de variagoes
na “intensidade relativa” da correlacao eletronica, o que pode ser feito alterando-se a temperatura
do sistema ou a pressdo a ele aplicada (hidrostatica ou quimica).

O diagrama de fases tipico dos isolantes de Mott é bem representado pela figura 3.1, obtida
através de medidas experimentais realizadas sobre o VoOg [70]!. A altas temperaturas, observa-se
sempre a existéncia de uma linha de primeira ordem separando as fases paramagnéticas isolante
e metalica, terminando em um ponto critico. A semelhanca com a familiar transi¢do liquido-gas
nao é meramente qualitativa, j& que alguns trabalhos teéricos indicam que ambas devem per-
tencer & mesma classe de universalidade: a classe de Ising [71, 72]. A baixas temperaturas,
simetrias associadas a outros graus de liberdade do sistema, como os graus de liberdade de spin
e orbital, podem ser quebradas. Assim, outras fases nado-triviais podem surgir, como a fase
antiferromagnética, no caso do sesquioxido de Vanadio [73] e dos sais organicos [74], e a fase
supercondutora nao-convencional, no caso dos sais organicos (ambos os diagramas de fases estao
apresentados na figura 3.1).

A fim de confirmar a classe de universalidade da transicdo de Mott térmica, experimentos
realizados recentemente investigaram o comportamento da condutividade de isolantes de Mott
perto do ponto critico, extraindo os expoentes criticos 55, Vs € s, que ja foram discutidos
anteriormente na equagdo (1.15). Por clareza, repetimos aqui suas definigdes:

1 A dopagem deste material, nesse caso, nio tem como objetivo introduzir portadores de carga extras, mas
sim aplicar uma pressao quimica ao composto.
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Figura 3.1. Diagrama de fases experimentais dos isolantes de Mott (\/1,X1\/IX)2 O3 (grafico a esquerda,

adaptado de [70]; um outro similar é encontrado em [73]) e x — (BEDT — TTF), X (grafico a direita,

adaptado de [74]) no plano (T, P), em que T denota a temperatura e P, a pressao. Os elementos M e
os anions X usados nos experimentos estao indicados nas figuras.

AY (1,h=0) ~ |7|%
AS(r=0,h) ~ ['/%
OX(1, h) .
~ g, 1
|~ (3.1)

No contexto atual, A X =X —-¥., 7 ~T —-T.e h~ P — P,, em que (T, P.,X.) correspon-
dem aos valores assumidos, no ponto critico, pela temperatura, pela pressao e pela condutivi-
dade, respectivamente. Em [73], Limelette et al. obtiveram estes expoentes para o composto
(VxCri—x), O3, que nada mais é que o sesquioxido de Vanadio com uma pressao quimica aplicada
através da dopagem por Cromo. Para este material, de carater tridimensional, os valores obtidos
By =~ 1/27, >~ 1 e 6, ~ 3 concordam com os expoentes previstos pela teoria de campo médio
do modelo de Ising, de acordo com o que estd apresentado na tabela 3.1.

Posteriormente, em [74], Kagawa et al. obtiveram os expoentes criticos medindo a condu-
tividade do sal organico k — (BEDT — TTF), X, usando para isso o anion X = Cu [N (CN),] Cl,
cujo diagrama de fases foi apresentado anteriormente na figura 3.1 (daqui por diante, este sal
sera denotado por k — Cl). Efetivamente, este material organico possui carater bidimensional, ja
que é composto por camadas condutoras planas de dimeros da molécula organica BEDT — TTF,
separadas por camadas isolantes do 4nion X, como mostra a figura 3.2. Os valores obtidos pelos
pesquisadores foram B, ~ 1, 7, ~ 1 e §, ~ 2, que discordam tanto dos expoentes de campo
médio de Ising quanto dos valores caracteristicos do modelo de Ising em duas dimensoes (ver
tabela 3.1).

Além disso, os expoentes acima satisfazem a relacgéo de escala v, = 5, (6o — 1), que pode ser
deduzida a partir de (1.16), e ndo pertencem a nenhuma classe de universalidade previamente

conhecida. Comparando os valores obtidos com os esperados para as classes de universalidade
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Figura 3.2. Estrutura cristalina do sal organico k — (BEDT — TTF), X. A esquerda, é apresentada uma

vista lateral, mostrando que as moléculas organicas (em branco) sdo empacotadas em planos separados

por camadas isolantes do 4nion X (em preto). A direita, é apresentada uma vista superior do plano
condutor. Adaptada de [75].

expoente | Ising 2D | Ising 3D | Ising campo médio
o 0 0,1101 0
B 1/8 0,3263 1/2
5 7/4 1,2372 1
4] 15 4,791 3
v 1 0,6301 1/2
n 1/4 0,0364 0

Tabela 3.1. Expoentes criticos previstos para o modelo de Ising em 2D (solu¢do de Omnsager), 3D
(compéndio de varios métodos numeéricos) e campo médio (exato para 4 ou mais dimensoes).

mais usuais (de Ising, do modelo XY e de Heisenberg), verifica-se inclusive que eles se encontram
na dire¢do contraria as corregoes introduzidas pelas flutuacoes aos expoentes de campo médio,
como esquematizado na figura 3.3. Assim, a conclusao delineada pelos autores é que a transicao
de Mott em 2D pertenceria a uma classe de universalidade nova e nao-convencional.

O formalismo que desenvolveremos durante este capitulo permitird compreender mais clara-
mente a relagao entre as propriedades de transporte e a termodinamica de sistemas inomogéneos,
indo além da relagdo linear intuitiva que esta implicita na equagdo (3.1), onde se assume taci-
tamente que os expoentes da condutividade sao os mesmos expoentes do parametro de ordem.
Posteriormente, na secao 3.4, revisitaremos o experimento referente ao k£ — Cl e mostraremos
como os resultados obtidos para os expoentes da condutividade podem ser explicados con-
siderando a transicao de Mott a temperaturas finitas pertencente a classe de universalidade de
Ising. Vale mencionar que, no recente trabalho [76], os autores atribuem os expoentes criticos
observados nos sais orginicos as flutuagdes em torno de um ponto critico quintico presente em
T = 0. Contudo, como a transicao de Mott se d& a uma temperatura finita distante desta regiao
de flutuagoes quanticas, nao consideramos esta explicacao satisfatoria.

O outro objetivo em se desenvolver uma teoria microscépica que leve em conta os efeitos das
flutuagoes térmicas do parametro de ordem no comportamento da condutividade de um sistema
inomogéneo consiste em investigar as principais caracteristicas fisicas do transporte eletréonico
em fases descritas pelo modelo de Brazovskii. A motivacao para tal estudo remete novamente
aos isolantes de Mott, pois, quando dopados, eles podem apresentar fases eletronicas de listras

e nemaéticas, que, por sua vez, podem ser descritas pela Hamiltoniana de Brazovskii, como dis-
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Figura 3.3. Comparagdo entre os expoentes criticos 5, 7o € 0, obtidos através de medidas da condu-
tividade dos sais organicos, e os expoentes criticos referentes as classes de universalidade conhecidas -
modelo de Ising, XY, de Heisenberg e teoria de campo médio. Figura adaptada de [74].

cutiremos na secao 3.2. Estas fases sao semelhantes as fases esméticas e nematicas encontradas
em cristais liquidos - objetos de investigagdo bastante comuns da Fisica da Matéria Conden-
sada Mole [4]. Nos cristais liquidos, a anisotropia destas mesofases é refletida em propriedades
macroscopicas oticas e hidrodinamicas, como, por exemplo, a bi-refrigeréncia e a viscosidade.
Logo, é interessante entender como as propriedades de transporte dos isolantes de Mott dopados
sao influenciadas pela morfologia das mesofases eletronicas subjacentes.

Assim como mudancgas na temperatura e na pressao induzem a transicao metal-isolante de
Mott, a inclusao de portadores de carga nos isolantes de Mott através do processo de dopagem
também faz com que o sistema assuma outras fases. A que desperta a maior atencao da co-
munidade da Matéria Condensada Dura na atualidade é, provavelmente, a fase supercondutora
de alta temperatura critica que surge nos cupratos [77], cujo apelo reside no fato de ela nao
poder ser explicada pela teoria BCS da supercondutividade (dai a sua outra denominagao de
supercondutividade ndo-convencional) [78]. Nas imediacoes desta fase surgem ainda outros
estados igualmente nao-convencionais, como a fase de pseudogap e fase nao-liquido de Fermi.
Os cupratos sao constituidos, em geral, por camadas planas fracamente acopladas de CuOs, o
que lhes confere um carater bidimensional; um diagrama de fases bastante genérico desta classe
de materiais esta esquematizado na figura 3.4.

No artigo [16], Emery e Kivelson chamaram a atengao para a possibilidade de fases com listras
ricas em buracos serem encontradas nos cupratos dopados, proposta feita pioneiramente por Za-
anen e Gunnarson em [79]. A origem fisica desta fase, semelhante & esmética nos cristais liquidos,
estd associada a uma separagdo de fases frustrada pela interagdo Coulombiana, que remete ao
modelo de Brazovskii, como discutiremos na se¢ao 3.2. Desde entao, muitas especulagoes foram
feitas sobre possiveis mecanismos geradores da supercondutividade nao-convencional relaciona-
dos as fases de listras (para uma breve revisao geral sobre o assunto, ver [20]). Contudo, nosso
interesse nao é na investigacdo da supercondutividade de alta temperatura critica, mas sim

na possivel descricao das fases de listras eletronicas pelo modelo de Brazovskii. Vale salientar
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n

Figura 3.4. Diagrama de fases genérico dos cupratos dopados com uma concentra¢ao de buracos n e

submetidos a uma temperatura 7. AF denota a fase isolante de Mott antiferromagnética, SC, a fase

supercondutora nao-convencional, PG, a fase de pseudogap e NLF, a fase metalica nao-liquido de Fermi.
As linhas cheias representam transicoes de fase, enquanto as linhas tracejadas indicam crossover.

que outra familia de compostos com estrutura bastante semelhante aos cupratos, os niquelatos,
também apresentam fases de listras. A grande diferenga entre estas duas classes de materiais
reside no fato de esta tltima nao s6 nao apresentar supercondutividade nao-convencional, como
também permanecer isolante para qualquer grau de dopagem [80].

A observacao experimental da fase de listras de carga, tanto nos cupratos quanto nos nique-
latos, ndo vem sendo uma tarefa trivial até o presente momento. Em geral, usam-se meios
indiretos para se indicar sua presencga, como, por exemplo, a procura por fases de listras de
spin através de medidas de espalhamento de néutrons [81]. Modelos tedricos prevéem que a
existéncia de listras de spin implicam necessariamente na existéncia de listras de carga, apesar
de a reciproca nao ser verdadeira [81]. Nesse sentido, no que concerne os cupratos, hé fortes
evidéncias indiretas da existéncia de listras eletronicas para certas concentracoes de dopagem nos
compostos LSCO (Lag_xSrxCuOy), LCO (LagCuOy4ys) e YBCO (YBasCuzOgyy). Observacoes
diretas, através da andlise dos picos de Bragg resultantes do espalhamento de néutrons, foram
obtidas para as classes Nd-LSCO (Laj 6—xNdg.4SrxCuOy4) e LBCO (Laj g75Bag.125—xSr:CuOy)
(para mais detalhes, ver as referéncias do capitulo 13 de [81]). Nos niquelatos, evidéncias ex-
perimentais envolvendo nao sé dados de espalhamento de néutrons, como também de NMR, de
1SR e de difragdo de raios X, apontam para a presenca de listras de carga nos compostos LSNO
(Lag_SrxNiOy4) e LNO (LagNiO44s) [80].

Assim, dadas estas complicagbes praticas, o que muitos experimentos investigam é a assi-
natura das listras de carga nas propriedades de transporte dos compostos - em particular, procu-
rando anisotropias ou efeitos nao-lineares na resistividade. No que se refere aos niquelatos, tanto
experimentos um pouco mais antigos [82] como outros mais recentes [83, 84] mostram saltos
subitos na resistividade. Na figura 3.5, apresentamos algumas das curvas experimentais obtidas
nestes trabalhos. H4 dois aspectos distintos a serem salientados: em [82, 83], o salto, explicitado

no grafico da derivada do logaritmo da resistividade, ocorre concomitantemente ao surgimento
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Figura 3.5. Medidas de resistividade nos niquelatos. O grafico a esquerda superior refere-se ao composto

Las_xSrxNiOy4, e mostra o salto da resistividade devido ao surgimento da fase de listras apresentando a

derivada do logaritmo da resitividade em fungéo da temperatura (adaptado de [82]). O grafico a direita

superior mostra novamente um salto da resistividade na temperatura de ordenamento de carga Tco, mas

referente ao composto Nda—SrxNiOy4 (adaptado de [83]). O grafico inferior indica a existéncia de varios

saltos pequenos da resistividade para temperaturas abaixo de Tco, quando o composto LasNiOg4s5 é
resfriado vagarosamente (adaptado de [84]).

da fase de listras. Ja em [84], varios saltos menores sdo observados quando o sistema é resfriado
vagarosamente, para temperaturas abaixo da de ordenamento da fase de listras.

Enquanto nos niquelatos as medidas de transporte apontam para a existéncia de listras
estaticas e fortemente acopladas com a rede cristalina, nos cupratos elas indicam que as listras de
carga sao mais dinamicas e flutuantes, sugerindo, na verdade, a ocorréncia de uma fase nematica,
em que apenas a ordem orientacional das listras seria preservada. Em [85], onde os compostos
LSCO e YBCO sao estudados, os autores encontram uma anisotropia nas resistividades medidas
paralela e perpendicularmente as listras. Como tal anisotropia nao pode ser atribuida apenas &
ortorrombicidade da rede, ela indica a presenca efetiva de distribuigoes unidimensionais de carga
- algumas das curvas experimentais sdo apresentadas na figura 3.6. Além disso, os pesquisadores
sugerem que o valor relativamente baixo desta anisotropia indicaria a presenca de uma ordem
nemdatica, e nao esmética. Experimentos posteriores sobre ruidos e efeitos nao-lineares nas
medidas de resistividade dos cupratos [86, 87], além de trabalhos tedricos acerca deste tema
[28, 17], corroboram a versao de que o ordenamento das listras é do tipo nematico. Mais

recentemente, um outro grupo experimental encontrou indicios diretos de nematicidade nos
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Figura 3.6. Medidas de resistividade nos cupratos, adaptadas de [85]. O grafico a esquerda refere-se aos

compostos LSCO e mostra que a resistividade ao longo da direg@o perpendicular as listras de carga pp é

maior que a resistividade paralela as listras p,, para temperaturas abaixo da de ordenamento. O grafico

a direita é referente aos compostos YBCO, onde pp, agora, denota a resistividade medida paralelamente
as listras, enquanto p,, a resistividade medida na direcao ortogonal.

compostos YBCO através da andlise de dados de espalhamento de néutrons [88]. Vale mencionar
ainda que fases eletronicas nematicas foram encontrados em outros sistemas, como o géas de
elétrons bidimensional submetido a campos magnéticos moderados, ao qual esta associado o
efeito Hall quantico [89, 90].

No decorrer do capitulo, desenvolveremos um modelo microscépico capaz de fazer a ponte
entre uma propriedade macroscépica do sistema - a condutividade - e a morfologia da fase
mesoscopica eletronica que o caracteriza - especificamente, se ela possui ordenamento esmético
ou nemético. Assim, procuraremos assinaturas exclusivas da Hamiltoniana de Brazovskii no
comportamento da resistividade, de modo a estabelecer critérios que sejam capazes de decidir
sobre a validade deste modelo na descrigao das fases inomogéneas observadas nos cupratos e nos

niquelatos.

3.2. Descrigao microscépica de isolantes de Mott dopados e

nao-dopados

Conforme explicado anteriormente, o carater nao condutor dos isolantes de Mott deve-se a
presenca de uma forte repulsao Coulombiana entre os elétrons. O modelo mais simples usado

na literatura para descrevé-los microscopicamente é o chamado modelo de Hubbard [69]:

Hyubbard = —t Z (azgajg + aj»gaig) + UZ”iT”ii , (3.2)
(ig),o i

no qual al-LU é o operador de segunda quantizagao de criacao de um elétron com spin ¢ =T, | no

sitio ¢ de uma rede cristalina, e n;, = ajgaig é o numero de ocupagao do sitio ¢. O primeiro

termo de (3.2), chamado de termo de hopping, refere-se ao ganho de energia dos elétrons quando

eles se delocalizam pela rede, saltando de um sitio para o outro. Tal ganho de energia tem

origem no Principio de Heisenberg, jA que, quanto mais delocalizado for o elétron, maior sera a

incerteza na sua posicdo Az, implicando em uma menor incerteza na sua velocidade Av, o que
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resulta na minimizagao da sua energia cinética. Considerando um modelo tight-binding, em que
as fungdes de onda dos elétrons ¢;, (Z) sdo descritas por orbitais atomicos de Wannier, podemos

escrever o termo de hopping t como a superposicao de duas funcoes de onda:

o (L o
tij = /ddfmﬂw () %VQ%‘U (@), (3.3)

em que m é a massa do elétron. Na Hamiltoniana (3.2), fizemos a aproximacao usual de se tomar
apenas o hopping entre primeiros vizinhos. Ao contrario do primeiro termo da Hamiltoniana de
Hubbard, que envolve sitios distintos, o segundo termo é puramente local. U é denominada de
energia de Hubbard, e refere-se ao custo energético de dois elétrons com spins opostos ocuparem
o mesmo sitio devido a repulsao Coulombiana. O carater de longo alcance da interagao Coulom-
biana é desprezada neste modelo, uma aproximacao que é justificada pelos efeitos de blindagem
dos outros elétrons e pela forte localizacao das fungdes de onda na descri¢ao tight-binding. Desse

modo, o termo U é dado por:

e2

U= / ded'a' ¢y (%) pio (7) =g el () im0 (7). (3.4)
em que e é a carga do elétron. Fica evidente que uma outra aproximacao assumida nesta
abordagem é que os elétrons estao restritos a circularem apenas por uma banda do sélido. Apesar
de simples e repleto de aproximacoes, o modelo de Hubbard captura os principais ingredientes
fisicos presentes nos isolantes de Mott: a competicao entre um termo delocalizante, que facilita a
conducao (o termo de hopping t), e um outro termo que tende a localizar os elétrons, impedindo
sua livre circulagdo pela banda (o termo U).

Antes de prosseguir, é importante questionar a validade das aproximagoes feitas em (3.2) no
contexto dos materiais de nosso interesse. Vamos nos ater ao caso dos 6xidos de metais de tran-
si¢ao: nestes compostos, o nivel atomico de valéncia (e, conseqiientemente, a banda de valéncia
correspondente no sélido) é o 3d, que tem degenerescéncia 10, ji4 que seu momento angular
orbital é [ = 2. Para cristais com simetria cibica, a anisotropia cristalina quebra parcialmente
esta degenerescéncia, criando dois sub-niveis: o t24, de menor energia e com degenerescéncia
6, e 0 ey, mais energético e com 4 estados degenerados. Logo, para que possamos considerar
que as excitagoes de mais baixa energia permanecem em uma uUnica banda perto do nivel de
Fermi, devemos assumir quebras de simetria adicionais. No caso dos cupratos e dos niquelatos,
a estrutura cristalina tipo perovskita separa alguns destes estados degenerados, por possuir
menor simetria que a rede cubica. Além disso, pode-se esperar que distor¢oes devido ao efeito
Jahn-Teller também contribuam para este processo.

Contudo, ha que se considerar ainda o papel do orbital p do atomo de oxigénio intercalado
entre dois &tomos do metal de transicao na estrutura cristalina destes compostos. A aproximacao
de uma tnica banda assume, implicitamente, ou que o orbital ligante p esta relativamente dis-
tante do orbital relevante d, ou que eles sofrem uma forte hibridizagao, tornando-se, efetivamente,
um dnico orbital. Por fim, vale mencionar que o orbital d, apesar de ter um carater localizado em
relagdo ao ion que compoe a rede cristalina, apresenta uma certa superposicao com os orbitais
dos seus vizinhos. Tal fato pode prejudicar - ou até mesmo invalidar, em alguns casos - a

aproximagao de se incluir apenas o termo local da repulsdo Coulombiana em (3.2).
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Figura 3.7. Densidade de estados p(E) do modelo de Hubbard para os casos de fraca correlagao U < t,
em que existe uma tnica banda semi-preenchida (a esquerda), e forte correlacdo U >> ¢, em que é aberto
um gap entre duas sub-bandas (& direita).

Tendo feito estas ressalvas, voltemos agora ao modelo de Hubbard (3.2) para investigar suas
propriedades. Uma outra relevante quantidade de controle termodinamico, além da razéo U/t e
da temperatura T', € o nimero de ocupagao eletronica médio n = (n,,), que, para um composto
nao-dopado, assume o valor n = 1. Fica claro que, no caso dos cupratos e dos niquelatos,
como a estrutura eletronica dos metais de transicdo é 3d°, ha apenas um portador por célula
unitaria, de modo que n = 1. J& nos sais orgnicos, cada dimero de moléculas organicas da
camada condutora fornece um elétron para um anion da camada isolante, implicando novamente
em uma semi-ocupacao da banda. Assim, a estrutura cristalina relevante nos sais organicos é
aquela formada pelos centros dos dimeros, que no caso da familia x — ET é triangular.

Vamos nos concentrar inicialmente no caso de n = 1. Caso a intera¢ao eletronica fosse
desprezivel, isto é, U < t, a Hamiltoniana de Hubbard (3.2) poderia ser facilmente diagonalizada

no espaco de momentos. Para um rede hiper-cibica com parametro de rede a, teriamos:

Hitubbard = ZEO (E) a%gaEU, com &g (E) =2t Z cos (aky,) . (3.5)
Ko =Ty, .

Na linguagem usual de Fisica da Matéria Condensada Dura, a equacado acima equivale a
uma banda de largura 2¢, gerada pela periodicidade da rede. Como ela esta semi-preenchida, o
sistema seria condutor, de acordo com a teoria tradicional de conducao em sélidos, que leva em
conta apenas o Principio da Exclusao de Pauli [2].

Entretanto, nos isolante de Mott, nao s6 a correlagao eletronica nao pode ser desprezada
como ela é, geralmente, muito maior que o termo de hopping, U > t. Assim, os elétrons teriam
a tendéncia de permanecer fixos, sem saltar para os sitios vizinhos. Usando a linguagem de
bandas, diz-se que a correlacdo eletronica abre um gap na banda descrita por (3.5), gerando
duas sub-bandas de Hubbard, de modo que uma fica completamente ocupada, e a outra, vazia:
tem-se, assim, um isolante de Mott. A figura 3.7 esquematiza estas duas configuracoes opostas,
a metalica (U < t) e a isolante (U > t), no espago de momentos.

A razdo U/t pode ser controlada experimentalmente através da pressdo quimica ou hidrostatica

aplicada sobre o material, pois os &tomos ou moléculas da rede cristalina tendem a reajustar a
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Figura 3.8. Densidade de estados p(FE) de um sistema descrito pela Hamiltoniana de Hubbard obtida

através da teoria de campo médio dindmica (DMFT), a T' = 0, para varios valores da razao U/¢. De cima

para baixo, tem-se a seqiiéncia U/2t = 1; 2; 2,5; 3. A transi¢ao metal-isolante é claramente observada
pela abertura de um gap. Adaptada de [91].

distancia tipica entre os sitios de acordo com a nova pressao exercida sobre o composto. Apesar
de isto ndo alterar o termo local U, o termo de hopping t sofre variagoes, ja que a superposi¢ao
entre as funcoes de onda de sitios vizinhos é modificada. Portanto, a principio, é possivel induzir
uma transicao metal-isolante de Mott a 7' = 0 apenas mudando-se a pressao externa: trata-se
de uma transicdo de fase quéntica, em que o carater do elétron muda de ondulatorio (metal)
para corpuscular (isolante). A figura 3.8 mostra o comportamento da densidade de estados de
uma configuragdo inicialmente metalica quando se varia a razdo U/t; ela é obtida através da
solucao de campo médio dinamica (DMFT, do inglés dynamical mean field theory) do modelo
de Hubbard, que seria exata para o caso de infinitas dimensoes (ou, mais precisamente, para o
caso em que o namero de coordenacdo da rede tende a infinito) [91].

E importante mencionar que a fase isolante de Mott, a baixas temperaturas, pode estar
associada a estados que quebram simetrias relacionadas a outros graus de liberdade do sistema,
como orbitais ou de spin. Por exemplo, para U > t, o hopping virtual entre os elétrons vizinhos
gera, em segunda ordem em teoria de perturbacdo, um acoplamento antiferromagnético tipo
Heinseberg entre os spins, com parametro de troca J = 4t2/U. Contudo, conforme a tempera-
tura do sistema é aumentada, a temperatura de Néel é atingida e o sistema de Hubbard deixa
de ter ordem antiferromagnética, passando a se comportar como um paramagneto.

Além da razao U/t, a temperatura é outra quantidade que também pode induzir a transigdo
metal-isolante, devido as diferentes entropias de cada fase: tem-se, assim, uma transicao térmica.
A figura 3.9 ilustra o diagrama de fases tipico de um isolante de Mott no plano (P, T), em acordo
com os resultados experimentais apresentados na se¢do 3.1. A inclinacdo da linha de primeira

ordem que separa as fases metéalica e isolante é explicada pelo fato de a entropia associada a esta
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AFI

P

Figura 3.9. Diagrama de fases tipico de um isolante de Mott semi-preenchido (n = 1) no plano (P,T),

em que P denota a pressao e T, a temperatura. As fases paramagnéticas isolante (PI) e metalica (PM)

sao separadas por uma linha de transi¢ao de primeira ordem (curva pontilhada) que termina em um

ponto critico. A regido critica a ele associada esta representada pela adrea sombreada. AFI refere-se a
fase isolante antiferromagnética, que ocorre a baixas temperaturas.

ultima ser maior que a associada & primeira: enquanto a entropia por elétron na fase metéalica
pode ser estimada por kgT/Tr , em que Tr € a temperatura de Fermi, a entropia por elétron
na fase isolante pode ser estimada por kpIn2, dado o carater localizado dos elétrons. Como,
em geral, In2 > T/Tr, é de se esperar que, para alguma temperatura finita, ocorra a transigao
de fase [3].

A natureza do ponto critico no qual a linha de coexisténcia de fases termina foi investigada
teoricamente por varios trabalhos, dentre os quais se destacam [71] e [72]. Em [71], Castellani
et al. desenvolvem um processo de decimagao da Hamiltoniana de Hubbard (3.2) para construir
uma Hamiltoniana de Ginzburg-Landau efetiva, na qual os graus de liberdade de spin e de carga
aparecem explicitamente. De acordo com esta abordagem, o ponto critico térmico pertence &
classe de universalidade de Ising, e o parametro de ordem escalar da transicao de Mott estéd
associado & densidade de sitios com dupla ocupagao. Nesta interpretacdo, as fases paramag-
néticas isolante e metdlica sao encaradas, respectivamente, como um géas e um liquido de sitios
duplamente ocupados.

Estes resultados foram confirmados por Kotliar et al. em [72], onde os autores abordam o
problema usando as técnicas da teoria de campo médio dindmica (DMFT), exata para o caso
de uma rede com nimero de coordenagdo infinito. Através da DMFT, os pesquisadores obtém
um parametro de ordem microscopico apropriado para o problema, mostrando que o funcional
efetivo que o descreve corresponde, de fato, a uma Hamiltoniana do tipo Ising. A reconciliagao
entre estes resultados bem estabelecidos e as medidas de condutividade realizadas por Limelette
et al. nos oxidos de Vanadio [73] e Kagawa et al. nos sais organicos [74] sera elucidada na se¢do
3.4, apo6s o desenvolvimento de um formalismo que relacione as propriedades de transporte com
a termodinamica de sistemas inomogéneos na se¢ao 3.3.

Tudo o que foi discutido até agora nesta secdo refere-se ao modelo de Hubbard (3.2) na
rede semi-preenchida. Altera¢Oes no nimero de ocupagdo n - que, experimentalmente, podem
ser feitas dopando-se o composto original com buracos ou elétrons - podem também induzir
transicoes de fase. Nos cupratos, conforme explicado anteriormente, o aumento no nimero

de portadores positivos ocasiona o aparecimento da fase supercondutora nao-convencional. A
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descri¢gdo do modelo de Hubbard com n # 1, contudo, ndo é uma tarefa trivial; no caso de um
isolante de Mott antiferromagnético dopado, em que U >> t, as excitacoes de mais baixa energia
referentes aos graus de liberdade de spin e de carga sdo descritas pela Hamiltoniana conhecida
como t — J. Ela é obtida a partir de uma expansao perturbativa da Hamiltoniana original (3.2)
em poténcias de t/U [92]:

Hy_j;=—t Z (azgajg + a}gaw> + JZ (51 . §j — %) , (3.6)

(ij),o (i7)

em que J = 4t2/U é o parametro de troca e S; = % > a;‘ac?g,g/aig/ é o spin do elétron no sitio
o0’

i, com & representando as matrizes de Pauli. A Hamiltoniana (3.6) possui ainda um vinculo

adicional que proibe sitios duplamente ocupados, ou seja:

ni =Y al,a,=01. (3.7)

O modelo t — J vem sendo largamente investigado por uma variedade de técnicas até os dias
de hoje. Nao é nosso objetivo enveredar por esta area, mas sim entender como os isolantes de
Mott dopados por buracos podem formar fases de listras de cargas, de acordo com os resultados
experimentais apresentados na se¢do 3.1. O primeiro aspecto do modelo ¢t — J necessario para
esse entendimento consiste na sua tendéncia, para algumas regides do espago de parametros
(n,J/t), em separar o sistema em duas fases distintas: uma fase antiferromagnética e uma
fase rica em buracos. Intmeros trabalhos sobre a Hamiltoniana (3.6) apontam nesta dire¢ao
(ver referéncias citadas no capitulo 12 de [81]); contudo, vamos nos ater aqui a uma discussdo
meramente qualitativa, porém bastante esclarecedora.

Consideremos, inicialmente, a fase isolante de Mott sem nenhum buraco presente, em que
as cargas estao localizadas devido a forte repulsdo Coulombiana U > t. A energia do sistema é
minimizada pelo alinhamento antiferromagnético entre os spins dessas cargas, de acordo com a
interacdo de troca caracterizada por J = 4t?/U. Ao se introduzirem os buracos, eles tendem a se
delocalizar pela rede, saltando de um sitio para o outro, de modo a minimizar a energia cinética.
Tomemos um tnico buraco saltando pela rede composta pelos spins anti-alinhados: quando ele
se move para o vizinho mais proximo, um dos spins também se move, mas para um sitio da
sub-rede “errada”. Assim, a circulacao do buraco através da rede deixa, no seu rastro, uma série
de ligacoes antiferromagnéticas frustradas, como ilustra a figura 3.10. Portanto, a partir deste
exemplo simples, fica claro que a minimizacao da energia de troca dos spins ndo pode ocorrer
concomitantemente & minimizacao da energia cinética dos buracos. Tem-se, em conseqiiéncia,
um sistema altamente frustrado, cuja tendéncia é se separar em duas fases distintas: de um lado,
a fase antiferromagnética, composta pelos spins localizados, e de outro, a fase rica em buracos.
Este processo é bastante analogo a separacao de fases que ocorre quando sao misturados dois
fluidos imisciveis.

Contudo, ha um ingrediente faltando no modelo ¢t — J (3.6) que frustra essa separacdo de
fases: o carater de longo alcance da repulsido Coulombiana entre os buracos. E evidente que uma
fase s6 com buracos estaria associada a um custo energético eletrostatico muito elevado, que

acaba por impedir que as fases se separem completamente. Uma modelagem simples proposta
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Figura 3.10. Esquema da frustragdo gerada pela introdugdo de um buraco em um isolante de Mott

antiferromagnético. Ao saltar pelos sitios, de modo a minimizar sua energia cinética, o buraco deixa

uma seqiiéncia de ligagoes antiferromagnéticas frustradas, que impedem a minimizagdo da energia de
troca dos spins. Adaptada de [81].

por Emery e Kivelson [16] para se levar em conta estas duas tendéncias competitivas consiste

em tomar as Hamiltonianas efetivas:

/dda; [T—0¢2 (@) + ‘% (&)

Halo = Q [ty 2200,

Hi [¢]

2 u “
+ Z¢4 (35)]
(3.8)

em que u, Q e 19 < T — T, sdo os pardmetros efetivos, com T, referindo-se & temperatura de
separacao de fases na auséncia de frustracao e 7, & magnitude relativa da interacao Coulombiana.
O parametro de ordem ¢ (&) denota a flutuagdo da densidade de carga local em relagao a
densidade média, de modo que ¢ (Z) > 0 representa uma regido rica em buracos, enquanto
¢ (Z) < 0, uma regido pobre em buracos. Assim, o termo H; descreve a forte tendéncia que o
sistema tem em separar as duas fases ¢ > 0 e ¢ < 0, enquanto o termo Hs representa a repulsao
Coulombiana de longo alcance entre cargas de mesmo sinal?.

Ora, as Hamiltonianas (3.8) sdo exatamente as mesmas apresentadas nas formulas (1.3) e
(1.4) e discutidas anteriormente na segdo 1.1. Portanto, as excitagdes de carga de mais baixa

energia do sistema podem ser descritas pela Hamiltoniana de Brazovskii:

2 2)2
o) = [t [Tb @+ 0@ 0L 82%) ¢ (@) + 70" @] | (3.9)
do 4
com gy x Q/%. Conforme amplamente explicado nos capitulos precedentes, o modelo de Bra-
zovskii em duas dimensoes prevé a existéncia da fase de listras para temperaturas abaixo da
espinodal, em acordo qualitativo com as evidéncias experimentais referentes aos cupratos e aos
niquelatos apresentadas na se¢do 3.1. Portanto, fecha-se a conexao entre o modelo de Brazovskii

e as fases eletronicas inomogéneas dos isolantes de Mott antiferromagnéticos dopados.

2 Obviamente, para este modelo contemplar a separacdo de fases, o parametro de ordem deve ser conservado,
de modo que [ d%z¢ (%) = 0, refletindo a neutralidade elétrica do sistema.
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3.3. Redes de resistores correlacionados e expansao perturbativa da

condutividade

Nosso objetivo é desenvolver uma teoria para a difusdo eletronica em sistemas descritos pelo
modelo de Brazovskii, na qual seja possivel identificar assinaturas especificas da Hamiltoniana
(3.9) - como, por exemplo, o espectro das flutuagoes de mais baixa energia, descrito pela fungao
de correlagdo (1.38). Alcangado este fim, teriamos critérios adicionais para decidir sobre a
aplicabilidade do modelo de Brazovskii na descricao das fases de listras em isolantes de Mott
dopados, como no caso dos cupratos e dos niquelatos. Além disso, usaremos este formalismo,
que conecta propriedades termodinamicas com propriedades de transporte, para revisitar os
recentes resultados experimentais sobre a classe de universalidade da transigao térmica de Mott
a partir de medidas de condutividade em 6xidos de Vanadio e sais organicos [73, 74].

H4 uma miriade de métodos disponiveis na literatura para a descricao das propriedades
de transporte de sistema inomogéneos, compreendendo desde calculos explicitos da constante
dielétrica de misturas bifasicas [93] até abordagens mais sofisticadas envolvendo técnicas de
topografia estatistica [94]. Para os nossos objetivos, acreditamos ser mais apropriado o uso
de um modelo inspirado na teoria da percolagao, conhecido como rede de resistores aleatorios
(RRN, do inglés random resistor network) [95].

De uma maneira geral, a RRN consiste em uma rede na qual dois tipos de resistores, com
condutividades microscépicas oy e o, estao distribuidos pelas ligagoes entre os sitios de maneira
aleatoéria, com probabilidades dadas por p e 1 —p , respectivamente. No caso em que uma dessas
condutividades é nula ou infinita, ha uma estreita relagao entre as propriedades geométricas
percolativas do sistema e suas propriedades de transporte, de modo que os expoentes criticos
da condutividade podem ser relacionados com os expoentes criticos da transicdo percolativa
subjacente (para mais detalhes, ver o Apéndice D). Esta versdo classica da RRN tem sido
usada para explicar as caracteristicas do transporte eletronico em uma vasta gama de sistemas
inomogeéneos, como filmes de compositos [96], manganitas [97] e calcogénios de prata [98].

Apesar de as intmeras investigacoes sobre a RRN, principalmente na situa¢ao em que uma
das condutividades se anula, terem resultado em uma teoria relativamente bem estabelecida
(ver, por exemplo, [99, 100]), h& poucos trabalhos sobre o importante caso em que os resis-
tores nao estao aleatoriamente distribuidos pela rede, mas possuem algum grau de correlacao
espacial, formando uma rede de resistores correlacionados. Dentre tais trabalhos, destacam-se
a investigacdo seminal de [101] e varias simulagbes numéricas recentes referentes a sistemas
de consagrado interesse, como as manganitas [102] e as fases nematicas nos cupratos [17]. E
evidente que o nosso caso de interesse, em que as listras de carga estao correlacionadas segundo
a Hamiltoniana de Brazovskii, ndo pode simplesmente ser aproximado por uma RRN em que as
listras ricas em buracos (¢ > 0) possuam uma condutividade média o1 maior que a condutividade
o9 das listras pobres em buracos (¢ < 0). Logo, faz-se necessario o desenvolvimento de uma
teoria microscopica para as redes de resistores correlacionados.

Além de levar em conta a correlag@o entre as listras, esta teoria deve contemplar o caso em que
nenhuma das duas condutividades é nula, ja que, a temperaturas finitas, mesmo a fase isolante
serd capaz de conduzir carga. Assim, as propriedades percolativas da rede devem ficar em se-

gundo plano frente as propriedades termodindmicas do parametro de ordem que descreve as fases
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inomogéneas. Um primeiro passo para se construir tal formalismo poderia ser a partir do tra-
balho de Blackman [103], que desenvolve uma férmula perturbativa para a condutividade global
de uma RRN bidimensional quadrada, caracterizada por duas condutividades microscépicas com
valores proximos. O contraste entre tais condutividades, denotado por A;; = (0;; — 09) /00, €
o parametro perturbativo do sistema, com o;; referindo-se & condutividade entre os sitios (i, j)
e 09, a condutividade média da rede. A partir de uma abordagem de meios efetivos, o autor
chega & seguinte expansdo para a condutividade ¥, de uma ligagdo a = (i, j) entre os sitios i e
7 da rede:

Yo 4

= 14 Ag + TapAaAg + Daplps AaAgAs + O (A?) (3.10)
em que ha uma soma implicita sobre as variaveis (0, 9, ...), referentes a ligagdes paralelas a .. As
funcoes I' o3 decaem rapidamente com a distancia em relagdo a ligagdo « = (4, j); denominando

os sitios correspondentes a ligagdo 8 de (k,1), tem-se a seguinte formula para I',a:

Iop =Cy+ Ci, — Ci, — Cyy (3.11)

com:

Cij = 3 /O dte™?" (InIy — I, 1) , (3.12)

em que I denota a fungdo de Bessel modificada, enquanto os inteiros (m,n) referem-se ao
numero de sitios que separa i de j nas direcoes vertical e horizontal, respectivamente. Apesar de
(3.10) poder ser diretamente generalizada para o caso em que os resistores sdo correlacionados
espacialmente, procedimento que sera realizado na secao seguinte, ela contém implicitamente as
simetrias da rede quadrada, dificultando nao s6 uma extrapolacao para o limite continuo como
também uma conexao mais clara com a funcao de correlagio termodinamica (¢ () ¢ (Z’)). Logo,
no que se segue, optamos por iniciar uma abordagem prépria e nova em relagao a condutividade
das “redes continuas” de resistores correlacionados, mantendo apenas o espirito da formulagdo
de Blackman de uma expansao perturbativa em poténcias do contraste entre as condutividades
microscopicas.

Consideramos a “rede continua” como uma versao grossamente granulada (do inglés coarse
grained) da rede tradicional: em cada grao, denotado pela posi¢ao Z, ha um resistor microscopico

cuja condutividade relaciona-se com o parametro de ordem escalar local ¢ (Z) de acordo com:

o (Z,t) =001+ g0 (Z,1)], (3.13)

em que op é a condutividade média do sistema e g < 1 é a constante de acoplamento que
mede o contraste entre as condutividades das diferentes fases, as quais assumimos possuirem
valores proximos. E importante salientar que, para esta formula fazer sentido, é necessario que
o parametro de ordem escalar esteja normalizado a 1, de modo que a fase na qual todos os
“pseudo-spins” apontam para cima (¢ > 0) tenha condutividade os = o¢(1 + ¢), enquanto a
fase com todos os “pseudo-spins” direcionados para baixo (¢ < 0) possua condutividade o =

00(1 — g). Dessa maneira, fica clara a interpreta¢do da constante g como sendo o contraste,
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Uext(x’ t)

Figura 3.11. Grao condutor de uma rede de resistores quadrada grossamente granulada, cuja condutivi-

dade é dada por o (Z,t). Um potencial externo local Ues: (Z,t) lhe é aplicado através de um capacitor

de capacitancia Cy. Na figura, também sdao esquematizadas as correntes que entram e saem do grao, as
quais obedecem a equagao de Kirchhoff I1 + Ix = I3 + 14.

— I>—0<
9 os+to<”

normalizado, para simplificar a notacao.

Daqui por diante, a menos que explicitemos o contrario, assumimos que ¢ esta

Assim como no caso da rede aleatoria, a cada resistor é aplicado um potencial externo
Uest (Z,t) através de um capacitor de capacitancia Cp, como esquematizado na figura 3.11. No
limite continuo, as equagoes de Kirchhoff, que descrevem a conservagao da corrente elétrica que
passa por cada grao, assumem a forma de uma equagao de continuidade local:

Op (Z,t - -

% — Vo (,t) VU(f,t)] =0, (3.14)
em que p(&,t) refere-se & densidade de carga em cada grao. Na equagdo anterior, usamos o
fato de a densidade de corrente local ser dada por J(Z,t) = —o (Z,t) VU (Z,t), com U (Z,t)

denotando o potencial elétrico local. Esta relacao, valida localmente devido ao granulamento
realizado na rede microscépica, nao deve ser confundida com a lei de Ohm macroscépica Jg,, =
. t 2 . . . . .

12qU éef) ), que serd usada mais adiante. Devido ao acoplamento com o capacitor, a densidade

de carga é proporcional & diferenca de potencial:

p(Z,1) = C U (Z,1) — Usat (£, 1)] , (3.15)

em que C = Cy/V & a capacitncia especifica (V' denota o volume do sistema). Portanto,
substituindo (3.15) em (3.14), obtemos a equagao que relaciona o potencial local com o potencial

externo:

5 OUeqt (Z,1)

—1 — _
G U@t)=C 5 , (3.16)
na qual definimos o operador diferencial:
¢1-c2_ . [a (1) ﬂ (3.17)
8t bl b)

que descreve a difusdo eletronica ao longo do sistema. De posse de (3.17) e (3.15), podemos
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escrever a densidade de carga apenas como funcao do potencial externo. Projetando esta relagao

no espago de Fourier, temos:

piw = —CliwCGsy, + 1 UL | (3.18)

Na equacdo acima, Gz, é o elemento de matriz diagonal do operador (3.17) na representacdo
de Fourier. Para determinarmos a condutividade macroscopica do sistema, basta comparar a

expressao (3.18) com a equagdo macroscopica de continuidade:

iwpgw = SEPUL (3.19)
Assim, obtemos o resultado:
. . w202
2 = lim lim q—gRe (Gl (3-20)

em que a ordem dos limites é fundamental para a correta determinacdo da condutividade dc.
A expressao geral (3.20) é equivalente aquela obtida por Stephen em [99] para o caso de uma
rede discreta. Portanto, nota-se que o calculo da condutividade reduz-se a diagonalizacao do
operador diferencial G. No nosso caso de interesse, em que a condutividade microscopica é dada

por (3.13) e g < 1, este calculo pode ser realizado perturbativamente. Para isso, escrevemos:

G l=Gyt —gV, (3.21)

em que introduzimos o propagador de difusao homogénea Go e a perturbacao inomogénea f),

dados por:

0

—1 2

= C= -0V

go ot oo

V o= oV- [qﬁ (7,1) ﬂ . (3.22)
Logo, como g < 1, a equagdo (3.21) possui a solugao formal perturbativa:

6= 9" (609)" do. (329
n=0

A projegao dos operadores diferenciais (3.22) no espago de Fourier é obtida de maneira direta,

usando as suas representacoes no espago real. O propagador homogéneo é dado por:

5(0) -1 - 1 J 4 I
gtil,wl;¢72,w2 = V/d r1d%xodt dtse (§1-%1 —wit1)
d 2\ [5( _ = i@ T2 —wat2)
C——Uovl |:5(,’E1—;E2’t1_t2)e q2-T2 22}
oty
500 '
gél?wl?§2ww2 = (_Zwlc + UOq%) 551,@25w1,w2 ) (324)

enquanto o operador perturbativo:
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. oo (e —
V@l»“’lﬁz,wz = V ddxldd$2dtldt2€ U@ F1—wits)

A {(25 (@1,t1) 61} [5 (&) — T, t1 — ta) JRICR

V@l Ww13qe,w2 T —0o0q1 (72¢§1_J2§W1 —wg * (325)
Assim, de posse dos operadores (3.24) e (3.25), além da solugao (3.23) e da formula (3.20),

podemos obter a condutividade em qualquer ordem de poténcia da constante de acoplamento

g. Em segunda ordem, temos:

N2
s (0°F)
E =00 | L+ 993-00-0 = °03 ) Taem o2
i

e, 5| - (3.26)

Esta expressdo é uma versdo continua da férmula de Blackman (3.10), generalizada para
o caso de resistores espacialmente correlacionados. Trata-se da condutividade correspondente
a configuracao especifica ¢ (Z,t) e, portanto, ainda necessita ser promediada apropriadamente.
H4 duas possibilidades para se tomar a média de X, que denominaremos ¥,,: no caso em que
o elétron se difunde mais rapido do que o parametro de ordem muda - isto é, o campo ¢ (Z, )
estd congelado no referencial do elétron - é preciso fazer uma média do tipo quenched. Como
a densidade de probabilidade associada a configuragdo ¢ é governada pelo fator de Boltzmann

exp (—H [4]), basta tomar as usuais médias termodinimicas sobre as quantidades relevantes:

e F (TR
Yav = 00 |1+ 9(pg=0.w=0) — 9 0 Z 20 + 02k <¢;;7,,¢_;;,_,,> - (3.27)
Ewv

No caso em que ¢ descrever um sistema que sofre uma transicao de segunda ordem, a média
quenched sera necessaria toda vez que o expoente dinamico z for maior que 2 (para uma revisao
sobre fenomenos criticos dinamicos, ver [104]). O argumento é bastante simples: considere uma
regiao do sistema com tamanho da ordem do comprimento de correlagao £. O tempo gasto
pelo elétron para se difundir sobre ela pode ser estimado por t¢; ~ D0_1§2, em que Dy = 0¢/C
é o coeficiente de difusdo do sistema homogéneo. Ja o tempo necessario para o parametro de
ordem “girar” em toda a regido correlacionada ¢ estimado por ¢ty ~ I'"1¢%, com I' denotando
o coeficiente de difus@o apropriado. Assim, para z > 2, temos tgs > t¢;, 0 que significa que a

configuracao termodindmica ndo é praticamente alterada durante a passagem da corrente.
Na situacao oposta em que t,; < t4, o elétron é capaz de sondar todas as configuracoes

termodindmicas do sistema. Logo, é necesséario tomar a média tipo annealed sobre o parametro

de ordem:

e (1)

Ea’u - UO 1 + 9955:07w:0 - 920(2) Z (V2C2 + 08,{4)&]};’7”&7};17,/ k) (328)
kv

em que introduzimos a notacdo A para denotar a média termodinamica sobre A, ao invés da
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notacdo anterior (A), apenas para diferenciar explicitamente os casos quenched e annealed. A
principal diferenca entre as duas médias é que, enquanto a primeira contém informacgoes sobre
as correlacoes do parametro de ordem em diferentes regides, a tltima s6 é sensivel ao seu valor
médio.

Das expressoes (3.27) e (3.28), fica claro que efeitos da dinamica do pardmetro de ordem sobre
a difusao eletronica s6 se manifestam a partir do termo de segunda ordem. Daqui por diante, a
nao ser que afirmemos o contrario, assumimos um campo escalar que nao depende explicitamente
do tempo. Desse modo, a expressao da condutividade referente & média quenched assume uma

forma mais simples:

Sav =00 |14 9(dg=0) —¢° Y (é : k)2 <¢g¢_g> : (3.29)
P

bem como a referente & média annealed:

Sav =00 |1+ gbg—0— 9> Y (d : 15)2 b0 7| - (3.30)
i

Estas sdo as formulas que relacionam o transporte dos elétrons com a termodindmica do
sistema inomogéneo no qual eles circulam. E importante salientar que trata-se de uma teoria
difusiva para a condutividade, e nao de um modelo balistico, como o de Drude, por exemplo.
Esse formalismo serd mais explorado no contexto das fases de listras previstas pela Hamiltoniana
de Brazovskii (3.9) durante a segdo 3.5, quando procuraremos relaciona-lo aos ja mencionados
dados experimentais envolvendo os cupratos e os niquelatos.

Por fim, outro resultado advindo da expansdo perturbativa (3.23) refere-se ao modo como a
condutividade macroscopica escala com os parametros termodinamicos relevantes, no caso em
que o sistema possui um ponto critico. No ambito da abordagem de campo médio, como g < 1,
a série (3.23) converge e uma simples contagem de expoentes é suficiente. O calculo é direto;

para o caso de um campo estitico, obtemos:

S (00, 9,7, h) = b24% (aobd_z, gb= BV pt/Y, hbﬁ‘s/”) : (3.31)

enquanto para o caso dinadmico:

S (00, g, Co, 7, h) = b>~4% (aobd—2,gb—ﬁ/V, Cob™%, 7bM/7 | hbﬁ‘s/") . (3.32)

Nas formulas anteriores, os expoentes 3, § e v, bem como os pardmetros 7 e h, s&0 os
mesmos definidos anteriormente em (1.15). O fator b > 1 é o parametro de re-escalonamento,
de modo que @ = Z/b e t' = t/b* sdo as novas escalas de comprimento e de tempo do sistema
grossamente granulado. Notamos que a constante de acoplamento g é uma variavel irrelevante,
que escala com o mesmo expoente § do parametro de ordem. Vemos também que o unico efeito
do expoente dindmico z é renormalizar a capacitancia Cy, que esta relacionada a constante de
difusdo do sistema homogéneo. Vale salientar também que o escalonamento da condutividade

b27d

com é uma conseqiiéncia intrinseca da definigdo geométrica desta quantidade [95].
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3.4. Transporte em compostos nao-dopados: classe de universalidade

da transicao térmica

Antes de particularizarmos o formalismo desenvolvido na se¢do anterior para o caso dos
isolantes de Mott dopados, vamos toméa-lo como embasamento para revisitar os experimentos
[73, 74], nos quais a classe de universalidade do ponto critico de Mott a temperaturas finitas em
3D e 2D ¢ investigada mediante medidas de condutividade. Conforme discutido na segao 3.2,
trabalhos tedricos indicam que a transicdo deveria pertencer a classe de Ising [71, 72]. Assim,
qualquer que fosse a origem microscopica do pardmetro de ordem, ele seria descrito por um
campo escalar ¢ (Z) associado a uma rede de pseudo-spins S; subjacente. Vale salientar que este
pseudo-spin nao esta associado a um elétron do modelo de Hubbard original, mas sim a um grao
que engloba ou uma regiao metdlica, em que varios sitios duplamente ocupados estao presentes,
ou uma regiao isolante, em que predominam sitios ocupados por um elétron apenas. Logo, um
ponto com pseudo-spin para cima (S; = 1) corresponderia a uma regido metalica do sistema,
enquanto um ponto com pseudo-spin para baixo (S; = —1) referir-se-ia a uma regido isolante.

Caso seja assumida uma relagdo linear entre a diferenga de condutividade AX =3 -3, e o
parametro de ordem de Ising, AY ~ ¢, entdo as conclusoes delineadas em [74] para o caso de um
isolante de Mott bidimensional (o sal orgénico) estariam corretas, e a classe de universalidade da
transicao de Mott nao poderia ser a de Ising. Contudo, vamos considerar, momentaneamente,
que haja um outro expoente § # 1 caracterizando esta relacdo, AY ~ ¢?. Isto acontece, por
exemplo, em alguns metais magnéticos proximo da temperatura de Curie, em que as simetrias
associadas & definicdo da condutividade microscopica impedem que ¥ se acople a poténcias
fmpares do parametro de ordem magnético [105]. Recapitulando as definigoes dos expoentes?
8,6 en:

o(rh=0) ~ 7|’
¢(r=0,h) ~ [b'°
a¢(§)2h) RN L (3.33)

chegamos diretamente as seguintes relagdes entre os expoentes da condutividade (3.1) e os do

parametro de ordem:

B =083, 5(7:6/97 '70:'7"_6(1_9)' (334)

Comparando os valores dos expoentes obtidos por Kagawa et al. para os sais organicos,
Bs =~ 1,0, ~2e~, ~ 1, com os valores esperados para a classe de universalidade de Ising
em 2D, § =1/8, 6 = 15 e v = 7/4, nota-se que o mesmo 6 = 8 resolveria as trés equagoes
simultaneamente (dentro das margens de erros das medidas experimentais). Além disso, a
relagdo de escala 7, = B, (6, — 1) observada seria conseqiiéncia trivial da relacdo de escala
dos expoentes de Ising, v = §(d — 1). Assim, desde que mostrassemos microscopicamente que

3 Conforme definimos anteriormente, a relagio entre os parametros da Hamiltoniana efetiva e as grandezas
experimentais é T ~T —Tc e h~ P — P,
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AY ~ ¢¥ poderiamos concluir que os resultados experimentais de [74] confirmam que a transigao
de Mott pertence a classe de Ising.

Um tipo de sistemas nos quais a condutividade macroscopica nao escala linearmente com o
parametro de ordem subjacente sao as ja mencionadas redes de resistores aleatorios, na situacao
especifica em que uma das condutividades microscépicas é nula. Neste caso, devido & estrutura
fractal do aglomerado percolativo incipiente, altamente ramificado em caminhos sem saida que
nao conduzem corrente, a condutividade nao é linearmente proporcional & densidade de ligagoes
condutoras (mais detalhes encontram-se no Apéndice D). Mesmo para o caso em que os resis-
tores microscopicos nao estao aleatoriamente distribuidos, mas estao correlacionados segundo o
modelo de Ising, simulagdes numéricas recentes mostram que, no limiar da transicao percolativa,
a condutividade global vai a zero com o expoente 5, = 0,2 # 1/8 [102].

Contudo, no caso concreto dos sais orginicos, a condutividade da fase isolante nunca se
anula, devido ao fato de a temperatura ser finita. Assim, a condutividade total nao vai a zero e
a transi¢ao percolativa do sistema torna-se menos relevante para a compreensao das propriedades
de transporte. Portanto, o limite que devemos considerar é o oposto, no qual o contraste entre
as condutividades microscopicas de cada fase é pequeno, e a termodindmica do parametro de
ordem é essencial. Neste caso, podemos usar o formalismo desenvolvido na segao anterior, e,
em particular, tomar a média quenched (3.29) para a condutividade macroscopica, ja que o
expoente dindmico z do modelo de Ising puramente dissipativo (modelo A, de Glauber) é maior
que 2 [104].

No entanto, usando tal expressao, fica claro que, em ordem mais baixa da teoria de pertur-
bagdo, a diferenca de condutividade escala linearmente com o parametro de ordem. A origem
desta proporcionalidade linear ndo reside apenas no fato de o contraste g ser muito pequeno,
mas de termos assumido, inicialmente, que a condutividade microscopica da regiao metalica

(isolante) com spin para cima (baixo) fosse proporcional ao parametro de ordem:

g; = 0p (1 + gSl) . (335)

Entretanto, uma anélise um pouco mais detalhada do problema mostra que a condutividade
microscopica depende nao apenas do parametro de ordem, mas contém também um termo
proporcional & densidade de energia. Para ver isso, consideremos um toy model no qual os spins
estao localizados nos sitios de uma rede com simetria qualquer, de modo que o spin para cima
esteja associado a um resistor microscopico de condutividade oj; e o spin para baixo, a um
resistor de condutividade o7 < opr. A condutividade da ligacao entre dois sitios vizinhos pode
assumir trés valores possiveis, dependendo se a ligacdo em série entre os resistores dos sitios
corresponder as configuracoes de spin (17), (1]) ou (1])/(l71), conforme ilustra a figura 3.12.

Assim, a condutividade de uma ligagdo (4, j) pode ser escrita da seguinte forma:

0ij = 0g [1 + g4 (51 + Sj) + gESiS’j] , (336)
em que o9 = 1 (on +07) + ST gy = Pt e ge = %. Quando o contraste é alto,

oM > or, temos gy ~ g ~ 1, enquanto que, para o caso de contraste baixo, oy — o1 <K o7,

obtemos ge < g¢ — 0.
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Figura 3.12. Rede quadrada de resistores correlacionados pelo modelo de Ising: spins para cima in-

dicam regioes metéalicas, de condutividade oys, enquanto spins para baixo estao associados as regioes

isolantes, de condutividade o;. A condutividade de uma liga¢do entre primeiros vizinhos é calculada
considerando-se a combinagao em série dos resistores correspondentes aos sitios.

Portanto, a partir deste exemplo bastante simplificado, notamos que a expressao correta da
condutividade microscopica que devemos analisar, no caso do isolante de Mott puro, é dada por
(3.36), que apresenta duas constantes de acoplamento distintas. Através de uma andlise mais
profunda do problema, além do toy model anterior, notamos que a inclusdo do termo S;S; cor-
responde a levar em conta a contribui¢ao do espalhamento dos elétrons pelas interfaces dos graos
metélicos ou isolantes. A relevancia de tal contribuicdo, medida pela constante de acoplamento
ge, em relagdo & contribuicao do contraste entre as duas fases, medida pelo acoplamento gy, serd
fundamental para a compreensao do comportamento critico da condutividade.

Assim, temos agora o problema de uma rede de resistores correlacionados pelo modelo de
Ising, cujas condutividades locais estao acopladas ao parametro de ordem local segundo a férmula
(3.36). Da andlise da expansao perturbativa da condutividade global (3.29), vemos que ela
devera ser proporcional, em ordem dominante, ao valor médio do parametro de ordem (S;) e a

densidade de energia(S;S;), em que j denota um primeiro vizinho de i:

Yaw X 09 [1 + 2g¢ <Sl> + ge <SlSJ>] , (337)

Portanto, inferimos que, para o caso em que g4 > g, 0 termo proporcional ao parametro
de ordem serd o dominante, e a diferenga de condutividade AY = ¥ — o( serd linearmente
proporcional ao parametro de ordem (S;), de modo que AY (7,h = 0) ~ |7|?. Porém, no caso
oposto em que g5 < g., AX devera ser proporcional & densidade de energia (S;S;) ~ |7|'7¢,
implicando em AY. (1,h = 0) ~ |7|'7® = |7]%?, com 6 = (1 — a)/f3, que assume exatamente o
valor 8 para o caso do modelo de Ising em duas dimensoes (os valores dos expoentes criticos
encontram-se na tabela 3.1 apresentada anteriormente).

Ao invés de prosseguirmos com esta anélise, resultante da aplicagdo da expressdo (3.29),
achamos mais conveniente, para o problema em questdo, generalizar a formulacao de Black-
man [103] para o caso de resistores correlacionados, uma vez que ela se refere a uma rede
quadrada, para a qual a solugcdo exata do modelo de Ising em duas dimensoes é conhecida
- € a consagrada solugdo de Onsager [106]. Assim, aplicamos a expansdo (3.10) até ordem

quadratica, considerando apenas a contribuicdo de ligacoes vizinhas, j& que as funcoes I'ng
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decaem rapidamente com a distincia. Tomando a média quenched e considerando o contraste

Aj; = gy (Si + Sj) + geS:iS;j, obtemos:

EGU

o]

= 1+2g4(1—2C019¢) (Si) + ge (SiSisa) +

2T01 [95 (2 (SiSivaty) — (Si—aSiva)) + 2969¢ (2 (SiSitaSitaty) = (Si-aSiSita))
_962 (<Sl—$Sl+ﬂC> - <SiSi+mSi+ySi+m+y>)} - 21—‘019557 (338)

em que ['gp ~ —0,137 e S;;5 denota um dos quatro primeiros vizinhos do spin localizado no
sitio 4, os quais associamos a 6 = +x,+y. A vantagem em se usar esta formula, referente a rede
quadrada, é que todas as funcoes de correlacdo que nela aparecem possuem expressoes exatas,
oriundas da solu¢ao de Onsager para o modelo de Ising bidimensional. Para expressa-las, é

conveniente introduzirmos a variavel:

2
k = sinh ™2 <1€B—JT> . (3.39)

Assim, a temperatura critica do sistema na auséncia de campos externos
1 In(1++v2)

T (3.40)

pode ser expressa simplesmente por k. = 1. As varias func¢oes de correlacdo que aparecem em

(3.38), referentes ao caso em que h = 0, sdo encontradas na literatura referente a solugao de
Onsager [107, 108, 109, 110, 111, 112, 113]. A magnetizacao, para k < k., é dada por:

1/8

(Si) = (1-#2) (3.41)

Ja as fungoes de correlagao de dois pontos nao-conectadas sao expressas pelas féormulas:

(SiSita) = V1+k B + (%) K(k)]
(SiSitery) = %E(k)
(Si_2Site) = % - # [4E*(k) + 8 (k* — 1) E(k)K (k)
+2(k* 1) (k—1)(k+2)K*(k)] , (3.42)

em que introduzimos as func¢oes elipticas completas de primeira e segunda espécies:

] do
K(k) = / S —
0 1 —k2%sin“ @

Ek) = / S V11— k2sinZ0do . (3.43)
0

A funcao de correlagdo de trés pontos é proporcional & magnetizacao:
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(SiSitaSitary) = (Si—aSiSita) = a (Si) (3.44)

em que definimos o fator a < 1:

(3.45)

a=2(A; + Bs) [Hw} ;

4Bg

com:

As =

4J 2J
h{—— 2tanh [ ——
[tan (kBT) + 2tan <I€BT)]
4J 2J
h{—) —2tanh { — || . 4
[tan (kBT) tan <I€BT)] (3.46)

Ja a funcao de correlagao de quatro pontos é obtida em termos das fungoes de dois pontos
definidas em (3.42):

B, =

ol = o

(SiSisaSitySitaty) =2(SiSita)’ = (SiSitvaty)” - (3.47)

Estas propriedades das fungoes de correlacdo de mais de dois spins podem ser entendidas
a luz da expansido em produtos de operadores (OPE, do inglés operator product expansion).
Segundo a OPE, perto do ponto critico, as contribuicoes mais singulares dos valores médios
dos operadores de multiplos spins devem ser proporcionais aos operadores mais primarios e
singulares do modelo de Ising - a saber, a magnetizacao, no caso de um operador com nimero
impar de spins, e a densidade de energia, no caso de um ntmero par.

Logo, para qualquer temperatura abaixo da critica, temos uma expressao perturbativa para
a condutividade da rede quadrada de resistores correlacionados segundo o modelo de Ising.
Nosso objetivo é investigar o que acontece com o seu comportamento critico nos limites opostos
ge > ge € gp < ¢ge, considerando, obviamente, que ambas as constantes de acoplamento sao
menores do que 1. Para auxiliar esta andlise, simulagdes numéricas da rede correlacionada
foram realizadas por dois colaboradores: S. Papanikolaou, do grupo do Prof. Eduardo Fradkin,
da Universidade de Urbana, e R. Sknepnek, do grupo do Prof. Joerg Schmalian, do Laboratorio
de Ames. Foram simuladas, pelo método de Monte Carlo, tanto redes quadradas quanto redes
triangulares, para nos certificarmos de que as propriedades observadas eram de fato universais,
e nao devido a alguma simetria da rede subjacente. As simulagbes consistem, num primeiro
momento, em equilibrar uma rede de spins de tamanho L na temperatura critica, usando o
algoritmo de Wolff [114]. Apos essa etapa, toma-se a rede de resistores equivalente & configuragao
de spins obtida e calcula-se sua condutividade macroscépica, usando o algoritmo de Frank-Lobb
[115] ou resolvendo numericamente as equagoes de Kirchhoff. As condutividades microscopicas
equivalentes as regides metélica (S; = 1) e isolante (S; = —1) sdo obtidas a partir da relagao
geral (3.36) e dadas por opr = 200 (1 + 2g¢ + gc) € o1 = 200 (1 — 294 + gc)-

Para valores pequenos das constantes de acoplamento, observamos uma excelente concordan-
cia entre as simulagoes da rede quadrada e a formula perturbativa baseada na solugdo de Onsager

(3.38), com desvios menores que 1%, como ilustra a figura 3.13. Na mesma figura, vemos tam-
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Figura 3.13. Condutividade ¥ de uma rede de resistores correlacionados segundo o modelo de Ising em

funcao da magnetizagao total da configuracao de spins M. Os pontos referem-se a dados obtidos por

simulagdo numérica, enquanto a linha cheia corresponde a equagdo perturbativa (3.38). No grafico a
esquerda, tem-se g, = 0,005 e g. = 0, 1, enquanto, no grafico a direita, g, = 0,005 e ge = 0, 95.

bém que, conforme era esperado, tal concordancia nao acontece para o caso em que uma das
constantes de acoplamento é grande, implicando em desvios de até 40%.

Conforme discutido anteriormente, baseados nas expansoes perturbativas da condutividade
(3.37) e (3.38), espera-se que, para diferentes valores da razdo entre as constantes de acoplamento
9o/ ge, a diferenga de condutividade AY = ¥ — X, v a zero em T' = T, com diferentes expoentes:
B, = =1/8, para gy > ge, € By = 1 —a = 1, para g, < g.*. No caso especifico de g, <
ge, esperamos que a condutividade apresente um comportamento do tipo crossover conforme
o sistema adentre a regido critica. A partir das expansdes perturbativas anteriores, como o
expoente 3 = 1/8 é menor que o expoente 1 — a = 1, esperamos que o expoente 3, mude de 1
para 1/8 conforme a temperatura do sistema aumenta e ele se aproxima do ponto critico. Assim,
o sistema passaria de uma regiao em que a criticalidade é dominada pela densidade de energia,
para outra na qual ela é governada pelo parametro de ordem.

O crossover entre estes dois regimes distintos é confirmado claramente pelas simulacoes
numéricas, como ilustra a figura 3.14. Neste caso, a aproximagcao da regido critica nao se da
pela mudanca da temperatura do sistema - que é mantida sempre em T, - mas pela alteragao
no seu tamanho L. De acordo com a teoria de escala em sistemas finitos, o comportamento
critico da condutividade no limite termodinamico AY ~ |7]%- ¢ traduzido para AY ~ LA/,
no caso de um sistema de extensdo limitada [30]. Portanto, a partir das simulagoes, é possivel
extrair o expoente f3,. Na figura 3.14, referente ao caso g, = 1072 e g. = 1072, notamos a
mudanga dréstica no comportamento critico da condutividade, conforme o sistema se aproxima
do ponto critico. Vale salientar, mais uma vez, que o crossover sé ocorre para valores pequenos
das constantes de acoplamento; no caso em que o contraste é alto, como mostra o destaque da
mesma figura, o expoente 3, nao assume nenhum dos dois valores anteriores, e sim um outro
valor ligado as propriedades da percolacao dos aglomerados de spin que apontam na mesma
direc@o (este mesmo valor ja havia sido obtido em [102]).

O crossover entre dois regimes distintos também é refletido nas diferencgas entre os comporta-
mentos criticos das partes par e impar da condutividade macroscopica. Conforme as expansoes

perturbativas anteriores, podemos separar a diferenca de condutividade em duas componentes,

4 Estamos desprezando a fraca dependéncia logaritmica que surge em duas dimensdes, quando o = 0.
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Figura 3.14. Comportamento de crossover da diferenca de condutividade ¥ — 3o (em unidades de

Yo), apresentada em fungdao do comprimento linear L (em unidades do parametro de rede) da rede

de resistores correlacionados segundo o modelo de Ising, para gy, = 1072 e gc = 1072, Para escalas

longas, a criticalidade é dominada pelo parametro de ordem (8, ~ 0,125), enquanto para distancias

curtas, ela é governada pela densidade de energia (- ~ 1,0). No destaque, o comportamento critico

da condutividade para o caso de contraste elevado g4 = g. = 0.999999, em que (B, ~ 0,2. As curvas
cheias sao ajustes aos pontos obtidos por simula¢ao numérica.

de acordo com o sinal sob inversao da magnetizagao: uma par, %", que s6 pode depender
de g., e uma impar, 2°%  dependente apenas de gs- Na figura 3.15, mostramos os comporta-
mentos criticos destes dois termos, extraidos das simulagdes numéricas, confirmando que V€™
é caracterizada pelo expoente 3, = 1 — a = 1, enquanto %°%, pelo expoente 3, = 3 = 1/8.

Portanto, o acoplamento da condutividade microscopica (3.36) com a densidade de energia é
capaz de explicar o “expoente anémalo” § = 8 que sugerimos no inicio da se¢ao para compreender
os resultados experimentais de [74]. Antes de prosseguirmos numa analise mais detalhada deste
experimento, ¢ instrutivo notar como a relacdo de escala (3.31), obtida a partir da formula
perturbativa, é capaz de precisar o fenémeno de crossover entre dois regimes distintos. Para
o caso atual, em que ha duas constantes de acoplamento e a rede é bidimensional, podemos
reescrever a relacao de escala da condutividade como:

l—a

(1, h, 94,9 =X (Tb%,hb%,gqbb*%,geb* v ) , (3.48)

Vamos obter o expoente f,; a diferenga de condutividade, para h = 0, é definida como:

AY (7', 07 9o, gé) =X (7-7 Oa 9o, ge) - X (07 Oa 9o, gé) . (349)

Agora, escolhendo b = 777 em (3.48), além de h = 0, obtemos (estamos considerando que o

ponto critico é aproximado a partir do estado desordenado, de modo que 7 > 0):
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Figura 3.15. Comportamento critico das componentes par ¥°"°" e impar 3°% (em destaque) da con-

dutividade (em unidades de Xo), apresentadas em fungdo do comprimento linear L (em unidades do

parametro de rede) da rede correlacionada com g4 = g. = 1072. Enquanto a parte par escala com a
densidade de energia (8- =~ 1,007), a parte impar escala com o parametro de ordem (8, ~ 0, 125).

E(Tvoagcbagé) =X (1,079(157_5,967_17&) P (350)
donde resulta que:
Z(anvgqbvgé) = 2(1,0,0,0) ) (35]‘)
Substituindo (3.50) e (3.51) em (3.49), ficamos com:
AX (7,0, 94, 90) = = (1,0, 957", g7 ™) — £(1,0,0,0) . (3.52)

Como as constantes de acoplamento sdo variaveis irrelevantes, além de pequenas, g4, g < 1,
podemos expandir o primeiro termo do lado direito da equagao em série de Taylor, desde que
nao estejamos muito longe do ponto critico. Assim, obtemos:

AX (7,0, 94, 9c) = Aggr” + Bger' ™, (3.53)

em que A e B sao constantes advindas da expansdo em série de Taylor. Portanto, fica claro
que, para Ags > Bg., temos 3, = 3, e o comportamento critico da diferenga de condutividade
é governado pelo parametro de ordem. Ja no limite oposto, em que Agy < By, ele é governado

pela densidade de energia e (3, 1 — a. Alternativamente, se tomarmos uma razao fixa tal

que Agy < Bge, conforme o sistema se aproxima do ponto critico e 7 — 0, o primeiro termo
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acaba por suplantar o segundo a partir de alguma temperatura, ja que 8 < 1 — a. Isto explica
o crossover observado na figura 3.14.

O mesmo tipo de raciocinio pode ser aplicado para os expoentes 7, € d,. No regime dominado
pelo pardmetro de ordem, obtemos 7, = 7 e §, = §, enquanto, no regime dominado pela
densidade de energia, 7, = v+ 08— (1 —«) e §, = 85/(1 — «). Estes resultados estdo plenamente
de acordo com a idéia de um novo “expoente anoémalo” 6 = (1 — a)/f.

Uma previsao interessante que podemos fazer usando a teoria de escala é sobre o comporta-
mento critico ndo da diferenca de condutividade, mas do salto 0% que ocorre quando o sistema

passa de uma fase para a outra cruzando a linha de coexisténcia de fases:

0% (7,0,94,9) = X (T, O+,g¢,g€) - (T, O_,g¢,g€) ) (3.54)

Da relagao de escala (3.48), temos que, escolhendo b = |7|™":

2 (7 b go,90) = = (=L k7l golrl® ge 1) (3.55)

em que tomamos 7 < 0 pois o salto de uma fase para a outra s6 pode ocorrer na fase ordenada.
- , . -85, .

Como o limite h — 0% & tomado antes do limite 7 — 0, o argumento h |7| g pequeno; assim,

podemos expandir a condutividade acima em série de Taylor em relacao ao argumento g |T|ﬁ ,

j& que as constantes de acoplamento sao pequenas. Ficamos com:

2 (=1,0%, g5 117 g 7)== (=1,0%,0, 0017 ) + fu (9171 ) 9o 1717, (3.56)

em que fi sdo funcoes de escala. Agora, observamos que a condutividade do sistema permanece
a mesma se os spins forem invertidos ao mesmo tempo em que as condutividades microscopicas

metélica e isolante forem trocadas, isto é:

by (7—7 hu 9o, 96) =X (T7 _h7 —J¢ gﬁ) . (357)

Desta propriedade resulta que 3 (—1,0"’,0,96 |T|17Q) =X (—1,0_,0,96 |T|17Q) e fi(z) =
—f—(x). Logo, o salto na condutividade (3.54) pode ser escrito como:

O (70,901 96) = 2f+ (9 171"*) g 171" . (3.58)

Expandindo a funcao de escala f em série de Taylor, ja que seu argumento é muito pequeno,
obtemos:

85 (7,0, g ge) = 2f+ (0) gg 71”7 + 2% (0) gego | 7|77 . (3.59)

Logo, no regime dominado pelo parametro de ordem, o expoente do salto é igual a 3, como
no caso da diferenca de condutividade. Entretanto, no regime dominado pela densidade de
energia, o expoente vale 1 —a+ (3, em contraste com o caso da diferenga de condutividade, onde
o expoente assume o valor menor 1 — a.

Estamos agora em posicao de revisitar os experimentos referentes ao sesquiéxido de Vanadio
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[73], de carater tridimensional, e aos sais organicos [74], de carater bidimensional. Os expoentes
criticos da condutividade obtidos no caso do composto (ViCri_y),03, o ~ 1/27, ~ 1 e
0o =~ 3, concordam com os expoentes de campo médio de Ising, implicando que, neste composto,
a constante de acoplamento com o parametro de ordem, gy, deve ser muito maior que o acopla-
mento com a densidade de energia, g.. Ja no caso da familia de sais kK — ET, pelos valores obtidos
para os mesmos expoentes, O, ~ 1, d, ~ 2 e 7, ~ 1, concluimos que a constante g. deve ser
muito maior que g4, de modo que a criticalidade seja governada pelo comportamento singular da
densidade de energia, e nao da magnetizacao. Nos dois casos, o ponto critico de Mott é descrito
pela classe de universalidade de Ising, reconciliando os resultados dos trabalhos experimentais
com as investigagoes tedricas anteriores [71, 72]. Fisicamente, enquanto o acoplamento g, esté
relacionado ao contraste entre as condutividades microscopicas das diferentes fases, o acopla-
mento g. esta associado a contribuicao do espalhamento dos elétrons pelas interfaces das regioes
metalicas ou isolantes. E importante salientar que esta nossa abordagem nio explica o motivo
pelo qual as constantes de acoplamento assumem valores tao distintos nestas duas familias de
isolantes de Mott. Tal investigacao requer uma modelagem de carater mais microscopico, o que
estd além do escopo do presente trabalho, de cunho mais fenomenolégico.

Uma indagacao que surge apés esta explicacdo é por que, nos sais 2D, o comportamento
critico é aquele esperado para essa dimensionalidade, enquanto nos compostos 3D é observado
um comportamento de campo médio, significando que as flutuagoes do pardmetro de ordem nao
sao relevantes na regidao do espaco de fases sondada experimentalmente. A questdo fica ainda
mais intrigante quando se nota que, em ambos os experimentos, os intervalos de temperatura
usados para a obtencao dos expoentes criticos §, sao, proporcionalmente, os mesmos. A resposta
qualitativa pode estar no papel da desordem em cada situacao.

Em ambos os casos, a desordem estrutural presente nos compostos pode ser mapeada num
campo conjugado aleatério que se acopla ao parametro de ordem de Ising. Para ser mais es-
pecifico, no caso dos organicos, a desordem tem origem no fato de um dos grupos de etileno
da molécula orgéanica ter duas possiveis orientagoes distintas [116]. Como pares de moléculas
orgénicas formam os dimeros responsaveis por “doar” os portadores de carga, a orientacao rela-
tiva das moléculas pode influenciar a ocupagao de um determinado sitio do sistema de Hubbard,
a qual, por sua vez, determina o sinal do pseudo-spin associado aquela regiao. Portanto, para
comparar o papel da desordem nos compostos 2D e 3D, é necessério considerarmos nao apenas
um modelo de Ising limpo, mas sim um modelo anisotrépico de Ising com campo aleatério
(RFIM, do inglés random-field Ising model):

Hpriv = —Jay Z SiSj —J. Z SkS; + ZhiSi. (3.60)

{ig}ay {ki}- i
Este modelo, em particular, assume planos paralelos ao (z,y) correlacionados ao longo da
dire¢cdo 2 segundo o parametro de troca anisotropico J,. Os sistemas 2D e 3D discutidos
anteriormente sdo descritos pelos limites J, < J,y e J, ~ Jy,, respectivamente. A intensidade
relativa da desordem é medida pela variancia A do campo aleatério h;, cujo valor médio é
nulo. De uma maneira geral, o RFIM permanece sob intensa investigacao até os dias de hoje

(para mais detalhes, ver [117]); para os nossos objetivos, contudo, basta o diagrama de fases da
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Figura 3.16. Diagrama de fases do modelo de Ising com campo aleatorio anisotropico (3.60) no plano

J. A . . . .

(JJZ 7—21’), em que J, e Jy denotam os parametros de troca anisotropicos e A, a intensidade rela-
Ty

tiva da desordem. F' refere-se a regidao ordenada (ferromagnética), enquanto P, a regido desordenada

(paramagnética). Adaptada de [118].

Hamiltoniana anisotrépica (3.60), obtido através de técnicas do Grupo de Renormalizagdo em

[118] e reproduzido na figura 3.16.

Para o caso tridimensional, a anisotropia j]z é uma variavel irrelevante e, conforme se
zy

diminui a intensidade da desordem, h& uma transicdo continua entre uma fase desordenada e
outra ordenada, governada pelo ponto fixo % . mostrado no gréafico. Assim, a regido critica é
estreita e sua classe de universalidade pertence ao RFIM 3D; fora dela, o comportamento critico
pode ser descrito por uma teoria de campo médio do modelo ¢, que corresponde aos expoentes
criticos de campo médio do modelo de Ising. Isto explica o porqué de se observar, no caso do
(VxCri_x), O3, os expoentes de campo médio, uma vez que a estreita regido critica sé6 pode
ser acessada para temperaturas reduzidas muito baixas. De fato, nas medidas realizadas em
[73], os autores argumentam que, para alguns pontos experimentais correspondentes a temper-
aturas muito proximas da critica, os expoentes seriam melhor ajustados por valores que desviam
daqueles de campo médio e se aproximam dos correspondentes ao modelo de Ising em 3D.

Ja no caso do RFIM anisotropico em duas dimensoes, a desordem, mesmo fraca, sempre
desordena o sistema - d = 2 é a dimensao critica inferior do modelo de Ising com campo aleatorio.
Apesar disso, para a situagdo de forte anisotropia J, < Jgy e fraca intensidade da desordem
A < Jzy, hd uma larga regidio do diagrama de fases em que os planos estdo efetivamente
desacoplados um dos outros (£, < 1), além de serem caracterizados por um comprimento de
correlacdo interplanar alto (&, > 1). Portanto, para sistemas acessiveis experimentalmente,
este regime equivale, na prética, a uma regiao critica alargada governada pelo modelo de Ising
bidimensional. Este alargamento da regido critica explica porque os expoentes obtidos em [74]
correspondem aos valores de Ising 2D, jA que, nos sais organicos, a anisotropia é alta e a
desordem, fraca.

E interessante mencionar que toda esta explicacdo apresentada para os expoentes anomalos
medidos nos sais orginicos também pode ser usada para elucidar um outro experimento recente
sobre estes compostos, no qual medidas de expansao térmica sugerem, segundo os autores, o

valor de 0,8 < a, < 0,95 para o expoente critico do calor especifico [119]. Este intervalo de
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valores nao sé é muito alto para a classe de universalidade de Ising em duas dimensoes, como
também viola as relagdes de escala (1.16), quando combinado com os expoentes obtidos por
Kagawa et al. O problema é que, para obter «,, os autores usam a chamada relacao de escala
de Griineisen, que relaciona o expoente referente & expansio térmica do material v—? g—; ~T7Y
com o expoente do calor especifico a,. Contudo, esta relagao s6 vale para uma abordagem
de campo médio. Nosso argumento é que a mudancga no volume Av deve ser proporcional ao
parametro de ordem de Mott ¢, de modo que v_lg—; ~ 7871, Usando os valores dos expoentes
criticos de Ising em duas dimensoes, obtemos —(8 — 1) = 0, 875, que esta dentro do intervalo de
valores encontrado pelos autores para o expoente y.

Portanto, a teoria perturbativa para o transporte em sistemas inomogéneos desenvolvida na
secao anterior, com o auxilio de simulagdes numeéricas, é capaz de explicar consistentemente os
recentes resultados experimentais referentes a compostos que apresentam a transicao térmica
de Mott, indicando que, de fato, ela pertence a classe de universalidade de Ising. Uma pre-
visao interessante que podera ser testada em novos experimentos é sobre a comparacao entre os
expoentes criticos do salto na condutividade 0¥ ao longo da linha de coexisténcia (3.59) e os
expoentes da diferenca de condutividade AY (3.53), que seriam iguais no regime g4 >> g, mas
ligeiramente diferentes para g4 < g.. Além disso, enquanto o expoente de AY para g¢ < g. €
sempre o mesmo tanto no regime critico 2D quanto no regime de campo médio, j4 que a = 0
para ambos, ele seria diferente no caso de §%, tanto para gy < g. como para g¢ >> g, devido &

presenca do expoente § em ambas as situagoes.

3.5. Transporte em compostos dopados: fases esmética e neméatica

Nesta secao, vamos analisar as propriedades de transporte da fase bidimensional de listras
de carga da Hamiltoniana de Brazovskii (3.9), considerando que a condutividade local seja

proporcional apenas ao pardmetro de ordem:

0 (%) = oo [1+ 90 (Z)], (3.61)

com o contraste entre as fases g < 1. Para fazer contato com os resultados experimentais refe-
rentes aos cupratos e aos niquelatos, apresentados na secao 3.1, vamos investigar duas situagoes
distintas: na primeira, a fase de listras possui ordem de longo ou quase-longo alcance posicional
e orientacional, sendo equivalente, portanto, & fase esmética encontrada nos cristais liquidos.
Conforme explicado na se¢do 1.4, esta configuracao s6 é possivel, em 2D, na presenca de um
campo cristalino suficientemente forte, que impeca o derretimento da fase modulada.

No segundo caso que iremos estudar, ndao ha campos cristalinos presentes, de modo que o
derretimento da fase esmética ndo pode ser evitado. Assim, além dos modos de flutuagdo de
densidade do pardmetro de ordem, consideraremos também o papel dos modos de flutuacdo
elastica, que dao origem a uma fase que possui apenas ordem de (quase) longo alcance orienta-
cional, e nao mais posicional. Trata-se, conforme ja discutido, de um estado equivalente a fase
nemadtica observada nos cristais liquidos. Nosso objetivo, portanto, é esmiucar o comportamento
da condutividade destes dois tipos de fases através das formulas (3.29) e (3.30), principalmente

na regiao préxima a transicao para o estado completamente desordenado.
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3.5.1. Fase esmética

Durante todo o resto desta secdo, usaremos os resultados da solugdo de campo médio
auto-consistente da Hamiltoniana de Brazovskii, apresentada na se¢do 1.3. Assim, a fase es-

mética surge como um estado metaestavel do sistema a partir da espinodal Té“p )~ 1,89 (Tw)?/3,

T-T.
Te

que descreve esta fase ordenada é dado por:

em que Ty X , u € o parametro quartico da Hamiltoniana e I' = %qo. O parametro de ordem

(9g) = A(Sq.g0 + 0g,—) » (3.62)

1
36%u

da solugao da equagdo auto-consistente (1.50), j4 que 74 = £72; no caso da fase desordenada,

com A? = . O comprimento de correlagdo do sistema £ na fase esmética é obtido através
a equacgao que fornece o parametro de massa renormalizado 7 e, conseqiientemente, determina
&, éa(1.49). O comportamento do comprimento de correlagdo em fun¢ao da temperatura foi
apresentado na figura 1.12; onde o salto finito que caracteriza o carater de primeira ordem da
transicao pode ser observado claramente. No que se segue, assumimos variacoes adiabéaticas
na temperatura do sistema, de modo que a transi¢ao ocorre quando a energia livre das fases
desordenada e de listras se igualam, em 75 ~ —2 (I‘u)2/3.

Consideramos que a configuragdo do parametro de ordem da fase esmética estd congelada
no referencial dos elétrons que difundem pelo sistema, de modo que devemos tomar a média
quenched da condutividade (3.29). No caso de sistemas com transi¢des de segunda ordem,
vimos que o critério para se decidir qual dos dois tipos de média deve ser tomado era o valor do
expoente dindmico z. Contudo, no presente caso, como se trata de uma transicao de primeira
ordem, estabelecer tal critério é uma tarefa mais complexa, j& que efeitos de nucleagdo devem ser
levados em conta. Assim, consideramos que a dindmica da nucleagao de um estado metaestéavel
sobre o outro seja muito mais lenta que a difus@o eletronica, de modo que o elétron seja capaz
de sondar, de fato, uma fase de listras estaticas auténtica.

O primeiro termo da expansio perturbativa (3.29) se anula, pois ¢g—o = 24 [ d*z cos (¢ - ¥) =
0, refletindo a neutralidade elétrica do sistema. Logo, ao contréario do caso investigado anteri-
ormente, referente aos isolantes de Mott nao-dopados, as primeiras corre¢oes & homogeneidade
da condutividade macroscopica sao de ordem quadratica no contraste g e envolvem nao apenas
o valor médio do parametro de ordem, mas também seu espectro de flutuacoes. O termo de
segunda ordem pode ser decomposto em uma parte isotropica e outra anisotrépica; para isso,

usamos a seguinte relacao entre as funcoes de correlacao conectada e nao-conectadas:

1
(be9-q) = 3Ga+(9q)(d-q)
(6a6_7) = LA C Y7 S S (3.63)
7P-q 21 (q— q0)2 3.d0 T 93,—d ) >
em que estamos, mais uma vez, tomando o limite discreto das transformadas de Fourier, referente
a condigoes de contorno periddicas (V' é o volume do sistema). Logo, a condutividade total pode

ser escrita como:
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g g
Eav = 0o 1- ~_2Eiso - ~_22aniso ) (364)
®5 ®5
em que (;30 é o termo que normaliza a amplitude do parametro de ordem a 1, e Xiso, Zaniso

denotam as partes isotropica e anisotropica da condutividade:

(o-5)
1 1
Yiso = ng

Suio =AY (a8) (50 + 0, (3.65)
E

E interessante notar que, se tivéssemos tomado a meédia annealed ao invés da quenched, o
termo isotrépico, proporcional ao espectro de flutuacoes do parametro de ordem, nao apareceria.
Apenas o termo anisotropico, que sonda a amplitude do parametro de ordem - e, portanto, sua
anisotropia espacial - influenciaria o comportamento da condutividade.

As somas acima podem ser realizadas diretamente; passando a primeira para o limite do
continuo e usando o fato de a funcao de correlacao possuir um pico bastante pronunciado em

qo, obtemos:

Siso = (q‘f) : (3.66)
J4 a segunda soma fornece:
0 , para 19 > 7§
Eaniso = 2 N A N2 P 70 Tf (367)
Faez (G- Go)” , paraTy <77,

uma vez que o valor médio do pardmetro de ordem se anula na fase desordenada. O termo quér-
tico u pode ser escrito em fun¢do do comprimento de correlagao da fase ordenada na temperatura

de transigdo (£*), notando que pa (p§) ~ 1:

" — 2(¢9)?
3(qo&*)

Portanto, até segunda ordem em teoria de perturbacgdo, podemos escrever a condutividade

) 2P=14 = (T = (3.68)

total do sistema na fase desordenada como:
d 92
Yoy =001 — == (q08) ¢ (3.69)
405
enquanto, para a fase esmética, temos:

Yo =003 1— i (q0&)
4¢3

1+4 (%)3 cos? 9] } , (3.70)

em que 6 é o angulo entre a direcao da corrente externa aplicada ao sistema e a direcao de
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Figura 3.17. Condutividade ¥ medida perpendicularmente & dire¢do de propagagao das listras (6 = 0,

linha solida), em func¢do da temperatura reduzida 7o (em unidades do moédulo da temperatura de

transigao |75]). Fol considerado um leve comportamento isolante intrinseco a condutividade média do
sistema oy, representada pela linha pontilhada do grafico.

modulagao das listras ¢o. Vemos, portanto, que a condutividade medida na dire¢ao em que as
listras se alongam (6 = 7/2), a qual denotamos por Z!‘w, ¢ sempre maior que a condutividade
medida ao longo do eixo ortogonal as listras (§ = 0), que denotamos por X2 . Além disso, a
anisotropia El‘w — 2L oc €72 cresce conforme a temperatura diminui, j4 que o comprimento
de correlacdo aumenta. Qualitativamente, esta propriedade estd de acordo com os resultados
observados por Ando et al. [85] para as anisotropias da resistividade das fases de listras dos
cupratos LSCO e YBCO, apresentadas anteriormente na figura 3.6. Contudo, para podermos
fazer uma comparagdo mais precisa e verificar se a taxa de crescimento esta realmente de acordo
com a previsao do modelo atual, ou mais proxima de um modelo em que a ordem do estado
modulado é nemética, precisariamos de uma teoria microscépica que fornecesse o comportamento
dos parametros efetivos og, g e qo. Porém, isto estd além do escopo deste trabalho, no qual
focamos em propriedades fisicas mais gerais e qualitativas.

Prosseguindo com a anélise das condutividades (3.69) e (3.70), notamos que a existéncia do
salto no comprimento de correlagao ¢ implica na ocorréncia de um salto na condutividade durante
a transicio da fase desordenada para a fase esmética, que denominamos de AY, = X4 (77) —
Yesm (75). Este salto estd ilustrado na figura 3.17, na qual apresentamos o comportamento da
condutividade do sistema, medida na diregdo perpendicular as listras (6 = 0), em fungao da
temperatura reduzida.

E de extrema importancia notar que nio sé6 o médulo do salto depende da dire¢do na qual
a condutividade é medida, mas também o seu sinal. Na figura 3.18, mostramos a dependéncia
do salto AY. com o angulo 8: vemos claramente que, enquanto o sinal é positivo para o caso
de uma corrente externa aplicada perpendicularmente as listras (6 = 0), ele é negativo quando
a corrente passa paralelamente a elas (§ = m/2). O sinal positivo é esperado, uma vez que
ele se origina do termo da condutividade que sonda o pardmetro de ordem do sistema; ja o
sinal negativo, nao. Para compreender isso, consideremos o toy model constituido por uma
rede de resistores composta por listras unidimensionais com condutividades distintas. Trata-se
de um conjunto periodico de s listras, sendo que cada uma possui Ny resistores ao longo do

eixo horizontal e N ao longo do eixo vertical, tal que 2sNy, = N, conforme ilustra a figura
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Figura 3.18. Salto na condutividade durante a transi¢ao de fases, AX = X55° (19) —Xa" (75 ), em funcao
do angulo 0 (em graus) entre a diregdo de modulagao das listras, go, e a diregdo tomada para se medir
a condutividade do sistema.
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Figura 3.19. Toy model de uma rede de s listras verticais alternadas formadas por resistores de condu-

tividades oy e o7 < oa. Cada listra é constituida de Ny repeticoes, ao longo da direcao horizontal, de

um conjunto de N resistores ao longo da direcdo vertical, de modo que 2sN; = N. Na figura a esquerda
(direita), é apresentado o caso em que a corrente externa é paralela (perpendicular) as listras.

3.19. As listras se alternam entre “metalicas” e “isolantes”, sendo que, no primeiro caso, os
resistores tém condutividade ojs, enquanto, no segundo caso, a condutividade vale o; < oy.
A condutividade equivalente deste sistema pode ser calculada diretamente: quando a corrente
aplicada é paralela as listras, obtemos Eyoy = 0p; ja quando a corrente flui perpendicularmente
as listras, temos Eiy = 0y (1 — 92), em que definimos a condutividade média oy = UMTJW e o
contraste g = % A situacao correspondente ao estado desordenado equivale & rede em que
a condutividade de todos os resistores é igual ao valor médio o, implicando em E?;’; = 0y.
Assim, para este toy model, notamos a existéncia de um salto AY positivo no caso em que
a condutividade é medida na diregao perpendicular as listras. J& no caso em que ela é tomada
paralelamente as faixas condutoras unidimensionais, o salto se anula. Conforme adiantamos
anteriormente, o sinal positivo de AY nao é particular do modelo de Brazovskii, pois aparece
até mesmo neste simples toy model, em que nao hé correlagoes entre os resistores microscépicos.
Ele reflete, em ultima instancia, o fato de os elétrons que se difundem ortogonalmente as listras
sondarem o parametro de ordem do sistema e, conseqiientemente, sua anisotropia espacial. Ja no
que concerne o salto negativo, que aparece quando os elétrons se difundem ao longo das listras,
ele surge como uma caracteristica particular do modelo de Brazovskii. Analisando sua origem,
vemos que ele estéd relacionado ao termo Y5, da expansao perturbativa da condutividade, que

é proporcional & funcdo de correlacao conectada da Hamiltoniana de Brazovskii. Desse modo,
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podemos dizer que o sinal negativo é uma manifestacao particular do espectro de flutuagoes do
modelo usado.

O comportamento qualitativo da condutividade da fase esmética delineado nos paragrafos
anteriores pode ser comparado com as medidas de resistividade envolvendo os niquelatos, nos
quais acredita-se que a fase de listras possui um carater estatico, devido ao seu forte acoplamento
com a rede [82, 83, 84]. Os dois graficos superiores da figura 3.5 indicam a ocorréncia de um
aumento stubito na resistividade do composto LSNO medida ao longo da dire¢ao perpendicular
as listras, quando, ao ser submetido a uma reducdo de temperatura, ele sofre a transicao para
a fase de listras ordenadas [82, 83]. Este aumento pode ser atribuido a uma suavizagao do salto
abrupto AY > 0 descrito anteriormente, devido & presenga de desordem estrutural [65]. Seria
bastante interessante obter medidas experimentais da condutividade que permitam comparar
este salto com o comportamento da resistividade durante a transicao de fases no caso em que a
corrente ¢ aplicada paralelamente as listras. Assim, haveria mais elementos para verificar se o
modelo de Brazovskii é realmente apropriado para descrever as excitagoes de carga da fase de
listras dos niquelatos.

Na parte inferior da mesma figura 3.5, extraida de [84], observa-se a ocorréncia de varios
saltos menos intensos na resistividade do composto LNO, para temperaturas abaixo daquela na
qual a fase de listras ordenadas é estabelecida. Novamente, a corrente externa é aplicada perpen-
dicularmente as listras. Segundo os autores de [84], este comportamento pode ser atribuido as
mudangas no médulo do vetor de onda das listras, qp, que diminui & medida que a temperatura
abaixa, de acordo com os dados de difragdo de néutrons obtidos em um outro trabalho, [120].
O modelo que desenvolvemos nesta secdo é capaz de relacionar consistentemente a diminuic¢ao
de ¢o com o aumento da resistividade. Para isso, consideremos uma fase esmética com vetor de

onda ¢}, = nqo, com 7 < 1; de acordo com (3.70), sua condutividade é dada por:
e
(Xee") g =004 1= = (q0&')

3
. pve 1+4 <§—/> cos? 9] } , (3.71)
0

em que &', o novo comprimento de correlacao, é solugido da equacdo auto-consistente:

Py = po =, (3.72)
VP
com (¢)7% = N (Fu)2/ % Para pequenos valores de 1 — 7 e para qualquer temperatura abaixo
da de transi¢do, a mudanga no vetor de onda de gy para ngy = ¢} ¢ acompanhada de uma
diminuigao na condutividade medida perpendicularmente as faixas ¥, (¢}) < X%, (o), como
ilustra a figura 3.20, em acordo com os saltos na resistividade observados nos niquelatos.
Resumindo, as principais manifestagoes da termodinimica do parametro de ordem da fase

esmética no comportamento da condutividade sao: a anisotropia El‘w — 2L o £€72 monotoni-

av
camente decrescente com a temperatura; a existéncia de um salto na condutividade AY =
des (1) — $em (1), concomitante & transi¢do entre o estado ordenado e o desordenado; a
dependéncia do sinal deste salto com o dngulo entre a direcao tomada para medir a condutivi-
dade e a direcao de modulacao das listras. De todas estas propriedades, a ultima é especifica

do modelo de Brazovskii ou, mais precisamente, do espectro das suas excitacoes de mais baixa
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Figura 3.20. Comportamento do salto da condutividade AY = ¥/ — 3 entre a fase esmética com vetor

de onda de moédulo gj = 77qo e a fase com vetor de onda qo, para n = 0,9. No grafico a esquerda, o salto

é apresentado em funcao do angulo 6 (em graus) entre a corrente externa e a dire¢ao de modulacao das

listras, para uma temperatura fixa abaixo da de transigao. No grafico & direita, mostra-se o salto em

funcdo da temperatura reduzida 7o (em unidades do mo6dulo da temperatura de transi¢ao |75 |), para o
caso em que 6 = 0°.

energia. Conforme argumentamos, este modelo tem boa concordancia qualitativa com os da-
dos referentes as fases de listras estaticas observadas nos niquelatos. No que diz respeito aos
cupratos, de acordo com o que ja discutimos na secao 3.1, as listras observadas aparentam ser
mais flexiveis e flutuantes, indicando a presenca de uma ordem nemética, ao invés da esmeética
[28, 86, 87, 88]. Assim, na seqiiéncia, vamos aplicar o mesmo formalismo para investigar as

caracteristicas da condutividade de uma fase nemética.

3.5.2. Fase nematica

A existéncia de uma fase nematica nos isolantes de Mott dopados foi proposta inicialmente
por Kivelson et al. - que a denominaram de fase eletronica liquido-cristalina - como conseqiiéncia
das flutuagbes quinticas das paredes das listras da fase esmética [28]. Posteriormente, o conceito
de um ordenamento nematico eletronico foi estendido para outros tipos de sistemas metalicos,
como o gas de elétrons a baixissimas temperaturas na presenca de campos magnéticos externos
[89, 90]. A essas idéias, sucederam-se varios resultados experimentais corroborando-as (no caso
dos cupratos, ver, por exemplo, os ja mencionados trabalhos [86, 87, 88]).

Em [17], Carlson et al. desenvolveram uma interessante modelagem teérica para as pro-
priedades de transporte dessas fases eletronicas nemaéticas, a fim de explicar medidas de ruido
da resistividade em alguns cupratos. A idéia basica é associar cada célula nemética coerente
do sistema, como aquelas apresentadas na figura 1.17, a um pseudo-spin, de modo que S; = 1
equivale a uma célula cujo diretor nemético é paralelo ao eixo vertical, enquanto S; = —1
refere-se a uma célula cujo diretor é paralelo ao eixo horizontal. Um campo conjugado externo
h privilegia uma das duas dire¢oes, enquanto um campo aleatério h; acoplado aos pseudo-spins
representa o papel da desordem. Portanto, o problema é mapeado em um modelo de Ising com
campo aleatério (RFIM). Através de simulagoes numeéricas que levam em conta as flutuacoes
quéanticas dos pseudo-spins, os autores puderam chegar a um padrao de ruidos condizente com
aqueles observados experimentalmente. Além disso, observaram, numericamente, uma relagdo

linear entre a anisotropia da resistividade R, e o parametro de ordem nematico m do sistema a
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T = 0 e na presenca de um campo externo h variavel. Definindo a quantidade r = %, o
resultado obtido foi:
r+1 R, — R”
R, = =m. 3.73
<r—1) <R¢+Rn " 3:79)

Nosso objetivo, nesta sub-secao, é desenvolver uma teoria microscopica perturbativa para a
condutividade da fase nematica, levando em conta nao os modos de flutuacoes quanticas, mas
os modos de flutuacoes elasticas. Eles foram apresentados na secao 1.4, e sdo descritos pela

Hamiltoniana (1.58), que reescrevemos aqui por clareza:

1 ou\ > o2u\’
HfOn[u]:EB/de (a_Z) 422 <6—;2‘) , (3.74)

com:

1

B = ¢ e A2:4—q2,
0

(3.75)

em que ¢y denota a amplitude do parametro de ordem®. Assim como as excitacdes quanticas,
os modos tipo féonon também induzem o derretimento da fase esmética, dando origem & fase
nematica, em que héa apenas ordem de (quase) longo alcance orientacional. Este estado é ca-

racterizado pela presenca de células coerentes cujo comprimento caracteristico £p depende da

Ep
2kpT )

que d refere-se a largura tipica das listras, d = i—g, e Ep é a energia de uma discordancia livre.

Dentro de cada célula, a ordem esmética é descorrelacionada apenas pelas flutuacoes elésticas

. . o . —1/2
densidade np de discordancias livres presentes no sistema, {p = np - dexp( em

nao-singulares, e o diretor corresponde & média das orientacoes das listras englobadas. Para fins
de clareza, reproduzimos novamente na figura 3.21 a representacao da fase neméatica como um
conjunto de células coerentes, que fora apresentada anteriormente na figura 1.17.

A abordagem que adotamos para lidar com o problema consiste em tomar estas células finitas
como os resistores microscopicos do sistema nematico. Assim, apds calcularmos a condutividade
op associada a cada célula, podemos usar as formulas (3.29) e (3.30) para obter a condutividade
macroscopica do sistema, ja que, para escalas de comprimento maiores que {p, ele apresenta
ordenamento nemético. Vale salientar que este procedimento nao é valido para temperaturas
muito baixas, nas quais o tamanho de cada célula é muito grande e o fator de Debye-Waller
praticamente diverge.

Dentro de cada célula, apesar de as flutuacoes de densidade do pardmetro de ordem per-
manecerem pequenas desde que 7y < 75, as flutuagoes elasticas sdo relevantes a qualquer tem-
peratura, devido ao carater bidimensional do sistema. Enquanto um elétron leva um tempo
tipico te ~ DEZ para atravessar a célula, os modos tipo fénon se propagam em uma escala de
tempo tron ~ v€p, em que v é a velocidade do som no material. Assim, te; > ton, significando
que os elétrons sondam todo o espaco de configuragoes. Portanto, a condutividade média de

cada célula o, deve ser calculada tomando-se a expressao annealed (3.30). Na aproximagdo em

5 N3o estamos usando a letra A pois reservamos esta notacao exclusivamente para a amplitude do parametro
de ordem fornecida pela solugao auto-consistente. A principio, a amplitude ¢o poderia ser obtida por qualquer
outro método.
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Figura 3.21. Representacao da fase nematica resultante da atuagao de flutuagoes elasticas e discordan-
cias livres na fase de listras bidimensional, caracterizada pela presenca de células de tamanho tipico {p
descorrelacionadas apenas por modos fonoénicos. Adaptada de [11].

que os modos de densidade estdao desacoplados dos modos elasticos, de acordo com o que foi

discutido na segao 1.4, podemos escrever o valor médio do parametro de ordem do sistema como:

dg=e¢"" A0z +05-a) - (3.76)

em que W é o fator de Debye-Waller calculado dentro das células. Como elas possuem dimensoes
finitas, W nao diverge; usando os resultados de Toner e Nelson [11], e considerando do = goZ,
estas dimensoes sao dadas por:

_ —1/3, —2/3 _ 1/3 2ED
& A ng, d (4m)™" exp (3kBT)
_ _ E
gy = )\1/3TLD1/3 =d (471') 1/3 exp (ﬁ) ) (377)

de modo que £p = 1/&;§,. Assim, podemos calcular o fator de Debye-Waller através da ex-
pressdo (1.64), observando que, agora, o espago de Fourier esté limitado nao sé pelo usual cutoff

ultravioleta a~!, em que a é o parametro de rede, mas também pelos cutoffs infravermelhos &, !

e §y’1. Notando que &,/&; ~ exp (— 3kE§T) < 1, conforme esta representado na figura 3.21, e

usando que &, > a, obtemos:

2 A A d
W= qg / de/ 2 me 4
2m2B Je o1 gz + Mgy
q(2) eSkE}?T
w = &y = 5 (3.78)

47w B 2573 2 '
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Fica evidente que, para temperaturas muito baixas, o fator de Debye-Waller cresce rapida-
mente, tornando o valor médio do parametro de ordem (3.76) praticamente nulo. Tomando a
média annealed (3.30) da condutividade de uma célula nematica, cujo pardmetro de ordem é

dado por (3.76), obtemos, até ordem quadratica na teoria de perturbagao:

2 42
op = 00 (1 - 29(5;4 e W cos? 9) , (3.79)
0

em que usamos a desigualdade {51 < qo < a~! para realizar a soma. Assim, notamos que,
apesar de as flutuagoes elasticas destruirem a ordem posicional das listras dentro de uma célula
nematica, elas preservam a ordem orientacional, conforme era esperado. Adotando a convenc¢ao
de que o diretor nemaético é paralelo & dire¢do de modulacao das listras gy [11], podemos recon-
hecer em 6 o dngulo entre a corrente externa aplicada para se medir a condutividade e o diretor
nematico da célula.

A partir de agora, vamos nos concentrar em dois casos especificos, referentes as situagoes em
que a condutividade é medida paralela ou perpendicularmente ao diretor (6 = 0 ou 6 = 7/2),
correspondendo as diregoes perpendicular e paralela as listras, respectivamente. Como o sistema
se comporta como um cristal liquido nematico para escalas de comprimento maiores que ép, o
diretor de cada célula vai sofrer flutuagoes em torno da posi¢ao de equilibrio devido as interagoes
com as outras células. Assim, escrevemos 6 = 0y + a, em que « denota as flutuagoes do diretor
nematico e obedece & Hamiltoniana:

1 2
Hypor = 5K/d% ‘Va‘ : (3.80)
conforme explicado na se¢ao 1.4. Logo, para os dois casos de interesse, g = 0 e 6y = 7/2,

podemos escrever a condutividade de uma tdnica célula como:

2A2 2A2
o, = opl|l1-— g - e W 4 g - e 2" cos2a
o oy
op = 0o(l+gcos2a), (3.81)

em que o sinal mais (menos) refere-se a condutividade medida paralelamente (perpendicular-
mente) as listras. Na expressdo anterior, introduzimos a condutividade média “renormalizada”
09 = 0y (1 —g2A2e_2W/q~5%) e o contraste ‘renormalizado” ¢ = g2A2e_2W/é%. Como nas
escalas de comprimento consideradas (L > £p) o sistema possui carater nemdtico, podemos
tomar o, como a condutividade “microscépica’ da fase nematica e aplicar novamente o formal-
ismo perturbativo da secao 3.3. Podemos, ainda, considerar a dindmica das flutuagodes do diretor
nemaéatico muito mais lenta que a escala de tempo tipica da difusao eletronica, e tomar a média

quenched da condutividade global do sistema, obtendo:

Yoem =g (1 £ g {cos2a)) , (3.82)
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até a ordem dominante na teoria de perturbagao. Do resultado acima, seguem-se varias pro-
priedades interessantes. Primeiramente, é interessante notar que o parametro de ordem nemético
(cos 2ar) surge naturalmente neste modelo, como conseqiiéncia da aplicagdo do formalismo per-
turbativo para se calcular a condutividade individual de cada célula nematica. Além disso, ao
contréirio do caso da fase esmética, ndo é prevista a ocorréncia de nenhuma descontinuidade na
condutividade, ja que a transi¢do para o estado desordenado (liquido) é do tipo Kosterlitz-Thouless,
induzida pelo desligamento dos pares ligados de disclinacoes.

Outro aspecto importante diz respeito a anisotropia da condutividade, dada por:

sl -2t =92507 (cos2a) | (3.83)

em que =l (X)) refere-se a condutividade medida paralelamente (perpendicularmente) as
listras. Comparada & anisotropia da condutividade da fase esmética, que também é proporcional
a g2 A? (assim como §), esperamos que a anisotropia referente & fase nematica seja menor, devido
a presenca do fator de Debye-Waller e =2V, Estas observacoes poderiam auxiliar na anéalise de
dados da resistividade dos cupratos, como aqueles de Ando et al. [85] (ver figura 3.6), para
corroborar a hipétese da existéncia de uma fase com ordem nemaética, ao invés de esmética.
Para comparar a equacao (3.83) com o resultado (3.73), obtido por Carlson et al. em
[17], definimos a resistividade da fase neméatica como o inverso da condutividade, Roe™ =

po (1 F g{cos2a)), em que pg = 1/&¢. Assim, fica claro que:

Il _ RJ_
— v ) — §{cos2a) . (3.84)
Rl + R,

O fator r definido por Carlson et al. é dado, no contexto presente, por:

oo (14 ¢ -1
po 049 oo -1
po(1—9) r+1

Combinando a equacdo (3.85) com a (3.84), obtemos exatamente a mesma expressao (3.73)

(3.85)

observada em [17]. E notével o fato de duas abordagens completamente distintas ao problema
fornecerem uma relagao idéntica entre a anisotropia da condutividade e o parametro de ordem
termodindmico, j& que uma considera os efeitos das flutuagdes quénticas, enquanto a outra
aborda os efeitos das flutuagoes classicas. Provavelmente, este resultado comum deve-se ao fato
de a fase nematica ser constituida, em ambos os casos, por aglomerados individualizados com
ordem esmética de curto alcance. Tal relacao pode ser de extrema valia na comparagao entre
as propriedades de transporte e as propriedades de ordenamento das listras nos cupratos. De
fato, em um experimento bastante recente envolvendo o composto YBCO, foi observada uma
coincidéncia significativa entre o comportamento do peso espectral das excitagdes anisotrépicas
de spin de mais baixa energia e o comportamento da anisotropia da resistividade em funcao da
temperatura [88].

Por fim, é importante notar que a presente modelagem abre caminho para a investigacao das
propriedades de transporte da fase nematica fora do equilibrio. As flutuagoes elasticas dentro
de uma célula nematica sao sempre relevantes e bastante intensas, mesmo que ela seja limitada

espacialmente, pois as células sdo estruturas bidimensionais. Os desvios no parametro de or-
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dem por causa dessas excita¢oes podem ser estimado por |d¢| = Ve2W — 1 (¢); assim, mesmo
para o regime de temperaturas de validade do nosso modelo, em que o fator de Debye-Waller
assume valores moderados, de modo a preservar a ordem orientacional das células, os desvios
podem assumir valores da mesma ordem de grandeza do préprio valor médio do parametro de
ordem. Esses efeitos gerariam flutuacoes no valor médio da condutividade global do sistema,
gerando termos de ordem g2 na teoria de perturbacdo. Assim, é esperado que estas flutuacoes
manifestem-se, por exemplo, como ruidos em medidas de séries temporais da resistividade do
sistema [17]. Para se avangar nesta anéalise, contudo, seria necessiria uma teoria microscopica

dinamica que esta além do escopo da presente investigacao.






Capitulo 4

Conclusoes

Nesta tese, investigamos as propriedades magnéticas e de transporte das fases inomogéneas
moduladas que surgem em sistemas com interagoes competitivas, usando o modelo de Brazovskii
para descrever a sua termodinadmica. No que se segue, vamos dividir as conclusoes em duas
partes, referentes aos resultado obtidos nos capitulos 2 e 3.

No que se refere aos ferromagnetos dipolares com dimensoes finitas, mostramos que a ge-
ometria limitada do sistema, aliada &s condicoes de contorno de Dirichlet empregadas, acabam
por discretizar o espaco de momentos. Contudo, esta diminuicdo no espago disponivel para a
atuagao das flutuagoes do parametro de ordem nao é capaz de impedir que elas induzam uma
transicao de primeira ordem entre a fase desordenada e a fase modulada, a exemplo do que ocorre
com o bloco infinito, estudado por Garel e Doniach [6]. Observamos ainda que esta transigao
pode ser induzida nao apenas por mudancas na temperatura, mas também por alteragoes na
largura do bloco. Em relacao as configuracoes associadas as varias combinacoes dos vetores
de onda da modulagdo, obtivemos que, em geral, a fase de modulagdo mais simples possivel
- a fase de listras - é a mais estavel, repetindo, mais uma vez, o resultado do caso do bloco
infinito. Entretanto, para o bloco finito, a limitagao espacial no eixo &, correspondente a largura
do bloco, quebra a simetria por translacoes ao longo desta direcdo, fazendo com que estados
com diferentes modulagbes em Z tenham diferentes energias livres. Em particular, observamos
que, quanto menor a modulacao, menor a energia da configuragao; além disso, quando houver a
possibilidade de o sistema formar uma fase de listras cujo periodo seja comensuravel a largura
do bloco, esta fase serd a mais estavel.

Aplicando o formalismo geral da Hamiltoniana de Ginzburg-Landau de um bloco ferromag-
nético dipolar finito ao caso dos terracos formados pela fase o nos filmes finos de MnAs:GaAs,
fomos capazes de explicar consistentemente as estruturas de dominio observadas por meio das
imagens de MFM em [13] e [52]. Considerando spins com simetria Ising, procedimento valido
principalmente no intervalo de altas temperaturas da regiao de coexisténcia, obtivemos que a
configuracao de menor energia corresponde as estruturas tipo II apresentadas na figura 2.5, com
5,4, 3 e 2 dominios ao longo da direcao limitada do terrago. Considerando, posteriormente,
spins vetoriais planares (modelo XZ), chegamos também ao resultado que a componente da
magnetizacao ao longo da dire¢ao limitada nao se divide em dominios, em acordo com as estru-
turas tipo I mostradas na mesma figura. Tendo determinado as configuragoes que minimizam
a Hamiltoniana de Ginzburg-Landau, desenvolvemos um modelo fenomenolégico para a mag-
netizagao que levasse em conta a contribuicdo de multiplos componentes de Fourier, além da

aproximagao senoidal empregada anteriormente. Neste modelo, a reorientacao da magnetizagao
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da direcao paralela para a dire¢ao perpendicular ao plano do filme de MnAs:GaAs se da para a
razdo de aspecto p = d/D = 1,5. A nosso ver, o maior mérito desta modelagem é que, aliada ao
método de Stoner-Wohlfarth, ela é capaz de prever a mudanca na forma das curvas de histerese
observada através de medidas de espalhamento de raios X, fornecendo o valor p ~ 1,8, que nao
estd distante da razdo de aspecto obtida experimentalmente, perp =~ 2,9 [13].

Assim, de um modo geral, podemos dizer que o modelo de Brazovskii, munido das generali-
zagoes e das extensoes apropriadas, descreve com bastante clareza as propriedades magnéticas
dos filmes finos de MnAs:GaAs. Para avangar no entendimento delas, seria interessante levar em
conta a interacao dipolar entre os terragos, que deve reduzir ainda mais o ntmero de dominios das
configuracoes possiveis de serem observadas. Além disso, o estudo minucioso do modelo dipolar
XZ para o caso de um sistema finito usando o Grupo de Renormalizagio (como feito em [62] para
um sistema infinito), apesar de aparentar ser uma tarefa bastante complexa, poderia esclarecer
definitivamente qual é o efeito da inclusao dos defeitos topolégicos no diagrama de fases. Por
fim, para se obter uma descricdo mais precisa das curvas de histerese, seria de extrema valia
a realizacdo de simulagOes numéricas que envolvessem configuragdes com paredes de dominio
também ao longo da direcgao ilimitada e que fossem capazes de levar em conta a contribuicao da
nucleagao e dos centros de pinning para a reorientagao magnética.

No que concerne as propriedades de transporte dos isolantes de Mott, demonstramos, de
maneira geral, que a condutividade macroscépica nao é necessariamente proporcional ao valor
médio do parametro de ordem do sistema inomogéneo. Isto acontece mesmo com a existéncia do
acoplamento linear entre a condutividade microscépica e o parametro de ordem gerado pelo con-
traste entre as condutividades das diferentes fases. No caso dos isolantes de Mott nao-dopados ao
longo da linha de coexisténcia do diagrama de fases (P, T), cuja termodinamica deve ser descrita
por um parametro de ordem do tipo Ising [71, 72], a contribui¢do do espalhamento dos elétrons
pelas interfaces das regioes isolantes e metélicas da origem a um outro acoplamento, desta vez
entre a condutividade microscopica e a densidade de energia. Através da solugdo perturbativa
do problema de uma rede de resistores correlacionados, e com o auxilio de simula¢oes numéricas
realizadas por colaboradores, mostramos que, dependendo da razao entre as duas constantes de
acoplamento da condutividade microscopica, a condutividade macroscopica apresenta um com-
portamento de crossover proximo ao ponto critico, passando de uma regiao cuja criticalidade
é determinada pela densidade de energia, para uma outra que é governada pela magnetizagao.
Considerando tais resultados, juntamente com o papel da desordem estrutural, argumentamos
que os expoentes criticos da condutividade obtidos nos experimentos envolvendo a transi¢ao de
Mott em 3D [73] e em 2D [74] podem ser explicados considerando que o ponto critico pertence a
classe de universalidade de Ising, reconciliando-os com os trabalhos tedricos anteriores [71, 72].
Seria interessante, contudo, o desenvolvimento de uma abordagem microscopica que fosse capaz
de explicar a diferenca entre as ordens de magnitude das razdes entre as constantes de acopla-
mento da condutividade microscopica para o caso dos sais organicos (2D), em relagdo ao caso
do o6xido de Vanadio (3D).

Ja nos isolantes de Mott dopados que apresentam fases de listras de carga passiveis de serem
descritas pelo modelo de Brazovskii (niquelatos e cupratos), a condutividade macroscopica nao

é linearmente proporcional ao valor médio do parametro de ordem pelo simples fato de ele se
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anular por causa da neutralidade do sistema. Considerando apenas a contribuicao do contraste
entre as condutividades microscopicas, e usando, novamente, a expansao perturbativa para a
condutividade de uma rede de resistores correlacionados, mostramos que a condutividade global
depende, em ordem mais baixa na teoria de perturbacao, da fun¢ao de correlagdo de dois pontos
nao-conectada. Assim, fazendo uso do modelo de Brazovskii para descrever a termodinamica
do parametro de ordem, determinamos as propriedades de transporte do sistema. Para a fase
de listras com ordenamento esmético, observamos que a anisotropia da mesofase eletronica é
refletida por uma anisotropia da condutividade global, que passa a depender do dngulo entre a
direcdo da corrente aplicada e a dire¢do de modulagao das listras. Além disso, quando o sistema
sofre a transicao de Brazovskii da fase desordenada para a fase de listras, ocorre uma descon-
tinuidade na condutividade, em acordo qualitativo com medidas de resistividade envolvendo os
niquelatos [82, 83, 84]. Mostramos que ndo s6 o moédulo, mas também o sinal deste salto na
condutividade, dependem da direcao em que ela é medida. Como a mudanca de sinal do salto
esta associada ao espectro de flutuagoes particular do modelo de Brazovskii, ela pode ser usada
como um critério para se decidir sobre a aplicabilidade deste modelo na descri¢ao das listras de
carga encontradas nos niquelatos. Assim, estes resultados ndo s6 auxiliam na elucidagdo das
propriedades de transporte dos niquelatos, como também exploram os limites de validade da
descri¢ao da fase de listras de carga observadas nestes compostos pela solu¢ao de campo médio
auto-consistente da Hamiltoniana de Brazovskii.

No caso em que a fase de listras é derretida pelas flutuacoes elasticas, dando origem a uma fase
nemaéatica, usamos o mesmo formalismo para calcular a condutividade macroscopica do sistema,
propondo um cenério bastante claro e intuitivo para a investigacdo de suas propriedades de
transporte. Obtivemos que, em ordem mais baixa da expansdo perturbativa, a anisotropia
da condutividade é linearmente proporcional ao parametro de ordem nemético, em acordo
com outra abordagem completamente distinta ao problema do transporte eletronico em fases
nemaéticas, que leva em conta apenas flutuacoes quanticas, e nao classicas, através de simulagoes
numéricas [17]. Assim, tal relagao linear entre uma quantidade de transporte e uma quantidade
termodinamica pode ser de extrema utilidade no entendimento das propriedades fisicas das
fases de listras dos cupratos, que acredita-se possuirem ordenamento nematico, e nao esmético
[28, 85, 86, 88]. Neste contexto, seria bastante produtivo investigar profundamente o caso em
que estes dois modos de flutuagoes estivessem presentes, de modo que fosse possivel distinguir os
efeitos proprios de cada um deles. Além disso, como as flutuagoes elasticas sdo sempre intensas
em duas dimensoes, seria de extrema valia uma modelagem dinamica que pudesse levar em conta
a sua influéncia em medidas de séries temporais e ruidos da resistividade. Em particular, uma
investigacao que pudesse determinar os tipos de ruido provocados pelas flutuagoes elasticas, em
comparacao com aqueles gerados pelas flutuagoes quanticas, seria bastante interessante. Por
fim, vale salientar que a solu¢do perturbativa geral da rede de resistores correlacionados abre
uma gama de possibilidades para a investigacao das propriedades de transporte de varias outras
fases nao-triviais, como os vidros de spin e listras na presenca de desordem estrutural tipo campo
aleatorio.
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Apéndice A
Transicao de Kosterlitz-Thouless

Consideremos um sistema, bidimensional cujo parametro de ordem conservado possua duas
componentes, de modo que ele possa ser caracterizado por um angulo 6. Consideremos, ainda,

que as excitagoes elasticas deste parametro de ordem sejam descritas pela Hamiltoniana quadrética:

M0 = %/d% (Vo (:E’)r , (A1)

em que K é chamada de rigidez generalizada (estamos considerando, a exemplo do que fizemos
durante o texto principal, que o pardmetro K é dado em unidades da energia térmica kgT).
Este é o caso, por exemplo, das excitacoes tipo ondas de spin no modelo XY, das flutuagoes
da fase da funcao de onda de um superfluido e dos modos de flutuacao do diretor de uma fase
nematica, conforme explicado na se¢ao 1.4. Mesmo nao possuindo ordem de longo alcance devido
a atuagao das excitagOes elasticas (teorema de Mermin-Wagner [60]), o sistema possui ordem
de quase-longo alcance, ou seja, sua funcao de correlagdo nao-conectada decai polinomialmente
com a distancia entre os pontos. Este resultado pode ser obtido diretamente através do calculo
de integrais de trajetoria gaussianas envolvendo o parametro de ordem exp (—iN#6), em que N

¢ um ndmero natural:

<eme@)e—me<0)> — (Ar)"FF . (A.2)

elast
Na expressdo acima, A denota o cutoff ultravioleta apropriado e r = |Z|. Entretanto, esta
funcao de correlacao nao contempla a contribuicao dos defeitos topolégicos que aparecem nestes

tipos de sistemas, caracterizados por:

y( Vo, - dl = 27k . (A.3)
r

Conforme mostraremos a seguir, com o aumento da temperatura, a proliferacdo de pares
ligados destes defeitos leva a uma progressiva diminuicao da rigidez, até que ela se anula a uma
certa temperatura critica. Neste ponto, a funcdo de correlagao deixa de cair polinomialmente
com a distancia e o sistema perde sua ordem de quase-longo alcance, passando para um estado
completamente desordenado, sobre o qual circulam defeitos topologicos isolados: é a transicao de
Kosterlitz-Thouless, também chamada de transicdo de Berezinskii-Kosterlitz-Thouless [121, 122].
Durante o texto principal, ela surgiu no contexto da transicao entre uma fase nemaética e uma fase
liquida isotrépica induzida por disclinagoes, cujas cargas topolégicas x podem assumir valores
semi-inteiros. Neste apéndice, ao invés de nos referirmos a um sistema de diretores nematicos,

vamos considerar uma rede de spins planares, pois a visualizacao dos conceitos envolvidos - em
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particular, dos defeitos topolégicos - é razoavelmente mais clara. Seguiremos principalmente a
abordagem de [9] para o problema. A generalizagdo para o caso das disclinagdes em uma fase
nemética pode ser feita sem maiores dificuldades e de maneira direta.

Para uma rede de spins planares interagindo segundo o modelo XY, os defeitos topologicos
(A.3) sado vortices magnéticos. Neste contexto, a carga topologica s6 assume valores inteiros,
indicando o numero de voltas que o spin d& quando se completa um circuito fechado em torno
do nicleo de um vortice. Dentro deste ntcleo singular, caracterizado por um tamanho tipico que
denotaremos por a, assume-se que o parametro de ordem se anulal. A expressio que descreve um
vortice é obtida através da minimizagdo da Hamiltoniana (A.1), sujeita a condicdo de contorno
(A.3):

0s(z,y) = karctan (%) . (A4)

Substituindo em (A.1), vemos que a energia de um vortice isolado é dada por E, = 7k?K In (%),
em que R denota o tamanho linear do sistema. Claramente, F, diverge no limite termodinamico,
o que nao quer dizer, contudo, que o sistema nao suporte vortices. Para ver isso, estimemos
a entropia associada & presenca de um vortice de carga topolégica unitaria K = 1: como seu

2 ¢ o sistema tem area total R?, temos que:

2
S = kB In (R—2) = 2kB In (E> . (A5)
a a

Logo, a energia livre SF = E, — S muda de sinal para K. = 2/w, sendo positiva para

nicleo ocupa uma area a

temperaturas inferiores (K > K.) e negativa para temperaturas superiores (K < K.). Portanto,
é de se esperar que vortices isolados proliferem a partir de uma certa temperatura. Contudo,
isto nao significa que, abaixo desta temperatura, o sistema esteja livre de vortices, pois eles
podem surgir como pares ligados de vortices e anti-vortices. Ao contrario de vortices isolados,
um par de vorticidade total nula distorce apenas os spins proximos aos nucleos, deixando o
sistema assintoticamente uniforme. Além disso, ha uma interacgdo efetiva atrativa entre vortices
de cargas topoloégicas opostas, que contribui para minimizar a energia do sistema.

Para chegar a este resultado, devemos calcular a energia de um configuragdo arbitraria de
vortices. Assim, tomemos a expressao de um unico vortice (A.4), e denominemos o seu gradiente
de U, ou seja, Us = Vl,. A densidade de vortices 1 (%) & dada por ms = V X T, j& que, pelo
Teorema de Stokes:

N
//hywzf@w;%iyb (A.6)
r i=1

Para obtermos a relacao inversa, isto é, U5 em funcao de s, podemos tomar o rotacional da

densidade:

V X s =V X V X T = —V?7,, (A7)
em que usamos o fato de V.0, = 0, j& que 05 satisfaz a equacao de Laplace, pois minimiza

1 E importante ndo confundir esta notacdo com o “a” referente ao parametro de rede de uma rede cubica,
que nao aparecera neste apéndice.
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a Hamiltoniana (A.1). Agora, introduzindo a fungdo de Green para o operador Laplaciano em

duas dimensoes:
V¢ (ZF-7)=-0(T-7), (A.8)
podemos escrever:
7, () = V x /d%'c (Z — &) (7). (A.9)
Substituindo ¥s na Hamiltoniana (A.1):
H = g/dzxvg (@) , (A.10)

chegamos, apos calculos diretos, & expressdo da energia E’ associada a uma configuragio qual-

quer de vortices:
, K 22 1o (= e
Esz? d*zd“z'ms (Z) - C (T — &) ms (T) . (A.11)
A funcdo de Green (A.8) pode ser obtida facilmente no espago de Fourier, Cz = ¢~2. Para

escrevé-la no espago real, deve-se restringir o intervalo de integragio para a < |Z — Z'| < R, ja

que o parametro de ordem se anula dentro do ntcleo. Nos limites | — 7’| < R e | — 7| > a,

CF-7)= 5 {m (%) —n (@) + cte} . (A12)

Como os vortices residem no plano xy, podemos definir uma densidade escalar de vértices

obtemos:

n (&), dada por:
e () =210 (B) 2 = n (D) = Z kil (T — T) . (A.13)

Assim, a energia da configuragao arbitraria de vortices é expressa por:

. 7K In (g) [/ d*an (:E‘)r —~ wK/d%d%/n (@ 1In (If;f’l) n (7)

2
R | — ]
Kln | — i| — 7K iIn [ ——L ) kj . A4
! ™ n(a) [;ml ™ izjli n( - )ﬁ] ( )

&
I

&
I

O primeiro termo, proporcional & vorticidade total do sistema, diverge no limite termodi-
namico. Portanto, as configuragoes possiveis de serem excitadas termicamente sdo aquelas cuja
vorticidade total se anula. O segundo termo corresponde a uma interagao efetiva atrativa (re-
pulsiva) entre vortices com cargas topologicas de sinais opostos (iguais), pois —In (|Z; — Z;| /a)
é uma funcdo monotonicamente decrescente da distancia |Z; — Z;| entre dois vortices. Para com-
pletar esta anélise, devemos incluir ainda a energia de criagao dos nicleos individuais F,, a qual

pode-se mostrar ser proporcional ao quadrado da carga topologica [9]. Portanto, restringindo
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as possiveis configuragoes aquelas com vorticidade total nula, temos a seguinte expressao para
a energia total:

E, = —wKZm In (M) Kj+ Ee Zlif (A.15)
— a kpT <
1,7 7

Logo, as excitagoes de mais baixa energia do sistema sao pares de vortices e anti-vortices
com carga topologica unitaria |k;| = 1. A energia de interacdo (A.15) é equivalente & de um gas
de Coulomb neutro bidimensional cujas cargas demandam um custo energético £, para serem
criadas. Além disso, esta expressdao pode ser mapeada em uma teoria de campo conhecida
como sine-Gordon, de modo que todas as propriedades do sistema podem ser obtidas através
de métodos envolvendo integrais de trajetoéria [123]. Contudo, ndo é do escopo deste trabalho
enveredar por esta area.

Tomemos um par ligado de vortices com cargas opostas: conforme a temperatura aumenta,
surgem, no espaco entre eles, mais e mais pares de vortices ligados, o que acaba por diminuir a
energia de atrag@o entre as cargas do par inicial. Usando a analogia com o gés de Coulomb, este
processo é equivalente ao aumento da permissividade elétrica do meio isolante original devido
a proliferacao de dipolos elétricos termicamente induzidos. Assim, a uma certa temperatura,
é de se esperar que esta continua excitacdo de novos pares torne nula a interacao efetiva entre
vortices de cargas opostas, deixando os pares desligados, de modo que vértices isolados comecem
a circular pelo sistema. Este é o significado fisico da transicao de Kosterlitz-Thouless; no que se
segue, vamos explora-la mediante o calculo da rigidez renormalizada.

A contribuicdo dos defeitos topoldgicos para a fungao de correlagdo (A.2) pode ser calculada

através de uma expansao em cumulantes:

<ews<f>efws<o>> — o ((6:(@®)-0.(0))%) /2 (A.16)

vort
Como as excitacoes topologicas sao transversais, enquanto as excitacoes elasticas sao longi-
tudinais, estes dois modos estao desacoplados, de maneira que a funcao de correlagao total pode

ser escrita como:

<ew<f>e—w<o>> — o ((0-@D=0.00)*)/2 (pp)~mR — (Ap) TKR | (A.17)

em que definimos a rigidez renormalizada Kr. O calculo da fungdo de correlagdo (A.16) é
relativamente longo e requer o uso de algumas propriedades da fun¢do de Green (A.8) (os
detalhes podem ser encontrados, por exemplo, em [9]); o resultado final obtido para a rigidez

renormalizada é:

K =K' - wz/d2x (n (2)n (0)) |22 . (A.18)

Portanto, resta calcular a fun¢do de correlagdo (n (£) n (0)). Para baixas temperaturas, esta

quantidade pode ser expandida em poténcias da fugacidade do sistema y = e Fe/ksT,

que
mede, basicamente, a probabilidade de surgir um vértice & temperatura T'. Conforme discutido

anteriormente, a baixas temperaturas, existe apenas um par ligado de cargas k = *1; assim,
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usando a expressdo da energia de interagao entre vortices (A.15), podemos calcular diretamente
o valor médio (k;x;) em termos da fugacidade:

2

) =2t (BB noy = ) 2 2P )

a at at \a

donde resulta, em ordem mais baixa de poténcias de y:

= dr (7’)3_2”K _ (A.20)

a

Kgl =K'+ 47T3y2/
a

a

Esta equacao indica o decréscimo da rigidez com o surgimento de novos pares, proporcional
a fugacidade y. Fica claro que, para K < 2/, a integral acima diverge quando r — oo,
indicando a invalidade da expansdo perturbativa. Para K > 2/7, a integral converge e a rigidez
é renormalizada em um valor menor que o inicial.

A equagdo (A.20) pode ser analisada mais precisamente usando as técnicas do Grupo de
Renormalizacdo (GR). Para isso, consideremos uma granulagao grossa do sistema original des-
crita pelo parametro b = e’', em que 61 < 1. Quebrando a integral [~ = f;CM + [, podemos
incorporar a parte ndo-singular ao termo K ~!, que passa a ser denotado por (K’)_l, de modo

que:

= dr (7")3_2”K _ (A.21)

K}gl = (K’)f1 +47T3y2/ -

aedl a

Agora, re-escalamos o cutoff ultravioleta do sistema, isto é, o tamanho do nicleo de um
vortice, a — ae~% e denotamos ' = ye(?~7K) obtendo:

Kg'=(K')"" +4n° (y’)2/oo ar (Z)HHC : (A.22)

o a \a

A troca K — K’ no expoente do integrando n&o pode ser explicada por esta simples con-
tagem de expoentes, mas é originada da contribuicido de termos da ordem de y* na expansdo
perturbativa em poténcias da fugacidade [9]. Assim, o re-escalonamento preserva a forma da
equagio (A.20), gerando os parametros renormalizados K’ e y’. No limite do continuo §l < 1,
o comportamento destas quantidades em funcao do fluxo do GR é descrito pelas equagoes

diferenciais:

-1
dlzl = 4n’y? (1)
Y = oKWl (A.23)

em ordem quadratica na fugacidade. Fica evidente que a rigidez renormalizada pela excitagao
de pares de vortices é dada por Kr = K (I — c0); ja o significado fisico de y (I — o0) esta
relacionado & presenca de vortices isolados. Para ver isso, consideremos um par ligado de vortices
localizado em alguma parte do sistema: os spins sao distorcidos apenas na regido localizada

perto dos nicleos, formando uma configuracao uniforme assintoticamente. Assim, conforme
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y (1)

/2 K-1(1)

Figura A.1. Fluxo do Grupo de Renormaliza¢do no espago de parametros (Kﬁl,y). A separatriz é
denotada pela curva que termina no ponto fixo (7/2,0), enquanto as condigbes iniciais sdo descritas
pela curva pontilhada (o ponto sobre ela indica uma condi¢ao inicial com T' > T.). Figura adaptada de

[9]-

4

aumentamos a granulagdo do sistema, deixamos de ser capazes de “ver” esta distorcao dos
spins, e terminamos por “enxergar” apenas a configura¢ao uniforme no limite [ — oo, como se
aqueles vortices nao existissem. Logo, no caso de existirem apenas pares ligados de vértices no
sistema, y (I — co) = 0; j& na situacgdo em que esta quantidade é diferente de zero, deve haver,
necessariamente, vortices livres, de modo que a configuragdo assintética dos spins nao é mais
uniforme.

Analisando as equagoes diferenciais (A.23), notamos a existéncia do ponto fixo:

K* =

*

’y =

S5

(A.24)

O fluxo do GR é apresentado esquematicamente na figura A.1. Notamos a existéncia de
uma separatriz no plano (K‘l, y), que culmina no ponto critico (K‘l =7/2,y= O) e separa
duas regioes bastante distintas do espaco de parametros: para os pontos em que a fugacidade
y é pequena e K~! < 7/2, o fluxo leva a uma rigidez renormalizada finita K (I — 0o) # 0 e
a y(l - o0) = 0, indicando a existéncia apenas de pares ligados no sistema. Nesta situacdo, a

funcao de correlagdo (A.17) pode ser escrita como:

<ew<f>efw<o>> = (Ar)" =kE = (Ar)"T) (A.25)

mostrando que o sistema ainda possui ordem de quase-longo alcance. J4 para pontos acima da
separatriz, em que y é grande ou K ! > 7/2, o fluxo do GR leva a uma rigidez renormalizada,
nula K (I - o00) =0e ay(l - o00) # 0, indicando a presenga de vortices livres no sistema e
a perda da ordem de quase-longo alcance. Esta é a transicao de Kosterlitz-Thouless para a
fase liquida isotrdpica; na linguagem do gas de Coulomb, diz-se que o sistema passou de um
estado isolante para o estado de um plasma ionizado condutor. As condig¢oes iniciais y(K) =

o= Be/ksT _ o—E:K/ps

formam uma curva bem definida no plano (K~',y) (estamos denotando
explicitamente a dependéncia de K com a temperatura através da quantidade ps, K = p;/kgT),

de modo que a temperatura critica do sistema é obtida pelo cruzamento desta curva com a
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separatriz. Os expoentes criticos que caracterizam a transicao de Kosterlitz-Thouless podem ser
obtidos através da resolucdo analitica das equagoes do fluxo (A.23) perto do ponto critico. De
acordo com a expressdo (A.25), fica claro que, na iminéncia da transi¢do, n (T — T, ) = 1/4.
Os resultados acima delineados podem ser diretamente generalizados para o caso de uma
fase nematica. A principal diferenca é que, devido & simetria do diretor, o pardmetro de ordem
passa a ser dado por e??(@ e os defeitos topologicos de menor energia correspondem a cargas
fracionarias |x;| = 1/2. Na préatica, basta multiplicar por 4 o expoente da func¢do de correlagdo
(A.25), bem como o valor que K assume no ponto critico, K* = 8/7. Portanto, a transi¢do

permanece caracterizada pelo mesmo expoente n (T — T, ) = 1/4.






Apéndice B
Transformacao de Hubbard-Stratonovich

Neste apéndice, vamos aplicar o procedimento conhecido como transformagao de Hubbard-
Stratonovich [124, 125] para obter o funcional de Ginzburg-Landau correspondente & Hamilto-

niana microscopica de Heisenberg:

1 L L
H=—§ZJijSi'Sj_Zhi'Sia (B.1)
i,J i

em que J;; é a matriz simétrica dos parametros de troca, S’Z ¢ o spin de modulo unitério S? = 1
localizado no sitio i e h; é o campo magnético local. A abordagem que seguiremos é baseada
em [36]. Nosso objetivo inicial é obter a energia livre F da Hamiltoniana classica acima; para
isso, devemos calcular a funcao de particao:

Ji; G55 +BZh -5

Z="Tr(ePH) =N"1 /HdS5 (2 -1)e 3 : (B.2)

com 8 = 1/T e N denotando um fator de normalizagio (estamos tomando kg = 1, como
fizemos durante o texto principal). O primeiro termo do expoente de Z pode ser escrito usando

o resultado de integrais funcionais Gaussianas [9]:

221/ ij /H dIl zizj J J+Zi Y ' (B3)

det(A) 27) N/2©

Assim, introduzindo o campo auxiliar 1;, ficamos com:

(27‘(/5 o —Q;Jflﬂ..ﬂv ] bi-Si+3 i n.g
7 =\ [T [Tl asia (s -ne
2% I (Gi—hi)(d5—hs) o 3-S5
7 = C/Hd@e g l/Hdsis(sf—l)e[’?” , (B.4)

em que, na ultima passagem, fizemos a mudanca de varidveis ¢; = ¥; + h; e reunimos todas as
constantes no fator C, que daré origem apenas a uma constante aditiva na expressao da energia

livre e pode, portanto, ser ignorado. Assim, da defini¢ao da energia livre:

- /H dgiePF[#uhi] (B.5)
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obtemos:

F |:¢_;,]_7:7,:| = %ZJigl ((2_5; - ﬁz) : (¢TJ - ﬁ]) - %Zln {/ dSs (§2 - 1) eﬁ&'ﬂ . (B.6)
4,3

Vamos, inicialmente, particularizar a discussao para o modelo de Ising, no qual os spins

possuem carater escalar apenas. Fica claro que S s6 pode assumir os valores +1, de modo que:

/dSé (8% — 1) 795 = 2cosh (B¢;) , - (B.7)
Portanto, a energia livre assume a forma:
1
F (¢, i Z hi) (6 — hy) — 3 > "In[2cosh (B¢;)] - (B.8)

O funcional de Ginzburg-Landau nada mais é do que uma expansdo da energia livre em
poténcias do valor de minimo do campo auxiliar, o qual denotamos por ¢;. Ele é dado, implici-

tamente, por:

(gj) = 0 = éi =h; + Z Jij tanh (ﬁéj) . (Bg)
v i j

Contudo, o parametro de ordem do sistema que possui significado fisico é a magnetizacao

adimensional local m;:

Z — h;) = tanh (8é;) . (B.10)

Assim, devemos expressar a energia livre como funcao deste parametro de ordem, e nao
do campo auxiliar ¢;. Como a variavel termodindmica de F [¢;, h;] é o campo magnético h;,

podemos fazer uma transformacao de Legendre e definir um funcional apenas da magnetizagao:

Resta, portanto, escrever explicitamente o campo magnético h; e o campo auxiliar ¢; como

fung¢des de m;. Invertendo a equagdo (B.10) e combinando-a com (B.9), obtemos:

D= ool
¢ 2Bn<1—mi)

1
h; = ~ tanh™! Jiim; B.12
5 Z ;- (B.12)

E interessante notar que a dltima dessas expressoes nada mais é que a conhecida equagao de

Weiss do ferromagnetismo [9]:
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m; = tanh 6}11 + ﬁz Jijmj . (B13)
J
Agora, substituindo as relagoes inversas (B.12) na expressao da energia livre (B.8) e depois
no funcional (B.11), obtemos, ap6s um calculo direto:

L m;] = —%ZJijmimj +§Z{(1 +mi)In(14m;) 4+ (1 —m;)In (1 —m;)} —TZln2.
! l l (B.14)

O dltimo termo é apenas uma constante aditiva que nao depende da magnetizagao. Como
queremos uma expansao em poténcias do parametro de ordem m;, o segundo termo pode ser

expandido em série de Taylor, fornecendo, até ordem quértica:

1 m?  m}
I'[m;] = 3 Z Jigmimj + TZ 5 T ) (B.15)
ij i

O primeiro termo depende da simetria da rede subjacente e da forma da intera¢ao de troca.

Considerando apenas interacoes entre os primeiros vizinhos e passando para o limite continuo,
podemos escrever:
21 5@ — o (2) 4 5@ = 1 Ls(e) 5(e) = B
mj — m (T + =m (%) +9; Vim(;v)+§i ;O ViVim (T) (B.16)
em que subentende-se que indices repetidos sao somados e os versores 5@ apontam nas diregoes
dos primeiros vizinhos @ = 1,...,z. Passando as somas para o limite continuo, chegamos &

expressao:

Pm (@) = %/ddﬂc{—%nf (@) + T (3) + L (3) -
%m @2 [6f“>vlm (@) + %55“)5§Q)V1-ij (f)} } : (B.17)

em que V denota o volume da célula unitaria. No caso de uma rede cibica de parametro de

rede a, obtemos:

J T-1T, T
Dm (@)= | dz——m (Z) V3m (Z) + C)m? (@) + —m* (D)}, B.18
@) = [ o] s @ @)+ (T ) @)+ gt (@) (B.15)
com T, = zJ. Como a expansao é valida préximo a temperatura critica, podemos tomar 7" = T
no termo quartico. Integrando o primeiro termo por partes e desprezando o termo de superficie
subseqiiente, podemos usar (B.11) para voltar & expressdo da energia livre, donde resulta a

Hamiltoniana efetiva de Ginzburg-Landau do modelo de Ising:
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—

Vm (%)

2 (T-T, T. 1
+ < > m? + 4 - —hm} : (B.19)

J
A L
BF m, h] /d x{QaT 2a3T 12T~ @3T

em acordo com a equagdo (2.3) do texto principal.

Vamos agora considerar a equacao (B.6) no caso de spins planares sujeitos ao modelo XY (ou
XZ, como denominamos durante o texto principal). A integral sobre as variaveis de spin pode
ser feita em coordenadas polares, resultando em uma funcao de Bessel modificada de primeira
espécie:

—

i o

/dgé (§2 - 1) B8-S — 2/07T df cosh (5

Desse modo, a menos de constantes aditivas, a energia livre passa a ser dada por:

Pl LS (6 R) (5 5) - S wa (o

Na seqiiéncia, repetimos o mesmo procedimento adotado no caso do modelo de Ising. O valor

cos 9) = 2mly (6

) : (B.20)

éi

)} . (B.21)

do campo auxiliar que minimiza a energia livre é dado implicitamente pela relagdo (ndo estamos

usando a notac¢do ¢ para denotar este campo a fim de evitarmos expressoes enfadonhas):

. .o 1) 5
—==0 = ¢Z_hl+zj:,]”m?j. (B.22)

Ja a magnetizacao relaciona-se com o campo auxiliar através de:

—

Lor Q) 6 w39
Ohi Iy (ﬁ &;

)

Combinando as duas equagbes anteriores, podemos escrever a magnetizacdo apenas como

fun¢do do campo magnético:

¢ = Bi"’zjijmj
j
I (6 B¢+E<Jijmj’) hi + S gy
My = _ J _ 25y L (B.24)
Iy (ﬁ hi + 325 Jiji; ) hi 4 325 Jijni;

resultando em uma espécie de “equacao de Weiss” do modelo XY. Novamente, definimos o

funcional T [m;] através da transformada de Legendre:
L[] = F [6a) 1 () | + D R () - . (B.25)

Usando a primeira equagao de (B.24), eliminamos a variavel h; do funcional T [,], resultando

er:
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)H . (B.26)

Ao contrério do caso do modelo de Ising, ndo é possivel inverter explicitamente a equagao

—

i

D) = 5 3 iy + 5 5 {06 i~ In 1 (9
ij i

(B.23), de modo a escrevermos ¢; como fungao de m;. Contudo, como estamos interessados em
expandir a energia livre em série de poténcias de 7i;, podemos expandir o lado direito de (B.23)
em série de Taylor e, depois, inverter a série para escrever ¢; em poténcias da magnetizagdo. O

célculo é direto; o primeiro resultado de que necessitamos é:

N2 L4
B; - 1 = (ﬁ jl> - (ﬁ;ﬁg) +O<(ﬁ}¢z’i‘>6> ) (B.27)

e o segundo é a expansao em série propriamente dita:

o 5
B (6| = 2l + el + & |mi|5+0(|mil7) : (B.28)

Assim, usando a expansao da fun¢ao de Bessel modificada para pequenos argumentos, ficamos

com:

1 1 )
©j i

em ordem quartica na magnetizacdo. O primeiro termo da equac¢do acima é semelhante ao
do caso do modelo de Ising. Assim, considerando uma rede ctbica com interagoes entre
primeiros vizinhos somente, chegamos & seguinte expressao para a Hamiltoniana efetiva de
Ginzburg-Landau do modelo XY:

2 2(T-T),., .. 5T ., .o 1 - _
=y (M) + s () ‘as—Th'm}’
(B.30)

BF [m B’} - /d% {MLT Wm ()

Jz

com T, = %7, em acordo com a expressao (2.60) do texto principal.






Apéndice C

Paredes de dominios de Néel em blocos

ferromagnéticos dipolares

Neste apéndice, mostramos detalhadamente como podemos obter, através do método de mi-
nimizacao da energia, o valor da largura das paredes de dominio do bloco ferromagnético dipolar
com largura e espessura finitas, apresentado durante o capitulo 2. O modelo fenomenolégico

para a magnetizacao correspondente aos dominios de Néel foi proposto na secao 2.6:

My(z) = Mofile_w
M.(z) = Moi_v:(_gl {erfc [_I_dEj——Z_ch)/N]—erfc [_I—\/_#/N]} o

com Mg = M2+ M2. Conforme explicado naquela se¢do, na auséncia de campos magnéticos
externos, ha trés termos contribuindo para a energia total da configuragao acima. Considerando
uma rede ciibica de parametro de rede a, de modo que My = gup/a®, podemos escrever o termo

devido a interacao de troca como:

—

Vim, (fﬂ , (C.2)

E *i/dgx }6m (f)’z—k
troca — %2 T

Novamente, definimos a notacao m = M /M. Substituindo (C.1), obtemos a densidade de

energia de troca:

Biroca _ 2J {2N + N - 1)} _ (C.3)

V@ |8/x(d/a)(c/a)
A contribuigao devido a interagao dipolar é obtida através da substituicao de (C.1) na férmula
(2.16), com p = —V - M; o resultado final é:

i 2 () (9 (G00) v (Gon) (o

em que p = d/D denota a razao de aspecto do bloco e:
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o > 67“2(%)2 u
€x (—,N,p) = 27Tp/ 7<—+e“/p—1)
d 0 U D

.92 .

sin” u/2 u(N —1)\ sinu/2
1+ ———-2 d
[ T ST u/2N COS( 2N ) sinu/2N |

o 2 5 ,—u/2p
€, (%,N,p) = 4p/0 e (5) & — sinh <2£p> tan? (%) [1- ()N cosu| du(C.5)

A contribui¢@o da anisotropia cristalina para a energia total é expressa por:

Ecristalina = —AK/d?’xmi s (06)
Assim, substituindo a configuracdo descrita por (C.1), obtemos:

Ecristalina (N - 1)\/E g
Barainn _ e ¥ -1V (7). |
Vv 2 d (€.7)
O valor da largura da parede de dominio ¢ é determinado minimizando-se a energia total,
dada pela soma de (C.3), (C.4) e (C.7). Efetuando este calculo e usando que o < d, concluimos

que seu valor pode ser obtido auto-consistentemente através da equacgao:

v 7 NS eNaawv-1 )7
a_C(QQMQB/a?’) <64\/7?(a/d)6z(%aNap)> ’ €8

em que ( é solucao da equagao cubica:

> =3x*-4=0, (C.9)

e A é uma constante adimensional cujo valor depende, basicamente, das intensidades relativas

entre os trés tipos de interagoes:

3 11/3 ) 1/3
A= | (B : ] [27@5 : 20V = ' . (Ca0)

T (g1, /ad)? 0,N,p) /&) 2N + (N - 1))

A equagao ctbica (C.9) admite uma dnica solugdo real, que estd apresentada na figura C.1

em funcdo da constante A. Analiticamente, ela é dada por:

* (1+\/1 A3 )2/3 + (1 +VI+ >‘3) para A =0
¢ = /\_|_( m)2/g+(1_\/1+,\3) , para —1<A<0 (C.11)
3_o /3311
A —2)\cos arg(2+2 32 ) ; para A< —1.

E interessante comparar estes resultados com o modelo bem conhecido das paredes de
dominio de Landau-Lifshitz, referente a um bloco infinito [53]. Neste caso, os dominios s6 podem
ser formados se o eixo facil do material apontar na direcdo Z, isto é, se AK < 0. De acordo com

o grafico da figura C.1, notamos que, para o bloco finito, dominios de Néel com paredes mais
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Figura C.1. Solugao real ¢ da equagao cibica (C.9) em fungao do parametro A definido em (C.10).

largas podem ser estabelecidos mesmo que AK > 0, pois a interacao dipolar, fundamentalmente
relevante para um sistema finito, “compensa” a anisotropia cristalina desfavoravel. No limite de
um bloco infinito, o presente modelo fornece um valor para a largura da parede que é apenas

6% maior que o obtido através da abordagem de Landau-Lifshitz:

(%) - 1.06,/——%3‘2[( : (C.12)

Para o caso dos terragos ferromagnéticos dos filmes finos de MnAs crescidos sobre GaAs,
seguindo o que foi discutido durante a se¢do 2.6, tomamos os mesmos pardmetros a = 44,
g =45 J =45meV, D = 130nm, AK = 0,4-10%rg/cm® e N = 3. Assim, usando a
solucdo da equagdo ctbica para A > 0, dada em (C.11), além da relagdo auto-consistente (C.8),
obtemos o valor o ~ 4a = 16 A. Trata-se, portanto, de uma interessante previsio deste modelo

fenomenologico, passivel de ser verificada experimentalmente.






Apéndice D
Percolacao e redes de resistores aleatoérios

Neste apéndice, vamos aprofundar a investigacao da rede de resistores aleatérios no limite de
contraste infinito - isto é, quando uma das condutividades microscopicas é zero e a outra assume
um valor finito. Para esta situagao, as propriedades de transporte da rede estao intimamente
relacionadas as suas propriedades percolativas. Conforme mostraremos, trata-se de um exemplo
bastante claro de sistema no qual a condutividade global nao escala linearmente com o parametro
de ordem subjacente.

Em uma rede de resistores aleatorios (RRN, do inglés random resistor network), podem
ser encontrados dois tipos de resistores microscopicos nas ligagoes entre sitios vizinhos: um de
condutividade o1, ao qual esta associado uma probabilidade p, e outro de condutividade o5, com
probabilidade 1 — p. No limite de contraste infinito (¢ — o0), tem-se o7 finito e oo = 0. Neste
caso, fica claro que a rede sé serd capaz de conduzir corrente quando houver um aglomerado
percolativo de ligagdes condutoras abrangendo o sistema. Da teoria de percolagdo [95], isto
ocorre para concentracoes de ligacdes condutoras superiores a um certo limiar denotado por p.,
isto é, p > p., como ilustra a figura D.1.

Apesar de p. depender da simetria da rede em questdo, as propriedades gerais dos sistemas
percolativos sao universais - ou seja, dependem apenas da sua dimensionalidade, a exemplo
do que ocorre para os expoentes criticos das transi¢des continuas. De fato, a grandeza que
representa o papel de parametro de ordem da percolacao é a densidade P de sitios do aglomerado
percolativo infinito - isto €, o aglomerado de liga¢des condutoras que abrange todo o sistema. E

evidente que, para p < p., esta densidade é nula, j& que nao existe um aglomerado percolativo,

) .94

5L
Mees
0008
Mg

p=02 p=058 p=0

Figura D.1. Percolagao de sitios em uma rede quadrada, em que sitios ocupados (denotados por um

circulo cheio) sao encontrados com uma probabilidade p. Apenas para p = 0.59 forma-se um aglomerado

percolativo de sitios ocupados (denotado por circulos abertos) abrangendo todo o sistema. Adaptada
de [126].
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enquanto que, para p > p, ela é diferente de zero. Assim, como trata-se de uma grandeza que
varia continuamente com a concentracdo de ligagoes condutoras p [95], ela deve apresentar uma

nao-analiticidade em p., caracterizada pelo expoente (:

P(p) ~(p—pc)” . (D.1)

Uma outra grandeza de extrema importancia na teoria de percolagao é denotada por ng e
refere-se ao nimero de aglomerados finitos condutores que possuem s sitios, dividido pelo total
de sitios da rede. Ela esta relacionada a densidade de sitios do aglomerado infinito P através

da expressao:

P(p)=p—> sns. (D.2)

A partir de ng, podemos definir o niimero médio S de sitios pertencentes a um aglomerado

finito qualquer; no limiar da percolagao p., esta quantidade diverge com o expoente ~:

S(p) ~[p—pe| ", (D.3)

em estreita analogia com a susceptibilidade de sistemas criticos. Estes dois expoentes podem

ser obtidos a partir de uma relagao de escala bastante geral que descreve ng:

ns(p) = s f [(p—pe) 57 , (D.4)

em que f(z) é uma funcdo de escala que apresenta os seguintes comportamentos limites:

constante , para |z| < 1
f(z) ~ { (D.5)

e , para |z| > 1.

Assim, tem-se um comportamento de crossover entre criticalidade e nao-criticalidade, deter-
minado por um aglomerado finito critico contendo s. sitios. Préximo ao limiar da percolagao,

esta quantidade diverge da seguinte forma:

se~Ip—pel V7. (D.6)

Portanto, aglomerados que contenham um ndmero de sitios s > s. sao encontrados no
sistema muito raramente, uma vez que ns cai exponencialmente com o nimero de sitios. Ja&
para aglomerados com s < s., ns decai apenas polinomialmente com o ntmero de sitios s,
indicando que estes tipos de aglomerados sao mais comumente encontrados. Logo, a divergéncia
de s. no limiar percolativo p. pode ser interpretada como um indicador da formacao de um
aglomerado infinito, que abrange todo o sistema. E comum referir-se a s., o ntmero de sitios
de um aglomerado critico, como a “massa” do aglomerado. Através da relagdo de escala (D.4),

podemos ainda expressar os expoentes v e 3 em funcao dos expoentes 7 e o:
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3—71
g
g = =2 (D.7)

g

")/:

Assim como no caso dos sistemas que sofrem transi¢oes de segunda ordem, a relagdo de escala
(D.4) pode ser obtida a partir de uma abordagem via Grupo de Renormalizagdo. Mantendo
esta analogia entre percolacao e fendmenos criticos em mente, define-se a funcao de correlagao
percolativa G(r) como a probabilidade de que, dado um sitio em um certo aglomerado finito,
seja encontrado, a uma distancia 7 dele, um outro sitio pertencente ao mesmo aglomerado. E
possivel demonstrar que esta funcao de correlagdo decai exponencialmente com r, definindo um
comprimento de correlagdo £. Além disso, mostra-se ainda que £ equivale ao raio médio dos

aglomerados criticos; portanto, como s. diverge no limiar percolativo, £ também o faz:

E~lp—pel™” . (D.8)

Esta escala de comprimento tem um papel bastante importante na caracterizacao topologica

do aglomerado percolativo infinito. Para p > p., tanto a ¢

‘massa”’ s, quanto o raio ¢ dos
aglomerados criticos permanecem finitos. Assim, o aglomerado infinito que se forma nestas
concentracoes deve possuir poros de comprimentos da ordem de &, pois dentro deles podem
estar encerrados aglomerados finitos criticos, como ilustra a figura D.2. A natureza porosa
do aglomerado infinito fica mais evidenciada quando estudamos como a massa do aglomerado
critico varia com o seu comprimento no limiar da percolagdo, p = p.. O que se obtém, nesta
situagdo, ¢ um comportamento fractal s, x fdf , com:

df:d—é<d. (D.9)

v

Assim, a dimensdo fractal d; indica que, em p = p., o aglomerado infinito incipiente possui
um carater ramificado e auto-similar. No caso de sistemas finitos, este comportamento fractal
é estendido para um intervalo de concentragdes proximas do limiar p., j& que, nesta situagao, o
comprimento de correlagdo, mesmo finito, serd ainda muito maior que a extensdo da rede.

No limite termodinamico (isto é, sistema infinitos), o aglomerado infinito passa a ter um
carater homogéneo para qualquer concentracao maior que p., desde que observado em escalas
de comprimento L > £. Entretanto, conforme explicado anteriormente, ele ainda apresenta
poros e ramificagoes de comprimento tipico £. Assim, caso ele seja observado em escalas L < &,
o aglomerado infinito volta a ter um aspecto ramificado e fractal. Portanto, para p > p, é util
dividir o sistema em caixas de tamanho &, j& que, dentro de cada caixa, a porgao do aglomerado
infinito englobada comportar-se-4 como o aglomerado infinito incipiente no limiar percolativo
P = Pe-

Além da dimensao fractal que o caracteriza, o aglomerado incipiente possui uma outra pro-
priedade topolégica fundamental para o entendimento do comportamento da condutividade: a
multi-fractalidade. Conforme explicado, em p = p., o aglomerado infinito possui diversas ramifi-

cagbes. O que se observa é que varias delas sdo cadeias de ligacoes condutoras que terminam em
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A
-

Figura D.2. Carater poroso do aglomerado infinito: seus buracos, de tamanho tipico £, encerram aglome-
rados finitos criticos. Estamos considerando, nesta figura, o limite continuo, em que as particularidades
da rede subjacente sao imperceptiveis. Adaptada de [127].
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Figura D.3. Aglomerado incipiente conectando duas extremidades opostas de um sistema finito: da
espinha dorsal, representada pela linha cheia, ramificam-se varias cadeias sem saida que ndo conduzem
corrente, representadas por linhas pontilhadas. Adaptada de [126].

um ponto, como ruas sem saida, conforme ilustra a figura D.3. No que concerne a condutividade
da rede, estas cadeias, apesar de fazerem parte do aglomerado infinito, nao transportam corrente
elétrica. Assim, é atil encarar o aglomerado como constituido de uma espinha dorsal (do inglés
backbone) da qual se ramificam cadeias sem saida. Mostra-se que a dependéncia da “massa’
(ntmero de sitios) da espinha Mp em relagdo & dimensdo linear do sistema L também segue
um comportamento fractal, Mg o« L™, com dj < dy. Desse modo, a razao entre a massa da
espinha dorsal e a massa do proprio aglomerado, Mp/M, ~ L%~97 tende a zero para sistemas
infinitos, indicando que a maior parte do aglomerado incipiente é constituida por cadeias de
ligacoes condutoras sem saida. Este fato indica que a condutividade ndo pode ser linearmente
proporcional ao ntimero de sitios do aglomerado infinito. Portanto, perto do limiar percolativo,
o comportamento ndo-analitico da condutividade é descrito por um expoente p # 3:

Y~ (p—p)t. (D.10)
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Figura D.4. Modelo de ligagoes-nos-bolhas (LNB): pontos distantes & um do outro sdo conectados por

cadeias unicamente conectadas de ligagoes condutoras, caracterizadas por um comprimento L. Adaptada
de [127].

Uma modelagem simples que tenta descrever o expoente da condutividade p é conhecida
como modelo de ligagbes-nos-bolhas (LNB, do inglés links-nodes-blobs; ver referéncias do capitulo
5 de [95]). Nesta abordagem, o aglomerado infinito no regime p > p. é dividido em caixas de
comprimento &, implicando que, dentro de cada caixa, ele se comporta como o aglomerado inci-
piente em p = p.. Como este é constituido, na sua maior parte, por cadeias sem saida, o modelo
LNB assume que existe apenas uma cadeia unicamente conectada (do inglés singly-connected
chain) de ligagoes condutoras entre as extremidades das caixas. Assim, tem-se uma série de
nés separados por uma distancia £ e conectados por segmentos unidimensionais condutores de
comprimento l~/, de acordo com o que esté apresentado na figura D.4. Como a espinha dorsal do
aglomerado incipiente pode ser bastante retorcida, tem-se que L> ¢, de modo que sua extensao
é caracterizada por um outro expoente (:

L (p—pe)©. (D.11)

No contexto do modelo LNB, podemos obter diretamente a condutividade da RRN. Para
isso, encaramos a cadeia unicamente conectada de comprimento L como uma seqiiéncia de
resistores acoplados em série. Assim, sua resisténcia Ry deve crescer linearmente com I~/, de
modo que Ry ~ (p — pc)fg. Considerando um campo elétrico constante E aplicado entre os nos,
a diferenca de potencial entre dois deles é dada por E£. Portanto, da lei de Ohm, a corrente que
passa pela cadeia unicamente conectada é I = E£/Ry. Ja a densidade de corrente nada mais é
que a corrente dividida pela 4rea transversal da caixa, J = /¢!, Portanto, a condutividade

é dada por:

J I _oy
:E:WN(p_pc)@i W o = (d—2)v+C. (D.12)

Logo, fica evidente que a condutividade ndo é linearmente proporcional ao parametro de
ordem, de modo que p # 8. E possivel mostrar que, da defini¢io de L dada anteriormente,
segue-se necessariamente que ¢ = 1 [127]. J4 no que concerne os expoentes criticos percolativos
(8, v, 7), eles podem ser obtidos exatamente para as dimensionalidades d =1 e d = 2, além do

caso da rede de Bethe, que, efetivamente, equivale a uma abordagem de campo médio, em que
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Figura D.5. Ilustragao de uma porgao do aglomerado incipiente condutor, com ramificagdes em forma de
cadeias sem saida e bolhas. Estas tltimas representam acoplamentos em paralelo de ligagoes condutoras,
como os que surgem na simulacdo apresentada na figura D.3. Adaptada de [127].

d — oo. Para a rede tridimensional, outros métodos sao necessarios, como simulagoes numeéricas
ou expansoes perturbativas em ¢ = 6—d, uma vez que 6 é a dimensao critica superior do problema
percolativol. De qualquer modo, aplicando a férmula (D.12) para uma RRN bidimensional,
obtemos pu = ¢ = 1, que é diferente do expoente do pardmetro de ordem @ = 5/36. Contudo,
o expoente v assume o valor 4/3, de modo que v > ¢, implicando que a distancia entre os nos
cresce mais rapidamente que o comprimento da cadeia unicamente conectada que os une. Logo,
tem-se uma aparente inconsisténcia no modelo.

O que ocorre é que, até agora, nao levamos em conta o papel de cadeias condutoras multipla-
mente conectadas - as chamadas bolhas - na topologia da espinha dorsal do aglomerado incipi-
ente. Estas bolhas, representadas na figura D.5, sao formadas por ligacoes condutoras acopladas
em paralelo, que contribuem de maneira diferente para o transporte da corrente elétrica quando
comparadas as cadeias de resistores em série. Além disso, demonstra-se que a massa das cadeias
unicamente conectada M. varia com o comprimento linear do sistema de acordo com uma lei
fractal My, o< L%, com dge < dpy < dy. Portanto, nao s6 o aglomerado incipiente tem mais
sitios pertencentes a cadeias sem saida do que & espinha dorsal, como também a espinha dorsal
possui mais sitios pertencentes as bolhas do que as cadeias condutoras unicamente conectada.

Logo, o segmento de ligagoes condutoras que une os nés no modelo LNB nao é formado apenas
por cadeias unicamente conectada, mas, principalmente, por bolhas redundantes. Portanto, o
expoente ¢ que aparece em (D.12) ndo pode ser o expoente associado as cadeias simplesmente
conexas, Lyo ~ (p— pc)_l, mas deve conter também a contribuicao das bolhas. Dessa maneira,
a aparente inconsisténcia apontada anteriormente é removida.

Apesar de fornecer um cenario pictorico bastante claro para descrever a condutividade de
uma RRN no limiar percolativo, o modelo LNB nao permite um céalculo direto do expoente .
Para obté-lo, pode-se apelar, novamente, para simulagoes numéricas ou métodos envolvendo o
Grupo de Renormalizagao. No contexto da teoria ¢ resultante, a relagao (D.12) é verificada para
qualquer dimensionalidade, e ¢ assume o significado de um expoente de crossover. Realizando

uma expansio perturbativa em poténcias de e = 6 — d, obtém-se ¢ = 1 + ¢/42 + 4¢2/3087 [128],

1 O problema de uma rede percolativa pode ser mapeado em um modelo de Potts de s estados no limite
s — 1, donde resulta uma teoria de campo do tipo ¢ [100].
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do qual pode-se extrapolar o valor ¢ ~ 1,12 para redes bidimensionais, a ser comparado com o
valor p = ¢ ~ 1,3 determinado por simulag¢des numéricas [95].

Portanto, o modelo LNB deixa claro que o expoente da condutividade nao pode ser determi-
nado exclusivamente a partir dos expoentes percolativos estaticos. Isto fica ainda mais evidente
considerando a dimensdo de fracton (ou dimensdo espectral) d da rede percolativa [95]. Em
uma rede regular - isto é, nao-fractal - os modos excitados por oscilagoes elasticas da rede sao
os fénons, caracterizados pela relagio de dispersdo w = ck oc A~!. J4 para o caso de redes

diluidas fractais, as excitacOes equivalente sdo chamadas de fractons e sdao caracterizadas por

um comprimento tipico Ay que obedece a relacao /\;df x w?

, em que dy é a dimensdo fractal
da rede. O expoente da condutividade pode ser escrito como funcao deste expoente dindmico

percolativo e dos dois expoentes estaticos independentes, através da expressao:
2 (dv —f3)
pw—p03+2v"

Para finalizar a discussao sobre percolacao e redes de resistores, vale mencionar o caso da

d= (D.13)

rede bidimensional de resistores correlacionados segundo o modelo de Ising no limite de contraste
infinito. Conforme apresentado no texto principal, o expoente da condutividade vale p ~ 0,2,
resultado obtido primeiramente em [102]. Este valor é significativamente menor que o corre-
spondente & RRN, u ~ 1,3. No caso da rede correlacionada, a transi¢ao percolativa subjacente
corresponde a formacgao, no ponto critico de Ising, de um aglomerado infinito de spins que apon-
tam na mesma direcao. Contudo, os expoentes criticos que descrevem o comportamento deste
aglomerado nao pertencem & classe de universalidade de Ising, como demonstrado exatamente
em [129]. Assim, o expoente p =~ 0,2 obtido numericamente reflete as propriedades dinamicas

destes aglomerados fractais de spins apontando na mesma direcao.



