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SUMÁRIO 

Um estudo da t~ansição de fase ferro 

elétrica em materiais da famllia KDP e também no par 

PbHP04-PbDP04 , focalizando trés quantidades fÍsicas, a saber, 

Temperatura Critica Te' Polarização elétrica espontânea a ze

ro Kelvin PM' e Constante de Curie C c' próximo de Te' é reali 

zado, no quadro de uma Hamiltoniana simplificada. A referida 

Hamiltoniana contém, ao contrário da Hamiltoniana de De 

Gennes, um termo onde a energia cinética entra de maneira ex 

pllcita, um termo de potencial local simétrico anarmônico e 

um termo de muitos-corpos semelhante à interação de Heisenberg. 

A análise toda é feita na Aproximação do Campo Molecular, a 

qual juntamente com a forma do potencial local permitiram a 

inclusão de todos os níveis de energia da Hamiltoniana local, 

necessários nos cálculos estatísticos quânticos na determina 

ção das quantidades acima referidas. 

Resultados interessantes sao obtidos para a ~m

portância relativa dos efeitos quânticos na determinação de 

Te' PM e c c para elementos da família KDP e para o par 

PbHP04-PbDP04 • Os resultados da aplicação do modelo por nos 

considerado bem como do modelo de De Gennes na forma conside

rada por Tokun,aga e Matsubara, a elementos da famllia KDP, mo~ 

tram vantagem do primeiro em relação ao segundo modelo, embora 

ambos os modelos não descrevam quantitativamente os resultados 

experimentais. 

Uma curva é obtida para a influéncia de uma bar-

reira e um fosso de potencial na determinação de Te' PM 

Cc. ~mostrado classicamente que, a barreira tende a favore

cer o ordenamento ferroelétrico, aumentando Te' enquanto gue 



o fosso tem tendênc~a exatamente Oposta. Tamb8m foi mostrado, 

ainda no quadro da aproximação clãssica, que para o caso do 

poço de potencial dom fosso , existe uma região de valores de 

vb' amplitude do fosso, 6!1 cue o rrodelo apresenta duas transi 

çOes de fase uma " de 2- ordem e outra de primeira ordem , cujo 

valor de Te e menor. 

o estudo do parâmetro quântico y em termos da am 
o 

plitude do fosso de potencial em 

no seu valor quando esta aumenta. 

V (u), 
o 

revela um decrBscimo 



ABSTRACT 

A study of the ferroelectric phase 

transition in KDP-type materiais and PbHP0
4 

- PbDPo4 pairs was 

carr.ied out using the framework of a simplified Hamiltonian 

to cxpiain three physicai quantities narnely, the criticai 

temperature, Te' spontaneous electric polarization, PM' at zero 

0°K and the Curie constant, C
0 

near Tc. Unlike Che 

De Gennes Hamiltonian, the Hamiltonian used haa an explicit 

kinetic energy term, a local symmetric anharmonic potential 

energy term and a many-body term similar to a Heisenberg 

interaction. 'l'he complete analysis is dane using the Molecular 

Field Approximation (MFA) , which together with the chosen forro 

of the local potential, aliowed the inclusion of ail of the 

energy Ieveis of the local Hamiltonian that are necessary for 

the calcuiation of the statistical quantities used in the 

determination of the above quantities. 

Interes~ing results are obtained about the relative 

importance of quantum effects in the determination of Te' PM 

and C0 for KDP-typc materiais as well as for the PhHP0
4 

- PbDP0
4 

pai r. 

A comparison of the resuits of our model with that 

of Tokunaga and Matsubara(lG) applied to the abovc materiais, 

show that the first one describes more closely the experimental 

observations, though both rnodels failed to account for thern 

quantitatively. 

Several curves are obtained for the parameters Te' 

PM and C0 using thc potcntiai function with barricr decreasinq 

to dip. It is clear from the curves that thc presence of thc 

barricr favors the ferroelectric ordering and incrcases as thc 



barrier increasos, whereas the presence of the dip has the 

opposite effect. It has also been shown that thffe< exists a region 

of values of arrplitude, Vb' of dip for which the nodel predicts tw:J phase 

transitions, namely one each of lst and 2nd arder. The value 

of the Te for the first arder phase transition is lower than 

the second arder phase transition. 

The study of the quantum parameter y
5 

in terms of 

the amplitude of the potential dip reveals a decrease in its 

value as the amplitude is increased. 



!NDICF-

INTRODUÇÃO 

CAPITULO I 

HAMILTC\'HANO LOCAL 

l.l - Aspectos Gerais sobre os Cristais considerados 

1.2 

1.3 

1.4 

a) Familia KDP 

b) Para Associado PbHP0
4 

- PbDP0
4 

Características do Modelo 

Aproximação do campo Molecular (AC~) 

Parâmetros do Modelo 

CAPITULO II 

MODELOS PS PARA O CASO DO POÇO QU~DRADO SIMPLES 

2. 1 

2.2 

2 • 3 

Introdução 

Aproximação Clássica 

Tratamento Estatístico Quântico 

2.4 Polarização Elétrica Espontânea- MCtodo 

Variacional 

2. 5 Modelo de Tokunaga e Matsubara - Pseudo-Spin 

A. Parâmetros Adimensionais Relevantes 

B. va.lor das Quantidadas Físicas do Modelo 

c, Parâmetros Adimensionais Relevantes e 

valor das Quantidades Físicas do Modelo 

para os Pares RbH
2

Po
4 

- RbD
2
Po

4 

Pb!lP0
4 

- PbDP0
4 

D. Mistura KH
2
Po

4 
- KD

2
Po

4 

2.7- Discussões 

1 

2C 

24 

" 
34 

39 

" 
4C 

42 

53 

55 

6C 

62 

75 

se 

83 

88 



., 

CAPITULO III 

MODELO PSM - TRATAMENTO ESTAT!STICO CLASSICO - TRANSI

ÇÃO DE FASE DE SEGUNDA E DE PRIMEIRA ORDEM 

3.1 

3,2 

Introdução 

Transição de Fase de Segunda Ordem 

3.3 Potencial Local com Fosso -Transição de Pri

meira Ordem e Duas Transições 

Transição de Primeira Ordem 3. 3 .l 

3. 3. 2 Região de Existência de Duas Transi-

çôes de Fase 

3.4 - A Importância do Limite Clássico na Execução 

dos cálculos Quânticos. 

CAPITULO IV 

TRATAMENTO ESTATISTICO QUÂ~TICO PARA V
8

(u) COM FOSSO 

DE POTENCIAL Vb 

4.1 Introdução 

4,2 

4,3 

4,4 

4,5 

4 • 6 

Funçàes de Onda de H 

comportamento Inicial da Função F 

Determinação de , 

' 
Transição de Primeira Ordem 

Suscetibilidade Elétrica Paralela 

n I- O e B i O. 

CAPITULO V 

CONSIDERAÇÕES GERAIS 

AP~NDICE A 

I--Função f
1 

(o) 

II-Função ç,
2

(o) e ~ 4 (o) 

para 

93 

93 

96 

111 

112 

124 

128 

"' 
129 

131 

140 

146 

153 

160 

163 

1" 

170 



AJ?i::NDICE B 

Funçílo w{õ) 

AJ?i::NDICE C 

Interação Dipolo-Dipolo 

AJ?i::NDICE O 

Solução Exata - Rede Unidimensional 

API::NDICE E 

Auto-Valores e Funções de Onda de H
0 

do ModelO PSM 

BIBLIOGRAFIA 

175 

178 

180 

184 



1 

INTRODUÇÃO 

O propósito desta tese é discutir o carâter das li 

g<>çoes hidrogênicas nos materiais da familia K!!
2

P0
4 

(KDP) e no 

par PbHP04-PbDP0 4 • Discutimos a transição de fase do tipo fer

roelétrica, como aquela que ocorre nestes materiais, levando 

em consideração apenas as coordenadas associadas ao movimento 

dos ion~ leves (hidrogénios ou deutêrios) , tratando o resto do 

cristal como um banho térmico. Para relacionar a forte depen-

dência das propriedades elétricas e térmicas da deuteração, in 

cluimos no modelo um acoplamento entre as coordenadas dos ions 

pesados íK, P, O, As, Pb) e aquelas dos ions leves (fi,D) do ti 

po p j ( z) • ,., uj; onde u. 
J ' o deslocamento do ion leve em c e-

lação o centro de ligação, tomado como origem, ,.e 
e~ carga 

elétrica efetiv" e p j ( z) o mo:ncnto de dipolo elétrico Ccs 

ions pesados, ao longo do eixo-C do cristal na molécula j paru 

os materiais da famllia KDP e no plano A-C para o par associa-

do PbHP0 4-PbDP04 . 

Embora as propriedades térmicas, dielétrica, Õpti-

cas, eletromecânicas, etc., desses cristais, apresentem carac-

teristicas que evidenciam claramente a influência do comprime~ 

to das 

apenas 

ligações hidrogênicas, no presente trabalho infocareRos 

discussões sobre a temperatura critica T , polarização . e 

de saturação a zero Kelvin,PM,e suscetibilidado elêtrica x, 

realçando seus CC!llp::n:tarrentos porto de Tc. As discussOes se fa

rão cm torno de cada par associado, partindo da caractcristi-

cu mais peculiar dos ferroolétricos acima citados (família KDP 

e pur I'bHP0 4-PbDP0 4 J que e a forte dependência de suus propri':'_ 

dados olGtricas c térmicas com relaç5o a substituição dos pro-



tons pelos deutêrios, o chamildO efeito isotópico (K~nzig(l) 

Jona e Shir,ne(2l, Blince Zeks(J) , Lines e Glass( 4JJ. 

Mesmo havendo dis,.:>nível uma quantidade enorme de 

2 

dados experimentais a respeito das diferentes propriedades de~ 

ses cristais, não há uma resposta clara a respeito do rr.ecanis-

mo da transição de fase parQ os diferentes materiais da clase fer

roelêtricos, tudo indicando que o mecanismo da transição pode 

mudar mu~to de um material para outro. Isto dá aos ferroelCtri 

cos uma complexidade ainda maior na descrição de suas propric 

dades, e torna-se ainda maior quando se procura descrever si-

rnultaneamente o comportamento de mais que uma propriedade para 

um mesmo conjunto de parâmetros do modelo. 

Em se tratando de estudos teóricos, vários sao os 

modelos sugeridos para explicar o comportamento de materiais 

da classe dos ferroelétricos. 

Devonshire(S) em sua teoria termodinâmica fenorncno 

lÓgica teve grande sucesso correlacionando diferentes proprie-

dades no com~ortamento elástico, dielétrico e piezoelétr·~o de 

cristais cUbicos ferroelétricos, para qualquer temperatura. No 

temos que não se trata de uma teoria microscópica. Devonshire 

se utiliza de uma expansão da energia livre do cristal em ter-

mos da tensão e polarização. Os coeficientes nessa expansão sao 

determinados em termos de certas propriedades do cristal. 

Na teoria usual das vibraçOes cristalinas de 

sorn-von - - (6) • Karmun 1 os l.Ons da rede são considerados como uni-

dades rígidas sem ( 7 ) -estrutura. cochran , atraves de UmLl. gencr..:!, 

lização do modelo de Born-von Kãrm5n, para cristais iÓnicos, 

considerundo os íons como tendo uma estrutura eletrõnica, i.c., 

distinguindo coordenadets eletrônicus c coordenadas de deslocd-

menta dos nUcleos, consegue descrever ccrtus propriedades dos 



3 

ferroelêtricOs em termos dos modos normais de vibrações du rc-

de. Em outras palavras, para Cochran a ferroeletricidade estil 

relacionada com a instabilidade de um modo õtico transversal, 

"soft phonon". 

A forte relação entre as transições de fase ferro 

elêtrica (ou antiferroelétricas) e as estruturais (S) faz com 

que as transições de fase ferro- ou antiferroelétricas sejam, 

salvo exceções, acompanhadas de uma transição de fase estrutu 

ral, onde a transição de fase de uma simetria mais baixa para 

uma fase de simetria mais alta é acompanhada pelo aparecirnen-

to de uma polarização elétrica espontânea quer da rede como um 

todo (caso ferro) quer nas sub-redes no caso antiferroelêtri

co ( 4 ) 

As transições de fase ferroelêtricas se apresent<un num 

grande número de matariais que, usualmente, têm sido classifl 

cadas em dois tipos principais. Os "displacivos" ~Ba'Pi0 3 , 

KNbo
3

, SbSI, etc) seriam aqueles onde hã deslocamento de uma 

sub-rede de ions positivos em oposição a de~locamcnto de outra 

sub-rede de ions negativos. os materiais do tipo "ordem-desoE 

dem" seriam aqueles onde a polarização aparece ou por distar-

çãa (p.e. SrTi03 ) ou por rotaçao de radicais complexos 

p.e. NaN0
2

, CtNH
4

, KDP, etc. 

como 

Veremos na presente tese, particularmente no est~ 

do do KDP, cap. II, que a classificação acima pode ser de ca-

rãter insignificante no que respeita ao mecanismo que desen

cadeia a transiçEo ferrolétrica. 

O primeiro modelo teórico proprosto para explicar 

a ferroeletricidade do KH
2

Po 4 (KDP), princip<ll representat<l da 

chamada classe de "ordem-desordom", é devido a Slater (9 ). Esse 
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modelo é b<J.seado nLI hipótese de que a tr-ansiç.iío ferroelétrica 

no KDP está ligada a um ordenamento dos Íons hidrogênicos. Em 

bora esse modelo conseguisse explicar algumas propriedades do 

KDP, apresentava uma falha drástica: não prevê o efeito isot§ 

pico, característica principal do KDP e materiais similares. 

Em parenteses, queremos notar que qualquer teoria para expli

car o efeito isotópico, só pode ter sucesso se a energia ciné 

tica dos núcleos for um termo importante na Hamiltoniana do 

sistema. Esta é a razão pela qual o modelo de Slater não des-

creve o efeito acima mencionado. Por- outro lado tal modelo pr~ 

vê, de acordo com a classificação de Ehrenfest, uma transição 

de primeira ordem, como observado expcrimentalmente(lO). 

Muitos foram os que tentaram melhorar esse modelo. 

'l'akagi e colaboradores(ll), incluir<ll"l"nos cálculos estatísticos 

mais um nível de energ~a (o modelo de Slater apresenta um Úni

co nível de energi<>). Com esta modificação de Takagi. foi possi 

vel uma diferenciação entre diferentes ferroelétricos, que so

frem transição de fase de segunda ordem Já que a mudança ~ntro 

duzida por T~kagi também alterou a ordem da transição de fase. 

Schmidt e Uehling {lZl,gencraliza o modelo de Slater-Takagi, in

cluindo no modelo todos os níveis de energia consistentes co~ 

as 16 configurações possíveis a cada radical P0
4

, quando toma

mos apenas duas posições possíveis para os átomos de hidrogê-

nio (ou deutérios) nas ligações hidrogéncias. Ainda nesta di 

reção, Silsbee et. al. (lJ), adicionaram um termo de longo-al

cance ao modelo de Slater-T;;J.kagi. ApesJ.r das diferentes modi(i 

cações sugerid;;15 ao modelo de Slater, a descrição das caractc-

rístiCils mêlis marcilntcs dos ferroelétricos da família KDP e dos 

fcrroelétricos tipo PhHP0
4

, tais como efeito isotópico e a or-



dem da transição continuavam sem respostas conclusivas. 

Por esta mesma época, uma nova idéia estava sendo 

proposta. Blinc(l4 l e Blinc e Hadzi ()), baseando-se num concei 

to totalmente diferente, o conceito de tunelamento, assuQe qu~ 

os ions leves (hidrosênios ou deutêrios) est<\riam executando m_Q_ 

vimentos de ntunelarnento quântico" entre dois mínimos de um du 

plo poço de potencial, que existiria ao longo das ligações hi

drogênicas, ligando dois radicais Po4 • No modelo de Blinc ape

nas os dois primeiros níveis de energias do Hamiltoniano sao 

levadas em consideração, e a frequência de tunelamento e dada 

pela diferença de energia destes dois níveis. 

Nestes Últimos 20 anos.tanto o modelo de Schmidt e 

Uehling CU\0 o de Blinc tem sido usado para descrever as proprl~ 

dades principalmente dos ferroelétricos hidrogenados. De 

C.>nnes {lS) apresenta o modelo de 13linc numa forma que hoje chu 

mamas de modelo de pseudo-spin. Tokunaga e Matsubara {1966)

(1968) (l 6 ) discutem propriedades dinâmicas do modelo pseudo-

spin bem como incluem nele um termo de acoplamento pseudo-spin

rede. Tsallis{l?) levando em consideração o acoplamento pseudo

spin-rede, discute os "pseudo-magnons" do sistema. Tsallis con 

clui que a instabilidade cristalina e a transição de fase, no 

KDP, estão associados ao mesmo fenômeno, quer dizer, a frequê~ 

cia do modo responsável pela instabilidade cristalina {"soft 

mode") e o parâmetro de ordem vão a zero a mesma temperatura. 

Conclui ainda de seus resultados, que e possível ter um outro 

tipo de ferroelêtrico, o "ferroelêtrico misto", que seria uquo 

le onde a instabilidade cri~talina que dispara a transição de 

fase, induz um comportamento de ordem-desordem nos ions leves 

{deutérios e hidrogénios). 
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Nesta última década, as propriedades dinâmicas dos 

cristais ferroelétricos do tipo KDP tem despertado muito inte-

(18) (19) (20) . 
resse (Blinc e Zeks , Cowley , Fleury , Havl~n e 

Sompolinsky( 2ll, Plascak et.al. ' 22 )) .Atenção especial sendo da 

da para o espectro de baixa frequência que, na vizinhança de 

T
0

, tem apresentado como detalhes interessantes os chamados 

"soft mode" e o pico Central. A suscetibilidade elétrica e cons 

tante dielétrica dependente da frequência também tem sido bas-

tante discutida, nas proximidades de T0 , na quadra de diferen

tes aproximações tais como: RPA ("Random Phase Approximation" {23 ) 

frações =ntinlladas de Mori ( 24 ) 
1 

funções de Green ( 25 ), e também 

Aproximação de Campo Médio (ACM). t predominante nestes estu-

dos o emprego do Hamiltoniano de pseudo-spin para descrever o 

sistema de íons leves do cristal (hidrogénios ou deutêrios), 

r•Jase sempre se atendo a um sistema de dois níveis. Com 

exceção, temos a inclusão de mais níveis de energia nos cãlcu

los, como é o caso de Havlin et.al. (2l) que inclui 5 deles. 

Também recentemente, esfm:ços ten\ sido feito no sen 

tido de discutir algumas das evidências disponíveis sobre a for 

ma do potencial local Vs(u) visto pelo íons levés (hidrogénio~ 

ou deutérios). Neste sentido tem se discutido a dependência do 

efeito isotópico em termos do comprimento da ligação hidrogên! 

ca, R(0-0), o chamado "efeito isotópico geomi'!trico" ( 26 ). 

Com o objetivo de aprofundar o entendimento sobre 

o carãter das ligações hidrogenicas nos materiais do tipo KDP e 

PbHP0
4

, na presente tese, i'! evitado o truncamento do Hamilto

niano local ã apenas dois níveis de energia como no modelo 

pseudo-spin, bem como são =nsidC'.r;xlospotenciais locuis altamtmtc 

anarmónico. A princípio a anarmonicidade foi introduzida para 

dar conta dos resultados de difração de neutrons de Bacon c 



' 

Pease ( 27 l. os referidos autores concluíram a traves de H'U ex 

perimentos que no KDP a densidade protônica é praticamente uni 

forme ao longo da ligação hidrogênica na fase paraelétrica, tor-

nando-sc localizada em torno de uma posição afastada do centro 

da ligação, na fase ferroelétrica. No decorrer de novos cálcu

los a anarrnonicidade passou a ser considerado também por ser 

uma forma do modelo descrever corretamente uma outra caracte-

ristica principal do KDP, que é a ordem da transição de fase. 

Para nosso estudo, uma Hamiltoniana genérica da 

forma 

' 

é considerada. Nesta Hamiltoniana N é o numero de ligações hi-

drogênicas do cristal em consideração, u
1 

é definido como sen

do o deslocamento do i-ésimo ion leve (hidrogênio ou deutêrio) 

em relação ao centro da ligação 0-H-O como coordenadil do siste 

ma e pi o momento linear correspondente il ui. Esta Hamiltonia

na sendo constituida de uma soma das contribuiçÕes de um corpo, 

HL' e de uma parte de interação H1 . Como usualmente, aproxima

mos a parte de interação por uma soma de interações de dois cor 

pos e o Hamiltoniano local HL' composto por uma parte cinêtica, 

p 2;2m, onde m é a massa do Ion leve (hidrogénio ou deutério) 

outra potencial; um potencial local e simétrico Vs{u). 

As massas dos íons leves entram no problema expli

citamente, na forma - (n 2 /2m) (d
2
/du 2 ), correlacionando portanto 

o efeito isotópico CIO efeito qu.'intico, quer dizer uu, trat<>.mer.-

to estatístico cl.'issico dOI referida Hamiltonian<~ elimina a po§_ 

sibilidildc de considerar o efeito isotópico. O filto dil massa 
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aparecer explicitamente na llamiltoníaTI<l eliminq um parâmetro 

do presente modelo em relação ao modelo pseudo-spin (PD), onde 

a massa entra de forma impllcito - tanto na frequência de"tun_.::_ 

lamento" ri como na constante de acoplamento Fij' eq. (1.20), 

entre os diferentes pares de pseudo-spins. 

A relação entre a energia de ponto zero associada 

ao termo de energia cinética e a energia de acoplumento do ter-

mo de muitos corpos, define o parâmetro quântico do nosso rnode-

lo, eq. (1.21), e nos permite classifiCai:" os ferroelétricos dils 

fam!lias KDP e PbHP0
4 

como ferroelétricos - ( 28) quanticos (FQ) • 

Mencionamos aqui, que classificação similar para o modelo de 

pseudo-spin 116 • 15 ), colocaria apenas o elemento hidrogenado do 

par associado KH 2Po 4-Kn 2Po 4 como FQ, contrário do presente mode 

lo onde os dois elementos do par se apresentam como l'Q. 

Costumeiramentc. nos modelos microscÓpicos para os 

cristais ferroclétricos com ligações hidrogénicas são emprega

dos potenciais locais, V(u) , simétricos em relação ao centro da 

ligação 0-H-0 1 perwitindo movimento anarmônico do lon leve ao 

longo de 0-H-0. A forma do potencial local Vs{u) (o índices sis 

nificando simétrico) tem sido considerada de importância funda-

mental na literatura, que tem sido tomada como um critério para 

a classificação dos cristais ferroelétricos em dois grupos, os 

já mencionados ferroelétricos do tipo displacivo e os do tipo 

vrdem-desordern. Os do primeiro tipo requerendo potencial local 

quasi-harmônico de um único mÍnimo, e aqueles do segundo tipo 

requerendo um potencial local simétrico com mais de um mínimo. 

No caso especÍfico dos ferroel6tricos da família KDP, tem-se 

~~D·~~dA(l 6 • 15 l I I d d . • . I d ~~~~ ~~ v um V 
5 

u e Ol.S m1.n1mos apenas, o c 1arn.:. o po-

tcncial de poço duplo, que neste trabalho é visto no modelo PD. 
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Além da to~ma de y 5 (u), o seu caráter de um ou 

muitos corpos tem sido objeto de discussões nas Últimas déca 

das; nos materiais da familia KDP, desde o trabalho pioneiro 

de Slater em 1941. Em se tratando de FQ, a forma e a nature-

za do movimento dos ions leves na ligação 0-H-0, ainda sao 

assuntos sujeitos a discussões, como será mostrado mais adian 

te nesta tese. Além do mais e necessário notar que as liga-

çoes hidrogênicas nos FQ da familia KDP estao na região cri 

tica (intermediária) entre as ligações hidrogênicas curtas e 

as longas, 

Huggins( 29 }, 

ver indicação KDP na fig. 

a forma do potencial local 

(I .'l). De acordo com 

vista pelos ions le-

ves na ligação 0-H-0 é sensivel à distância R{0-0), fig.(I.b) 

(I.c), bem como a qualquer flutuação de carga dos oxigénios. 

Notemos aqui que a dependência da distância R(0-0) pode tor-

n r-se mais forte préxi@O do mâximo da curva de comprimento 

de ligação OH versus a ~istância 0-0. 

Existem na literatura diversos estudos(JO,Jl) prs;: 

curando correlacionar o comprimento da ligação OH com a dis-

tância 0-0, nao apenas em ferroelêtricos hidrogenados, moo 

em qualquer composto com liqação hidrogênica O-H-0. 

Estudo neste sentido foi realizado par Ichikawa (]O), 

baseando-se num conjunto de 227 ligações hidrogênicas existen

tes em 79 compostos hidrogenados. Uma das conclusões a que 

chegou ~chikawa é que - o na regiao 2.4 A < R(0-0) < 2.55 R. 
tencial local pode ter um fundo achatado tornando-se 

o po

dificil 

de distinguir se o mesmo tem um Único mlnimo ou mais que 

um mlnimo. 

Um outro estudo mais recente, Matsushita e Matsub9_ 

( 26) 
ra , onde se procura distinguir o efeito isotópico em ferro 

elétricos hidrogt>nados considerando a correlação entre L!S 
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Fig. (!) 

(a) Um diagrama da cor

relaç-ão éntre as distân

cias O-H e 0-0 nas liga

ções hidrogenicas 0-1!-0. 

Circulo aberto: ligação 

simétrica; circulo cheio 

-ligação assimétrica. De 

Ichikawa ( 30). 

(b) Curvas de potencial 

para o movimento coope

rativo, mostrando a alta 

sensibilidade da forma do 

potencial em termos da 

distância de equilibrio 

Re=0-0, na região onde o 

fundo do poço tem curva

tura menor. A curva trace

jada represe>ta a curva de 

potencial pura o movimento 

de um proton incluído no 

mesmo sistema. De Reid(JJ). 

(ç) Curva de energia poten

cial para pontes de hidra

gênio para várias distân

cias 0-0 fixadas, assumin

do que as interações vari

am com a distância como 

numa molCcula de OH. De 
. ( 29) 

llugg~ns . 
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distância,s R(0-0) R(O-H), mostram que na 
c o 

2.4 A < R(0-0) < 2.55 A as flutuações de R(0-0) podem 

importantes vide fig. (8-a} da referencia 26. 

A ordem de grandeza da flutuação de carga dos 

Ions oxigénios foi observada por Blinc( 321 
1 

através de um ex

perimento de RQN do 75As no KH 2Aso4 , onde as flutuações de 

carga foram associadas com o movimento do hidrogénio. 

Em resumo podemos afirmar que as vibrações de 

ponto zero do modo o-o considerado por Reid(JJ) conjuntamente 

com o problema da flutuação de carga dos oxigénios e as polari 

zabilidades iônicas(l) provavelmente darão um carãter de mui-

tos-corpos do potencial, ou em outras palavras, V
5

(u) pode 

ser dependente da temperatura, uma vez que as quantidades aci 

ma mencionadas o sao. Esta dependência da temperatura po-

deria, por exemplo, ser similar ~aquela do trabalho de Ma-

son(331 para o sal de Rochelle. 

Mesmo que a idéia de um potencial local efctivo 

seja aceita para os ferroelétricos do tipo KDP, a expansão 

na distância 0-0 observada por Ubbleholde et al (J 4 ) no KDP, 

quando os protons são substituídos por deutérios, e também 

as variações das distâncias 0-0, com a deuteração, de muitos 

outros materiais hidrogenados como mostrado por Ichikawa( 301 

(fig. 2) e Matsushita( 26 ) (fig. 10}, parecem indicar que a fo~ 

ma de Vs(u} efctivo para o-o-o· pode ser diferente daquela 

do potencial local para 0-H-0, Mesmo assim, nesta tese no o 

consideraremos a possibilidade de que o potencial local efeti 

vo visto pelo deutério seja diferente daquele visto pelo 

prótons, uma ve~ que a nossa análise está centralizada na 

presença ou ausência de uma barreira central no potencial lo-

cal efC'tivo. 



Assim buscando d~scut~r algumas das evidências 

disponíveis sObi"e a forma de Vs(u), em pai"ticulai" conside

I"ando a existência ou nao existência de uma barreira cen-

tral no referido potencial pai"a o movimento dos ions leves 

ao longo da ligação 0-H-O, dOis potenciais locais altamente 

anarmônicos foram por nos considerados. o primeiro consid~ 

rado foi o potencial sem barreira o mais simples possível 

que é o potencial quadrado também considerado por Pirenne(JS) 

conforme fig. (1.3a). Para o segundo potencial, utilizamos 

também um poço de potencial quadrado com uma barreira cen 

tral quadrada de profundidade e largura ajustãvel. Est>J. 

barreira central pode ser positiva ou negativa. Quando 

negativa gera o que passamos a chamar de potencial qua-

dr ado com fosso, fig. (1.3c) 

A escolha de v (u) 
> 

quadrada simples, foi basea 

do nos fatos: 

a) dados de Raios-X e de difração de Neutrons de Bacon e 

Peas<o> ( 27 ) indicarem que a distribuição protôn1ca é pr~ 

ticamente constante ao longo da ligação hidrogênica para 

a fase pai"aelêtrica {T > Tc). 

b) trabalhos de Reid(JJ) e Huggins( 2 '>l interpretados a 

da fig. (I.a), mostrando que os elementos da famíli<~ 

KDP estão prôximo da região crític<~, onde o fundo do p~ 

ço de potencial de acordo com Reid e Huggins deve 

mais achatado. 

c) r.:cde-se considerar, dentro da aproximação por nos utilizada, 

Apr0ximação do Campo MolP.cular (ACM) , todos os níveis de 

energia do Hamiltoniano, no cálculo d<~s médias estatísticas. 

Quei" dizer pode-se evitar truncamento como aqu.':'_ 

le que é feito no modelo de pseudo-spins, consider<~nOo ap~ 
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nas dois níveis de energia. 

d) considerar exatamcntc toda a caracteristica anarmõnica 

do potencial com uma Ünica aproximação, a ACM, 

o potencial com fosso foi incluído neste traba

lho devido ao fato de termos a possibilidade de descrever, 

em termos de dois parâmetros exatos, que descrem respectiva

mente a profundidade e largura relativas do fosso, uma tran-

sição de primeira ordem , como aquela que e experimenta! 

mente encontrado no KDP. Também é possível, pelo menos no 

quadro da Aproximação Clássica, descrever duas transições, uma 

de segunda ordem e outra de primeira ordem, Como e sabido 

no caso de duplo poço (barreira positiva) apenas transi-

çoes de segunda ordem são permitidos. 

Com nossas escolhas de potenciais locais Vs(u) 

esta tese foi organizada da seguinte maneira: 

No capitulo I é discutida a Hamiltoniana por nos 

empregada para descrever uma transição de fase do tipo 

elétrico, em materiais hidrogenados 

uma Hamiltoniana análoga àquela de 

do tipo KDP 

Lines( 361 com a 

ferro 

exceçao 

do potencial lOcal. Ainda nesse Capitulo fazemos uma descrição 

da aproximação usada, a (ACM), no nosso contesto. Como Última 

seção do Capitulo I apresentamos o cojunto de parãmetros impo~ 

tantes do modelo c fazemos uma correlação entre aqueles do mod~ 

lo de pseudo-spin de Tokunaga e Matsubara( 161 , (PD), mostrando 

que este Último apresenta uma parâmetro livre a mais que o an-

terior. 

No Capitulo II é feito um estudo comparativo entre 

o modelo proposto nesta tese para o caso do poço de potencial 

quadrado simples, o modelo PS, e o modelo de Tokunaga e Matsu

bara, o modelo PD, baseado em três quantidades fisicas: a tem-
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peratura critica, Te' a polarização dielétrica e~pontânea a 

zero Kelvin, PM e a constante de Curie C
0

, perto da temperat~ 

ra critica. 

Como um estudo preliminar da função de partição 

local ZL da eq. (1.13), e apresentado na seçao (2.2) um tru 

tamento Mecânico-Estatístico Clássico, com o resultado que a 

H?.miltoniana da eq. (1.6) reproduz a ACM 

aplicada à Teoria de Langevin para dipolos 

de Weiss quando 

clássicos (J?), cnn 

a conclusão que no limite r + O, a transição de fase obtida e 

da segunda ordem com a temperatura critica dada por 

KT
0

(clássico) = W/12 

onde, W está definido na eq. (1.16). 

Na seção (2.3) e feito um Tratamento E~tatísti-

co Quântico exato de ZL, tendo em mente o propõsito de en-

centrar a solução auto-consistente para o valor médio térmi 

co, u, do operador deslocamento u, bem como determinar cuida-

dosamente a ordem da transição de fase. Como result~do veri-

ficamos que a transição de fase no caso do modelo PS é de se

gunda ordem, bem como obtivemos uma curva de 'c em função de 

y*, fig. (2.3), que mostra a região possível de valores de y 

consistentes com uma transição de fase com T diferente 
c 

de 

zero. Ainda na seçao (2.3) e considerada a suscetibilidade 

elétrica estática paralela e uniforme, ao longo do eixo-c na 

fase paraelétrica para valores arbitrários de temperatura 

acima de Tc. A constante de Curie c 0 , próximo do ponto críti

co, eq. (2.3) tem um valor complementar diferente de Cf' con~ 

tantc de Orrie no limite de altas temperaturas onde os dipolo.:' 

são clássicos e quase livres na região T >> T
0 

A susceptibil~ 



Lidade pccle ser substi tu ida pela e"pressao clássica 

onde cf estâ definido na eq. (2.11), 

raeletrica(JS) que seria obtida pela 

e T
0 

e a temperatura pa-

extrapolação de reta 

1/x da região de altas temperaturas. Na fig. (2.4) e repr-esen

tado o comportamento de C
0
/Cf em função de y*. O fato que Cc 

e diferente de Cf e outra manifestação da importância do efei 

to quântico. 

~ necessário ressaltar que precauções devem ser 

tomadas ao se extrapolar a expressão da suscetibilidade do re-

gime de altas temperaturas, para temperaturas próximas de Tc, 

onde os efeitos quânticos sao importantes. Como um resultado da 

aplicação do modelo PS ao par associado KDP-DKDP obtivemos que 

T
0 

do KDP e menor que T
0

, um resultado que parece +avorecer o 

acoplamento imaginário consider-ado por-
- ( 3 9) 

Scarparo et. al. • 

Tanto no modelo PS quanto no PSM considerados ncs 

ta tese, e passivel obter a dependencia n& temperatura d~ po-

larização dieletrica espontânea, P (T), na fase ferroelétrica 

em termos de uma expressao fechada. Assim na seçao (2.4) a nos 

sa discussão e restringida a dependência da polarização máxi-

ma PM a T = OK. Nesta seçao a discussão de PM é feita atra 

vés da utiliz~ção do método variacional. O resultado assim ob 

tido e identico ao obtido no Capitulo IV, onde é realizado o 

cálculo exato, fig. (2.5), mostrando assim a boa escolha da 

nossa função de onda variacional, eq. (2.40). 

Na scção (2.5) uma breve discussão do trabalho de 

TokunLtgil e Matsubarêl (lG) é aprescntadn, objetivando umil 

análise comparativa entre os dois modelos: entre o mo 
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dele PS e o modelo PD. Tokunaga e Matsubara obtiveram no 

quadro da ACM uma transição de segunda ordem para o modelo PD 

para valores arbitrários do parâmetro quântico q, o interva-

lo O < q < l. o parâmetro quântico q é equivalente ao par~ 

metro y* do modelo PS. 

Na seçâo (2.6) uma análise comparativa dos mede 

los PS e PD e apresentada através da aplicação de ambos os 

modelos ao par associado KDP-DKDP. Resultados obtidos para 

C
0

(D), PM(D), para o modelo PS e PD sob as mesmas circunstan 

cias dão uma ligeira vantagem ao modelo PS, onde tais resul-

tados sao mais próximos dos seus respectivos valores experi~ 

tais. Devemos mencionar aqui um fator relevante nas comp9,; 

rações acima• o fato do modelo PD contar com um parâmetro a 

mais que o PS, permitiu~nos a escolha do resultado mais favo 

rãvel ao modelo PD. Ainda na seçao (2.6b) é obtido como su~ 

produto, valores aceitáveis para a largura a do_ poço de PS?. 

tencial V (u), e a carga efetiva Z*e, com os resultados 

' 
o 

a "' 1.66 A e Z* ~ 0.99 

Como comparaçao lembramos que o comprimento da ligação hidrogê 

nica do KDP vale 2.49 ~( 27 ). 

Na seção (2.6c) é mostrado a dependência isotõpi 

ca de T , C e PM para ambOS os modelos. Tais resultados tam 
o o 

bém, com exceção dos resultados sobre PM, são favoráveis ao 

modelo PS. 

No quadro da ACM ambos os modelos descrevem ape-

na~ transição de Fase Ferroelétrica do segunda ordem. No modc 

lo PD, do acordo com Tokunaga e Matsubara(lGl, a aproximaç5o 

de "clustcr" também descrevem uma transição de fase de 
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gunda o:r·dem p;;u:a valores arbitrár;i.os do parâmetro N (=.-
1
/c 

0
, 

com ~o e €
1 

as energias mais relevantes do problema) r uma 

transição de primeira ordem ocorre no modelo de Slater( 9 l 

de tem-se o limite n ~ oo 

No Capítulo III, as mesmas propriedades discuti-

das no Capítulo II, sao tratados no caso do modelo PSM no qu~ 

dro de Aproximação de Mecânica Estatística Clássica, em termos 

dos parâmetros que descrevem a largura relativa e altura rela-

tiva do fossa ou barreira de potencial Jenotados por n e B 

e definidos respectivamente nas eqs. {1.18) e (1.19). 

Na seção (3.2) é mostrado que uma barreira no p~ 

tencial local faz com que a temperatura critica seja aumenta-

aquela com v • 
b 

O, atingindo um valor máximo da com relação 

de l+n+n 2 , para B >> 1. Também é mostrado que não produz mu 

dança na ordem da trans~~ão, sendo para qualquer valor de B, 

de segunda ordem. 

A temperatura paraelétrica T , obtida por extrapo o --

lação da reta 1/x, do regime de altas temperaturas, apresenta 

nos limites B >> 1 e B << 1 os comportamentos 

• 
KT

0
: 

1 
12 

3 
(n-n )B I, para B << 1 

2 W (1 +n + n ) , para B» 1. 

Na seçao (3.3) é obtida para Vb < O, a região de 

n e B consistente com uma transição de primeira ordem. Nesta 

seçao é v~sto que pelo menos no quadro da ACM, podemos ter 

de acordo com os valores de n e B mudança da ordem da transi 

çâo. ~ visto que quando temos duas transições a de temperatura 
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critica mais elevada é de segunda ordem enquanto que aquP

la de temperatura critica mais baixa é de primeira ordem, 

fig. (3.4). 

Finalmente no C~pítulo III, é visto que T
0 

no ca 

vb < o, 

mentes 

tem para os limites B « 1 B >> 1 os comport~ 

w 
TI , para 

, para B << 1 

B >> 1 , 

reproduzindo o resultado do poço quadrado simples para 

B =O (Vb = 0) e mostrando que para ·B >> 1 os resultados de 

verao ser os mesmos de um poço quadrado de largura igual ao 

do fosso de potencial. 

No Capitulo IV é feita uma análise Mecânico-Quântl 

ca no caso do modelo PSM, para o caso de vb < O apenas, já 

que o objetivo aqui é descrever uma transição de primeira or-

dem. Na seção (4.1) e (4.2) são obtidas as funções de onda da 

Hamiltoniana do modelo e é também desenvolvida uma sistemática 

para a determinação dos auto-valores correspondentes. 

Na seção (4.3) discutida a concavidade da função 

para a << 1, com o objetivo de obter os valores de 

n, B, G que fazem a concavidade inicial ser voltada para ci-

ma e consequentemente, mostrando em que intervalo de valores 

dos parâmetros do modelo temos a possibilidade de transição d~ 

primeira ordem. 

Na scçao (4.4) ê obtido o comportamento de 

valor do parâmetro quântico acima do qual não hâ transição de 
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fase, em termos dos p~râmetros n e B. E mostrado que o fosso 

de potencial, no potencial local, provoca uma diminuição de 

y
5

, passando de um valor da ordem de 10-2 no caso de B ~ o, 

-6 -7 para um valor da ordem de 10 - 10 no caso de B t O e no 

intervalo de valores consistentes com uma transição de pri-

rneira ordem no caso clássico. Quer dizer, a presença de um 

fosso de potencial reduz consideravelmente a região de exis 

tência da fase ferroelétrica. Este é um fato já esperado, uma 

vez que o fosso de potencial é mais estreito que o potenclal, 

que é a largura a, consequentemente a energia de ponto zero 

E
0 

e maior, então exigindo menos energia térmica, para o mes 

mo valor de W, para desestabilizar a ordem da fase ferroelétri 

oa. 

Na seçao (4.5), com os valores de ys determinado 

para cada n e B escolhido e obtida a região onde possível 

uma transição de primeira ordem. 

No Capítulo V, são resumidas as conclusões prin-

cipais dest~ tese, já que as mesmas foram sendo discutie~s e 

apresentadas em cada um dos Capítulos precedentes. 

Nos Apêndices A e B derivamos as expressões para 

a obtenção de Te' PM apresentados no Capítulo II. No Apêndice 

D e obtida uma solução exata para o caso de uma rede unidi 

mensional com interações entre primeiros vizinhos apenas. 

Como jã esperado, não temos neste caso transição de fase 

com TC f OK. Finalmente no Apêndice E são obtidos as equaçoos 

para cálculo de auto-valores, no caso do poço quadrado simples 

com fosso. 



CAPITULO I 

O HAMILTONIANO LOCAL 

1.1. Aspectos Gerais sobre os Cristais Considerados 

a} Família KDP 

A presença de atividade ferroelétrica em 

famíli<> KDP foi dcscobertq por Bus eh e Scherrer ( 
40 

) 

20 

materais da 

noKDPeo 

primeiro modelo 

cas e elétricas 

molecular para descrever suas propriedades térml 

I ' I foi proposto por Slater em 1941, baseando-se 

na hipótese do que a transição ferroelétrica no KDP estaria lig~ 

da ao ordenamento dos prÕtons nas ligações hidrogênicas. 

A caracterlstica principal dos fcrroelétricos do ti-

p~ KH 2Po4 (KDP} é a forte dependência, das suas propriedades clé 

tricas e térmicas, da substituição dos hidrogônios por deutérios 

-. - ' (1-4, 40) 
u chamado efeito 1sotop1Co. 

Os cristais da famÍlia KDP sao todos uniaxiais e te-

tragonais na fase paraelétrica. Na fase ferroclétrica são ortor-

••mb<~~~(~.l) ,~ ' ' ' - ,~._ . ._-
._u <-Yu~ ou monoc~~n~cos, com a po~arlzaçao e~eLrlca esponLa 

nea paralela ao eixo-c, enquanto que os dados de difração de neu 

( 16) 
trons no experimento de Bacon e Pease , para o KDP, mostram 

os movimentos dos hidrogénios restritos quase que completamente 

( 4 2) 
plano a-b , ao longo da ligação o-H-0. Aparentemente este 

ê um resultado curioso em vista do forte efeito isotÓpico que se 

detecta para diversas propriedades termodinâmicas destes cristais, 

tais corno Te' Cc' PM' etc. Na tabela III-1 apresentamos valores 

da razão Tc(D)/Tc(ll) para alguns cristais da referida familia. 
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Bacon e Pease concluíram também de seu experimento 

- ,, - " 
com neutrons no KDP que a distribuiçao da densidade protonica 

é praticamente uniforme ao longo de toda ligação, na fase pa-

raelétrica, tornando-se localizada numa posição afastada do 

centro da ligação na fase ferroelâtrica. Também constataram 

que a suposição de valência +1 e -3 respectivamente para o p~ 

+l -3 
tássio e fósforo (K e P ) conjugada aos deslocamentos des-

tes ions ao longo do eixo-c conduzia a um valor para a polar~ 

zação de saturação muito próximo do valor experimental. Tam

bém verificaram que a hipótese de valência +l e -3 respectiva 

mente para os ions K e P, associada aos deslocamentos das po

siçÕes de equilibrio desses ions ao longo do eixo-c do cris

tal KDP, conduzia a uma polarização de saturação de 

4. 7 JJC/cm2 , da mesma ordem do valor observado experinentalmente que é de 

5.1 )JC/cm2 ( 4 l, De acordo com Jona e Shirane
1 2 ) o mesmo cál-

culo, baseado na 

dos íons fossem; 

hipótese 

p+5 K+l 
' 

'"e que a configuração elctrônica 

-2 
e O o valor obtido para a polari-

- - - I 2 zaçao de saturaçao e 5.0 )JC cm 1 produzindo uma concordância 

melhor com os dados experimentais do ponto de vista numérico. 

No entanto esta não é a Única diferença produzida, pois a po 

larização de saturação troca de sinal também. Mais precisa

mente, a polarização é dirigida dos oxigênios cujos hidrogé

nios estão mais próximos para aqueles onde os hidrogénios e~ 

tão mais distantes, contrário ao resultado de Bacon e Pease 

cujo sentido é exatamente o oposto. Como citado por Jona e 

Shirane, a configuração de deslocamentos foi determinada por 

Unterleitner e colaboradores( 4)) através de dispersão anoma-

la de raios-X, com o resultado de que a assinalamento de car 

ga feito por Jona e Shirane ( 2 ) é que e consistente com O> 

experimentos. 



neutrons (1l l 

22 

Dados experimentais de difração de raios-X e de 

mostram que o. ion X (= P, A
5

) nos elementos da fa 

rnília KDP estão ligados a 4 oxigênios, distribuídos nos vêrti 

ces de um tetraedro regular( 
2

) 
1 

com os centros desses tctrile 

dres formando uma rede tetragonal ou ortorrombica/monoclÍnica 

do tipo do diamante, conforme o cristal se encontre respecti

vamente na fase para ou ferroelêtrica. A ligação entre os gr~ 

pos xo
4

, feita atravCs de uma ligação hidrogênica, se coloca 

de forma que, cada ligação hidrogênica sempre liga em oxigê

nio superior de um tetraedro com um oxigênio inferior de um 

outro tetraedro vizinho(l). 

Na fase ferroelétrica, conforme as experiências 

de difração de neutrons, os protons estão arranjados ordenada 

mente, de tal modo que os hidrogênios estão ligados aos oxig~ 

nios superiores ou inferiores, com os lons A (=Cs,K,Rb) e 

X (=As,P) sofrendo deslocamentos opostos ao longo do eixo-c 

relativos a posição que ocupavam na fase paraelétrica, condu

zindo a uma polariztlção espont5nea respectivamente na direção 

-c ou +c. 

Na prÓxima seçao ê apresentada uma hamiltoniana 

capaz de permitir movimentos de grandes amplitudes para os h! 

drogCnios ou deutêrios, em torno do centro da ligação, de ma

neira a induzir uma polarização efetiva nula como ocorre na 

fase paraelétrica, bem como ordenar, numa posição fora do ceg 

tro da ligação, os átomos ou lons de H ou D para temperaturas 

abaixo de um T* (< Tc = temperatura de transição de fase) con 

siderando a característica principal dos cristais da família 

KDP, que é o efeito isotópica. 
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b) Par Associado.PbHP04-PbDP04 

Nesta subseção, apresentaremos algumas das caracte-

risticas do par PbHP0 4-PbDP04 , que nortearam a descriç~o compa

rativa de T0 , PM e C
0 

do par mencionado, com dois elementos da 

família KDP, conforme seçao 2.6. 

As propriedades ferroelêtricas do PbHP04 e seu ana

logo deuterado foram descobertas por Negran et al{
44

). Dados 

de raios-X dos referidos cristais, indicam, a temperatura ambien 

te, atividades ferroelêtricas com polarização espontânea nao

nula, numa estrutura cristalina monoclÍnica, com a= 4.688, 

b ~ 6.649, c= 5.781Â e 8 = 97.11°. Dados de difração de neutron 

para 

cas( 

( 4 4) 
o PbDP0

4
, por Negran , bem 

44) 
, indicam um grupo espacial 

como medidas piezoolêtri-

não-centrossimêtrico, com um 

ordenamento dos deutêrios nas ligações O-D-0 e um eixo polar no 

p:.ano a-c. Medidas de constantes dielêtricas ( 
44 

) do par cm que~ 

tão, mostraram a existência de transições de fase de segunda ar-

dern para Tc = 308 K e Tc = 450 K para o Pbi!P04 e PbDPo 4 respect~ 

vamente. A fig. (1.1) representa urna projeção do plano a-c da e~ 

trutura cristalina do PbDP04 (
44

) para temperatura abaixo de T0 , 

como determinada por difração de neutrons. 

No par Kbi!P0
4

-PbDP04 , cada grupo P04 está ligado a 

dois outros vizinhos, não a quatro como nos materiais da fam!lia 

KDP, por meio de ligações hidrogênicas de tal maneira a formar ca 

deias infinitas unidimensionais de tetraedros Po
4 

sem ligações hi 

drogênicas entre elas. Assim, a rede das ligações ê unidimensio

nal, em oposição a rede hidrogênica do KDP que é tridimensional. 

Este fato faz mais atrativo o estudo do par PbHP04-PbDP0
4

• Por 

exemplo o modelo de Slater-Takagi aplicado neste contexto rcsul-

ta na solução de um modelo Ising unidimensional. O modelo PS, no 
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Fig. (1,1) Projeção da estrutura cristalina do par PbllP04-I'bDP04 
no plano a-c. os círculos menores são protons e/ou 

deutérios. Os círculos cheios sao átomo~ de Pb e os 

tetraedro sao radicais Po4 . A direção de p
5 

relativa 

a direç5o 0-H-0 também é mostrado. 

quadro do apêndice D, i,ê,, tratamento estatístico clássico e 

interação entre primeiros vizinhos, aplicado no contexto do par 

PbHP0
4

-PbDP0
4 

não apresenta transição de fase para o referido 

par. 

o carãter unidimensional do referido par mais o lar 

go efeito isotópico, comparável aos da família KDP, foram os mo 

tivos da inclusão do par acima mencionado na análise comparati-

va apresentada no Capítulo II desta tese. 

1.2, características do Modelo 

Vamos considerar neste modelo que os cristais da fa 



milia KDP podem ser vistos como uma superposição de várias sub 

redes: uma delas constituída de Ions leves (protons ou deutó-

rios) , e as outras por Ions pesados (como K+l c+l 
' ' 

'"'+1 
' 

Pb +2 , 

-3 
(Aso4 J , ••• ) • Vamos considerar que existe um Unico 

Ion leve por célula unitária e que ele se move num potencial 1~ 

cal (criado pelos outros Ions e independente da temperatural. o 

KDP realmente tem oito e o par PbHP0 4-PbDP04 tem quatro Ions 1~ 

ves por célula unitária. A diferença vem do fato de o KDP ter 

dois ions leves por moléculas. Apesar disto o modelo tem ain-

da haver com a realidade f=sica. 

No sentido de fixar nossas idéias parece melhor cs 

pecificar as suposições do hamiltoniano microscópico, que sao 

as consideradas a seguir: 

a) O movimento anarmónico dos ions leves em Vs(u), ao longo da 

ligação o-n .•. O no p~ano a-b não é afetada pela aplicação 

de um campo elétrico ao longo do eixo-c do cristal, pelo me

nos ao ponto de mudar substancialmente o caráter da potencial 

local Vs(u). Ao longo desta linha, as coordenadas transver

sais-a ligaç5o 0-H ••• o são também ignoradas. Em outras p~ 

lavras, os Ions leves não interagem dirctamente com o campo 

aplicado e não contribuem para a polarização elétrica macros 

cópica. 

b) Com o objetivo de reduzir o numero de parâmetros ajustáveis 

do modelo, a massa dos Ions leves aparecem explicitamente por 

meio do termo de energia cinética -(h 2/2m)d 2/du2 • Com isso a 

descrição do efeito isotópico aparece ligado diretamente a 

uma análise quântica do problema. 

c) Supomos uma forte correlação de curto alcance entre os qua-

tros Ions leves mais próximos ligados a um mesmo radical 



-3 
B0

4 
(B ~ P,A5 , .•• ) conduzindo a uma redução no numero de 

coordenados dos ions leves para um em cada molécula do cris 

tal ern consideração. 

d) Considerando uma interaçâo forte de curto alcance entre os 

dipolos do complexo A-Bo 4 , da rede de Ions pesados -as 

coordenadas associadas aos ions leves correspondentes, eli

m1namos as coordenadas dos ions pesados através de uma rela 

ção do tipo 

Z*eu. 
J 

(1.1) 

onde Pz(j) é o dipolo elêtrico do ion pesado na molécula j, 

Z*e é uma constante com a dimensão de carga elétrica e uj e 

a coordenada do Ion leve ao longo da ligação O-ll-0, medida a 

partir do seu centro. 

e) Os ions leves interagem entre si através da mediação direta 

da interação dipolo-dipolo existente entre os dipolos elétrl 

cos ..los ions pesados, fig. (1.2), ;:;onduzindo a. UJn termo U.e 

energia de acoplamento da forma - L L J .. u.u. (ver apêndi-
i j*i ~J .~ J 

ce C) . 

A hamiltoniana do sistema na presença de um campo 

elétrico E = EZ ao longo do eixo-c do cristal ê escrita na for-

c Ji.u.u -Z*eE r. u
3
. 

j*iJ~j j 
(1.2.) 

onde o útlimo turmo vem da eq.(l.l) e a qu;;~ntidade E deve ser 

interpretada como o campo interno no local j. Os índices i e J 
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Fig. (1.2) Representação esquemática das interações entre os 

ions hidrogênicos e/ou deutérios e os radicais 

ro4 , AS04 , ••• , nos ~odelos PS c PSH -Ver Apêndice c. 



se referem as posições das moléculas de AXB0
4 

(A-K,Cs,Rb;X~l-1 ou 

O; B=P,As 1 ••• ), isto é, j representa o vetar posição R.; 
J 

o 

operador deslocamento uj é matriz infinita, que no caso do poço 

quadrado de largura ê• com ou sem barreira, possui autovalorcs 

no intervalo - a/2 < uj < a/2. uma hamiltoniana similar tem si

do considerada por Lines( 36 l. 

NÓs acreditamos que a hamiltoniana da eq. (1.2) me-

rece um exame cuidadoso e uma solução exata seria altamente de-

sejável. Um tratamento mecânico-quântico exato da hamiltoniana 

acima para redes bi- ou tri-dimensionais parece ser, no momento, 

um trabalho interessante. Hamiltonianas análogas a da eq. (1.2) 

para sistemas de spins, Hamiltoniana de Heisenberg e Hamiltonia 

na Ising, tem sido estu~s nos últimos 50 anos. Também uma ha-

miltoniana análoga para sistema ferroelêtrico, hamiltoniana de 

De-Gennes, tem sido analisada nos Últimos 20 anos. 

Em 1944, Onsagor(
4

S) obteve uma solução exata, para 

o caso de um sistema Ising para uma rede bidimensional de spin 

1/2 CO!f interações entre primeiros vizinhos, com uma temperat11ra 

critica T 0 diferente de zero Kelvin, i.é, mostrando que uma re

de bidimensional de spins tem uma transição de fase ferromagné-

tica. Já para a hamiltoniana de Heisenberg para uma rede tridi-

mensional com interações isotrópicas entre primeiros vizinhos so 

( 46) 
mente em 1976 foi encontrada por Dyson e Simon uma prova 

exata da existência de transição de fase ferromagnética com 

TC * O K. Eles mostraram a existência de um ordenamento ferroma~ 

nêtico para temperaturas abaixo de um certo T* (<TC). Em vista 

deste trabalho e do fato que a hamiltoniana da eq. (1.2) pode 

ser vista como um sistema de spins infinitos com a energia cinéti 

ca da particula no poço de potencial jogando o papel dQ tcmpcr~ 

tura difio.tlt..mdo os "sp111s" a se ordenarem, par:ece pouco pr:ova-
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vel que a hamiltoniana da eq. (1.2) nao produza uma transição Uc 

fase ferroelétrica. 

1,3, Aproximação do Campo Molecular 

Durante estes últimos 50 anos, a Hamiltoniana de 

Heisenberg 
( 4 7} 

foi utilizada para melhorar nosso entendimento 

de materiais ferromagnéticos mesmo na ausência de uma prova exa 

ta da existência ou não-existência de urna transição de fase ma~ 

nética. Pode-se dizer também que a maioria destas realizações 

teria sido impossível sem o uso da Aproximação do Campo Molecu-

lar (ACM) • No que respeita '"<I obtenção de T , existem fortes indi 
o -

cações, baseadas na Aproximação do Campo de Reação de Onsager 

(ACR) (4'S), que a ACM, par-a a Hamiltoniana de Heisenberg com in-

teração entre primeiros vizinhos, no caso de uma rede cúbica, 

apresenta um valor para Tc da ordem de 30% maior do que o valor 

exato, Como a ACM ignora as flutuações, é posslvel que no 

caso de interações de longo alcance a ACM e ACR apresentem c mes 

mo resultado para T0 , pelo menos com um desvio inferior a 30%. 

Uma hamiltoniana como a apresentada na eq. (1.2) e 

praticamente insolúvel do ponto de vista teórico. Porém a seme-

lhança do termo de muitos-corpos da referida hamiltoniana e aqu~ 

le da Harniltoniana de Heisenbcrg(ftg) foi um dos motivos que nos 

conduziram a tratar a hamiltoniana (1,2) de maneira análoga ao 

tratamento dado à Hamiltoniana de Heisenberg na teoria do ferro 

magnetismo, i. é, através da aproximação de Weiss (so; a chamada 

ACM. Um outro motivo de termos aceito a ACM reside no fato da 

aplicaç3o no capitulo II do poço de potencial quadrado infinito 

aos pares KDP-DKDP e PbliP0 4-PbDP0
4

, descrever pelo presente n:o

delo na ACM, os dados experimentais da BUscetibilidcH:l.e diel;:;tri 



ca paralela, por exemplo, do KDP, na região jT-Tj<T c c como 

mostrado na seção (2.5), e como subproduto dos cálculos produ-

zir valores para J .. , requeridos para reproduzir os valores ex 
'l -

perimentais de Tc(H) e Tc(D) 1 grosseiramente da ordem de gran-

deza da interação dipolo-dipolo, i.é, 

( 1. 3) 

onde p
5 

está definido na eq. (1.16). 

Em vista da discussão acima, e com o objetivo de 

utilizar a ACM, substituímos O operador uj da eq. (1.2) pela ex 

pressao 

( 1. 4) 

onde <u. > • u e a média térmica de uj e c ao muda de = ion para 
J 

outro, c o caso de um >o ion poc célula unitária, e liuj e a flu-

-
tuaçâo em torno dG u. 

Substituindo a eq. (1.4) na eq. (1.2) obtemos 

E HL(u.)-(1/2) E 
j=l ) i 

_, 
o,. ón .liu .+ (1/2) NJu 

J ' J ' 
(1. 5) 

a ACM neste contexto, corresponde a reter somente o primeiro 

termo da cq. (1.5), parte separável da hamiltoniana, e despre

zar o sogu:1d0 termo, bilinear nas flutuações. Notar aqui que 

em médLJ. os termos lineares nas flutuações são nulos e que a 

ACM desprc~a apenas termos quadráticos nas flutuações. A hamil 

toniana local efetiva, HL (u) é dad" por 



" p ' ( l. 6) 

( 1. 7) 

onde V5 (u) pode neste trabalho ser o poço de potencial quadrado 

infinito de largura~· fig. (1.3) (Cap. II, ou um poço de pote!! 

cLü quadrado infinito de laJ:"gura a com "fosso" - Cap. III e IV) 

e Hp' contribuição devida ao termo de muitos corpos, é dado por 

~ -Au 

A ,_ J<u> + Z*eE 

J = E 
i*O 

J . 
o,~ 

' (1. 8) 

' ( l. 9) 

' (1.10) 

com J considerado positivo; argumentação apresentada no Apêndi-

ce C. Notemos ainda que J indepcnde do !on :?. fixado para a 

efetuaç~o da soma em i, i. é, a soma sobre todos os vizinhos i 

do ion o. Em outras palavras, estamos desprezando efeitos de su 

perficie. 

Graças a essa enorme simplificação, devida a ACM, a 

forma escolhida para V8 (u), será possível dedicarmos a devida 

atenção ao termo de potencial contido na hamiltoniana local, m! 

nimizando efeitos de outras aproximações, permitindo contabili~ 

zar todos os níveis de energia necessários ao cálculo nas médias 

térmicas reali~adas. 

O valor médio térmico do operador dado 

por(5l) 

(L ll) 
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onde ' e 

sistema. 

" hamiltoniana do sistema, s o 

A quantidade ' o Tr[ e -BH] e 

Essa quantidade tambE!m pode 'e" 

Z ~ E <v[e-BH[v~ = 

' 
E e 
o 

-SE o 

1/KT. 

" funçào de partiçào do 

escrita "" forma 

(1.12) 

onde a soma em v é estendida sobre todos os auto-estados [v> 

da hamiltoniana total H; E e o auto-valor de H correspondente 
o 

ao auto-estado [v>. 

Em decorrência da separabilidade da hamiltoniana H, 

resultante do uso da ACM, a função de partição se decompõe numa 

produtória do tipo 

N 

' o 

" " o 

j=l J ' 

onde N é o numero total de dipolos (no KDP, o numero total de 

(1.13) 

é a função de partição local, e o valor médio térmico de u e 

dado por 

-BII 
<u> = Tr[u e L]/ZL ' (1.14) 

onde HL e a hamiltoni<>n<~ local, definida na eq. (1.6). 

Assim o uso da ACM nos conduziu de um problema de 

N-corpos a N problemas de l-corpo com uma auto-consistênci<~ im 

plícit;;~, pois o conhecimento de <u> depende de A atravCs da Ilp' 

eq, (1.8), que por sua vez depende de <u>, conforme eq. (1.9). 
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Nos próximos Capitulas sao apresentados soluções 

auto-consistentes para a polarização de saturação a zero 

Kelvin, PM, e no caso estatístico clássico para 

P(T} ~ Np <U> 1 para T qualquer, para os dois potenciais 
' eo 

V8 (u) anteriormente mencionados. 

~.4. Parâmetros do Modelo 

O numero de parâmetros do modelo depende da forma 

do potencial local v
5

(u). Corno nesta tese discutimos as evidên 

cias da existência ou nao de uma barreira de potencial no po-

tencial local, torna-se conveniente ter em mente o número de 

parâmetros independentes do modelo para cada situação ou poten 

cial analisado. Nos capítulos que seguem situações serão consi 

derados: (a) poço de potencial quadrado simples finito de lar

gura a - modelo PS; poço duplo de potencial - modelo PD tal 

corno considerado por Blinc et al(J) 
' (o) poço quadrado do item 

(a) com um poço central quadrado de largura b e profundidade 

Vb, no modelo PSM. 

Notamos, Cap. II, que o modelo PS contém apenas 

duas energias independentes que são E
0 

e W, onde 

relacion~d~ ~ H
0

, e 

relacionada a '' . p' um terceiro 

(1.15) 

(1.16) 

par5metro, com a dimensão de mo-



menta de dipolo dado por 

P ~ Z*ea/2 

' ' 
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(1.17) 

onde z *, ó::finido na eq. ( 1.1) , estabelece a conecção entre o 

movimento dinâmico do hidrogénio ou deutério e as propriedades 

dielétricas do sistema. Portanto o modelo PS tem três parame-

tros independentes. 

Para o modelo PSM - modelo PS modificado pela in-

clusão do poço de potencial central é fácil ver que tem cinco 

parâmetros, a saber os três do modelo PS mais dois outros: n 

e B sendo respectivamente medidas relativas da largura e da 

profunidade do poço de potencial central, o fosso, definidos 

respectivamente por 

n "' b/a ' 
(1.18) 

(1.19) 

Com o objetivo de comparar o número de parâmetros 

independentes da hmailtoniana de pseudo-spin 

les do modelo PS, devemos lembrar que 

~ -2'1 
T 

(PDJ( 6 ) com aqu_e:: 

' (1.20) 

onde ~denota onde Xj Yj e zj sao matrizes adimensionais 2x2, 

matrizes de pseudo-spin de Pauli para o âtomo de hidrogénio ou 

deutêrio ] 1 >JT é a energia de tunelamento e Fij é a energia de 

acoplamento hidrogênio-hidrogênio. 
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Na ACM os modelos PS e PD apresentam três parame

tros independentes, que são: 

no modelo PS - vide eqs. (1.15) - (1.17) - e no modelo PD os 

parâmetros correspondentes são 

onde 

llT' F e V 

F = L 
j #O ' . o, J 

' 

NO modelo PD é costume supor F(D) = F(H), 

V(D) = \l(ll), onde II e D significam respectivamente ,:H2 Po 4 c 

KD
2
Po 4 , com nT sendo ajustado independentemente para os casos 

hidrogenado e deuterado, enquanto que nos casos PS e PSM dis-

cu tidos nesta tese quando suposto I'IT(H) = W(D), p
5 

(H) = p
5 

(I)) 1 

a especificação de E (11) determina, 
o 

através da eq. 

quando suposto a (H) = a(D), E0 (D) = E
0

(H)/2. Esta 

tese é na verdade uma 
• . ( 2 6) 

exigcnc1a experimental , 

(1.15)' 

Ultima hipÕ-

pois a deu te 

ração do KH
2

Po4 muda o comprimento da ligaç~o hidrogênica, i.é, 

provoca um aumento da distância R(0-0) 1 segundo Matsushita et 

1 
( 26) 

õ ' de Q.023Â, correspondente a um aumento percentual de 1% 

em R(0-0). Esta dilatação de R(0-0) provocaria em Ec(D), se a 

fosse uma funç5o linear de R(0-0), uma diminuição da ordem de 

2% com respeito ao valor obtido quando se despreza a dilatação 

mencionada acima. 

Torna-se importante observar que a maior parte des-
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tas teorias quando confrontadas com dados exper~mentais, apre-

sentam valores de parâmetros que tornam impossível uma descri-

ção quantitativa de outros dados experimentais disponíveis pa-

ra o mesmo material. Todas as teorias parecem ser qualitativamc[!. 

te adequadas para descrever as propriedades térmicas, dielêtrl 

cas ou õticas dos cristais ferroelêtricos quânticos; quantita-

tivamente essas teorias apresentam erros relativos que vão de 

alguns % atê cinquenta por cento. 

Chamando cada par do tipo KH 2Po 4
-KD

2Po 4 de par as

sociado, notar-se-á então que, para cada par associado de ferro 

elétricos quânticos, o modelo PS contém somente 3 parâmetros in 

dependentes, enquanto que os modelos de pseudo-spin (PD) e PSM 

modelo PS Modific~o, apresentam respectivamente 4 e 5 parâme-

tros ajustáveis independentes. 

A razão das duas energias E0 e W, eqs (1.15) e 

(1,16) definem o parâmetro adimensional mais importante dos mo-

delas PS e PSM, o parâmetro 

(1.21) 

que representa uma medida da importância relativa dos efeitos 

quânticos no problema. O limite clássico corresponde a y + O. 

Para y > y
5

, onde y está 

' 
definido na eq. 12 33) . ' 

a temperatura critica Tc ê zero Kelvin, com polarização espontâ

nea nula. Em outras palavras, a quantidade 

onde T0 
(""T(Cn) 

c 

' 

cst5 definido na cq, 

(1.22) 

( 2 • 9 ) c idcnticCtmcntc 
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zero para qualquer valor de Y > y , Este fato nos conduziu a 

' 
apresentar os grâficos das quantidades 'c' C0 /Cf e PM/Np

5 
em 

termo do parâmetro reduzido 

(l. 23) 



39 

CAPÍTULO II 

MODELO PS PARA O CASO DO POÇO QUADRADO SIMPLES 

2.1. Introdução 

os estudos teóricos da transição de fase ferroclé 

trica na família KDP, tem sido realizados dentro de duas li

nhas básicas, A primeira iniciada por Slatcr em 1941, através 

de um estudo estatístico configuracional, baseado no fato ex

perimental de que cada radical Po 4 se liga a outros quatro 

através de uma ligação hidrogênica. No modelo de Slater, o hi 

drogênio pode ocupar duas posiçÕes na ligação: uma cm que o 

referido átonlo estaria próximo do radical em questão e uma ou 

tra quando o átomo estaria afastado do radical referência e 

próximo de um outro radical equivalente vizinho. Este modelo 

produz uma transição de primeira ordem, e nao e capaz de des

crever o efeito isotópico, principal c~r~cterística dos mem

bros da família KDP. A segunda linha, iniciada por Blinc em 

1958 e posteriormente refinada por De Gennes (l 5 ) , Tokunaga 

e Natsubara (l6 ) , Kobayashi (S 2 ) 
1 

baseia-se na hipótese 

de ser possível separar as intorações num termo de potencial 

local de dois mínimos e um segundo termo de interação de dois 

corpos, onde os níveis de energia do hamiltoniano local sao 

tais que os cálculos estatísticos podem ser realizados com 

apenas os dois níveis mais baixos de energia. Esta segunda li 

nha permite descrever o efeito isotópico, porém descreve ape

nas uma transição de segunda ordem. Experimentalmente, Kobaya 

Shi et al (li.l) , mostrou que a transição ferroelétrica do 
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par KDP-DKDP é de primeira ordem. 

Relaxando a hipótese do truncamento do hamiltonia-

no local e permitindo uma variação na forma de potencial, na 

linha discutida por Reid (])) , saindo de um poço de dois mí-

nimos e permitindo um poço de potencial com um mínimo mais sua 

ve, isto é, com um mínimo "chato", neste Capitulo faremos um 

estudo comparativo entre o modelo de Matsubara e Tokunaga, com 

o modelo apresentado no Capitulo I, com v
5

(u) sendo um poço de 

potencial quadrado simples, conforme fig. (1. 3-a). 

físicas, 

pontânea 

A referida comparação baseada em três quantidades 

a temperatura critica, T
0

, a 

o 
a T ~ O K, PM, e a constante 

polarização 

de Curie C0 

elétrica es-

próximo de 

T
0

, associada a suscetibilidade dielétrica paralela. Os resul

tados do presente modelo (PS) sao apresentados nas seçoes (2.3) 

(2.4) e na seçaa (2.5) é feito um breve resuma do:;e resultados 

do modelo de Tokunaga e Matsubura (PD). Na seção (2.6) baseada 

em dados experimentais (KDP-DKDP) , são obtidos valores para os 

parâmetros dus dois modelos. Ã primeiia vista, os dois m~Jelo~ 

não descreveM qualitativamente os dados experimentais, mas co-

mo será visto os números favorecem mais o modelo PS. 

2.2. Aproximação Clássica 

No quadro d."l. ACM, Capitulo I, e no limite clássico, 

a função de partição local ZL, a menos de uma constante multi

plicativa, pode ser escrita como 

( 2 . 1 ) 

' ( 2 • 2 ) 



onde usamos o fato de VS(u) ser um poço quadrado simples de 

largura a, e eliminamos o fator correspondente à energia ci-

netica. 

A média térmica do operador deslocamento u 

<U> ~ 

e então dada por 

<u> 
(a/2) 

1 ; 

' aA 

1 
"' cotanh i; - ~ 

i; _, SAa/2 
' 

' 
( 2 • 3) 

( 2 • 4 ) 

( 2 • 5 ) 

onde A ainda depende de <u>, como explicado na eq. (1.9). A 

condição de autoconsisténcia corresponde a encontrar as raí

:>~s comuns de F (!;) "' G (O , onde P ( Ç) é a função de Langcvin 

para dipolos clássicos 

F(i;) = 

G(f,) = 

1 
cotanh ~ - i; 

"T 
w 

= p E/KT 

" 

' 
(2. 6} 

' 
( 2 • 7 ) 

( 2 .8) 

A raiz autoconsistente ~ também determina o va •c -
lar autoconsistente da polarização, <u>/(a/2). Desta maneira, 

uma transição de fase ferroelétrica de segunda ordem é obtida 

a uma temperatura critica d~da por 

( 2 • 9 ) 



onde W é definido pela eq. {1.16) e a susceptibilidade estáti 

ca paralela, ao longo do eixo-c, dada por 

(2.10) 

{2.11) 

e Cf é a constante de Curie para dipolos livres. Deve ser nota 

õo que, a eq. {2.10) é válida para valores arbitrários do par~ 

metro quântico y* , no limite T ~ T
0

, onde O> 

dipolos tornam-se livres, enquanto que Tc (quântico) 

{clássico) é urna aproximação razoãvel somente no limite 

y* < 1, como mostraremos na seção (2.3). 

2.3. Tratamento Estatistico Quântico 

A equaçao de autovalores para o hamiltoniano HL' 

o mesmo da eq. (16) com V
5

(u) sendo um poço quadrado infini

to, é 

(2.12) 

que com a mudança de variável 

(2.13) 

pele ser escrita na forma 

-z)'f'(~)"Ü (2.14) 

onde 



À= (-CI)l/3 

- E /a. n 

' 

A eq. { 2.14) é conhecida como a equaçao de 
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(2.15) 

(2.16) 

(2.17) 

(2.18) 

Airy(SJ) 
1 

cujas soluções t(J(z) 
1 

funç6es de onda de HL' sao es

critas em termos das funções de Airy. 

A determinação dos autovalores, nessa forma, fica 

dependendo de cálculos numéricos de difícil execução. Por outro 

lado, para os propósitos limitados da exata determinação de T
0 

~ da susceptibilidade elétrica, sor..ent.e pequenos vo.lorus .'Oa 

polarização adimension<ll P{<u>/(a/2)) scrao requeridos, i.e. 
1 

para estes propósitos, a termo de polarização Hp na cq. (1.8} p~ 

de ser tomado como uma quantidade pequena a ser tratado por teo-

ria de perturbação. O tratamento pertJrbativo só foi realizado 

depois de escrevermos as funções de onda Wn(u) ern termos do con

junto completo de funções de onda de H
0

, e entao truncando o Ha

miltoniano numa ordem (número finito de estados) analisamos nume 

ricamente a susceptibilidade dos autovalorcs e prôprio comporta-

menta de F(a) para y* e 1 fixados. Este trabalhe mostrou que no 

caso do poço quadrado simples a concavidade de F, eq. (2.15), p~ 

ra ct > O, é Única, sem ponto de inflexõ.o, portanto determinando 

apenas uma transição de se,unda ordem de acordo com a classifi~~ 

ção de Ehrcnfest ( c,l). 

A teoria de perturbação(g-l) para a matriz densidade 



pode ser obtida de 

onde 

(2.19) 

(2.20) 

H (S) = e.xp(SH )H exp(-~!l) 
p o p o 

com H
0 

e l!p definidos pelas cqs. (1.7) e (l.S) respectivamen

te. A eq. (2,20) produz uma expansão em séries de potências 

de Hp' i.e., de a. 

Not;;mdo que 

Trlpui/TriPI (2.21) 

e da eq. (1.8), que 

- u (2.22) 

a definição 

permite escrever a polarização adirnensional na forma 

log [1 + Tr.!lp(fl)] 
~a Trp0 (S) 

(2.23) 

' 



Nil reprcscnti.!ção onde H0 e diagonaL os elemcnt'-'" 

de matriz diagonais do operador u silo nulos, uma vcz que V(u) 

é simétrico, e portanto as funçOes de onda de H
0 

são pares ou 

impares. Nestil rc=presentação a função de partição local ZL bPi~ 

como ~p, contém portilnto apenas potências pares de~. conse-

quentemente F na eq. (2.23) só pode conter potências impares 

de a, que e um resultado esperado pois a polarização deveria 

trocar de sinal ao se inverter do campo elétrico externo. ~s-

sim, trabalhando na representação onde H
0 

é diagonal chegamos 

a seguinte expressão para F. (ver apêndice A) 

F(ç,ol (2.24) 

oorn 

I 15 1'4 (o) ' ' (2.25) f 1 ( ,-) " 1J
2

(o)]/(12;r y
0

(o)) ' 

ro 2 
q,s (cr) 

-cn s (2.26) 5 o /o ' n=l 

o ro l2y /1 (2.27) 

' 
(2.28) 

(2.29) 

Uma vez que 1~ ê proporcionill 5. pol<nizil.ção adimcn 

sioncll <u>/(CJ./2), consequénciu de uso !lproximaçilo do C<i~I[JO N<_'_ 

lecular, obtemo::; \llllCl c;cgun<.le~ (unç3o, G, pilril u uutoconsistf;_n-

cia, ncr forma 



G(d = 2 ( " -r ) 
' 'o 

(2.30) 

onde 

' (2.31) 

E o campo elêtrico da eq. (1.2) e Ec e definido na eq. (1.15). 

No apêndice A apresentamos o algoritmo que usamos 

na determinação de ~n(ry); determinação esta que se baseia na 

constatação de que tais funções poderiam ser escritas em ter

mos de poucos elementos de matrizes da forma <nluln~ e <nlpln>. 

A polarização autoconsistente ê obtida, através da deterDina-

ção das raizes ;:;ac da equação F(ç) = G(ç), colOC<Õindo-se 

<u>/(a/2) = F(ça0 ). Comparando as eqs. (2.24) e (2.30), segue-se 

que a temperatura critica pode ser obtida através da solução da 

equaçao 

' (2.321 

onde y e o par5metro quântico, eq. (1.21) e ac = l2y/1; 0 . 

Na figura (2.1) temos o grâfico da função f 1 (a) 

onde se pode ver que f
1 

ê positiva e aumenta monotonicamente 

com a, para a > O. Esta função se aproxima assintoticamente 

do limite suporior flMf<X = lim f 1 (o), dado 
"•oo 

(15-n 2)/l2n 2 , obtido analiticamente da eq. 

por f ll'IÁX = 

(A. 8). Esta qu,m-

tidade determina o intcrvil.lo de valores de y para os quais 

a transiçilo de fase pode ocorrer. Em outras palavras, c somcn 

te para y < Ys• onde 

' ' y
5 

= (15-11 )/24,, (2.33) 
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Fig, (2.J.) Gráfico da função f
1 

(a) versus a, Este gráfico dá 

o algoritmo para a determinação da dependência 

quântica da temperatura crítica, como explicado 

no texto. Na presente e subsequente figuras PS si~ 

nifica modelo do poço de potencial local quadrado 

simples e PSM significa modelo do poço potencial 

local quadrado com "buraco" ou barreira, 

-

-

-

-

3.0 
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Fig. (2.2) Gráfico da temperatura crítica adimensional 

'c = 12 y5 KTc/J* versus J*/Ec' onde J* = y
5

W, p~ 

ra urna comparaç<10 com a fig. (5.2) da referencia 3. 

-

-

-



~ 0,021659, que existe uma e apenas uma raiz de oc > O da eq. 

{2.32) correspondendo a uma temperatura crÍtica bem definida. 

Notando que oc ~ 12y/T0 , a solução da eq. {2.32) determina 

T0 ~ Tc/Tc{Ct) como uma função de y* = y/ys' função esta que 

est5. representada na fig. {2,3). O limito clássico da eq. 

(1.15) 
1 

correspondendo a Te + 1 para y* + O é bem reproduzi

do. Também nota-se que o efeito quântico, y-10 no prc~'-'"te mo::lelo, 

reduz a região de existência da fase ferroelétrica, um fato 

que é provavelmente independente do modelo, pois um comport5! 

menta similar e obtido por Tokunaga et al, Tsallis, etc. no 

modelo de pseudo spin. Na região y % ys' a temperatura crít! 

caTe muda rapidamente com y* indo a zero em y* = 1, i.é, 

quando y atinge o que podemos chamar valor de extinção y
5

, a 

fase ferroelétrica não é mais possível, um fato que também es 

tá presente no modelo de pseudo-spinS, 

A suscetibilidade dielétrica paralela x, ao longo 

do eixo-C, pode também ser obtida para temperaturas arbitrá-

rias T > T0 , observando que E t-O de acordo com eq. (2.30), 

apenas translada G(~) para valores maiores de ç. Da definição 

de suscetibilidade 

x = lim 
E•O 

(2.34) 

segue das eqs. (2.24) e (2.30) que a raiz autoconsistente p~ 

ra E f O é agora dada pela solução da equação 

(2.35) 

que de acordo com a eq. (2.34) em primeira aproximação temos 
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Fig. (2.3) Dependência quântica da temperatura crítica adi-

o parâmetro quâ~ 

tico y* no modelo PS corresponde a q no modelo 

PD - ver Tokunaga e Matsubara, fig. (6) • Notar 

a forte dependência quântica do modelo PS nas pr~ 

ximidades da região clássica, y* « 1. 
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(2. 36) 
1-f

1 
(o) /2y 

Substí tuindo agora 1;; na eq. 
"" 

(2.35), segue das eqs. (2.31) e 

(2,34} que 

2 
- 2Nps [ 1 

X - -E-/ f (o) 
o l ' 

(2.37) 

onde o está definido na eq. (2.27). Próximo do ponto crítico, 

i. é, pnra IT-T
0 

I « T
0

, a quantidade t
1 

(a) pode ser expandida 

em série de potências de (a-a0 ) na forma 

conduzindo ao resultado de que prôxirno de T0 temos 

' (2.38) 

onde 

(2.39) 

é a constante de curie perto do ponto critico e cf é a cons

tante definida na eq. (2.11}. Notando que Te e a
0 

são funções 

de y*, uma curva de c /Cf versus y* foi construída e o resul-o . 

tado é mostrado na figura (2.4), 

Da eq. (2,37} é também possível obter o limite de 

altas temperaturas para a susceptibilidade, cujo resultado e 

o mesmo da eq. {2.10), como deveria ser. 
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Fig. (2,4) Dependência isotÕpica da constante de Curie nas 

proximid~des do ponto critico. Notar que cc 

quando Te ~ O para y* ~ 1; um fato que estã pre

sente também no modelo PD, fig, (2.7). 



2.4. Polari?.ação Elétrica Espontô.nea - Método Variacionul 

O cálculo do valor autoconsistentc de P(T) 1 u po-

larização espontânea na fase ferroelétrica, para valores arbi 

trãrios da temperatura abaixo de T
0

, e para valores arbitrá

rios de y* < 1, é um trubalho possivel mas somente através de 

extensos cálculos numéricos,mesmo na Aproximação do Campo mo-

lecular acima usada. Em vista desta diíiculdude, d dl.scussãa 

será restringida a depcndênci.a du mãximu polarizução espontS.-

nea PM' correspondendo ao valor du polarizução a T = 

pilriimetro quântico y*. 

do 

o cálculo autoconsistente de P ê bastante traba
M 

lhoso quando se faz uso das funções de Airy na eq. (2.12) 1 

mesmo a T = 0°K, onde somente a energia do estado fundamental 

de HL e a autofunção correspondente são requeridos, como será 

mostrado na secção (4.2). l-Dr esta razao o uso de uma aproxi-

maçao, o método variacional, torna-se conveniente. O resulta-

do exato ser a mostrado no capitulo <V, seçao (4.5). 

A função de onda tentativa pura o estado fundamen 

tel de HL foi escolhida como sendo 

q,o (u) c 8 6nu/a cos (nu/a) ' (2.40) 

onde cos (nu/a) corresponde a função de onda simétrica do es

tado fundamentul de 110 na fase paraelétrica; 6 é o parãmetro 

variacional e C é a constante de normalizução. 

A minimização da energia do estado fundamental 

(2.41) 
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i.é, aE0 /õó = O, pode ser escrita na forma (vide Apêndice B) 

~ 
4 2 2 1 - 3 '; 1+36 - ~ 6 a - n 6 2 2 2 

(1+6 ) senh (TIIil ' 
(2.42) 

onde a e o mesmo da eq. (2,16) que no caso de campo nulo dá 

origem a 

G"' 2y H(li) ' 
(2.43) 

como explicado na seçao (2.3) 1 H(6) representa o lado direito 

da eq. (2.42) multiplicado por 8/n
2

, A segunda condição de ou 

toconsistência é obtida calculando <u> = <lji0 lui<!J
0

>/<<!J
0

Io/
0

> em 

função de O, <~través da eq. (2,30) c então fazendo 

F = <U>/(a/2), Desta forma temos que {vide Apêndice B) 

(2.44) 

O valor autoconsistente 6ac de interesse, de acordo com a eq. 

(2,40), e a raiz do equaç5o F-G = O que é diferente de 

zero. Do compo~:tamento de a(6) e P(li) para li« 1, foi obtido 

um estado polarizado, Oac -1- O, apenas para y < '~MAX, onde 

'MAx (2.45) 

= 0.02107, um valor que difere menos de 3% do exato vulor Ys• 

como obtido na eq. (2,33). Esta proximidade dos valores nume-

ricos de yMAX e Ys• proporciona uma estimativa da precisão da 

escolha de JjJ0 (u), eq. (2.40). o valor exato de yMAX também 

será rrostrado r.:> Capitulo lV,seçiio 4.5, onde farcrros o uso das funções 



de Airy nu dctcrminaçilo da curva exata de PM versus y*. Rotor 

nando uo método variacional, para y > yMAX a Única raiz possl 

vel é dada por 6 = O, correspondendo a P = O, 
ac N 

fato esse 

que fornece um argumento adicional de porque nao pode haver 

um estado ferroclétrico para y > YMAx· 

Notando que PM = NZ*e<u> ou P = N F~~ onde 
M Ps u~ 

tem o mesmo significado da eq. (1.17); a determinação de 

como uma função de y* = y/yMAX foi possivel e cujo resultado 

está graficado na fig. (2.5). 

O resultado apresentado na fig. (2.5), além do seu 

valor intrinsico, tem servido para monitorar os cálculos nume 

ricos do Cap. IV, na determinação exata de PM versus y*, bem 

como de Tc e Cc para Vs(u) um potencial local com um 

central, ver seçao (4.5). 

2.5. Modelo de Tokunaga e Matsubara - Pscudo Spin 

fosso 

A Hamiltoniana do modelo de pseudo-spins com 'Lunc-

lamento, eq. (1.20), modificada o termo- \IE Z Z., para a into 
j • J 

raçao entre os dipolos elétricos e um campo eletrico E uo lon-

go do eixo-c do cristal, foi tratada por Tokunaga e Matsubara 

(1966) (~ci) no quadro da aproximação do Campo Médio. Como dis-

cutido na introdução, para o modelo simplificado, esta aproxi-

mação consiste em substituir a expressao Z~ = <Z.> + OZ. 

o ' ' eq. (1.20), e considerar todos os termos lineares nus flutu<>-

çÕ<'S de polariZ<>ção óZj c desprezar os termos com produtos bi 

linear de~ formil c\Zjc\Zj' obtendo assim da cq. (1.20) 

N 

' j=l 

N 
X.-i.E*):Z +(l/2)NP<Z'>2 

' ' ' 
(2.36) 
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Fig. (2.5) Dependência de y* da polarização expontânea máxi-

ma, PM' 'a temperatura de zero graus absoluto. 



onde 

dad<1 por 

~E* = J<Z> + ~E 

F ' j;IO 
F . o,] 
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' 
(2.47) 

(2.48) 

A Hamiltoniana local efetiva polarizada, e agora 

' 
(2. 49) 

com JlE* contendo o termo de polarização conforme eq. (2.47). 

A determinação de Te' da susceptibilidade parael~ 

trica e da constante de Curie próximo de T0 , requer a diagon~ 

lização da Harniltoniana da eq. (2.49), i.é., pelo menos os 

seus auto-valores devem ser determinados, o que podo ser fa-

cilmente obtido se uma transformação do tipo Holstein-Pritru.Jkof 

for realizada, correspondendo a uma rotação de um sistema de 

spins fictlcios através de um ângulo e, a saber 

' X Z = s cose - s sene ' 
(2,50) 

' X X = s sene + s cose ' 

onde o ângulo de rotação e é determinado pela condição de que 

o termo linear em Sx seja nulo, Desta maneira obtém-se 

cose JlE*/w ; ' 
(2.51) 
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(2.52) 

~ - d onde ~E* está definido na eq, (2,47), S e o componente Z e 

nova coordenada de spin, Com esta transformação a eq. (2.49) 

torna-se 

~ 
= - wS 

com o resultado de que 

1 - ., 
e consequentemente 

' 
(2.53) 

' 

(2.54) 

A solução autoconsistente da eq. (2.54} (já que 

tanto E* com w são funções explÍcitas de <Z~) conduz corno no 

mo<lclo PS a uma transição de fase de segunda ordem de acordo 

com a classificação de Ehrenfest, com uma temperatura crítica 

dada por 

(4íl/F) = tanh (>l/KT
0

) (2,55) 

onde n é a frequência de tunelamento e F tem o mesmo signifl 

cada da eq, (2.48). O limite clássico para T
0 

correspondendo 

a >l « F/4 pode ser obtido da eq. (2,55) com o resultado 

(2.56) 
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Definindo o parâmetro adimensional T
0 

- T0 /T
0 

e 

q- 4ll/F, a eq. (2,55) pode ser escrita na forma 

'c = q/arc tanh q {2,57) 

A polarização espontânea P a T = OK, pode ser obt! 

da da eq. (2.5 4), lembrando que para o modelo em questão cada 

unidade química tem dois protons "interagcntcs" com um momento 

de dipolo 11, portanto P = 2N1J<Z>, com o resultado 

(2.58) 

A susceptibilidade dielétrica paralela acima de 

T0 , pode ser obtida da eq. (2,54) como sendo 

(2.591 

a qual, no limite IT-T0 1 « T0 tem o comportamento 

' (2.6 0) 

onde 

' (2.61) 

e 'c é determinado como uma função do parâmetro quântico q, 

conforme eq. (2.55); Cf aqui e a constante de Curie para di

polos clássicos, sendo dada por 

(2.62) 



No limite de altas temperaturas T » T0 , a suscep

tibilidade dielétrica paralela é dado por 

' (2.63) 

com T0 dado por F/(4K). 

Partindo destes resultados, foram construídos gr~ 

ficas para a dependência de Te' C0/Cf e PM/N~ do parâmetro 

quântico q e os resultados são mostrados nas figs. (2.6), 

(2.7) e (2.8); comparar com os correspondentes nas figs. 

(2.3), (2.4) e (2,5). 

Comparando-se os resultados obtidos acima para o 

m_:'lelo do poço de potencial local quadrado (l'S) apre.'>entados 

nas figs. (2.3)-(2.5) com os correspondentes obtidos para o 

modelo de pseudo-spin com tunelamento através de uma barrei

ra centrdl, apresentados nas figs. (2,6)-(2,8), a similarid~ 

de dos resultados para os dois modelos se tornam claras. Tal 

similaridade Ó maior na região onde os efeitos quânticos sao 

mais pronunciados, alto limite quântico, correspondendo a 

y* ~ l ou q ~ l, onde T0 , C0 e PM tornam-se funções que va

riam rapidamente com os parâmetros quânticos. Diferenças qua 

litativas menores, não essenciais ocorrem na região interme

diária e próxima da região clássica, y* % o. 

Os nossos resultados para o modelo PS mais a in

certeza nos dados experimentais fazem impossível, pelo menos 

até o momento, a opçao por um dos modelos acima analisados, 

como mostraremos a seguir, atravês da obtenção dos valores 
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Fig, (2.6) Dependência quântica da temperatura crÍtica adi-

mensional 'c ~ T /T (cLi.ssico). 
o o Notar que o par~ 

metro quântico q ~ 4njF vai a zero no limite clás 

sico h .. O. Na presente e subsequentes figuras do 

Capitulo II, PD significa Poço de Potencial local 

com dois mínimos ou poço duplo, 



•• 

permitidos pura as quantidades T , Cf' N para os dois rr,odelos 
o P, 

quando hipÕteses simples e razoáveis são igualmente aplicadus 

aos dois modelos. 

A. Parâmetros Adimensionais Relevantes 

Inicialmente construimos uma tabela contendo dados 

experimentais para a temperatura crítica, constante de Curie 

por unidade de volume perto do ponto crítico e a mãxima polar_~ 

zação elêtrica espontânea por unidade de volume para os pares 

KH 2P0 4-KD 2Po4 , RbH
2
Po 4-RbD

2
P0

4 
e PbHP0

4
-PbDP0

4
; os valores nu

mêricos estão listados na forma da tubela I abaixo 

TABELA I 

TC (OK) Cc(oKJ ' PM( .couJ/cm ) TC(D)/TC(I]) 

KH 2Po
4 122.5 m 5.10 I 

1. 82 
KD

2
Po

4 m 326 6.21 

RbH 2Po4 14 7 -o m 5.3 
1. 48 

RbD
2

Po
4 m 302 6 . 3 

Pbi!P04 elO m • 1.8 • l. 46 
PbDP0 4 "' 234 • 2.0 

Por motivo de clureza, nus seço~'S (2.6A) e (2.68) 

apresentaremos o algoritmo utiliz,ldO para a detcrmi_nação do,; 

parâmetros do modelo PS c PD para o p<J.r KII
2

Po4-KD}'0 4 , c na 

scçiio (2.6c) c>prescntan1os sucint<~nl<:>ntc• .:1 obt<enção dos mesmos 
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Fig, (2" 7) Dependência quântica da Constante de Curie próxi

ma do ponto crltico. 
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Fig, (2.8) Dependência quântica da polarização espontânea ma 

xima PM no modelo PD, Comparando com a fig, (2.5) 

pode ser observado o comportamento diferente nas 

regiÕes intermediária e clássica. 



Usando a eq. (2.32), o ulgoritmo que determina 'c 

versus y* -fig. (2.3), e supondo que y*(H)/y*(D) = 2, o que 

se obtem de m(D)/rn(H) = 2, a(!!) " a(D) e J(H) " J(D), a razão 

(2.64) 

permite a obtenção dos valores apropriados de y* para H e D 

com os resultados 

y*(H) " 0.86 (2.65) 

y*(D) " 0,43 (2.66) 

O uso destes valores no-algoritmo que determina 

Cc versus y*, resulta em 

(2.67) 

(2.68) 

e consequentemente se, na eq. (2.11), assumirmos que cf e o 

mesmo para H e D temos 

(2.69) 

De maneira an5.1ogu, usundo il.S eqs. (2.65) e (2.66), 

du fig. ( 2. 5) obtém-se 

PM(li)/Np
5

" 0.22 (2. 70) 



' (2. 71) 

' (2. 72) 

onde supos~se que Ps (=Z* e u/2) independente do isôtopo. 

Procedendo de forma análoga para com o modelo de 

tunelar.1ento, agora supondo F(H) = F(D), nota-se que neste mode 

lo existem dois parâmetros quânticos independentes qH e 

Esta relação define o parâmetro E· 

Usando agora a eq. (2.57) e a condição da eq. 

(2.64), obtêm-se através da substituição que q
0 

através da eq. 

(2.73) a relação 

1.82 arctanh pqH = p arctanh qH 
' 

(2. 74) 

que determina uma curva para os valores de q
11 

em função de p 

(ver fig. (2.9)), que permitem reproduzir ii razão observada 

para as temperaturas críticas experimentais. 

Como Te na eq. (2.61) é uma função de q, a substl 

tuiçâo do parâmetro quântico q por qH(p) que são consistentes 

com a cq. {2. 74), nesta equaçao, conduz à curva Cf/C
0

(H) que 

está desenhada na fig. (2.10). 

De maneirél similar, se niJ. cq. (2.61) q for substi 

tuido por q 0 = [XJ!l(p). obtL'r.l-sc um<l curv.:~ de Cf/Cc(>l 

p, cujo rcsult;;Jdo é o üprcscntCl.Jo né\ ÍHJ. (2.11). 

vcrsu~ 

Purtindo ugoril dos resultados üprescntéldos néls 

fiqs. ( 2. 10) o ( 2. 11) , obtém-se UIUCI. terceira curva que rupre-
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Fig. (2.9) Valores passiveis do parâmetro quântico qH reque

rido para reproduzir a razao experimental 

67 
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Fig. (2.10) Valores possíveis d" Const<>nto de curie prÕxima 

do ponto crítico para o KDP consistentes com o 

valor experimental de T
0

(D)/T
0

(1l). 
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Fig, (2.11) o mesmo da fig. (2,10) para a DKDP. 
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senta CcW)/Cc(ll) versus p = G(D)/ll(ll) em consistência com a 

razao d<>s temperaturas críticas experimentais. 

Através deste procedimento, usando agora a eq. 

(2.58), obtemos PM(H), PM(D) como função de p, bem como ara

zão PM(H)/PM(D) versus p, consistente com a razão das tempe

raturas criticas, isto e, consistentes com Tc(D)/Tc(H)exp. os 

resultados são apresentados nas figs. (2.13), (2.14) e (2.15) 

respecti vamcntc. 

Nota-se nas figs. (2.12) e (2.15) que os maiores 

valores para Cc(D)/Cc(H) e PM(H)/PM(D) são respectivamente 

0,41 e 0.35, ambos ocorrendo a p = O. 

A situação é sumarizada na tabela II, onde modelo 

PS significa modelo do Poço-Quadrado simples e cujos valores 

numéricos são obtidos das eqs. (2.69) e (2. 72), e modelo PD 

significa modelo de tunclamento quântico num poço de potencial 

duplo(lG). 

TABELA I I 

C0 (D)/C0 (H) PM{H)/PM(D) 

EXP. 1. 40 o. 82 

Modelo " 0.86 0.46 

Modelo PO < o. 41 ..;; O.JS 

NOVAKOVIC (?) --- o. 4 3 

Na tabela II acima, podemos notar que os resulta-

dos do modelo PD não são melhores do que aqueles apresentados 

pelo modelo PS, mesmo dispondo de um parâmetro ajustável p, a 
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Fig, (2.12) Valores possi:veis da razao C (D)/C (H} consisten c c -
tes com o valor experimental da razão T0 {D)/T0 (!1) 

para o par KDP-DKDP. 
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Fig. (2,13) valores permitidos da polarização espontânea ma-

xima PM do KDP, consistentes com o valor experi

mental da razão Tc(D)/Tc(H). 
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Fig. (2.14) O mesmo da fig. (2.13) para o DKDP. 
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Fig. {2.15) valores permitidos da razao das polarizações ma-

ximas PM(D)/PM(H) consistentes com o valor expe

rimental da razão T0 (D}/T0
(H) para o KDP-DKDP. 



75 

mais que o modelo PS. Também notamos que quantitativamente os 

dois modelos são falhos. Uma discussão que pode ser iniciada 

agora no sentido de minimizar as discrepâncias dos valores te~ 

ricos de C0 e PM com os correspondentes experiment.ais poderá 

ser feita em base do modelo PS, iniciando por definir um par~ 

metro extra p = y*(D)/y*(A), assumindo que v
5

(u) do deutério 

possa ser diferente daquele do hidrogênio. 

B. Valor das Quantidades FÍsicas do Modelo 

Como visto nas seçoes 2.3, 2.4 e 2.5 a temperatura 

critica, a constante de Curie perto do ponto crítico e o mãxi-

mo valor alcançado pela polarização espontânea são medidos cm 

termos das quantidades T0 (= W/l2K), Cf 

(= Nz*ea/2), respectivamente para o modelo PS. Para o modelo 

PD, p deve ser substituído por ~- N significa o nL.,oero de dl
o 

polos ou moléculas por unidade de volume. Como p = O foi a me-

lhor escolha encontrada para o modelo PD, correspondendo a 

q
0 

= O (q
0 

= pql!), torna-se conveniente para efeito de compa

ração entre os modelos PD e PS, usar os valores de Tc(D) e 

Cc(D), em vez das quantidades correspondentes para o KH 2Po 4 

para os dois modelos. Assim inicialmente construímos a tabela 

III, onde os valores para o modelo PD, corresponde ao limite 

clássico (q
0 

= 0) enquanto que para O modelo PS, o valor de 

'c(D) foi obtido da fig. (2.3), para y*(D) 0.43, as demais 

quantidQdes adimensionais para o modelo PS na tabela III vem 

das eqs. (2.68) e (2. 71) respectivamente. 



TABELA III 

r c (D) Cc(D)/Cf PM(Dl/N 

" 'c(y*)=0.58 o .83 0.48 Po 

PD 'c(qD)=l.OO 1. 00 1.00 " -

usando os valores experimentais de Tc(D) e Cc(D) 

e os valores apresentados nas segunda e terceira colunas da 

tabela III, obtivemos 

e 
' 

bem como 

e ' 

os quais sao apresentados na tabela IV abaixo. 

A determinação de p 5 , ~ e PM(D) foi feita supondo 

que a interação hidrogênio-hidrogênio ê de natureza dipolar 

nos dois modelos, e lembrando que no limite clássico (seção 

(2.2)) para <JJnbos os c=o:;; corresponde a um carãter dipolo-dipQ 

lo, onde a temperatura critica, tornando igual a T
0 

= W/12K 

ou T0 = F/4K nos modelos PS e PD respectivamente. A quantida

de KT
0 

define a escala de energia para o problema nos dois mo 

de los. 

Assi~ no quadro da interação dipolar c do modelo 

do poço quadrLtdo :;implcs, a energia W pode ser escrita na for

ma (apêndice C, cq. C-4) 



o . ângulo 
+ 

onde e o polar de • • em 
J ' 'J 

tal, 
+ • • o, J 

e " posição de equilíbrio 

Agora substituindo o 

KT
0 

(PS) 

oq, (2.75) 

= tNp
2 , 

mo 

(2.75) 

relação o o eixo-c do c ris 

do centro do molécula j . 

eq. (2 • 9 I obtemos 

(2. 76) 

onde N e o número de dipolos por unidade de volume e f ê um 

parâmetro adimensional dependente da estrutura (ver apêndice 

C) , Lembrando ainda que 

' 
(2. 77) 

a utilização do valor experimental de N (= 4/V0 ) obtido por 

tbcnicaR de raio-X, através dos dados de V c' onde V
0 

é o volu 

me da célula unitária e tarr~ém dos valores numéricos acima 

obtidos para T0 C Cf' os seguintes valores para 

através das eqs. (2.76) e (2.77) encontrados: 

f 0.33 

p c f são , 

Para o modelo de pseudo-spin (PD), fazendo a cor-

respondência entre a notação da seção (2.5) com a de Tokunaga 

e Matsubara(l6l temos KT
0 

= F/4 = J(TM)/4 e notando que rc da 

eq. (2.47), corresponde no trabalho de Blinc (1 4 ) 

' 

obtemos 



2 
~ fN ~ 

A equação correspondente para cf e 

(2.78) 

(2. 79) 

Usando as eqs. (2,78) e (2.79) bem como os resulta 

dos acima determinados para T
0

(PD} e Cf(PD) obtemos para f do 

modelo PD e )J os respectivamente valores 0.68 e 0,43, os quais 

estão listados na tabela IV abaixo; portanto um !.' diferente de 

p
5 

do modelo PS. 

TABELA IV 

To(OK) Cf(OK) (el\) f 
- 2 
p~l (D) calculado (J!COul/cm ) 

" m m p 5 ~0.82 0,33 6.6 

" 223 326 " =0.43 o. ta 7.2 

Das eqs, (1.23) e (2,9), que definem respectiva-

mente y* e T
0

, obtemos 

• 

que com os valores de y*(!!) = 0.86 da eq. (2,65) e T
0 

= 387°K 

da tabela IV, y5 = 0.0216 da eq. {2.33), resulta 

Ec(H) = 7.4 meV (2.HO) 
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daquele dado 
(54) 

O valor- acima difere por Pirenne (6.8 meV) 

somente pelo fato de termos usado = valor mais recente para 

Tc(D). O e definição de ' c' eq. (1.15), obtemos P"ra e 

largura a do poço de potencial quadrado local o valor 

a ~ 1.66~ (2.81) 

que é comparável com a distância experimentalmente conheci

da(27l entre os dois oxigénios de uma ligação hidrogênica 

KH
2

Po
4

, i.e., comparável à 

D(0-0)-2r
0

% (2.50-1.32)5-: = l.l8R ' 

onde D(0-0) é a distância entre a posição de equilíbrio dos 

dois oxigénios da ligação, cujo valor experimental é o dado 

r:rn p<:r Bacon e Pease ,e r 0 é o raio de covalência para o oxi-

gênio na forma obtida numa monografia de 
( 31) 

Speakman 

Da definição de p = 

' 
Z*ea/2, usando o valor esti 

rnado de a, eg, (2.81), e o valor de p
5 

listado na tabela rv, 

estimamos para Z* o valor 

Z* = 0.99 ' 

um resultado favor5vel à hipótese de que o fundo do poço de 

potencial local efetivo pode ser completamente achatado, corno 

é o caso do poço quadrado simples, 



C. Parâmetros Adirncnsionais Relevantes e Valor das Quantidades 

Fisicas do Modelo Para os Pares RbH 2Po4-Rbo2Po4_,océ'cbc'c"c'"0
4
= 

PbDP04 

Procedendo de maneira anâloga aquela do par 

KH 2P0
4

-KD2Po 4 para os pares RbH
2

Po
4

-RbD
2

Po
4 

e PbHP0
4

-PbDP0
4

, 

os dados da tabela I nos conduziram ~s seguintes razões adi-

mensionais (tabela V): 

TABELA V 

Modelos TC (D) 
Cc(D)/Cc(H) PM(D)/PM(H) ,. q 

TC (H) 
Cxp 

RbH
2

Po
4 

p~ 1. 01 o. 63 o. 6 6 0.85 
-
RbD 2Po 4 '" l. 48 < 0.63 < o. 53 0.33 0.0 

Exp. 1. 26 o. 84 - -

PbHP04 " 1. 01 o. 64 o. 68 o. 84 

PbDP04 
eo 1. 46 .;;; 0.64 .;;; o. 64 o. 34 0.0 

Exp. 1. 06 o . ~ 2 - -

Aqui na tabela V, como na tabela II, os resultados 

do modelo PD n5o sao melhores que aqueles do modelo PS. 

A tabela VI, obtida de forma análoga a tabela VI 

para o par KH 2Po4-Ko
2

Po4 e construída para os pares acima men 

cionados, com o resultado 



TABELA VI 

T c(D)/Tc CC (D) li'\ 
- -
PM(D)/N 

Po< " o. 6 4 0.85 0.55 P, 
RbH 2Po4 
RbD 2P04 m 1. o o 1. 00 1.0 o 

Poc " o. 63 o. 84 o. 54 P, 
PbHP04 
PbDPo4 PD 1. 00 1. 00 1.0 o 

Utilizando os valores experimentai~ da tabela ACA 

MONOGRAFIC (1963) (55 ), para v0 , volume da c8lila unitária, 

para os dois pare~ em consideraç~o, na obtenção de N que e 

dado por 4/V
0 

e 2/V
0 

respectivamente para os pares associados 

RbH 2Po 4-RbD2Po4 e PbllP04-PbDP04 , obtivemos a seguinte tabela: 

TABELA VII 

To(OK) - o 
Cf( K ' ', o o o p (D)cal.;p (D)exp. 

M M 
(eÂ) 

-
Po< " "' '56 0.32 0.82 1.10 
RbH 2Po4 
RbD 2Po4 PP m "' o. 72 o. 4 3 1.05 

'"' " m m 0.34 0.94 4 . 5 
PbHP0 4 
PbDP04 m 452 "' l. 93 o. 36 '-' 

Das eqs. (1.31) e (2.9), que definem respectivame!! 

te Y* e E
0

, e com os dados das tabelas V e VII obtivemos 
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' 

1. 35 Â 

Estes valores de ~· sao comparáveis com a distância 
(56) 

experimentalmente conhecida entre os dois oxigênios de uma 

lógica hidrogênica, para os elementos da familia KDP e também 

PbHP04 que é da ordem de 

D(0-0) ' 
0(0-0) sao iguais a 2.50 e 2.52 lf'p=a o RbH

2
Po

4 
e PbHP0

4
, respes:_ 

tivamente. 

Da definição de p
5 

= Z*e a/2, a utilização de valo

res estimados de a e os resultados da tabela VII, estimamos pa-

ra Z* os valores 

' 

• 

Se olharmos para a última coluna da tabela VII, ve-

mos que existe uma tendência dos resultados favorecerem a hipÕ-

tese de um poço de potencial local de fundo raso para os eleme~ 

tos da familia KDP e de um duplo poço para o par PbHP0
4

-PbDP0
4

. 

Analisando os resultados no seu todo, vemos que a determinação 

dos f para as duas estruturas (da farnilia KDP e do par acima re 

ferido) poderia servir de teste para as modelos cm q~cstão. 

~ evidente que os modelas aqui dJscutidos são rela-
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tivamente crus para podermos fazer uma opçao em favor de um de 

les, mas o fato dos resultados serem comparáveis e mostrarem 

uma tendência de para ligações hidrogênicas mais longos, favo

recem um poço duplo e ligações hidrogênicas mais curtas um po-

ço de fundo raso, no mesmo sentido de Ichikawa 1981 
( 30) 

• Es 

tes fatos vem reabrir a questão do caráter da ligação hidrogê

nica nos ferroelétricos quânticos. 

A forma com que as propriedades ferroelêtricos está-

ticas dependem da concentração, x, nas soluções sólidas 

w
1 

P-DKD P, tem atraí.do a atenção de muitos investigadores. _, " 
Nesta seção vamos apresentar a forma como estudarlamos a de-

pendência da concentração de deutério na solução KDP-DKDP. 

Procedendo de maneira análoga àquela de Tokunaga e 

Matsubara (1 6 ), as~umimos um parâmetro quântico efetivo r* de 

tal forma que a dependência da concentração de deutério seja 

dada por 

y * (x) 
• (1-x)y
11 

+ 

para o modelo PS e, 

(2.82) 

(2, 83) 

para o modelo PD, onde x aqui e a concentração de deutério, 

• • yH"' 0,86, y
0

,. 0.43 conforme eqs. (2,65) e (2.66) respecti-

vamente, e q
11 

"' 0.94 como obtido da fig. (2.9) para a melhor 

escolha de p = O, q
0 

= O para o par KDP como jâ mencionado an 
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teriormente. Das figs. (2.3), (2.4) e (2.5) substituindo y* 

po< y * {X) do eq. {2.82) podemos obter T
0

(x)/T
0

, C
0

(xl/Cf 

PM<xJ/Np
5 

para x no intervalo o ,.;; X ,;; 1. 

Com o objetivo de e e te< T
0 

(X) 1 C
0 

(x) e PM (x) 

Usando a mesmo método para o modelo PD, obtivemos 

também, para comparaçao, das figs. (2.6), (2. 7) e (2.8), as 

curvas correspondentes para a dependência da concentração do 

deutério para as quantidades T
0

, C
0 

e PM. As mesmas sao apre

sentadas nas figs. (2.16), (2.17) e (2.18) através das linhas 

tracejadas. 

Como se pode notar o número de pontos experimentais 

nas figs. (2.16) - {2.18) é relativamente pequeno. Esse fato 

está ligado ãs dificuldades envolvidas na determinação preci

sa da co.,centração de deutério numn dada amostra. 

Usando a fig. (2.16) para a determinação da concen

tração de deutério para Tc conhecido, i.é, na dcitcrminação de 

x = x(Tc), e substituindo tais valores nas figs. (2.17) e 

(2.18), obtivemos os resultados apresentados nas figs. (2.19} 

e (2.20) para ambos os modelos. Desta forma podemos colocar 

muito mais pontos experimentais nas figs. (2.19) e (2.20}, 

pois agora nos basta saber o valor da propriedade fisica PM 

ou Tc em função da temperatura critica, informação mais aces

slvel experimentalmente do gue a concentração de deutério. 

Na fig. ( 2.16) vemos que a ACM, quando aplicada ao 

modelo PS, descreve quantitativamente a dependência da Concen 
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1.0 -PD ---0.8 
/ 

/ 
/ 

/ - / - 0.6 1-u 

' -X 
0.4 -

1-u 

0.2 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

X (%0) 

Fig. (2.16) Dependência da concentração de deutério da tomp~ 

ratura crÍtica na solução sólida KDP-DKDP, para 

os modelos PS e PD. 
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' ' ' ' ' I I I I ' 0.4 
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

X(%D) 

Fig. (2.17) Dependência da concentração de deutério da Cons-

tante de Curie nas proximidades do ponto critico 

na solução sólida KDP-DKDP, para os dois modelos, 

PS e PO. 
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-

0.8 1.0 

Fig. (2.18) Dependência da concentraçao de deutério da pola-

rização espontânea máxima na solução sÓlida 

RDP-DKDP, para os dois modelos, PS e PD. 
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tração em função de T
0

, enquanto que o modelo PD nao e consis 

tente com os dados experimentais. A quasi-linearidade predita 

pelo modelo PS para a dependência da concentração de T
0

, está 

relacionada com a linearidade, na fig. (2.3), de <
0

(-y*) 

• • 
para 

yll<y*<yD. 

Nas figs. (2.17) e {2.18), novamente pode ser visto 

que ambos os modelos falham quantitativamente, embora o modelo 

PS apresente resultados mais próximos dos dados experimentais. 

Na fig, (2.19) também pode ser visto, mesmo com a grande dis-

persão apresentada pelos pontos experimentais, que eles estão 

todos mais prÓximos da predição do modelo PS do que daquela do 

modelo PD. 

2. 7 Discussões 

De acordo com Wi~ner et 

da I,R, observado no KDP a 2400 e 

extensivamente na literatura, mas 

al. (S?) o alargamento da ba~ 

-1 
2750 cm tem sido discutido 

sua origem ainda não está es 

clarecida; as bandas correspondentes no KD 2Po
4 

são deslocações 

-1 
respectivamente para 1730 e 2000 cm ; todos esses picos pare-

cem nao estar relacionados com a transição de fase ferroelétri 

ca, uma vez que a transição não mostra nenhum efeito sobre eles. 

As razões das frequências v(H)/v(D) sao respectivamente 1.39 e 

1.37, i. é, muito próximo da razão_ ,12 do resultado da Aproxima-

ção Harmónica, e este fato pode ser considerado a favor modelo 

do potencial local quasi-harmônico com um Unico mlnimo para o 

KDP, A inclusão de correçoes ãs razoes acimas, através de con

siderações de vibrações transversais a ligação como ~iscutido 

por Pirenne(54 l pode até aproximar mais as razoes a 12. Em ou-

tras palavras, o uso dessas bandas I.R. não parece adequada pa 
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1.6 I I I 

1.4 f- o 

o 

1.2 f- o o -
u 

o 
'- PS - 1.0 o -u 
o 

0.8 PD -

0.6 f- -

0.4 I I I I 

123 143 163 183 203 223 

Fig. (2.19) Correlação entre as Constantes de Curie, C
0

, e 

ãs temperaturas criticas na solução sólida 

KDP-DKDP para os dois modelos. c
0

(D), a constan

te apropriada para o DKDP puro, foi usada como 

constante de normalização. Os pontos experimen

tais foram tomados de Samara(SA) e referencias 

internas. 
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Fig, (2.20) o mesmo da fig, (2.19) para PM" 
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ra discriminar entre potencial lOC<ll de de um Único mínimo da-

quele de dois mlnimos para o par KDP-DKDP, pelo manos até que 

tenhamos disponível um cálculo e 

No modelo sugerido por 

experimentos mais precisos. 

Novakovic(58) para o KDP, o 

potencial local Vs(u) ê substituído por um problema de muitos 

corpos, mas ainda ê feita uma aproximação, na qual é usada 

uma representação de funções de ondas locais linearmente inde-

pendentes numa m<~neira que parece similar ao modelo de Slater-

Takagi-Blinc. Considerando as interações de curto-alcance para 

as quatro ligações hidrogênicas ligadas a c<~da molécula de KDP, 

ele obteve resultados consistentes com as linhas Raman observa 

dos por K<~minov ct al. (59), a temperatura ambiente, para 

cristais de KDP e DKDP. Não c do conhecimento do presente au-

tor nenhum experimento sobre a dependência da temperatura ou 

da transição das linhas Raman 2705, 2360 e -1 
1790 cm do KDP, 

bem como das linhas 1990, _770 e 1370 cm-l do DKDP. A razão en 

tre as frequências Raman correspondentes do hidrogénio e do 

deutério, próx~ma de /2, pode ser considerada ( ~ 4 ) novamente J 00 

mo um argumento a favor de um potencial local quasi-harmônico 

de um Único nível para o KDP, ou mais precisamente, podemos di 

zer que as frequências Raman acima não permitem uma clara dis-

criminação entre o modelo de muitos-corpos de Novakovic e o mo 

dela do potencial local de um Único mínimo. Além do mais, o mo 

dela de Novakovic que despreza as componentes de longo alcance 

''da interação dipolo-dipolo, parece permitir somente transição 

de fase de segunda ordem tal como os modelos PS e PD, em oposl 

ção as evidências experimentais já mencionada de uma transiç5o 

de primeira ordem. 

Pode-se dizer então que, a dependência isotõpica de 



" 
Te' Cc e PM bem como as frequencias IR e Raman assinalada ao 

movimento do hidrogênio Qu deutério não fornecem ainda uma 

clara discriminação entre o caráter de ordem e desordem ou de 

deslocamento da transição de fase ferroelétrica do KDP. 

Nos dois capitulas seguintes desta tese o modelo PS 

é analisado sobre um outro enfoque, com o objetivo obtermos 

elementos favoráveis a discriminação acima rnenci.onada. 
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CAPITULO III 

MODELO PSM 

TRATAMENTO ESTATISTICO CLÂSSICO TRANSIÇAO DE FASE 

SEGUNDA E DE PRIMEIRA ORDEM 

3.1 Introdução 

O cálculo do valor autoconsistente da polarização es 

pontânca P(T), na fase fcrroelétrica em função da temperatura, p~ 

ra valores arbitrários de y* < 1, é possivel tanto no caso de uma 

transição de segunda ardam como no de primeira ordem. Embora fac 

tivel,tal trabalho exige extensivos cálculos computacionais, co

mo pode ser visto no capitulo IV desta tese, mesmo no âmbito da 

Aproximação de Campo Médio (ACM) que estamos usando. Neste Capi

tulo é discutido o modelo PSM, poço quadrado modificado com a in 

clusão de um fosso e/ou barreira de potencial. Obtivemos no qua

dro da Aproximação Clássica (Mecânica Estatistica Clássica - MEC) 

o comportamento da temperatura critica em função do parâmetro 

B(= jvbi/(W/12)), que define a altura relativa da barreira de p~ 

tencial e/ou a profundidade relativa do fosso. Também é discuti

do o comportamento da polarização de saturação em função da tem

peratura. 

Resultados de nossos cálculos mostram que para poço 

de potencial com barreira, a transição de fase, no quadro da MEC, 

é de segunda ordem para quaisquer valorE<S de B e 11 ( = b/a) 1 t>.nquant.o 

crue oara um= de TXJtcncial com fosso temos uma regiilo de B e 11 

onde a transição é de primeira ordem e uma outra onde te 

mos os dois tipos de transições, sendo a de mais alto valor de 



Tc de segunda ordem e a de menor valor de Tc de primeira ordem. 

Os resultados apresentados neste capítulo além de 

seu valor intrínsico, tem a importância de permitir urna monito 

rização dos cãlculos quânticos na região desejada que é aquela 

onde temos transição de fase de primeira ordem, tal como a que 

ocorre no KDP e elementos da família KDP. Também tem a impor-

tãncia de permitir a otimização dos cãlculos quânticos, onde o 

número de ,arâmetro do rrodelo e agora, awrentando de mais dois, 1 e B· 

No quadro da ACM e no limite clâssico, a função de 

partição local ZL, a menos de um fator constante, pode ser es

crita na forma 

l
a/2 

Z (EC) · 
-a/2 

-6[ V (u) -AU] 
e ' du ( 3 . 1 ) 

onde Z(EC) e a parte de ZL correspondente a energia cinética. 

A média térmica de uj, 

<u> = 
1 2 
e 2A 

( 3 • 2 ) 

é dada, para o caso de Vs(u) ser um potencial local com uma 

barreira interna de largura b, por 

' -
1 

' ' 
( 3 . 3 ) 



!; ~ BA a/2 ( 3 • 4 ) 

n ~ b/a 
' 

( 3 . 5 ) 

B ~ hJ!(W/12) (3.6) 

Q ~ 1- e-B/T (3. 7) 

com vb sendo a altura da barreira de potencial, e onde A ain

da depende de <u>, como explicado na eq, (1.9). A condição de 

auto-consistência, devido ao uso da Aproximação do Campo Mole-

cular (ACMJ, corresponde a encontrar a raiz comum de 

F(;J = G(!;), onde F(!;) é uma função de; correspondente ao la 

do direito da equaçao (3.4) e G(!;) e dado por 

w ' ( 3 • 8) 

que se obtém da ACM, eq. (1. 9) 1 com 

' ( 3. 9 ) 

onde ps tem o mesmo significado d<> eq. (1.17) e E sendo o cam 

po elétrico da eq. (1.2). 

A raiz autoconsistcnte !; t<>mbém determina o v<>

"" 
lor autoconsistentc da polarização espontânea reduzida 

<u>/(a/2). Dest<1 maneira, uma transição de fase ferroelétrica 

é obtid<> " uma temperatura critica adimcnsional dad<· por 

= Tc(n,B) 

'l.'c (13-0f 
(3.10) 
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onde Tc(B~OJ e o mesmo que T
0 

da eq. (2.9). 

A natureza da tcansição depende fortemente da re-

gião de n e B considerada. Com Vb > O, para qualquer valor de 

na transição sera de ~da ordem com um T
0 

que cresce com Vb, 

para r, fixado. Por outro lado para n no intervalo O < n < 0.474 

e para Vb<O incluso na bota hachuriado na figura (3.0),a transi 

ção será de primeira ordem. 

No quadro da mecânica estatística clássica, discu 

tirnos a seguir os resultados obtidos para a polarização de sa-

turação, suscetibilidade dielétrica, constantes de Curie em 

termos dos parâmetros n e B, na fase ferroelétrica tanto no ca 

so de uma transição de 2~ ordem como no caso de uma transição 

de primeira ordem. g dada mais ênfase a valores de Vb < O pois 

somente um fosso de p:>tencial, no quadro da estatística clâssi 

ca, permite a descrição de uma teansição de 

nc> presente modelo. 

o fase de 1- ordem , 

3.2 Transição de 2~ Ordem 

A determinação da temperatura crítica Te e a or-

dem de transição, bem como a polarização espontânea é feita 

através da obtenção das raízes autoconsistentes de F-G ; O, 

Sac' que sejam consistentes com energia livre mínima. 

No caso clássico, verificamos através do cálculo 

numérico que para O < 11 < l e Vb > O, que a raiz autoconsistente 

fisicamente aceitável, isto e, aquela que conduz a energia li 

vre mínima,é aquela cujo valor numérico de 4 é maior~ esta 

raiz foi denominada acima de ~ac· 

Também foi verificado numericamente para 

n; 0.0(0.1)1.0, B ~ 0.0(0.5)30.0 e 1: "O.O(cc/lO)rc notação 



Fig. (3.0) 
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2>0 

20.0 

10.0 

2• OROtM 
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0.0 
00 0.5 

A parte hachuriada da figura indica a região de 

valores de n e B/r, no caso do poço quadrado com 

"buraco", para os quais a 3 > O. Valores de B e n 

consistentes com a
3 

> O permitem transição de 

1~ ordem no quadro da Aproximação Clássica. 
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' ( 53 ) 
de Abramov~t;,; e Stegun - que P"l'a VÍ:/0, a concaviililde de f' é sem 

pre voltada para baixo, conduzindo assim a uma transição de 

2~ ordem, com a temperatura critica T
0 

facilmente obtida se 

se fizer uso do comportamento de F para F, < 1, i.ê' d<O 

' .. ' (3.11) 

onde 

' (3.12) 

a, ~ ~ 2/31: ' 
(3.13} 

2 3 
(3.14) aJ ~ (3et4-su

2
)/90c 

' 

"2 
~ (1-n 3 lll/(l-~;n 

' 
(3.15) 

" 
~ 

4 
(l-r, 5 rl) I (1-níl) ' 

(:..16) 

onde n está definido na eq. {3.7). Notemos que os coeficientes 

a 1 e a 3 sao funções de T, que dependem da escolha de B e n, de 

finidosrespectivamentenaseqs. {3.6) e (3,7). Ocorre que a 3 

em (3.14) nem sempre é negativo, pois para certos valores de 

B/T e n , = Vb< o, a roncavidadc de Fê para cima. 

Como a curva F vs ~ tem necessariamente que satu-

rar para F ~ 1, no limite C/t ~ 1, a condição a 3 > O correspo~ 

de à existência de um ponto de inflexão, i.e., a mudança de s~ 

nal d.:l conc.:~virlad<.>. T.:ll f.:~to nos conduziu 5. necessidade de .:lfléL 

lisar atravCs do comportamento das soluções Ll.UtOconsistentc,., 



Sac' o comportamento de Te' PM(T), C c em termos de B e n con

sistentes tanto com a
3 

< O como a
3 

> O. 

Verificamos numericamente que para Vb > O, isto é, 

para uma barreira de potencial no potencial local V (u), a con " -
cavidade da função F e sempre voltada para baixo, conduzindo a 

uma transição de 2~ ordem com o ponto crítico descrito pela 

equaçao 

' (3.17) 

obtida da equaçao F-G =O, (eqs. (3.8) e (3.10)), paraS <lo; 1. 

fig. (3 .1) ' 

Uma ilustração gráfica da eq. (3.17) é 

onde g(n,B;t
0

J = (l-r?a
0
)/(l-n>lc)' com 

vista na 

Os pontos na fig.(3.l)onde ' og(TJ,B,T ) , correspon o o -

dem às soluções autoconsistentes pàra Tc=função(TJ,B). Na re

ferida figura temos as regiÕes vb~ o e Vb < O separadas pela 

reta g(TJ,B,Tc)=l. Da fig.(3.1) pode-se concluir: em relação à 

Vb=O, a barreira de potencial produz um aumento em Te enquanto 

que o fosso de potencial produz uma diminuição em Te. Assim 

podemos dizer que o efeito do fosso do potencial é equivalente ao e

feito quii.ntico , ro sentid:J que anbos produzem ma diminuição ro valor da 
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Gráfico da função g(B,n,T
0

) versus 'c para n e 

B fixados. Este gráfico dá o ~lgoritmo para a 

determinação da dependência da altura relativa 

da barreira de potencial e/ou da profundidade ro 

lativa do buraco de potencial, para n fixado, da 

temperatura cr!tica, como explicado no texto. PS~l 

significa modelo PS modificado. 
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'c· Essa d~minuição pode ser entendida como segue: o fosso d~ 

potencial altera a largura efetiva do potencial local V5 (u), 

diminuindo-a. Como a temperatura de transição no caso clâs

sico, eq.(2.9), é proporcional a W e este por sua vez ao qua

drado da largura do poço de potencial,segue então que uma 

diminuição na largura efetiva de v5 (u) conduz a uma redução 

na temperatura de transição de fase T0 (cl) . Lembramos aqui 

que os efeitos quânticos , conforme resultados da cap. ll, 

devem restringir ainda mais a região de existência de um 

estado ferroelétrico. 

O estudo numérico da equaçao (3.17), para Vb > O, 

conduz a uma única solução 

Função (B,nl ' (3 .18) 

que é uma função monotonicamente crescente de B para n fixado 

no caso de Vb > O. 

na forma 

Notur que, da definição de 'c' podemos escre,•er 'c 

• T c (barreira) /T c (sem barreiral (3.19} 

Analisando analiticamente o comportamento de 

1c(B} para O<;;; n ,_ 1.0, na região B > 1, chegamos da eq. 

(3.16} a 

(3.20) 

• Em outrus p;;>,luvr<ls, a temperatura criticil no caso 
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do poço com barreira, para quaisquer valores de n e B permiti-

dos, no máximo será igual a três vezes a temperatura crítica 

do poço sem barreira, ver figs. (3.2a) e (3.2bl, já que o maior 

valor permitido para n ê 1. 

A suscetibilidade elêtrica x. ao longo do eixo-c 

do cristal, pode ser obtida das equaçoes (3.8), (3,9) e (3.10) 

para temperaturas arbitrárias T > Tc e T < Tc. 

Na fase paraelêtrica, T > Te' 

c, 
W/12K 

(3. 21) 

onde a
1 

está definido na equaçao {3.13), W na eq. (1.9), Cf na 

eq, (2.11). Próximo do ponto crítico, i. e., para I (T-Tc) I <;; Tc' 

a quantidade a 1 "" a 1 (1c) + a]_ h c) (c-cc), com o resultado de que 

próximo de TC, na fase pa~aelêtrica 

(3. 22) 

onde 

(3.23) 

é a constante de Curie próxima do ponto critico. Notando que 

1 ê função 
o • 

B (n fixada 

de B e de T], uma famÍlia de 

para cada curva) pode ser construída com o resulta 

do mostrado na fig. (3.3a) e (3.3b). 

Da equ,çâo (3.18) SC']UC que a suscetibi'idilde no 

limite de altas temperaturas e Vb <{ W reproduz o resultado 

(2.10), porém com um T0 dependente de q c B na forma 
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O.ó 

0., 

0.4 

0.3 

0.2 

Fig, (3.2a) Comportamento de Te' i.é, da temperatura critica 

adimensional em função dos par5metros adimensio-

• nais n e B que descrevem relativamente a largura 

e a altura relativa da barreira de potencial lo-

cal, Notar que r > 1.0. 
o -

i 
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B • 

Fig. (3.2b) o mesmo da fig. (3.2a), para o. 7 < n < l.O. 
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Fig. (3.3a) Comportamento da Constante de Curie nas proximi-

dades do ponto critico em função dos parâmetros 

adimensionais n e B. o sinal de + significa que 

estamos tomando a constante de Curie na região 

paraelétrica (T > Te) . 
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Fig. (3,3b) O mesmo da fig. (3,3a), para 0.7 < 11 < 1.0. 
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kT
0 

= ~ 2 [ 1 + (n-n 3
JB] 1 reproduzindo analiticamente os resulta 

dos da seçâo 

3 <n-nJ.B. 

{2.2), porém com um T modificado pelo fator . o 

Por outro lado, para Vb > W, segue da eq. (3.18) 

-1 1 
X • 

2 w (l+n+n ) 12' que e exatamente o máximo valor permiLi 

~O para kT0 para cada n fixado - ver figs. (3.2a) e (3.2b). 

Na fase ferroelétrica T < T 0 , as raizes autoconsis 

tentes de F-G = O, Çac' são maiores que zero, mesmo para campo 

elétrico externo nulo. Consequentemente para E# O, estas rai-

zes aumentam. Portanto a suscetibilídade paralela ao longo do 

eixo C é obtido- expandindo F em torno de Ç = F,ac' i.e., 

FU;,.,,) = F(l,;ac'''') + F' (i;;ac'''•) (Ç-i,:ac) + ..• ,com o resul

t<<lo 

= cf l-3F'U;ac•·--l 

X W/12K3F'(~"c'''·) 
(3.24) 

onde F' representa a derivada de F, eq. (3.4), com respeito 

a~. Próximo do ponto crítico, i.e., para (Tc-T) ~Te' a fun

ção F em termos de ç é dado por 

de onde obtemos para 

' 

+ ••• 

' F o resultado 
a c 

Fac"' al + ' 
(3.25) 
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com ç sendo a raiz autoconsistente de F-G - O, que e portan
ao 

to dependente da temperatura, Para r "' r ç vale c• ac 

1-Ja 1/2 
- ( 1) 

Ja3 ' (3.26) 

que por sua vez conduz a uma polarização espontânea autoconsis 

tente perto de T
0 

para o sistema na forma 

ou seja 

" Nps 

' 3 

l-3a l/l 
1 

( Ja l 
1 

p ""p (T -T)l/2 
o o 

um resultado característico de Campo Médio, 

(3. 27) 

(3. 28) 

. ' 
J. • e . ' com o expoe!:lc 

te critico ~ = 1/2. Este resultado ê independente da descrição 

ser clássica ou quântica. Quanto a P 0 ê provável que depende do 

tipo de descrição, se quânticu ou clássica. 

Das eqs. {3.21) e (3.23) segue que para T < T
0 

a 

suscetibilidade pode ser escrita na forma 

X " 
c; 

T -T o 
(3.29) 

Assim para o caso clássico do poço local com bar-

reira, temos uma suscetibilidade paralela que segue a lei Curie

Weiss próximo de T
0

, de ambos os lados de T
0

, isto e, os expoe~ 

tes críticos r = r' = 1, correspondendo ao esperado, devido ao 

uso da Aproximação de Campo Médio. Também temos que as constan 
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' te de Curie para T ~ T0 e metade do seu valor para T ~ T
0

, 

como ocorre na teoria fenomenológica de Landau o Lifshitz (60). 

Notando que ' - -T0 , C0 e C0 sao funções de B e ~. duas 

famílias de curvas, uma de r
0 

e a outra de C~/Cf versus B, para 

n fixado, foram construidos com o resultado mostrado nas figs. 

(3.íj) e (3.3} respectivamente. 

' O comportamento de C~/Cf para valores de B < 40 e 

semelhante, para 0.1 < n < 0.5, daquele apresentado por 

T0 (barreira)/T0 (sem barreira), comparar figs. (3.3) e (3.2) 

Para n no intervalo 0.5 < n < l.O,esta semelhança se desfaz. 

Na fig. (3.3c) é mostrado o comportamento caracte-

ristico da curva da polarização espontânea em função da tem-

peratura para n e B fixados, no caso de Vb > O. 

pode-se notar nas figs. (3,2) e (3.3), que a dimi-

nuição de n tende a diminuir o valor de Tc bem como os de 

Este resultado é consisten~~ com os dados de Samara(6ll para os 

cristais da familia KDP-DKDP, na medida que se possa fazer a hi 

pótese de que a diminuição do comprimento da ligação hidrogêni-

ca com a pressão conduz a uma diminuição da largura da barreira 

de potencial. Por outro lado mesmo que não aceitássemos a hipó-

tese de diminuição da largura da barreira com a pressao hidros

tática, o encurtamento da ligação hidrogênica implicaria em um 

maior confinamento dos protons ou deutérios, consequentemente 

numa energia de ponto zero maior, _correspondendo a uma influên-

-~ia relativa da barreira menor. Tal processo faz com que c:t.;c 
o f 

bem como Tc diminuam com a pressão hidrostática, indo no mesmo 

' (61 ) 
sentido dos resultados experimenta~s de Samara para o KDP. 

Tais resultados nos conduzem a um esforço maior no sentido de 

se obter as soluções quânticas correspondentes, para 

bem como (y*,B,n) e P (y*,B,n), principalmen 
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Fig. (3.3c) Dependência da temperatura da polarização elétr! 

I ca espontânea para Vb > O, com n = 0.10, B = 1.0 

l e Te= 1.0642. Ilustração de P(T/T0 ) para o caso 

: de Vb > O. Notar que a transição é de 2!! ordem. 
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• 
te no caso de fosso de potenc~al onde classicamente obtemos 

transição de fase de 1~ ordem. Podemos adiantar que um estudo 

estatístico quântico, cap. IV desta tese, para V5 (u) com fos

so, nos apresentou regiões onde e possivel haver uma transição 

de 1~ ordem. Tais resultados são animadores já que o KDP sofre 

uma transição de fase de 1~ ordem conforme resultados 

Kobayashi et.al (lO) e os de Fairall et al. (&2.) 

de 

3.3 Potencial Local com Fosso - Transição de 1ê Ordem e Duas 

Transições 

A função F(S) em {3.4) tem a sua concavidade regu-

lada pelos parâmetros 1, n e B, podendo ter uma concavidade 

única voltada para baixo para o caso de Vb ~ O e apresentar mu 

dança de concavidade para certos valores de n e B/t, para 

Vb < O. Assim sendo, nesta seçâo vamos discutir com mais deta

lhes as consequências de uma mudança na concavidade da função 

F(S} da eq. (3.3). 

A mudança da concavidade de F traz como consegue~ 

cia a mudança da ordem da transiçâo1 podemos ter a mudança pa

ra uma transição de 1~ ordem, bem como ter a ocorrência de 

duas transições, sendo uma de 2~ ordem para temperaturas mais 

altas T e uma de 1~ 
"2 

Para Vb < 

ser escrita na forma 

ordem em T < T , quando variamos Vb. 
cl c2 

O temos que a eq. (3.7) passa agora a 

>l " l - e+B/r (3.30) 

enquunto que as eqs. (3.4) - (3.15) permanecem inalteradas. 
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3 ,3.1 Transição de 1::! Ordem 

No caso de Vb < O, o estudo de F para S ~ 1, nos 

mostrou que na região compreendida (B/T) TN = 6 < 6 < ô 
M~ - + 

(B/•lMAX c n ,;;;: 0.474, fig. (3.0), a concavidade inicial é pa

ra cima, i.e:, nesta região temos 

' (3.31) 

o contorno da fig. (3.0) e obtido fazendo a 3 (6,nl = 01 0 que 

conduz a 

ó±=i.n[l+ 
1 

•c' 
I LI J ] 

com 

5 5 2 6 
(Jn-10'1 +3n ) - 16n 

Como a curva F vs i; tem necessariamente que saturar 

para F = 1 no limite S > 1, a condição a 3 > O corresponde a 

existência de um ponto de inflexão, i,e., mudança de sinal da 

concavidade. 

Em termos de ç a segunda equaçao de auto-consistên 

cia corresponde a uma reta de coeficiente l/3. 

A obtenção da temperatura critica para o caso de 

tranisção de 1::! ordem {para valores de n fixado no intervalo 

o < n < 0.474} e obtida at~avês do máximo da função F, dada po~ 

38 

' ' 
(3.32} 
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a qual resulta da multiplicação de F por 36/~. Esta transform~ 

çao conduz G a G = B. Como G é agora constante, temos que val~ 

res de ô para os quais ffMax < B conduzem à uma polarização au

toconsistente nula, uma vez que para n e B fixados e uma varia 

ção de T é equivalente a uma variação de 6. 

Notando que F é função de ô, ; e n, a fixação de 

n e O consistentes com a
3 

(li,rJ) > O nos dá um máximo para F pa-

ra S =I= O. Como 6 B/T e G = B segue da equação de autoconsis-

tência F - G = O que o maior valor de T para o qual (ac =I= O e 

Fmax = B. Por outro lado de n e 6 fixados segue da definição 

de 6 que 

T = B/ó 

' 
ou melhor dizendo 

'c = Função (n,BJ 

' 

Nas figs, (3.4a) e (3.4b) é apresentado para valo-

res de n fixados, n = 0.1(0.1)0.9, as curvas de T0 versus a 

profundidade relativa do fosso de potencial B (=lvbl/{2 W} 

Pode-se ver nas figs. (3.4a} e (3.4b) que 'c é uma 

função decrescente de B e sempre menor que 1, e que satura a 

valor minimo igual ' orn " c par<> ' > 1. No fig. (3. 4b) e separ~ 

do o intervalo em '· entre 8min 
e e m5x' poc orna flech<> indic<>n 

do " região de B para " fixado, onde " natureza da transição e 

mudada de 2~ para 1~ ordem e vice-versa respectivamente. Como 

pOd8 ser notado da respectiva figura, em Bmin ternos uma mudan

ça na concavidade de 'c = Funç5o (l,B), enquanto que em Bmãx 

temos uma descontinuidade em 'c= Função (~ 1 B}. Para 
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Fi9, (3,4b) O mesmo da fig. (3,4a), para 0.1 ~ n .::_ 0,475. As 

flechas indicam os valores de B nos quais hâ mu-

dança da ordem da transição. Notar que a mudança 

de transição de 2~ ordem para 1~ ordem acontece 

de forma contlnua em t
0

(B) enquanto que a inversa 

ocorre de forma discontinua. 

• 
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B ~ Bmáx' temos uma transição de primeira ordem seguida por uma 

de segunda para valores de B prÕximos de B ~ 
max 

e para B > B ~ 
max 

como pode ser visto na fig. (3,6) 1 apenas uma transição de 2ê 

ordem será possível com PM = nPM (B=O); um resultado esperado, 

pois para B grande ,, ' B • ), mesmo a temperaturas rclativamen 
max -

te altas comparadas a T0 (= W/12K), o potencial local visto pe

la partícula e um poço de potencial quadrado simples de largura 

b = na, e portanto os resultados serão os mesmos da seção (3. 2) 

oom p • 

" 
z*ebf2, consequentemente PM reduzido por um fator 

Nas figs. (3.5a), (J.Sb), (3.5c) e (J.Sd) sao mos-

tradas as curvas de polarização espontânea em função da tempera 

tura obtidos respectivamente para n = 0.20, 0.25, 0.40 e 0.45, 

para três valores de B, localizados entre o Bm<n e B - . Das re 
L Max 

feridas figuras podemos ver a medida que n diminui a transição 

vai se tornando mais abrupta, isto é P0 = P(T =Te) torna-se 

m;·ior. 

Se adotamos o valor de P(Tc)/P(O) = 0.365, isto e, 

Pc/PM dada por Lines e Glass- tabela 9.3, para o KDP vemos que 

classicaHtente os valores de 11 mais apropriados seriam n = 0.45 

e 0.40. Lembrando que os efeitos quânticos tendem a diminuir 

r c bem como P(T), ver figs. (2.3) e (2.5) e notando que 

y = Ec/W, e provável que valores menores que estes possam ser 

adequados para descrever quanticamente a descontinuidade na po-

larizaç5o espontânea. Tal trabalho ainda está em fase de execu-

çao como será visto no Capítulo IV. 

Nas figs. (3.7a) e (3.7b) sao mostradas as curvas 

de P(Tc)/Nps em função de Tc{B}/Tc(O) e Tc(B)/Tc(O) em função 

de B respectivamente, para n = 0.20, 0.30 e 0.40. Na fig. (3. 7c) 

é mostrado o comportamento de PM/Nps em função de B para os va-
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Fig, (3.5a) Dependência da temperatura reduzida da polariza-

çâo elétrica espontânea para n ~ 0.20 e três va

lores de B consistentes com uma transição de l~ 

ordem. Notar que para n fixado o aumento de B,na 

região consistente com uma - a transiçao de 1- ordem, 

aumenta o valor de P (Te) , 
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Fig. (3,5b) O mesmo da fig. (3,5a) para n ~ 0.25, 
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Fig, (3,5c) O mesmo da fig. (3.5a) para n 0,40. 

• o 
z 
' • 

" 

" 
" 

" 
,, 

" " 

11•045 

' .--.I 

" 

"' 
0.86 

0.81 

" 
Fig. (3,5d) o mesmo du fig, (3,5a) para n ,_ 0.45. 
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RegiÕes de B e n consistentes com trdnsiçÕes de 

2~ ordem, região - d 1° com transiçao c ordem, r e-

gião de duas transições, uma de 2ê o O'ltra de l~ 

ordem. 



!ores de ~ ~ o.l, 0.2, 0.3, 0.4 

tem uma queda abrupta em função 
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e 0.475. Nota-se que P(Tc)/Np
5 

de Tc(B)/T0 (0) correspondente 

•o comportamento de T0 (B)/T0 (0) em função B, quando sai 

mos da região de valores de B consistentes com uma transição de 

1~ ordem para B maiores, onde temos duas transiçÕes uma de 2~ 

ordem com T
0 

maior de outra de 1~ ordem. As figuras (3.7a) e 

(3.7b) tem sua importância aumentada, quando as juntamos aos 

resultados de T 0 (y*) do Capitulo II. Quer dizer, os efeitos de 

B para Vb < O, são consistentes com aqueles que y*, no sentido 

de que ambos tendem a reduzir a temperatura de transição de f~ 

se. Diferem no que diz respeito a ordem da transição, pois pa-

ra Vb ~ O, para O .;;; y* < l. 

de 2::! ordem, 

a transição de fase foi vista ser 

Na fig. (3.7(c) e regular a mudança de PM(B), para 

n fixado. PM/Nps ~ 1 para B < 3(1-n) e PM/Nps ~ n para 

B ~ 3(1-nJ. O valor PM ~ n~2s corresponde a máxima polarização 

espontânea de um poço de potencial quadrado simples de largura 

b. Em outras palavras, para B ~ l, o potencial local simétrico 

com fosso, efetivamente é um poço quadrado simples de largura 

~· Também nota-se na fig. (3.7c) que para B > 1 e n < 1, pote~ 

cial local deltiforme, a polarização espontânea e nula até 

o - -T ~ O K, nao permitindo um ordenamento ferroeletrico mesmo no 

caso da MEC. 

A suscetibilidade elétrica paralela ao longo do ei 

~o-c do cristal para Vb < O e T > Te' da mesma maneira que 

caso Vb > O, e dado por 

no 

X " (W/l2K) 
3•1 

l-3a 
1 

(3.33) 
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Fig. (3,7a) Compó~tamento de P(Tc)/Np
5 

em função da razao 

Te (B t- 0)/Tc (B = 0), para 11 = 0.20, 0.30 e 0,40, 

e B dentro da região hachuriadi:l da fig, (3.0). 
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Fig, (3.7b) Comportamento de P(Tc)/NPs versus B para n 

0,30 e 0.20 • 

~ 0.40, 
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Fig. (3,7c) Comportamento d~ pol~rização espontânea mãxima 

PM em função do purâmetro adimensional B, para 

diferentes valores de n. Verificar nas expressoes 

de F e G das egs. (3.3) e (3.8) que pura vb < O e 

n ~ O, PM (B f' 0) ~ PN (D = O). 



onde <1
1 

está definid<~ na eq. (3.12) e n e agora definida poL::t 

eq. (3.27). 

No limite de altas temperaturas a eq. (3.33) se re 

duz, para B ~ 1, à eq. (2.10) com um T0 dependente de D e B nu 

forma 

w 
= 12 • (3.34) 

Resultado equivalente para Vb > O e B > 1 e obtido 

trocando o sinal de B na eq. (3.34). 

~ importante notar aqui ent~o que, para Vb > O, T
0 

aumenta com E, enquanto que para Vb < O T0 diminui com B,no li

mite de B ~ 1. Tais resultados indicam que, mesmo no caso clãs 

sico, o fosso de potencial tende a desestabilizar a fase ferro 

elétrica , efeito este anã'ogo a um aumento de E0 . 

que 

uom 

Para B > 1 temos, da definiç~o de a 1 - eq. (3.12) -

-1 
X 

1 
2 " c, 

1 w·' KTO = 12 '' 

' T > 

A eq. (3.36) pode ser escrita na forma 

KT 
o 

(3.35) 

(3.36) 

onde Wb = Jb
2

, que e" cncrgi-:t correspondente a W, p<!ra um po-
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ço quadrado simples de largura b. 

Novamente a existência de um fosso no potencial 12 

cal restringe a região de temperatura consistente com uma fa-

se ordenada (ferroelétrica). Esta diminuição da região de orde 

namento ferroelêtrico se dá devido ao fato do fosso de poten-

cial ter uma largur" menor que o potencial loc"l , fato este con 

sistente com um aumento de E
0

, que para J constante, equivale a 

um aumento de y. 

3,3,2, Região de Existência de Duas TransiçÕes de Fase 

Como vimos na seçao 3.3.1, entre 6_ e 6+ a concavi

dade inicial de F(ç) e voltada para cima, conduzindo a uma tran 

sição de 1e ordem para um intervalo "finito tanto de B como de ~

Para cada n fixado, menor que 0.474, a transição ~g fase de tê 

ordem ocorre para B no intervalo (BMin' BMáx)' enquanto fora 

desta região temos comportamento distinto para a ordem da tran-

sição, sendo de segunda ordem pura e c;implesmente se B < 3Min "' 

duas transições, umà de segunda ordem em TC e uma de primeira 
1 

ordem para em TC 
2 

para 

8 Mãx < B < 8 crítico ~ 3 (l-n) ' 

a determinação de B • ._. 
cr:;.L~co 

sera explicitado no decorrer desta 

çao. 

A existência de duas transições, uma de 1~ ordem e 

outra de 2~ ordem, requer que a função F tenha para ç < 1, a con 

cavidade voltada para baixo, e depois invertida para valores in-

termcdi5.rios de ~ e finalmente p<1ra ~ P 1 novamente voltada pé<rcl 

baixo. 
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A verificação numérica de que para B > BMáx havia 

situações onde ocorriam duas transições, nos levou a indagar se 

este era o que sempre ocorria, e também se ocorria somente para 

valores de n ~ 0.474, ou para todo n possivel (0 ~ n ~ 1). 

Substituindo a eq. (3.11) nas egs. (3.3) e (3.8), 

para S
0 

= O e Vb < O, temos que as funções F e G podem ser es

critas na forma 

F = l+e- 2 ç/T+n(l-e-B/TJ (1- 3-2n<Jr 1e-l (l-n) ç-B]/r 

1 _8 -2Vr+ (1-8 -B/r) (l-e-2nç/T)e-[ (1-nl ç-BJ/T 

1 
G = 3 C 

r ,(3.37) 

' 

Como F satura em 1 para r, > O, a autoconsistência 

F-G = O so nos dá valores de ~ ~ 3. Consequentemente é fácil 

ver da eg:.(3.37) que, para qualquer valor de r, o máximo valor possí-

vel para F no intervalo O < ç < 3 é n, se tivermos 

ç(l-nl-B<O 

para ('!\.léllquer valor de n. Em outras palavras, para 3 (1-n)-B < O 

O< ç < 3,FMáx = n. Por outro lado, se 3(1-nl-B >O, 

teremos seu valor máximo igual a 1 para r ~ O, conduzindo assim, 

a duas transições em BMáx < B apenas uma transição de 2~ 

ver fiq. (3.6). 

Assim para B > B • , a transição sera de 2~ or-
crl tico 

dem, com PM = n PM (B = 0); portanto nao sendo aqui o caso de 

T = O, o que conduziria a PM (B ~O) = PM (B = 0). Pode-se en c, 
tender esta mudunça em PM, notando que a medid" que B "umentu, 
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a partícula dentro do poço de potencial exige temperaturas mais 

elevadas para sentir os efeitos do alargamento do potencial de 

b par" a. Assim quando temos B > B {•i , mesmo a T = O, o cam--- cr .... co 

po de polari~ação nao e suficiente para deslocar a partícula 

de <u> = b/2 para <u> = a/2. 

Na fig. (J.S) mostramos a evoluçilo da curva de po-

larizaç5o para n = 0.40 e O < B ~ s 1 8critico· Para 

B > B ~ . a curva de polariza~ão não muda, permanecendo fi-
cr~t~co ~ 

xa na curva pontilhada da fig. (3.8), que e a mesma que obtemos 

para B = O e largura do poço de potencial igual a ~· 

Ocorrência de mais de uma transição, em ferroelé-

tricos, pode ser encontrado- por exemplo, no sal de Rochelle 

com duas transições e no titanato de bario com três transições. 

No caso do sal de Rochelle as duas transições de fase 

tricas são de N orden, urre a 255°K e outra de 297°K ( 631 , 

ferroe lê-

com o es 

tado ferroelêtrico entre e~tas duas temperaturas criticas. Já 

no titanato de bário ocorrem três transições( 2 ) ferroelétricas, 

que de acordo =n Merz e Fatuzzo (41) 1 a de ~.ratura .crítica. mais alta 

é de segunda ordem e as outras duas de primeira ordem. A·grande 

diferença entre o resultado experimental de PM(T) para o Eitana 

to de l:lârio e o J:.-esultado teórico da fig. (3.8)) e que enquanto 

no primeiro a polarização espontânea diminui nas duas fases de 

temperatura mais baixa, no seoundo, resultado obtido classicame~ 

te para o caso do poço com fosso, a polarização espontânea pa

ra T ~ T sofre um aumento abrupto em relação a fase ferroelê-
"2 

trica entre e T 
"1 

Não e do o:mheci.nBJ.to do autor deste traJ:ulho, existênciu de 

ferroelêtrico da família do KDP, com mais de uma transiç5c e nem um 

trabalho teórico que tenha apresentado esta possibilidade. 



•• 

00 
c. 

1.0 

127 

.7 

z 0.5 
' 0.. 

0.4 

0.0 
0.0 

' oQ.4 

0.5 

T /Te 

1.0 

Fig. (3.8) Curvas de polarização clétrica espontânea em função 

de T/Tc' para ~ - 0.40 e vários valores de B. No-

ta-se que a medida que B aumenta passamos de um o 

região de transição de fase de primeira ordem para 

uma região de duas transições de fuse, B(> 1.06). 

Para de (> 3.7) voltamos a ter uma Única transição 

de fase de segunda ordem, com PM(B) - ~ PM(B = 0). 

As curvus t-rilccjadas são d<:" B na região de transi-

ção de primcird ordem. 
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os resultados obtidos nas seçoes anteriores deste 

capitulo, principalmente naquelas onde temos Vb < O, tem enor

me importância na delimitação da região (B,n) consistente com 

uma transição de fase de primeira ordem na realização do cálcu-

los quânticos. A determinação da referida região ê essencial d~ 

vida ao fato que a inclusão de um fosso de potencial no po-

tencial local do modelo PS aumenta em dois o nürnero de parâmetros 

do modelo.Este fato aliado a prÓpria complexidade dos cálculos 

quânticos autoconsistentes, podem tornar impraticável a determina 

ção da região de existência de um estado ferroelêtrico no quadro 

da Mecânica Estatistica Quântica, 



CAPITULO IV 

TRATAMENTO ESTATISTICO QUÂNTICO PARA Vs(u) COM F10SSO 

DE POTENCIAL Vb 

4.1 - Introdução 

No capítulo II foi discutido exaustivamente, no 

quadro da MEC as propriedades :fisicas: polarização elétrica es-

pontãne~, suscetibilidade elétrica e paraelétrica tanto na re 

gião de altas temperaturas como para temperaturas em torno 

de T tanto para o lado da fase ferro, como do lado da 
o 

fase 

paraelétrica. No capitulo III é mostrado que a ordem da 

transição depende fortemente da barreira vb, através de B, e 

''"~ largura da mesma n. No presente c::.pítulo faremos UI;\ cst\l:!o 

estatístico quântico do Hamiltoniano (1.2), ainda no quadro 

da ACM buscando uma sistemática para o estudo da transição de 

fase de 1~ ordem. Como vimos no capl~ulo III, através de tra 

tamento Estatístico Clássico, no caso do poço quadrado, some~ 

te um poço com fosso e uma faixa restrita de n é possível uma 

transição de 
õ 1- ordem. 

O tratamento dado neste Capitulo nao se baseia 

em nenhum método revolucionário, mas sim, na aplicação pura e 

simples dos resultados da Mecânica Est;;~tistica Quântica. As-

sim sendo, a solução exata para a equação de Schr~dinger, 

H,P ~ E ljJ 
n n n 

( 4 • 1) 

com Vs(u) na hamiltoniana H, sendo um pot~nci;;~l local simétri

co tendo as car~ctcrístic~s acima mencionada, deve ser obti-
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A existência de uma barreira e/ou fosso de poten-

cial local em V (u), digamos como as apresentadas na fig. (4.fl), 
~ 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

I 

l[ 

I I L ____ .L.. 

{a I 

lii 

I 
I 
I 

__ j 

-a/2 -b/2 o b/2 o/2 -a/2 

Fig.(4,0) Potencial local efetivo para 

I 

-b/2 

Vb"> O 
{ b) 

l[ 

I m 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I I 
L_j 

o/2 

u >y ~ o. 

b/2 

inbxduz condições de contorno extras para a obtenção de auto 

valores e funções de ondas de H. 

o potencial local efetivo V 
5 

(u) -Au apresenta dois 

mínimos tanto para Vb > O como para Vb < o. Entretanto adis

posição destes em relação a origem é completamente distinta, 

pois, enquanto no caso Vb > O os mínimos se situam um em cada 

lado do ponto central do potencial local, para Vb < O os dois 

mínimos estão do mesmo lado do ponto central do potencial 

local. Na prática, a situação com Vb :> O apresenta menor di

ficuldade para a obtenção das soluçOes autoconsistentes de 

auto-valores, função de ordem e valor médio, etc, devido ao 

fato de o mínimo absoluto ser sempre o mesmo, Para Vb < O o 

mínimo absoluto vai estar cm u = b/2 se Aa/2 < v
1
/(l-·,J c <'m 
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u = a/2 se Aa/2 > Vb/(1-n). No presente trabalho a atenção e 

voltada apenas para o caso Vb < O, pois é a situação onde 

existe possibilidade de termos transição de 1~ ordem, enqua!! 

to que para Vb > O somente transições de 2~ ordem são permitidas. 

4,2 - Funções de Onda de H 

A equaçao de auto-valores para H é dada na eq. 

(4.1) e as suas autofunções ~n{u) podem ser escritas em ter 

mos de funções de Airy como mosti"ado nas eqs. (2.12)-(2,14). 

Da fig. (4.0) vemos que o potencial local agora, 

apresenta três regiões separadas por barreira cuja 1~ deriva-

da é infinita. Isto quer dizer que devemos ter a funções de 

onda e suas derivadas continuas nestes pontos de descontinui-

dades do potenci.al. 

Para distinguir campos efetivos relacionados =n 

o minimo absoluto do potencial em u ~ ~ daqueles cujo respec-

tivo minimo se situa em u = 1, v;omos denominar campos fracos 

aqueles cujo valor de a e menor que a c = B
0
/(l-n), onde 

( 4 • 2 ) 

e os campos fortes aqueles para os quais a > a • Esta Divisão 
o 

em campos fortes e fracos, além do carãter prático na redifi-

nição da variável Ü para a transformação da equação (3.2) nu

ma equação de Airy (
531

, tem como sentido tisico separar a 

região de polarização autocinsistente a baixas temperaturas 

p (T) < n de I'(T) = 1, conforme figuras (3.7c), (3.") 

Na presença de um campo a= O, admitindo como 

origem para a escala de energia o valor V(Ü) minimo, ~s rcs 

pectiv=te par<:~ os casos de campos fracos e =1fOS fortes que 
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o potencial efetivo pode ser escrita numa das formas 

v(U) = v
5

(íi) - cdU-n), a< ac 

v (Ul =v (U) - a(Ü-1) 

" ' 

( 4. 3) 

( 4 • 4 ) 

Agora, com a mudança de Variável da eq. (2,13), 

com u = u/(a/2), 

segue para u
0 

os valores, 

=(v-E)/a+l, 
" n 

çara a < ac 

para a > ac 

( 4 • 5 ) 

( 4 • 6 ) 

( 4 • 7 ) 

com valores diferentes daquele da eq. (2.17), devido em pri-

meiro 1 gar c_ presenç<1 da barreira c Bm segundO devido posi

ções dos mínimos do potencial local em u = n e íi = 1. 

As funções de ondas ljJn(z) podem ser escritas em 

termos das funções de Airy Ai (z) e B. (z), na forma 

' 
( 4 • 8 ) 

com 00 coeficientes " e n Sn sendo determinados pela condi-

çao de normolização c condições de contorno o - ± l, ± n ' valo-

ceo de o estes qoc exigem tanto qoc ao funções de onda "' n 

como suos derivadas primeiras em rel<J.çiio a Ü sejam contínuas. 

Assim torna-sa conveniente dividir o intervolo -1 < u < 1 

em três regiÕes distintas tais que 
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'' n = c.,. A, (z)+S,. B_ (z) 
& 1 &,n .._ .... ,n 1 

-1 < u < -n (4.9-a) 

~II,n = a,.,. A. (z)+S,.,. B. (z) _.__._,n 1 ...... ,n 1 • -n<u<n {4.9-b) 

li'rrr,n n < u < 1 (4.9-c) 

com ' e o relacionados através de eq. ( 4 • 5 ) e v tornando o c c 

valores 'o• o e 'o nec regiões ' . n e lU respectivamente. 

Assim "' definiçÕes 

regiões I e III (4.10-a) 

na região II (4,10-b) 

nos perimite escrever 

,, < (11/3(1.1 

' ' 
1) • u < -1 (4.11-a) 

,, < 1/3( 
" u, ' nl • u < -n {4.11-b) 

para valores extremos de z na região I, 

+1/2 ( 
= U UF - nl • u = n (4.12-a) 

u = 1 (4.12-b) 

valores extremos z da região III, e 



• 

,, • 1/3( 
" "D • c ) u • -u 

,, • 1/3( 
" "D - u) ' u • u (4.12-f) 

para os extremos z da região II, 

As condições de contorno em z 1 , ••• , z
6 

conduzem 

a um sistema de seis equações na forma 

• o 

- A' -":II, n 2 
• o 

ou ainda, 

A6 a, o o o o " 1 ,n 

As 's -A2 -a, o o B l,n 

A' 
5 

s. 
5 

-A' 2 -B' 
2 

o o u 
II ,n • o ' (4.1]) 

o o A1 s, -A4 -o 4 s II,n 

o o A' 1 B' 1 -A' 
4 

-o• 
4 u III,n 

o o o o AJ 'J ~III,n 

onde 



"" " 

A' 
K 

., " 

B' = 
K 

Ai (ZK) 

d 
dZ Ai (ZK) 

K 

Bi (ZK) 

d 

d'K 

I)) fato de l/ln(;>:) 

' 

' 

z (-1) < z < z (1), segue que 

A6 ., o o o 

As •s -A2 -s, o 

A' B' -A' -B' o 

"''· 
5 5 2 2 

o o Al ., -A4 

o o A' 
l 

B' 
l 

-A' 
4 

o o o o AJ 

ou ainda, 

' 
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(4.14-al 

(4.14-b) 

(4.14-c) 

(4.14-d) 

não p::rle ser identica.'l'el1te nulo para 

o 

o 

o " o (4 .15-a) 

-B4 

-B' 
4 

., 

(4.15-b) 

cujas ra!zes determinam os auto-valores En associados as fun-

ções de onda '~'n. 

De acordo com a definição de uF e ~· eqs. (4.10), 

segue que z 1 pode assumir as formas 

' (4.16) 
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e 

' 
(4.17) 

respectivamente para o mínimo absoluto do potencial local em 

ü = n e ü = 1. Para os demais z 1 segue indistintamente que 

,, ~ ,, . (0 + 2nl a
113 

' 
(4 .18-a) 

z, ~ ,, . (B
0
/u - (l-n) l al/3 

' 
(4.18-b) 

'• ~ ,, . (BQ/" + 0) a 
l/3 

' 
(4.18-c) 

's ~ ,, . (B
0
/a + 2n) C>.l/J 

' 
(4.18-d) 

,, ~ z, • (BQ/a + (l+"nl l al/3 (4.18-e) 

Vemos das eqs, (4,17) e (4,18) que os z
1

ti=l,.,.,6), 

sao funções explÍcitas de n, a
0

, a e En· Assim, os autovalvres 

Ene as auto-funções ''' a eles associados são funções dos •n 

tros ou seja 

lf'n =função (n,B
0
,a; U). 

paraM§. 

A determinação dos En através da eq. (4.15) sô é 

possível por meio de cálculos numéricos, Assim dada a nature 

za do cálculo, logo na elaboração de programas necessários a 

estes cálculos dafront<uro-nos =no fato de que_ as funções B
1 

(Z) p~ 
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ra grandes valores do argumento apresentam um comportamento 

divergente do tipo exp (2/3 z
3

1
2
), exigindo um trabalho ex-

tra, para mudar o máximo número real aceito nos computadores 

aqui da Universidade, para a realização deste cálculo, uma 

vez que as médias térmicas necessáriaS â determinação de 

p (T) = NP <Ü>, ' vs y* necessitam pelo menos dos auto~valo-
' o 

rcs ~n' no cálculo da função de partição do sistema Z, 

Embora, em principio, já pudéssemos a esta altu-

ra calcular uma série de propriedades fÍsicas de nosso siste-

ma, já que sabemos como são as funçÕes de onda do sistema bem 

como calcular seus auto-valores, não foi esse o caminho por 

nós seguido. O fato de termos neste trabalho utilizado a ACM, 

ganhamos como contra peso a necessidade do cálculo ser reali-

zado de maneira auto-consistente, que na linguagem já utiliz~ 

do no Capitulo II, que dizer que devemos para cada q,BQ obter a 

raiz da equação F- G ~ O, cuja energia livre é miníma. 

A autoconsisténcia requer o conhecimento do valor 

médio térmico dos operadores li . 
J 

A média térmica de um 

aqui definida poc 
(51) 

-~H -~H 
~ Trjo(u1 ,u2 , •.. ,~)e ]/Trle I 

(4.19) 

onde H ê o Hamiltoniano do sistema em consideração, S ~ 1/K T, 

e K é a constante de Boltzmann. 

Das eqs. (4.19) e (4.1) segue que a polarização 

adimensional F~P/Np ~<u>/(a/2) pode ser escrita na forma 

' 



onde 

• 

n 

1 
o 1 1jJ ü.p dü _

1 
n n ' 
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' (4.20) 
n 

(4.21) 

' 

~n ~ $n(n,B
0

,u;Ü), com o: de acordo com a eq, 

(2,16) contendo informações da ACM; a Eq.(l.9), que &i origem 

a segunda função, G, para a auto-consistência, na forma 

G(y:cd 

onde 

"' ..::..:...J..(u-o:) 
' o " 

' 
(4,22) 

' 
(4.~3) 

E é o campo elétrico que a.parece na eq, 11.2), E
0

, p
8 

e y de

finidos respectivamente nas eqs. (1.15), {1.17) e (1.21). 

A mudança na forma do potencial local V5 (u) de um 

poço quadrado simples no Capitulo II para o po o quadrado com 

buraco neste Capitulo, introduziu um maior volume de trabalho, 

principalmente no cálculo de y , PM/Np e T • A primeira dif_l • • c 

culdade está ligada ao fato de que nos casos de transição de 

" 1- ordem termos um salto nos valores de uac de um valor 

uac (critico) para uac ~ O, produzindo consequentemente uma 
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descontinuidade na polarização elétrica espontânea.Este resul

tado que impediu a obtenção de uma expansão de F para a << 1 , 

consequentemente não obtiverros wra função do tipo f 1 (o), eq . 

• {2.25), e uma imediata determinação de y
5 

e ,
0

(y ). Como 

gunda dificuldade podemos relacionar o aumento do numero de 

parâmetros dos problemas; surgiram dois novos parâmetros, BQ 

e n, a serem controlados durante o cálculo numérico, Mesmo as 

sim, esforços foram e continuam sendo feitos no sentido de 

• 
obtermos T

0
( y ,n,B), • e C

0
(y ,n,B), pois com o mo 

dela PSM temos a spossibilidade de também descrevermos 

a ordem correta da transição de fase de elementos da fa 

mil ia KDP, 

1~ ordem. 

que e, como comprovado experimentalmente, do 

Em suma, a escolha dos parâmetros s
0
,n,e 

deve ser feita com cuidado devido, visto que transiç~o 

de fase com temperatura o de O K, ocorre para 

transição de primeira ordem de acordo com os 

resulta~~s do Capitulo III so oc~rre para valores rçs 

tritos do B e n, etc. Estes fatos aliados ao cálcu 

lo auto-consistente no o conduziram a buscar outras for 

do determinar como apresentadas nas 

demais seçoes deste Capitulo, o qual terminaremos com 

o cálculo de 'M para o caso do B ~ o • resultado 

quo verifica " ótima escolha dõ função do onda vnriacio-

nel dõ seçao (2.4). 

Na próxima seçao, um estudo é realizado C"-

ra a obtenção de região onde há possibilidade de tran-

sição de fase ferroelétrica de primeira ordem. 
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4.3, Comportamento Inicial da Função F 

Na seçao (4,2) é obtida uma expressao Mecânica 

Quântica exata para a polarização adirnensional F e examinamos 

as dificuldades envolvidas na realização dos cálculos auto

consistentes sem um prévio conhecimento de y
5 

e 1
0 

Na presente seção apresentaremos um estudo preli-

minar para o caso de v
5

(u) ser um poço de potencial com barrei 

ra negativa. Temos denominado este caso de poço com fosso. 

Como no caso clâssico, para a do~erminação 

da região onde é passivei uma transição de fase de primeira 

ordem, analisaremos nesta seçao o comportamento de F(n,BQ,G;a) 

para a « 1, isto é, procuraremos determinar os dois primeiros 

coeficientes da expansão de F(n,B
0

,o:o) para a« 1, em termos 

da Estatistica Quântica, ou seja 

F (4.24) 

e então determinar para quais intervalos ou valores de BQ' n 

e 0 permitem a
3 

> O, conduzindo a uma concavidade inicial de 

F para cima. Esta condição, aliada ao fato de que para valores 

dea»l devemos ter naturalmente uma saturaç~o,pode condu-

zir a transições de 12 ordem, 

O coeficiente mais importante nesta seçao e a
3

, 

define a concavidiide de F para Cl « 1, sendo pari\ cima 

se a 3 > O e para baixo se a
3 

< O. 

A correta determinação de a
3

, exige rctenç5o de 

atü z
4 

na eq. (h-1), portanto o termo 

' 
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ao contrário que no Apêndice A, agora tambüm deve ser conside 

rado, Assim denominando 

'1 

~ = J:Hp(S1ld81t Hp(B2ldll2 ' (4.25) 

as razoes z2;z0 e z4;z0 , que fazem parte do segundo termo da 

eq, (A-4) podem ser escrita na forma 

ser obtido da eq, (1.8), através de Cl e 

vamente nas eqs. (2,16) e eq, (1.15). 

' (4,26) 

' (4 .27) 

E definidos respecti o -

A eq, (4.26) já foi calculada no Apêndice l\, eq. 

(A,lO), e pode ser escrita na forma 

onde definimos 

-SE n 
= 1 ::.

2 
L e <nlíiÃin> e . {n} 

<niÃin> = O ' 

<niÃim> = <nlülm> 
E (o)_E (o) 
n m 

' 

' 

com o elemento da matriz <nleln> dado por 

<nloln> 1
1 (o) 

= ~ (6)8~ (o) 
_1 n n (\i) dii 

(4 .28) 

(4.29) 

(4.30) 

' 



., 

e com s (o) 
o tendo a mesma definição dada na eq, (2,18), com 

E = E {o) 
o o . O zero entre parenteses em En e para indicar que o 

mesmo se refere a autovalor de H
0 

associado ao autoestado fn>, 

cuja função de onda ê ~·~o), 

A obtenção de E~o) e lji (o) 
o e mostrada no apêndice 

'· 
Devido ao fato de que o potencial local Vs(u)ê si

métrico, as funções de ondas associadas a H
0 

sao simétricus 

ou antissimêtricas, e portanto temos que <nfufm> f O apenas 

para n + m = Impar. Devemos lembrar no entanto, que em H ago o -

ra, temos um potencial local quadrado com um fosso , ao invés 

de um. poço quadrado simples. Na representação de H
0 

diagonal 

podemos escrever z4 na forma, 

-SE(o) 
E e n <nfp

4
fn> 

{n) ' (4.31) 

onde E~o) e fn> significam autovalores e autoestados de H
0 

respectivamente e não de H, 

Fazendo uso do operador identidade 

/: fn><nf = ] 
{o) 

temos 

"' <nfp
4

fn>=( 
2
cl 

o 

4 

a4 
I <nfUfr><rlüfs><slüf~><~.füfn> x 

rsl. 

(4,32) 



que depois de realizada a integraç~o torna-se 

e portanto 

l 4 z =- Cl 
-BE 

Z e n(<n]UÃ]n><n]Ã 2 ]n>-<n]Ãüfi]n>~ 
{n) 4 e 

onde 

<s]S]r> = <s]ill'i.]r> ' 

<slti]s> =O 
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' 

(4,33) 

(4,34) 

Na passagem de (4.32) para (4.33), por razao de 

simetri~, doze termos foram cancelados. 

Definindo 

2 (Z
2

/Z
0

) G (4.35) , '2 ~ ' 

4 (Z
4
/Z

0
)0 (4.36) , '4 ~ 

' dil uq. segue (A-4) que 

2f 20: + 4(f4 
l 2 3 

(4.37) F ~ - f 2Ja + ' 2 

com o que obtém-se 



,, 

com 

. , = 4 • 

-E /0 
r e n <n[ÜÃ[n>/ L 

{n} {n} 

-tõ /G 
e n 
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(4,38) 

(4.39} 

(4.40) 

~ /8 
j<n]üA.jn>j 2 }J ~e n 

{n} 

(4.41) 

para que a concavidade inicial de F seJa voltada 

para cima e necessário que 

'4 -
l ,, 
2 2 ' o ' 

(4.42) 

consequentemente é poss!vel que O modelo aqui discutido possa 

descrever, quanticamente, Ullla transição de fase de primeira or-

dem. A região que deveremos procurar é limitada pelas raizes 

da equação 

• (4.43) 

senJo de 1ê ordem para n > O e de 2~ ordem para n < o. 

A eq, (4.42) e a equivalente quântica da eq. 

(3.26). 
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As auto-funções associadas de H
0 

sao as próprias 

funções de H com~ =O, portanto dependem apenas de a
0

, n e 

Ü, bem com E: (o) = 

" 
que a equaçao que 

E (O) (B 
" Q' 

delineia 

nl. Em consequência disto, ternos 

- - a a regiao de transiçao de 1- or-

dem, de acordo com as eqs. (4.40), (4.41) e (4.43) pode ser 

escrita na forma 

(4 .44-a) 

ou seja 

' (4.44-b) 

onde a
0

, de acordo com as eqs. (4.2) e (3.6), tem a forma 

(4.45) 

oom 

2 = 11 B/48y5 
(4 .46) 

onde y* tem o mesmo significado da eq. (1.23), e y
5 

o valor 

de ' que faz com que a temperatura de transição seja re-

duzida a T = 0°K. Como veremos na_ próxima seçao, y
5 

depende 

de n e B, isto é 

y
5 

= Funçiío (n,Bl • 

Deve ser notado ainda que a determinação de y
5 
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deverá ser feita auto-consistentemente, uma vez que B
0 

depe~ 

de de ys via eq. (4.45) e Ys depende de s
0 

conforme eq. 

(4.49). 

Tendo obtido y , para valores de B e n consisten-

' 
te com uma transição de 1ê ordem no caso clássico - capítulo 

II, é apresentado na seçao (4.5) a região onde é possível 

obter uma transição de 1ê ordem no quadro da Mecânica Esta tis 

tica Quântica. 

4.4. Determinação de ys 

Nesta seçao será discutido a maneira pela qual 

podemos determinar y
5 

para o caso do poço quadrado com :êusso 

da fig. (4.1-a). 

No Capítulo II, foi visto que para o caso de 

B = 01 a temperatura crítica e a polarização espontânea mãxi 

ma diminuem com o aumento de y o ambas as quantidades me~ 

cionadas atingim o valor nulo para y = y
5

• Para qualquer va 

loresde y acima de ys Tc e PM são nulos. Também foi visto p~ 

ra o caso de B = O que a função t
1 

(o) é monótona e crescen-

te em o(= E jkT), portanto monótona e 
o 

crescente em 1/T, o que 

significa que ys pode ser determinada, no caso de B =O, pelo 

comportamento inicial de ,. para T " OK, Perguntamos então '' 
o mesmo seria verdadeiro para o caso de B ' o, i. é. "" no 00 

e o do poço oorn foc·so ,, poderia ainda '" obtida atravé,; de 

uma funç:io tipo f
1 

(LI) a T = OK. A resposta a essa indaguç.'ío 

é afirmativa no caso em que a concavidade de F a T = OK c vol 

tadet para baixo para qualquer o, bem como no caso onde " con 

cavidildc iniciul ê voltilda par<> b<tixo e depois seguida de U~CI 

mudunçu de concetvidude paril cimet, porCm com ns raízes autocon 
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sistentes na região da concavid~de voltada para baixo. No caso 

da concavidade inicial voltada para cima a resposta ê negat! 

va e o método de obtenção de y
5 

deve ser equivalente ao empre-

gado O o determinação do ' 00 Capitulo o m para o caso do F o 

T " OK voltada para cima ainda no o analisamos, porem OoO C o 

moo indícios do quo M caso especifico do modelo eeM ,., "' 
tuação ocorrerá- vide fig. {4.1) . Uma concavidade inicial p~ 

sitiva a T - OK implicaria numa mudança descontinua de PM(y) 

em y - y
5

, restringindo provavelmente o intervalo de efeito 

isotótico sobre a polarização elêtrica da saturação, podendo 

chegar ao caso extremo de um PM(y) uma constante diferente 

de zero para y < y 5 e nulo para y > y 5 , tal como no modelo de 

Slater ( 
9 

) . A possibilidade de uma mudança descontinua om 

P (y - y I será analisada num trabalho futuro, ~ oo oaso de M - s ' ~ 

tal comportamento vir acontecer suas consequências na interpr~ 

tação do efeito isotópico no quadro do modelo PSW serao condi 

derados. 

Na presente seçao consideraremos apenas o caso de 

F a T ~ OK, ter a concavidade inicial voltada para baixo e 

consistente com uma mudança continua de PM(y). 

Partindo da eq. (4.8), a condição T ~ OK, ou seja 

0 ~ O, jã que 11:: é sempre t- o, nos levou a 

(4.47) 

onde <n]ÃI n>, <n]l'1]n> e C!. sao definidos pelas eqs. (2.16) 

(4.30) e (4.34) respectivamente. 

Tam5ern obtivemos o resultado (4.47) usando a teo-

ria de perturbação para T ~ OK. Neste caso os cálculos analiti 

cos são menos exaustivos, porém os resultados deste Ültimo tem 
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"t>l;c _, 
0.60 
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0.00 
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' 
Fig. (4.1) Comportamento das funções F e G, dnfinidas 

respectivamente pelas eqs. (3.3) e (3.8), 

para Vb < O. ~mostrada a mudança da con

cavidade inicial da função F para seis va · 

lores do parâmetro T próximo de Tc. ç ~ t~. 
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]1~ ao estado ]m> no caso particular de a = o. Detalhes so 

bre r~O) e as funções de onda são dados no Apêndice B. 

A segunda equaçao de autoconsistência para y 5 e 

• obtida da eq. (4,45) fazendo y = 1, o que leva a ajuda da 

eq. (4,46) a 

função (B
0

, B) ' 
(4.51) 

onde B = ]vb[/ (W/12) é definido na eq. (1.19). 

A obtenção de 

(4.52) 

foi feita até o momento, apenas parà valores de B e n que 

são consistentes com urna transição do primeira ordem no caso 

clássico (Capitulo III). os resultados são apresentados 

• figs {4.2), (4.3). Como pode ser visto a presença de urn bu 

• raco de pontencial reduz ainda mais a região y compativ(l oom 

a existência de um estado ferroelétrico. No caso do poço de 

potencial quadrado simples, modelo 
'~' 

obtivemos 
'" 

= 0,021659 

o caso do poço quadrado com fosso, modelo PSM, obtivemos 

10-? < 
' '• < 

' 
3 X 10-6 

' quando variamos o entre o . 1 e o. 4' para 

B = 1.0. Como teste foi verificado que para B ~ O, o valor co 

"nhecido de y do modelo PS é corretamente reproduzido pele auto 
o 

consistência exigida pelas eqs. (4.49) e (4.51). Em outras pa-

lavras o valor de y
5 

(O,n) = 0.021659 coincide como o valor de 

y5 obtido no Capitulo .l:I para o caso do modelo PS. 

Ob tido ys (B ~ 0), com as funções de ondas de se 

(4.2) para B = O e T = • OK, i.e. para ' = O, a utilização 

das eqs. (4.20) e (4.21) com o
0 

=O, nos conduziram ao PM(y*,O) 
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aplicabilidade restrita a T = OK. 

A solução aútoconsistente para y 5 em termos de~ 

e B, foi necessário ser reali~ado em duas etapas. A primeira de 

~a análoga a do Capitulo II na obtenção de f 1 (cr), isto 

é, da solução autoconsistente de F-G = O para a << 1, com 

que obtivemos 

<l]iíA]l (4.48} 

Na segunda etapa foi necessário, devido ao fato de as funções 

de ondas associadas aos autoestados ]n> de H
0 

dependerem de 

e B
0

, e B
0 

depender de y
5 

através das eqs. (4.45) e (4.46); 

o modelo PS por contar com dois parãmetros menos, não requer 

esta segunda autoconsistência. 

Substituindo a eq. (4.30) e o operador indentida~ 

d-' J: ]n><n] na eq. (4.47) obtivemos a primeira equação de auto 
{o) 

consistência para y
5 

na forma 

onde 

' 2 • 4 , 6 

E: (o ) 
m 

(<l[Ü]m>) 2 
funçiio 

(4.49) 

(4.50) 

sendo os autovalores de 

e a energia do estado fundamental de 

palavras, na eq. (4.49) necessitamos apenas das 

H . Em outras 
o 

auto funções 

e autovalores do hamiltoniano H e dos elementos de matrizes 

do operador u (- u/(a/2)) que acoplam o estado fundamental 
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Fig. (4.2) Compo~tamento do máximo valor do parâmetro qua~ 

tico, consistente com uma mudança de fase, em 

função do parâmetro adimensional B para 

n = 0.20 (0.05) 0.40. As curvas indicadas na fi-

gura se referem apenas aos valores de n e B con

sistentes com uma transição de fase de 1~ ordem 

no quadro da Mecânica Estat1stica Clássica. 
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linha cheia da fig. (4.4), e o variacional, linha pontilhada; nao perm::!:_ 

te mudar as nossas interpretações do Capitulo II, sobre as 

baseados nos valores numõricos de 

!*, ~ y• 
H 

e 
y•. 

D 
1\lém do mais, mostra quão boa foi a nossa 

., 

' 
escolha de ~o para o caso variacional e serve como teste dos 

cálculos computacionais mais exaustivos do Capitulo IV. 

4.5. Transição de Primeira Ordem 

O propósito desta seçao é apresentar o resultado 

das investigaçÕes de uma possível transição de primeira ordem 

para valores de B e n, na região onde os cãlculos Estatísticos 

ClaSsicos são consistentes com uma transição de primeira ordem. 

Restringiremos apenas a esta região devido ao volume dos câl 

culos numéricos encolvidoR 

o procedimento utilizado foi o seguinte: dado um 

par (B,n), através das eqs. (4.51) e (4.52) obtínhamos o vu 

lorde ys. Daí através da eq. (4.46) era obtido BR e então 

através do eq. (4.45) m obtido BQ para determinar D do 
' 

(4.44-b)' explicitando sinal de ' eq. o 2f4-f2. 

Nao figs. ( 4. 5) ( 4. 9) ••o apresentados 00 <e 

cen-sultados deste trabalho. A região indicada por a 3 >O, 

traliza os valores de 0, obtidos através de Cálculos Estatís-

ticos Quânticos, onde existe a possibilidade de termos uma 

transição de fase de primeira ordem. As regiões compreendidas 

por 2f 4 -f~, nas figs. (4.5) - (4.9), tem seu análogo clássico 

na região hachuriada da fig. (3.0). 

Embora não temos resultad'os para Te' um algorit

mo, análogo aquele utilizado na seção 3.3.1 para o caso elas 
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Fig. (4,4a) Comportamento da polarização espontânea máxima 

em função do parâmetro quântico y*, obtida usan

do a metodologia descrita no Capitulo IV, para 

0} e n qualquer, mostrado na curva 

continua. A curva pontilhada é o mesmo da conti-

nua, obtida no Capitulo II usando o método varia 

cional, 

" 

o 
o " '.o ,. 

Fig. (4.4b) o mesmo da fig, (4,4a) para a temperatura crlti-

ca, Para B = 0 1 o modelo PSM se reduz ao modelo 

PS e a determinação de 'c é feita através domes 

mo algoritmo do Capitulo II, 
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A parte com 2f 4 -f~ > O na figura indica a região 

de valores de B e e - KT/(4Ec/n 2 l, no caso de 

Vb < O e ~ = 0,40, cuja concavidade inicial de F 

da eq. (4.20) e voltada para cima como explicado 

no texto, A existência dessa região torna prová

vel uma transição de 1~ ordem no caso quântico 

também, A região estã limitada para valores e 

B e n consistentes com uma transição de 1~ ordem 

no caso clâssico, 
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Fig. (4.6) O mesmo da fig, (4.5) para n ~ 0.35. 
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O mesmo da fig. (4,5) para n ,_ 0,30. 
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Fig. (4.8) o mesmo da fig, (4.5} para n = 0.25, 
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Fig, (4,9) o mesmo da fig. (4,5) para n "' 0.20. 



sico, está sendo montado para a determinação de te em termos 

de y* para cada par (n,B) fixado. 

4.5. Suscetibilidade Elétrica Puralela para n * O e B # O 

Mesmo nao tendo obtido Te' vamos nesta seçao apr~ 

sentar os cálculos analíticos relativos a obtenção da susceti-

bilidade elétrica paralela para o caso de T ~Te. e mostrado 

para T > T que X I T=T I ' obtida de X da fase paraelétri-
' o o 

N, e nulo para o caso de =a transição de ,. ordem e na o nulo 

para o caso de transição de 1. ordem com na teoria fenomenoló-

gica de Landau. • Quanto a c c {constante de Curie ~ Te), 

obtida de x da fase paraelétrica, também aqui no caso quánti-

co conta com a possibilidade de tomar valores negativos - ver 

eq. (4.56). 

Procedendo de maneira análogo a seçao (2.3), a 

raiz auLoconsistente da equação F-G = O, com F e G definidos 

nas equações (4.24) e (4.22) respectivamente levou-nos a se-

guinte expressão para a suscetibilidade elétrica paralela: 

X " (4.53) 

-, onde cf, W e y sao definidas respectivamentes nas eqs. (2.11), 

(1.16) e (1.21) e f
2 

definido na eq. (4.40). 

PÍ"Óximo do ponto critico, i.é, para IT-TI«T, o o 

expandindo a quantidade r 2 ~m série de potencias de (0-00 ), 

-1 -obtivemos para a suscctibilidadc inversa, x , a exprcssao 

1 
" 

1 • 
T - T o (4.54) 
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l6y/11 2 - 2t
2 

(€1
0

) 

2f2(€1c) 

' 

' 

significa a suscetibilidade no 

161 

(4.55) 

(4.56) 

poo-

to crítico, obtida por extrapolação de x<T >Te) 

ca a constante de Curie para T ~ T0 • 

signif!_ 

~ interessante notar que, excetuando a possibili-

dade de um salto em T
0

{y) para y = y
5

, segue das eqs. (4.52)

(4.56) que também no caso de transição de 1~ ordem, teremos 

quu para ' - ' 
em Y = Y • Consequentemente segue da eq. (4.55) 

" 
u' 

x• -• o 
Deve ser lembrado que no caso de 

t··ansição do 
,. 

ordem • x
0 

= oo para qualquer v~lor de y. 

As eqs. (4.55) e (4.56) dão um reforço extra a ne-

cessidade de obtenção de T (yl, com n 
o e B fixados na região 

onde existe a possibilidade de termos transição de 1~ ordem, 

p:>r motivos que va.mos listar a seguir: 

1) Devido a "movimentação" de F funçào de 0 (temperatura), 

bem como as suas mudanças de concavidades frente as mudan-

ças de 0, para •.ralares fixados de parâwetros do modelo. 

2) O próprio comportamento de 

3) Au mudanças de concavidade 

irnplicaçõe"' """ ~ .. udançac. 

cial de ' o o Capítulo III. 

+ 
Xo(-y). 

' um funçiio 

de " '~ 
Notar que 

da 

V e< 

para 

temperatura e suas 

comportamento ini 

a " l, F :t 2fi'· 
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A <Xlt:Leta determinação de T
0

(y"') para n e B fixa 

dos nos permdtirã responder todas essas indaqações, trabalho 

que estamos realizando. 



CAP'I'TULO V 

CONSIDERAÇÕES FINAIS 

Nesta tese abordamos o problema da transição de 

fase ferroelétrica em materiais da familia KDP, focalizando 

principalmente (KH 2Po4 , KD 2Po 4 , RbH 2Aso4 , RbD/•s0 4 , c 2 H2As04 , 

c
5

o
2

A o
4
), e também o par PbHPo4-PbDP04 • Fizemos um estudo 

sistemático baseado em três quantidades fisicas estáticas, 

quais sejam, Temperatura de Transiç5o Tc, Polarização Espon

tânea a zero Kelvin, PM' e constante de Curie, C0 , próxima da 

temperatura de transição T0 , procurando ressaltar a influên

cia da forma do potencial visto pelo átomo de Hidrogênio ou 

Deutério, Vs(u), bem como a influência do truncamento da lla

miltoniano local em poucos niveis de Energia. são apresentados, 

neste sentido, para efeito de comparaçao, os resultados obti

dos para as quantidades acima citadas, no quadro do modelo 

PS, Hamiltoniana (1.2), juntamente com os correspondentes pa

ra o caso do modelo PD, I!amiltoniana proposta por oc-G0r.ncs 

eq. (1.20) - e amplamente discutida por Tokunaga e Matsuba-

r a (H), Kobayashi ( 52) etc ••• Uma comparaçao entre os 

resultados obtidos para cada um dos dois modelos acima cita

dos e os dados experimentais correspondentes é também inclui 

da. A referida comparação mostra que tanto o modelo PS quan

to o modelo PD falham em descrever quantitativamente os dados 

experimentais, nas 

com respeito ao PD. 

o modelo PS levando uma certa vantagem 

Em relação ao resultados em linhas gerais podemos 

dizer: 
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1. O potencial local tem um papel importante na determinação 

da ordem da transiç5o, bem como na determinação do valor 

da temperatura critica, polarização elétrica espontânea, 

constante de Curie, etc. 

Como mostrado no Capitulo li I, no quadro da Aproximação 

Clássica, rrnntidos outros fatores constantes a inclusão de 

uma barreira no poço de potencial quadrado simples aumen

ta o valor da temperatura critica, enquanto que a inclusão 

de um fosso de potencial diminui o wtlor da temperatura 

critica. Nesto sentido o fosso de potencial desempenha o 

,, '' 
mesmo papel do parâmetro quântico no caso do poço quadra-

do simples. 

2. Quanto à ordem da transição podemos dizer que: 

a) No caso do poço quadrado simples o modelo descreve ape

nas transiçÕes de segunda ordem, e que a inclusão de 

uma barreira não provoca alteração da ordem de transi

ção, pelo menos no quadro da Aproximação Clássica. 

b) A inclusão de um fosso permite, no caso da Aproximação 

Clássica, descrever transições de 2~ ordem, de 1~ ordem 

e duas transiçÕes, sendo uma de 2~ e outra de 1~ ordem 

com Tc (1~) < T (2~). Ocorrência de duas transições di c 

fere das obtidas por 
( 63) 

M<~.son para o sal de Rochelle, 

onde a existência de ordem ferroelétrica se dá entre as 

duas temperaturas criticas - a e ambas sao de 2- ordem, en-

quanto nossos resultados teóricos apresentam ordem fer-

roclêtrica até zero Kelvin. 

A transição de 1~ ordem, transição cuja ternperut~ 

ra critica ê menor, é explicada notando que o potencial 

local efelivo é dependente da temperatura. 'l'al dependê!:l_ 

cia permitindo a mudançu dil. posiç5o de equilibrio dos 
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átomos de hidrogénio (ou deutério) na ligação hidrogên~ 

ca de forma discontinua. 

3, Os efeitos quânticos tendem a reduzir o valor numérico da 

temperatura crÍtica e da polarização expontânea a zero Kel 

vin, no caso do poço quadrado simples, Resultados simila

res a estes também são obtidos no modelo de Pseudo-Spin. 

Jâ para a Constante de Curie prÕxima de T
0

, inicialmente 

os efeitos quânticos forçam uma diminuição para então pr~ 

vocar um aumento, diferindo do modelo de Pseudo-Spin , p~ 

ra o qual os efeitos quânticos tendem somente a aumentar 

o valor da Constante de Curie. 

4. o fosso de potencial tende a aumentar os efeitos quânti

cos, restringindo ainda mais a possibilidade de uma fase 

ordenada a baixas temperaturas. 

5, o efeito isotÕpico surge somente associado aos efeitos 

quânticos, os quais aparecem através do parâmetro adimen

sional y ~ Ec/W. O limite clássico e corretamente obtido 

para y* + O, i. é, para y* « 1 

6. os det<llhes da aplicação das presentes idéias ;;J. materiais 

da familia KDP, para o caso do modelo PS, se encontram no 

CapÍtulo II, seção 2.6. Dos resultados apresentados nas 

tabelas I, , .• IV, chegamos a um valor para W 'li O. 36 e V, o 

que nos diz que a interação dipolar deve ter um papel im

portante nos elementos da familia KDP, 

Observando ainda os valores minimos das tabelas I, •.. IV 

vemos também que embora os modelos considerados não descr~ 

vem quantitativamente bem os resultados experimentais, o 

modelo PS leva ligeira vantagem sobre o modelo PD. 

A inclusão de um ~-os;;o,, no poço Ue potencial lo 
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cal v
5

(u) do modelo PS, permite descrever corretamente a or

dem da transição. Uma análise mais detalhada da aplicação do 

modelo PSM, ao KDP e/ou outros elementos da famÍlia KDP está 

necessitando dos resultados de PM(B,n) bem como de • 0 (y*,B,n) 

que obteremos brevemente. 

outras trabalhos que poderão ser realizados sobre 

os modelos PS e PSM e que provavelmente fornecerão elementos 

importantes na discriminação bem como na elaboração de uma Ha 

miltoniana Modelo para os materiais da família KDP são: 

a) Realizar cálculos semelhantes dos nesta tese inscritos, 

com V
5

(u) da eq. (1.2) de forma similar a apresentada na 

fig. (l.3c). Nesta direção estamos realizando cálculos, uti 

zando um V
5

(u), obtido pela associação de duas funções de 

Morse um potencial quadrâtico ou gaussiano. Tal v (u) 
" 

nao apresenta um acréscimo de parâmetros em relação ao 

utilizado no modelo PSM e também ?ermite trabalhar desde 

um poço com fosso bem como poço com barreira, passando p~ 

lo poço de potencial de fundo raso, com a vantagem de per

mitir a inclusão de todos os niveis de energia necessârios 

aos cálculos estatisticos. Nesse caso, contrârio ao do mo-

dela PS, temos a possibilidade de realizar câlculo com fun 

çoes de Green sem se involver com derivadas descontinuas. 

O truncamento a dois níveis de energia conduz modelo 

pseudo-spin. 

b} Mudar da ACM para uma outra aproximação tal como Campo de 

- ( 45) Reaçao de Onsager , ou a teoria de campo efetivo como 

proposta 
~ ( 65) 

por Sa Barreto , ainda para o mesmo modelo PS. 

c) Passar à analise de ?ropriedades dinâmicas taJ. como a susce-

tibilidade elêtrica 
+ 

x(w,"!l· 



AP!::NDICE A 

r. Função t 1 (a) 

As funções ~o la), t 2 (a) e 9
4 

(cr) sao componentes 

de t
1 

(a), eq. (2.14), coeficiente de termo linear em (l, em 

F ((l) • 

Como apenas termos com potências Ímpares em ~ con 

tribuem na determinação de F(o), escrevendo Tr(fip) na forma 

(A-1) 

onde 

(A-2) 

a determinação do comportamento de F(rd para a << 1, e feita 

usando a expansão 

~n(l+E) = ' - + ••• ' (A-3) 

com o resultado que F pode ser escrita na forma 

+ e ( fj,s l 
' (A-4) 

Corno foi mencionado acim<l, nos preocuparemos aqui 

cm dar detalhes apenas da determinação de t
1 

(cr), já que não 6 

ncccss5.rio o conhecimento de f
3

(cT) pilra a UcteJCminJ.çCi.o U" 'c' 

X c Cc. Mesmo ilSSim obteremos uma cxprcssiio para t 3 (:r) no cct-
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pitulo IV, onde pa~a obtermos a concavidade de F(a) no caso 

do poço quadrado com fosso é necessário urna análise de 

t 3{o;B,n,yl, mas como naquele capitulo o potencial local e 

distinto daquele do capitulo II, vamos deixar tal trabalho pa 

ra a ocasião. Assim o nosso trablho aqui se reduz a conhecer 

a forma explicita de z
2
/Z

0
• 

Na representação onde H
0

, eq. (1.7) com v
5

(u) sen 

do um poço quadrado infinito simples, é diagonal, o termo z
0 

da função de partição local ZL, tem a forma 

1 

'"' 
-sE 

e " 
2 -o o = L e 

" 
' (A-5) 

onde n percorre todos os autocstados do sistema e como 

V
5

(u) é um poço quadrado simples temos 

com a e 

n=l,2, ••• 

definidos respectivamente nas eqs. 

Por definição para z
2 

temos 

que com a inserção do operador identidade 

l = 1: [m><m[ 
(rn } 

e a substituição de I!(S
2
l, seçao 2.3, torn<t-se 

4E 2 
c 2 z =(~) ~ ~ ~ 

22" 1
'

1
• 

n {n}{m} 

-~B 2 
e n[<n[u[m>[ 

' (A-6) 

(2.17) e (1.14). 

' 
(A-7) 

(A-8) 
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• (A-9) 

onde u é o operador deslocamento e A e a constante definida 

na eq. (1.9). 

Como o potencial local V
5

(u) é simétrico, os Üni 

cos elementos de matrizes <n[u[m> não nulos são aqueles cuja 

paridade de [n> é diferente da de [m>. Assim de (A-9) temos 

l<nlulm>l 2 

(Em-En) 
• n•m = Ímpar 

(A-10) 

onde por razoes de simetria dois termos se anularam mutuamen-

te. 

Das eqs. (A-6), (A-7) e (A-lO) segue que 

(16BE0 Jf,r
4 

(a/2) 

2 , • 

n+m = Ímpar (A-11) 

que de acordo com as eqs, (2.13.3), (2,14) e (2.19), resulta 

para o coeficiente do termo linear em F(u), i.e. para f
1

(a) a 

forma 

• n•m Ímpar 

(A-12) 

com a sendo a largura do poço quadrado infinito simples e a 

omesmodaeq. (2.17), 

Como para o hamiltoniano em questao, as funções 

de ondas são do tipo sen k0 u ecos knu, kn = nn/a, os elementos 



de matrizes <n[u[m> sao dados por 

<n[u[m> 16 n+m 
112 

sen(-
2
-"1 

oom 

e portanto 

2 [<n[u[m>[ 

2 -on o ' 
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' n+m = Ímpar 

(A-13) 

' n+m=Ímpar 

n+m = impar. 

{A-14) 

o resultado algébrico para a sorna em na eq. (A-14) 

para n fixado, nos foi possível quando visualizamos que a rnes-

ma poderia ser escrita em termos de elementos de matrizes do 

tip:> <n[~,k[m> e <n[p[m>. Isto é o que rrostrararos a seguir. 

Para o caso do poço quadrado simples, as funções 

de onde de H
0 

são escritas em termos de sen(k u} e 
m 

-,,com a constante de normalização ~ e k_t dados por 

Portanto, os elementos de matrizes de u e p e combinações 

de produtos deles podem ser obtidos através de integraç5o sim 



ples com os resultados 

(-1) n+m-l 4k k 
2 m n 

<m I u I n > = - A ---,----,--..,---
-~ (k2-k ) 2 

m n 

(A-15) 

<m]pjn> = (-ih)~ ' 
m+n = Ímpar 

(A-16) 

' (A-18) 

k k m n 
' 

n+m = par (A-19) 

l(a/2) 3 
2 

(a/2)
3 

3 

3 
4k2 

n 

(a/2) 

(a/2) 

"2 n 

' m+m=Ímpar 

(A-20) 

' 
(1>--21) 

(A-22) 

Para o caso de n par podemos usar a igualdade (AB) , 

__ _'l~>o2 = 4~x tg (~ x) 
m=l (2m-ll -x 

Da identidude 

<njp 2 jn> =i, <njplm><,mjpjn> 
m 

(A-23) 
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e das eqs. (A-16} e (A-17) segue que 

1 1 

k' ' n m 

1 
' n+m = lmpar 

(A-24) 

Derivando a eq. (A-23) com respeito a x duas ve-

zes e substituindo adequadamente me x por km e kn respectiv~ 

mente (n par) obtemos 

1 (a/2) 2 

8k4 
n 

' n+m=lmpar 

(A-25) 

De maneira anãloga a obtenção de igualdade (A-25) , 

fazendo uso da eqs. (A-15) e (A.l8) respectivamente para obter 

os elementos do matrizes <n!u2 1n> e <nlp2
Jn>, o elemento de ma 

triz <nlp2 u2 1n>, nos condu.:. a 

1 _,_, 1 !aL2J
4 (a/2) 2 

n+m=Ímpilr ' o + 
(k2-k2) 4 k~ m (k2-k2)3 32k

4 
32k6 ' m m n m n n n 

(A-26) 

Finalmente a quinta soma foi obtida, através das 

eqs, (A-21), (A-20} e (A-16) com o resultado 

(a/2)
4 + 

3x2 
7
k~ 

1 I 
2k 

4 
n 

' 

n + rn - !mpar, (A.27) 
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substituindo a eq. (A-24} em (A-25) temos 

1 ' = 4k4 m 
n 

1 
' 

n+m=Impar 

(A- 28) 

a qual substituída na eq. (A-26) resulta 

-1 -,' 
4kn m 

e então substituindo 

1 1 
E 

(k2-k2 1s -• 
4k

8 
rn rn n n 

+ S(a/2)
2 + 

32k 6 
n 

(a/2) 4 

48k 4 
n 

' 

(A-28) e A-27 no eg. (A-27) 

1 106(a/2) 2 
1 5 

E 
(k -k2 ) 

• ;:r • rn 4! 32 4! rn n n 

m+n = impar 

(A-29) 

temos 

(a/2) 4 

Sk' 
n 

(A-32) 

Lembrando que kn = n~/a, e que nm ~ 1, onde esta 

última restrição surge da condição de normalização, isto é, 

1
•/2 

-a/2 
,,, ·'·*dx = 1 
"n"n ' 

a expressao 

a substituição da eq, (A-23) resulta para 

1 

( 2 ,, 5 
m m -n 

n+rn=írnpar 

n par, m ímpar 

(A-31) 
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Uma vez que em t
2

(a) temos uma soma em n que var

re valores pares e impares, a parte em n impar é obtida usan

do a igualdade ( 531 . 

• 

' m=l 

1 

(2m) 2-x 

1 
= 2X2 cotg 

4X 
(2!. X) 
2 

{A-32) 

que de maneira análoga a segunda via no caso de n par obtemos 

para o caso n ímpar, o mesmo resultado da eq. (A-31), obtido 

para o caso de n ser par. Vemos assim que o resultado da soma 

sobrem em f 1 (~) é independente do fato de n ser par ou ímpar. 

Substituindo agora a eq. (A-31) na eq, (A-12) 

obtemos 

1 2 
(12. 

2 -on "-I f 
1 

(o) • 2 " 
l2n 2 q,

0 
(o) 

4 2 n n n 
(A-33) 

f 1 (a) 
1 151>4 (o)-n

2 q,
2 

(a} 
• --, ' 12, r!> o (o) 

(A-34) 

com 

2 
<jls(a) • 2 

n 

-on s 
e /n (A- 35) 

As funções q, 5 (a) convergem rapidamente, para todo 

a, exceto <jl
0

(o) que é divergente para a= O, Este fato nos fa 

cilita a obtenção de f 2 (a). O resultado de fl (,;-) é mostrado 

na fig. {2). 
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AP~NDICE B 

I. Função w(ô) 

Para o Hamiltoniano da eq. (1. 6), com V
5

(u) sen

do um poço quadrado simples de largura a, a energia do estado 

fundamental do sistema E
0

, obtida usando a função de onda va

riacional da eq. (2,30), é solução da equação :JE0 /36 = O, com 

E
0

(ó) dado pela eq. (2,31) conforme mencionado no capitulo 

II, seção 2.4. 

Das eqs. (1,6), (1.7), (1.8) e (1.14) segue que 

2 h= HL/(4E
0

/w ) pode ser escrito na forma 

h= ' 
(B-1) 

onde o: e definido na eq, (2,11.4) e 

!'; = ufa ' (B-2) 

consequentemente 

(B-3) 

que de acordo com a eq, (2.30) pode ser escrito na forma 

'o 

onde 

2 • =T - 2o ' (B-4) 
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1 11 
6 ' 2 = e ~ cos (nS/2)dS 

2 -1 ' (B-5) 

' (B-6) 

(B-7) 

As integrais em Ia' rb e Ic sao todos simples e 

diretas, resultando para s
0

(6) a expressao: 

2 
=.!L_ 

4 
1+38

2 
) 

2 , 
liÓ (Tió ) 

(B-8) 

A restrição variacional de que a energia ao esta-

do fundamental é menor ou igual a s
0

(6), conduz a 

cd ô) (B-9) 

II. Função F(li) 

Da definição de valor médio térmico segue que a 

polarização elétrica adirnensional pode ser escrita na forma 

' (B-10) 

que com a função de onda variacional definida na eq. {2.30) 

resulta 
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(B-11) 

e 

q ],P > o o (B-12) 

e portanto 

(B-13) 
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APt::NDICE C 

Interação Dipolo-Dipolo 

Como curiosidade,vamos considerar o acoplamento 

hidrogénio-hidrogénio Jij da eq. (1.2) corno tendo uma origem 

dipolar. A interação dipolo-dipolo entre o dipolo KP da molé-

cula i e aquele da molécula j é dado por 

l -,-
rij 

' (C-1) 

onde P
1 

é o momento de dipolo elétrico do i ou KP na molécula 

i, rij é a distância entre (KP) 
1 

e (KP) j, um veto r uni tã 

rio ao longo da linha conectando o ion i ao ion j. Assumindo 

então, que o deslocamento c~s ions P e K ocorrem essencialmen 

te ao longo do eixo-c do cristal, i,e,, que 

p. z 
J' ' (C-2) 

onde Pjz nao e o valor absoluto do momento de dipolo na posi

ção j, mas sim sua componente ao longo do eixo-c, cujo sinal 

pode mudar de acordo com a eq, (1,1). A eq. (C-2) é equivale~ 

te a dizer que os deslocamentos transversais ao eixo c são re 

-,, lativarnente pequenos. De acordo com a eq. (1.) - acoplamento 

forte em H-KP - a substituição da eq. (C-2) na eq. (C-1), co!! 

duz a urna energia de interação de um hidrogênio na posição o 

e um hidrogênio na posição j dado por 

(C-3) 
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onde p
5 

= z*a/2, conforme cq. (1.16), c Oj c o ângulo polar 

do vetar 

Das eqs. (1.1), (1.9) e (1.6) segue que a ener-

gia do Cdmpo Médio w 2 -= Ja e dada por 

E 
j ;'O 

1 
-3-

roj 
13 cos 2 e 

j - li • 

e o parâmetro estrutural f, da eq. (2.76), torna-se 

f = l E 
6 j ;i O 

1 

(r ./0) 3 
O] 

onde o 3 
(= V0 ) e o volume da célula unitâria. 

• 

(C-4) 

(C-5) 
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AP~NDICE D 

SOLUÇÃO EXATA - REDE UNIDIMENSIONAL 

Nosso propósito neste apêndice -e apresentar urna 

descrição suscinta de uma situação na qual a Harniltoniana da 

eq. (1.2) com V5 (u) o poço quadrado simples apresenta uma so 

lução exata. Embora não tenhamos obtidos uma temperatura critica 

T
0 

~ O, uma vez que fizemos urna análise Estatistica Clássica, 

para urna rede unidimensional com interações apenas entre pri-

meiros vizinhos, abrimos um espaço para este estudo aqui nes-

te apêndice por dois motivos principais: o primeiro sendo a 

obtenção de uma solução exata para um problema de muitos cor

pos, e um segundo é que a função de partição (portanto todas 

as propriedades termodinâmicas do sistema) a T + O+ e equiv~ 

lente e função de partição de um sistema unidimensional de 

Heisenberg com spin isotrÓpiCO de um sistema de spin para 

• "'eT-+0 e nao a um sistema de spin Ising unidimensio-

nal paras-+ oo e T-+ o+. Este segundo fato permitindo a extra 

polação dos resultados de estudos de sistemas ferromagnêticos 

com spin s infinito para os estudos sistemas ferroelétricos, 

cujos operadores associados ao parâmetro de ordem tiverem au-

tovalores contínuos e não djscreto. 

A segunda solução exa_ta foi obtida no quadro da 

Estat!stica Clássica onde a função de partição da Hamiltonia-

na (1.2) com interação entre primeiros vizinhos pode ser exata 

na forma 
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(D-1) 

com 

K = (W/4KT) (D-2) 

z
0 

= (1< KT/16 ' 
(D-3) 

e Ec e W sendo os mesmos das eqs, (1.15) e (1.16) respectiva-

mente. 

Uma boa técnica para resolver a eq. (D.l) e a têc 

nica da matriz de transferência, que permite escrever z, em 

rermos da N-ésima iteração K(N) (x,y) do núcleo 

na forma 

K (x,y) = ekxy 
' 

' 
1 'J K(N) (x,x)dx = Z

0 o -1 

• 

' n=o 

onde os Àn sao autovalores da equaçao integral 

( D. 4) 

' (0. 5) 

{D. 6) 

Esta formulaç5o permite redu~ir matematicC~.mente o 

modelo PS, ao mod0lo spin infinito de Thompson( 6 ril. Em outras 

palavras o modelo PS é isomorfo a um sistema llciscnb"rg iso

trópico de spin infinito, cujos autovalores J,n em (D.5) são 
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dados por 

' (D. 7-a) 

À2n+l ' (D. 7-bl 

n ~ 0,1,, .• , lj>' (x) = d<j>/dx e <j>(x), segundo Thompson sao fun

ções de ondas esferoidais. 

Lembrando que no modelo PS, p
8 

faz o papel de ~B 

nos sistemas de spin, segue dos resultados de Thompson 

que a susceptibilidade elétrica paralela pode ser escrita na 

'• 

forma 

2 
N N p" 

X " (kT) 1 1 <U.U.> 
i=l j=l > J 

2 

' 
(D. 8) 

a qual no limite de altas temperaturas, k « 1 torna-se: 

1 + 2 w 
3 kT (D, 9) 

e no limite de baixas temperaturas k » 1, sendo dada por 

8
2W/kT 

oJ 
(1- w 

kT) (D,lO) 

com a uma constante adimensJonal da ordem da unidade (vide 

Thompson). 

Como esperado, nao hã transição de fase ferroelé-



trica para o caso de V (u J 

' 
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ser um poço quadrado simples e com 

interações de curto alcance numa rede unidimensional, Também 

como resultado tem uma solução exata que pode ser obtida for-

malmente, no regime de altas temperaturas, da extrapolação 

dos resultados do modelo Heisenberg isotrópico com spin finito 

fazendo S -+ ""• 
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APt:NDICE E 

AUTO-VALORES E FUNÇÕES DE ONDA DE H
0 

DO MODELO PSM 

Um conjunto de equaçoes para a determinação nume-

rica dos auto-valores de H
0 

do modelo PSM - Hamiltoniana da 

eq. (1. 7) com v
5 

(u) da fig, {4.1.a) - foi obtido resolvendo 

a equaçao de Schrodinger 

E(o)lj! (u) 
n n 

A obtenção de E~o) e '~'m foi feita aplicando a equ~ 

çao de Schrodinger separadamente para cuda uma das três regiÕes 

indicadas na referida figura, observando a continuidade da fun 

çao de onda e sua derivada primeira nos pontos u = ±b/2(ll=±n) 

e o '+' (u) n 
nula em u ~ ~a/2. 

Com efeito, para o modelo PSM, a equaçao de 

Schrodinger acima, com o H
0 

da eq. (1.7), pode ser escrita p~ 

ra as regiões I, II e III respectivamente na forma 

2 -
d lilr (u) 
-~C•cm;-- + K2 

dÜ2 m 

d2 -1/JIIm(u) 
' 

dÜ 

o ' 

+K 2
<jJ (li)=O 

.11 III ,m 

com u = u/(a/2) e km d~do por 

(E.l-a) 

(E,l-b) 

' 
(E.l-c) 



(E. 2) 

e Ec estã definido na eq, (1,15), e 

(E , 3) 

As soluções das eqs. (E,l), obviamente sao 

<Pr,m 
~ A

1 
sen K ÍÍ+B1 ,m m ' ""' K m " ' (E.4-a) 

<Pn ,m 
~ A

2 
sen k ÍÍ+B

2 ""' k " ,m m ' m ' (E.4-b) 

<Prrr ,m 
~ A3 msen K Í:Í+BJ cos K " ' m ,m m 

(E.4-c) 

Da continuidade de <jJ em u = ± n e o cancelamento em 
n 

u = :!:1, segue que 

-sen Km COSY,m o o o o r '\,.] 
-senK n =~l}u n -senk n ="',o o o B m m l,m 

Km=SJ)un \fenKm n km=skmn kmsenkmn o o "z,m , o 
o o senkmn ="',o S€!1Km n oosKmlJ 

:::: j o o ~=skmn -~se~n KnfúS!':rr[l -I),,sel1.lín fl 

o o o o '""'k ="'m B3,m 

e para que <jJn nao seja identicamente nula para todo U devemos 

ter o determinante da matriz 6x6 acima nulo, ou SOJa 



-~' =Km o o o o 
m 

-senK 'I =K,r -senk n OO"',C o o 
m m 

m <Xlsl\nn KmsenKmn kmc.n"'1un kms~n o o - o • (E.5) 
o o senkmn oo"',C senKm n "'"'m" 

o o "roOO"',C -"ro"""mC ~COS'<mn -< ooru< 
m 

o o o o 'en<m COSKm 

A condição de nulidade do determinantê (E.Sl nos conduz, quan 

do consideramos a paridade das funçOes de onda, as equações 

tanKm(l-nJ 

'm 
1 ' 

caso a função de onda do m-ésimo seja simétrico e a 

km tanKm(1_-nl 

tankmn Km 
= - 1 ' 

(E. 6) 

(E. 7} 

no caso da função de onda dO ref~rido estado for simétrico. 

As soluções das eqs. (E.6} e {E.7) são, para qua1:_ 

quer par (n,B) escolhido, os auto-valores de H0 do modelo 

PSM. ~ interessante notar que, no caso de um nivel de energia 

qualquer tiver, = Vb' as referidas equações se reduzem 

respectivamente a 

xtanx=p ' (E. 8) 

X 
= - p (E. 9) tan x 

onde 
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' (E.lO) 

e 

p o _c_ (E.ll) 
H 

As eqs, (E.8) e (E,9) que satisfazem a condição 

de um nivel de energia exatamente na "boca do fosso de po-

tencial", são importantes na determinação do número de niveis 

de energia tal que E(o) < vb' bem como explicitar quais fun-
m -

ções de onda tem comportamento apenas oscilatório e quais tem 

comportamento oscilatório-hiperbólico. 

Graficamente notamos que o n-ésimo zero da eq. (E.8), 

para qualquer n(=b/a) e B(= Vb/W/12), satisfaz a relação 

2n ' '2 < x 2n+l < (2n+l)1!/2 ' 
n = 0,1,2, .. 

enquanto que o zero da eq. (E.9) satisfaz a relação 

' ' (2n+l)2 < x 2n+l < (2n+2)2 , n = 0,1,2.,. , 

relações estas que nos levaram a uma única equaçao transcen

dental, para a determinação de um nivel de energia na "boca 

do fosso de potencial", a qual tem a forma 

' 
(E.l2) 

onde n = 1,2,3,,,,, yn e tal que 
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O < Yn < 1 

e se relaciona a x atravês da equaçao 

(E,l3) 

Das eqs, (E.2), (E.lO) e (E.l2) segue que para 

I 
2; ,, - - • nh • d Vb < Ec y1 n nao sera poss~vel ne um n~vel e energia den-

" " tro do buraco de potencial, 

No processo de normalização das funções de onda 

<)J10 , a utilização das eqs. (E.6) e (E, 7) mostrou-nos que para 

(o) . 2 2 
E10 > Vb' ou seJa, k10 > kb' as funçÕes de ondas simétricas 

podem ser escritas na forma 

lfirrr ,m -I~ a 

senK10 (1-nl 

cosK10 

g
5 

sen 

' (E.l4-a) 

cos k
10 

(1-2\i) 
' (E.l4-b) 

' 
(E,l4-c) 

enquanto que as antissimétricas podem sel:" e ser i tas nu forma 

•, m 
' 

l)JII ,m 

<jJIII,m = li 
a 

sen K10 (1-n) 

senK
10 

n 

gA oOO ,m 

' 

sen k (l-2Ü) 
m 

' 

(E .15-a) 

' 
(E-15-b) 

(E.l5-c) 



onde 

= {(1-nl+l--iif--
cos ~T] 

g ={(1-nl+ 
A,m 

2k2 

+ - 2b cotan kmo 
K k m m 

2 -1/2 
sen K (l-n) l 

m 

(E.l6) 

2 -1/2 sen Km(l-n) l 

(E,l7) 

Expressões reais correspondentes para ~ e g 
m s ,m 

e gA com ,m < vb são facilmente obtidas fazendo a trans-

formação 

e redcf_nindc 

' 

Para E~o) = Vb' ~m e gs A e gc m sao adcquadame~ 
' o ' 

te obtidas, analisando o comportamento assintótico de ~m' pa

ra lk I « 1, com que obtivemos 
'• m 

n+sen 2k n/k -1/2 
2 2 

gs,m • {3(1-n) + m "l 
< 1- nl 

000 km o 
(E.18) 

n-sen2k o/k 
-1/2 

2 2 
gA,m • r1 <1-nl + m "l (1-T]) 

cos
2

km'l ' (E.19) 
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com as funções de ondas simétricas sendo escritos na forma 

lj!II ,m 

lj!III ,m 

H -,-

' 

cos km (l-2Ü) 

cos kmn 

=li g (1-Ü) a s ,m ' 

e as funções de ondas antissimétricas na forma 

;, m 
' 

oj.riii ,m 

f'i -= !=- g u a A,m 

-li a 

' 

sen km (1-2i.í) 

sen kmn 

= ,11 gA {1-Ü) a ,rn 

(E.20-al 

' (E. 20-b) 

(E. 20-c) 

(E. 21-a) 

' (E.2l-b) 

{E.21-c) 

Os auto-valores e funções de ondas aqui obtidos 

foram utilizados nos cálculos de y
5 

seção 4.4, na determina

ção da região de n e B, onde é passive! urna transição de fa

se de 1~ ordem no caso Quântico e também poderão ser usados 

na obtenção da susceptibilidade elêtrica paralela para 

T ~ T0 , seção 4. 7. 
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