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Resumo

Nesta dissertacao abordamos o problema da escala temporal nas simulagoes atom-
isticas, focando no problema de eventos raros. A solucao deste problema sé é possivel
com o desenvolvimento de técnicas especiais. Especificamente, estudamos o método
super-simétrico para encontrar caminhos de reacao. Este método nao apresenta as
limitagoes comuns de outros métodos para eventos raros. Aplicamos o método a trés
problemas padrao e encontramos que o método permite estudar as transicoes raras
sem precisar de um conhecimento detalhado do sistema. Além disso permite observar

qualitativamente os mecanismos de transicao.
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Abstract

This thesis deals with the problem of time scale in atomistic simulations, focusing
on the problem of rare events. The solution to this problem is only possible with the
development of special techniques. Specifically, we studied the super-symmetric method
to find reaction pathways. This method does not have the usual limitations of other
methods for rare events. We apply the method to three standard problems and find
that the method allows to study the rare transitions without a detailed knowledge of

the system. In addition, it allows us to observe qualitatively the transition mechanisms.
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CAPITULO 1

Introducao

1.1 Simulacao Atomistica

As propriedades macroscopicas da matéria condensada sao determinadas pelos pro-
cessos atomicos fundamentais que ocorrem na escala microscopica. Desta forma, a
compreensao e a caracterizacao destes processos sao objetivos centrais na fisica da
matéria condensada, na ciéncia dos materiais e na quimica. Alguns exemplos destas
areas de pesquisa incluem a dinamica de transicoes de fase de primeira ordem, a
deformagao pléastica dos solidos e as reacoes quimicas. No caso da deformacao plastica
de solidos, por exemplo, os processos atomicos envolvidos no movimento de defeitos
determinam se um sélido é maledavel ou quebradico

Em muitas situacgoes, o estudo direto destes processos atomicos através de experi-
mentos realizados em laboratério apresenta sérios desafios. Um exemplo tipico é o

estudo da matéria condensada sob condicoes extremas de temperatura e pressao, como

10



ocorrem no interior de planetas. Tais condigoes sao muito dificeis e muitas vezes até
impossiveis de serem criadas em laboratorio. Nestas e outras situacoes, os métodos de
simulagao computacional, como a dinamica molecular (MD), e o Monte Carlo (MC)
tem representado poderosas ferramentas de investigagao. Em certos aspectos eles até
sao muito similares aos experimentos reais, permitindo a observacao da evolucao de
um sistema ao longo de experimentos computacionais controlados. Juntamente com
o desenvolvimento de algoritmos e hardware computacionais, o desenvolvimento da
Teoria do Funcional Densidade [1] e de uma variedade de técnicas da Fisica Estatistica
(Teoria de Renormalizagao de Campos)[2], esta perspectiva computacional se tornou

uma ferramenta padrao na Fisica da Matéria Condensada e outras areas cientificas.

1.1.1 Caracteristicas e Limitagoes

As simulacoes atomisticas trabalham com problemas de grande complexidade, que
tem um numero da ordem de 102 e 10'° particulas.

Cada uma destas particulas possui graus de liberdade como posi¢ao e momentum.
As particulas interagem com as outras através de uma interacao descrita por uma
fungao de energia potencial V (z;, 2, x5 zy), com x; a posi¢ao da particula i. Esta
fungao potencial pode ser interpretada como uma superficie no espago de 3N dimensoes
(N o nimero de particulas) que é conhecida como paisagem de energia potencial. As
caracteristicas desta paisagem (minimos, barreiras) determinam o comportamento.
Com esta superficie podemos determinar as caracteristicas relevantes da dinamica do

sistema em questao.

A Figura (1.1), mostra uma representacao esquematica da paisagem de energia
potencial de uma molécula de DNA. A Figura descreve a energia potencial da molécula

em fungao de uma coordenada configuracional X, (no eixo épsilon a energia potencial
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no eixo X, uma coordenada no espago de configura¢ao). Os minimos de energia (linhas
em verde) correspondem a estados metaestaveis. Maior minimo da energia é onde a
molécula tem nao tem um padrao de configuracao fixo (é desordenada ou aleatéria), e
o menor minimo de energia, é onde a molécula é ordenada em um padrao helicoidal [3].
Além disso, temos um ponto de sela (ponto com as setas) que controla o mecanismo

de transicao pelo qual a molécula passa indo de um estado para o outro.

E\ ADNRANDOM

ADN HELIX

T

X

Figura 1.1: Representacao esquematica de uma paisagem de energia potencial para
uma molécula de DNA, com dois minimos (estados estaveis) e um ponto de sela
(mecanismo de transigao)

Embora exista uma grande variedade de diferentes ferramentas computacionais
para simular um sistema no nivel atomico, todas sao baseadas na amostragem da
paisagem de energia potencial do sistema em questao.

No caso da MD, a amostragem ocorre por meio da integracao numérica direta das

equacoes de Newton:
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?i = —VZV(?l, ?2, ?3 e ?N) = mld} (11)

Onde ?l é a forca total na particula 4, (i=1--- N, N o nimero de particulas), V; o
gradiente sob as coordenadas da particula i, m; é a sua massa e a; é a sua aceleragao.
Juntamente com a escolha de um potencial interatomico adequado e condigoes inicias
e de contorno (especificando volume, pressao, temperatura). A integragdo gera uma
seqiiéncia de estados no espacgo de fase em funcao do tempo.

Outra classe de ferramentas para a amostragem da paisagem de energia potencial é
o método MC. Esta abordagem ¢ intrinsecamente estocastica, fazendo uma amostragem
direta da densidade de probabilidade dos ensembles relevantes. Um ensemble muito
utilizado é o candnico [4], onde o nimero de particulas, o volume e a temperatura
permanecem fixos.

O algoritmo de Metropolis [5] é um dos mais usados na literatura para gerar
configuracoes de acordo com o ensemble canonico através de um processo Markoviano

[6]. O algoritmo consiste nos seguintes passos:

e (Calcular a energia potencial total da configuragao atual, V

Selecionar aleatoriamente uma particula ¢

Deslocar aleatoriamente a particula, r; = r; + §;

Calcular a energia potencial total da configuracao modificada, V'

Aceitar esta nova configuragao com a probabilidade p = min(1, exp(—8[V’' — V]))

onde = 1/kgT , com T a temperatura absoluta e kg a constante de Boltzmann.
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1.2 Limitacoes e Estratégias

Apesar das grandes virtudes da simulacao atomistica, como a possibilidade de estudar
sistemas sob condigoes que nao podem ser de realizados em laboratorio, ela esta sujeita
a duas limitacoes fundamentais. Estas limitagoes sao consequéncias da escala natural
na qual ocorrem os processos de interesse. A seguir discutiremos em mais detalhe

essas duas restrigoes e algumas estratégias para alivia-las.

Nas simulacoes na escala atomica, a escala espacial caracteristica ¢ de folngstroms
(107 m), que é a ordem de grandeza da distancia interatomica na matéria condensada.
Pela limitagao dos recursos de hardware disponiveis, o nimero de dtomos que pode ser
considerado numa simulacao ¢é limitado. Restringindo o volume do sistema que pode
ser simulado. A maior simulacao de DM até hoje conta com um nimero de bilhoes de
atomos (10'?), no cluster de Oak Ridge National Laboratory[7]. Mas mesmo assim,
apesar deste ntimero ser grande, estamos ainda muito longe da escala do ntimero de
Avogadro ( 10%) . Existem processos, como a fratura de um sélido, por exemplo, onde
escalas espaciais superiores estao envolvidas[8|. Nestes casos, uma simulagao direta do

fenomeno nao é possivel.

A outra limitacao envolve a escala temporal. O fato das técnicas de simulacao
atomistica modelar os movimentos atomicos, a escala temporal natural da simulacao
¢ dos movimentos atomicos tipicos, que, em matéria condensada, é da ordem 10~'2
s. Com isso, o tempo real total que pode ser simulado esta sujeito a limitacoes. Na
referéncia [7] foi possivel atingir uma escala temporal da ordem de ~ pus. No entanto,
muitos processos de interesse acontecem numa escala temporal muito maior. Exemplos

de tais fenomenos sdo, entre muitos outros, as reagoes quimicas[9], a formagao de um
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ntcleo critico em transigoes de fase de primeira ordem [10], a evolugao de sistemas
no estado vitreo [11] e o movimento de defeitos em sélidos cristalinos [12]. Nestes
casos, a escala temporal tipica dos processos pode atingir até segundos, inviabilizando

totalmente o estado direto através das ferramentas de simulacao atomistica.

As estratégias adotadas para atacar estas limitacoes tém sido diferentes para os dois
tipos de limitacao. Para a limitacao espacial, a solucao ¢é principalmente a paralelizagao
dos algoritmos, juntamente com o desenvolvimento de supercomputadores. A escala
espacial pode ser aumentada através do método de decomposigao espacial de dominios,
em que o volume do material a ser estudado é divido em volumes (ou dominios)
menores. Cada volume é atribuido a um processador, que se comunica com aqueles

que estao tratando os volumes proximos, conforme mostra esquematicamente a Figura

1.2.

Figura 1.2: Decomposicao espacial para paralelizacao dos algoritmos, o maior volume
¢é dividido em pequenos volumes e as dinamicas de cada volume pequeno é atribuido
para um processador simultaneamente .

O Cray XT5 Jaguar foi anunciado como o supercomputador mais rapido da at-
ualidade, com uma taxa de processamento sustentado de 1,759 PETAFLOPS|13]

(PETA= 10%, FLOPS=Floating point Operations Per Second) no Oak Ridge National
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Laboratory, nos permite fazer simulacoes de dinamica molecular, como mencionado

anteriormente[7], na ordem de 1000 bilhées de particulas.

Infelizmente, a computagao em paralelo nao tem o mesmo efeito na solucao do
problema da escala temporal. Se quiséssemos fazer a paralelizacao na escala temporal
tomaria o intervalo de tempo total de evolugao de meu sistema e dividido este em
pequenos intervalos, a evolugao de cada intervalo temporal é atribuido simultaneamente
a um micro-computador, como mostra a Figura 1.3. Mas a evolucao temporal de
um sistema nao pode ser decomposta em intervalos de tempo menores independentes.
Pelo fato da evolucao temporal envolver um problema de condigoes iniciais, é preciso

conhecer o estado anterior do sistema antes de podermos determinar o préximo.

t t+dt  t+2dt t+INdt

Y

Tempo

Figura 1.3: Decomposicao na escala temporal nao é possivel de fazer, ja que cada
pequeno intervalo da decomposicao nao é independiente na evolugao temporal.

Desta maneira, a tnica estratégia eficaz no tratamento da escala temporal em

simulagoes atomisticas é o desenvolvimento de técnicas e algoritmos mais especializados.

Uma estratégia para superar as dificuldades associadas com a vasta gama de escalas

de comprimento e tempo consistem em granulagdo grossa (coarse graining). Esta
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abordagem visa eliminar variaveis irrelevantes e manter apenas os graus de liberdade
que sao essenciais para os fenomenos de interesse. Por exemplo, a complexidade
dos modelos para solucoes poliméricas é muitas vezes reduzida usando modelos mola-
particula, onde grupos inteiros de 4tomos sao substituidos por particulas [11]. Também
é possivel simplificar os modelos pela integragao sistematica de parte microscépicas
dos graus de liberdade tal que a energia potencial total pode ser escrita em termos de
interagoes efetivas [14], [15]. Esses modelos simplificados podem ser simulados de forma
muito eficiente e acessiveis a tempo de aumentar as escalas por ordens de magnitude.
Desenvolvimento de tais modelos, entretanto, requer consideravel conhecimento sobre
a natureza do problema (por exemplo, quais graus de liberdade podem ser eliminados
e quais sao essenciais) e tal conhecimento é muitas vezes indisponivel. Por exemplo,
nao esta claro como seria construir a formulacao de granulacao grossa para um liquido

super-resfriado que se aproxima da transicao vitrea.

Para as situagoes nas quais nao temos este tipo de formulacao precisamos de algo-
ritmos especificos. Duas técnicas sdo o Nudged FElastic Band (NEB) [16], Transition
Path Sampling (TPS) [17]. Estas técnicas sao baseadas em cadeias de estados (uma
seqiiéncia de estados na paisagem de energia do sistema) que conectam um estado
inicial ao final na paisagem de energia potencial. Estas técnicas visam encontrar
o ponto ou pontos de sela entre estes dois estados. Embora eficazes o sucesso do
método depende da escolha do caminho inicial. Os anteriores métodos tornan-se
uma restricao sobre as possiveis solucoes do problema e exclui possiveis mecanismos
fisicos envolvidos no sistema. Uma escolha inadequada deste caminho inicial pode
excluir certos mecanismos de transicao entre os dados estados inicial e final. Assim,
os métodos se tornam dependentes de certa "intuicao’na escolha do caminho inicial, o

que é um elemento indesejavel.
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Nesta dissertagao focamos num método alternativo, que nao necessita de um
caminho inicial. Além disso nem precisa da identificagao do estado final. Assim, esta
abordagem chamado de método super-simétrico, em principio elimina o elemento
“intuicao”; permitindo encontrar o caminho de transicao sem qualquer conhecimento
prévio do problema. Para testar o método, aplicamos o método, s com a escolha do
estado inicial ou de saida sem nenhuma restri¢ao sobre o estado final, aplicamos o
método em trés problemas padrao, um potencial bi-estavél, um potencial com "entropic

switch”’e um modelo de Ising em uma e duas dimensoes.

O conteido deste trabalho estd organizado da seguinte forma: no capitulo 2 é
feita uma introducao ao problema do evento raro, capitulo 3, descrevemos a equagao
de Kramers super-simétrica para correntes de probabilidade, que é a base tedrica do
método super-simétrico, junto com descricao de uma implementagao da dinamica
de Langevin super-simétrica, no capitulo 5, mostra a aplicacao do método super-
simétrico em trés problemas-padrao em comparacao com outros métodos, finalmente,

descrevemos as conclusoes.
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CAPITULO 2

Eventos Raros

Muitos problemas em fisica, ciéncia de materiais, quimica e biologia podem ser for-
mulados como um sistema que explora uma paisagem de energia potencial complexo
em um espac¢o multidimensional. Exemplos bem conhecidos incluem transigoes de
fase em matéria condensada, reacoes quimicas, nucleacao, mudancas conformacionais
em biopolimeros. Paisagens de energia tipicamente apresentam caracteristicas como
hierarquia de estruturas e escalas temporais, dando origem a natureza multi-escala da

dinamica.

Estamos interessados em um sistema dinamico com escalas temporais bem definidas,
ou seja, processos que levam um tempo muito longo na dinamica que caracteriza os
estados do sistema com estabilidade local, comparados com o tempo da dinamica de
transicao entre esses diferentes estados estaveis. A transicao de um estado estavel

para o outro acontece de uma forma rapida. Nesta dinamica de passagem é na que
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estamos realmente interessados. Logo observar esta dinamica de passagem leva um

tempo muito longo ja que fica a maior parte do tempo nos estados estaveis[18].

KT < AE

E\

reagentes

coordenada de reacao produtos X
B

Figura 2.1: Representacao de uma trajetoria numa paisagem de energia potencial,
comega em A e termina em B. O sistema gasta mais tempo nas flutuagoes nos minimos
que no passagem de transicao

Considere agora a situagao mostrada na Figura 2.1. As regides A e B sao dois
subconjuntos do espaco de configuracao tal que, se uma trajetéria dinamica é iniciada
em A, o sistema permanece no estado durante um tempo longo t4.pe, até que encontra
uma maneira de escapar para B. No entanto, a duracao desta transicao de A para o
outro estado B acontece em um tempo t;.qnsition, €ste tempo é muito menor comparado

com o tempo nos estados estaveis € dizer ty.ansition << tstable-

Esta separacao de escalas de tempo é o efeito da disparidade entre as barreiras
de energia ou gargalo entropico e a energia térmica Fr = kg T que divide o sistema

em estados com tempos de vida tgqpe. Os estados podem ser considerados como dois
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vales separados por uma cordilheira com passagens de alta e estreita. Um caminhante
cego é lento em um vale vagara consideravelmente antes de encontrar uma maneira
de escapar. Quando isso acontecer, ele vai relaxar comparativamente rapido na outra

bacia.

O objeto da investigacao dos eventos raros [19] é a prépria transi¢ao, ou seja,

estamos interessados em:

Chamamos de caminho de reacao o conjunto de estados de transicao, quais sao as
passagens de separagao entre estados estaveis, dentro disso também estamos interessa-
dos em saber que é a mudancga relevante que o sistema deve ser submetido a mudar de

estado, o mecanismo de transicao.

Chamamos de tempos ou taxas de reacao notada por: O tempo que leva para fazer

uma transi¢ao entre os estados estaveis.

Nas simulagoes a aplicacao direta de Dindmica Molecular (MD), em principio ,
podem nos fornecer todas as informacoes da cinética que estamos procurando. No
entanto, o tempo de vida .. depende exponencialmente da altura das barreiras,
e pode tornar-se muito grande. Uma caracteristica comum é o fato de que o tempo
de expectativa de transicao podem facilmente exceder as capacidades do computador
atual por varias ordens de magnitude. Neste caso, a transicao torna-se um evento raro

e métodos especiais devem ser empregados.
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2.0.1 DManifestacao de um Evento Raro

Agora com o exemplo a seguir apresentamos o cendrio em que a dinamica de um
sistema fisico torna-se um evento raro, na Figura 2.2 mostra a solugao da equagao

diferencial estocastica:

dz(t) = =V, V(z(t))dt + /edW (t) (2.1)
com o potencial
Viz) = 3(1 _ )2 (2.2)

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
time

(b) E/KKT=2.0

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
time

() E/KT=6.0

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
time

Figura 2.2: Trajetoria de uma particula em um poco duplo simétrico de potencial
(equagao 2.2), fazendo transigoes entre dois minimos (1, -1) (estados metaestaveis),
reduzindo a energia térmica em comparagao com a altura da barreira de potencial
gera a disparidade em escala de tempo entre o tempo de vida dos estados metaestaveis
tstanie € O tempo que leva para fazer a transicao tyansition-
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onde dW (t) é ruido branco, e = /2£:T4L (4 coeficiente de atrito, kg constante

my
de Boltzmann, At o passo de tempo, T temperatura, m a massa), £(0) = —1. Sem a
perturbagao estocéstica a solugao ¢ x(t) = x(0) = —1 no equilibrio. Efetivamente, a

parte deterministica da dinamica da equacao nao faz nada além de levar o sistema a
estados de equilibrio local. Com a perturbacao aleatéria o sistema flutua em torno dos
dois minimos locais x = —1 e 1. A frequéncia destas transicoes depende da magnitude
de kp T (magnitude da energia térmica), em comparacao com a altura da barreira de
energia entre eles. Se a energia térmica é grande comparada a altura da barreira, as
visitas aos dois estados sao frequentes, conforme mostrado nas Figuras 2.2 (a) e (b),
se reduzirmos a energia térmica, a frequéncia das transi¢oes no entanto, se diminui,

mudando a escala de tempo na qual as transi¢oes ocorrem.

Se a energia térmica é muito menor em comparagao com a altura da barreira aconte-
cem transicoes raras entre esses dois estados. A escala de tempo da transicao, tiransition
é muito menor do que a escala de tempo da flutuacao em torno dos minimos locais,

tstaple- Por esta razao, nés nos referimosax = —1 e 1, como os estados metaestaveis.

Este exemplo ilustra uma das principais dificuldades na modelagem de tais sistemas,
ou seja, as disparidades entre as escalas de tempo. Apesar dos raros eventos ocorrerem
com pouca frequéncia, sao eles exatamente que controlam a evolucao temporal do
sistema. Um exemplo classico da fisica da matéria condensada envolve as transicoes
de fase de primeira ordem, onde a escala temporal caracteristica é controlada pela
formacao do nucleo critico. Esta formacao é um evento raro, cuja escala temporal é
muito menor que a dos movimentos atomicos. Outros exemplos incluem a mobilidade
de defeitos em sélidos cristalinos e reacoes quimicas. Neste contexto, estudar os eventos

raros é uma necessidade vital para a compreensao da evolugao temporal de sistemas
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complexos.

2.0.2 Taxas de transicao

A taxa de transicao é o nimero de transicoes por unidade de tempo entre dois estados
estaveis. Vamos mostrar é possivel calcular essa taxa com o monitoramento das
trajetérias, é dizer desde o ponto de vista microscépico do qual emerge o comporta-
mento macroscopico. Como um exemplo prototipico [4], consideramos uma reagao
uni-molecular (A 2 B), em que uma espécie se transforma numa espécie B. Vamos
primeiro considerar para a descricao fenomenologica de reagoes uni-moleculares. De-
notamos a densidade das espécies A e B e por Cy,Cp , respectivamente. As equagoes

fenomenoldgicas das densidades sao as seguintes:

dC

d_tA = —ku5Cu(t) + kp_,ACp(t)

dC

d_tB = +kas5Ca(t) = kp-aCp(t) (23)

Claramente, como o numero de moléculas é constante nesta reacao, a densidade total

é conservada:
d[Ca(t) + Cp(1)]
dt

—0 (2.4)

No equilibrio, todas as concentracoes sao independentes do tempo, isto é, (C’ 2=Cp =

0), isso implica que:
(Ca) _ kpoa
<CB> kA*)B

K

(2.5)

onde K ¢é a constante de reacao de equilibrio . Vejamos agora o que acontece se
tivermos um sistema no equilibrio e se aplica uma pequena perturbacao AC(t), a

concentragao da espécie A (e, respetivamente, das espécies B). Podemos escrever a
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equacao da taxa de decaimento desta perturbacao da seguinte forma:

dAC
= ~haspACA®) + kg aACA(1)
dAC
T B — ka5 ACE(t) — kg aACH(t) (2.6)

Com condigoes iniciais ACs(tg) = AC4(0), ACg(tg) = ACE(0) para essas equagoes,

temos que

AC7 = AC4(0) exp [(—kas + kp—a)t] = ACA(0) exp {_—t}

AC = ACH(0) exp [(kass — kpsa)t] = ACH(0) exp {_—t} (2.7)

onde definimos a constante de reacao temporal:

<CA>)1 _ (%) (2.8)

e = (Rasp ¥ kB%A)_l - kZI_)B (1 " (Cg)  kasp
—

Aqui com (Cy) e (Cg) as concentragoes de equilibrio. Com esta normalizacao, C4(t)
é simplesmente a probabilidade de que uma determinada molécula esteja no estado A.
Queremos considerar agora a evolugao da concentracao de particulas B Cp(t) se todas
as particulas s@o do tipo A, inicialmente, ou seja, nés nao temos nenhuma particula
do tipo B. Lembrando que (C4) e (Cp) sdo as concentragoes de equilibrio, da Eq.(2.7)

nos sabemos que a concentracao B (Cg) evolui como:

Ca(t) = (Ca) (1-ew (- )) (29)

No momento inicial é zero e, em seguida no tempo aumenta até atingir o seu valor
limite de equilibrio. Até agora, discutimos a reacao de um ponto de vista macroscopica,

fenomenolégico. Vamos considerara do ponto de vista microscépico.
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Neste caso, a varidvel coletiva (ou coordenada de reacao) ¢,pode ser um angulo
ou comprimento de ligacao, que difere significativamente nos dois estados estaveis.
Imagine, agora, que este sistema é monitorado por um longo tempo e o valor de ¢
é registrado em intervalos regulares. Se a barreira de energia (AFE) é elevada em
comparagao com a energia térmica (kgT’), o topo da barreira, que deve ser vencido
durante as transicoes de A para B , corresponde as configuracoes de baixa probabilidade.
Assim, as transicoes de A para B e vice-versa ocorrem apenas raramente. Do ponto
de vista puramente macroscopico, faz sentido considerar apenas as estatisticas das
transicoes entre A e B negligenciando a dinamica detalhada de ¢(t) nos estados estaveis.
Isso pode ser feito monitorando a evolugao temporal da fungao caracteristica hg[q(t)].
Esta funcao é definida como a unidade, se o sistema esta ao lado direito da barreira e

0 caso contrario,

o Laf qlr) 2 gx
bafa(r)] = { S 2.10)

g* é o ponto que define se o sistema esta em A ou B, como mostra a Figura 2.3.
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q(t)

it

hB[Q(t)]J
0

t
Figura 2.3: Acima a evolugao temporal da coordenada de reagao ¢(t), para um sistema
com energia livre F'(¢q). Na maior parte do tempo a coordenada de reacao flutua em
torno dos valores g4 e gp tipicos para os estados estaveis A e B, respectivamente.
Raramente (na escala de tempo da flutuagoes de estado estavel), o sistema alterna

entre A e B. Embaixo a Figura mostra a funcao caracteristica, hp(t) em fungao do
tempo. Extraido de [18].

Y

A fungao ha(q) para o estado A é definida de forma anédloga. As fungoes h, e hy
simplesmente detectam se o sistema reside em A ou B. Usando estas funcoes podemos
expressar a probabilidade condicional de encontrar o sistema no estado B no tempo t

desde que estava em A no momento em ¢ = 0:

Aqui, os parénteses (...) denota uma média de equilibrio sobre condigoes iniciais ou

equivalentemente, uma média temporal sobre uma longa trajetoria, ou seja,

(hala(0))hsla(®))) = lim = ThA[(J(t')]hB[Q(t/ +1)]dt’ (2.12)

T—00 T 0

As médias (ha) e (hp) s@o as probabilidades de encontrar o sistema no estado A e
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B, respectivamente, ao longo de uma trajetoria de equilibrio. A funcao de correlacao
temporal C'(t) Eq. (2.11) é uma descrigao de estatisticas das transi¢oes de A para B
no sistema de equilibrio em termos de graus de liberdade microscépicos. Para fazer
contato com uma descricao macroscdpica, em uma experiéncia com muitas moléculas
do tipo A e B na amostra, é til considerar a evolucao temporal das concentragoes
Ca(t) = Na(t)/V e Cp(t) = Np(t)/V aqui lembramos a definicdo de concentragao
como o numero de particulas por unidade de volume. Desde que as moléculas sé
podem converter em si e nao sao criadas ou destruidas, o niimero total de moléculas
N = Ny(t) + Np(t) bem como a soma Cx(t) + Cp(t) é constante no tempo. A
concentragao de moléculas do tipo B Cp(t) como uma func¢ao do tempo pode ser

expresso em termos da probabilidade condicional C(t),Eq.2.11:

C(t) = ({(Ca) + (CB))C(1) (2.13)

s
<|=

As equagodes fenomenoldgicas descrevem fielmente a cinética do sistema para tempos
muito maiores que a escala de tempo molecular ¢,,,; . Grosseiramente falando, o tempo
de correlacao molecular t,,,; ¢ 0 tempo necessario para o sistema “esquecer” a transicao
de A para B. Para tempo t >> t,,,,;, qualquer novo evento é independente da anterior.

Neste regime uma comparacgao das Eqgs 2.9 e 2.13 conduz a:

C(t) = (hy) (1 —exp (-é)) (2.14)

Assim, a fungao de correlagao temporal C'(t) é esperado aproximar seu valor assintético
(hp) exponencialmente. Essa igualdade estabelece uma ligacao entre a dinamica
microscopica do sistema (lado esquerdo) e a descrigao fenomenoldgica cinética em
termos de constantes de taxa de reagao (lado direito). Se existe uma separacao de

escalas de tempo, haverda um momento regime t,,, < t < 7g no qual C(t) cresce
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linearmente. Neste regime:

O(t) ~ kapt (2.15)

ou equivalentemente a derivada temporal de C(t), também chamado fluxo reativo,

tem um plato horizontal com altura igual a constante de reacao ka_.p,

k(t)=C(t) = — ~ kap (2.16)

Esta equagao é a base para a estimativa das constantes de reacao com a teoria de
transicao de estados. Baseado na estatistica das trajetorias do sistema entre os estados

estaveis.
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CAPITULO 3

Super-simetria e caminhos de reac3do

A equacao de Kramers habitual é um tipo particular da equagao de Fokker Planck
que descreve a evolugao temporal da distribuicao de probabilidade do sistema de
interesse. A generalizacao super-simétrica , proposta por Kurchan e colaboradores
[20],]21], no sub-espago de um férmion é uma equagao tipo Fokker Planck que gera a
evolucao das correntes de reacao do sistema de interesse. Estas representam o fluxo
de probabilidade entre os estados metaestaveis, que descrevem o caminho que liga um
estado meta-estavel ao outro. A seguir, apresentamos a generalizacao super-simétrica

da equacao de Kramers, que ¢é a base tedrica do método super-simétrico.
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3.1 Equacao de Kramers super-simétrica

Consideramos um sistema de n particulas interagentes no espaco tridimensional,
definido pela Hamiltoniana

H = p—m +V(q) (3.1)

Aqui os vetores q = (71, e ,771) ep= (?1, e ,?n) sa0 as posicoes e momentos
associados com as particulas e V(q) é a fungao que descreve a energia potencial do
sistema. Para simplificar a notagao, vamos atribuir a cada particula a mesma massa
m.

A dinamica de um sistema acoplado a um banho térmico a temperatura 7' constante

é descrito por meio de uma equagao de Langevin [22],
.
q —_
m

p= —€V(q) + v/ 2myTn —yp (3.2)

onde estamos tomando a constante de Boltzmann kg = 1, v é o coeficiente de atrito e

7 é um vetor de ruido branco Gaussiano, com as propriedades:

(nu(t)) =0 (3.3)
() (£)) = 6,,0(t — 1) (3.4)
Os indices p e v indicam os graus de liberdade do espaco de configuragao 1,--- , N,

com N = 3n. A densidade de probabilidade no espago de fase W(q, p,t) evolui de

acordo com a equagao de Kramers [22],

oW (q,p,1)
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onde Hy é:

N
o p 0 ( 0 8V)]
Hi=Y |72 o = (T m +9pu + o 3.6
K {8qum Op,, i op,, TPy 0q, (36)

A equacao de Kramers pode ser reescrita como uma equacao de continuidade para a

corrente de probabilidade [22]:

MWapt) gy (Y On) 6.7)

ot " aqu apu
Com J = (Jy, ),
Ju = P4V (q,p.)
0 oV
J, = — | myT— +vp, + — | W(q,p,t 3.8
o ( v o YDy 8%) (q,p, 1) (3.8)

O indice p varia entre 1 e N. A super-simetria escondida na equagao de Kramers
pode ser expressa através de um acoplamento dos graus de liberdade de bdsons, no
espaco de fase, com um numero igual de graus de liberdade de férmions. Em [21]
mostra-se que a extensao super-simétrica da equacao de Kramers pode ser feita através

da extensao do espaco do operador Hgx com /N operadores de férmions:

{au,ai} = O {buvbi} = O (3.9)

A extensao super-simétrica da equacao de Kramers Eq.3.5 incluindo estes operadores

é:

1 N aQV N
SK K+ m ugz:l aquﬁq# @ + ; (7 WO — @y, #) ( )

Ao definir um vetor x de 2N coordenadas, tal que os componentes sao: z, = g, e

TN+p = Pu Para = 1,--- N, o operador de evolucao Eq.3.10 pode ser expresso de
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uma forma mais compacta:

2N
HSK = HK + Z Aijc;rcj (311)
ij=1
onde (c1,-++ ,con) = (ay,- -+ ,an, mby, -+ ,mby) e a matriz A é definida como:
2%V .
0qi4q; v

A solucao para a versao super-simétrica da Eq.3.5 pode ser expressa na forma:
e t) = D i t)dl, o =) (3.13)
i1, 50k

a funcao v, ... ;, (x,t) fisicamente corresponde a densidade de probabilidade no espago
de fase. O vetor |—) é vacuo de fermions, k é o nimero de férmions, k é entao um

autovalor do operador

Ny =Y cle (3.14)

se usarmos esta notagao, podemos escrever a equacao 3.10 como:
51 (%, 1)) = —Hsk|["(x,1)) (3.15)

3.1.1 Subespacos da extensao super-simétrica

Agora queremos saber qual é o conteudo fisico que tem a extensao super-simétrica e
as vantagens desta formulacao. Vamos primeiro considerar a solugao para Eq.3.15 no

subespago de zero férmions, para este caso temos

[ (x, 1)) = W(a.p, 1)) (3.16)
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e a equacao de Kramers Eq. 3.5 é recuperada. Se comecarmos a partir de uma
condigao inicial |¢(x,0)), podemos expandir a solugao geral [i)(x,t)) em autovetores

direitos [¢(x)) do operador Hy,

Z Co (B2 (x) (3.17)

de modo que a equacao fornece:

= Cal0)e (%)) (3.18)

onde,

Hiclthy (%)) = Aalthg (%)) (3.19)

Para esta solucao, podemos observar que quando t aumenta, dominam os termos da
soma com menores autovalores. Para t — oo apenas o estado com A = 0 sobrevive,
este é o estado estacionario, que representa a distribuicao de equilibrio. Se o sistema
mostra uma separagao de escalas de tempo, como no caso dos eventos raros que temos

UM tyransition << tstable, €552 situacao corresponde a um “gap” entre os autovalores de H.

Em geral, para um tempo intermedidrio ', tal que t;rqnsition << t' <K tstapie Podemos
obter uma solucao aproximada da evolugao do sistema como uma superposicao linear

de K autovalores direitos abaixo do gap:

N S Cal0)e () (3.20)

Pode ser demonstrado [21] que hd combinagoes apropriadas de K autovalores direitos

abaixo do gap, de modo que a densidade de probabilidade associada W(q, p,t) é
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positiva e normalizada, diferente de zero apenas em regioes nao sobrepostas do espaco
de configuracao, e estacionario em escalas de tempo muito menores que g qpe. Estes
estados podem ser usados como uma definicao formal da meta-estabilidade. Impor-
tante, é que a aproximacao da solucao ¢ independente da origem da separagao de

escalas de tempo.

Finalmente, vamos examinar o que acontece para o caso de k = 1. Neste caso, a

solugao da Eq. 3.15 é da forma:

N

WO t)) = Y dulx teh]-) (3.21)

0

que faz parte do subespago de um férmion. Com essa podemos reescrever a Eq.3.10

no subespaco de um férmion como,

0

2N
aw;t(Xa t) = —HK%(X; t) - ; AMva(Xa t) (322>

Esta é a extensao super-simétrica da equagao de Kramers Eq.3.5, no subespaco de
um férmion. Podemos notar que, de uma maneira analoga ao setor de zero férmions,
a solucao da equacao era a densidade de probabilidade correspondente a equacao de
Kramers Eq.3.5. No sub-espaco de um férmion a Eq. 3.22 esta é uma equacao de
evolugao para as correntes de probabilidade [21]. Agora na préxima se¢ao, mostraremos

como aplicar o método na préatica para obter os caminhos de reacao.
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3.2 Implementacao da Dinamica de Langevin super-
simétrica

Para obter as correntes devemos encontrar os auto estados da Hamiltoniana super
simétrica Eq.3.10 no sector um férmion abaixo do gap. Este pode ser obtida resol-
vendo a Eq. 3.22, em tempos maiores do que a escala microscopica a partir de varias
configuragoes iniciais. No caso de zero férmions, é pratico fazer uma simulagao da
dinamica de Langevin 3.2 ao invés de resolver a equacgao de Fokker-Planck, a fim de
obter estados metaestaveis. A questdao que surge naturalmente é qual equacao de

difusao, que reproduz Eq.3.10 no subespaco de um férmion.

A equacao 3.22 pode ser resolvida com o Anzats ¢, (z,t) = ¢(z,t)u,(t) [20], ao
inserir o Anzats esta equacao Eq.3.22 é separada em duas novas equacoes. Como
explicado a seguir: onde u é um vetor de dimensao 2N, que nao dependem de x = (q, p)
e ¢(x,t) evolui com a equagao de Kramers 3.5:

0p(z,t)

ek —Hgd(x,t) (3.23)

Isso deixa para o vetor u a equacao da evolucao:

d 2N
EUH - — Z AMVUV (324)

A fim de evitar a divergéncia da norma de u, a equagao 3.24 pode ser modificada pela

adicao de um termo:
d

2N
= N(u)u, — z,/: A, (3.25)
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A norma de u, (| u|) é agora constante ja que escolhe:
(3.26)

Isto pode ser visto como uma rotacao sobre o vetor u. A distribuicdo conjunta

W (x,u,t) evolui de acordo com:

8W(;C£ u,t) _ [—H{W(P — N(u)+ (; A, — N(u)uu)] W(x,u,t) (3.27)

como pode ser verificado

Yu(z,t) = /dZNuuHW(X,u,t) (3.28)

e integrando por partes. Podemos agora ler o método de difusao ou dinamica de
Langevin, mas aumentado pelo vetor u, vamos ter um conjunto de caminhantes
(walkers) aleatérios com graus de liberdade (x,u(t)) onde u(t) evolui localmente como
(3.25) buscando a diregao instével para encontrar o caminho de reac¢ao, o método esta

resumido na seguinte Figura. 3.1:

e Nés evoluimos ¢(x,t) acordo com 3.23 dinamica de Langevin. Logo obtemos as

novas coordenadas de posigao e momentum = = (¢, p) de cada walker.

e Em seguida, fazemos a dinamica de u acordo com 3.24 para cada walker, salvar

a norma do vetor e normalizar.

e Finalmente precisa introduzir uma etapa de "branching”ou "biasing”, a etapa
de clonagem tomamos cada caminhante e ter a probabilidade de viver o morrer
N (u(t + dt)) com a taxa de clonagem de cada caminhante p = |e/ 4 Audt 4 ¢| ¢

dizer toma a parte inteira da taxa de clonagem mais um £ que é um nimero
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langevin
Udynamics

u(t)

x(t)/( u(t) !
—_— é» u(t + 4t)

71’:1+§fff+fj:m t + ot
x(t + ot) e on

5 ==X, Ay

.—»u(t+5t) E—— .—>

x(t + dt) x(t+6t) u(t+ ot

Normalize, salvar a norma de u

Figura 3.1: dinamica de langevin super simétrica

aleatério uniformemente distribuido entre 0 e 1 que dao uma chance de viver no
caso que a taxa seja menor que 1 e uma chance de clonagem se a taxa é maior

que 1.

Clones nascem no mesmo lugar com a mesma informagao ou seja mesmas coordenadas
x e mesmo vetor u. As etapas de rotacao e clonagem desempenham o papel de tirar a

direcao menos estavel, tanto como nos métodos de autovetor ou projecao.

Depois de um tempo transitério t', (tiransition < t' <K tsiapie), O Sistema tende a
um regime no qual as particulas se organizam ao longo de trilhas: “os caminhos da
reacao”, a distribuicao é quase estacionaria, ha regioes do nascimento e da emigragao
(perto dos selins) e nas regides de imigragao e de morte (nos estados): existe apenas
uma pequena taxa de mortalidade global da ordem do inverso do tempo de reagao ao

longo do caminho especifico.

Em resumo o método super-simetrico é uma dinamica molecular reforcada ou
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aumentada que pode ser usado para obter o caminho de transi¢ao, em problemas de
eventos raros. No proximo capitulo, podemos desenvolver uma aplicacao para tres

problemas-padrao
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CAPITULO 4

Aplicacoes

Na seqiiéncia vamos aplicar o método super-simétrico a um conjunto de problemas
envolvendo eventos raros, o objetivo é avaliar o funcionamento do método para
identificar vantagens e desvantagens na sua aplicagao. especificamente, consideramos
transicoes raras num potencial bi-estavel, num switch entrépico e no modelo de Ising.
Para a implementacao das aplicacoes usamos unidades reduzidas de Lennard-Jones, é
dizer nosso potencial é da forma V (¢q) = €f(q/o) onde o parametro € define a ordem de
grandeza na energia. Para a integracao da dinamica de Langevin Eq. 3.23 foi utilizado
o método referenciado em [23]. A evolugao de vetor u Eq. 3.25 foi implementado com

o método de ponto meio implicito [24].
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4.1 Potencial Biestavel

Vamos comegar com um sistema bidimensional simples, caracterizado por uma energia
potencial com dois minimos e dois pontos de sela, mesmo este problema simples ja
revela as caracteristicas mais importantes no problema de encontrar caminhos de

reagao. A paisagem de energia bidimensional é descrita pela seguinte fungao [20], [18],

V(z,y) = (A1 -2" =) +20" =2 + (@ +y)* - 1)’ + (@ —»)* = 1)*) (41)

Neste caso vamos considerar que o atrito € alto, é dizer caso super-amortecido. Este
sistema possui dois minimos em (+4/2, 0), e dois pontos de sela em (0, +1). O
potencial é simétrico, como mostra a Figura 4.1. Estamos interessados em observar

transicoes entre os dois minimos.

minimos maximo
A
T T 1.5
- e o — — 1
0.5
T
i A B o
M~
0.5
\ ~— /
L —~ o — 4
————
-5

-1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5

\
pontos de sela

Figura 4.1: Exemplo simples um potencial bi-estavel

J& que o potencial é simétrico, os pontos de sela sao equivalentes. De esta forma

os caminhos de transi¢ao entre A e B devem ocorrer de maneira equivalente pelos dois
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pontos de sela. Com isso, em principio, um bom método para encontrar caminhos
de reacao deve ser capaz de encontrar a priori os dois caminhos de reacao. Além de
especificar um caminho inicial, seria desejavel também que o método pudesse encontrar
sozinho o estado final de transi¢cao.Como mencionamos anteriormente, o método NEB
[16], é um método que usa uma cadeia de estados na paisagem de energia, que conecta
os estados inicial e final dados. O método consiste da escolha de um caminho inicial,

seguida um processo de minimizagao. Este processo ¢ ilustrado na Figura 4.2:

NEB caminho

\ L ; N .
B ———*T 1 \\' 1!
4 < ; h; g "k 03
Nz an
uaIr4 ST
]
\ ij / -0.5
- ] — — -1
‘ ‘ -15
Y

caminho inicial

Figura 4.2: Método NEB. As setas indicam o efeito do procedimento de minimizagao.

Neste caso, para uma paisagem de energia potencial o método consegue encontrar
o caminho de transicao entre os estados de interesse. No entanto para o dado caminho
inicial, nao consegue encontrar o outro. Isto é devido a escolha do caminho inicial.

Neste caso é a exclusao de um caminho de reagao, conforme Figura 4.3:
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NEB caminho

| /ﬁ\ |
B ————1 1 \\. iR
| \'/
\J‘ ] , P — h
— . W@ m - - -
X i /

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 L5

Caminho Inicial exclui outro caminho

Figura 4.3: O método NEB, como aqueles que precisam dar um caminho inicial podem
excluir, caminhos alternativos de reacao para o sistema.

Este obviamente, é um efeito indesejavel, vamos aplicar o método super-simétrico
neste mesmo problema. Preparamos o sistema num estado inicial s6, e vamos acom-
panhar a evolucao de um grupo de walkers. Definimos a temperatura adimensional 3

como a relagao entre € o parametro de ordem grandeza da energia (unidades reduzidas

de Lennard Jones) e a energia térmica 3 = . Escolhemos = 8, além disso estamos
considerando o caso de atrito alto 7 = 3,logo s6 utilizando o método super-simétrico

sem considerar inércia[25].
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Temporal Evolution Walkers

t1=10 time steps t2=250 time steps
T ‘ —— ] ‘ T 1.5 ] ‘ T 1.4
= 1 = — 1
e 7 05 RS 7 o
I LTy o T g o
— Al -0.5 Al -0.!
- -
e M 15 =1 [ Al
1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 1.5 1 -0.5 0 0.5 1 1.5
t4=1000 time steps
15 N T 1
1 - = - 1
0.5 ////?:‘ R 0.}
0 WL I AL 0
05 N /. 0.
4 BT =i 4
15 l — 1 1 -1
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Figura 4.4: Evolugao temporal dos caminhos de reagao, numa paisagem bidimensional de
energia, a temperatura adimensional § = 8.

Figura 4.4 apresenta a evolucao de um conjunto de walkers, impulsionada pela
dinamica de Langevin super-simetrica. O elemento notavel é que nao é exigido o
conhecimento prévio do problema. Iniciando todos os walkers em um dos minimos o
conjunto da populacao caminhantes é capaz de encontrar os dois caminhos de reacao.
Depois de um tempo transitério, o sistema tende a um regime no qual os walkers se
organizar ao longo de trilhas: os dois caminhos de reacao. A distribuicao é quase
estaciondria, ha regides de criacdo e emigragao (perto dos pontos de sela) e regides de

imigracao e morte (nos minimos).

As correntes de transicao, que seguem os caminhos de reacao, podem ser obtidos,

determinando a distribuicao de walkers através da expressao no capitulo anterior:

Yi(x,t) = /dZNuuZ-W(a:,u,t)
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Agora, uma vez que temos a corrente de reacao como a média da distribuicao de
walkers em cada vetor u; Eq.4.1, podemos determinar a taxa de reagao. Para isso us-
amos as propriedades do formalismo de super-simétrico para a equacao Fokker-Planck,
através de expressoes
4.2, (ver derivagao no apéndice A).

CIAC? [ d¥qePV J?

Treaction = /\7_11112 - = (42)

2 NG [dNgetV (V)2

Baseados nos resultados obtidos para a corrente de reagao determinamos a constante

de reacao usando a expressao 4.2, obtendo ks_,p = 4.3 10725t L.

15 — Se-04

5e-04

4e-04

4e-04
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le-04

Oe+00

Figura 4.5: Distribuicao de walkers no paisagem de energia potencial, preto ¢ baixo,
branco é alto

Para comparar, também determinamos a constante de reacao usando o formalismo

da funcao de correlacao descrito no capitulo 2.
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Figura 4.6: Funcao de correlagao, definida em Eq.2.15 para a paisagem de energia
bidimensional como os dois minimos.

Obtemos através da funcao de correlagao Figura 4.6, uma taxa kg = 1.2869 10725t~
As ordens de grandeza dos dois resultados sao os iguais o que é satisfatério. Por outro
lado, o cédlculo da constante de reagao usando o formalismo super-simétrico é uma
tarefa complicada. No caso deste problema apenas 2 dimensoes ainda foi possivel fazer
uma analise quantitativa das correntes de transicao. Em problemas mais complexos,

isso sera muito mais dificil.

4.2 Entropic Switch

Na segunda aplicagao, estudamos um exemplo com dois canais de reagao diferentes.

Para este caso escolhemos o potencial de trés bacias descrito pela seguinte funcao:

2

4
v(r,y) = e~ (v=5)" _ge 7~ (v=5)" _pe (0Pt 5@t 0?10 9,440 2 (y - 1)

2
(4.3)
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que ja foi considerado em [26],

Figura 4.7: Extraido da referencia [26], acima grafico de contornos da energia e embaixo
grafico de contornos das distribuicoes de equilibrio

Como mostra imagem superior da Figura 4.7 , o potencial 4.3 tem dois minimos
locais perto de (+1, 0), e um minimo local maior em torno de (0,1.5), trés pontos
de sela, aproximadamente, (£0.6, 1.1),( -1.4, 0) e um méaximo em (0,0.5). Assim, os
dois minimos profundos estao ligados por dois mecanismos diferentes, um dos quais
contém um minimo adicional menos pronunciado. Os dois pontos de sela do canal
superior energia potencial igual. O mecanismo de baixo s6 envolve um ponto de sela
cuja energia potencial é maior comparado aos outros dois. E conhecido da teoria das
grandes desvios ([27]) que, no limite que = kBLT — 00 a reacao ira ocorrer através
do canal superior com uma probabilidade 1, uma vez que a barreira de energia ¢
menor. Por isso, esperamos que a dinamica preferisse o canal superior em baixas, mas

temperaturas finitas.
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Em altas temperaturas, entretanto, a canal de baixo deve ser preferido, pois é direto.

Este efeito entrépico de comutacéao foi descoberto e analisado em [28]. Neste exemplo,

foram realizados experimentos em duas temperaturas adimensionais 3 = k;T = 6.67

representa a temperatura baixa onde o canal superior é preferido. 8 = 1.67 representa

a alta temperatura, no qual o inferior é preferido conforme mostra a Figura 4.8.

Figura 4.8: Corrente de probabilidade no switch entrépico. Temperatura baixa de
[ = 6.67 (superior), Temperatura alta § = 1.67 (inferior), resultados de [26].

Para responder a pergunta de qual o canal de reacao é o preferido em diferentes
temperaturas, devemos considerar a probabilidade atual de trajetorias reativas. Na
Figura 4.8 mostramos os tubos de transi¢ao calculada através de TPT (Transition path
theory) [26]. A intensidade das linhas indica a intensidade da corrente de probabilidade.
Pode-se ver claramente que os tubos de transicao fornecem a informacao desejada.
A baixas temperaturas como na imagem superior, o canal de transicao preferido é o

superior. Por outro lado, temperaturas elevadas o canal de baixo ¢é preferido.
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Figura 4.9: Formacao de caminhos de reacao para temperatura § = 1.67 temperatura
alta, dinamica super-simétrica.

Agora queremos verificar este efeito com o método super-simétrico, sem depender

de uma escolha inicial para o caminho.

. Walkers-Canal Superior
11=20 time steps

t2=100 time steps
T

Figura 4.10: Formagao de caminhos de reacao para uma temperatura § = 6.67
temperatura baixa, por dinamica super-simetrica

Conforme mostram as Figuras 4.9 e 4.10, o método super-simétrico confirma o

resultado obtido com TPS.
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4.3 Modelo de Ising Classico

O modelo de Ising foi proposto como tese de doutoramento em 1924 para Ernst
Ising, um estudante de W. Lenz. Ising tentou explicar determinados fatos observados
empiricamente sobre materiais ferromagnéticos utilizando um modelo proposto por
Lenz (1920). Foi referido no artigo de Heisenberg (1928)[29], que usou o mecanismo
de troca para descrever o ferromagnetismo. O nome tornou-se bem estabelecido com
a publicacao de um artigo de Peierls (1936), que deu uma prova nao-rigorosa que a
magnetizacao espontanea deve existir. A descoberta ocorreu quando foi demonstrado
que a formulacao da matriz do modelo permite a funcao de particao a ser relacionados
ao maior autovalor da matriz (Kramers e Wannier 1941, Montroll 1941, 1942, Kubo
1943) [30]. Kramers e Wannier (1941) calcularam a temperatura de Curie usando um
modelo bidimensional de Ising, e uma solucao completa de anélise foi posteriormente

dada por Onsager (1944).

O modelo de Ising pode ser usado para descrever o comportamento de elementos
individuais (por exemplo, d4tomos, animais, dobras da proteina de membrana biolégica,
comportamento social, etc) na sua interacdo com outros elementos na sua vizinhanga.
[31] O modelo de Ising mais recentemente tem sido usado para modelar a separagao de
fase em ligas binarias e vidros de spin. Em biologia, pode modelar redes neurais, ou
células do coracao. Também pode ser aplicado em sociologia. Mais de 12.000 artigos

tém sido publicados entre 1969 e 1997, utilizando o modelo de Ising.
No contexto desta dissertagao, estamos interessados em fazer uma aplicagao do

modelo de Ising ferromagnético, mas classico no sentido de que os graus de liberdade

sao continuos. Além disso introduzimos uma velocidade de rotacao, tal que o sistema
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¢ uma rede de rotores rigidos que interagem de acordo com o Hamiltoniana de Ising.

Esta Hamiltoniana esta descrito por:

H:Z : +Z(—J)Si-5j—ZBSi S; = {57, 57} = {sin(6;), cos(6;)} (4.4)
1 1,7 1

onde temos um tnico grau de liberdade de espaco, o angulo que faz com o eixo z.
Os spins interagem apenas com os vizinhos mais préximos (i — (i + 1,4 — 1), no caso
unidimensional ) e, possivelmente, um campo magnético B. Este sistema tem dois
minimos na paisagem de energia que sao conhecidos como o estado "UP”(todos os
spins apontando para cima) e do estado "Down”(todos os spins apontando para baixo).
Na auséncia de campo magnético, a paisagem deve ter uma forma simétrica, como
mostra a representacao esquematica do potencial na Figura4.11 , apesar da forma e
altura serem desconhecidos.

A
E

Eyp = Epown

xYy

Figura 4.11: Representacao esquematica da paisagem de energia potencial modelo de
Ising sem campo magnético.

As propriedades estatisticas e energéticas do sistema nesse potencial simétrico

(com campo magnético zero ) sao equivalentes em ambos os estados Up e Down. A

o1



situagao muda quando quebramos a simetria aplicando um campo magnético.

A

B#0

E

xYy

Figura 4.12: Representacao esquematica da paisagem de energia potencial modelo de
Ising com campo magnético.

A presenca de um campo magnético provoca uma mudanca na paisagem da energia
potencial tal que os estados Up e Down, tenham energia diferentes, conforme na Figura
4.12. Um campo magnético na orientacao negativa do eixo z, aumento da energia do

estado Up em +N B e diminui para o estado Down em —N B, com N o nimero de spins.

Neste sistema estamos interessados no decaimento do estado meta-estavel Up para
o estado meta-estavel Down. Dependendo da temperatura do banho térmico, este é
um evento raro. Para mostrar isso, apresentamos primeiro uma simulacao de dinamica

de Langevin convencional para um sistema unidimensional de 100 spins, com interacao

de primeiros vizinhos e condi¢oes de contorno periddicas. Escolhemos [ = kBLT =38,
e =J e B = —J. Inicialmente o sistema ¢é preparado no estado Up. Para monitorar o

decaimento calculamos a magnetizacao no eixo z

— 1 -
M, = N XZ: SP = Zcos(@i) (4.5)

i
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(a) Langevin Dynamics (b) Super-symmetric Dynamics
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time steps time steps

Figura 4.13: Figura de magnetizacao no eixo 7, esquerda dinamica de langevin
convencional, fica no estado meta-estavel, direita dinamica susy faz a transicao,
encontra a transicao entre os estados, encontrando o caminho de reacao

Os resultados estao mostrados na Figura 4.13 (a). A dinamica de Langevin con-

vencional, durante um perfodo de mais de 5x107 passos, nao observa o decaimento. O
: ”. ” < : t o A

sistema permanece "preso” no estado meta-estavel Up. Em seguida usamos a dinamica
super-simétrica para abordar a mesma situagao. Os resultados estao registrados
na Figura 4.13 (b), que mostra uma seqiiéncia de 7 simulagoes iniciando no estado
meta-estavel Up. Em todos os casos, o decaimento do estado meta-estavel ocorre em
~ 10° passos. Isto implica uma aceleracao de, no minimo, um fator de 10?> em relacao

a dinamica de Langevin convencional.
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Nucleation 1d lattice 100 spins (b) t2=3.25e5

(a) t1=3.2e5
1 1
0.5
0
0.5
1 1
(c) t3=3.3e5 (d) t4=4.0e5
1 1
0.5 0.5
0 P 0
0.5 -0.5
1 1

Figura 4.14: Configuracao de spins para diferentes tempos ao longo da simulacao super-
simétrica. O mecanismo de decaimento ocorre através de um processo de nucleacao e
crescimento.

Os resultados das simulagoes super-simétricas permitem também a andlise qualita-
tiva do mecanismo de decaimento do estado metaestavel. A Figura 4.14 mostra uma
seqiiéncia de configuracoes de spin em funcao do tempo ao longo de uma simulagao
super-simétrica tipica. O sistema inicia no estado meta-estavel Up. Em seguida
aparece um pequeno dominio de spins para baixo, que cresce até atingirmos o estado
estavel Down. Desta maneira, podemos concluir que o mecanismo de transi¢ao de
decaimento envolve o processo de nucleagao e crescimento tipico de transicoes de fase

de primeira ordem.

4.3.1 Rede de Spins bidimensional

Por fim, consideramos o problema do decaimento de um estado meta-estavel no modelo

de Ising classico bi-dimensional. A hamiltoniana é dada por
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H=3 St 4) (- 1)S;-8;=3 BS; 5= {5},57} = {sin(6:), cos(6)} (4.6)
7 2,7 7

Os spins estao arranjados numa rede quadrada (10x10) tal que cada spin possui 4

vizinhos. Impomos condigoes periédicas de contorno. Aplicando campo B = —J
e mantendo uma temperatura g = kBLT = 8 preparamos o sistema no estado meta-

estavel Up. Monitorando a magnetizagao no eixo z, podemos notar que ha dinamica de
Langevin convencional nao 4 nenhum evento de decaimento nos primeiros 10® passos,
conforme mostra a Figura 4.3.1(a). usando a dinamica super-simétrica, no entanto, o

decaimento ocorre rapidamente em aproximadamente 10° passos Figura 4.3.1(b).

(a) 2d Langevin Dynamics (b) 2d Super-symmetric Dynamics
1 T T T T 1 T T T T
]
05 B 0.5 | L B
g ot - g ot L -
i -
! Lo
-0.5 B 05 I 1 k
1 1 1 1 1 _ L . L i .
0  2e+07 4e+07 6e+07 8e+07 1e+08 2e+06 4e+06 6e+06 8e+06 1e+07
time steps time steps

Figura 4.15: Figura de magnetiza¢ao no eixo z. a) Dinamica de langevin convencional.
b) Dinamica super-simétrica

Como no caso 1-dimensional, podemos usar os resultados da dinamica super-
simétrica para analisar o mecanismo do decaimento. A Figura 4.3.1 mostra uma
seqiiéncia de snapshots da configuracao de spins instantanea. Cada quadrinho colorido
representa um spin. A primeira configuracao (a) é tipica do estado Up com quase todos
os quadrinhos de cor clara. Na segunda Figura (b) se forma um pequeno dominio de
spins down (quadrinhos de cor escura) que em seguida cresce até atingirmos o estado

down na Figura (d).
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Nucleation 2d lattice 10x10 spins

1
0.5 0.5
0 0
0.5 0.5
-1 -1
t1=2.7e5 12
(c) (d)
1
0.5
0
0.5
-1
t3=2.8e5 14=2.84e5

Figura 4.16: Configuracao de spins 10x10, para diferentes tempos, o sistema apresenta
nucleacao como mecanismo para fazer a transicao a fase de crescimento sao os spins

para baixo, a cor indica a magnetizagao no eixo z.

Novamente o método super-simétrico é capaz de acelerar significativamente a

concorréncia de um evento raro. Além disso permite analisar, em termos qualitativos

0 mecanismo de transigao.
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CAPITULO B

Conclusoes

Nesta dissertagao abordamos o problema da escala temporal em simulagoes atomisti-
cas,especificamente os eventos raros. Este problema representa a limitacao fundamental
mais complexa no uso das ferramentas computacionais, uma vez que o desenvolvi-
mento da computacao paralela nao representa uma solucao sistematica para aliviar
esta limitacao e apenas o desenvolvimento de técnicas especiais de simulagao pode

oferecer avancos representativos.

Estudamos em detalhe um destes métodos, o método super-simétrico que concen-
tra toda a atencao na busca de raras e curtas trajetérias que representam transicoes
entre estados metaestaveis da paisagem de energia potencial de um sistema complexo.
Através da aplicacao do método em trés problemas padrao: o potencial bi-estavel,
switch entrépico e o modelo de Ising, analisamos as vantagens e dificuldades do método

para encontrar as trajetorias reativas ou caminhos de reacao. Primeiro notamos que o
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método é computacionalmente custoso ja que implica o calculo da matriz Hessiana. Por
outro lado observamos que a dinamica super-simétrica nao tem as limitacoes comuns
de outros métodos para eventos raros, como o NEB e TPS. Nao é necessario escolher
um caminho inicial e também nao precisa especificar o estado final da transicao. Desta
maneira, nao precisa ter um conhecimento detalhado do problema para encontrar as
possiveis transicoes entre estados meta-estaveis, o que é um elemento 1til no estudo

dos eventos raros.

Uma breve comparagao da implementagao do método para encontrar as taxas de
reacao foi feito através da aplicacao ao potencial bi-estavel. Neste caso comparamos
a taxa obtida com o método de supersimetria e o método da funcao de correlagao.
Observamos uma concordancia entre as ordens de grandeza. Porém com o aumento
da dimensao do sistema, o cédlculo da taxa com o método super-simétrico se torna
uma tarefa muito dificil. A aplicacao do método ao problema do switch entrépico,
mostra que o método funciona de forma independente da natureza fisica da transicao
do sistema. Por 1ltimo estudamos o evento de decaimento no modelo de ising, do
estado up para o down. O método foi bem sucedido, encontrando e permitindo uma

analise qualitativa do mecanismo de transigao.
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APENDICE A

Taxa de Reacao

Neste apéndice, vamos mostrar como podemos calcular uma expressao geral para
da taxa de reacao para o caso super-amortecido apartir das propriedades de estados
meta-estaveis. No caso de super-amortecido (atrito alto) a equagdo de kramers se

reduz & equagao que nao considerar os graus de liberdade de momentum,

oW (g, 1)

N
0
———— = —HppW(q,t) Hpp = Z a0, {T (A.1)
o Y

o oV
ot

- + -
0q,  0q,

1 sob as coordenas do espaco de configuracao q de acordo com o capitulo 3, esta é
a equacao de Fokker Planck sem a inércia [22], estamos considerando aqui apenas
metade dos graus de liberdade do sistema, para identificar a corrente de probabilidade

Ju:

8Wa(;],t) = —HppW(g,t) ==V - T Jug) = [T— n —} W(gt) (A2)
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Vamos obter uma férmula para a taxa em termos da corrente de reacao nao
normalizada J(¢). A tnica suposigao que fazemos é que o tempo de reagao é mais
lento, que qualquer outro relaxamento. Dado uma solucao de Eq.A.1 ®(g,t) podemos

encontrar a corrente de probabilidade diretamente.

T (z) = [T% + g—ﬂ (g, 1) (A.3)

En tempos intermediarios ¢’ como no capitulo 3, ®(¢,t) é uma combinagao K linear

de autovetores exatos ¥ = (q | ¥f*) com autovalor abaixo do gap

O(g,1) =Y Catbli(q) (A4)

se o0 estado estaciondrio nao tem corrente, entao ha apenas K — 1 correntes indepen-
dentes, ao invés de K deles. as correntes de reacao associadas sao combinacao linear
das correntes obtidos agindo sobre cada um deles
0 oV

T—+
[ 8gu aqu

J5(a) } W) (A.5)

Para o caso super -amortecido o operador de Fokker Planck é hermitiano[22], vamos

primeiro calcular:

/dNa:eBVJZ = /qu KT(% + %—D @(q,t)} PV KT(% + %—Z) q)(q,t)]
_7 / g KT@% + %—‘Q/) B(g, t)] a%(eﬂvcp(q, D)

=7 [ @ 0 (Hrrd(a 1) = 3 0uC2 (A.6)
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e similarmente
/ dNzePE(VJ)? = / dNz(HppP)e? (HppP) = > \2C2 (A7)

porque as somas A.7 s@o dominadas pelo maior autovalor \,,., que contribuiram para

o estado ®(q,t), temos que o menor tempo de escape é:

2 N BV 712
Treaction = )\;7}133 - Za )‘aCa = f d ac J (AS)
S UNC2 T [dNgedV (V)2

o’ aTo

Esta é a equagao da taxa de transi¢ao é uma geralizacao da férmula de Arrhenius [32].
Note que a normalizacao actual é irrelevante. Esta féormula é valida na hipotese de
separacao das escalas temporais, independentemente de sua causa. Para o caso nao

super-amortecido a derivagao é similar o letor pode consultar [21].
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