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Resumo

A propagacao semicléssica consiste na elaboracao e aplicagao de métodos para a resolugao
aproximada da equacao de Schrodinger dependente do tempo, assumindo como hipotese que
a acao classica do sistema possui valor bastante superior a constante de Planck. Dentro deste
contexto, o propagador quantico representa um elemento de interesse central, uma vez que
esta grandeza corresponde a amplitude de probabilidade para a transi¢ao entre dois estados do
sistema fisico.

Em um estagio preliminar de nosso trabalho, empregamos o conceito generalizado de esta-
dos coerentes para reformular o propagador quantico em termos de uma integral de caminho.
Em seguida, com a utilizacao do método do ponto de sela, realizamos uma deducao detalhada
para a aproximacao semiclassica do propagador correspondente a uma ampla classe de grupos
dindmicos. A aplicagao deste resultado formal estd subordinada a resolucao de equacoes clas-
sicas de movimento sob condi¢des de contorno, considerando um espago de fase com dimensao
duplicada.

De maneira geral, a busca por trajetorias classicas sujeitas a valores de contorno demonstra
elevado custo computacional e complexidade técnica. Por esta razao, desenvolvemos trés dife-
rentes aproximagoes semiclassicas determinadas exclusivamente por condigoes iniciais. Em uma
primeira situagao, elaboramos um método de propagacao constituido por uma integral sobre
solugoes classicas no espaco de fase duplicado. No segundo caso, com a formulacao do opera-
dor semicléssico de evolucao temporal, eliminamos a necessidade pela duplicacao dos graus de
liberdade classicos. A terceira abordagem, designada por propagador classico corrigido, esta
definida pela contribui¢cao de uma tnica trajetéria. Com o proposito de avaliar a precisao e efi-
ciéncia das expressoes semiclassicas adquiridas, exemplificamos a aplicacao destas ferramentas
tedricas para os estados coerentes de SU(2) e SU(3).

Por fim, apresentamos uma extensa discussao sobre as vantagens introduzidas pelo espaco
de fase duplicado na implementacao de uma aproximacao semiclassica. Deste modo, verificamos
que solugoes cléssicas tunelantes possuem uma importante participacao na descri¢ao precisa da
penetragao parcial de um pacote de onda em uma barreira de potencial finita. Além disto,
mostramos que o fendmeno quéantico de reflexao por um potencial atrativo esta diretamente
associado a ocorréncia de trajetorias com comportamento nao-classico.
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Abstract

The semiclassical propagation comprises the development and application of methods for
obtaining approximate solutions to the time-dependent Schrodinger equation, assuming the
hypothesis that the classical action of the system is much greater than the Planck constant.
In this context, the quantum propagator represents an element of central interest, since this
quantity corresponds to the probability amplitude for the transition between two states of the
physical system.

In a preliminary stage of our work, we employ the generalized concept of coherent states to
reformulate the quantum propagator in terms of a path integral. Then, with use of the saddle-
point method, we conduct a detailed derivation of the semiclassical approximation for the
propagator corresponding to a wide class of dynamical groups. The application of this formal
result depends on the resolution of classical equations of motion under boundary conditions,
considering a phase space with doubled dimension.

Generally, the search for classical trajectories subject to boundary values demonstrates
high computational cost and technical complexity. For this reason, we have developed three
distinct semiclassical approximations exclusively determined by initial conditions. In a first
situation, we elaborate a propagation method composed of an integral over classical solutions
in the doubled phase space. In the second case, with the formulation of the semiclassical
time-evolution operator, we eliminate the need for the duplication of the classical degrees of
freedom. The third approach, designated as corrected classical propagator, is defined by the
contribution of a single trajectory. In order to evaluate the accuracy and efficiency of the
obtained semiclassical expressions, we exemplify the application of these theoretical tools for
the coherent states of SU(2) and SU(3).

At last, we present an extensive discussion on the advantages introduced by the doubled
phase space in implementing a semiclassical approximation. In this way, we find that tunneling
classical solutions have an important participation in the accurate description of the partial
penetration of a wave packet in a finite potential barrier. Furthermore, we show that the quan-
tum phenomenon of reflection by an attractive potential is directly associated to the occurrence
of trajectories with non-classical behavior.
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Notacao

Com o intuito de estabelecer uma fonte de rapida referéncia para os aspectos particulares
da notacao empregada ao longo da presente tese, apresentamos uma lista com as observagoes
de maior relevancia:

e Os vetores possuem notacao indistinta em relagao as variaveis escalares. Ou seja, na
designacao de grandezas vetoriais, nao realizamos o acréscimo de negrito ou uma flecha
sobrescrita (7).

e Por convencao, as quantidades vetoriais sao representadas por matrizes de uma tnica
coluna. Entretanto, a multiplicacao & esquerda por um vetor simboliza o produto por
uma matriz linha.

e A conjugagao complexa é indicada com a introdugao de um asterisco sobrescrito (*) ao
lado direito de uma variavel. Por outro lado, a utilizagdo de uma barra (~) sobre uma
quantidade complexa nao denota a operacao de conjugagao. Em geral, o acréscimo de
uma barra determina uma grandeza completamente independente em relagao a variavel
original.

e A justaposicao de dois vetores u e v, ambos com dimensao d, simboliza o produto matricial
UV = ULv1 + UV + ...+ ugvy.

e A derivada de uma fungao escalar h(v) por uma quantidade vetorial d-dimensional v

representa um novo vetor com entradas definidas por [82—5}’)] = %h—i(}v_),
j J

paraj =1,2,...,d.
e A derivada de uma grandeza vetorial d;-dimensional v por um vetor dp-dimensional v

simboliza uma matriz com elementos descritos por [%L’k = g%z, para j = 1,2,...,d; e
kE=1,2,... ds.

e A derivada dupla de uma fungao escalar h(u,v) por dois vetores u e v, com dimensoes
th(u,v)] _ 0%h(uw)
k

Oudv - 8Uj ka ’

respectivas d; e ds, denota a matriz com entradas determinadas por [

para j =1,2,....diek=1,2,...,ds.

e O simbolo ® indica o produto diddico entre dois vetores. Ou seja, o resultado da mul-
tiplicacao u ® v corresponde a uma matriz com elementos determinados pela relacao
[u® vl =ujop, para j =1,2,....diek=1,2,... d.



e O elemento de integragao sobre uma variavel vetorial d-dimensional u é denotado pela
d

expressao du = [] du;.
j=1

e O determinante Jacobiano entre dois conjuntos de vetores {u', u? ... u"} e {v! v? ... v"}
possui a seguinte defini¢ao:

Qut  Qul . Oul

ovl ov? o

1,2 n ou? du . ou?

8(u,u,...,u)_det T 02 o7
(v, v? o)

SV
ou™  ou™ . Ou”
ovl ov? v



Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracoes Iniciais

Os métodos semicléssicos possuem sua origem nos estégios iniciais de formulagao da mecé-
nica quantica, devido as justificiveis tentativas de compreensao dos fenémenos quéanticos em
termos da mecanica classica, uma vez que esta teoria usufruia de uma posicao consolidada
dentro da comunidade cientifica. Atualmente, como consequéncia dos progressos realizados na
fisica quéantica, as formulas semiclassicas sao interpretadas como procedimentos de resolucao
aproximada para a equacao de Schrodinger, considerando como hipdtese que a acao classica do
sistema observado apresenta valores tipicos substancialmente superiores a constante de Planck.

A elaboracao de aproximagoes semiclassicas possui duas principais motivagoes. Primeira-
mente, na investigacao de sistemas fisicos com muitos graus de liberdade, acredita-se que a
aplicacao de métodos semicléssicos resulte em uma consideravel reducao do custo computa-
cional em relagao aos calculos quanticos exatos. Ou seja, dentro de seu regime de validade,
as formulas semiclassicas representam uma alternativa viavel na analise de problemas bastante
complexos. Por esta razao, as abordagens semicléssicas demonstram elevada relevancia na
quimica tedrica, especialmente no estudo da dinamica atémica e molecular’ .

Como segunda justificativa para o desenvolvimento de expressoes semiclassicas, devemos
destacar o estabelecimento de ferramentas importantes para o profundo entendimento das
conexoes entre as teorias classica e quantica. De acordo com o principio da correspondéncia, a
fisica classica constitui um caso limitrofe da mecénica quantica. Embora este resultado possua
um s6lido embasamento, existem ainda muitas questoes abertas na regiao de transi¢ao entre os
dois dominios tedricos. Em particular, a utilizacao de tratamentos semiclassicos possibilita a
discussao apurada de topicos fundamentais como caos’'" e sistemas quanticos abertos' .

Na presente tese, estamos interessados predominantemente na construcao de aproximagoes
semicléassicas para a evolucao temporal de sistemas quéanticos isolados. Por este motivo, o
elemento central de nosso trabalho corresponde ao propagador qudntico, o qual definimos como
a amplitude de probabilidade para a transicao entre dois vetores de estado.

A formulacao semiclassica para o propagador na representacao de posicao foi originalmente
obtida por Van Vleck'’, na metade inicial do século passado. Entretanto, este resultado fun-
damental possui duas caracteristicas desfavorédveis, as quais dificultam consideravelmente a



elaboracao de suas possiveis aplicacoes. Primeiramente, a avaliagao explicita do propagador
de Van Vleck esta sujeita a determinagao de trajetorias classicas sob a imposi¢ao de condi-
coes de contorno. De maneira geral, a busca por estas solugoes especificas apresenta severas
complicagoes técnicas, sobretudo em sistemas multidimensionais e cadticos. O segundo grande
obstaculo corresponde a ocorréncia de pontos focais, os quais sao responsaveis por divergéncias
na aproximagao semicléssica.

Como uma tentativa de contornar as dificuldades causadas pelos pontos focais, varios estudos
foram dirigidos ao desenvolvimento do propagador semiclassico na representagao dos estados
coerentes canonicos, os quais estdo associados ao grupo de Weyl-Heisenberg'™’. Embora
ambos os problemas da férmula de Van Vleck tenham persistido, a abordagem alternativa
a dindmica semicléssica demonstrou algumas significativas vantagens sobre a representacao
de posicao, como a possibilidade de visualizacao imediata do sistema sobre o espaco de fase
completo.

No entanto, como compensacao pelos beneficios adquiridos na representacao dos estados co-
erentes candnicos, duas novas propriedades adversas sao introduzidas. Em uma primeira situa-
¢ao, resultante da aparente sobredeterminacao das equagoes cléssicas de movimento, verifica-se
a necessidade pela duplicacao do espago de fase. Este artificio mateméatico implica em um
aumento expressivo dos recursos computacionais exigidos para o calculo da aproximacao semi-
classica. Além disto, como uma segunda consequéncia negativa da utilizacao de estados co-
erentes na elaboracao do propagador semiclassico, observamos o aparecimento de trajetorias
espirias® ", Estas solucoes classicas, apesar de satisfazerem corretamente as condicoes de
contorno, fornecem contribui¢oes impréprias a dindmica semicléssica.

Objetivando o tratamento de sistemas com spin, diversas deducoes corretas para o propa-
gador semiclassico na representagao dos estados coerentes de SU(2) foram obtidas independen-
temente”’ . Dentre estas diferentes demonstracoes, Kochetov estendeu seus resultados para
grupos dinamicos arbitrarios”’%’’. Portanto, com o auxilio de uma definicao ampla para os es-
tados coerentes’**"  a aplicacao de métodos semiclassicos tornou-se possivel para uma enorme
variedade de sistemas fisicos, incluindo os casos cujo o anélogo cléssico nao possui formato
evidente.

Grande parte dos problemas frequentes na propagacao semicléssica foi resolvida com a in-
troducao de um importante conceito, conhecido como representacio a valores iniciais®. Esta
concepcao tedrica corresponde a designacao comum para um vasto conjunto de técnicas ori-
entadas ao desenvolvimento de aproximagoes semiclassicas determinadas exclusivamente por
condicoes iniciais.

Em meio as numerosas abordagens semiclassicas constituidas por trajetoérias sujeitas a valo-
res iniciais, devemos salientar o método apresentado recentemente por Aguiar e colaboradores ™.
Este novo procedimento de aproximagao semiclassica, restrito a representagao dos estados coe-
rentes canonicos, possui uma caracteristica bastante distintiva, correspondente a utilizacao de
condigoes iniciais sobre o espago de fase duplicado. Adicionalmente, demonstrou-se que regras
elementares para a eliminacao das trajetorias espirias podem fornecer resultados com elevada
precisao.

Nas etapas posteriores desta tese, pretendemos contribuir na investigagao de trés aspectos
relevantes da teoria semiclassica. Inicialmente, realizaremos uma dedugao independente para



o propagador semiclassico na representacao de estados coerentes. Entao, empregando as ex-
pressoes elaboradas ao longo desta demonstracao, discutiremos a formulacao e aplicacao de
aproximagoes semiclassicas a valores iniciais para grupos dindmicos arbitrarios. Finalmente,
examinaremos as propriedades singulares das trajetorias classicas no espaco de fase duplicado,
com énfase na descricao de fendmenos estritamente quanticos.

1.2 Estrutura da Tese

No capitulo 2, apresentamos uma breve revisao do conceito generalizado de estados coeren-
tes. Dentro deste contexto, introduzimos as principais hipoteses utilizadas durante o desenvolvi-
mento de nossos resultados. Além disto, definimos diversas quantidades bastante recorrentes ao
longo da presente tese, como o potencial de Kéhler e a métrica do espaco de fase. Na se¢ao 2.2,
com a intencao de estabelecer uma clara conexao entre a fundamentagao matematica e alguns
sistemas fisicos usuais na mecénica quéntica, exibimos trés exemplos de particularizacao para
a definicao ampla de estado coerente.

O capitulo 3 corresponde a uma discussao detalhada sobre o propagador semiclassico na
representacao de estados coerentes. Inicialmente, na secao 3.1, realizamos uma apresentacao
preliminar dos objetos centrais na construgao da teoria semiclassica, como o funcional de agao,
as equacoes classicas de movimento e a fungao Hamiltoniana efetiva. Em seguida, na secao 3.2,
desenvolvemos uma minuciosa deducao do propagador semicléssico. No primeiro estagio desta
demonstragao, referente a subsecao 3.2.1, efetuamos a reformulacao do propagador quantico em
termos de uma integral de caminho. Entao, na subsecao 3.2.2, elaboramos uma pequena di-
gressao, na qual obtemos um importante conjunto de relagoes auxiliares decorrentes da primeira
variacao da agao classica. Em uma etapa posterior, descrita pela subsegao 3.2.3, estabelecemos
o procedimento de aproximacao semiclassica, resultante de uma aplicacao direta do método do
ponto de sela. Por fim, nas subsegoes 3.2.4-3.2.6, exibimos a resolugao explicita da integral de
caminho Gaussiana relativa a propagacao semiclassica.

As representagoes a valores iniciais constituem o tema principal do capitulo 4, no qual
apresentamos trés diferentes abordagens aproximativas a dinamica quéntica. A primeira for-
mulacao, designada por propagacao semiclassica a valores iniciais no espaco de fase duplicado,
estd definida na subsecao 4.1.1. Em sequéncia, nas subsegoes 4.1.2 e 4.1.3, introduzimos varias
ferramentas relevantes na implementacgao e visualizacao dos resultados semiclassicos, como o
filtro heuristico e a distribuicao ). O operador semicléssico de evolucao temporal, discutido
na secao 4.2, representa um segundo método de aproximagao determinado exclusivamente por
condicoes iniciais. Na secao 4.3, demonstramos que a propagacao no espaco duplicado e o ope-
rador de evolugao semiclassica estao bidirecionalmente relacionados pelo método do ponto de
sela. Finalmente, na segao 4.4, realizamos a dedugao de uma terceira expressao semiclassica,
correspondente ao propagador classico corrigido.

Com o objetivo de avaliar a precisao das aproximacoes semiclassicas a valores iniciais, nas
subsecoes 4.1.4, 4.2.3 e 4.4.4, mostramos alguns exemplos de aplicagao para os trés métodos
desenvolvidos. Considerando um modelo simplificado para a dindmica de um condensado de
Bose-Einstein em um potencial de pocgo triplo, analisamos os resultados provenientes da propa-



gacao no espago duplicado e do operador de evolugao semicléssica. De maneira distinta, com
a utilizacao de um modelo para um condensado em poc¢o duplo, examinamos o propagador
classico corrigido.

No capitulo 5, exibimos algumas evidéncias dos beneficios proporcionados pela duplicagao
dos graus de liberdade na construg¢ao de uma aproximagao semiclassica. Como primeiro passo
nesta discussao, reescrevemos as equagoes classicas de movimento sobre o espaco de fase dupli-
cado em termos de um conjunto de variaveis canonicas. Entao, na se¢ao 5.2, introduzimos dois
conceitos importantes para a comparacgao entre as diferentes abordagens semicléssicas, os quais
designamos como trajetérias tunelantes e comportamento nao-cléssico. O propoésito destas
defini¢oes torna-se evidente na se¢ao 5.3, na qual investigamos as caracteristicas relevantes
para uma descrigao semiclassica precisa da incidéncia de uma particula sobre um potencial
Gaussiano.

O capitulo 6 apresenta as consideragoes finais de nosso trabalho. Com o encerramento da
porcao principal do texto, exibimos uma sequéncia de resultados auxiliares. Primeiramente, no
apéndice A, estabelecemos uma notacao compacta para algumas quantidades matriciais com
utilizagao recorrente na teoria semicléssica. Posteriormente, no apéndice B, empregamos o
principio variacional na formulacao do método de propagacao cléssica. Por fim, no apéndice C,
realizamos uma deducao generalizada para o teorema de Liouville da mecanica Hamiltoniana,
o qual possibilita a elaboracao do procedimento de aproximacao cléssico-estatistica.



Capitulo 2

Estados Coerentes

Os estados coerentes foram inicialmente vislumbrados por Schrédinger ' como estados Gaus-
sianos de minima incerteza, cuja dindmica demonstra maxima similaridade com o oscilador har-
monico classico. O interesse nestes estados especificos, os quais estao relacionados com o grupo
de Weyl-Heisenberg, foi novamente despertado pelos trabalhos de Glauber !, Klauder " e
Sudarshan'®, com o surgimento das primeiras aplicacoes nas areas da otica quantica e aproxi-
macao semiclassica.

A generalizacao dos estados coerentes para grupos de Lie arbitrarios foi originalmente exa-
minada por Klauder, mas uma discussao completa e detalhada deste assunto foi desenvolvida
somente mais tarde por Perelomov™ e Gilmore”’. Deste modo, as interessantes propriedades
dos estados coerentes de Weyl-Heisenberg foram estendidas para outros grupos de interesse
fisico, resultando em um cenario ideal para o estudo da correspondéncia classico-quantica.

No presente capitulo, realizaremos uma revisao do conceito generalizado de estado coe-
rente. Além disto, apresentaremos as principais hipoteses utilizadas na futura elaboracao de
aproximacoes semiclassicas.

2.1 Definicoes

2.1.1 Grupo Dinamico

Considere um grupo G e sua algebra correspondente g. Estes dois conjuntos estao associados
pelo mapa exponencial *':
a=e4, (2.1)

onde a € G e A € g. Dado que o conjunto de operadores {A;, Az, ..., A4, } constitui uma base
para a algebra g, dizemos que um sistema fisico de interesse possui grupo dindmico G se seu
Hamiltoniano H pode ser descrito como uma fung¢ao dos geradores deste grupo, ou seja,

H = H(Ay, Ay, ..., Ag,). (2.2)

O Hamiltoniano determina o espaco de estados dinamicamente acessiveis ao sistema fisico,
o qual denotamos por H;. Como a primeira hipotese fundamental deste capitulo, supomos que



o espaco de Hilbert H; suporta uma representacao unitdria irredutivel do grupo G, denotada
por U e especificada pelo conjunto de indices [. De acordo com o mapa (2.1), as representagoes
unitarias do grupo G estao associadas a representagoes Hermitianas da algebra g. Entao, como
segunda hipotese, assumimos que a base de g pode ser decomposta da seguinte forma:

{Aj} ={Qu Bl + B, i(EJ, = En) } (2.3)

comj=12...,dsk=12,....1,em=12,...,(dg —rg)/2. Os geradores ) formam um
conjunto méaximo de operadores comutantes entre os elementos da base de g e, consequente-
mente, suas representacoes podem ser simultaneamente diagonalizadas. Também apresentadas
na tltima equacao, as quantidades nao-Hermitianas E,, e EI sdo conhecidas, respectivamente,
como os operadores de abaixamento e levantamento no espago H;.
Como mencionado anteriormente, sempre podemos encontrar uma base para H; de maneira
a diagonalizar simultaneamente as representacoes dos operadores Q. Entre os elementos desta
base especifica, existe um tnico estado normalizado [/}), conhecido como estado de minimo
peso, tal que
Enltl) =0, (2.4)

para todos os valores possiveis de m. Além disto, também pode existir um subconjunto de
valores dos indices m, que indicaremos por m’, de forma que

B! |[ph) = 0. (2.5)

Apenas com o intuito de explicitar todas as relagoes que definem o estado [¢}), escrevemos
suas equacoes de autovalores associadas aos geradores ():

Qklvo) = M(D)]¥p). (2.6)

Por fim, considerando uma escolha particular para a decomposi¢do (2.3), observe que o
grupo dinamico G e o espago de Hilbert acessivel H; determinam inequivocamente o estado
|9b), exceto por uma fase global sem significado fisico.

2.1.2 Espaco Quociente e Estados Coerentes

O subgrupo de estabilidade S é definido como o subconjunto de operadores unitarios s,
pertencentes ao grupo G, que conservam o estado de referéncia [)}) invariante a menos de uma
fase global, ou seja,

slh) = eyl (2.7)

para s € S e ¢(s) € R. Com o auxilio da definicdo do subgrupo de estabilidade, podemos
discriminar os elementos do espago quociente G/S, o qual é constituido pelas operagoes con-
tidas em G que produzem resultados fisicamente nao-equivalentes entre si quando aplicadas

individualmente sobre [¢)}). Decorre diretamente das propriedades fundamentais™ do grupo G
a existéncia tnica, para toda operacao a € G, de uma decomposicao
a = gs, (2.8)



de modo que s € S e, por defini¢ao, ¢ € G/S. Logo, a aplicacao de qualquer elemento a € G
sobre o estado de referéncia resulta em uma identidade com a seguinte forma:

alvh) = gs|vh) = *qlvl). (2.9)

Portanto, como evidenciado na equacao anterior, duas operacgoes distintas do grupo G sobre
|4b) podem produzir estados com contetidos fisicos equivalentes, provenientes de uma mesma
aplicacdo de ¢ € G/S, embora estes resultados difiram por uma fase global decorrente de
diferentes elementos em S. Entao, para evitar esta ambiguidade de procedéncia fisica, definimos
os estados coerentes”™* como a a¢ao do espago quociente G/S sobre o estado de referéncia:

['(q)) = qlp). (2.10)

Note que o estados coerentes possuem correspondéncia biunivoca com os elementos do espaco
quociente e, consequentemente, herdam deste espacgo suas propriedades algébricas e geométricas.
Observe também que, para os propositos deste trabalho, fizemos a opgao deliberada do estado
de referéncia como um estado de minimo peso. Esta escolha nao é tnica, embora resulte
em intmeras propriedades fisicas e matematicas interessantes, as quais serao essenciais nos
desenvolvimentos futuros.

2.1.3 Parametrizagao

Considerando a decomposicao (2.3) e as identidades (2.4-2.6), podemos concluir que o
subgrupo de estabilidade resulta da exponenciacao de combinagoes lineares dos geradores )y,
(Ejn, + E,) e i(E;, — E,), parak =1,2,...,r, e valores de m’ definidos pela equacao (2.5).
Ou seja, de acordo com o mapa exponencial (2.1), os elementos de S sdo dados por:

S=WFZM%§XW%~%%)
k m’

para o, € R e 7,y € C. Entao, utilizando novamente as expressoes (2.4-2.6), podemos calcular
facilmente a agao do grupo S sobre o estado de referéncia:

, (2.11)

= i o . 212
k

O espago quociente ¢é gerado pelos elementos da base de g que nao estao presentes na equagao
(2.11). Logo, uma operagao unitaria pertencente a G/S possui a seguinte parametrizagao
exponencial:

, (2.13)

q = exp [ > (Bl =T En)

m#m/

para 7,,, € C. Note que a somatoria no expoente da ultima equacao cobre somente os valores de
m ausentes na identidade (2.5). A agdo de um elemento ¢ sobre o estado de referéncia resulta



em um estado coerente associado ao grupo G no espaco H;:

[W(r)) =exp | Y (TwEl, — 7 Ewm) | 1Uh), (2.14)

m#m/

onde 7 é o vetor complexo' d-dimensional que parametriza naturalmente os estados coerentes,
ao passo que d < (dg —ry)/2 é o nimero de valores possiveis do indice m subtraido dos elemen-
tos presentes no subconjunto indicado por m’. Daqui em diante, visando uma notacao mais
conveniente e compacta, mas preservando a generalidade da discussao, escolheremos arbitraria-
mente um ordenamento especifico para os valores m, de maneira que 7 = (74, 7o, . . . ,Td)T. Este
procedimento equivale a reordenar os operadores de levantamento, colocando aqueles que nao
satisfazem a relagao (2.5) nas primeiras d posigoes.

Em geral, com a utilizacao das relagoes de comutagao pertinentes, a exponencial encontrada
na equacao (2.14) pode ser reescrita como um produto de novas exponenciais dos operadores
envolvidos. Desta forma, podemos fatorar a dependéncia da exponencial original nos operadores
de abaixamento, cuja agao sobre o estado de referéncia possui calculo trivial, de acordo com
a identidade (2.4). Portanto, apos a realizagdo das manipulagoes indicadas, obtemos uma
reparametrizacao para o conjunto de estados coerentes’':

d
[U1(2)) = N(z", 2) exp | D 2B, | [46), (2.15)
m=1
para z = (z1, 29, . .. ,zd)T e z, € C. A quantidade N (z*,z) representa um fator escalar de

normalizagao, responsavel por toda a dependéncia do estado coerente nas variaveis complexo-
conjugadas z*. Neste trabalho, nao abordaremos as relagoes algébricas entre os parametros
T € z, pois apenas as propriedades desta tltima parametrizacao sao interessantes para nossas
aplicagoes subsequentes. Também por este motivo, de agora em diante, adotaremos a equacao
(2.15) como a definigao funcional para os estados coerentes.

Note que os parametros z foram apresentados como varidveis complexas sem qualquer
restricao em seus possiveis valores. Esta propriedade corresponde implicitamente & terceira
hipotese fundamental deste capitulo, com a qual exigimos que as variaveis z,, possuam o plano
complexo completo como dominio. A parametrizagao introduzida pela equagao (2.15) repre-
senta uma forma bastante particular de descrever os estados coerentes, pois estes se tornam
analiticos em z, exceto pelo fator de normalizagao. No entanto, para certas escolhas do grupo
dindmico, nao é possivel satisfazer a condicao de dominio complexo irrestrito juntamente com
a Opcao por uma parametrizacao analitica’. Portanto, os resultados elaborados nas etapas
posteriores deste trabalho demonstram algumas limita¢oes em sua aplicabilidade, provenientes
dos requisitos impostos sobre o grupo G.

Ao longo deste trabalho, os vetores serdo simbolizados de maneira idéntica as varidveis escalares, sem o
acréscimo de negrito ou uma flecha sobrescrita. Por convencao, as varidveis vetoriais serdo representadas,
quando necessario, por matrizes de uma tnica coluna. No entanto, a multiplicacado & esquerda por um vetor
indicard o produto por uma matriz linha. Neste caso, o simbolo de transposi¢cao serd omitido sem qualquer
prejuizo a compreensao das equagoes pertinentes.
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2.1.4 Potencial de Kahler e Métrica

Como mostrado nas subsegoes anteriores, um conjunto de estados coerentes é determinado
inequivocamente pelas escolhas do grupo dindmico G e do espaco de Hilbert H;. Uma vez
que esta estrutura geométrica subjacente esta bem estabelecida, com o intuito de simplificar a
notagao, passamos a rotular os estados coerentes apenas com seus parametros complexos:

|2) = |21, 20, -+, 24)- (2.16)

Como discutido anteriormente, exceto pelo fator de normalizagao, os estados coerentes des-
critos pela equagao (2.15) sao fungdes analiticas de seus parametros complexos z. Por esta
razao, torna-se relevante a definicao dos estados coerentes nao-normalizados:

d
2} = N(z",2)7"z) = exp| D 2B, | 140), (2.17)
m=1

os quais evidenciam as propriedades analiticas da parametrizacao escolhida. Desta tultima
definicao decorre diretamente a construcao de uma continuacao analitica para o potencial de
Kihler':

f(Z"7", 2) = n{7|2}, (2.18)

no qual esta codificada toda informacao geométrica do subespago nao-linear de H; constituido
pelos estados coerentes, cuja topologia foi herdada do espago quociente G/S. Note que o
potencial f(z'*,z) é uma func¢ao analitica bem definida das variaveis z’* e z. Observe também
que o fator de normalizacao pode ser reescrito em termos desta nova quantidade:

N(z*,2) = exp [—% f(z*,z)] | (2.19)

Neste momento, devido a sua grande recorréncia nos desenvolvimentos posteriores, é con-
veniente definirmos a continuacao analitica da métrica do espago quociente:

P f(7, %)

g(Zl*,Z) = W, (220)

a qual é constituida simplesmente pela matriz de segundas derivadas cruzadas do potencial
de Kéhler'!, Definida a métrica do espaco de parametros, utilizamos a propriedade de sobre-
completeza do conjunto de estados coerentes para construir uma resolucao da identidade em
]Hli

/ du(z*, 2)|2)(z| = 1. (2.21)

2€Cd

10 potencial de Kihler é usualmente definido para z’ = z. Por este motivo, ressaltamos que a formulacio
descrita pela equagdo (2.18) representa uma continuagao analitica.
WA derivada dupla de uma fungao escalar h(u,v) por dois vetores u e v, com dimensoes respectivas dy e da,

2 2
denota a matriz com entradas determinadas por [88%;1’)”)} L= 8&5&?’ para j=1,2,...,diek=1,2,...,ds.
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Observe que, na equagao anterior, o carater irrestrito das variaveis z esté evidenciado no
dominio de integragao. A medida invariante du(z*, z) é constituida essencialmente pelo deter-
minante da métrica e, consequentemente, pode possuir dependéncia explicita nas coordenadas
do espaco quociente:

d?z
du(z", z) = k(1) detlg(z", 2)] gt (2.22)

A constante de normalizacao k(1) depende apenas da escolha do espago de Hilbert e, por-
tanto, também é especificada apenas pelo conjunto de indices [. Lembramos que, por hipotese,
o espago H; suporta a representagao irredutivel unitaria U; do grupo G. Logo, x(I) é mais uma
quantidade definida diretamente pela representacao do grupo de interesse no espaco de Hilbert
acessivel. Na equacao (2.22), também introduzimos a seguinte notagao'":

d

d
d?z = Hd22j = dejdyj
j=1 j=1

d dZ*dZJ dz*dz

_H - (2i)d "’

(2.23)

onde x; =re(z;) e y; = im (2;).

2.1.5 Estrutura Simplética

A escolha do estado de referéncia como um estado de minimo peso concede uma estrutura
simplética natural ao conjunto de estados coerentes determinado pela equagao (2.15) %", Em
outras palavras, sob a condigao (2.4), o espago quociente G/S constitui um espago de fase,
parametrizado pelas variaveis complexas z. Consequentemente, podemos equipar o espago de
parametros com um mapa bilinear, amplamente conhecido como parénteses de Poisson":

8/\1

{Al(z*,z),Az(z*’Z)} — _ 5 ( )0A2 &41

0z* 0z*

045
0z |’

£(z", 2) (2.24)

onde Al( * z) e Aa(2*, z) representam duas fungoes suaves arbitrarias sobre o espago de fase
e (2, 2) = g (2", 2) simboliza a matriz inversa da métrica. Dentre as propriedades funda-

VO elemento de integragdo sobre uma variavel vetorial d-dimensional u ¢ denotado por du = [] du;.
j=1
VA derivada de uma fungao escalar h(v) por uma quantidade vetorial d-dimensional v representa um novo

vetor com entradas definidas por {8}5(:)} dh(”)

,para j =1,2,....,d.
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mentais dos parénteses de Poisson, destacamos as seguintes identidades:

{A1, Ao} = —{Az, A}, (2.25a)
{{A1, Ao}, Ast + {{ A, A3} A} + {{As, A}, A =0, (2.25D)
{A1, A Az} = { A1, A} As + {A1, AsHAs, (2.25¢)
{2}, 21} = 1§ (27, 2), (2.25d)
() = {2, 21} = 0. (2.25¢)

Por fim, como conclusao para nossa discussao geral sobre os estados coerentes, sumarizamos
as trés principais hipoteses realizadas até o presente momento:

1. O espaco de Hilbert acessivel ao sistema fisico de interesse suporta uma representacao
unitaria irredutivel do grupo dinamico escolhido.

2. A base da élgebra associada ao grupo dindmico admite uma decomposicao com a forma
indicada pela equacao (2.3).

3. As varidveis z, correspondentes a parametrizacao analitica dos estados coerentes, nao
possuem restricao em seus dominios no plano complexo.

Em geral, a construcao de estados coerentes para grupos que nao satisfazem as exigéncias
anteriores também ¢é praticidvel. No entanto, grande parte dos resultados elaborados posteri-
ormente neste trabalho esta restrita aos grupos dinamicos especificados pelas trés condicoes
apresentadas. Em outras palavras, estas hipoteses determinam os conjuntos de estados coeren-
tes utilizados em nossos desenvolvimentos futuros.

2.2 Exemplos

2.2.1 Estados Coerentes Canonicos

Considere um sistema bosonico com d modos”’”. Neste caso, torna-se conveniente a definicao

do operador de criacao a}, cuja aplicacao sobre um estado arbitrario do espago de Hilbert resulta
na adigao de uma particula no j-ésimo modo. Em contrapartida, o operador de aniquilagao a; é
T

responsavel pela subtragao de um béson no modo j. Os operadores a;

estao sujeitos as relagoes canonicas de comutacao bosonica:

eaj,paraj =1,2,...,d,

[aj, al] = G, (2.26a)
laj, ai] = [a},az] = 0. (2.26Db)

Inspecionando as identidades anteriores, notamos que o conjunto {1, a} aj, a;r- +a;, i(a} —a;)},

para um valor de j fixo, constitui a base de uma algebra, uma vez que seus elementos geram
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um espaco vetorial fechado pela operagao bilinear de comutacao. A algebra formada pelos
operadores de criacao e aniquilacao bosonicos é conhecida como dlgebra de Weyl-Heisenberg, a
qual denotamos por hy.

O espago de Hilbert acessivel a um sistema arbitrario com d modos bosonicos é identificado
como B, ou espaco de Fock bosénico. Uma base usual para BY é formada pelo conjunto de
estados normalizados {|my,ms,...,mq)}, onde m; representa o ntmero de bosons ocupantes
do j-ésimo modo e, portanto, assume valores inteiros nao-negativos. Como consequéncia das
relagdes (2.26), os estados de ocupagao e os operadores bosonicos de criagao e aniquilagao estao
relacionados pelas seguintes identidades:

ajlma,...,mj,....mg) = /mgma,...,m; —1,...,my), (2.27a)
a}|m1,...,mj,...,md> =/mj+1my,....,m; +1,...,mg). (2.27b)

Observe que, como resultado de sua propria construcao, os estados de ocupacao constituem
auto-estados dos operadores a;aj, ou seja, a;aj]ml, Mo, ..., Mg) = M;|Mmy, Ma, ..., Mg).

O espaco de Fock B!, resultante da restrigao das equagoes (2.27) para um valor fixo de 7,
suporta a Unica representacao unitaria irredutivel do grupo de Weyl-Heisenberg H,, associado
a algebra hy pelo mapa exponencial (2.1). Portanto, B? representa o espaco de suporte para a
representacao irredutivel do produto direto Hf = Hfll) X HEE) X ... X Hfld), no qual ng ) representa
o grupo dinamico do j-ésimo modo tomado isoladamente. Comparando as definigoes (2.4-2.6)

as identidades (2.27), concluimos que o estado de vacuo |0,0, .. .,0), caracterizado por ocupagao
nula nos d modos, corresponde ao estado de minimo peso desta tinica representagao unitaria
de HY.

Conhecidos os operadores de levantamento e abaixamento associados ao grupo dindmico
H¢ e o estado de referéncia de sua representacio irredutivel, podemos aplicar diretamente a
defini¢ao (2.17) e, desta maneira, obtemos os estados coerentes candnicos em sua forma nao-

normalizada:
|2} = exp(zal) 10,0,...,0)

S & PRI
= 15 1162y« o o5 11/

mi,ma,...,mq=0 |j=1 mj!

onde, buscando simplicidade de notacao™, introduzimos o vetor af = (al,al, ..., aL)T. A partir

da expressao anterior, podemos calcular imediatamente a sobreposi¢ao entre estados coerentes:
{/|2} = exp {22}, (2.29)
da qual decorre, de acordo com a equagao (2.18), o potencial de Ké&hler:

[ 2) = 2"z (2.30)

VA justaposicao de dois vetores u e v, ambos com dimensdo d, denota o produto matricial uv = uiv; 4+ ugve +
...t uqug.
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Como esperado, f(z'*,z) é uma fungdo analitica em seus dois argumentos. Entao, com o
auxilio da identidade (2.19), podemos calcular o fator N'(z*, 2) e, consequentemente, obtemos
uma expressao normalizada para os estados coerentes candnicos:

oo

|z) = o5 Z [H \;Jm%] |ma, ma, ..., mg). (2.31)

mi,ma,...,mq=0 |Lj=1

Substituindo o resultado (2.30) na defini¢do (2.20), obtemos a métrica associada ao espago
de parametros:
g(z",2) = 1. (2.32)
Observe que, de acordo com a tultima identidade, os estados coerentes canonicos estao
associados a um espac¢o quociente com geometria plana. Outra quantidade relevante, que
compoe muitos resultados nos capitulos posteriores, é o determinante da métrica:

det[g(2"", 2)] = 1, (2.33)

o qual, devido a forma extremamente simples da expressao (2.32), apresenta calculo trivial, que
exibimos explicitamente neste momento apenas para uma comparagao direta com os exemplos
encontrados nas proximas subsegoes. Em seguida, utilizando a identidade (2.22), encontramos
prontamente a medida de integracao:
. d*z
dp(z*,2) = K (2.34)
cujo fator de normalizagao pode ser determinado como:

k=1 (2.35)

Observe que o fator x nao depende de um possivel conjunto de indices, os quais especifi-
cariam as representagoes irredutiveis do grupo dinamico empregado na construcao dos estados
coerentes candnicos. Evidentemente, este resultado era esperado, uma vez que Hj'f possui apenas
uma lnica representacao unitaria irredutivel.

Substituindo os resultados (2.34) e (2.35) na expressao (2.21), construimos uma resolugao
da identidade em B

/%p)(d —1. (2.36)

Os estados coerentes canonicos estabelecem uma estrutura teérica aplicdvel em uma ampla
variedade de sistemas fisicos, devido & grande recorréncia do grupo dinamico H%. Em especial,

podemos citar os Hamiltonianos com o formato H = H(q,p), onde ¢ = (1, G, - - - ,(jd)T ep=
(P1,D2, - - -, ﬁd)T representam respectivamente os operadores de posicao e momento linear. Esta
possibilidade de utilizagao decorre do seguinte homomorfismo:

. G

4= L+ ay), (2.37a)

V2
ih
pj = \;_ch(a} - aj),

no qual ¢; simboliza um parametro real com dimensao de comprimento e valor arbitrario.

(2.37b)
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2.2.2 Estados Coerentes de Spin

Considere um sistema composto por d particulas localizadas e dotadas de spin. Em geral,
podemos descrever o Hamiltoniano deste sistema como uma funcao do conjunto de operadores
{ka, jm, sz} para k = 1,2,...,d, onde JM, Jky e sz representam as trés componentes
cartesianas de momento angular da k-ésima particula.

O conjunto {jk.l,, jkvy, jkyz}, para um valor fixo de k, forma uma base para a algebra su(2),
associada ao grupo SU(2) pelo mapa exponencial (2.1). Portanto, podemos identificar o grupo
dindmico associado ao sistema completo de d particulas como o produto direto SUd(Q) =
SUM(2) x SUP(2) x ... x SUD(2), no qual SU¥(2) representa o grupo dinimico para a
k-ésima particula tomada isoladamente. Os geradores de SU%(2) estdo sujeitos as seguintes
relacoes fundamentais de comutacao

[Thar Jir g = 10k Y €apy iy (2.38)

Y
para k, k' =1,2,...,d e «, 3, v = x,y,2. Como resultado das relagoes anteriores, observamos
que os operadores Cas1m1r TR = ka + Jky + sz e os geradores Jy ., para k = 1,2,...,d,

formam um conjunto completo de observaveis comutantes para o nosso sistema de mteresse.
Consequentemente, os autovetores simultaneos de J7 e Ji . formam uma base ortogonal para o
espaco de Hilbert H correspondente as d particulas localizadas:

j]?’Jh JQ, ceey Jd;Ml,MQ, ce ,Md> == Jk(Jk -+ 1)h2’J1, Jg, ey Jd; Ml,MQ, ceey Md>, (239&)

jk,z|<]17 JQ, ceey Jd; Ml, MQ, ey Md> = Mkh|J1, JQ, ceey Jd; Ml, MQ, e ,Md>, (239b)

onde J;, = 0, ;, 1, g, e My =—Jy, —Jp+1, ..., Jp—1, Jp. O conjunto de indices {Jy, Ja, ..., Jy}
determina uma representacdo unitaria irredutivel de SU%(2). Logo, de acordo com as hipoteses
da subsecao 2.1.1, devemos especificar os valores de J, de maneira a restringir a dindmica do
sistema ao subespaco de suporte de uma tnica representagao irredutivel do grupo dinamico.
Esta condicao equivale a fixar a amplitude do momento angular intrinseco de cada particula e,
consequentemente, possui interpretacao fisica bastante direta.

Doravante, limitaremos nosso sistema de interesse ao espaco de Hilbert Hyj, 5, .. 7,1, no qual
escolhemos um valor particular para o conjunto de indices {J;, Js, ..., J;}. Entdo, com o intuito
de simplificar a notacao, omitiremos a representacao explicita destes indices nos elementos da

base introduzida pelas equacoes (2.39). Note que Hy, j,... s, constitui um subespago de H, tal

que H = @ ]H{Jl,Jz,---de}‘
J1,J2,...,J4

Os operadores de levantamento jk7+ e abaixamento JAk,_, correspondentes & k-ésima parti-
cula, sdo definidos em fungao dos geradores de su(2) pela seguinte identidade:

Tt = Jpw £ 14y (2.40)

Entao, com o auxilio das relagoes (2.38), podemos determinar a operacao de jki sobre os
elementos normalizados da base:

Jea|My, . My, Mgy = hn/(Je T My)(Jp = My + 1)|My, ..., M; £1,..., M), (2.41)
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Como resultado desta tltima equagao, concluimos que | — Jy, —Js, ..., —Jy) representa o
estado de minimo peso em Hyy, j, . 5,3. Conhecido o estado de referéncia, empregamos a
definicdo (2.17) para a obtencio dos estados coerentes nao-normalizados de SU%(2):

d
|2} = exp (Z ijk,+) | = Ji,=Ja, s =)

k=1
d Ji %
“® 3 ()
— I e+ My

Em seguida, calculamos a sobreposigao entre dois estados coerentes possivelmente distintos:

(2.42)

(]2} = T+ 24 20> (2.43)

Desta ultima identidade, decorre imediatamente a continuacao analitica do potencial de

Kahler:
d

F(Z72) =2 Jeln (1+ 27 2) . (2.44)
k=1
Agora, utilizando a formula (2.19), realizamos a normalizagao dos estados coerentes de
spin %
Jk

d 1
1 2Jk : J+Mjy,
= —_— My). 2.4
|Z> ® (1 + 2 >Jk MZJ <sz + Mk) o | k> ( 5)
E=—Jk

Efetuando as segundas derivadas cruzadas do resultado (2.44), obtemos a continuagdo

analitica da métrica:
¥ 2Jk

g (27, 2) = m%«- (2.46)
k

Note que, assim como no caso dos estados coerentes candnicos, a métrica possui forma dia-
gonal, indicando a inexisténcia de acoplamento geométrico entre os diversos graus de liberdade
do sistema. No entanto, diferentemente da subsecao anterior, g(z'*, z) depende explicitamente
dos parametros 2" e z, evidenciando a curvatura natural do espaco de fase. Apesar desta
complicacao de origem topoldgica, o calculo do determinante da métrica permanece trivial:

d

det[g =1l+—— (2.47)

122
k:l +k’“

Como consequéncia direta desta tltima identidade, a medida de integracao adquire um fator
com dependéncia explicita nas coordenadas complexas do espaco de fase:

d
d,u(z ,Z) = H(Jl, JQ, ceey Jd) [H m] —d (248)
k=1 RER)T )T
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Devido as miltiplas possibilidades de escolha para a representacao unitéaria irredutivel de
SUd(Q), a constante de normalizagao torna-se uma funcao dos indices de Hyy, j,... .7,

d
2Jp + 1
k(1T da) =] : (2.49)
L2y

No entanto, para valores elevados das amplitudes de spin, a constante de normalizagao
anterior aproxima-se do resultado (2.35), ou seja,

J1,J2,..,Jg>1

/i(Jl, JQ, RN Jd> (250)

Por fim, substituindo as expressoes (2.48) e (2.49) na equagao (2.21), obtemos a resolugao
da identidade em Hyy, s, . 7,3
P {5 20+ 1
— _— =1. 2.51
[ Mty e s

2.2.3 Estados Coerentes Bosonicos de SU(n)

Considere um sistema composto por N boésons idénticos em n modos. Neste caso, diferen-
temente do exemplo discutido na subsecao 2.2.1, assumiremos que o ntmero total de particulas
permanece invariante sob a dindmica imposta pelo Hamiltoniano H. Por esta razao, torna-se
conveniente a definicao do operador de nimero total de particulas:

N=>ala;. (2.52)
j=1

Com o auxilio desta defini¢cao, podemos reformular a restricao sobre o Hamiltoniano em
linguagem matematica:

[N, H] = 0. (2.53)

Observe que os elementos da base ortonormal {|mq, ma, ..., m,)}, introduzida pelas equa-
goes (2.27), formam um conjunto completo de autovetores para o operador N, cujos autovalores
sao descritos por N = 2?;1 m;. Uma vez que o sistema de interesse possui nimero total de
particulas fixo e bem definido, concluimos que o espaco de Hilbert acessivel dinamicamente é
constituido pelo auto-espaco de N com autovalor N , 0 qual denotaremos por BY.

A condigao (2.53) equivale a exigir que H seja uma fungao dos bilineares bosénicos a; ay, para
j,k =1,2,...,n. Portanto, empregando as identidades canonicas (2.26), podemos encontrar
as relacoes fundamentais de comutacgao entre os elementos geradores da dindmica:

_ T
(ahap ala,] = 85,0}a, — bunala,, (2.54)
onde o, 3,v,m = 1,2,...,n. Observe que os operadores a;r-ak, juntamente com suas possiveis

combinagoes lineares, constituem um espaco vetorial fechado por comutacao. Entretanto, le-
vando em consideragao a conservacao do nimero total de bésons, torna-se mais conveniente a
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escolha de uma base de geradores constituida somente por operadores de traco nulo:

Qa - a:;+1aa+1 - alaaa (255&)
Xgy = a%a7 + alag, (2.55Db)
Py, = i(a}a, — alag), (2.55¢)

nos quais a = 1,2,...,(n — 1), 8,y = 1,2,...,n e § > 7. As relagdes (2.55) representam
um homomorfismo entre os bilineares bosonicos e a base da algebra su(n)””. De fato, o es-
paco de Hilbert BY, suporta uma representagao irredutivel totalmente simetrizada do grupo
SU(n)"". Inspecionando os geradores (2.55), podemos concluir que uma escolha possivel do es-
tado de referéncia é descrita pelo elemento |0,0,...,0, N), no qual apenas o ultimo modo possui
ocupacao diferente de zero. Entao, conhecidas todas as grandezas necessérias, empregamos a
defini¢ao (2.17) na obtencdo dos estados coerentes nao-normalizados em BY:

n—1
|2} = exp (Z zja;f»an) |0,0,...,0,N)

j=1

N!
B Z (mllmgl...mn!>

mi+ma+..4+my=N

(2.56)

[NIES

n—1
[H Z;ALJ] ’m17m27 s 7mn>‘

J=1

Observe que o espago de fase é parametrizado por d = (n — 1) variaveis complexas, ou seja,
o niamero de graus de liberdade é inferior ao nimero de modos acessiveis no espago de Fock
bosonico. Evidentemente, esta diferenca em relagao aos resultados da subsegao 2.1.1 provém
da restricao sobre o ntimero total de particulas. Utilizando a expressao anterior, calculamos a
sobreposicao entre dois estados coerentes possivelmente distintos:

{2} = 1+ ")V, (2.57)
da qual resulta diretamente a continuagao analitica do potencial de Kéahler:
f(Z7,2)=Nn(1+272). (2.58)

Agora, substituindo esta formulacao particular de f(z'*, 2) na identidade (2.19), obtemos o
fator de normalizagao necesséario na construgao dos estados coerentes bosonicos de SU(n)"":

N! il
|2) = Z ol | H N
1Mo mp- 2

mi+mo+..+mp=N e j=1 (]- + Z*Z)

|, ma, ... my,). (2.59)

Em seguida, realizando as derivadas cruzadas do potencial de Kéhler, obtemos a continuagao
analitica para a métrica do espaco de fase'':
(1+2"2)1—-2"®z

1% :N
g(z ’Z) (1+Z/>kz)2

(2.60)

Vi) simbolo ® denota o produto diddico entre dois vetores. Ou seja, o resultado da multiplicacio u ® v
representa uma matriz com elementos descritos por [u ® v}jk =ujvg, paraj=1,2,...,diek=1,2,...,ds.
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Ao contrario dos exemplos discutidos anteriormente, a métrica associada aos estados coe-
rentes de SU(n) nao é diagonal. Logo, os diferentes graus de liberdade do espaco de parametros
estao acoplados geometricamente. Observe também que o célculo geral do determinante de
g(2’", z) nao permanece trivial:

Nn—l

det[g(2", 2)] = a1

(2.61)

Devido a curvatura natural do espaco de fase, as coordenadas complexas apresentam-se
explicitamente no elemento de integracao:

Nt d?y
du(z*,2) = k(N 2.62
(2%, 2) = K( )<1+Z*z)wn_1, (2.62)
cujo fator de normalizagao possui a seguinte forma especifica:
(N+n-—1)!
K(N) = NN (2.63)

Note que, de maneira semelhante & expressao (2.50), a constante de normaliza¢ao aproxima-
se da unidade para valores de N bastante superiores ao niimero de modos n:

K(N) "R 1. (2.64)
Empregando os resultados (2.62) e (2.63), podemos construir uma resolugao da identidade
em BY:
d*z (N —1)!
/ 2 NAn= DU Ja)lel (2.65)
ol N! (14 zxz)"

Diferentemente dos resultados (2.32) e (2.46), a inversao da métrica (2.60) ndo representa
uma tarefa simples para valores arbitrarios de n, devido a presenca de elementos nao-nulos fora
da diagonal principal. Portanto, objetivando as aplicacoes encontradas em capitulos posteriores,
apresentamos a forma explicita para a inversa de g(2'", 2):

B 14272

€:"2) = —

(1+2"®z). (2.66)
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Capitulo 3

Propagador Semiclassico

3.1 Apresentacao

O propagador qudntico na representacao de estados coerentes é definido como a amplitude
de transigao entre o estado coerente inicial |z;), no instante de tempo ¢;, e o estado coerente
final (z¢|, no instante de tempo ty, ou seja,

. tf
K (2 255, 85) = (25l exp —%/H(t)dt 122), (3.1)

t;

onde T é o operador de ordenamento temporal e H(t) é o Hamiltoniano do sistema, o qual
pode depender explicitamente do tempo.

Em geral, podemos reformular o propagador quantico como uma integral de caminho””, cons-
tituida por contribuic¢oes do funcional de a¢ao provenientes de todas as trajetorias geométricas
sobre o espago de fase que conectam os pontos z; e zy. Como esperado, o calculo explicito de
uma integral de caminho para um sistema fisico arbitrario representa uma tarefa extremamente
complicada. Resultados exatos sao conhecidos somente para os casos mais simples, geralmente
identificados com os Hamiltonianos lineares nos geradores do grupo dindmico. Entretanto,
as integrais de caminho possuem grande importancia como ferramenta tedrica na elaboracao
de diversas aplicacoes praticas da mecanica quantica, particularmente no desenvolvimento de
abordagens aproximativas para a expressao (3.1).

A aprozimagao semicldssica consiste na expansao do funcional de ag@o até segunda ordem
em torno de trajetorias cldassicas adequadas, possibilitando a resolugao analitica da integral
de caminho correspondente ao propagador quantico. O resultado final deste procedimento é
conhecido como o propagador semicldssico”":

Koelz, 2t 1) = 3 C(, 2 by, i) eF S Ch 2ot 101Gzt 10} A0 (3.2)

traj.

Por definicao, as trajetorias classicas representam as solugoes do seguinte sistema de equagoes
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de movimento:

z = _%ST(Z Z)%? (33&)
s %5(2, z)%ﬁ’z), (3.3b)

no qual £(2,z) = g7 1(z,2). Nas identidades anteriores, introduzimos a Hamiltoniana cldssica
efetiva, obtida do operador H por diversas prescricoes equivalentes:

_{ZHW -

e

H(z, 2:t) = (2|H(t)]2)

Todos os funcionais componentes da férmula semiclassica (3.2) sdo calculados sobre tra-
jetorias classicas especificas, caracterizadas por um conjunto de condicoes temporais de con-
torno:

5(ty) = 2 (3.5b)

As equagoes diferenciais (3.3) usualmente ndo possuem solugdo tnica sob a imposigao de
condi¢oes de contorno. Por esta razao, inserimos um simbolo somatério na expressao (3.2),
como indicagao para a soma sobre todas as trajetorias sujeitas simultaneamente as identidades
(3.3) e (3.5).

Note que as variaveis vetoriais complexas z e Z sao completamente independentes, ou seja,
geralmente zZ(t) # z*(t). Esta duplicagao do espago de fase representa outra consequéncia direta
da imposicao de condigoes de contorno as equacgoes classicas de movimento. Se supusermos
a igualdade entre zZ(t) e z*(t), concluiriamos que as equagoes diferenciais vetoriais (3.3a) e
(3.3b) s@o redundantes e, consequentemente, as condigoes de contorno z(t;) = z; e z*(ty) = z}
tornariam o problema sobredeterminado. Portanto, o espaco de fase duplicado apresenta-se
como um conceito essencial para a solugao das equagoes classicas de movimento na representagao
de estados coerentes.

O funcional de a¢ao, do qual as equacoes classicas de movimento decorrem por extremizacao,
possui o seguinte formato em parametrizacao complexa:

. . t.f .

i i P i, _

ﬁS(zf, Ziytr, t) = ﬁ/L(z,z, z, z;t)dt + ﬁF(Zf,Z(Tff),Z(fi),Zi), (3.6a)
t;

i _L[of(z 7). Of(z2).] i,

ﬁL(z,z,z,z,t) =3 [ 5~ 5, ° ﬁH(z,z,t), (3.6b)

i, ~ 1, . I,

7L (g 2(tr), 2(6), 20) = 5 f (25, 2(tp)) + 5 F(2(8:), ), (3.6¢)
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onde introduzimos as quantidades auxiliares L, correspondente a Lagrangiana do sistema, e
I', conhecida como termo de contorno. Embora a presenga da fungao I' seja pouco usual na
maioria das discussoes bésicas acerca da dinamica classica ou quantica, esta grandeza mostra-se
fundamental na obtengao correta da equagoes (3.3) sob as condigdes (3.5). Observe que, de
maneira geral, a Hamiltoniana classica e o funcional de a¢ao assumem valores complexos sobre
o espaco de fase duplicado.

Outro componente importante na construgao do propagador semiclassico é representado
pelo termo de correcao a acdo':

t

f
PP I N AN
ﬁl(zf,zl,tf,t,) 4h/tr [8 ( 8z)+8z ({ 02)} dt. (3.7)

Z

Devido a sobrecompleteza do conjunto de estados coerentes, a aproximagao semiclassica
pode ser corretamente efetuada por varios procedimentos distintos, os quais correspondem
as diversas possibilidades de escolha para um esquema de classicalizacao. Cada uma destas
abordagens, caracterizadas por prescrigoes nao-equivalentes para a Hamiltoniana cléssica em
termos do operador H, resulta em uma formulagao completamente diferente para o termo de
correcao 4!,

Os fatores de normalizagao dos estados coerentes inicial e final do propagador quantico
também estao presentes na expressao (3.2). No entanto, esta informacdo esté codificada na

definicao do termo de normalizacgao:
1 * 1 *
_§f<zfazf> - §f<ziazi)7 (38)

Finalmente, apresentamos o elemento exterior a exponencial em K., geralmente designado
como o pré-fator do propagador semicldssico:

ety ] o]
C<Zf’z“f’“)‘{[detg<z< S [az@f)]} | (39

A(z}, 2zi) =

A quantidade az(tf) esta diretamente relacionada a um bloco da matriz tangente M, a qual

¢é responsavel pela dindmica de pequenos deslocamentos em torno de uma trajetoria classica.
Em geral, as aplicagoes praticas e tedricas do propagador semiclassico sao amplamente facili-
tadas por um conhecimento aprofundado das propriedades de M. Por esta razao, reservamos o
apéndice A para uma discussao detalhada de alguns aspectos da dinamica cléssica linearizada.

3.2 Deducao

Nesta se¢ao, realizaremos a demonstracao de todos os resultados apresentados no inicio deste
capitulo. Embora a dedugao minuciosa do propagador semicléssico represente uma longa série

A derivada de um vetor d1 dimensional u por um vetor ds-dimensional v simboliza a matriz cujos elementos

sao descritos por [%Lk azz, paraj=1,2,....diek=1,2,... ds.
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de exercicios estritamente formais, acreditamos que uma anélise critica destes fundamentos
tedricos possa fornecer uma compreensao bastante aprofundada da correspondéncia entre as
mecanicas classica e quantica.

No entanto, devemos enfatizar que a leitura da presente secao nao é necessaria para o
entendimento adequado dos proximos capitulos. Em geral, a aplicacao e a demonstragao de
cada formula semiclassica sao desenvolvidas de maneira independente ao longo desta tese.

A expressao (3.2) foi obtida primeiramente por Kochetov’’, como uma aplicagao direta de
sua formulagao original para a integral de caminho na representacao de estados coerentes arbi-
trarios”. Contudo, em nenhum dos trabalhos citados foi apresentada uma deducao detalhada
para a generalizacao do propagador semiclassico, uma vez que os resultados exibidos constituem
apenas a extensao imediata dos calculos especificos para o grupo SU(2) .

Sob certos aspectos, as seguintes subsecoes representam uma generalizagao da demonstracao
proposta por Braun e Garg”%’”, a qual se restringe aos estados coerentes canoénicos e de spin.
No entanto, nossos resultados também incorporam alguns novos elementos introduzidos por

uma recente dedugao para o propagador semicléssico de SU(n)".

3.2.1 Integral de Caminho

Com o objetivo de reformular a expressao (3.1) como uma integral de caminho, realizamos
a divisao do intervalo de propagacao (ty — t;) em M partes idénticas:

tr—t
N 3.1

Deste modo, podemos reescrever o propagador quantico na forma de um produtorio:

M . b
A 1
sitrtd) = o [Teww | =5 [ HO] 12 .11

no qual definimos a notacao para o tempo discretizado
tj =t + je, (3.12)
comj=0,1,..., M. Para M suficientemente grande, podemos aproximar a integral na equagao

(3.11) por H(t;)e. Desta forma, o operador de ordenamento temporal torna-se desnecessério e
o propagador adquire o seguinte valor aproximado:

M :
. i
K (2}, zisty, ts) = (zg| | | exp [—ﬁH(tj)s} |2i). (3.13)
i=1

No limite de tempo continuo, representado por M — oo ou ¢ — 0 com Me = (ty — t;),
a aproximacao anterior deve convergir novamente ao resultado exato. Entao, sob a aplicagao
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deste limite, inserimos uma resolucao da identidade (2.21) entre cada fator do operador de
evolugao temporal na expressao (3.13):

M —o0

M
K(2}, 2zt ;) = lim [H dp(z )] | A (3.14)
j=1

Nesta tltima equagao, introduzimos a notagao para uma trajetoria discretizada no espaco
de fase:

2 = 2(t)), (3.15a)

27 = 2 (t), (3.15Db)

para j = 1,2,...,(M — 1). Também podemos estender esta definigdo para as condigbes de
contorno do propagador:

2 =z2(t) = 4, (3.16a)

M= 4 (ty) = 2} (3.16b)

Considerando o limite de tempo continuo, podemos realizar a seguinte aproximacao de
primeira ordem em e¢:

(e i) ~ (7] (1= H(e)e ) 157
= (29|71 {1 _ %H(Zj*yzj—l)g] (3.17)
~ (2|27 exp {—%H(zj*,zj_l)s} :
Na equagao anterior, definimos a Hamiltoniana efetiva discretizada:
(I H(t) |27 {7 H(t)]2"~"

H(Z, 271 = . = = : (3.18)

(7]2971) {#7]2771}

Agora, substituindo a identidade (3.17) no propagador (3.14), obtemos:

K(Z;;,Zi;tf,t = lim [H du(z ] exp {;lgd] ) (3.19)

M—o0

Nesta ultima equacao, com o intuito de simplificar a notacao, definimos a seguinte quanti-
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dade:

: M
%~dzz In(z7|27~1) IH(zJ ,z]_l)s}
=1 b
M -
:Z f(Z77, 277 FI5 ) = (27 ) — —H(T, P e
j=1 = (3.20)
M M-1
=3 [£6 ) < e | - X )
j=1 L =1

1 1
- Ef(z}azf) - §f(zf,zi)-

Embora tenhamos efetuado diversas manipulages matematicas, o resultado (3.19) ainda
representa uma formulagao exata para o propagador quantico, completamente equivalente a
expressao original. No entanto, visando a implementacao de aproximacgoes semiclassicas, as-
sumiremos que apenas as trajetorias continuas sobre o espacgo de fase sao relevantes no céalculo
do propagador.

Nao ha qualquer garantia que, no regime quantico, as trajetorias descontinuas tenham con-
tribuicao nula ou insignificante a dindmica de um sistema descrito por uma integral de caminho.
Ademais, poderiamos esperar que as trajetérias descontinuas tenham especial importancia em
fendbmenos quéanticos caracteristicos, como o tunelamento e o emaranhamento. No entanto,
este panorama ¢ inteiramente modificado nos regimes classico e semiclassico, caracterizados
por elevados valores de | S| em relacio a hi. Nestes casos, somente os caminhos suficientemente
proximos aos valores estacionarios de Sy sdo poupados pela interferéncia de fase destrutiva.

No limite ¢ — 0, os valores estacionéarios do expoente (3.20) adquirem a forma de cami-
nhos continuos, identificados como as trajetorias cléssicas. Portanto, para os propoésitos da
dinamica semiclassica no limite temporal continuo, precisamos considerar apenas os caminhos
que apresentam valores consecutivos de 27 " e 27 bastante proximos.

De maneira a promover o tratamento privilegiado das trajetérias continuas, podemos efetuar
aproximagoes sobre o expoente Sy, sob o pressuposto que as quantidades |27 =201 e |27 — 207
possuem a mesma ordem de grandeza de . Com a aplicacao desta hipotese, obtemos as
seguintes relacoes auxiliares:

Of(#*1, 2%)

J* 0\ JH* g ZINT 0 m T %
[, 2) = f(Z27,27) + 5T (2 2T, (3.21a)
e e Of (297, 271y . :
f7 27~ f(277, 277 + M(z] — 27N, (3.21b)
0zi—1
para j = 1,2,...,(M — 1). Entao, utilizando as aproximagoes (3.21), reescrevemos o segundo
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somatorio na penultima linha da equagao (3.20):

M-1 M-1 T . . .
j * 1 af(zj—H 7Z]> j * j+1%* af(Z] 7ZJ_1) j j—
1y m g 3 | e - anny  2EE
7=1 7=1
o i (3.22)
I (AT EED S )
j=2 =

Com o auxilio do resultado anterior, escrevemos uma nova expressao para a fase do inte-
grando do propagador:

i

. M
IV I N P L. . Lo . ! * -1
Sd~§f(zfaz )+§f(2 7Zl)_Ef(zf7zf)__f<zz7zl)_ ZH<’Z] 72,] )6

h i "
3.23
1o~ [Of(27717, 29) e gn  Of(N AN Y
LDl el G R e

J=1

Ainda supondo que, para M suficientemente grande, os valores de 2/” e 2/ formam uma tra-
jetoria continua para qualquer valor de j, estendemos as aproximagoes (3.21) para os extremos
do intervalo de tempo:

Fz) = (27 2) + %ﬁ;zi)(zj — 2, (3.24a)
Of (z7,2M1)

£ 20) o fla, 20 + Sl

(zp — 2M71). (3.24Db)

0* M

Observe que, nas expressoes anteriores, utilizamos as definigoes 2°° = 2} e 2 = z5. Empre-
gando as equagoes (3.24), podemos reescrever a quantidade (3.23) como um tnico somatorio:

i~ 1[Of(277, 2971 e Of(RT7 Y .
{5 {%(21 _ -l ) — %(za — 1)
=1 (3.25)
i

—ﬁH(zj*, zj_l)e} .

3 : . ~ . L, . L . . .
Os valores de 27" e 27 que extremizam S; formam uma trajetoria cldssica discretizada.
Portanto, calculando as primeiras derivadas de Sy e igualando os resultados a zero, encontramos
um conjunto de equacoes algébricas para os valores classicos dos parametros complexos. Entao,
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a partir da expressao (3.25), obtemos:

1 85'd y 182f(2j*,2j_1) (zj* o Zj_l*) _ léﬁf(zﬂ—w(z] — zj_l)

LOF(" 27 19f( 29) MG, P
2 023" 2 Oxt* h Q21" ’

i@S'd - lazf(zj—i_l*?zj) (Zj-H* _ Zj*) _ EW(ZJ‘H — zj)

hoz 2 azja;iﬂf o 2 D27* o (3.26b)
_LOf( T 10f(FT ) iR )

Descartando contribuigoes quadraticas em €, podemos simplificar significantemente as equa-
¢oes anteriores. Com este intuito, utilizamos as seguintes aproximagoes:

JHIF g J* i1 2 (0% 27y -
of (= ,Z)Naf(z , 2 )+3f(z , % )(zJH _ oY)

it T 9t 929"
O*f (7, 271 j j—1 2
gt T
Of (27,270 of(Ft, ) Pf(T ), i
R N B e
azf(zjﬂ* 27, . (3270)
R A A Al
02102311 ’

as quais sdo validas em primeira ordem no intervalo temporal e. Portanto, as derivadas de S
podem ser reescritas como:

i S 1O2f(277, 2771 1 T 8 { CZ AN ) IR

— fi ~ = /T "2 )<_ZJ+1 ) PO Y ) — M(zﬁ _ZJ—l)

hozi 2 O27* 02370731 (3.282)
i OH (27", 277

h 027"

<,

e
_lw(zj+1_22j+zj-1)

05, _ Of(F11,2) AT
2 9232

ROz 070zt
i OH (271, zj)g

h 027

(3.28b)

. , ‘ . . s

Note que os termos proporcionais a (2/t1 — 227 + 2771) e (27117 — 22772971") podem ser
eliminados, pois representam grandezas da ordem de 2 sob a suposicao de trajetorias con-
tinuas. Logo, considerando apenas os termos lineares em ¢ nas aproximagoes (3.28), chegamos
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finalmente as equacodes de movimento cldssicas discretizadas:

BrLCEE

T, 3% i-1\(,i _ -1y — ZN\s 0 T
g (T -2 = " 557 £, (3.29a)
. y 1* ]
VR S AW £ Y LA 18—7{(2” 2 3.29b
A L R (3.290)
para j = 1,2,...,(M — 1). Embora as coordenadas z’" simbolizem as varidveis complexo-

conjugadas de 27, vemos que as expressoes (3.29a) e (3.29b) ndo sdo redundantes para um valor
escolhido de j, uma vez que os dois conjuntos de equagoes estao deslocados parcialmente por um
passo de tempo. Portanto, possuimos 2(M — 1) equagdes complexas para as (M — 1) variaveis
da trajetoria classica, visto que as quantidades 20 = z; e 2M* = z} ja estao determinadas pelas
condigoes de contorno (3.16).

O problema imposto pelas identidades (3.29) esta sobredeterminado e, consequentemente,
nao possui solucao para um Hamiltoniano arbitrario. Para resolver esta questao, podemos
supor que os valores de 27" sdo completamente independentes de z/. De maneira geral, esta
duplicagao no numero de varidveis disponiveis estabelece um sistema de equacoes algébricas
bem determinado.

A duplicacao do espago de fase torna-se possivel somente devido & auséncia das quantidades
M = 2, e 29" = 27 nas identidades (3.29), pois estes valores estdo atrelados aos seus complexo-
conjugados pelas condicoes de contorno. Também por este motivo, concluimos que |2°° — 217
e |zM — M ~! ndo representam grandezas infinitesimais para uma trajetoria classica arbitraria
e, portanto, as aproximagoes (3.24) nao sao validas em primeira ordem no intervalo .

A conclusao anterior invalida o resultado (3.25), mas ainda permite que as equagoes (3.29)
sejam deduzidas corretamente. Para este fim, precisamos apenas substituir as identidades (3.24)
pelas seguintes aproximagoes:

% Of (2Y, 1), 1« .
fGz) = f(2 (), 2:) + %(2 — 2 (t:)), (3.30a)
of (%, 2M-1 .
P50 1 o(t) — T ) - 20, (3.300)

nas quais z*(t;) e z(ts) representam os valores corretos destas variaveis dindmicas nos extremos
do intervalo de tempo. Realizadas as consideracoes pertinentes, o limite temporal continuo das
equacoes de movimento discretizadas é prontamente obtido:

ro e LML)

g (2",2)2 = T (3.31a)
e o FOH(22)

g(z",2)2" = PRy (3.31b)

Nestas tltimas identidades, introduzimos também o limite continuo para a Hamiltoniana
cldssica efetiva:

H(2*, 2) = (2| H]|2). (3.32)
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Se persistirmos na interpretagao de z*(¢) como o conjunto de variaveis complexo-conjugadas
em relagao a z(t), ¢ evidente que as equagoes de movimento (3.31) tornam-se herdeiras da
sobredeterminagao de suas versoes discretizadas. Nesta nova situagao, as identidades (3.31a) e
(3.31b) sao precisamente redundantes, o que implica em uma tnica equagao diferencial vetorial
de primeira ordem para as duas condigdes de contorno z*(t;) = 2} e z(t;) = ;. Logo, excetuando
casos acidentais, o sistema (3.31) ndo possui solugao sob as restrigoes (3.16).

No entanto, de maneira similar ao caso discretizado, podemos supor que a variavel vetorial
2*(t) é completamente independente de z(t). Esta duplicagdo no ntimero de graus de liberdade
classicos elimina a redundancia entre as identidades (3.31a) e (3.31b). Consequentemente, pas-
samos a possuir um problema bem determinado, composto por duas equacoes diferenciais de
primeira ordem sujeitas a duas condicoes de contorno. E interessante observar que a descri-
cao da trajetoria classica em termos de quantidades independentes z*(t) e z(t) possui origem

na representagao discretizada, devido ao deslocamento temporal entre as expressoes (3.29a) e

(3.29b).

Para indicar explicitamente a duplicacao do espaco de fase nos desenvolvimentos futuros,
introduzimos uma mudanca de notacgao:

2(t) — 2(t). (3.33)

Devemos enfatizar que, no restante deste trabalho, continuaremos a utilizar a quantidade
z*(t), mas somente para simbolizar inequivocamente a operagao de conjugagao complexa sobre
o vetor z(t). Excetuando algumas situagoes especiais, em grande parte comentadas durante a
elaboragao dos resultados posteriores, a notagao (3.33) geralmente implica em z(t) # z*(t).

Com excegao de uma evidente multiplicacdo pela matriz £(z,2) = g !(z, 2), note que as
equagoes de movimento (3.3) representam um exemplo imediato de aplica¢ao da transformagao
(3.33), pois decorrem simplesmente de uma modificagdo na notagao das identidades (3.31).

Considerando o limite temporal continuo no espaco de fase duplicado, as condigoes de
contorno (3.16) adquirem o formato apresentado na se¢ao anterior, pelas equagoes (3.5). Neste
caso, devemos notar que as quantidades zZ(¢;) e z(t;) nao estdo determinadas por restri¢oes
sobre o propagador, ou seja, de maneira geral

2(t;) # 27 (3.34a)

Como discutido anteriormente, as identidades (3.24) nao sao validas no espago de fase
duplicado, pois |zf —z'| e |2y — 2™ 1| representam grandezas finitas no limite continuo, em con-
cordancia com as relagoes (3.34). Logo, sob as condig¢oes de contorno (3.16), o limite continuo
de S, geralmente nao pode ser realizado a partir da equacio (3.25), a qual esta fundamentada
em aproximacgoes inconsistentes com a exigéncia de linearidade no parametro €. Contudo, sem
qualquer prejuizo, podemos obter diretamente da equacao (3.23) a forma continua para a fase
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do propagador': _ '
i~ i, . «
A quantidade A simboliza novamente o termo de normalizacao, introduzido na sec¢ao 3.1
pela equacao (3.8). Em funcdo da Lagrangiana L e do termo de contorno I', o funcional de
agao S correspondente ao resultado (3.35) possui a seguinte forma:

Ly
i * 1 .k . * . i * *
ﬁS(zf,zi;tf,ti) = ﬁ/L(z 2, 2%z t)dt + ﬁf(zf,z(tf),z (t:), zi), (3.36a)
t;
i, . 1[0f(z%2) ., Of(25,2). i .
hL(Z V2 2% zt) = 5 [ s Ey— hH(z ,Z), (3.36D)
ﬁF(Zf,Z(tf), 2 (), zi) = §f(zf,z(tf)) + §f(z (t:), zi)- (3.36¢)

Observe que, diferentemente da defini¢ao apresentada na segao anterior pelas equagoes (3.6),
nao empregamos a notacao (3.33) nas identidades (3.36), pois a duplica¢ao do espago de fase
nao ¢ estritamente necesséaria para a avaliagao do propagador quéantico dentro da aproximacao
com trajetorias continuas.

A principio, a integral de caminho (3.19) é constituida por trajetorias puramente geométri-
cas, sujeitas apenas as condigoes de contorno (3.16). De maneira distinta, as trajetorias clas-
sicas devem respeitar adicionalmente as equagoes de movimento (3.31) e, consequentemente,
precisam residir em um espago de fase ampliado. Portanto, a duplicacao dos graus de liber-
dade classicos torna-se indispensavel para o calculo do propagador somente com a realizacao
da aproximagao semiclassica, devido a expansao do funcional de acao em torno de seus valores
extremos.

Empregando a identidade (3.35), obtemos o limite temporal continuo do propagador (3.19):

K(z}, zi5ty,t) = /D,u(z*,z) exp {%S(Z;,Zi;tﬁti) + A (2}, 21) | (3.37)

o qual descrevemos como uma integral sobre a seguinte medida de caminho:

M-1
Du(z*,z) = ]\/1[1£>noo ]1;[1 dup(2?, 27). (3.38)

Observe que a expressao (3.37) possui notacgao diferenciada, uma vez que este resultado
geralmente representa uma aproximacao para o propagador quantico, na qual assumimos que
as trajetorias descontinuas sobre o espaco de fase possuem contribuicao irrelevante ao calculo
da integral de caminho.

"Note que o subindice d é utilizado para indicar os funcionais definidos sobre trajetorias temporalmente
discretizadas. Evidentemente, o limite de tempo continuo destes funcionais é simbolizado com a omissao do
subindice d.
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Entretanto, em algumas situacoes de interesse, a quantidade K demonstra correspondéncia
exata com a definigao (3.1). Em particular, no caso dos estados coerentes canonicos, as equagoes
(3.21-3.23) e (3.26-3.28) nao constituem relagdes aproximadas, de forma que os propagadores
(3.19) e (3.37) permanecem equivalentes.

3.2.2 Primeira Variacao do Funcional de Acao

Nesta subsecao deduziremos uma série de identidades tuteis relacionadas ao funcional de
acao. Além disto, tendo em vista os nossos desenvolvimentos futuros, utilizaremos aqui a
notagao (3.33), adequada ao espaco de fase duplicado. Resultados analogos para o espago de
fase simples'!! constituem casos particulares das expressoes apresentadas a seguir, pois podemos
recuperé-los sob a restri¢ao z(t) = z*(t).

O funcional de acao S, a Lagrangiana L e o termo de contorno I' estao definidos, em notacao
apropriada ao espaco de fase duplicado, pelas equagoes (3.6). Semelhantemente, a continuacao
analitica para a Hamiltoniana classica efetiva H esta descrita, em termos do operador Hamil-
toniano H, pela identidade (3.4).

Com o intuito de calcular a primeira variacao do funcional S, incluindo pequenos deslo-
camentos no intervalo de tempo e nas extremidades da trajetoria, introduzimos as seguintes
quantidades:

Z = zZ(t; + 0t;) = Z(t;) + z(t;)0t;, (3.39b)
2= Z(tf + (5tf) ~ Z(tf> + Z(tf)5tf, (3396)
7= Z(ty + 0ty) = Z(ty) + é(tf)étf, (3.39d)
cujos desvios de primeira ordem sao dados por:
62" = 0z(t;) + 2(t;)0t;, (3.40a)
6z = 0z(t;) + Z(t;)ot;, (3.40Db)
62" = 5Z(tf) + z"(tf)étf, (3.40C)
62" = 6z(ty) + z(ty)oty. (3.40d)

Aplicando as defini¢oes anteriores, escrevemos uma formulagao geral para a primeira varia-

HEmpregamos o termo “espaco de fase simples” em contrapartida & definicdo do espaco duplicado. Deste
modo, procuramos evitar possiveis ambiguidades nas referéncias ao espago de fase usual, no qual a duplicagao
dos graus de liberdade esta ausente.
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¢ao do funcional de agao:

08 = / {—52 + —5z 8—L5z + a—éz} dt + LI, oty — L|,, ot;

0% 0
or’ , ar or y a __,
+ 8z(ti)5z + 82(1%1)52 + 5 (tf)éz + —82(tf)5z
ty
B oL (3.41)
{55 (&) oo+ (5 - 5 () oo
t;
oL 1% [oL
+ L’tf (Stf — thl (Stl + |i£(52:| } {552} .
or o ., or or

57 + 0z + 57" + 67",

Tam” TaEm” Ty’ T oz

Agora, utilizando explicitamente a expressdo (3.6b), calculamos as primeiras derivadas da
Lagrangiana:

0L 10%f(5,2),  10%(52),  10M(52)

Loz 2 0207 5 02 0r (3.42a)
%?)ﬁ ;azgﬁ ;- ;825;;(@2 ): - %aHéz, 2)7 (3.42b)
%% - _%%7 (3.42¢)
%% N %%' (3.42d)

Por completeza, exibimos também as derivadas temporais necessarias na construcao de 6.S:

id (OL\  1[0f(Z2). 6 0°f(Z,2).
nat (_az')__i[ s ST oz ] (3.432)
id (OL\ 1[0f(z,2). K 0°f(Z,2).
wai (92) =3 | amo 2t ] (3.430)

Entao, empregando a identidade (3.6), obtemos as primeiras derivadas do termo de contorno:
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i ar 1Of(2(t:), 2(t:))
RoaE) = 2 5 0e) : (3.44a)
i o 10f(z(t), 2(t)
R L e (3.44b)
i or 10f(z(ty), 2(ty))
hoeE) = 2 8Zf(tf) 1) (3.44c¢)
ioor _10f(z(ty) 2(ty) (3.44d)

Substituindo os resultados (3.42)-(3.44) na equagao (3.41), reescrevemos a varia¢ao do fun-
cional de agao:

%55 :/ { {g(z, 2)Z — %%} 6z + {—gT(z, 2)% — %%} (5z} dt

0f(2(ty), 2(ts)) s (3.45)

i Of (2(t:), 2(t:)) <,
+ ﬁH(Z(ti>: z(t:))0t; + 0=(t:) 0z

Sob as restrigdes 6z(t;) = 02(t;) = 0 e 6ty = 6t; = 0, correspondentes a condicoes de
contorno e intervalo de tempo fixos, a identidade S = 0 resulta novamente nas equacoes de
movimento (3.31), mas em notagao adequada ao espago de fase duplicado. Como esperado, as
trajetorias classicas sao identificadas como os extremos do funcional de acao.

O funcional S, quando calculado sobre uma trajetéria extrema, recebe a denominacao de
agao cldssica. Neste caso, a integral constituinte da expressao (3.45) torna-se identicamente
nula, possibilitando-nos encontrar as seguintes derivadas parciais:

PO = (), 2(0), (3.460)
For — M) H0) (3.46b)
%agéf) - af(gég&}j(tf))' (346
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As segundas derivadas da acao classica em relacao aos extremos da trajetoria decorrem
imediatamente dos resultados anteriores:

Lo P SIS
%az@f;gz(ti) B a?ﬁ;f;‘é;iij;” (éf)) (8.47b)
%az(t?;;z(tf) - azgz((i%;( ))) ((ffi (3.47¢)
e e e ot (3t

De acordo com estas tltimas identidades, os blocos da matriz T, definidos no apéndice A,
estao diretamente relacionados com as derivadas duplas da agao cléssica.

3.2.3 Aproximacao Semiclassica

A aproximagao semiclassica ao propagador consiste basicamente em expandir o funcional de
acao, para condicoes de contorno e intervalo de propagacao fixos, até segunda ordem em torno
de uma trajetoéria classical':

S~ S.+ %6250, §S. = 0. (3.48)

A decomposicao anterior corresponde & aplicacao do método do ponto de sela" ao calculo de
uma integral de caminho. Espera-se que este método assintético produza resultados satisfatorios
para valores suficientemente elevados do expoente no integrando do propagador (3.37), ou seja,
para |S| > h.

Como discutido na subsegao (3.2.1), a existéncia de uma soluc¢ao para as equagoes classicas
de movimento sob condi¢oes de contorno esta subordinada a duplicacao do niimero de graus
de liberdade. Portanto, precisamos estender a definigao (3.37) ao espago de fase duplicado, de
maneira a incluir a trajetoria classica na integral de caminho. Entao, como preparacao para
a expansao (3.48), reescrevemos o limite continuo do propagador quantico de acordo com a
notagao (3.33):

f((z;‘c,zi;tf,ti) = /D,u(z,z) exp {%S(z;,zi;tf,ti) + A(2}, 21) | - (3.49)

Note que a modificagao mais evidente na equagao anterior, em comparagao com a expressao

(O subindice ¢ € utilizado para indicar os funcionais calculados sobre uma trajetoria classica. No entanto,
para simplificar a notagao, omitiremos o subindice ¢ sempre que sua auséncia nao provocar ambiguidades.

35



(3.37), esta presente na medida de caminho:

M-1
— _ . _] ]
Dp(z,2) = lim_ H1 dp(#', ), (3.50a)
‘7:
,. a1 dzide]
dp(#, 27) = k(1) det [g(7, 27)] g o (3.50b)

A inser¢ao da notacao (3.33) na identidade (3.50b) indica implicitamente que, para cada
valor de j e k, o dominio de integragao foi transferido do plano complexo para uma superficie
bidimensional no espaco duplicado, a qual contém um tnico ponto da trajetoria classica. Esta
deformagao do dominio de integracao somente é permitida se o integrando do propagador
representar uma fungao analitica de Zi e zi na regiao entre as duas superficies consideradas.

Objetivando o célculo da segunda variacao 625, introduzimos novas variaveis para a integral
de caminho:

n(t) = z(t) — z.(t), (3.51a)
n(t) = z(t) — Z(1). (3.51b)

As fungoes z.(t) e z.(t) denotam uma solugdo das equagdes de movimento (3.3) sob as
condigbes de contorno (3.5). Consequentemente, as quantidades 7(t) e n(t) correspondem a
desvios em relacao a trajetoria classica. Sob a transformagao de variaveis anterior, as condig¢oes
de contorno adquirem a seguinte forma:

n(t:) =0, (3.52a)
Ats) = 0. (3.52b)

Substituindo a decomposi¢ao (3.48) no propagador (3.49) e realizando a transformagcao
(3.51) sobre as variaveis de integracao, obtemos a expressao inicial para o propagador semiclds-
810

KSC(Z;v 2 tf7 ti) = Z exp |:%SC(Z}7 245 tfa ti) + A(2;7 Zz):| /DM(% 77) eﬁ#sc‘ (35?))

traj.

Como discutido anteriormente, as equagoes de movimento (3.3), quando sujeitas a condi¢oes
de contorno, podem resultar em multiplas solu¢oes. Por este motivo, de acordo com a prescri¢ao
usual do método do ponto de sela, introduzimos no propagador semiclassico um sinal somatorio,
que implica na adicao das contribuicoes resultantes de cada trajetoria cléssica especificada pelas
identidades (3.5).

Aplicando a transformacao (3.51) sobre as equagoes (3.50), escrevemos explicitamente o
elemento de integracgao correspondente ao propagador (3.53):

M-1 d

_ . i g dﬁidni
Dya(n, 1) ~ lim_ s()det [g(z1 D) [ [ =" ¢ (3.54)

Jj=1
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Observe que o determinante da métrica é calculado diretamente sobre a trajetoria classica.
Esta aproximacao também esta prevista no método do ponto de sela, sob a hipotese que a
funcao det [g(27,27)] varia lentamente na regiao do dominio de integracao com contribuigao

mais relevante do integrando.

Como consequéncia do resultado (3.54), o célculo do propagador semiclassico se resume a
avaliacao de uma integral de caminho Gaussiana, a qual designamos por propagador reduzido:

Kieq = /Du(ﬁan) exXp [2h5251

(3.55)

Empregando a defini¢ao (3.6a), obtemos uma expressao geral para a segunda variagao da

acao em torno da trajetoria classica:

O*L 0*L

2
08 = /dt{827]4—27)88n+n82n+2n88n+2naa

ty

0*L 0*L

(3.56)

Nesta tltima equacao, durante a passagem para a segunda igualdade, assumimos que a
Lagrangiana possui as seguintes propriedades de simetria funcional:

’L  [PL]" L
0207  |0:20%]  9:02 (3.572)
RL  [eL" oL
0z0z  |0z0z| 020z (3:57)

Objetivando o calculo explicito da expressao (3.56), utilizamos a equagao (3.6b) na obtengao
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das segundas derivadas da Lagrangiana:

T TS
2o P, oa) s,
1P o] e
ey
i0L _ 19/(z2) (3.58h)

hoz0: 2 020z

Observe que, de acordo com as identidades (3.58¢) e (3.58f), as suposigoes (3.57) sdo ver-
dadeiras. Por completeza, exibimos também as derivadas temporais necessarias na avaliacao

de §28:
(28 () [P () [P

(@) e

Em seguida, empregando a definigao (3.6¢), calculamos as segundas derivadas do termo de
contorno:

i T 18f(2(ty), 2(ty))
hoxty)? 2 9x(tp)r .
i T 19%f(2(t), 2(k) (3.60b)

Entao, substituindo as equagoes (3.58)-(3.60) na expressao (3.56), reescrevemos concisa-
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mente a segunda variagao da agao:

i

ty
075 = /dt (n9(z, 2)i — 19" (2, 2)7 + nAn + 2nB7j + 7C7) . (3.61)
ti

As matrizes A, B e ', apresentadas na identidade anterior, possuem as seguintes descrigoes:

R
TR 1022 dt \ 0202

O a4 1327{(2, 2)

= & [g<z7 Z)Z] 5 822 (362&)
i 0 OH(Z, z
— - 39 e T
i 0L
T 0207
_1/.0 0 i 0?H(z, 2)
—5(%—%)9(’ ) az0z o
. . 3.62
i 0 OH(z, z
— - 25 et T2
i (0 OH(z, 2) _
~ 55 {& {fT( 72)7}} (2, 2),
i [9°L  d [ &L
“=% {a— T @ (azazﬂ
_ % 7 (2, 2)3] %% (3.62¢)

— - g [ D
Z 0z

Note que cada uma entre as matrizes A, B e C' recebeu trés formulagoes distintas, porém
completamente equivalentes. A primeira forma de cada matriz representa sua definicao funda-
mental, que decorre diretamente da identidade (3.56). A segunda representagao sera empregada
na proxima subsecao, durante a realizagao das integrais de caminho correspondentes ao propa-
gador reduzido. O ultimo formato apresentado para as matrizes demonstra-se bastante ttil
para calculos explicitos destas quantidades, considerando métrica e Hamiltoniana especificas.
A terceira prescri¢ao para B também sera utilizada na subsegao (3.2.6), no desenvolvimento da
expressao definitiva para o propagador semiclassico. Por fim, em referéncia somente & segunda
linha das equagoes (3.62a) e (3.62c), devemos ressaltar que as velocidades z e Z constituem
variaveis independentes de z e z com relacao a avaliacao de derivadas, em concordancia com o
carater funcional da Lagrangiana L.
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Empregando o resultado (3.61), reformulamos a expressao original do propagador reduzido:

ty

N 1 e o
Kredz/Du(n,'rz) exp §/dt [ng(z, 2)ij — g" (2, )1 + nAn + 2nBi +7Cq] p . (3.63)

t;

Neste momento, torna-se conveniente uma segunda modificagao nas variaveis de integragao,
descrita pela seguinte transformagao linear:

v(t) = ©7(Z:(t), z(t))n(?), (3.64a)
7(t) = O(.(1), z(8)i(d), (3.64b)

na qual a matriz © esté relacionada formalmente com a continuagao analitica da métrica:
O(z,2) = g2 (2, 2). (3.65)

As condigoes de contorno para as novas variaveis decorrem imediatamente das equacoes

(3.52):
v(t;) =0, (3.664)
o(t;) = 0. (3.66D)

Aplicando as inversas das transformagoes (3.64) aos dois primeiros termos no expoente da
identidade (3.63), obtemos a seguinte expressao:

ngii — g’ n = (v — ov) + (OO — OO 1. (3.67)

Observe que, na equacao anterior, empregamos a relacao matricial %@_1 — —0 e
Note também que as matrizes ¢g(z, z) e O(Z, z) podem ser consideradas como fungoes de de-
pendéncia exclusiva no tempo, pois elas estao calculadas sobre a trajetoria classica. Eviden-
temente, este mesmo raciocinio se aplica a todas as outras quantidades envolvidas no calculo
da segunda variagao da ac¢ao. Entao, com o auxilio da identidade (3.67), redefinimos os outros
termos de 425 em funcao das novas variaveis de integracio:

nAn =v0tAO@ Y v = vAy, (3.68a)
. 1 .. 3
2nBi+v(0©7'0 — 00 "y = 2v l@—lBe—1 - 5(@—1@ — @@—1)] v = 2vBy, (3.68b)

iCi = (O H'Co v =vlw. (3.68¢)

Inserindo os resultados (3.67) e (3.68) na equacao (3.61), reescrevemos a segunda variagao
da acao cléssica:
ty
%525 = / dt [(uf/ — b)) + vAv + 2080 + vCp| . (3.69)

t;
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Como consequéncia da transformagao (3.64), o elemento de integragao (3.54) adquire a
seguinte forma:

Du(v,v) = lim k(1)
(3.70)

M*l o .
. dor?dy?
~ lim

M—co e (27T1)d ’

Note que, na segunda linha desta ultima equagao, realizamos a aproximacao

r(l)

de maneira a evitar a divergéncia (k(l) > 1) ou o cancelamento (k(l) < 1) do propagador
reduzido devido ao produto infinito de fatores de normalizagao encontrado na medida de ca-
minho (3.70). Como discutido na subsegao 2.1.4, a constante () é especificada pelo mesmo
conjunto de indices [ que determina o espaco de Hilbert acessivel ao sistema fisico de interesse.
Em geral, esta colecao de indices é constituida por nimeros quanticos fundamentais, como mo-
mento angular, nimero de particulas e energia total. Portanto, a conjectura [ > 1, incorporada
na identidade (3.71), equivale a hipotese de elevados nimeros qudanticos. Esta suposi¢ao esta
em concordancia com o regime de aplicabilidade da aproximacao semiclassica, uma vez que a
condigao [ > 1 geralmente implica em |S| > h.

No caso dos estados coerentes canonicos, apresentados na subsecao 2.2.1, o fator x nao
depende de possiveis niimeros quanticos associados ao espaco B?. No entanto, de acordo com
a identidade (2.35), a conjectura (3.71) é exatamente satisfeita. Uma vez que o conjunto de
valores [ inexiste, a aproximacao semiclassica correspondente aos estados coerentes (2.31) nao
estd fundamentada de forma evidente na hipotese de elevados ntmeros quanticos. Por esta
razdo, torna-se bastante comum a utilizagdo nao-sistematica da justificativa |S| > h, o que
resulta em conclusoes mais vagas e menos rigorosas.

Por outro lado, conforme indicado pela equagao (2.50), os estados coerentes de spin satis-
fazem a suposigao (3.71) para elevados valores das amplitudes de momento angular. Portanto,
neste caso particular, espera-se que a aproximacao semiclassica demonstre maior éxito no regime
de “grandes spins”. Semelhantemente, os estados coerentes bosonicos de SU(n) exibem carac-
teristicas adequadas & dindmica semicléssica no regime de muitas particulas, como sugerido pela
identidade (2.64). Observe que, nestes dois ultimos exemplos, a hipotese de elevados ntimeros
quanticos possui um significado preciso, pois geralmente podemos analisar sistematicamente as
propriedades fundamentais do sistema de interesse em func¢ao dos parametros Ji e V.

A medida de caminho (3.70), apos realizada a aproximagcao (3.71), assume a mesma forma de
um elemento de integracao em um espaco plano, ou seja, o mesmo resultado seria obtido pronta-
mente da equacdo (3.54) para g(z,z) = 1. No entanto, a curvatura do espago de fase ainda
esta contida implicitamente na trajetoria classica e, consequentemente, na segunda variacao da
acao. Logo, as aproximacoes efetuadas sobre o propagador nao removem as propriedades ge-
omeétricas introduzidas pelos estados coerentes, embora a deducao apresentada neste trabalho
fundamente-se em reduzir o propagador semiclassico a sua forma algébrica especifica para o
espaco plano.

2, (3.71)
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Substituindo os resultados (3.69) e (3.70) na equacao (3.63), reobtemos o propagador re-
duzido no limite temporal continuo para o terceiro conjunto de varidveis de integragao:

ty

1 . ~ _ .
Kreqa = /DM(Z?, V) exp §/dt |:(I/l7 —vv)+vAv + 2vBr + 17017] . (3.72)

ti

A expressao anterior para K,..q é adequada a resolucao da integral de caminho Gaussiana
em termos de quantidades classicas bem determinadas. No entanto, a proxima etapa desta de-
ducao corresponde a uma digressao, na qual recorremos a discretizagao temporal do propagador
semiclassico.

3.2.4 Calculo do Propagador Reduzido

Objetivando o calculo da integral de caminho (3.72), reescrevemos o propagador reduzido
(3.55) em sua forma temporalmente discretizada:

Kpeq = hm [H du(i?,n’ ] exp [ h(SQSd] , (3.73)

De acordo com a formula (3.54), a medida de integracdo em cada instante de tempo é
representada pela seguinte expressao:

dp(7,17) = k(1) det [g(Z7, 27)] H 47 dnk. (3.74)

27
k=1

Observe que as derivadas do expoente Sy, descrito pela equagao (3.23), sdo idénticas as
derivadas de S, pois estas duas quantidades diferem apenas pela constante de normalizacao
A(z}, 2;), conforme estabelecido pela defini¢ao (3.35). Logo, considerando somente os termos
de primeira ordem em ¢ nas identidades (3.28), obtemos as primeiras derivadas do funcional de
acao discretizado:

108 s o s i OH(ZH, 2

ﬁﬁ_zj ~ g(FH ) (FT - F) — ﬁ%g’ (3.75a)
108, o ) . i OH (57, 21

ﬁ_ﬁzj ~—g (7,7 N -2 - ﬁ—(aiﬂ' )5, (3.75Db)

nas quais utilizamos a notagao adequada ao espaco de fase duplicado. Entao, visando o céalculo
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da variagao §2S,, realizamos novas derivagdes sobre as expressoes (3.75):

%% ~ % [g(z+1, ) (1 — 29)] — %Wg — D, (3.76a)
P (CIRE) B CAL L EE (3.76b)
ko = ) = D (3760
LTS (@5 = D, (376)
As equagbes anteriores sdo validas somente para j = 1,2,..., (M —1). De maneira distinta,

as segundas derivadas restantes do funcional de acao discretizado estao restritas aos valores
j=12,...,(M—-2):

i 0%Sg 0 i1 0?H(Z7T, 29)

ﬁ@zjagj—i-l ~ 7+ [9(2j+1, zj>(§j+1 _ Ej)} th — _Dj,m’ (3.77&)
i 09, 0 » . ' i O2H(2H, ZJ)
homrion ~ aa 0 AT =) - e e = Dy (37TD)

Empregando as equagoes (3.76) e (3.77), escrevemos a segunda varia¢ao da agao em torno
de uma trajetoria classica:

. . M 1 2 2 2 2
12 :i ]an : an Jan —j _j an j
n TR 2 [” 07" T o ¥ e T s
M-—2
1 Si i, i PSa
Th L { dzomrl T g

= (3.78)

-1

=

(7’ Dj i’ + 7 Di 57 + 0/ D57 + i D; 1]

2
|
i1

T

—_ I:nJDj,mﬁ]—i_l + 77,]+1Dm7]17]:| ’
j=1

na qual introduzimos uma versao temporalmente discretizada da transformagao (3.51):
W=z -2, (3.79a)

W=z -7z, (3.79b)
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Com o objetivo de simplificar os célculos futuros, podemos eliminar os termos de ordem
superior a € na expressao (3.78). Neste intuito, introduzimos as seguintes identidades:

dg(Z T, )

Dy g(#,2) + =g (F7 = 7)), (3.80a)
09t Ry, .
Dj;mg"(#,2) + = Z = (T = ), (3.80b)

das quais decorrem novas aproximagoes, também validas somente em primeira ordem no inter-
valo infinitesimal e:

C 929 (il Lj
njD‘f'ﬁj + njD"iﬁj—H ~ njg(gj Zj)ﬁj + nj [iWe _ g(zj‘H Z]):| ﬁj"l‘l (3 81&)
JsJ Jiy+1 ) h 0207+ ’ ’ )
» S . o e [1O0PH(E Y o .
7 Ds 0’ + 17 Dy’ =gt (2,2 + 77 {;LWFJ — g (&, 27 P~ (3.81b)

Nestas tultimas equacgoes, assumimos que as trajetorias relevantes ao calculo da integral de
caminho (3.73) apresentam valores de |/ ™! —n?| e |’ — p?~!| linearmente proporcionais a & no
limite temporal continuo. Em outras palavras, empregamos novamente a hipotese de trajetorias
continuas, discutida detalhadamente na subsecao 3.2.1.

Note que as aproximagoes (3.81) estdo bem estabelecidas para os instantes de tempo j = 1
e j= (M —1), nos quais as quantidades D; ;4 e D, 77, respectivamente, nao se encontram
definidas pelas equagoes (3.77). Nestes casos, em concordancia com as condigoes de contorno
(3.52), podemos utilizar as identidades n° = 0 e 7™ = 0, de maneira que a ocorréncia de
grandezas indefinidas corresponda apenas ao acréscimo de termos identicamente nulos.

Com o proposito de simplificar a aplicacao dos resultados anteriores, torna-se conveniente
uma reformulacao da notagao:

D= =g(#,2), (3.82a)
L 2905l L o
! = lwg — g(gﬁrl, ). (3.82b)

WL R 9zidzitL
Em termos destas novas definigoes, reescrevemos a segunda variagao da acao em sua forma
temporalmente discretizada:

. M-—1 M—-2

1 ) ) . > ; s . s

e 2. [WJDM”] P Dy + 277JD;‘J”]] =2 WD (3.83)
=1 j=1

Agora, de maneira analoga a equacao (3.64), realizamos uma transformagao apropriada das
variaveis de integragao:

v = O (2, ) = O, (3.840)
v = 0L, ) = 0,7, (3.84b)
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na qual reintroduzimos a matriz ©(z7, 2/) = ¢2 (2, 2%), inicialmente definida pela identidade
(3.65). Semelhantemente ao resultado (3.70), a medida de integragao (3.74) assume a seguinte

forma:
d

du(?,v7) = H

k=1

—J 1,0
dv,dyy,

27

(3.85)

Observe que empregamos novamente a conjectura (3.71), intrinsecamente associada & apro-
ximagao semiclassica. Entao, aplicando a transformacao (3.84) a equagao (3.83), obtemos a
expressao final para a segunda variacao da acao discretizada:

. M—1 M—2
%éQSd ~ — Z |:le§j7jl/j + ﬂjD;JDj + 2Vj17j:| -2 Z Vjﬁj7jﬁ17j+l, (386)
j=1 j=1

na qual definimos as seguintes quantidades matriciais:

Dj;=0;'D;;(eN), (3.87a)

JsJ
D;==(00)"'D;50; ", (3.87D)

a -1y -1
Dj,j-i-l o ®j Dj,j+1@j+1’

(3.87¢)

Inserindo as identidades (3.85) e (3.86) no propagador reduzido (3.73), podemos escrever
uma forma geral para a integral Gaussiana correspondente a cada instante de tempo:

L:/%%%@B(Wuq@<§)+wfwnﬂ. (3.88)

A matriz G’ nao pode ser imediatamente determinada, pois seus elementos dependem ex-
plicitamente da integragdo no instante de tempo (j — 1). Ou seja, o carater dindmico do
propagador reduzido esta codificado em G7, cuja expressao especifica permanece indefinida,

exceto pelo seu valor inicial: 3
1 Dy 1
G =— : . (3.89)

1 Dy,
Diferentemente da matriz G7, o vetor V7 possui forma independente dos instantes de tempo
precedentes:
, 0
V]:—< ~ iy ) (3.90)
D5

A integral (3.88) pode ser resolvida sob a seguinte transformacao de variaveis:
i 7
6 -7 =1 i ) (391>
na qual 4/ representa um vetor constante. Empregando a equacdo anterior, reescrevemos
prontamente a identidade (3.88):
i4d 37 1

oo 1T o .
@:/@Ewmﬂaw@w+§w@w+§w@w—Qw@w+wwwqu. (3.92)
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Em seguida, objetivando a simplificacao do expoente no integrando, exigimos que os termos
lineares em (3’ se anulem identicamente:

1 1 o
57]@5] + EﬁJGWJ +i3V7 = 0. (3.93)

Desta maneira, observando que G“ representa uma matriz simétrica por construcao, deter-
minamos o valor da constante 7/ em cada instante de tempo:

o , 0
Gy = —iV? =1 ( ~ ) : 3.94
D ,myj+1 ( )
Com o auxilio deste ultimo resultado, obtemos uma nova formulagao para a integral (3.92):
i4d 3 1
I; = / e ﬁ) exp [——ﬁJGjﬁj + WJGJ } (3.95)
Utilizando novamente a equagao (3.94), encontramos a seguinte identidade:

VIGInT = — V(G LY

== (0 P Dl )@ (5 ) 39

Dj5ev

VJHDJTJH (G7)~ ]22D j+1V]+1

na qual supomos que a matriz G’ é invertivel. Empregando a equacao anterior juntamente com
a terceira hipotese fundamental descrita na subsecao 2.1.5, calculamos a integral Gaussiana
correspondente a um tnico instante de tempo no propagador reduzido:

id
Z; :/ 4 eXp {——5]035] VJ+1DJT]+1[(Gj)_1]22 ”HVJH}
(2 (3.97)

) N 1 - »
=i’ {det G’} exp{—§V]+1 HH[(G]) ]22Dj,j+1uj+1}.

Entao, realizando uma comparacao entre as identidades (3.86), (3.88) e (3.97), podemos
determinar uma relacao de recorréncia para as matrizes G7:

Gitl — _ ( DJ+1 T D ]+1[(Gj)*1]22Dj7m 1 > , (3.98)

1 Dji1,1

a qual possui validade para j = 1,2,..., (M —2). Observe que somente o bloco G{l é modificado
explicitamente pelos instantes de tempo anteriores. Portanto, podemos estabelecer uma forma

geral para GV: ' ‘ ,
: G GY G —1
G = 11 12 ) = ( 1 - ) , 3.99
( Gy Gy -1 —=Dj; ( )
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a qual esta definida para j = 1,2,...,(M — 1). Note também que um tnico bloco da matriz
inversa (GY)~! é relevante no calculo da integral (3.97). Logo, torna-se oportuna a aplica¢ao
da seguinte representagao formal:

i1 (G (G
@ = (G (@)
o o (3.100)
[ A=GRGH)TIGy, (L= GG
B ( (1 -GGy (1 =G, Gh,) G, )

Utilizando as identidades (3.99) e (3.100), podemos extrair toda a informagdo din&mica
contida na relac¢do de recorréncia (3.98):

Gt = —Djﬁ,jﬁ + DT (1 + Gﬁbj,j)_lG{le,j?' (3.101)

J,J+1

O particionamento em blocos da matriz G’ também possibilita uma descricao simplificada

de seu determinante: , ,
. Y e
det G7 = det ( G —G )

G Gy
1 D..
= (-1 ddet( - JJ )
=) -Gy 1 (3.102)

VR 1+ DG}, 0
=(-1) det( e 1

= (=1)*det(1 + Dj;G%,).
Consequentemente, podemos reescrever o resultado (3.97) apenas em funcao do bloco G7,:

- . 1—1 1 . - oL o ,
Ij = det(]l + Dij{I)] : exp |:§I/J+1Dj+1j(]l + G]HD]']')_lG]HD Vj+1:| . (3103)

Jj+1

De acordo com a identidade anterior, o propagador (3.73) é completamente determinado
pela solugao da equagao (3.101):

M-1 1
. ~ N
Kred = A/l[l_r)l’loo l_Il [det(]l + DijJH) . (3104)
]:
Observe que, no desenvolvimento desta ultima expressao, utilizamos a condicao de contorno
M = 0, correspondente & versdo discretizada da equagao (3.66b).

Como proximo passo na dedugao do propagador semiclassico, precisamos resolver a relagao
de recorréncia para o bloco G{l em funcao de quantidades classicas familiares. Para esta
finalidade, devemos realizar o limite temporal continuo de todos os elementos constituintes da
identidade (3.101). Primeiramente, empregando as equagoes (3.62a) e (3.62c), calculamos as
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formas continuas das defini¢oes (3.87a) e (3.87b):

9T . (5] i PRI )
-y {g(zﬁlﬂj)( )} +ﬁ (821'2 )}(@f) !

(0 . 10%H(z,2) } (3.105a)
_o-1) 9 o Ny 10 2Z) Ty-1
=0 { s [9(Z,2)z] + B 9.2 } (07)
— @—IA(@T)—I — _A’
- D; ) (=2 1 O0PH(Z7, 277
i _ T\-1 T (5 i1 A T S SN N © Y
iy == = Hm (0;) {8zj [9 (277 ) ]+h §77° }@J
[0 . 1O0PH(z,2)) o (3.105b)
_ ™-1) ~ 1., T e S e 1
O { L G+ e

=— (") cet =-C.

e—0 € e—0 J

D. -
lim =22 = lim @._1{
€

Devido a relativa complexidade na execugao do limite continuo para a identidade (3.87¢),
reescrevemos esta expressao de maneira menos concisa:

iWH@“ﬁ%]

= @j—l {_g(zf'“, )+~ @j_+11- (3.106)

h  0z10zi+1

Em seguida, conservando somente os termos de primeira ordem em e, estabelecemos a
seguinte relacao matricial:

Q51 = 0712, D)g(F, )07 (7, )

~ 1+ { [(zj - Zj+1)azj+1] o'z, Zj)} g(F*, )0 (FH, ) (3.107)

+ O H(FH g (T 2T) { [(zj+1 - zj)%] e (&t zj)} .

A partir desta tltima equacao, obtemos o limite temporal continuo associado a quantidade

auxiliar 2 JE

1 , (3.108)
- 5@_1(2, z) [<z£ — 8z) g(z, z)} 071(z,2)
+ % [@—1(2, 2)6(z, 2) — O(z,2)07 (3, z)]

Na passagem para a segunda igualdade do resultado anterior, realizamos diversas mani-
pulagoes algébricas sobre as derivadas das matrizes O(Z, z) e g(Z, z). Utilizando a identidade
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(3.108), em comparacao com as defini¢oes (3.62b) e (3.68b), encontramos a forma continua
para a expressao (3.106):

D 1 2 Q. ——1
limM @—1(2 )IM@ 1(5,2’)—1im( G.j+1 )

= —B. 3.109
e—0 € h 020z e—0 € ( )

O comportamento linear em ¢ da rela¢ao de recorréncia (3.101) decorre diretamente das
equagoes (3.105) e (3.109):

G = Gu(ty) + Gulty)e

~ Clty)e + 1 — BT()e)[L — Gur(t)Alty)e] 7 Cuilt)[~1 — Blty)e]

~ Ot)e + [1+ B ()€1 + Gua(t) At)e) G (1) [1 + B(t,)e]

~ Gilt) + |C(t) + B (4)Gn (1) + Gult) At)Gu ty) + G () B(t;) | =

(3.110)

2

L

Portanto, sob a aplica¢do do limite temporal continuo, o bloco G1;(t) torna-se solucdo de
uma equagao de diferencial de primeira ordem:

G (t) = C(t) + BT ()G11(t) + Gui () A(1)G11(t) + Gi (1) B(t), (3.111)
cuja condigao inicial resulta da identidade (3.89) calculada para e nulo:
Gi(t;) = 0. (3.112)

Empregando novamente a expressao (3.105a), reescrevemos o propagador reduzido (3.104)
em sua forma continua:

1 M! M-1
1 - .
In Kpeq = lim —- Z In [det(t + Dy;GYy)| = tim — 3" tr [In(1 + Dy, G))
7=1
t (3.113)
~ Jim Z ulD3,61,) = 5 [ wlA)G ().

Com o objetivo de estabelecer uma conexao entre os resultados anteriores e a aparente
digressao apresentada na proxima subsecao, introduzimos trés transformacgoes sucessivas sobre
a equagao (3.111):

F(t) = —A(t)Gua(t), (3.114a)
XXt =UH ) FOU®), (3.114b)
Y () = U)X (). (3.114c)



As matrizes F(t), X(t) e Y(t) simbolizam as novas variaveis dinamicas, ao passo que U (t)
representa a exponencial temporalmente ordenada de uma funcao classica predeterminada:

Ult) = Texp | — / B(t)dr | | (3.115)

t;
Como consequéncia desta tltima definigao, a quantidade U (t) satisfaz a seguinte identidade:
U(t) = —B(t)U(1). (3.116)

Primeiramente, utilizando a transformacao (3.114a), reformulamos a equagao diferencial
(3.111) em termos da matriz F(t):

F=—AGy, — AGy,
L o o (3.117)
= F? 4+ (AA'+ ABTAYF + FB — AC.

Em seguida, com o auxilio das identidades (3.114b) e (3.116), realizamos uma segunda
substituicao das variaveis dinamicas:

UX = (AA~' + ABTA™' + BYUX — ACUX. (3.118)

Por fim, empregando a expressao (3.114c), reescrevemos a equagao anterior em fungao de

Y (¢):

Y = (ABTA' ¢ AA' — B)Y + (ABTA'B — AC + AA'B - B)Y. (3.119)

De forma consistente com o resultado (3.112) e as transformagoes (3.114), obtemos as con-
digoes iniciais correspondentes aos novos conjuntos de variaveis:

F(t;) =0, (3.120a)
X(t;) =0, X(t;) =1, (3.120b)
Y(t;) = —B(t;), Y(t;) = 1. (3.120c)

Note que, devido & introdugao da variavel matricial X (¢), a equagao diferencial original
adquire derivadas temporais de segunda ordem. A principio, esta transformagcao provoca uma
indeterminacao, pois ocorre uma duplicagao no niimero de condigoes iniciais necessarias para
a especificacao univoca de uma solugao. Esta complicagao é apropriadamente eliminada pela
escolha do valor inicial X (¢;) = 1, o qual possibilita uma comparacao direta entre a identidade
(3.120c) e os resultados posteriores desta segao.
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Apenas como uma preparacao para os proximos estigios da presente deducao, realizamos
as transformagoes (3.114) sobre a expressao (3.113):

ty ly

InK,eq = — %/dt tr F(t) = —%/dt tr [X(t)X‘l(t)}

=~ S X(t)] = — In {det X(1,))

1 o (3.121)
:—iln det | T exp /dtB(t) det Y(ty)
t;
ty
1 .
=In < exp —§/dt tr B(t) [detY(tf)]_%

t;

3.2.5 Equagao de Jacobi

Na subsecgao anterior, calculamos explicitamente a integral de caminho correspondente ao
propagador reduzido no limite de tempo continuo. Contudo, a determinacao completa de K,.4
encontra-se subordinada a resolugao de uma equagao diferencial de segunda ordem, cujas vari-
aveis dinamicas ainda nao possuem relacao evidente com quantidades classicas usuais. Entao,
com o intuito de estabelecer uma interpretacao fisica para a matriz Y'(t), recorremos a uma
pequena digressao acerca da equacao de Jacobi.

A segunda varia¢ao da agdo, no formato apresentado pela equagao (3.69), constitui um
funcional sobre a trajetoria descrita pelas variaveis v(t) e v(t). Com o proposito de introduzir
uma notacao adequada & manipulacao de §2S, definimos a seguinte funcao Lagrangiana:

L(0,v,v,v;t) = (v — i) + vAv + 20 B0 + vCp. (3.122)

Analogamente as variaveis 7(t) e n(t), podemos interpretar v(t) e v(t) como desvios em
relacao a trajetoria classica. Embora os valores destas quantidades sejam completamente arbi-
trarios durante a avaliagao da integral de caminho (3.72), deve existir um conjunto de solugoes
particulares que extremizam a segunda variacao da agao. Objetivando a identificacao das tra-
jetorias extremas, calculamos a primeira variacao de §2S:

ty
i) = [ (25, o 052 0L 55 9Ly
hé[é S]—/ [ayéu+ 8D5y+ 8175”+ 855'/ dt

t;
ty

L -2

123

tr ty
+ P_%y] + P—%p] |
ov " [



Como esperado, igualando esta tltima expressao a zero, obtemos as equagoes de Euler-
Lagrange:

oL d (oL
v dt (aﬁ) =0 (3.1242)
oL d (oL

No entanto, para que as identidades anteriores sejam verdadeiras, devemos supor as seguintes
restrigoes sobre a Lagrangiana:

oL

E(tf) =0, (3.125a)
Z—?(t» —0. (3.125D)

Observe que, de acordo com as condi¢oes de contorno (3.66) e a definicao (3.122), a funcao
L satisfaz rigorosamente as equagoes (3.125).

De maneira analoga aos resultados da subsegao 3.2.2, a validade das identidades (3.124)
também esta sujeita a imposicao de condi¢oes temporais mistas sobre as variagoes da trajetoria
extrema:

dv(t;) =0, (3.126a)
5o(ts) = 0. (3.126b)

Substituindo a expressao (3.122) nas equagoes de Euler-Lagrange, obtemos as equagoes de
movimento correspondentes as variaveis dinamicas v(t) e v(t):

v=BTv+Cp, (3.127a)
v =—Av — B (3.127b)

Note que, nas identidades anteriores, nao introduzimos qualquer notacao especifica para
as trajetorias extremas do funcional 62S. Entretanto, sobretudo nos calculos referentes as
subsegoes 3.2.3 e 3.2.4, devemos lembrar que os vetores (t) e v(t) simbolizam variaveis de inte-
gragao, cujos valores sao arbitrarios dentro de seus respectivos dominios. Portanto, as solugoes
das equagbes de movimento (3.127), estabelecidas somente no contexto da atual digressao,
representam valores particulares para os desvios em torno de uma trajetoria classica.

Durante o calculo das equagoes (3.127), utilizamos as seguintes propriedades:

AT = 4, (3.128a)

C«T

I
il

(3.128b)



as quais decorrem imediatamente das defini¢oes (3.68a) e (3.68c), uma vez que as relagdes
AT = A e O = (C sao igualmente vélidas, de acordo com as identidades (3.57), (3.62a) e
(3.62¢).

A extremizacao do funcional 625 possui correspondéncia exata com a linearizacao das equa-
¢oes de movimento (3.3), uma vez que ambos procedimentos fornecem solugoes totalmente
equivalentes, as quais designamos por desvios cldssicos. Consequentemente, as identidades
(3.127) estao em completa analogia com as defini¢oes iniciais do apéndice A, exceto por uma
evidente transformacao de variaveis. A fim de reforcar a semelhanca entre estes resultados
aparentemente distintos, reescrevemos as equagoes diferenciais para v(t) e v(t) em notagdo

matricial: ( 58 ) ) ( _Bjx((?) —éf;?f) ) < ;g; ) , (3.129)

Em seguida, de forma similar a identidade (A.2), estabelecemos uma relagao entre os desvios
classicos nos extremos do intervalo de propagacao:

v(ty) > ( M (ty,t;) Mio(ty,t;) ) ( v(t;) ) J < v(t;) >
_ = ~ ~ _ = M(ty,t; _ . 3.130
( v(ty) Moy (ty,t;) Mao(ty, t;) v(t;) (t,4) v(t:) ( )
Agora, considerando ¢t = ¢, substituimos a expressao anterior em ambos os lados da equacao
(3.129):

]\211(75,12) M12(t,ti) . B:C(t) Cl(t) ]\:411(157150 ]\:412(157751‘)
< M?l(t,ti) M22(tvti) ) - < —A(t) —B(t) ) ( Moy (t,t;)  May(t,t;) ) : (3.131)

A condicdo inicial para a matriz M decorre diretamente da definicao (3.130):

M(t;, t;) = 1. (3.132)

Observe que o sistema de equagdes diferenciais (3.131) acopla os blocos de Ml somente aos
pares. Entao, com a intencao de destacar as quantidades relevantes ao célculo do propagador
semiclassico, reescrevemos as relagoes entre My e Mao:

]\212 = BTMU + CN’MQQ, (3.133&)
Moy = — ANy — BN, (3.133b)

Manipulando as expressoes anteriores, podemos isolar a evolucao de My, em uma tnica
equacao diferencial de segunda ordem:

My = (AB"A + AA = B) My + (ABTA'B ~ AC+ AA'B = B) M, (3.134)

a qual recebe a denominagao usual de equagdo de Jacobi. Com o auxilio das identidades (3.132)
e (3.133), encontramos as condigdes iniciais correspondentes ao resultado (3.134):

Moy(ts t;) =1, (3.135a)
]\222(751',751’) = —B(t,). (3.135Db)
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Note que a equacio de movimento e as condi¢oes iniciais referentes ao bloco My, sio exata-
mente idénticas as expressoes (3.119) e (3.120c), as quais determinam a evolugao temporal da
matriz Y (¢). Visto que os dois conjuntos de variéveis dindmicas possuem a mesma dimensao,
concluimos imediatamente que:

Y(t) = My(t, t;). (3.136)

Portanto, conforme a proposta inicial desta subsecao, estabelecemos uma conexao entre a
solugao explicita do propagador reduzido e uma grandeza cléssica de preciso significado fisico.

3.2.6 Resultado

De acordo com as equagoes (3.64), as quantidades v(t) e v(t) estao relacionadas as variagoes
7(t) e n(t) por uma simples transformacao linear. Consequentemente, em comparagao com as
identidades (3.51), podemos definir novas variaveis dindmicas o(t) e v(¢) com as seguintes
propriedades:

v(t) = v(t) — v.(t), (3.137a)
v(t) =o(t) — v.(t). (3.137Db)

Observe que os vetores 7.(t) e v.(t), utilizados como referéncia para os deslocamentos v(t)
e v(t), constituem uma descri¢ao alternativa da trajetoria classica.

Uma vez que as equagoes classicas de movimento para 9(t) e v(t) permanecem desconhecidas,
precisamos reescrever estas quantidades em termos das variaveis originais z(¢) e z(t). Entao,
substituindo as expressoes (3.51) e (3.137) nas equagoes (3.64), obtemos a relagao entre as duas
parametrizacoes do espaco de fase duplicado:

v(t) = 0T (t)2(t), (3.138a)
o(t) = O(t)z(1). (3.138Db)
Com o objetivo de aplicar a transformagao anterior sobre o resultado (3.136), analogamente a

identidade (A.2), representamos os blocos da matriz M na forma de derivadas entre os extremos
da trajetoria classica:

Qu(ty) Ou(ty)
M(t;, t;) = av(ti)) av(m) (3.139)

Note que, nesta tiltima equacao, omitimos novamente um possivel acréscimo de notacao para
indicar as fungoes calculadas sobre a trajetoria classica. Como sugerido pelas expressoes (3.138)
e (3.139), podemos identificar os valores iniciais Z(¢;) e z(t;) como as variaveis independentes
associadas aos elementos da matriz M. Contudo, devido as condigdes de contorno (3.5), todas
as grandezas constituintes do propagador semiclassico devem possuir dependéncia funcional
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explicita em Z(tf) e z(t;). Por esta razao, de maneira semelhante & equagdo (A.5), torna-se
apropriada a definicao de uma segunda matriz de acoplamento entre desvios cléssicos:

du(ty) Ou(ty)

N BT

(¢, t,) R (3.140)
ov(ty)  Ou(t:)

Exceto por uma evidente mudanca de notacgao, as relagoes entre as matrizes M(tf,t,;) e
']T(t 7, t;) encontram-se descritas pelas equacoes (A.8). Consequentemente, podemos estabelecer
a seguinte identidade:

dv(t;) } -

dv(ty)

Inserindo sucessivamente os resultados (3.136) e (3.141) na expressao (3.121), obtemos a
solugdo formal para a integral de caminho (3.72):

Kmd:{det lggé:;))}}éexp —% / dt tr B(t)| . (3.142)

i

Neste momento, podemos efetuar as tltimas simplificagoes significativas sobre os fatores de
K, cq. Primeiramente, empregando as transformagcoes (3.138), redefinimos o bloco Ty (tf,%;) em
funcao do conjunto original de variaveis dinamicas:

0v(t;) _ 0u(t;) 0z(t;) 0z(ty) _
ou(ty)  0z(t;) 0Z(ty) Ov(ty)

9z ()
0z(ty)

O(t;) O !(ty). (3.143)

Em seguida, substituindo a defini¢ao (3.65) na identidade anterior, reescrevemos o determi-
nante correspondente ao primeiro fator do propagador reduzido:

[ [l

Agora, considerando a equagao (3.68b), realizamos algumas manipulagoes sobre o trago da
quantidade B(t):

tr[B(t)]=tr [0~ (t)B(t)O~ (t)]
=tr[{(t)B(t)].

Entéao, utilizando a expressao (3.62b), obtemos diferentes descri¢oes para o integrando no
segundo fator do propagador (3.142):

(3.145)

sz 8] = - oo { o etz 0G| + o [ 0 5] |
1 {az 02} 1

r 82 02 = 5 tr [Rn(t) — Rgg(t)] .

(3.146)
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Na segunda linha desta ultima equagao, introduzimos os blocos da matriz R(¢), definidos no
apéndice A. Aplicando as simplifica¢oes (3.144-3.146) sobre a identidade (3.142), encontramos
a expressao final para o propagador reduzido:

Ko, — { {det_g(f)] : det {az(“)} }é exp l]ftr (Ras(t) — Ru(t)] dt b . (3.147)

det g(tf) 82(tf)

=~

t;

Por fim, de acordo com a defini¢do (3.55), a simples substitui¢do do resultado anterior sobre
a equagao (3.53) fornece precisamente o propagador semiclassico no formato apresentado pela
identidade (3.2). Deste modo, concluimos a demonstragao de todas as formulas exibidas no
inicio do presente capitulo.
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Capitulo 4

Representacoes a Valores Iniciais

Considerando o regime de validade de suas aproximacoes, o propagador semiclassico consti-
tui uma ferramenta importante no estudo de sistemas quanticos. A possibilidade de investigar
as primeiras correcoes quanticas a um modelo fisico por intermédio de uma prescricao pu-
ramente classica representa uma evidente vantagem, uma vez que a avaliacao de grandezas
classicas possui custo computacional geralmente inferior ao calculo analogo para quantidades
quanticas.

No entanto, a aplicagao direta da formula (3.2) apresenta uma série de dificuldades préaticas.
Primeiramente, as trajetorias constituintes do propagador semiclassico sao determinadas por
condigoes de contorno. Particularmente em sistemas nao-lineares, a busca por estas solugoes
especificas representa um problema bastante complicado, sobretudo quando comparado a reso-
lucao analitica ou numérica das equagoes classicas de movimento sob valores iniciais.

O segundo obstaculo para a utilizagao imediata dos resultados do capitulo anterior decorre
do aparecimento de pontos focais, os quais sao responsaveis por divergéncias na aproximacao
semiclassica. Por definicao, um ponto focal equivale a um cruzamento entre as projecoes das
trajetorias classicas em um subespago particular do espaco de fase completo. De acordo com
as identidades (A.5) e (A.8c), podemos reescrever o pré-fator (3.9) como uma fungao explicita
de um tnico bloco da matriz tangente:

. B det g(2(t;), 2(t;)) |2 1 :
C(Zf’z“tf’“)‘Hdetg@(tn,z(tn) det[Mm(tf,ti)J} | oy

Portanto, o propagador semiclassico possui valores indeterminados para det[Maq(ty,t;)] = 0,
o que corresponde a um ponto focal no subespaco gerado pelas variaveis Z.

A principio, a duplicacdo do espaco de fase também constitui uma complicacao intrinseca
ao calculo da expressdo (3.2), pois a substitui¢io de quantidades classicas usuais por suas
continuagoes analiticas implica diretamente em uma maior exigéncia de recursos algébricos e
computacionais. Ademais, o espaco de fase ampliado possibilita a ocorréncia de trajetdrias
espurias’ ", as quais resultam em contribuicoes fisicamente improéprias ao propagador semi-
classico, embora representem solugoes corretas para as equagoes classicas de movimento (3.3)
sob as condigoes de contorno (3.5).
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A fim de solucionar os problemas recorrentes na propagacao semiclassica, diversas estraté-
gias foram propostas nas tltimas décadas. Dentre elas, destacamos os trabalhos seminais de
Miller %" o propagador de Herman-Kluk %" e as aproximacoes de Heller com Gaussianas der-
retidas"® e congeladas”’. Estes métodos estabeleceram novos paradigmas na teoria semicléssica,
devido principalmente & ampla aplicabilidade e razoavel precisao de seus resultados. Em grande
parte, podemos atribuir o éxito destas técnicas aproximativas ao conceito de representacao a
valores iniciais', na qual a dinamica do sistema encontra-se determinada exclusivamente por
condicoes iniciais.

Embora os métodos semiclassicos a valores iniciais tenham recebido numerosas analises,
aplicacoes e aperfeicoamentos em um intervalo de tempo relativamente curto™ ", devemos
ressaltar a existéncia de dois topicos ainda muito pouco explorados. Primeiramente, a generali-
zacao de aproximagoes semicléssicas para estados coerentes arbitrarios permanece praticamente
ausente no contexto das representacoes a valores iniciais, apesar da grande variedade de resul-
tados baseados nos estados coerentes canonicos. Outro tema interessante, mas também pouco
investigado, é a construcao de férmulas semicléassicas a partir da imposicao exclusiva de con-
digoes iniciais sobre as trajetérias classicas no espacgo de fase duplicado. No presente capitulo,
pretendemos colaborar no preenchimento destas duas lacunas da teoria semicléssica.

4.1 Propagacao a Valores Iniciais no Espaco Duplicado

);21;26;2

Ainda que diversos estudos” " tenham indicado as potenciais vantagens de uma apro-
ximagao semiclassica estabelecida sobre o espago de fase duplicado, a aplicagao desta classe de
métodos foi consideravelmente dificultada pelas complicacoes envolvidas na busca por solucoes
classicas sob condigoes de contorno e no tratamento adequado das trajetorias esptirias. Recente-
mente, Aguiar e colaboradores '’ apresentaram uma nova abordagem ao propagador semiclassico
para estados coerentes canonicos, na qual estao combinados os recursos tnicos das trajetorias
classicas no espacgo ampliado com os evidentes beneficios de uma representacao a valores iniciais.
Além disto, eles demonstraram que simples regras de sele¢ao para as trajetorias contribuintes
podem produzir resultados bastante precisos.

Propagadores a valores iniciais para os estados coerentes de SU(2)" e outros grupos de
relevancia fisica®' ja foram examinados no passado, com interesse restrito ao espaco de fase
usual. Contudo, estas tentativas originais nao produziram resultados absolutamente satis-
fatorios, pois seus desenvolvimentos nao estavam fundamentados em expressoes semiclassicas
apropriadas aos grupos dinamicos selecionados.

Nesta secao, apresentaremos a generalizacao de nosso método semiclassico a valores iniciais
no espaco de fase duplicado, o qual haviamos elaborado primeiramente para os estados coerentes
de SU(n)*. Semelhantemente ao trabalho de Aguiar e colaboradores, discutiremos também
uma técnica de eliminacao de trajetorias espurias, a qual designamos como filtro heuristico.
Por fim, exemplificaremos a aplicagao dos resultados teodricos, considerando um condensado de
Bose-FEinstein aprisionado em um potencial de trés pogos simétricos.
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4.1.1 Deducao

Empregando a resolugao da identidade (2.21), podemos reformular nossa definigdo inicial
para o propagador quantico na representacao de estados coerentes:

K('Z;v Zijty, ti) = <Zf|U(tf= tz)|22>
= [ dulaltn). 7 4 el ) U et w2

= [ dutattn). = ) sl ) K ettty )

Observe que, nesta tdltima equacao, introduzimos uma nova notagao para o operador de
evolugao temporal:

. tf
Uty t;) = T exp —%/H(t)dt . (4.3)
t;

De acordo com a identidade (4.2), podemos reconstruir um propagador quantico especifico
mediante uma integracao sobre todos os propagadores com mesmo estado inicial |z;), pondera-
dos pela sobreposicao (z¢|z*(tf)). No entanto, note que a realizagdo da integral independe dos
parametros do estado (zy|, os quais geralmente podem ser fatorados durante a execugao dos
calculos.

Entao, eliminando o estado coerente final em ambos os lados da equagdo (4.2), reescrevemos
a dindmica do sistema diretamente em termos de seu estado quantico:

ety ) = [ du(elts), 2 () 12" (VK A, 5. 1) (4.4)

Em seguida, procedemos com a aproximagao semiclassica, substituindo o propagador quan-
tico no integrando da expressao anterior pelo resultado (3.2):

W)(Zi;tf?ti)) ~ /du(z(tf)vz*(tf)) |2*(tf)>Ksc<§(tf)vZi;tfvti)

= [dutattn). = ) e X Catey) sty 15)

exp { 5 182,570 + T(a(a7) 27,80+ A1), 20

Como evidenciado na equagao anterior, podemos representar a evolucao do sistema como
uma integral sobre quantidades classicas determinadas pelos valores de contorno zZ(ts) e z;.
Portanto, como uma consequéncia natural da introducao do propagador semiclassico, o inte-
grando da expressao (4.5) esta definido em fungdo de trajetorias classicas sobre o espago de
fase duplicado. Neste caso, observe que a integragao percorre somente metade dos graus de
liberdade disponiveis.
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As propriedades fundamentais de uma representacao a valores iniciais sao inseridas na equa-
¢ao (4.5) por uma modifica¢do no carater funcional das variaveis de integracao. Ou seja, pas-
saremos a interpretar o vetor Z(t;) como uma funcdo das condi¢Ges iniciais de sua trajetoria
classica correspondente:

Z(ty) = 2(2(t;), zi ). (4.6)

Note que um tnico conjunto de condigoes de contorno Z(ts) e z; pode corresponder a varios
pares de valores iniciais Z(¢;) e z;. Logo, a identidade (4.6) geralmente nao constitui uma relagao
bijetiva entre trajetorias classicas. Entretanto, a determinacao da grandeza z(t;) nao apresenta
ambiguidades para uma escolha particular das condigoes iniciais.

Sob a transformacao de variaveis, obtemos a seguinte expressao para o elemento de inte-
gragao:

oz(t;)  9z(ty)

Z dz(tp)dz"(ts) _qet | 7 @) dz(t;)dz"(t;)
. (27i)? 0z*(ty)  0z"(ty) (2mi)d
traj. 95(t) 07 (L)
03 (ty) o
Cqer [ w0 ) dE(t)dE (k) (4.7)
- ox(iy)]" (2rri)
0 [ai(ti)} ™
_ 2 4 —
 ger [22060] [ 2tz )
0z (t,) (2mi)d

Nesta ultima equagao, em concordéancia com a identidade (3.3b), consideramos que as equa-
¢oes de movimento para z(t) independem dos valores de z*(t). Observe que a integragao sobre os
conjuntos de trajetorias classicas determinadas por uma mesma condicao de contorno é reduzida
simplesmente a uma integral sobre todos os valores iniciais z(¢;) possiveis. Esta redefini¢ao do
dominio de integracao esta denotada explicitamente no resultado (4.7), com o desaparecimento
do somatorio sobre as trajetorias contribuintes.

Com a substitui¢ao sucessiva das expressoes (2.22) e (4.7) na equagao (4.5), encontramos
a formulagao fundamental para a propagacao semicldssica a valores iniciais no espago de fase
duplicado:

2

[ (z15 1, 12)) = /%w(mm(z) det [g(=(t7), 2*(t,))] | det Bi((if))]

X C(Z(tf)a Zis tf; t ) e% [S(E(tf),zi;tf,ti)-FI(E(tf),Zi;tf,ti)]-‘rA(Z(tf),Zi).

%

(4.8)

Devemos enfatizar que, durante a avaliagdo do integrando de |¢4.), 0 vetor Z(t;) nao sim-
boliza uma condi¢ao de contorno, mas uma quantidade determinada inequivocamente pelos
valores iniciais Z(t;) e z(t;). Novamente, note que a integracdo nao cobre todo espago de fase
duplicado, pois metade das condigoes iniciais permanece fixa no parametro z;.

A formula (4.8) representa uma solugdo para os problemas decorrentes da imposigao de
condigoes temporalmente mistas sobre o sistema de equagdes (3.3). No entanto, um ganho
tao significativo nao foi alcancado gratuitamente, visto que a busca por trajetorias sujeitas a
condigbes de contorno foi substituida por uma integral sobre todos os valores possiveis de z(¢;).
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Contudo, espera-se que as dificuldades técnicas introduzidas em |1),.), em razao do acréscimo
de uma integragao, possuam complexidade inferior a uma aplicagao direta da expressao (3.2).

Empregando a defini¢cdo (A.2), podemos relacionar o bloco May(ts,t;) da matriz tangente
com o fator Jacobiano no integrando do resultado (4.8):

ottt = [ %wmma) det [g(=(t7), 7*(t))]

x |det Moy (tg, t:)|> KL (Z(tf), 25 tp, 1),

(4.9)

Na equacao anterior, com o intuito de simplificar a notacao, introduzimos o propagador
semicldssico de trajetoria tinica:

KL (3(tp), zit, 1) = C(E(t), 255 by, 1) e SCOD 2t b0 HEMD 2itp 0 AGCD20 - (4.1)

Observe que esta ultima expressao difere da identidade (3.2) apenas pela auséncia de um
simbolo somatério. Ou seja, como consequéncia da relagao (4.6), o propagador K’ possui uma
Unica trajetoria classica contribuinte, especificada implicitamente pelas condigdes iniciais zZ(¢;)
€ zZ;.

Examinando os resultados (4.1), (4.9) e (4.10), podemos concluir que o integrando de [tg.)
é proporcional a |det[M22(tf,ti)]|%. Portanto, diferentemente do fator |det[M22(tf,ti)]|_% no
propagador semicléssico original, a representacao a valores iniciais no espacgo de fase dupli-
cado nao apresenta divergéncias para os pontos focais nas variaveis z, os quais correspondem
diretamente a det[Max(ts,t;)] = 0.

4.1.2 Filtro Heuristico

Como indicado por diversos trabalhos acerca da dindmica semicléssica sob condigoes de
contorno”"*’, uma parcela significativa das trajetorias classicas no espaco duplicado produz
contribuigdes fisicamente incorretas ao calculo do propagador (3.2). Estas trajetorias espirias,
decorrentes de deformagoes improprias no dominio de integracao durante a aplicacao do método
do ponto de sela sobre a expressao (3.37), permanecem como um problema fundamental na
construgao de representagoes a valores iniciais ', uma vez que apenas parte das condigoes z(t;)
resulta em solugoes classicas apropriadas a avaliagdo da integral (4.9) no caso de sistemas
nao-lineares.

O filtro heuristico constitui um procedimento efetivo para a eliminagao das trajetorias es-
purias, o qual definimos pela seguinte inequagcao:

d S
EMUKAAWQJ@M]<X (4.11)

Se uma trajetoria classica viola a desigualdade anterior no instante de tempo %, entao sua
condigdo inicial é removida da integral (4.9) para t; > t. O pardmetro A representa uma
constante real positiva, cujo valor deve ser ajustado de maneira a otimizar os resultados da
propagagao semicléassica. Logo, a regra de sele¢do (4.11) introduz uma arbitrariedade na re-
presentacao a valores iniciais, pois um método deterministico para a escolha de A nao esta
estabelecido.
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Com intuito de fornecer uma interpretacao simplificada ao filtro heuristico, reescrevemos o
propagador de trajetoria tinica na forma de uma exponencial complexa:

K!. = exp (k. + ki), (4.12)

na qual k., xk; € R. Em termos desta tltima definicao, podemos reformular a desigualdade
(4.11):

der 2 (4.13)
dt 2

Note que as trajetorias eliminadas pelo filtro heuristico resultam em um crescimento abrupto
na parte real de In (K,). Portanto, a condi¢ao (4.13) possui a func¢do de prevenir as possiveis
divergéncias no valor absoluto do propagador semicléssico de trajetoria tinica. Como mostrado
pela equagao (4.10), a variagao temporal x, é determinada diretamente pela parte imaginaria
da acdo corrigida (S 4 I). No entanto, de maneira distinta aos métodos publicados anterior-
mente”’ ", o pré-fator C também est4 incluido explicitamente na caracterizacao das trajetorias
espurias. Evidentemente, o moédulo de C produz influéncias relevantes sobre o valor de k,, uma
vez que esta grandeza possui a capacidade de neutralizar ou intensificar as variagoes stubitas
em im(S + I). A assimilacao deste aspecto no filtro heuristico representa um elemento original
importante no presente trabalho, o qual contribui consideravelmente & precisao da aproximacao
(4.9).

Devemos enfatizar que as regras de selecao para as trajetorias contribuintes no espaco
de fase duplicado constituem um tema recorrente no contexto dos propagadores semiclassicos
sob condicoes de contorno”’*"** " Neste caso, diferentemente das representacoes a valores
iniciais, o niimero de trajetorias cléssicas relevantes é geralmente da ordem de poucas unidades.
Além disto, a implementagao das técnicas citadas depende de uma compreensao detalhada da
dindmica classica subjacente ao sistema de interesse. Por outro lado, o filtro heuristico fornece
um método simples e automatico para a eliminagao de trajetoérias espirias em meio as centenas
ou milhares de condic¢oes iniciais correspondentes a uma tunica aplicacao computacional da
formula (4.9). Ademais, a utilizacdo da desigualdade (4.11) nao exige conhecimento preliminar
referente as caracteristicas particulares do modelo fisico sob estudo.

Em uma situacao razoavelmente distinta da atual subsecao, Kay'" estabeleceu valores li-
mitantes para o pré-fator do propagador de Herman-Kluk"%°". Neste procedimento especifico,
com o propoésito de assegurar a convergéncia da propagacao semiclassica para uma amostra
praticavel de condigoes iniciais sobre o espacgo de fase simples, as trajetorias cadticas com maior
grau de instabilidade foram removidas dos calculos numéricos. Devido a inclusao do pré-fator
C na construgao do filtro heuristico, as trajetorias excessivamente instéveis também sao elimi-
nadas na avaliagao da expressao (4.9). Contudo, devemos lembrar que o principal objetivo da
desigualdade (4.11) é a exclusao das trajetorias espurias, as quais podem ocorrer mesmo em
sistemas completamente integraveis, como consequéncia exclusiva da duplicacao do espaco de
fase.

Apesar de sua diferente finalidade fundamental, o filtro heuristico pertence a uma ampla
classe de técnicas orientadas ao condicionamento de integracoes numeéricas”, entre as quais
também podemos inserir o método de Kay e a filtragem de Filinov™ ",

)
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4.1.3 Definicoes Preliminares

Como preparagao para as futuras aplica¢oes da formula (4.9), apresentaremos alguns con-
ceitos importantes na analise de métodos semiclassicos. As defini¢oes apresentadas nesta sub-
secao possuem escopo bastante geral, o qual serd explorado recorrentemente ao longo dos capi-
tulos 4 e 5.

Representacgao ()

De maneira geral, podemos realizar a descricao completa de um estado quéntico sobre
o espaco de fase classico™. Embora a execucao deste procedimento nao possua alternativa
tnica, a definigdo do propagador (3.1) sugere um método especifico para a constru¢ao de uma
distribuicao quantica, a qual designamos por representacio (Q°’. Considerando a concepcao
generalizada para os estados coerentes, a fungao Q(z*, z) associada a um estado arbitréario [¢))
estd definida pela seguinte identidade:

Q(z",2) = [(=z[¥)
4.14
= |K(z*,zz-;tf,ti)|2. (4.14)

Na segunda linha desta ultima equagao, assumimos que [¢)) representa a evolugao temporal
de um estado coerente inicial:
) = Ulty, )]). (4.15)
Observe que a identidade anterior estabelece uma conexao imediata entre as definigoes (3.1)
e (4.14). Empregando os métodos de dindmica semiclassica, podemos elaborar aproximagoes
para a representacao do estado (4.15) sobre o espaco de fase simples. Por exemplo, em termos
do resultado (4.9), obtemos a seguinte expressao semicléassica para a fungao Q:

« 2

Qsc(2", 2) = [(2|¥sc(2is Ty, )] - (4.16)

Com o auxilio da equagao (2.21), podemos escrever uma relagdo de normalizagdo para a

distribuicao @):

/du(z*,z)@(z*,z) =1, (4.17)

na qual assumimos implicitamente que (¢|t) = 1. Diferentemente das expressoes exatas (3.1) e

(4.15), os métodos de propagacao semiclassica geralmente produzem variagbes temporais sobre

a norma do estado. Portanto, para uma comparacao adequada com os resultados quanticos,
torna-se necesséria a normalizacao de Q5. a cada instante de tempo.

A partir da representagao (), ou de sua versao semiclassica ()., podemos calcular pronta-
mente o valor médio de um observavel arbitrario O:

(IOl = / du(z, 2)0u(=*, 2)Q(", 2). (4.18)

Na equagao anterior, a funcao O, representa o simbolo antinormalmente ordenado do ope-
rador O, cuja definicao fundamental é realizada de maneira implicita:

0= /du(z*,z)@a(z*,z)|z><z]. (4.19)
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Aproximacgao Classica

Com a intengao de estabelecer um critério de comparacao entre os resultados quanticos
e semicléssicos, introduzimos uma nova abordagem a evolucao temporal do sistema fisico, a
qual denominamos aprozrimacao cldssica. Como primeiro passo na construcao deste método,
definimos a trajetdria principal como a solugao das equagoes classicas de movimento sob as
seguintes condicoes iniciais':

%(ti) = 2, (4.20a)
Zp(ti) = 2. (4.20b)

De acordo com as identidades (3.3), o espago de fase simples constitui um subespago invari-
ante em relagao ao sistema dinamico duplicado. Consequentemente, a trajetoria principal esta
sujeita a restriao z;(t) = z,(¢). Entao, empregando os conceitos anteriores, podemos definir a
aproximacao classica para a média de um observavel O:

On(tr) = (z(t£)|Ol (1)) (4.21)

Observe que a aproximagao classica & média de um operador consiste simplesmente no cal-
culo do simbolo normalmente ordenado O, sobre a trajetoria principal. Apesar de sua aparente
simplicidade, a expressao (4.21) possui profunda fundamentacao na teoria de grupos’”’. Além
disto, a funcdo O,(ts) corresponde ao resultado quantico exato em diversas situagoes de inte-
resse fisico. Por exemplo, no caso de um Hamiltoniano linear nos geradores do grupo dinamico,
o estado |z,(tf)) simboliza precisamente a solugao da equac@o de Schrédinger, exceto por uma
diferenca de fase global e normalizacao.

Em geral, os métodos semiclassicos representam um aperfeicoamento sobre a abordagem
classica, uma vez que as formulas decorrentes da expressao (3.2) incluem as primeiras corregoes
quanticas a dinamica do sistema. Portanto, a aproximacao semiclassica também exibe resul-
tados exatos nos regimes de equivaléncia entre a solugdo quéantica e a definigao (4.21). Em
particular, sob a restrigdo H € g, todas as condigoes iniciais Z(¢;) fornecem contribuigdes ade-
quadas a integral (4.9). Por esta razao, o filtro heuristico torna-se desnecessério ao tratamento
de sistemas lineares nos elementos da algebra.

No apéndice B, apresentamos um estudo detalhado da aproximagao classica, no qual in-
dicamos claramente as conexoes entre a identidade (4.21) e a formulagao usual da mecanica
quantica.

Medida de Fidelidade

A comparacao quantitativa entre dois estados fisicos constitui uma tarefa bastante relevante
em diversas aplica¢oes da teoria quantica. No contexto especifico da propagacao semicléssica,
estamos interessados em determinar a similaridade entre uma aproximagao |1,(t)) e sua corres-
pondente solucao quantica exata [1,(t)). Com este objetivo, torna-se conveniente a introducao

Note que a trajetoria principal é indicada explicitamente pelo subindice p.
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da fidelidade, a qual representa uma medida genuina de distancia sobre o espaco de estados”'.
Como esperado, no caso particular de dois estados puros, a definicao da fidelidade equivale
simplesmente ao seguinte valor absoluto:

F(t) = [{¢q(t)[a(t))] - (4.22)

Na equacao anterior, assumimos que os estados |1, (t)) e [1,(t)) estao normalizados, de modo
a restringir os valores da fidelidade ao intervalo 0 < F < 1. Em concordancia com a nogao
de projecao vetorial no espaco de Hilbert, a fidelidade corresponde a uma funcao estritamente
crescente com a semelhanca de contetido fisico entre os estados considerados. Ou seja, excluindo
uma possivel diferenga de fase global, o valor maximo de F esté associado somente aos pares
de estados fisicamente idénticos, ao passo que uma redugao nesta medida indica a divergéncia
entre as descrigoes do sistema quantico.

4.1.4 Aplicagao: Condensado em Pogo Triplo

Como primeiro exemplo para o método de propagacao semiclassica no espaco de fase du-
plicado, consideraremos um modelo simplificado para a dindmica de um condensado de Bose-
Einstein aprisionado em potencial de poco triplo””. Assumindo que os trés pocos da armadilha
sao idénticos e equivalentemente acoplados, obtemos o seguinte Hamiltoniano em uma aproxi-
macao de trés modos':

H = QZa}ak + (NL—l) Z(a})Qai (4.23)

Na equacao anterior, a; e a; representam os operadores bosonicos de criagao e aniquilagao

associados ao estado de particula tnica |u;), o qual simboliza o estado fundamental da aproxi-
macao harménica centrada no j-ésimo minimo do potencial, para 7 = 1,2, 3. Os parametros {2 e
X correspondem respectivamente as taxas de tunelamento e colisao dos N boésons aprisionados.

Note que o operador H preserva o namero total de particulas, de maneira que podemos
restringir nossa analise ao espaco invariante com valor fixo de N, o qual denotamos por B3;.
Portanto, em concordancia com os resultados apresentados na subsecao 2.2.3, os estados coeren-
tes de SU(3) sdo adequados ao tratamento semiclassico do condensado em pogo triplo. Entao,
substituindo as expressoes (2.56) e (4.23) na defini¢do (3.4), encontramos a Hamiltoniana clas-
sica efetiva para o modelo de trés modos:

anthatatatata 222+ 2222 + 1

H(z,z) = QN )
(2,2) 1+ Z121 + 2220 X (14 Z121 + Z222)?

(4.24)

Em seguida, empregando as formulas (2.66) e (3.3), obtemos as equagoes cléssicas de movi-

"Nesta subse¢ao, com o intuito de simplificar a apresentagao dos resultados, escolhemos o sistema de unidades
em conformidade com a relagao h = 1.
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mento para o condensado:

: : . zi(Zz5— 1)

= —iQ)(1 1—2)—2 JAIT 4.25
2 Q1+ 21 + 22)(1 — 25) 1X1+2121 T (4.25a)
. o _ . %(5z—1)
z; =1Q(1 4+ 21 + 22)(1 — Z;) + 2ix (4.25b)

— _ )
1+ 21721 + Z9%9

cujos subindices estao restritos aos valores j = 1,2. A partir das identidades (4.24) e (4.25),
podemos calcular imediatamente todas as quantidades relevantes a propagacao semiclassica,
como a Lagrangiana L e a matriz R, definidas respectivamente pelas equagoes (3.6b) e (A.1).
De acordo com as equagdes de movimento (4.25), a dinamica do condensado exibe trés
subespacgos classicamente invariantes, os quais sao descritos pelas seguintes condigoes:

21 = %9, 21 = 52, (426&)
21 = 1, Z1 = 1, (426b)
29 = 1, 2o = 1. (426C)

As restrigoes anteriores possibilitam uma abordagem semiclassica alternativa para evolugao
temporal do condensado. Com o proposito de demonstrar esta afirmacao, reescrevemos os
estados coerentes (2.59) em termos dos operadores bosonicos de criagao:

2) (4.27)

I
5
—
+
N |
*
&
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VN
S
S —+
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=
=

Por simplicidade, limitaremos nossa discussao a condic¢ao (4.26a), uma vez que os trés sub-
espacos invariantes sao dinamicamente equivalentes’”. Considerando o caso particular n = 3,
aplicamos a restrigdo espacial escolhida ao estado coerente (4.27):

1 1
21,20 = 21) gy = VNT(1 42282 )%
. 1~1

1 1 N
gy )6
. lel 2

= \\/521>

Na segunda linha desta tultima equacao, realizamos uma mudanca de base sobre o espaco de
Hilbert de particula tinica”. Este procedimento corresponde a seguinte transformacao unitéria
sobre os operadores bosonicos de criagao:

N
[m(a{ +al) + ag] |0)

SU@2)*

1

bi = E(GI + @;)7

bl = al, (4.29)
1

bg = E(GI - ag)



Conforme evidenciado pela identidade (4.28), a restrigdo (4.26a) constitui uma relagao de
correspondéncia entre os estados coerentes de SU(2) e um subconjunto dos estados coerentes
de SU(3). Portanto, o subespago classicamente invariante esté associado diretamente com um
subgrupo dindmico do Hamiltoniano (4.24).

Como consequéncia deste vinculo entre as propriedades do modelo, podemos utilizar as
grandezas cléssicas calculadas sobre o subespaco invariante para a construcao de expressoes
semiclassicas na representacao dos estados coerentes de SU(2). Desta forma, estabelecemos
uma aproximacao simplificada para a dindmica semiclassica do condensado, considerando um
estado coerente inicial sob a condigao (4.26a).

Observe que o estado (4.28) possui ocupagao nula no modo correspondente aos operadores
bl e bs. Logo, a restricdo (4.26a) equivale classicamente a condicio (bibs) = 0. Ou seja, no
contexto da aproximacao cléssica, a média do observével bgbg esta definida pela seguinte fungao:

N (2] — 235)(21 — 22
2 1425+ 252

(21, 20| bibs| 21, 20) = (4.30)
cujos valores nulos sobre espaco de fase simples estao inequivocamente relacionados com as
identidades z; = 23 e 2z} = z5. Contudo, aplicando a transformagao (4.29) sobre o Hamiltoniano
(4.23), notamos claramente que a média <b£b3> nao permanece nula sob a evolucao qudntica
do condensado, considerando um estado inicialmente desocupado neste modo. Portanto, os
subespagos (4.26) nao possuem analogos quanticos com caracteristicas idénticas.

As aproximagoes semiclassicas com estados coerentes de SU(2) decorrem de uma projegao
do espaco de Hilbert, na qual removemos a possibilidade de acesso dindmico aos estados com
ocupacao meédia nao-nula em relagao ao operador b;bg. Consequentemente, esperamos que
esta simplificacao produza resultados precisos somente quando os calculos similares no espaco
irrestrito apresentarem valores irrelevantes para (bibs).

Aproximagao Semiclassica com Estados Coerentes de SU(2)

O operador de desbalanco populacional S, representa um observavel importante no estudo
da dindmica imposta pelo Hamiltoniano (4.23), pois seu valor médio descreve a diferenca de
ocupagao entre os dois modos efetivamente populados no subespago invariante cléassico (4.26a).
Em termos dos operadores bosonicos introduzidos pela transformagao (4.29), o observavel S,
possui a seguinte definigao:
~ biby — bhbs
S e

A figura 4.1.a exibe a comparagao entre a evolucao cléssica, quantica e semiclassica da
quantidade (S.)/S, considerando N = 30, @ = —1, x = —1 e estado inicial |\/§Z’i>su(2) =
| tan §) ). Observe que a média de S, estd normalizada pela constante S = %, de maneira
que a restringir seus valores ao intervalo —1 < (S,)/S < 1. Para a aproximagao semicléssica,
empregamos a formula (4.9) na representagao de SU(2), com 712 condigoes iniciais e valor
limitante A = 10 para o filtro heuristico.

Note que as oscilagoes da aproximacao classica apresentam amplitude constante, diferente-
mente dos resultados quantico e semiclassico. Apesar de sua restricao aos estados coerentes de

S (4.31)
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Figura 4.1: Dinamica classica, quantica e semiclassica para a média do operador de desbalango
populacional. Em todas as curvas consideramos ) = —1, y = —1 e estado inicial ]\/§z¢>SU(2) =
| tan §)gy - Os resultados semicldssicos decorrem da formula (4.9) na representacio de estados
coerentes de SU(2). (a) Numero de particulas fixo em N = 30. (b) Propagacao semicléssica
para diversos valores de N. O limite N — oo corresponde & aproximagao cléssica.

SU(2), o método semiclassico demonstra razoavel acordo quantitativo com os calculos quanticos
exatos. Ou seja, mesmo para um numero relativamente pequeno de particulas, a propagagao
semiclassica exibe precisao bastante superior & abordagem exclusivamente cléssica.

O comportamento dinamico de (S.)/S em fungao do namero total de bosons esté exempli-
ficado na figura 4.1.b, na qual utilizamos novamente o estado inicial |\/§zi>su<2) = [tan §) gy
e os parametros 0 = —1 e Y = —1. A propagagao semiclassica na representagao de SU(2)
foi realizada para 30, 60 e 150 particulas, com valor limitante A = 10 e aproximadamente 500
condicoes iniciais em cada caso.

As equagoes de movimento (4.25) ndo possuem dependéncia no nimero total de bosons
condensados. Portanto, todas as solugoes classicas z(t) e z(t), incluindo a trajetoria principal,
sao independentes do valor escolhido para N. A partir deste resultado, podemos mostrar que a
média cldssica por particula de qualquer observavel linear nos geradores de SU(3) também nao
depende do parametro N. Consequentemente, a aproximagao classica para (S,)/S representa
um limite macroscopico exato, em concordancia com as proposicoes do apéndice B.

Na figura 4.1.b, com o intuito de ilustrar o limite N — oo para a dindmica das médias
semiclassicas, reapresentamos a aproximacao classica para o desbalango populacional. Observe
que os resultados semicléssicos convergem rapidamente a curva classica para valores crescentes
de N. Por esta razao, esperamos que a abordagem classica demonstre elevada precisao para
poucas centenas de particulas, o que constitui um cenério compativel com os experimentos
usuais em condensacao bosonica’*’*. Contudo, considerando longos periodos de propagacao
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ou efeitos nao-lineares intensos, os métodos semiclassicos devem inevitavelmente superar a
fidelidade dos calculos classicos em relagao a solucao quantica.
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Figura 4.2: (a) Diagrama de condigées iniciais para a propagacao semiclassica mostrada na
figura 4.1.a. O periodo de contribuigao esta determinado pelo filtro heuristico com valor limi-
tante A = 10. (b) Representacao Q(v/27;,v/2%;) para o estado coerente inicial |\/§Zi>su(2)‘

A figura 4.2.a mostra o diagrama de trajetérias contribuintes para a aproximacao semiclas-
sica exibida pela figura 4.1.a. Cada quadrado colorido no grafico corresponde a uma condic¢ao
inicial z; (t;) utilizada na avaliagdo numérica da integral (4.9). O cdédigo de cores indica o tempo
total de contribuicao para cada trajetoria classica, em conformidade com a aplicacao do filtro
heuristico (4.11) para A = 10.

De acordo com a figura 4.2.a, as trajetorias com contribui¢oes mais significativas a propa-
gacao semiclassica possuem condigoes iniciais z; centradas em torno de z; = \/Li tan g ~ 0.29.
Ou seja, as solugoes classicas proximas a trajetoria principal apresentam elevada relevancia no
célculo da expressao (4.9).

Como evidenciado pela figura 4.2.b, a condicao zj = z; maximiza o valor da representacao
Q(vV2z,V2z) = ‘<\/§2T|\/§ZZ>|2 Portanto, o estado coerente inicial |\/§Zi>su(2) esté localizado
na mesma regiao do espago de fase associada com as contribui¢oes dominantes a aproximacao
semiclassica.

O espago de fase simples correspondente aos estados coerentes de SU(2) possui identificagao
inequivoca com uma superficie esférica’. Consequentemente, podemos parametrizar os estados
(4.28) em funca@o de coordenadas angulares:

, 6
V22 = e ¥ tan 7 (4.32)

Na equacao anterior, as quantidades € e ¢ possuem defini¢cao similar aos angulos esféricos
usuais, de forma que 6 € [0, 7] e ¢ € [0,27). Aplicando a transformagao (4.32) sobre a expressao
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Semiclassico Quantico

Figura 4.3: Representacao () do condensado sobre a esfera unitaria. Os resultados mostrados
correspondem aos mesmos parametros e estado inicial da figura 4.1.a. Os gréficos (a), (c) e (e)
exibem a func¢ao () semiclassica em trés instantes de tempo distintos, ao passo que a solucao
quéntica exata possui exposi¢ao analoga em (b), (d) e (f).
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(4.14), podemos elaborar uma representagao do condensado sobre a esfera unitaria:

x1 = [Q(8, ) + 1] sinf cos p,
x9 = [Q(0, ) + 1] sinfsin p, (4.33)
3 = —[Q(0, ) + 1] cos¥.

Note que, por conveniéncia, escolhemos a origem da varidvel # no semi-eixo x3 negativo.
Na figura 4.3, mostramos a comparacao entre as representagoes () resultantes da evolugao
semiclassica e quantica apresentadas anteriormente pela figura 4.1.a. Os gréaficos 4.3.a e 4.3.b
exibem a funcao () para o estado coerente inicial ’\/§Zi>su 2+ Cuja descrigao deve possuir formato
idéntico em ambas as abordagens ao sistema dinamico.

Nos instantes de tempo ||t = 6 e ||t = 10, observamos que o estado apresenta-se alon-
gado sobre a regiao do espaco de fase percorrida pela trajetoria principal. Diferentemente da
aproximacao classica, a formula (4.9) possibilita a deformagao da fungao ) durante a evolugao
temporal do condensado, em concordancia com a solugao quantica. Evidentemente, o alarga-
mento do estado sobre a esfera unitaria estd relacionado com a reducao na amplitude das
oscilagoes em (S,)/S. Os graficos 4.3.c-4.3.f também evidenciam a grande semelhanga entre as
representacoes decorrentes dos calculos quantico e semiclassico.

-0.7

-0.75

(S:)/8

-0.85[

—0.9} — — Quantico '

Classico { U
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Y] B L
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Figura 4.4: Média normalizada de S, em fungao do tempo, considerando as abordagens cléssica,

quantica e semiclassica para o estado coerente inicial |\/§Zi>SU(2) = |tan %)SU@). As taxas de

tunelamento e colisao assumem respectivamente os valores 2 = —1 e x = —8, enquanto o

numero total de particulas esta fixado em N = 30. Para a propagacao semicléssica, utilizamos

a expressao (4.9) na representacao dos estados coerentes de SU(2).

Em geral, as equagdes de movimento (4.25) apresentam mudangas significativas de compor-
tamento para diferentes magnitudes da quantidade y/Q"%”") uma vez que esta combinagao de
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parametros esta diretamente associada com a intensidade relativa entre os termos lineares e
quadréticos do Hamiltoniano (4.23)1.

As figuras 4.1 e 4.3 exemplificam a evolucao temporal do condensado para valores relativa-
mente pequenos x /2. Neste caso, as propriedades dindmicas do modelo sdo predominantemente
determinadas pelos termos lineares do Hamiltoniano.

De maneira completamente distinta, a figura 4.4 mostra a média normalizada de S, para
um regime fortemente nao-linear. Os resultados classico, quantico e semicléssico decorrem do
estado inicial |\/§Zi>su(2) = [tan §)g,.,, para N = 30, & = —1 e x = —8. Na aproximagio
semiclassica, realizamos a integragdo numeérica da formula (4.9) com 18234 condigoes iniciais e
valor limitante A = 18, considerando a representagao dos estados coerentes de SU(2).

Analogamente ao regime de dominéancia linear, observe que a amplitude de (S.)/S per-
manece constante durante toda a propagacao classica. Por outro lado, os resultados quantico
e semicléssico exibem sucessivos colapsos e ressurgimentos nas oscilacoes do desbalango po-
pulacional. Em conformidade com os conceitos introduzidos no apéndice B, a intensificacao
do termos quadraticos implica em uma maior discrepancia entre a aproximagao classica e a
solugao exata, devido a emergéncia de fendmenos exclusivamente quanticos. Portanto, a figura
4.4 demonstra que a abordagem semiclassica possui a capacidade de descrever precisamente as
caracteristicas quanticas fundamentais de um sistema nao-linear.

No entanto, comparando os célculos numeéricos referentes as figuras 4.1 e 4.4, notamos que
o incremento da quantidade x /€ resulta em um rapido crescimento no nimero de trajetorias
necessarias para uma aplicacao adequada da aproximagcao semiclassica. Como esperado, a pre-
sencga de nao-linearidades intensas causa uma redugao significativa na eficiéncia computacional
da expressao (4.9).

Na figura 4.5, mostramos o diagrama de trajetorias contribuintes para o resultado semi-
classico da figura 4.4. Observe que apenas uma pequena parcela das condig¢oes iniciais possui
periodo de contribuicao comparéavel ao intervalo total de propagacao. Semelhantemente ao
exemplo anterior de aplicacao do filtro heuristico, as solugoes classicas com maior participacao
na aproximagao semiclassica estao localizadas nas proximidades da trajetoria principal. En-
tretanto, note que o contorno da regido relevante ao calculo da integral (4.9) ndo apresenta
formato trivial. Esta caracteristica do método semiclassico dificulta a elaboragao de técnicas
eficientes para a amostragem de condigoes iniciais, pois a determinacao do dominio adequado
para a integracao numérica exige a resolucao antecipada das equacoes cléssicas de movimento.

A figura 4.6 exibe uma comparagao entre as representagoes () quantica e semiclassica, na
qual consideramos os mesmos parametros e estado inicial da figura 4.5. Neste caso, a descri¢ao
do condensado no instante de tempo [2|t = 0 coincide com os resultados mostrados pelos
graficos 4.3.a e 4.3.b. Em |Q|t = 1.8, observamos que a fungao () apresenta-se alongada sobre
a regiao da superficie esférica correspondente a trajetoria principal. Esta delocaliza¢ao sobre o
espago de fase é responsavel pelo colapso nas oscilagoes de (S.)/S.

Em |Q]t = 3.1, notamos que o alargamento da distribuigdo progride para o fendémeno de
auto-interferéncia, o qual resulta na formagao de uma superposicao entre dois estados localiza-

MDe acordo com as identidades (2.55), os termos lineares e quadraticos de um Hamiltoniano arbitrario
em relagdo aos geradores de SU(n) correspondem respectivamente a produtos bilineares e biquadraticos nos
operadores bosonicos de criagao e aniquilagao.
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Figura 4.5: Diagrama de condigoes iniciais para a aproximacao semiclassica exibida pela figura
4.4. As trajetorias classicas possuem tempo total de contribuicao estabelecido pelo filtro heuris-
tico (4.11) para A = 18.

dos sobre a esfera unitaria. No instante de tempo |Q[t = 6.8, vemos que a representagao do
condensado converge novamente para uma unica localizagao no espaco de fase. Este compor-
tamento de relocaliza¢ao esta associado ao ressurgimento das oscilagoes na figura 4.5.

Por fim, devemos ressaltar que as diferencas entre as descri¢oes quanticas e semiclassicas
exibidas na figura 4.6 s@o visivelmente pequenas. Ou seja, a aproximacao (4.9) possui precisdo
suficiente para caracterizar efeitos quanticos emblematicos, como a delocalizacao e a relocaliza-
¢ao da funcao @) sobre a superficie esférica.

Aproximagao Semiclassica com Estados Coerentes de SU(3)

Embora as aproximagoes semiclassicas com estados coerentes de SU(2) tenham demonstrado
excelente concordancia com os resultados quanticos, os estados coerentes de SU(3) constituem
a representagao naturalmente apropriada a dindmica estabelecida pelo Hamiltoniano (4.23).

Na figura 4.7.a, exemplificamos a utilizagdo dos estados coerentes de SU(3) na abordagem
semiclassica a evolugao temporal de (S,)/S, considerando N = 30, Q = —1, y = —1 e estado
coerente inicial parametrizado por z; = 29 = \/Li tan . Para a integragao numeérica da expressao
(4.9), empregamos 18989 condigoes iniciais uniformemente distribuidas sobre o subespago ge-
rado pelas variaveis Z. As trajetorias classicas possuem intervalos de contribuicao determinados
pela desigualdade (4.11) com valor limitante A\ = 8.

Como esperado, os resultados decorrentes da propagacao semiclassica com estados coerentes
de SU(3) apresentam precisao superior aos célculos analogos na representagao de SU(2). De
acordo com a discussao introdutoéria da presente subsecao, as divergéncias entre estas duas
aproximagoes possuem origem nos estados com ocupagao média <b§b3> diferente de zero.

Com o objetivo de verificar afirmacao anterior, a figura 4.7.b exibe a evolucao temporal para
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Semiclassico Quantico
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Figura 4.6: Representacao () sobre a esfera unitaria correspondente aos resultados da figura 4.5.
Os graficos (a), (c) e (e) mostram a descrigdo semiclassica do condensado nos trés instantes de
tempo escolhidos. Com o objetivo de estabelecer uma comparacao direta, exibimos a solucao
quéantica exata em (b), (d) e (f).
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Figura 4.7: Resultados quénticos e semiclassicos para N = 30, = —1, yx = —1 e estado

coerente inicial parametrizado por z; = 2z = Lz tan T. Apenas para propositos comparativos,
exibimos novamente o calculo semicléssico da figura 4.1.a, correspondente aos estados coerentes
de SU(2). Para a aproximacao semiclassica com estados coerentes de SU(3), utilizamos 18989
condigoes iniciais e valor limitante A = 8. (a) Média normalizada do desbalan¢o populacional.
(b) Ocupagao média por particula referente ao operador bgbg.

a média normalizada do operador b;ﬁ’bg,. Observe que, em concordancia com a solugao quantica,
o resultado semiclassico na representagao de SU(3) mostra um evidente crescimento de <bgb3>
durante o periodo de propagacao considerado. Entretanto, vemos também que o valor maximo
da ocupacao média nao ultrapassa a décima parte do nimero total de particulas.

Portanto, podemos concluir que grande parte da imprecisao atribuida a aproximagao semi-
classica na figura 4.1.a esta relacionada com a restri¢ao classica (4.26a), uma vez que a abor-
dagem anéloga com os estados coerentes de SU(3) possui correspondéncia praticamente exata
com os resultados quanticos. Contudo, os pequenos valores alcangados pela quantidade <b;b3> /N
justificam o significativo éxito da propagagao semiclassica na representacao de SU(2) em com-
paragao com a solucao classica.

Com o intuito de quantificar a qualidade da aproximacao semiclassica no espaco de fase
duplicado, a figura 4.8 apresenta o calculo da fidelidade entre a solucao quéantica exata e o
estado (4.9), considerando somente a representagao em termos dos estados coerentes de SU(3).
Como referéncia para a avaliagao dos resultados semicléssicos, também exibimos os valores de
F associados & identidade (B.18a), na qual encontramos a defini¢ao fundamental para a propa-
gacao classica. Evidentemente, de maneira a preservar o vinculo com as aplicagoes anteriores
dos métodos aproximativos classico e semicléssico, selecionamos os mesmos parametros e estado
inicial utilizados nas figuras 4.1.a e 4.7.

Note que, diferentemente do resultado cléssico, a dinamica semiclassica conserva o valor
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Figura 4.8: Fidelidade das aproximacoes cléssica e semiclassica em relagao a solugao quantica
exata. Para a propagacao semicléssica, consideramos a representacao constituida pelos estados
coerentes de SU(3). Os valores de parametros e a escolha do estado inicial coincidem com os

resultados apresentados pela figura 4.7.

méaximo de F em um amplo subintervalo do periodo total de propagacao. Este contraste entre
as duas abordagens representa uma consequéncia direta da delocalizacao do condensado sobre
o espaco de fase. Como exemplificado pelas figuras 4.3 e 4.6, os métodos semiclassicos possuem
a capacidade de descrever o alargamento das distribuicoes quanticas. De modo completamente
oposto, a aproximacao classica consiste simplesmente em restringir a evolucao temporal do
sistema aos estados maximamente localizados.

Na parte final do intervalo de propagacao, vemos que o calculo semiclassico perde uma fragao
razoavel de sua fidelidade. Este comportamento ocorre simultaneamente com uma rigorosa
restrigao no dominio efetivo de integragao para a formula (4.9). Ou seja, devido a continua
remogao de trajetorias pelo filtro heuristico (4.11), apenas uma pequena parcela de condigoes
iniciais participa na avaliacao numeérica da aproximagcao semiclassica para longos periodos de
evolucao temporal. Portanto, a reducao de qualidade dos resultados semiclassicos esta refletida
na disseminacao das trajetorias espirias sobre o espaco de fase duplicado.

4.2 Operador de Evolucao Semiclassica

Dentre todos os métodos dinamicos estabelecidos pela teoria semicléssica, o propagador de
Herman-Kluk “°" ocupa provavelmente a posi¢ao de maior destaque. Em razao de sua simples
utilizacao e razodvel precisao, este resultado constitui um elemento fundamental em diversas
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aplicacoes de interesse fisico, particularmente na investigacao de sistemas moleculares' ™, caoti-
cos'” e abertos! 5417,

Nesta secao, apresentaremos a generalizagao do propagador de Herman-Kluk para grupos
dindmicos arbitrarios. Como evidenciado pelos exemplos do capitulo 2, a extensao de méto-
dos semicléssicos ao conceito amplo de estados coerentes introduz diversas possibilidades de
aplicacao teorica, incluindo o tratamento de sistemas bosonicos e de particulas com spin.

4.2.1 Resultado

Empregando o propagador (3.2), podemos elaborar uma aproximagao semicléssica para o
operador U(ty,t;), cuja solu¢do quantica formal esta definida pela identidade (4.3). Em termos
das grandezas classicas estabelecidas na secao 3.1, o operador semiclassico de evolugao temporal
recebe a seguinte formulacao:

Use(ty, i) :/d:u(Z*(ti)?Z(ti)) [2(t)) (2(t:)] C(=" (1), 2(ti)s 2y, 1)

o @b [SGm () ()it s ) HT (" (65),2(60)itg,00) |+ A (" (87 2(8))

(4.34)

Analogamente ao propagador semicléssico, o resultado anterior também possui uma com-
ponente nao-exponencial, a qual designamos simplesmente como o pré-fator desta nova apro-

Ximagao:
C(=*(ty), 2(ti)sty, t:) = { Ejtg;(z;((z;:zgj)))q e BZZ((Z))} }

_ [detg(Z*(tf)7Z(tf))

det g(z*(t;), z(t;))

Na segunda linha desta ultima equagdo, utilizamos a expressao (A.2) para relacionar o

pré-fator C com seu respectivo bloco da matriz tangente. Em conformidade com a notacéo

adotada nas identidades (4.34) e (4.35), observe que o operador de evolugao semiclassica esta

determinado por uma integral sobre condig¢oes iniciais no espago de fase simples. Ou seja, as

trajetorias classicas constituintes de Us.(ty,t;) representam as solucoes do sistema dindmico

(3.3) sob a restricao z(t) = z*(¢). Entao, com a intencao de explicitar o subespago invariante

apropriado ao formulario introduzido na presente subsecao, reescrevemos as equagoes classicas
de movimento':

(4.35)

N

:| ! [det Mu(tf7 tz)]

. _i T, x aH(Z*,Z)

zZ = hf (z ,z)—az* : (4.36a)
b, JOH(Z",2)

g=y (2", 2) P (4.36b)

QOriginalmente, o método de Herman-Kluk utiliza o simbolo de Weyl como regra de classicalizacdo para o
operador Hamiltoniano. De forma distinta, perceba que o operador de evolugao semiclassica esta definido em
termos do simbolo normalmente ordenado H(z*,z) = (z|H|z).
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Considerando as potenciais aplicagoes do operador de evolucao semicléssica, devemos res-
saltar que a expressao (4.34) nao esta sujeita as mesmas complicagdes técnicas do propagador
(3.2). Em primeiro lugar, note que a aproximagao U,.(tf,t;) constitui uma representacao a
valores iniciais. Portanto, a resolugao das equagoes (4.36) nao exibe as dificuldades usualmente
decorrentes da busca por trajetorias classicas sob condi¢oes de contorno.

Em principio, como consequéncia da restricao ao espaco de fase simples, o calculo de
Usc(ty,t;) ndo exige a utilizacao de métodos especificos para a eliminacao de trajetorias espurias.
A condigao Z(t) = z*(t) implica em valores reais para a agdo corrigida (S + I), de maneira que
o fator exponencial no operador de evolugao semicléssica simboliza apenas a multiplicagao por
uma fase'. Logo, as solugoes do sistema (4.36) sao incapazes de produzir variagoes bruscas no
valor absoluto do integrando apresentado pela formula (4.34), excetuando o comportamento do
pré-fator C.

A redugao no numero de variaveis dindmicas independentes e a auséncia de trajetorias es-
purias representam vantagens evidentes da aproximacao (4.34) em relagao ao resultado (4.9).
Em contrapartida, a duplicacao dos graus de liberdade oferece possibilidades tnicas para a
descrigao aproximativa da mecanica quantica, uma vez que as equagoes (3.3) possuem maior
diversidade de solugoes em comparac¢ao com suas simplificagoes (4.36). Por esta razao, es-
peramos que a elevada complexidade da propagacgao semiclassica no espago de fase duplicado
esteja refletida em uma capacidade superior para a representacao de fendmenos intrinsecamente
quanticos. Este assunto seré explorado detalhadamente no capitulo 5.

4.2.2 Deducao

A demonstragao do resultado (4.34) representa a generalizagdo para estados coerentes arbi-
trarios da formulacao semicléssica originalmente desenvolvida por Martin-Fierro e Llorente™.
Esta abordagem particular ao propagador de Herman-Kluk manifesta claramente o carater as-
sintotico da aproximagao U (ty,t;), pois fundamenta-se completamente no método do ponto
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de sela’”.

Na subsecao 4.1.1, com a insercao de uma tnica resolucao da identidade no propagador
quantico, conseguimos evitar a imposicao de condigoes temporais mistas sobre a aproximacao
semiclassica. A realizacao deste procedimento também possibilitou a fatoracao do estado final
na equagao (4.4). Além disto, observe que a integral (4.9) possui seu dominio estabelecido
sobre apenas metade do espaco de fase duplicado, com referéncia a um tnico instante de
tempo. Todos estes resultados constituem uma motivacao natural para a investigacao das
propriedades correspondentes a introducao de duas resolucoes da identidade na construcao de
uma representacao a valores iniciais. Como primeiro passo neste desenvolvimento, inserimos a

VSobre o espago de fase simples, o termo de contorno I' possui valor imaginario puro. Por este motivo, a
agao corrigida (S 4 I) apresenta valor estritamente real somente quando combinada ao termo de normalizagao,
uma vez que as quantidades I’ e A se cancelam mutuamente sob a restricao z(t) = z*(¢).
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expressao (2.21) em ambos os lados da defini¢ao (4.3):

Ulty ti) = /dﬂ(z(tf)vZ*(tf))dN(Z*(ti)aZ(ti))|2*(tf)><Z*(tf)|U(tfvti)|z(ti)><z(ti)|
(4.37)

:/dﬂ(z(tf):2*(tf))dﬂ(2*(ti)az(ti))|2*(tf)><Z(ti)‘K(2(tf)aZ<ti>3tf>ti)-

Portanto, podemos reescrever o operador de evolucao temporal em termos de uma integral
dupla sobre propagadores quanticos. Em seguida, substituindo a solugao exata da quantidade K
pelo resultado semicléssico (3.2), obtemos uma aproximagao preliminar para a equagao (4.37):

Ulty,t:) %/dﬂ<§(tf)75*(tf)>dﬂ(3*(ti)aZ@z’))|2*(tf)><Z<ti)|Ksc(5(tf>aZ(ti)5tfati)' (4.38)

Observe que, diferentemente da expressao (4.9), a aproximagao anterior estd determinada
por um integral sobre todo o espaco de fase duplicado, considerando dois instantes de tempos
distintos. Ou seja, todos os valores de z*(ty) e z(t;) fornecem trajetorias classicas relevantes na
reconstrucao do operador de evolucao temporal*.

A expressao (4.38), em seu formato atual, possui capacidade imediata de aplicagdo no
tratamento dinamico de modelos quanticos. No entanto, em comparagao com o resultado (4.9),
a aproximacao de U(tys,t;) apresenta um elevado nimero de dimensdes em seu dominio de
integracao, o que implica em uma dificuldade adicional para a realizacao de célculos explicitos.

Aplicando o método do ponto de sela em apenas uma parte das variaveis de integragao,
podemos simplificar a formula semiclassica para o operador U(ty,t;) de maneira consistente
com as aproximagoes do capitulo 3. Com este objetivo, utilizamos as identidades (2.22) e (3.2)
na decomposicao dos fatores constituintes da equagao (4.38):

N dz(ty)dz*(ty) dz*(t;)dz(t;) 91
Uttyot) ~ [ LI S22 e ) o(8)
x det [g(z(t7), 2"(¢7))] det [g(= DI Y _C(E(ty), 2(t)sty 1) (4.39)

traj.

xexp{,%[S(z(tn,z@@-);tf,tn+f<z<tf> (00 0]+ ALsle) 2(0) }.

Neste momento, realizamos uma deformagao no dominio de integracao, com o proposito de
promover a independéncia das variaveis z(ts) e z(t;) em relagdo aos valores de z*(ts) e 2*(¢;).
Durante este procedimento, semelhante a duplicagao do espago de fase apresentada na secao 3.1,
o dominio de integracao é transferido do espaco C?¢ para uma hipersuperficie com 2d dimensées
complexas no espaco ampliado C*. Além disto, devemos assumir que esta hipersuperficie de
integragao vincule o par de variaveis zZ(t;) e z(t;) separadamente de z*(t;) e z*(¢;). Entao,

ViA principio, como discutido na subsecdo 4.1.2, o espaco de fase duplicado admite a existéncia de trajetérias
classicas com contribuigoes incorretas ao calculo do propagador semiclassico. Contudo, a resolugao explicita do
sistema (3.3) geralmente precede a discriminagao dos resultados desprovidos de significado fisico.
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inserindo estas hipoteses na expressao (4.39), obtemos o seguinte resultado:

Uttt ~ [ S w0 M) / U )

27r1

x det [g(2(t;), 2 (t;))] det [g(z ZC 2(ty), 2(t:)s 1y, 1) (4.40)

wexp { 3 IF(steg), (6 1) + 151 >z<ti>;tf,ti>J}.

Note que os estados nao-normalizados |z*(tf)} e {z(¢;)| foram extraidos da integral interna.

Esta manipulacao possui funcao indispensavel para a execucao independente das integrais em

Z(ts) e z(t;). Na identidade (4.40), definimos um novo expoente para o integrando da aproxi-
magao:

LR (a(t),2(00): 17, 1) = £ 8(2(07), 2(0)s b7, 80) — F(=(00),2°0) — F(* (1), 2(0). (441)

Os pontos criticos da quantidade F', em relac@o as variaveis Z(ts) e z(¢;), determinam os
valores estacionarios relevantes ao método do ponto de sela. Desta forma, supomos que a cor-
regao I e o pré-fator C variam lentamente na regiao do dominio de integragao com contribuigao
significativa do integrando. Esta hipotese possui fundamentagao bastante consistente, uma vez
que as grandezas I e C decorrem diretamente da resolugao explicita do propagador reduzido, o
qual representa uma aproximacao de segunda ordem em relacao a acao classica.

Como prescrito pelo método do ponto de sela, procedemos com a expansao do expoente
(4.41) até segunda ordem em torno de seus valores estacionarios'!:

1
F~F,+ 562Fs, §F, = 0. (4.42)

Com o auxilio das identidades (3.46c) e (3.46d), calculamos as primeiras derivadas da ex-
pressao (4.41):

i OF i 9S  Of((ty), 2 (ty))

noz(t;)  hoz(ty)  0z(ly) (4.432)
_ AT 2(t)  OF(E(L), 2 (1) |
Oz(ty) 0z(ty)
i OF 39S Of(z(t), 2(t))
hoz(t;)  0z(ti) 9z(t;)
_0F(a().2(4) (= (1), () o
0z(t;) 0z(t;) .

V() subindice s indica as quantidades calculadas sobre os pontos criticos do expoente F'. Entretanto, sempre
que o significado de uma expressao nao sofrer prejuizo diante de seu contexto, omitiremos esta notagao.
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De acordo com estas tltimas equagoes, a condigao 6 F = 0 implica nas seguintes relagoes:

Z* (tl) = E(ES(tf), Zs(ti); ti) = z(ti)v (444&)

Z(ty) = 2(Z(ty), 2s(ta)s ty) = 2(ty), (4.44b)

as quais definem implicitamente os valores estacionérios Z(ts) e z4(¢;). Entao, empregando os
resultados (3.47), determinamos as segundas derivadas da func¢ao F":

i PF i PSPy, ()

hoz(t;)’  hozty) 0z(t)’

4.45a
PG | I ) 05ty RS
Oz(ts)? 0z(ty)0=(ty) 0z(ty) 0z(t;)”
iRF 1 RS (), 2(ty) 9=(ty)
hoz(tp)0z(t;)  hoz(ty)oz(t;) az(tf§az ti; ﬁz(tf)’ (4.45b)
iPF i P8 0Rf(E(t), 2(t) 93(L) (4.450)
hoz(t:)0z(t;)  hoz(t)0z(ty)  0z(t:)0z(t;) 0z(ty)’ '
i OPF i S Pf(F (), 2(t)
_ PJCE) 2(t) | OF (), 2(t) 02(t) 02 (z"(4), (1)) '
dz(t;)° Dz(t)0z(t;)  0z(t;) dz(t;)” '

Sob a aplicagao das restrigoes (4.44), as quantidades anteriores adquirem os seguintes valo-
res:

i O°F

e R O = ) (4.460)
%% = g" (3(ty), Z(tf))gi((if )) (4.46D)
i oF i 0z(t:)

Rox(ozty) U g,) (4.46¢)

Agora, substituindo a expansao (4.42) na equagao (4.40), obtemos uma nova aproximagcao

81



para o operador de evolucao temporal:

Uty [ L) denla(alts), (070 det o0, 2(0)
x |2t HE ()] D C(E(ty), 2(t) ty, 1)

traj.

X exp {% [F(2(tg), 2(t:); ty, ti) + L(2(ty), 2(t:); tf:ti)]}
y / df(gicil;(ti) exp [%( 0z(ty) 8z(t;) )W ( ‘;’Z((if)) )] ,

na qual incorporamos a notagao prescrita pelas identidades (4.44). Além disto, introduzimos
as variacoes 0Z(ty) = Z(ty) — Zs(ty) e dz(t;) = 2(t;) — 25(t;). Observe que, juntamente com a
aplicacao do método do ponto de sela & integral interna, empregamos a aproximagcao (3.71) em
um unico fator (/) dentre as duas constantes de normaliza¢do encontradas na equagao (4.40).
Este procedimento possui consisténcia com os resultados da secao 3.2, pois cada integragao
realizada para um instante de tempo no propagador reduzido esta associada com uma imposicao
individual sobre o valor de x({).

(4.47)

Na expressao (4.47), definimos a matriz de segundas derivadas do expoente F' sobre os
valores estacionarios:

92F 92F

W = l 9z (ty)* 0z(ty)0z(t;)
h 92F 2F
02(t;)0z(ty) 8z(t~)2

_ 0z(ty)
. ag( (Z(tf)a Z(tf)) az(tj:) (4 48)
- _ 0z(t; ) . (1) '
9(2(751), z(1; )) oy 9GE(), 2(6) Foan
_ 0z(t 0z(t
I 2 R (7 B o o
_ o5(t:)  9x(t)
0 9(2(t:), 2(t:)) dz(ty)  02(t;)

Neste momento, torna-se conveniente a introducao da seguinte transformacao sobre as va-
riaveis de integracgao:
dzZ(ty)
= 4.4
=-( 50 ) 49

Utilizando a identidade anterior, podemos resolver imediatamente a integral Gaussiana re-
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presentada na equagao (4.47):

:/%exp [1 (62(ts) d2(t) )W ( ‘;z((tt{)) >]

—/ i*dp exp [——ﬁWﬁ] =i [detW]_%

(2m)4

(z(ts), 2(t;)) -1 (4.50)
:jd{det[g(z(tf)az(tf))]det[g(?(ti)7z(ti))]8(21‘—12%}

= {det [g(f(tf), Z(tf))] det [g(é(tz)v Z(tz>>]

Note que, neste ultimo resultado, aplicamos a notacao compacta para determinantes Ja-
cobianos". Com a substituigao explicita das expressoes (3.9) e (4.50) na equagao (4.47),
reescrevemos o operador de evolucao temporal:

Uttt [ L) detlaftr),0)] det o206, (6] et 0)

] w ]}

(4.51)

A avaliagdo da integral (4.51) esta sujeita a identificacao das trajetorias classicas deter-
minadas pelas condi¢oes de contorno z(ty) e z(t;). Entretanto, de maneira semelhante as
identidades (4.6) e (4.7), podemos converter a aproximacao do operador U(ts,t;) em uma legi-
tima representacao a valores iniciais. Para esta finalidade, realizamos uma transformacao sobre
metade das varidveis de integragao restantes:

gdz tr) = %dz(ti), (4.52)

na qual indicamos que o somatorio sobre os conjuntos de trajetorias determinadas pelas mesmas
condicoes de contorno deve desaparecer durante a transicao para uma integral sobre valores
iniciais. Considerando o fator adicional introduzido pela transformacao (4.52), podemos utilizar
as propriedades fundamentais dos determinantes Jacobianos para a simplificacao parcial da

VIMA notagao adotada para determinantes Jacobianos encontra-se detalhada nos comentarios anteriores ao
capitulo 1.
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expressao (4.51):

O(=(t7), (1) f ., [02(6) ]\ * [O((t:). 2(1)]
0=(t). 2(t)) {d t _azaf)]} [a<z<tf>,z<ti>>}
_ (). 2(t)) [ ({1, (1) a<z<tf>7z<tz->>r
0(=(t). 2(t)) [((ty). 2(:)) D(z(0). 2(¢) 153)
_ O((ty), () '0<z<ti>,z<m>r
0(=(t), 2(t)) |9((t:), =(ty)

0(=(t:), 2(t;)) 0z(t;)

Os resultados (4.52) e (4.53) possibilitam uma significativa reformula¢ao para o operador

de evolugao temporal:
%
det | 92(ts)

Ulty, ti) %/d,u(,?(ti), 2(t;)) { {detg(z(tf)’z(tf))}
_ 1 1 )
< ) exp | 31 ar) () + GO Z0)] as

:w%:detwé.
)

N

det g(z(t;), z(t:))

wexp {4 [S(3(t).2(00: 80 + (el 7) stt)t7. 0]

x exp [~ f(2(t7), 2(t5)) — F(=(t:), 2(8)].

A identidade anterior possui aplicagdo somente apds a especificacdo de um dominio de
integragdo para as variaveis zZ(t;) e z(¢;). Com a realizagdo da integral (4.50), eliminamos
metade das variaveis de integragao correspondentes a expressao (4.39). Consequentemente, o
célculo da aproximagao (4.54) exige a determinagao de uma hipersuperficie com d dimensoes
complexas. As condi¢Oes necessarias para a avaliacao de U(t,t;) sao naturalmente satisfeitas
pela seguinte restricao:

Z(t;) = 2" (t;). (4.55)
De acordo com as equagdes de movimento (3.3), a identidade (4.55) implica diretamente
em Z(t) = z*(t). Portanto, a escolha realizada para o dominio de integracdo resulta em uma
aproximagao semiclassica com contribuigao exclusiva das trajetorias classicas no espaco de fase
simples.
Por fim, substituindo expressao (4.55) na integral (4.54), obtemos imediatamente a defini¢ao
fundamental para o operador semiclassico de evolucao temporal, apresentado inicialmente pela
equagao (4.34).

4.2.3 Aplicacao: Revisitando o Condensado em Poco Triplo

Como exemplo de aplicagao para o operador de evolugao semiclassica, utilizaremos nova-
mente o Hamiltoniano (4.23), correspondente ao modelo simplificado para um condensado de
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Bose-Einstein em um potencial de pogo triplo. Desta forma, podemos realizar uma comparagao

direta entre as aproximagoes (4.9) e (4.34).

1 ‘ 1
a
! (a),
0.6} 0.95¢
0.4t !
— U, -SU(2)
0.9t
n 0.2t Use - SU(3)
>
» N Quaéntico &
~ T
H 0.85}
|
0.2t |
[ :
)
—O 4» ! “ 0 8» Usc - SU(B)
; \ —— [thsc) - SU3)
-0.6/
-0.8 L L L L L L L L 0.75 L L L L L L L L
0o 1 2 3 4 6 7 8 9 10 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
12t

5
€2t

Figura 4.9: (a) Evolugao temporal quantica e semicléssica para a média normalizada do opera-
dor de desbalango populacional. Os resultados semiclassicos decorrem da expressao (4.34) na
representagao dos estados coerentes de SU(2) e SU(3). (b) Medida de fidelidade em relagéo a
solucdo quéntica exata. Considerando apenas os célculos referentes ao grupo SU(3), analisamos

comparativamente o operador de evolugao semiclassica e a aproximagao (4.9).

Na figura 4.9.a, exibimos as dinAmicas quéantica e semiclassica da quantidade (S.,)/S, con-
siderando duas aplicagoes distintas da formula (4.34). Em analogia com a figura 4.1.a, realiza-
mos os calculos para N = 30, Q2 = —1, y = —1 e estado coerente inicial [v/2z;) = | tan §sue-

Como discutido na subsegao 4.1.1, a identidade (4.28) possibilita a utilizagao dos estados
coerentes de SU(2) na formulagdo de aproximagoes especificas para a dindmica semiclassica
sob a restri¢ao (4.26a). Com o objetivo de exemplificar esta simplificagao, a figura 4.9.a apre-
senta o calculo do desbalanco populacional referente ao operador de evolugao semiclassica na
representagao de SU(2). Neste caso, analogamente & figura 4.2.a, empregamos 712 condigoes
iniciais distribuidas uniformemente em torno do parametro z; = \/LE tan . No entanto, diferen-
temente dos resultados da subsecao 4.1.4, todos os valores iniciais correspondem a trajetorias

classicas com periodo de contribui¢ao equivalente ao intervalo total de propagagao. Ou seja,
devido a condigao (4.55), a expressao (4.34) nao exige a aplicacdo de métodos para a remo¢ao

de trajetorias espurias™.
XConforme mencionado na subsecio 4.1.2, podemos facilitar a convergéncia numérica do operador Uy, com a

exclusao de solugGes cléssicas excepcionalmente instéveis. Contudo, este procedimento ndo esta correlacionado
Além disto, na elaboragao dos

com a ocorréncia de trajetorias espurias sobre o espago de fase duplicado.
resultados exibidos pela figura 4.9, a implementacao de técnicas para o condicionamento da integral (4.34) nao

fol necessaria.
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Semelhantemente & propagacao semiclassica da figura 4.8, o operador U,. na representagao
dos estados coerentes de SU(3) resulta da integragdo numérica sobre 18989 valores iniciais.
Como evidenciado pela figura 4.9.a, as duas realizagbes da aproximagao (4.34) reproduzem
o comportamento quantico do desbalanco populacional médio com razoavel precisao. Evi-
dentemente, como consequéncia da restricao ao espago de Hilbert, o operador de evolugao
semiclassica para o grupo dindmico SU(3) demonstra clara superioridade em comparagao ao
resultado analogo para SU(2). Entretanto, devemos enfatizar que o calculo semiclassico para
SU(2) apresenta algumas vantagens interessantes, como a reduzida dimensionalidade das equa-
¢oes classicas movimento e a consideravel diminui¢cao no ntimero de trajetérias necessarias para
a convergéncia do método aproximativo.

A fim de estabelecer uma comparagao quantitativa entre as aproximacoes (4.9) e (4.34), a
figura 4.9.b mostra o célculo dindmico para a medida de fidelidade (4.22), considerando somente
a representacao com estados coerentes de SU(3). As escolhas de parametros e estado inicial sao
idénticas a figura 4.9.a.

Observe que, na porcao inicial do periodo de propagacao, a similaridade entre a solugao
quantica e a expressao (4.9) apresenta-se superior ao resultado analogo para o operador de
evolucao semiclassica. No entanto, este cenario exibe uma notavel inversao na segunda metade
do intervalo de tempo. Como esperado, o continuo descarte de trajetorias no espaco de fase
duplicado esta refletido em uma rapida degradacao da fidelidade. De maneira completamente
distinta, a aproximacao (4.34) demonstra uma lenta perda de qualidade, uma vez que o ntimero
de solugoes classicas contribuintes nao sofre variagoes durante a evolugao temporal do modelo.

4.3 Reobtencao do Propagador Semiclassico

Na secao anterior, utilizamos o propagador semiclassico na construcao de uma aproximagao
para o operador de evolugao temporal. Devido ao formato particular desta demonstracao,
poderiamos acreditar que a formula (4.34) representa um resultado secundario, decorrente da
expressao fundamental (3.2) pela aplicagdo do método do ponto de sela. No entanto, esta
conclusao estid equivocada, pois as quantidades K. e U,. possuem uma conexao bilateral.
Com o intuito de comprovar esta afirmacao, realizamos uma nova abordagem aproximativa ao
propagador quantico:

K(z},zi;tf,ti) ~ (zf|Use(ts, )] 2i)
= [ Az 1), 200) Gl ot |2) € (), 2ttt
i 4.
<o { LISttt + I st trt)))
exp | <3170, 2(07)) = (0,00

86



na qual empregamos explicitamente a defini¢ao (3.8) para o termo de normaliza¢do. Como
preparacgao para os desenvolvimentos futuros, estabelecemos a seguinte identidade:

() 0l = exp | 165 20)) = 315 20) = 3120 2(00)]
(4.57)

< exp [f<z*<ti>, 2) = (1), 2(0) — S >] .

Substituindo este tultimo resultado na equagao (4.56), obtemos uma expressao alternativa
para a aproximacao do propagador:

K (z}, zi;tp,t;) = exp [A(2}, )] /dN(Z*(ti)aZ(ti))é(Z*(tf)yz(tz‘)ﬂfati)
. (4.58)
X eXp {% [F(z*@f), 2t ts) + I(25 (), 2(t); b, ti)} } .

Na identidade anterior, em antecipacao ao método do ponto de sela, definimos um novo

expoente para o integrando:
1 ~

LE(S (1), 200, 10) = 5 S( ), 200087, 8) + (5 2(0) + F(=* (0, 2)

= F(Z7 (), 2(Ey) = F (27 (1), 2(8))

Em conformidade com caréater funcional da quantidade F', realizamos a seguinte transfor-
magcao sobre as variaveis de integracao:

(4.59)

O(z"(t:), 2(t:))
O(z*(ty), 2(t:))

Como consequéncia desta tltima manipulagao, o dominio de integragao sobre o espago de
fase simples torna-se descrito pela relagao z*(t5) = z*(2*(t;), 2(t;); tf). Em seguida, utilizando
a expressao (4.60), reescrevemos a equagao (4.58):

K (2}, 25ty t;) ~ exp [A(2], 2)] /%%(l) det [g(2"(t;), z(t;))]

L 0, 2(0)
0= (t), ()

<o {3 [P0 )ity 00 + 160, 20t |

Neste momento, com a intencao de resolver analiticamente a integral (4.61), podemos aplicar
diversas aproximagoes suplementares. Como uma primeira abordagem, em oposi¢ao ao proce-
dimento adotado na proxima secao, expandimos a funcgao F em torno de seus valores esta-
cionarios™:

dz*(ty). (4.60)

(z%(ts), 2(t); s, i) (4.61)

- - 1 .~ -
F=F,+ 552F5, §F, = 0. (4.62)

*De agora em diante, utilizaremos o subindice s para denotar as quantidades calculadas sobre os valores
estacionarios do expoente F'. No entanto, de maneira semelhante & subsecao 4.2.2, esta notagao sera convenien-
temente omitida quando nao houver prejuizo a compreensao dos resultados.

87



Com a implementacao da identidade anterior, correspondente a prescricao usual para o
método do ponto de sela, supomos que as outras componentes no integrando do propagador,
como a correcao I, o pré-fator C' e a métrica g(z*(t;), z(t);), variam lentamente nas regides
relevantes do dominio de integracao. Ou seja, estas quantidades serao aproximadas diretamente
pelo célculo de seus valores sobre os pontos estacionarios.

Entao, com o auxilio das equagoes (3.46¢) e (3.46d), obtemos as primeiras derivadas do
expoente F:

i0F 105 0f((t).2(1p) 0x(ty) 05" (1), 2(1)) 0" (1)
hoz*(ty)  hOoz*(ty) 0z(ty) 0z*(ty) 0z*(t;) 0z*(ty)
OS2 | GG A) O5(ty) | OF( (1), %) 02 (1)
0z*(ty) 0z(ty)  0z*(ty) 0z*(t;)  0z*(ty) (4.63a)
_ {af(z?"z(tf)) B 3f(2*(ff)72(tf))1 Oz(ty)
9z(ty) Oz(ty) 9z (ty)
N {8f(z*(ti),zi) B 8f(2*(ti)az(ti))} 02" (t:)
Dz*(t;) 0z*(t;) Dz*(tg)’
i OF _ i 05 Of (2*(ty), 2(ty)) 0z(ty) B Of (2*(t;), 2(t;)) 02" (t;)
hoz(t;) h@z(t-) 0z(ty) 0z(t;) 0z*(t;) 0z(t;)
o). 20) | OFCHAG) 02ty) | OF(x(0).5) 02
0z(t;) 0z(ty)  0z(t;) 0z*(t;) 0z(t;) (4.63D)
_ [af% 2(ts)) _0f (= (1), z<tf>>] O=(ty)
Oz(ty) Oz(ty) z(t;)
Portanto, a identidade §F' = 0 implica imediatamente nas seguintes relagoes:
zs(t;) = z;, (4.64a)
2 (ty) = 2} (4.64Db)

Observe que os resultados anteriores sao idénticos as condigoes de contorno (3.16). Con-
sequentemente, devido as restrigcoes impostas pelo método do ponto de sela, a existéncia de
solugoes classicas esta novamente subordinada & duplicacao do espago de fase. Por esta razao,
precisamos reintroduzir a mudanga de notagdo (3.33), de modo a indicar explicitamente a
inclusao dos valores estacionarios por uma deformacao no dominio de integracao. Em con-
cordancia com estas ponderagoes, devemos substituir as identidades (4.63) pela descrigao (3.5).

A partir das equagoes (4.63), calculamos as segundas derivadas da fungao F em notacao
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apropriada ao espaco de fase duplicado:

i *F %(6z(tf))T Pf (=) 2(tr)  PF(E(ty), 2(ty) | O2(ty)
hoz(t;)? ~ \0z(ty) dz(ts)’ dz(ty)? 0z (ty)
0z(t:) " [Pf(2(t),z1)  Pf(E(t:), ()] 9%(t:)

+<82(tf>) [ o=(1.)? o=(t,)? ]%(tf)

T [zﬂf(z;,z(tm . a2f<z<tf>,z<tf>>] 0
0

hoz(t;)0z(ty) 0z(t;) dz(ty)? 0z(ts)” z
(6Z(ti)>T [GQf(Z(ti)aZz‘) _ 82f(z(tz),z(t,))] 0z(t;
0z(t:) 0z(t;)° 0z(t:)* | 0z(ty
P f(E(), 2(t) 0z(t)

i O°F N (az(tf))T 0°f (2}, 2(tr) O (2(ty), 2(ty)) | D2(ty)
hoz(t;)?  \ 0z(t;) dz(ty)? Dz(ty)? 0z(t;)
(0Z(ti)>T {GQf(f(ti),zz) 3 82]‘(5(@),2(%))} 0z(t:)
0z(t;) 9z (t:)? 0z(t;)* 9z(1;)

t,

(4.65a)

(4.65b)

(4.65¢)

(4.65d)

Na obtencao destas tultimas expressoes, desprezamos as derivadas dos elementos da matriz
T, definidos pela identidade (A.5). De acordo com as equagoes (3.47), os blocos de T sao
proporcionais as segundas derivadas da acao classica. Portanto, uma derivagao adicional destas
quantidades implica em correcoes de mesma ordem da terceira variacao da agao, as quais devem

ser removidas por consisténcia com as aproximagoes semiclassicas (3.48) e (4.42).

Inserindo as condigoes (3.5) nos resultados (4.65), obtemos as grandezas necessarias no
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calculo da expansao (4.62):

ﬁ% ~ g alt) 2(0) (4.664)
i =~ ) Gt (4.661)
s et ) S (4.660)
o (), 20 S (4.664)

Sob a duplicagdo do espago de fase, aplicamos a aproximagao (4.62) sobre a identidade

(4.61):

8(%(@),2(@)) 5

K (2}, 2ty ;) m 05y “det [g(2(1:), 2(4:))] m(}(é(tf), 2(ti);ty, ti)

X €Xp {% [F(g(tf), 2(t)ity ) + T(E(Ly), 2(t)it g, ti)] } (4.67)
« /%@{p B( S3(ty) 0=(t:) )v”’v( fsz((’;f)) )} |

Na equacao anterior, reutilizamos a definicao para os desvios em relagao aos valores esta-
cionarios, os quais denotamos por 0z(ts) = z(ts) — Zs(ts) e 0z(t;) = 2(t;) — z5(t;). Note que a
expansio da funcao F foi acompanhada pela aproximacao k() = 1, cuja validade esta associada
ao limite [ > 1. Além disto, uma vez que as condigdes (3.5) podem corresponder a miltiplas
trajetorias classicas, introduzimos um somatoério sobre todas as contribuicoes ao método do
ponto de sela.

Por conveniéncia de notagao na identidade (4.67), definimos a matriz de segundas derivadas
do expoente F:

. 92F O2F
W= 1 9z (ty)? 0z(ty)0z(ts)
h 92F F
0z(t;)0Z(ty) 9z (t;)? (4 68)
_ 0z(t 0z(t
I A7 I A
_ 0z(t; 0zZ(t;
0 g(=(t:)=(8) ) \ EiS 5

Analogamente ao resultado (4.50), a transformagao (4.49) possibilita a resolu¢ao imediata
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da integral Gaussiana no propagador (4.67):

i:/%em B (6(ty) 62(t) )

1

- / (Zd)ﬁ exp {——6Wﬁ} — i [detvv]_5

~ i {det [9(2(ts), 2(t))] det [g(2(t), 2(t:))] ggz(tL

%z

N
S &
T
—

Saite
S~—
~
| I

(4.69)

= {aetlgtatey). s(ep] de (et (0] 522

Reunindo os determinantes Jacobianos encontrados nas equagoes
podemos realizar a seguinte simplificagao:

D(2(t:), 2(t:)) [0(2(ts), 2(t:)) ] 2 [O(2 (L), 2(t;)] 72 M%
A(z(ty), z(t:)) [8@(@),5(@))} [a(z(tf),z@i))} _{a(g(tf),z(ti))} : (4.70)

Finalmente, empregando as expressoes (4.69) e (4.70), reobtemos a formulagao (3.2) para o
propagador semiclassico:

Y det [g(2(t:), 2(t)] |7 [ OG(t:), 2(1:)) | ?
m%%“m”zammwmwmﬁ{mwﬂ@»}

w o [FGE(n) ()it ta) +1 () z(t)it  t0) |+ A (= 20)

_ ZC 25 2ty ts eh[ (25,205t ba)+H (25,25t ,40) | HA(2F,24)

traj.

= Ksc(zj;7 25, tf? tz)

35), (4.67) e (4.69),

D=

traj.

(4.71)

Note que, nesta ultima identidade, utilizamos a definigao (4.59) para demonstrar a igualdade
entre a funcdo F e a acio classica sob as condicoes (4.64). A obtencao do resultado (4.71) possui
interpretacao exatamente oposta a subsecao 4.2.2, na qual estabelecemos uma aproximacao
para o operador de evolucao temporal como consequéncia de manipulagoes sobre o propagador
semiclassico. Portanto, as aproximacoes U,. e K. estao bidirecionalmente associadas por uma
aplicacao do método do ponto de sela.

4.4 Propagador Classico Corrigido

Na segao anterior, utilizamos a expansao (4.62) como uma abordagem aproximativa para a
resolugao analitica da integral (4.61). Em decorréncia deste procedimento, reobtivemos todas
as complicagoes inerentes ao calculo do propagador semiclassico, como a imposicao de condig¢oes
de contorno e a consequente duplicacao do espaco de fase.
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Com a inten¢ao de elaborar uma representacao a valores iniciais, precisamos renunciar &
exigéncia de extremizagao para o expoente F. Como alternativa para a avaliagao da expressao
(4.58), podemos realizar uma aproximagcao de segunda ordem do funcional (4.59) em torno da
trajetoria principal, a qual estd completamente determinada por condigoes iniciais. Esta nova
formulagao semicléssica recebe a designacao de propagador cldssico corrigido, em razao de suas
semelhangas com o resultado (B.20).

Devido a escolha da trajetoria principal como referéncia para a aproximacao semicléssica, o
propagador classico corrigido também apresenta algumas similaridades em relacao ao método
das Gaussianas derretidas’®”". Contudo, estes dois resultados teéricos diferem em diversos
aspectos fundamentais, como a utilizagao do conceito generalizado de estados coerentes e a
representacao selecionada para o estado final na amplitude de transicao.

4.4.1 Resultado

Considerando um segundo procedimento de aproximagao para o céalculo analitico da ex-
pressao (4.61), obtemos o propagador classico corrigido:

Kooz}, zisty ti) = (zfl2(ty)) C(2* (ty), zisty ta) exp [P(2}, zisty, ) + A(2*(ty), 2i)]

i (4.72)
X exp {ﬁ (S(2*(ty), zisty, ti) + L(2"(ty), zis ty, tz)]} .

Devemos ressaltar que a equagao anterior estabelece uma genuina representagao a valores
iniciais, uma vez que todas as fung¢oes constituintes do propagador classico corrigido estao
definidas sobre a trajetoria principal, a qual esta especificada exclusivamente pelas condi¢oes
(4.20).

Diferentemente do propagador semicléassico, o resultado (4.72) nao exibe um somatorio
sobre diversas contribuicoes cléssicas, pois as equagoes (3.3) possuem resolugao inequivoca sob
condicoes iniciais. Além disto, de maneira a compensar a discrepancia entre os valores de z*(ty)
e 2}, o propagador classico corrigido introduz o termo de interpolagao:

(5= = )" (2" 5), 007 G 5 = (1)

P(2}, zisty, ti) =
(4.73)

N~ N~

(25 = 2°(t))g" (2" (ty), 2(t5)) Mua(ty, t:) My (1, 1) (5 — 2" ().

Note que, na segunda linha desta tltima identidade, utilizamos as relagoes (A.5) e (A.8a)
para descrever a quantidade P em termos dos blocos da matriz tangente. Como discutido no
apéndice A, os valores de My e My, constituem a solugdo do sistema dindmico (A.2) com
condigoes iniciais especificadas pela equagao (A.3).

4.4.2 Deducao

Na presente subsecao, apresentaremos a demonstragao da formula semiclassica (4.72). Para
esta finalidade, utilizaremos um procedimento semelhante a investigacao original de Gross-
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mann sobre a correspondéncia entre o propagador de Herman-Kluk e o método das Gaussianas
derretidas''.

Em substituigao a aproximagao (4.62), podemos avaliar analiticamente a integral (4.61) com
a expansao do funcional F' em torno da trajetéria principal®:

- - - 1 . -~
F~F,+d6F,+ 5(SQFP. (4.74)

Paralelamente a aproximacao sobre o expoente F, assumiremos novamente que as outras
grandezas no integrando da expressao (4.61) variam lentamente na regiao relevante do dominio
de integragdao. Ou seja, as quantidades classicas excluidas da prescri¢ido (4.74) serdo aproxi-
madas simplesmente por seus valores sobre a trajetoria principal. Além disto, com o objetivo
de preservar a consisténcia entre os diferentes métodos semiclassicos durante a realizacao de
integrais, aplicaremos também a hipotese (1) ~ 1.

Empregando os resultados (4.63), calculamos prontamente os valores das primeiras derivadas
de F sobre a trajetoria principal:

i OF  JOf(zh2(ty)  Of (2 (), 2(tp)] D2(ty) N
hoz+(t;) [ dz(ty) 0z(ty) } 0z (ty)’ (4.750)
i OF  Of(zp2(ty))  Of(27(ty), 2(t))] D=(ty)

hoz(t;) [ 0z(ty) Oz(ty) ] 0z(t;) (4.755)

Observe que a aproximacao (4.74) coincide grosseiramente com a equagao (4.62) para
z, (ty) =~ 5. Neste caso especifico, esperamos que a expansao em torno da trajetéria principal
exiba precisao comparavel ao método do ponto de sela, excetuando a possivel multiplicidade
de contribuigoes classicas sob imposicao explicita de condi¢oes de contorno.

Portanto, em analogia ao resultado (4.71), podemos supor que a expressao (4.74) fornece
uma aproximacao semiclassica satisfatoria somente quando o extremo final da trajetoria prin-
cipal atinge valores proximos ao ponto critico (4.64b). Introduzindo estas considerages sobre
as identidades (4.75), realizamos uma expansao de primeira ordem no parametro Z; em torno
de z(ty):

i OF [0f(2*(ty), 2(ty)) 0% f (2"(t), 2(ts))

hoe) S| ey T W) e,
Of (z"(ty), 2(ty)) ]| 0=(ts)
BECE 22(1;) (4.762)

= (5= = )" ()l G

*IAs fungoes calculadas sobre a trajetéria principal sao indicadas pelo subindice p. No entanto, de maneira
analoga as segOes anteriores, esta notagao sera omitida quando sua auséncia nao provocar ambiguidades.
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i OF _[of(=(ty) 2(ty) O*f(2*(ty), 2(ty))

+ (25 = 2°(ty))

hoz(t;) - 0z(ty) 0z*(ty)0z(ty)
Of(z"(ty), 2(ty)) | 02(ty)
a azftf) : 82(15];) (4.76b)
9z(ty)

= (25 — 2" (tg)g" (=" (tg), (L)) Oz(t;)

Agora, empregando a restrigao das equagoes (4.65) sobre o espago de fase simples, calculamos
as segundas derivadas do expoente F' sobre a trajetéria principal:

i O*F 0z(ty)

R o))’ ~—g" (2 (ty), Z<tf))az*(tf)’ (4.77a)
s = ) sl ), (4.77)
e PR B L) (4.770)
%afif) e —g(z*(ti),z(ti))%i ((tt)) (4.77d)

Nas identidades anteriores, de maneira consistente com as aproximacoes semiclassicas do
capitulo 3, conservamos apenas os termos de grandeza semelhante a segunda variagao da agao.
Por esta razdo, os resultados (4.77) sdo obtidos com a simples substituigao do parametro 2} pelo
valor de z;(ty), enquanto as equagoes (4.76) decorrem de uma expansdo de primeira ordem.
Como justificativa adicional para estas manipulagdes, observe que as expressoes (4.76) e (4.77)
possuem correspondéncia exata com as relagdes (4.63) e (4.65) no caso de estados coerentes
canonicos.

Com o intuito de simplificar a notacao, reescrevemos as segundas derivadas do expoente F
em notacao matricial:

. 2F 2K
W _ i dz*(ts)? 0z*(t£)0z(t;)
h >*F *F
02(t;)0z* (L) d(t:)? (4 78)
" 0z(ty) Oz(ty)
[ ) 0 T ot
% 0z*(t; 0z*(t;
0 g(Z (ti), Z(ti)) 82*((ttf)) 8z((ti))

Note que esta ultima identidade possui a mesma forma da equagao (4.68), obtida para um
trajetoria extrema do funcional F. Entretanto, diferentemente da segao 4.3, o resultado (4.78)
esté restrito ao espaco de fase simples.
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Entao, inserindo a expansao (4.74) na expressao (4.61), obtemos a seguinte identidade:

0 (" (i), 2(t:))
0 (2*(ty), 2(t:))

. exp{% R (1), 2t . t0) + 127 (tg), 28, 1)|
X /%exp {2 ( dz*(ty) 0z2(t;) )W( *((;f)) )}

K (2, zisty, i) = " C7%) det [g(2" (4), 2(t:)] C(=*(tg), 2(ts)s by, 1)

(4.79)

X exp [( 525 (ty) 8z(t) )ﬂ ,

na qual introduzimos a notagao para os desvios em relagao a trajetoria principal, simbolizados
por 62*(ty) = 2*(ts) — 2,(ty) e 62(t;) = z(t;) — 2,(t;). Na equagio anterior, definimos também
o vetor de primeiras derivadas da funcao F:

. 2 * * * o0z(t
o_i [y | o G ), 2 )
3 * * * 0z(t
b\ L (5 — 2(t)g" (2" (), 2(ty)) o)

Semelhantemente & expressao (4.49), podemos resolver a integral Gaussiana (4.79) com uma
simples transformacao de variaveis:

> ~ . 0z* (tf)
B—7=-i ( sa(t) ) (4.81)
A quantidade ¥ representa um vetor constante, cujo valor ainda nao esta determinado. Em

consequéncia da mudanga de variaveis, o expoente do integrando na aproximagao (4.79) adquire
o seguinte formato:

(4.80)

- %(5 — WG =) +i(G -V = —%BVVB + AW — %Wm FIBV -V (4.82)

Nesta ultima identidade, em concordancia com a defini¢ao (4.78), empregamos a propriedade
WT = W. Como préximo passo na avaliacao da integral Gaussiana, estabelecemos a exigéncia
de cancelamento entre os termos lineares em [3:

BWA 416V = 0. (4.83)
Deste modo, obtemos imediatamente o valor do vetor constante:
F =iV, (4.84)
Em seguida, realizamos a substituigdo do resultado anterior na equagao (4.82):

1 - ~ 1~ -

——(B-NW(B—-F) +i(B—7F)V =—=BWS—

/. 4.
: : “ly (4.85)

l\DI»—t
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Ou seja, assumindo que a matriz W é invertivel, podemos reformular o expoente do propa-
gador (4.79) como um termo quadratico em [ acrescido de uma constante. Portanto, de maneira
analoga ao resultado (4.69), realizamos a integragdo Gaussiana referente a expansao (4.74):

~ dz*(t;)d t; 1 % I z* * (/
7= [ o 1 oy sw () )+ (52 3200 )7]

— e VWV / (i;—ifd exp {—%@W@} =i’ [det W] éexp(—l ~I/T/’l‘?)

1
-1 L
— Ldet [g(2*(t;), 2(t;))] det [g(=* (&), 2(t:))] } exp(—fVW’1V> .
{ S 0" (k). =(t:)) :
Com o auxilio desta ultima equagao, reescrevemos a aproximagao (4.79):

K (27, 2ty ti) = exp [A(2f, 2)] C(2" (), 2(t:); . 1)

X exp {% [S(="(tg), 2(t)sty, 1) + (" (t5), 2(ta)s by, m]} (4.87)

<exp [ 135, 5(t7) = 1) alty) - 577

Observe que, de forma semelhante & equacdo (4.70), reduzimos todos os determinantes
Jacobianos a um tunico fator, o qual esti inserido na quantidade C. Em conclusao a pre-
sente dedugao, podemos realizar uma ultima simplificagao sobre o resultado (4.87). Com este
proposito, efetuamos a inversao formal da matriz W:

—1 1
oz(t oz(t %
. | T g7 (2" (t1), 2(t))) 0
0z*(t;)  0z*(ts) x4 4
0z*(ty)  0z(t;) 0 g(z (tl)vz(tZ)) (488)
0z*(t 0z*(t %
[ T =S [ CE)) 0
0z i 0z i *
o 0 E(z* (L), =(t;))

Com a utilizacdo conjunta das expressoes (4.80) e (4.88), podemos elaborar a seguinte
relacao matricial:

(Z280)" (= (1), 2025 — (1))

VWV~ — 25— 2*(tg) O oot AT
(5=t 0) (528) 9= (tn), 2(t)) (25 = 2 (t)
. T 4.89
= (s = =0) (oS ) o))~ (e) )
Oz(ty)




Finalmente, substituindo o resultado anterior na aproximacao (4.87), obtemos as equagoes
(4.72) e (4.73), nas quais definimos o propagador classico corrigido.

Note que os propagadores (4.72) e (B.20) possuem diversas caracteristicas em comum, uma
vez que ambas abordagens aproximativas resultam de uma mesma trajetoria classica no espago
de fase simples, a qual esta determinada exclusivamente por condigoes iniciais. Contudo, devido
a presenca adicional das quantidades semiclassicas C, I e P, podemos interpretar o propagador
classico corrigido como um aprimoramento da formulagao desenvolvida no apéndice A, em
comparacao com a dinamica quantica exata.

4.4.3 Correspondéncia com o Propagador Semiclassico

Nas secoes anteriores, demonstramos que os propagadores semicléssico e classico corrigido
decorrem de diferentes aproximagoes sobre a expressao (4.58), a qual estd fundamentada no
operador semiclassico de evolucao temporal. Portanto, podemos esperar a existéncia de uma
conexao direta entre os resultados (4.71) e (4.72). Com a finalidade de comprovar esta expec-
tativa, utilizamos as relagdes (3.46d) e (3.47a) no desenvolvimento de uma expansao especifica
da acao classica:

ﬁs(zfaz’wtfvtz) :ﬁ‘S’(Zf?Zwtfutl) - f(Zf,Z(tf)) + f(ZfVZ(tf))
h 82*(tf) (Zf z (tf)>
i * * 825(2*(tf)7zl7tf7t1> * *

~ 170, 20)) - LA 5 e (4.90)

- %(2} — z*(tf))a f(glat{tic’)z(tf)) (27 — 2"(ty)) + f(z}, 2(ty))

= %S(z*(tf), zisty, i) — f(27(ty), 2(ts)) + f(2}, 2(ty))

(5= = )" (2" 5), (07 5o 5 = (1),

S(z*(tf),zi;tf,ti) -+

+

Na segunda linha desta ultima equagao, realizamos uma expansao de segunda ordem do
parametro z} em torno do extremo final da trajetoria principal, o qual indicamos simplesmente
por z*(t). Entretanto, observe que este procedimento de aproximacao nao foi aplicado sobre
terceiro termo a direita do primeiro sinal de igualdade.

Com a substituicdo da expressao (4.90) na identidade (4.71), o propagador semicléssico
adquire formato idéntico a equagao (4.72), exceto pela presenca do sinal somatorio sobre tra-
jetorias classicas. No entanto, com o objetivo de remover esta divergéncia, podemos assumir que
a trajetoria principal esta suficientemente proxima de uma solugao classica com contribuicao
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dominante ao céalculo de K sc(z}i, 2z, t;). Neste caso particular, os propagadores semicléssico e
classico corrigido apresentam correspondéncia completa, uma vez que podemos eliminar o sinal
somatorio com razoavel precisao.

Devemos enfatizar que a discussao anterior nao representa uma deducao alternativa para
o propagador classico corrigido, pois o desenvolvimento premeditado da equacao (4.90) possui
evidente dependéncia no conhecimento preliminar dos resultados da subsecao 4.4.2.

4.4.4 Aplicacao: Condensado em Poco Duplo

Como exemplo de aplicagao para o propagador classico corrigido, utilizaremos o seguinte
Hamiltoniano™":
2

X
H=0Q Z a;ak + m Z(aj)%? (491)
Jj#k J=1

Note que o Hamiltoniano anterior corresponde a uma simplificacao do modelo apresentado
na subsegao 4.1.4. Ou seja, o operador (4.91) descreve a dinamica de um condensado de Bose-
Einstein em um potencial de aprisionamento com dois pocos simétricos "

Analogamente a identidade (4.23), os parametros (2 e x representam respectivamente as
taxas de tunelamento e colisao bosonica. Os operadores a; e a; estao associados com a criagao
e aniquilacao de bosons no estado de particula tnica |u;), o qual definimos como o estado funda-
mental da aproximacao harmonica em torno do j-ésimo minimo do potencial de aprisionamento,
para 7 =1,2.

De acordo com as relagoes (2.26), o Hamiltoniano (4.91) comuta com o operador de nimero
total de particulas, apresentado pela equagao (2.52). Portanto, sem qualquer perda de ge-
neralidade, podemos restringir a andlise dinAmica do condensado ao espago B%;, o qual esta
caracterizado por um valor fixo para o nimero total de bosons N. Como consequéncia desta
discussao, em comparacao com os resultados da subsegao 2.2.3, observe que podemos utilizar
os estados coerentes de SU(2) na formulagao semiclassica do modelo de pogo duplo.

Entao, substituindo a expressao (2.59) na defini¢ao (3.4) para n = 2, obtemos a Hamiltoni-
ana classica efetiva para o sistema condensado:

24z 222 4+1

(4.92)

Em seguida, inserindo o resultado anterior nas identidades (3.3), encontramos as equagoes
classicas de movimento:

1)
 i0(1 — ) — o Y 4.
2 iQ(1 — 2%) — 2ix T+ 32 (4.93a)
Z=1iQ(1 — 2%) + 2i Az 1) (4.93b)
N A '

*Na presente subsegao, consideraremos novamente um sistema de unidades determinado pela relagao h = 1.
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Embora as equagoes (4.92) e (4.93) estejam descritas em notagao apropriada ao espago de
fase duplicado, devemos ressaltar que o calculo do propagador cléssico corrigido exige apenas
a avaliagao destas expressoes sob a restrigao z = 2*.

Como sugerido na subsecao 4.4.2, o propagador cléssico corrigido nao produz resultados
satisfatorios quando o extremo final da trajetéria principal difere significativamente da condig¢ao
(4.64b). De fato, no caso dos estados coerentes de SU(2), os célculos numéricos indicam que a
expressdo (4.72) apresenta divergéncias para valores elevados da quantidade |z} — 2(ty)|. Com o
intuito de eliminar esta complicacao, realizamos uma modificacao sobre o termo de interpolacao:

2
Pl ity t) = Pty exp] —() denl o) e 220 o

Ou seja, substituindo a expressao (4.73) por esta ultima defini¢do, podemos assegurar que o
termo de interpolacao nao fornecera contribuicoes expressivas ao calculo do propagador classico
corrigido para valores substancialmente distintos das variaveis 2*(tf) e z}. Observe que, com a
introducdo de um fator exponencial na funcio P, estabelecemos uma restricao gradual sobre a
regiao do espaco de fase com atuacao efetiva da quantidade P. A extensao deste efeito limitante
esta determinada pelo parametro ), cuja escolha de valor possui a finalidade de remover as
inconsisténcias na aproximacao semiclassica.

Por construcio, as funcdes P e P exibem valores idénticos para Z*(ty) = z}. Em caso
contrario, note que procuramos adaptar a definicdo (4.94) a curvatura natural do espago de
fase, uma vez que o argumento do fator exponencial apresenta formato funcional planejado
em analogia & expressao (2.22). Deste modo, em concordancia com os resultados da secao
C.1, esperamos que extensao efetiva da restrigao sobre o termo de interpolagao permaneca
aproximadamente constante durante a evolucao temporal da trajetoria principal.

Na figura 4.10, em comparagao com o resultado quantico exato, exibimos a distribuicao
Q(z*, z;t) referente ao propagador cléassico corrigido, considerando N = 100, Q@ = —1, y = —1,
A = % e estado coerente inicial parametrizado por z; = tan §. Note que, de maneira similar a
identidade (4.32), empregamos a superficie de uma esfera unitéria como representagdo para o
espaco de fase simples:

: 7
z=e “tan 3 (4.95)

Na equacao anterior, as variaveis angulares assumem os valores 6 € [0, 7] e ¢ € [0,27). A in-
ser¢ao da transformacao (4.95) na defini¢ao (4.14) possibilita a descrigao do sistema condensado
em termos das coordenadas 1, x5 e x3, conforme indicado pelas identidades (4.33).

As figuras 4.10.a e 4.10.b indicam a completa equivaléncia entre as condi¢Oes iniciais para
os calculos semicléssico e quantico. Nos instantes de tempo ||t = 2.5 e |Q|t = 11, observe
que o propagador classico corrigido apresenta-se ligeiramente alongado na direcao da trajetoria
principal. Contudo, esta aproximagao nao possui a capacidade de reproduzir detalhadamente
a intensa delocalizacao da distribuicao quéantica. Como justificativa para a ampla diferenca
entre as duas abordagens dindmicas, devemos destacar a grande simplicidade da expressao
(4.72), uma vez que esta formulagao semicléssica esta fundamentada na avaliagao de uma tnica
trajetoria no espago de fase simples. Em decorréncia desta caracteristica particular, os valores
relevantes da quantidade \KCC|2 demonstram elevada concentracao em torno da coordenada
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Figura 4.10: Distribuicao () sobre a esfera unitaria para o condensado em poco duplo. Os
resultados (a), (c¢) e (e) correspondem a uma aplicagdo do propagador classico corrigido na
representagao dos estados coerentes de SU(2). Os graficos (b), (d) e (f) representam a dindmica
quantica exata nos mesmos instantes de tempo do calculo aproximativo. Em ambas abordagens,
a evolugao temporal do estado coerente inicial |z;) = |tan ) esta determinada pelos parametros
N =100,Q=—-1e xy=—1.



z(ty). Além disto, devido a reducéo efetiva no alcance do termo de interpolagao, a modificagao
(4.94) promove um decréscimo adicional na delocalizagao da representacao () sobre a superficie
esférica.

Com a intengao de comparar diretamente as expressoes (4.72) e (B.20), a figura 4.11 exibe a
fidelidade destes métodos aproximativos em relacao a dinimica quéntica exata. Como esperado,
o propagador classico corrigido apresenta resultados consistentemente superiores & abordagem
classica.

Cléssico

0.9r Classico Corrigido

0.8f
& 0.7

0.6

0.5+

04 L L L L L

0 25 5 7.5 10 12.5 15
€t

Figura 4.11: Fidelidade dos propagadores (4.72) e (B.20) em relagao ao calculo quantico exato.
Os parametros do Hamiltoniano e o estado coerente inicial foram escolhidos em correspondéncia
com os resultados da figura 4.10.

Entretanto, devemos lembrar que o incremento de precisao do propagador classico corrigido
representa uma compensacao para seu maior custo computacional, uma vez que o célculo da
aproximagao (4.72), diferentemente da formula (B.20), exige a determinagao dos blocos My e
M, da matriz tangente.
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Capitulo 5

Dinamica Semiclassica no Espaco de Fase
Duplicado: A Emergéncia de Fenémenos
Quanticos

No capitulo anterior, desenvolvemos duas formulagoes integrais bastante distintas para a
aproximacao semicléssica. Embora ambos resultados constituam legitimas representagoes a va-
lores iniciais, as expressoes (4.9) e (4.34) diferem drasticamente na origem de suas contribuigoes
classicas. Ou seja, em contraste com a propagacao semicléssica correspondente & duplicacao
dos graus de liberdade cléssicos, o operador de evolugao semicléassica esta determinado exclusi-
vamente por trajetorias no espaco de fase simples.

Incontestavelmente, a elaboragao da formula (4.9) representa a eliminacao de diversas di-
ficuldades técnicas no calculo do propagador semiclassico. No entanto, em comparagao com
o resultado (4.34), a aproximagao semiclassica no espaco duplicado apresenta duas evidentes
complicagoes. Primeiramente, a duplicagao dos graus de liberdade classicos implica em um sig-
nificativo aumento do custo computacional para a resolugao das equacoes de movimento. Além
disto, nao podemos considerar o filtro heuristico como uma solu¢ao definitiva para o problema
de remocao das trajetorias espirias, uma vez que nao existe um procedimento deterministico
para uma escolha precisa do valor da constante .

Diante dos obstaculos introduzidos pela duplicagao do espago de fase, poderiamos concluir
prematuramente que a aproximagao (4.9) possui apenas desvantagens em relagao ao operador de
evolucao semiclassica. Contudo, em determinadas situacoes, as trajetorias classicas no espaco
duplicado exibem caracteristicas tnicas, as quais podemos interpretar como uma manifestacao
direta de fendmenos exclusivamente quanticos. Portanto, a elevada simplicidade na utilizacao da
expressao (4.34) corresponde a uma compensagao pelo descarte de possiveis corregoes quanticas.

Como objetivo principal do presente capitulo, exemplificaremos as afirmagoes enunciadas
no ultimo pardgrafo. Entretanto, com o intuito de promover uma simplificacao nas discussoes
posteriores, limitaremos nossos resultados aos estados coerentes canoénicos. Adicionalmente,
consideraremos que o sistema fisico de interesse é composto por um modo bosonico isolado, de
maneira que o espaco de fase simples possua uma tinica dimensao complexa.
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5.1 Variaveis Candnicas no Espaco de Fase Duplicado

Em concordancia com as identidades (2.32) e (4.36), reescrevemos as equagoes classicas
de movimento sobre o espaco de fase simples em formato especifico para os estados coerentes
candnicos:

_1OH(z", 2)

=y s (5.1a)
L 10H(z", 2)
I (5.1b)

Entao, com o proposito de reformular as expressoes anteriores em termos de variaveis reais,
introduzimos as seguintes transformacoes:

ao L (g + iC—FLp) , (5.2a)

c_ L fa
Z——(— 1h>, (5.2b)

nas quais a constante  simboliza uma parametro real arbitrario com dimensao de comprimento.
Observe que as novas variaveis dindmicas ¢ e p estao diretamente relacionadas com as partes
real e imaginaria da coordenada complexa z. Além disto, em oposi¢ao ao carater adimensional
da variavel z, as quantidades ¢ e p possuem respectivamente dimensoes de comprimento e
momento linear. Aplicando as transformagoes (5.2) sobre as identidades (5.1), obtemos as
equagoes classicas de movimento em notacao real:

. OH(q,p)
. OH(g,p)
e (5.3b)

Note que, por conveniéncia, a fungdo composta H(z*(q,p), z(¢,p)) foi denotada simples-
mente por H(q,p). Como esperado, as transformagoes (5.2) estabelecem a correspondéncia
entre as expressoes complexas (5.1) e as equagoes canodnicas de Hamilton'" """, Alternativa-
mente, podemos interpretar as identidades (5.1) como o formato candnico das equagoes de
Hamilton em notagao complexa, uma vez que as relagoes (5.2) preservam a métrica do espago
de fase como uma matriz diagonal e constante.

Analogamente as expressoes (5.1), podemos particularizar as equagoes classicas de movi-
mento sobre o espago de fase duplicado com a substitui¢ao da métrica (2.32) nas identidades
(3.3):

. 10H(z,2)

zZ = —57, (54&)
. i0H(%,2)

P=r (5.4b)
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De acordo com a prescri¢ao (3.33), o resultado (5.4) representa a continuagdo analitica
das equagoes (5.1). A realizagdo deste procedimento sobre as transformagoes (5.2) fornece as

seguintes identidades:
1 (q .Cﬁ)
z=—|=+i=], 5.5a
V2 (C h (55

s % (g - i%) , (5.5b)

nas quais introduzimos as varidveis complexas ¢ e p. Embora as equacoes de movimento nos
espacos de fase simples e duplicado constituam sistemas dinamicos distintos, as expressoes
(5.1) e (5.4) possuem formato completamente idéntico. Por esta razao, as transformagoes (5.5)
resultam precisamente em uma versdo complexificada das identidades (5.3). Ou seja, com
a substituicao das variaveis dinamicas g e p pelas quantidades complexas ¢ e p, as equagoes
canodnicas de Hamilton descrevem corretamente a evolugao temporal sob a duplicacao dos graus
de liberdade classicos.

Portanto, as transformagoes (5.5) possibilitam uma investigagao canoénica das propriedades
dinamicas do sistema duplicado em termos de valores complexos para a posi¢ao e o momento
linear. Contudo, a utilizagao de grandezas classicas complexas nao permite uma comparacao
direta e intuitiva entre os diferentes métodos de propagacao semiclassica. Com a intengao de
reduzir esta dificuldade, apresentamos uma nova mudanca de variaveis:

z = ap +ia3, (5.6a)

zZ = aj + ias. (5.6b)

Nas equacgoes anteriores, as quantidades a; e as simbolizam um conjunto alternativo de
variaveis complexas. Observe que, como consequéncia da transformagao (5.6), a restrigao z = z*
possui total equivaléncia com o subespaco s, = 0. Neste caso, a variavel a; corresponde a uma
parametrizacao natural para o espago de fase simples.

Note que as quantidades aj e aj possuem participagao explicita na construcao das identi-
dades (5.6). Consequentemente, estas equagdes nao constituem uma transformacgao analitica
nas variaveis aq e ap. Por este motivo, a inclusao das grandezas z* e Z* torna-se necessaria
para a inversao das operacoes (5.6). Entao, como preparagao para os desenvolvimentos futuros,
escrevemos a seguinte expressao matricial:

z 1 0 0 1 aq Qaq
z . 0 i 1 0 (65) - (0]
110 -1 0 of | R af |- (5.7)
zZ* 1 0 0 —i s %

A partir desta tltima relagao, calculamos imediatamente a transformacao inversa:

o 1 0 01 z z
| 1o a0l =] =
af | 21 0 1 10 2| R z* (58)
a5 -1 0 0 1 z* z*
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De maneira semelhante & identidade (5.7), podemos reformular as equagdes de movimento
(5.4) com a introdugao das variaveis z* e z*:

2 0 -1 0 0 H(z2)
B . OH(Z,z)
A = . (5.9)
2 hlo o o0 1 orL,2)
z* 0 0 -10 PRz2)

Como evidenciado na expressao anterior, a evolucao temporal das variaveis z* e z* nao esta
determinada pela mesma funcao Hamiltoniana correspondente as quantidades z e zZ. Ou seja,
devido a operacao de conjugagao complexa, obtemos dois valores distintos para a Hamiltoniana
classica efetiva, os quais estao representados pelas grandezas H(z, z) e H*(Z, z).

Com a finalidade de simplificar a aplicacao da transformagao (5.7) sobre as equagdes clés-
sicas de movimento, podemos reescrever a expressao (5.9) em termos de uma unica funcao
Hamiltoniana. Dentre as possiveis opcoes para a realizacao deste objetivo, efetuamos a se-
guinte escolha:

[H(z,2) + H' (2%, 2%)] (5.10)

Observe que, na identidade anterior, introduzimos a relagao H'(zZ*,2*) = H*(z, z) como
indicacao explicita para a Hamiltoniana classica com dependéncia exclusiva nas variaveis z* e z*.
De maneira geral, as quantidades H'(z*, 2*) e H(Z*, 2*) nao representam fungoes coincidentes,
uma vez que suas expansoes em séries de poténcias nao exibem coeficientes com valores restritos
a0s numeros reais'.

Inserindo a definicao (5.10) na identidade (5.9), obtemos uma nova formulagdo para as
equagoes cléssicas de movimento no espaco de fase duplicado:

2 0 -1 0 0 ot ot
N %_H =M %_H . (5.11)
2 hfo o o 1 on on
z* 00 -10 o o

Durante a elaboracao deste tltimo resultado, utilizamos as condi¢oes de analiticidade das

De fato, podemos mostrar que H'(z*, 2*) = H(z*, z*).
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fungoes Hamiltonianas complexas:

OH(Z, z) _ OH(Z, z)

= 12
0z* 0z* 0 (5.122)
OH'(z*,z*)  OH'(z*, 2")
= =0. .12b
0z 0z 0 (5 )

Neste momento, com o auxilio das relagdes matriciais (5.7) e (5.8), realizamos a substituicao
das variaveis dindmicas na equagao (5.11):

éy i 00 -1 0 on
. IH . OH
& o1 hl10 0 0 o '
1 0o} 0o
i o 01 0 0 o

Portanto, como consequéncia natural da transformacao (5.6), a parte real da fungao H(z, 2)
torna-se a geratriz exclusiva da evolucao temporal classica sobre o espaco duplicado. Desta
maneira, recuperamos parcialmente os conceitos usuais da mecanica cléssica, uma vez que as
equacoes de movimento estao determinadas por uma Hamiltoniana com valor estritamente real.
Além disto, em comparagao com as identidades (5.1), note que a expressao (5.13) possui formato
idéntico as equacoes canonicas de Hamilton em notacao complexal’, considerando um sistema
com dois graus de liberdade.

Em analogia a transformagao (5.2), podemos executar a seguinte decomposigao das variaveis
candnicas oy e o

1 -
o ¢ ? h 2 o5l
o V2 ¢ 0 —iz 0 D1
ay 0 ¢ 0 -if P2

na qual ¢, g2, p1 € ps representam um conjunto de coordenadas reais para o espago de fase
duplicado. Observe que, com o intuito de preservar a correspondéncia entre as diferentes
parametrizagoes do subespaco as = 0, as identidades (5.2) e (5.14) apresentam o mesmo valor
para a constante (.

Finalmente, aplicando a transformagao (5.14) sobre a expressao (5.13), obtemos as equagoes
candnicas de Hamilton sobre o espaco duplicado em notacao real:

OH
0 0 01 OH

L o (5.15)
P -1 0 00 o1
) OH
Do 0 -1 00 o

"Como alternativa a defini¢do (5.10), poderiamos descrever a dinamica classica das variaveis a1 e ao com a
parte imaginaria da fun¢do Hamiltoniana H(Zz, z). Neste caso, diferentemente da identidade (5.13), as equagoes
de movimento nao apresentariam formato canénico.
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5.2 Caracterizacao de Fendomenos Quanticos no Espaco de
Fase Duplicado

Como discutido no apéndice B, as equacoes classicas de movimento sobre o espaco de fase
simples constituem um limite exato para a dinamica quantica de um estado coerente inicial.
Ou seja, considerando a situagao descrita pela expressao (B.2), os resultados quanticos referen-
tes ao operador H apresentam total equivaléncia com as solugoes classicas relativas a funcao
Hamiltoniana H(z*, 2) = (2| H|z).

No entanto, com o distanciamento em relagao a condigao limitrofe (B.2), a aproximagao clas-
sica torna-se incapaz de reproduzir corretamente diversos fendmenos fundamentais da mecéanica
quantica. Além disto, esperamos que os métodos semiclassicos determinados exclusivamente
por trajetorias classicas sobre o espago de fase simples, como o propagador classico-corrigido e
o operador de evolugao semicléssica, também apresentem dificuldades na descricao de alguns
efeitos quanticos tipicos, para os quais nao podemos encontrar comportamento analogo nas
equagoes (5.1).

Por outro lado, a duplicagao do espago de fase promove um aumento significativo na varie-
dade de solugoes para as equagoes classicas de movimento, uma vez que as trajetorias externas
ao subespaco invariante as = 0 podem exibir propriedades fisicas bastante peculiares em com-
paragao com os resultados da aproximagao cléssica. Portanto, a propagagao semiclassica no
espago duplicado possui um conjunto ampliado de recursos para a descricao dos fenémenos
especificos da mecéanica quantica.

Nas proximas subsecoes, identificaremos diversas caracteristicas particulares das trajetorias
classicas no espago de fase duplicado. Neste contexto, introduziremos dois conceitos relevantes
na discussao das possiveis conexoes entre a duplicagao dos graus de liberdade classicos e alguns
aspectos centrais da dinadmica quantica.

5.2.1 Trajetérias Tunelantes

Com o objetivo de satisfazer as necessidades especificas da se¢ao 5.3, restringiremos mo-
mentaneamente nossa analise aos operadores Hamiltonianos com o seguinte formato:

H(q,p) =T(p) +V(q), (5.16)

no qual 7'(p) e V(§) correspondem respectivamente aos operadores de energia cinética e poten-
cial. Entao, considerando uma particula com massa m = 1, escrevemos explicitamente o termo
cinético do Hamiltoniano:
~2
T(p) ==
(5.17)
= i <2aTa+1—aT2—a2) :

Nesta ultima equacao, com o proposito de simplificar a execugao dos célculos posteriores,
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empregamos uma versao modificada das identidades (2.37):

(a' +a), (5.18a)
p=— (a' —a). (5.18b)

Observe que, nas expressoes anteriores, realizamos uma escolha particular para o sistema
de unidades, o qual esta parcialmente determinado pelas relagoes h = 1 e ( = 1. Em se-
guida, utilizando os resultados (2.27), (2.31) e (5.17), obtemos prontamente o termo cinético
da Hamiltoniana classica efetiva:

1
=-—(22z241-2"-2°)
4 (5.19)
2 2
_nop 1
=5 5 + TR
= T(p1ap2)

Portanto, a quantidade 7 exibe dependéncia funcional exclusiva nos momentos candnicos
p1 € pa. Por esta razdo, na ultima linha da equacao (5.19), efetuamos uma uma mudanga de
notacao sobre os argumentos da energia cinética complexa.

Como evidenciado pelas identidades (5.13), a parte imaginaria da fun¢ao Hamiltoniana
H(Zz, z) nao é estritamente necessaria para a construcao das equagoes classicas de movimento
sobre o espaco de fase duplicado. Consequentemente, podemos limitar nossa discussao a parte
real da expressao (5.19):

— DN
[\l o}

P2
2

. (5.20)

1 =

T(p.p2) =re[T(prp2)] = 5 = 2 +

Note que, sob a restricao as = 0, a energia cinética real representa uma funcao quadratica
do momento p; com limitante inferior correspondente & quantidade ’ZN'(O, 0) = i, a qual podemos
interpretar como uma energia de ponto zero. Ou seja, sobre o espaco de fase simples, o resul-
tado (5.20) possui todas as propriedades esperadas para a aproximagao classica do operador
(5.17). No entanto, devido a duplicacdo dos graus de liberdade classicos, a funcao 7 (py, p2) néo
apresenta valores estritamente superiores a constante T(O, 0). Como consequéncia desta carac-
teristica distintiva das trajetorias classicas no espacgo duplicado, torna-se relevante a formulacao
do seguinte conceito:

Definigao 1 (Trajetorias tunelantes). Se uma trajetoria no espago de fase duplicado

satisfaz a desigualdade p3(t) > pi(t), entdo esta solugao classica apresenta tunelamento
no instante de tempo t.
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Objetivando uma melhor compreensao da defini¢ao 1, precisamos examinar o operador de
energia potencial com maiores detalhes. Para esta finalidade, introduzimos a representagao de
posigao do estado coerente canonico:

1 2. s 1 .
(q2) = = exp|—— + V242 — =2(2 + 2%)| | (5.21)
T4 2 2
na qual |) simboliza o auto-estado do operador ¢ com autovalor . Com o auxilio da identidade
(5.21), realizamos a seguinte manipulagdo sobre o termo potencial da Hamiltoniana classica
efetiva:

V(z,2) = (z[V(§)]2)

- [av@aae

(5.22)

- % 4 43 V() exp {—qﬂ FVEI(E + )~ 5(2 4 2

=V(z + 2).

De acordo com a expressao anterior, o potencial complexo V possui dependéncia funcional
exclusiva na soma de seus argumentos. Em decorréncia desta propriedade, na tultima linha
da equagao (5.22), estabelecemos uma evidente mudanga de notagao. Entao, empregando as
transformagoes (5.7) e (5.14), podemos executar modificagoes adicionais sobre o termo potencial

classico:
V(Z+2z)=V(w + o] +i(ay + a3))

= V(V2(q1 +ig)) (5.23)
=V(q1: ¢2)-

Como esperado, o potencial cléassico efetivo representa uma funcao exclusiva das posigoes
¢1 € g2. Ao final da identidade (5.23), em analogia com o resultado (5.19), efetuamos uma
nova reformulacao nos argumentos do termo potencial complexo, com a intencao de denotar
explicitamente a dependéncia nas varidveis candnicas reais.

Com a utilizagdo conjunta das equagoes (5.20) e (5.23), podemos escrever uma expressao
geral para a parte real da fungao Hamiltoniana efetiva:

- P - 1
H(q1, g2, p1,D2) = ) +V(q1, ¢2) + e (5.24)

na qual introduzimos a relacdo V(q1, ¢2) = re[V(q1, ¢2)]. Como consequéncia imediata do resul-
tado (5.24), note que a inequacao H(qy,0,p1,0) > V(q1,0) + 1 ¢ vélida em todo o domifnio das
variaveis ¢; e p;. Ou seja, para um ponto arbitrario de uma trajetoria cléssica no espaco de
fase simples, a energia total nao exibe valor inferior ao termo potencial acrescido da constante

7(0,0). Esta caracteristica da restrigdo cs = 0 corresponde & incapacidade da aproximagao
classica em perfurar a superficie de potencial.
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Contudo, nos casos indicados pela definicao 1, a Hamiltoniana ﬁ(ql,qz,pl,pg) apresenta
valores inferiores & soma entre o potencial f/(ql, ¢2) € a energia cinética de ponto zero. Portanto,
as trajetorias no espago duplicado sao capazes de transpor as fronteiras energéticas impostas
pelo termo potencial classico.

Por fim, substituindo a expressao (5.24) na identidade (5.15), podemos formular equagoes
diferenciais de segunda ordem para as posi¢oes canonicas:

81}(611, QQ)
i1 o0 (5.25a)
. al}(Qh q2)
q2 Er (5 5b)

Em conformidade com os conceitos usuais da mecanica Newtoniana, observe que a aceleragao
da variavel ¢; possui sentido contrario a derivada do potencial real. Esta relacao bastante
familiar representa o resultado esperado para a aproximagao classica do Hamiltoniano (5.16)
sobre o espago de fase simples.

Entretanto, na diregao da coordenada ¢o, a aceleragao apresenta sinal idéntico & derivada
de f)(ql, ¢2). Esta propriedade incomum da equagao (5.25b) resulta no comportamento contra-
intuitivo das trajetorias classicas no espago duplicado, as quais serao extensivamente exempli-
ficadas na segao 5.3.

5.2.2 Comportamento Nao-classico

Com o proposito de compreender mais um aspecto nao-trivial do sistema classico duplicado,
considere as seguintes condi¢oes de contorno:

au(ts) = o, (5.262)

ay(ty) = af. (5.26h)

De maneira geral, as trajetorias classicas sobre o subespago invariante as = 0 nao possuem
a capacidade de satisfazer as restrigoes (5.26) para valores arbitrarios dos parametros o} e a{ .
Neste caso, a resolucao das equagoes de movimento constitui um problema sobredeterminado,
uma vez que a expressao (5.13) resulta em uma tnica equagao diferencial complexa independente
de primeira ordem para duas condi¢oes de contorno. Em outras palavras, as solugoes das
identidades (5.1) nao estabelecem todas as possiveis conexdes entre as coordenadas do espago
de fase simples.

Com a duplicagao dos graus de liberdade, a sobredeterminagao do sistema dindmico cléssico
¢ completamente eliminada. Embora a existéncia de uma solucao ainda nao esteja garantida, a
resolucdo simultanea das equagoes (5.13) e (5.26) torna-se realizavel em uma ampla variedade

de situacoes™. Ou seja, com a exclusao da restricao as = 0, as trajetorias classicas produzem

iDe acordo com os teoremas fundamentais para equacoes diferenciais ordinérias, a existéncia de uma solucéo
para o sistema dinamico (5.13) est4 assegurada sob a imposicao de valores iniciais'". Portanto, como condigao
para a resolugdo das equagoes de movimento no espago duplicado sob as restrigdes (5.26), o parametro a{ deve
pertencer & imagem da fungdo aq(ty) = aq(an(ti), az(t;);ty) para aq(t;) = of.
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novas conexoes entre os valores da coordenada o;.

Em concordancia com a definigao (5.6), a variavel dinAmica oy representa a projegao sobre o
espaco de fase simples correspondente a uma solugao arbitraria da equagao (5.13). No entanto,
como uma consequéncia particular do raciocinio apresentado no paragrafo anterior, note que os
valores de a4 (t) referentes a uma trajetoria no subespago as(t) # 0 nao estao sujeitos as sepa-
ratrizes de movimento do sistema dinamico (5.1). Esta propriedade possui elevada relevancia
na comparacao entre as diferentes abordagens semicléssicas. Por esta razao, introduzimos o
seguinte conceito:

Definigao 2 (Comportamento nao-classico). Se a projecao ay(t) de uma trajetoria no
espaco duplicado cruza uma separatriz de movimento associada & dinamica no subespaco
ag = 0, entdo esta solugao do sistema (5.13) exibe comportamento nao-cldssico.

As trajetorias descritas pela definicao 2, quando observadas no espago de fase simples, exi-
bem caracteristicas totalmente incompativeis com resultados da aproximacao classica. Conse-
quentemente, esperamos que o comportamento nao-classico apresente contribuigoes irrelevantes
aos calculos semiclassicos no limite (B.2).

Contudo, nos exemplos examinados pela proxima se¢ao, mostraremos que o comportamento
nao-classico possui uma consistente relagao com a construcao de abordagens aproximativas para
fendmenos estritamente quanticos. Este resultado representa uma conciliacao entre o conceito
usual de trajetoria e alguns efeitos inerentes & mecanica quantical.

5.3 Aplicacoes

Nas subsecoes 5.2.1 e 5.2.2, apresentamos duas propriedades singulares das solugoes classi-
cas sobre o espago de fase duplicado. Embora estas caracteristicas nao possuam analogia na
propagagao classica, ainda precisamos demonstrar que as defini¢oes 1 e 2 indicam trajetorias im-
portantes para uma aproximagcao precisa da dinamica quantica. Com este intuito, analisaremos
detalhadamente o exemplo especifico de um potencial Gaussiano.

5.3.1 Potencial Gaussiano

Em conformidade com as equagdes (5.16) e (5.17), introduzimos o operador Hamiltoniano
correspondente a um potencial Gaussiano para um sistema com um tnico grau de liberdade:

A2 /\2
p Vo q
H=—+4+— —— . 2
exp( 5 2) (5.27)

Nesta tltima expressao, as quantidades o e Vj simbolizam respectivamente os parametros
de largura e altura do termo potencial. Nas subsec¢oes posteriores, investigaremos a dinamica
imposta pelo Hamiltoniano (5.27) em dois casos bastante distintos, os quais designaremos como
barreira (Vo > 0) e pogo (Vy < 0) Gaussianos.

VDiferentemente das integrais de caminho'’?, a propagacao semiclassica no espaco duplicado utiliza apenas
trajetorias continuas em sua descrigao da dindmica quéantica.
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Neste momento, utilizando os resultados (5.19) e (5.22), escrevemos explicitamente a Ha-
miltoniana cléssica efetiva para a particula no potencial Gaussiano:

2 _ 2 o Z+2)°
H(E,Z) = }l (252’4—1—5 -z ) —i—mexp{—%} . (528)

Em seguida, substituindo a expressao (5.28) nas identidades (5.4), obtemos as equagoes
classicas de movimento sobre o espaco de fase duplicado:

—ié—z iV (Z+ 2) oxc [ (F+2)? ] .
so Lz Vo (z+z2) [ (242 ]
2=3=2) TR+ ) 207+ 1) P 22024 1)) (5.29D)

A partir dos resultados (5.28) e (5.29), podemos calcular diretamente todas as grandezas
classicas necessarias para a aplicacdo de métodos semiclassicos, como a Lagrangiana (3.6b), o
termo de corregao (3.7) e as equagoes diferenciais (A.3). Entretanto, nao exibiremos a forma
especifica destas quantidades para o potencial Gaussiano, pois esta exposicao nao acrescenta
informacoes indispenséaveis para a presente discussao.

|

o
——
—

-1.5 _5

Figura 5.1: Parte real do potencial Gaussiano classico sobre o espaco de configuragao duplicado.

(a) Barreira Gaussiana com parametros o = 3 e Vy = 2v/27r0?. (b) Pogo Gaussiano para o = 1

1
e Vo = —5v2mo?.

Como evidenciado pelas identidades (5.25), podemos compreender a dindmica sobre o espago
de configuracao duplicado como uma consequéncia exclusiva da parte real do potencial classico
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efetivo. Entao, aplicando as transformagoes (5.7) e (5.14) sobre o termo potencial da expressao
(5.28), encontramos prontamente a seguinte funcao real:

o el ]

Na figura 5.1, exibimos dois exemplos para a superficie do potencial ]N/(ql, ¢2). Os graficos
5.1.a e 5.1.b representam respectivamente a barreira e o pog¢o Gaussianos, considerando os
mesmos parametros posteriormente utilizados nas subsecoes 5.3.2 e 5.3.3.

5.3.2 Barreira Gaussiana

Como primeiro exemplo para a dindmica semiclassica do Hamiltoniano (5.27), analisaremos
1

o caso de uma barreira Gaussiana com parametros o = 5 e Vy = 22702, Além disto, com
a intencao de descrever a incidéncia de uma particula sobre o lado esquerdo do potencial,
empregaremos o estado coerente |z;) = | —3 4 1) como condica@o inicial no instante de tempo
t; =0.

De maneira a promover uma comparac¢ao adequada entre os diferentes métodos semiclassi-
cos, as formulas (4.9) e (4.34) foram calculadas com distribui¢oes equivalentes para suas respec-
tivas variaveis de integracao. Ou seja, na avaliagao numérica de ambas abordagens aproximati-
vas, utilizamos 15757 valores iniciais uniformemente dispostos em torno do parametro complexo

Zi-

re(z*)

Figura 5.2: (a) Diagrama de condigoes iniciais para propagacao semiclassica no espago de fase
duplicado. O periodo de contribuicao das trajetorias classicas esta determinado pelo filtro
heuristico (4.11) com valor limitante A = 5. (b) Distribui¢ao Q(z, z*) para o estado coerente
inicial |z;) = | — 3 +1).

Na figura 5.2.a, mostramos o diagrama de condigoes iniciais para a propagacao semicléssica
no espaco de fase duplicado. Analogamente aos resultados apresentados na subsecao 4.1.4, o
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codigo de cores indica o periodo total de contribuicao para cada trajetoria classica, considerando
uma aplicagao do filtro heuristico (4.11) com valor limitante A = 5.

Observe que as condig¢oes iniciais com maiores intervalos de contribuicao constituem uma
regiao com formato bastante nao-trivial. Além disto, note a existéncia de transi¢oes abruptas
entre zonas com periodos de contribui¢ao substancialmente distintos. Deste modo, concluimos
que a amostragem de trajetorias para a integracdo numeérica da formula (4.9) representa uma
tarefa de elevada complexidade, para a qual o filtro heuristico demonstra satisfatoria eficiéncia.

A figura 5.2.b exibe a representagao Q(z, z*) para o estado coerente inicial. Em comparacao
com o grafico 5.2.a, verificamos que a fungao @(Zz, z*) apresenta seus valores mais significativos
em uma regiao com contribuicao persistente a propagacao semiclassica. No entanto, a reciproca
desta ultima afirmagao nao é estritamente verdadeira, uma vez que podemos encontrar eleva-
dos periodos de contribui¢ao para condigoes iniciais zZ(t;) com consideravel distanciamento em
relagao ao parametro z;.

De acordo com a subsecgao 4.1.3, a trajetoria principal estabelece uma aproximacao cléssica
para a evolugao temporal do estado coerente inicial |z;). Como consequéncia desta definigao, a
abordagem classica ao Hamiltoniano (5.27) esta limitada ao espago de fase simples.

Sob a restri¢ao ay = 0, as solugdes das equagdes de movimento (5.29) apresentam apenas
dois padroes distintos de comportamento, como mostrado pela figura 5.3. Em uma primeira
situagao, para H(aj, a1) < H(0,0), a energia cinética de uma trajetoria classica atinge seu valor
limitante inferior 7°(0,0) em unico instante de tempo. Este regime dinamico, correspondente a
reflexdo da particula pela barreira Gaussiana, esta presente nas regides (I) e (III) do espago de
fase simples.

Figura 5.3: Curvas de contorno sobre o espaco de fase simples para a Hamiltoniana classica
efetiva. A separatriz de movimento, indicada pela linha vermelha, esta associada com a energia
H(0,0). Os numerais (I), (II), (IIT) e (IV) simbolizam as regides dinamicamente isoladas da
propagacao classica.

Para H(aj, aq) > H(0,0), a energia cinética de uma trajetoria classica possui valor superior
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a 7(0,0) para todos os instantes de tempo. Neste segundo caso, representado pelas regices (I1)
e (IV), a particula percorre todos os valores da coordenada real ¢;, pois nao ha reflexdo pela
barreira Gaussiana.

A trajetoria principal esta contida na regiao (I) do subespago as =0, uma vez que re(z;) <0
e H(zf, 2z;) <H(0,0). Entao, com o objetivo de estabelecer uma referéncia para a analise dos
resultados semiclassicos, podemos determinar o ponto de retorno z, da aproximacao classica.
Por definicao, a coordenada z, representa um valor singular de z,(¢), no qual a energia cinética
equivale ao limitante inferior 7(0,0). Portanto, em concordancia com a identidade (5.2a), a
quantidade z, deve possuir o seguinte formato:

qr

9
V2
no qual ¢, simboliza a posicao candnica de retorno cldssico. Devido a conservacao de energia,
podemos formular uma relagao algébrica para a coordenada z:

Zr =

(5.31)

H(z! z) = H(zE 20)- (5.32)

Com o auxilio da equagoes (5.28), (5.31) e (5.32), obtemos uma expressao analitica para a
posicao de retorno:

(5.33)

G = — (202+1)1n{ Yo T }
V(202 + 1)m [H(z}, 2) — 1]

Note que, na identidade anterior, assumimos que a particula incide sobre o lado esquerdo
da barreira Gaussiana. Considerando os valores escolhidos previamente para os parametros o,
Vo e z;, a expressao (5.33) resulta em ¢, ~ —0.46.

Na figura 5.4, exibimos a evolugao temporal para o moédulo ao quadrado da funcgao de
onda na representacao de posicao. Desta maneira, realizamos a comparacao das aproximagoes
semiclassicas (4.9) e (4.34) com o resultado quantico exato, o qual esté simbolizado pelo estado
|1,). Além disto, com o intuito de evidenciar as limitagoes da propagagao classica, indicamos
graficamente o valor da posigao de retorno.

O instante de tempo t = 0 esté associado a representacao do estado coerente inicial |z;), cuja
descri¢ao analitica decorre imediatamente da equacao (5.21). Posteriormente, para pequenos
intervalos de propagacao, o sistema apresenta dinamica semelhante a uma particula livre, pois
a fungao de onda localizada esté suficientemente distante da barreira Gaussiana.

Em ¢t = 1.64, observamos o inicio da interacao entre a particula e a barreira de potencial,
uma vez que a funcao de onda sofre as primeiras alteragoes em seu formato Gaussiano. Neste
momento, percebemos também pequenas diferencas entre as abordagens aproximativas e o
resultado exato.

Para t = 2.18 e t = 2.91, encontramos a particula nos instantes intermediarios de sua
interacao com a barreira Gaussiana. Nestes dois casos, torna-se evidente que a aproximacao
|1hs.) possui precisdo bastante superior ao operador Us. na reprodugao da dinamica quantica.

No instante ¢t = 4.06, o estado |¢,) demonstra uma nitida divisdo em trés por¢des espacial-
mente localizadas. Para ¢ < ¢., a funcao de onda exata apresenta duas parcelas resultantes
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Figura 5.4: Moédulo ao quadrado da fungao de onda na representacao de posicao para varios
instantes de tempo. Comparagao entre o resultado quéantico exato (vermelho trago-pontilhado),
o operador de evolugao semiclassica (verde tracejado) e a propagacao no espago duplicado (azul
solido). A linha vertical tracejada indica a posigao de retorno classico.
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da reflexao pela barreira Gaussiana. No intervalo § > ¢,, observamos a fragao transmitida do
sistema quantico. Note que, diferentemente da propagagao no espago duplicado, o operador de
evolucao semiclassica foi incapaz de descrever a parte com menor amplitude do pacote de onda
refletido.

Como mostrado para o instante de tempo ¢ = 6, o estagio final do processo de espalhamento
corresponde ao afastamento das fracoes refletida e transmitida da funcao de onda em relacao
a barreira de potencial. Em particular, para ¢ > ¢, perceba que a quantidade |{q|1))|* exibe
valores superiores para o operador de evolucao semicléssica em comparacao aos outros dois
tratamentos dinamicos.

Na figura 5.5.a, em conformidade com a equagao (4.22), mostramos a evolugao temporal para
a medida de fidelidade entre o resultado quéantico exato e as aproximacoes semiclassicas. Como
esperado, os valores de F(t) representam uma confirmagao quantitativa de nossas conclusoes
anteriores, motivadas originalmente pela figura 5.4. Ou seja, em comparacao com o operador de
evolucao semiclassica, a propagacao no espaco duplicado apresenta maior precisao na descri¢ao
da solucao quantica.

| 1.25
0.98} 12
1.15
0.96}
w141
&, 0.94} =
< 1.05
0.92f
|
0.9y | 0.95F 1
(a) (b)
088 1 1 1 1 1 0-9 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
t t

Figura 5.5: (a) Medida de fidelidade entre a solu¢ao quantica exata e as aproximagoes semiclas-
sicas. (b) Norma do vetor de estado estabelecida pela avaliagao numeérica das formulas (4.9)
e (4.34). Como referéncia para a comparagao das abordagens aproximativas, apresentamos
também os resultados numeéricos relativos & dindmica quéntica.

Conforme mencionado no capitulo 4, as identidades (4.9) e (4.34) ndo constituem operagoes
unitarias sobre um estado inicial, excetuando as situagoes especiais de equivaléncia entre as
aproximacoes semiclassicas e a dinamica quantica exata. Portanto, em uma etapa posterior
a aplicacao dos métodos de propagacao semiclassica, torna-se necessaria a normalizagao dos
resultados para cada instante de tempo.

A figura 5.5.b exibe a norma do vetor de estado produzida pelos diferentes procedimentos
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de evolugao temporal. De maneira geral, a quantidade (w|z/;>% representa um indicador de
qualidade para os resultados semiclassicos, uma vez que a precisao de uma aproximacgao esta
diretamente relacionada com sua capacidade de preservar a norma do sistema. Observe que,
como consequéncia da eliminagao de trajetorias pelo filtro heuristico, a propagacao semiclassica
no espago duplicado demonstra variacoes bruscas no valor de sua norma.

0.6
3r ]
10.5
2r |
1 04 _
S
] o
0.3
S
0.2
0.1

Figura 5.6: Curvas de contorno para a representacao (Q(aj, ;) no instante de tempo t = 6,
considerando apenas os resultados da propagacao semiclassica no espago de fase duplicado.
As cruzes vermelhas indicam as coordenadas dos maximos locais, cujos valores complexos sao
Zro~—1.92—0.741 e 28 ~ 4.48 + 1.391.

Como discutido na subsegao 4.1.3, a definigao (4.14) possibilita a representagao de um es-
tado quantico sobre o espago de fase simples. Com o auxilio deste resultado, na figura 5.6,
apresentamos a distribui¢ao (o, o) resultante da aproximagao semiclassica (4.9) para o ins-
tante de tempo t = 6. Note que, como preparagao para os desenvolvimentos futuros, utilizamos
a notagao introduzida pelas transformagoes (5.6) e (5.14).

De maneira semelhante & fun¢ao de onda na representacao de posicao, observe que a fungao
Q(aj, 1) exibe uma evidente fragmentacao sobre o espaco de fase simples no instante final
de propagacao. A primeira porc¢ao, correspondente a reflexao da particula pela barreira Gaus-
siana, possui seu maximo local na coordenada complexa zf,. Por outro lado, a quantidade zf,
representa a localizagao do valor extremo para a parte transmitida da aproximacao semiclassica.

Neste momento, com a intengao de compreender a origem semiclassica dos fendmenos de
transmissao e reflexao pelo potencial Gaussiano, precisamos determinar uma regra de ordena-
mento para a relevancia de uma trajetéria no calculo da propagacao no espaco duplicado. Para
esta finalidade, definimos que a contribui¢gao de uma solucao classica a aproximagao no ponto
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zy corresponde a uma funcgao crescente do valor absoluto da seguinte grandeza:

G = (212" (t)) (1) det [g(=(ts), 2" (t))] |det [Maa(ty, t2)]|” Koo(2(ts), 2554, 1)

, (5.34)
= (27|27 (tg)) | Maa(t s, t:)|” K (2(ty), 2is by, ti).

A quantidade G representa a projegao do integrando da férmula (4.9) sobre o estado coerente
|zf). Na segunda linha da equacao (5.34), utilizamos os resultados (2.33) e (2.35) na formulacao
de uma expressao especifica para os estados coerentes canonicos em sistemas com um tnico grau

de liberdade.

Figura 5.7: Projegao sobre o espago de configuragao duplicado para as trajetérias com maior
relevancia ao célculo da aproximagao (4.9) nos pontos: (a) zt e (b) z5,. As coordenadas dos
extremos da funcao Q(aj, ;) no instante de tempo ¢ = 6 estdo representadas pelas cruzes
vermelhas em seus respectivos graficos. Apenas para comparacao com as contribui¢oes domi-
nantes, a trajetoria principal esta simbolizada pela curva pontilhada. A linha tracejada denota
a solugao cléassica com valor maximo da quantidade |G|. Os trechos em verde indicam a ocor-
réncia de tunelamento, em concordancia com a defini¢ao 1. Os pontos vermelhos correspondem
as posigoes iniciais das trajetorias classicas. Como referéncia para a localizagao da barreira

Gaussiana, apresentamos as curvas de contorno para a quantidade V(q1, q2) + 71;-

Na figura 5.7.a, exibimos as projecoes sobre o espago de configuragao duplicado das dez tra-
jetorias com maior contribuigao a propagagao semiclassica no ponto z; = zf, para o instante de
tempo final t; = 6. Em particular, a solucao cléassica com valor maximo de |G| esta simbolizada
pela curva tracejada.

Note que as solugoes classicas dominantes nao possuem trechos tunelantes, os quais seriam
indicados por segmentos verdes. Ou seja, nos instantes de tempo contidos no intervalo de propa-
gagao, as trajetorias com maior relevancia a porcao transmitida da aproximacao semiclassica
nao se enquadram na definicao 1. Deste modo, concluimos que o tunelamento nao representa
um efeito importante para a descricao semiclassica da transmissao pela barreira Gaussiana,
considerando os valores escolhidos para os parametros o e Vj.
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A figura 5.7.b apresenta as solugoes classicas com os dez maiores valores da quantidade |G|
para zy = z;,. Novamente, a trajetéria com maxima contribui¢ao a propagacao semiclassica
esté indicada pela linha tracejada.

Observe que grande parte das trajetérias dominantes possui uma secao tunelante na regiao
de intensa interagao com a barreira Gaussiana. Consequentemente, o tunelamento esta di-
retamente associado com os instantes intermediarios do intervalo de propagacgao, nos quais a
funcao de onda esta concentrada nas proximidades da posicao de retorno classico. Neste caso,
de acordo com as figuras 5.4 e 5.5.a, a aproximagao (4.9) demonstra precisao bastante superior
a expressao (4.34). Portanto, as solugoes tunelantes desempenham uma importante fungao na
reproducao adequada das caracteristicas de uma reflexdao quéntica.

Como interpretacao suplementar para os resultados da figura 5.7.b, podemos compreender
as contribuig¢oes tunelantes nas vizinhancas da posi¢ao ¢, como uma analogia semiclassica para
um fendmeno tipico da mecanica quantica, correspondente a penetragao parcial de um pacote
de onda em uma barreira de potencial finita.

Nas figuras 5.4 e 5.7.a, encontramos dois sélidos indicios para identificar a transmissao da
particula pela barreira Gaussiana como uma efeito de origem estritamente classica. Primeira-
mente, notamos que o operador de evolucao semicléssica, o qual estd fundamentado exclusiva-
mente sobre o espaco de fase simples, exibe valores superiores a solugao quéntica exata para
a probabilidade de observagao do sistema no intervalo ¢ > ¢,. Em seguida, verificamos que as
trajetorias tunelantes ndo demonstram contribuigao relevante a aproximagao (4.9) na porgao
transmitida da fungao Q.

A aproximacao classica nao possui a capacidade de descrever a transmissao pela barreira
de potencial, uma vez que a trajetoria principal esta localizada na regiao (I) do espago de
fase simples. No entanto, com a excecao da situagdo limitrofe (B.1), o estado coerente inicial
|z;) apresenta incertezas nao-nulas em seus valores médios de posigdo e momento linear. Por
esta razao, a utilizagao de uma abordagem classica baseada em uma tnica trajetéria pode
nao representar um comparacao apropriada com as solucoes quanticas e semiclassicas. Neste
contexto, introduzimos a propagacao cldssico-estatistica, cuja definicao e discussao detalhada
estd presente no apéndice C.

A propagacao classico-estatistica constitui uma formulagao aproximativa para a evolugao
temporal quantica, decorrente da generalizacao do teorema de Liouville para grupos dinamicos
arbitrarios. De maneira alternativa, podemos interpretar as identidades (C.18-C.20) como
a uniao do carater estatistico inerente a mecanica quantica com o comportamento dinamico
classico sobre o espago de fase simples.

Com o objetivo de promover uma compara¢ao quantitativa entre as diferentes abordagens
dinamicas a barreira Gaussiana, definimos a medida de transmissao:

d2
= [ SqMata (5.35)

q1>qr

A quantidade P; representa a fragao da fungao () encontrada em posi¢oes inacessiveis para
a trajetoria principal. Note que, exceto no caso da aproximacao classico-estatistica, a medida
de transmissao nao possui significado fisico correspondente a probabilidade de observacao da
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particula para ¢; > ¢, pois a representacao () nao constitui uma genuina distribuicao de
probabilidade quéantica sobre o espaco de fase simples".

0.5r ]

0.41

0.2

Figura 5.8: Evolugao temporal para a medida de transmissao. A propagagao classico-estatistica
esta simbolizada pela fungao Q...

Na figura 5.8, mostramos a evolugao temporal da medida de transmissao para quatro dife-
rentes abordagens dinamicas. Como esperado, a funcao P; apresenta valor praticamente nulo
no instante de tempo inicial, uma vez que a representacdo () do estado coerente |z;) exibe
intensa localizacio em torno da posicao v/2 re(z;) = —3v/2.

Excetuando os instantes de tempo iniciais, observe que a aproximagao classico-estatistica
demonstra transmissao estritamente superior a solucao quantica em todo o intervalo de propa-
gacao. De maneira complementar, podemos concluir que a dinamica classica sobre o espaco de
fase simples nao fornece uma descricao completa para os efeitos quanticos de reflexao por uma
barreira Gaussiana.

Em contraste com os resultados do operador U,., note que a aproximacao semiclassica no
espaco duplicado exibe transmissao consistente com os calculos quanticos exatos na metade
final do intervalo de propagacao. Ou seja, as trajetorias tunelantes promovem mecanismos de
reflexao ausentes no espaco de fase simples, os quais justificam os valores reduzidos da medida
P em comparacao com as formulas (4.34) e (C.20).

A figura 5.9.a apresenta a projecao sobre o espaco de fase simples das solucoes classicas com

YDevido & nao-comutatividade dos operadores ¢ e p, torna-se impossivel a construgao de uma distribuicao de
probabilidade conjunta para posicdo e momento linear dentro do contexto da mecénica quantica. Além disto,
diferentemente da funcao de Wigner ®®, a representacao () nao resulta em distribuigoes marginais corretas nos
subespacos de configuragao e momento.
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Figura 5.9: Projecao sobre o espago de fase simples das trajetorias com maior contribuicao
ao calculo da aproximagao (4.9) nos pontos: (a) zt e (b) zf,. As cruzes vermelhas indicam a
localizagao dos extremos da fungao Q(af, ;) no instante de tempo ¢t = 6. A curva tracejada
simboliza a solugao classica com valor maximo da quantidade |G|. Somente para comparagao,
a trajetoria principal esta representada pela linha pontilhada. Como descri¢ao para a dinamica
classica no subespago as = 0, exibimos as curvas de contorno para a funcao Hamiltoniana
H(aj,1). A separatriz de movimento corresponde a linha vermelha com energia H(0,0).
Os segmentos azuis e verdes evidenciam a passagem das trajetorias por regioes dinamicamente
isoladas em relagao a propagacao classica. Os pontos vermelhos denotam as coordenadas iniciais

das solugoes classicas.

os dez maiores valores da quantidade |G| para z; = 2! e t; = 6"\ Com o proposito de favorecer
uma comparacao direta entre as trajetorias dominantes e a dindmica classica no subespaco
invariante ay = 0, exibimos também as curvas de contorno para a Hamiltoniana H (a7, ). A
separatriz de movimento esta simbolizada pela linha vermelha.

Com o auxilio da figura 5.3, perceba que a porg¢ao transmitida da aproximagao (4.9) possui
suas contribui¢bes dominantes restritas a regiao (II) do espago de fase simples. Como previsto,
a transmissao pela barreira Gaussiana representa um efeito de origem classica, uma vez que as
trajetorias relevantes a propagacao no espaco duplicado apresentam o mesmo comportamento
das solugoes classicas utilizadas nas aproximagoes (B.20) e (C.20).

Na figura 5.9.b, mostramos as projecoes sobre o subespaco as = 0 para as dez trajetorias
com maior contribuicdo ao célculo da férmula (4.9) no ponto z; = z;,, correspondente ao
maximo local para a parte refletida da funcao ) no instante final do intervalo de propagacao.

Como consequéncia intuitiva da aproximacao semiclassica, observe que grande parte das
solugdes classicas dominantes estao limitadas a regiao (I) do espago de fase simples, na qual
encontramos os aspectos caracteristicos da reflexao pela barreira Gaussiana. Entretanto, em
concordancia com a defini¢ao 2, note também que algumas trajetorias exibem evidente compor-
tamento nao-classico. Os cruzamentos da separatriz constituem uma nova evidéncia semiclas-

ViAs figuras 5.7 e 5.9 mostram projecdes distintas para as mesmas trajetorias.
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sica para a ocorréncia de fendomenos inacessiveis em uma abordagem estritamente classica, os
quais demonstram significativa importancia para a descri¢ao precisa da reflexao quantica pelo
potencial repulsivo.

5.3.3 Poco Gaussiano

O segundo exemplo para o tratamento semiclassico do Hamiltoniano (5.27) corresponde a

um pogo Gaussiano com parametros o = i e Vo = —=5v2mo?2. Em analogia com a subsegao
anterior, com o intuito de representar a incidéncia de um particula sobre o lado esquerdo do
potencial, utilizaremos o estado |z;) = | — 2+ 1) como condigao inicial.

A avaliagdo numérica das formulas (4.9) e (4.34) foi realizada com 62777 trajetorias classicas,
considerando valores iniciais uniformemente distribuidos nos dominios de integracao pertinentes
a cada abordagem aproximativa. No caso da propagacao semiclassica no espaco de fase dupli-
cado, as solugoes classicas foram submetidas ao filtro heuristico (4.11) com parametro limitante
A=5.

Figura 5.10: Curvas de contorno sobre o subespaco ay =0 para a Hamiltoniana cléssica efe-
tiva. A separatriz de movimento, simbolizada em vermelho, possui energia total equivalente
ao termo cinético de ponto zero 7(0,0) = ;. Os numerais (I), (IT) e (III) indicam as regices
dinamicamente isoladas da aproximacao cléssica.

Na figura 5.10, exibimos as curvas de contorno para a Hamiltoniana classica efetiva no
espaco de fase simples. A linha vermelha representa a separatriz de movimento, cuja energia
total corresponde ao valor de ponto zero 7 (0,0) = 4—11.

Note que as solugoes classicas apresentam dois comportamentos excludentes. Na regiao (I),
para H(aj, 1) < 7(0,0), as trajetorias estao confinadas ao interior do pogo Gaussiano. Por
outro lado, para H (a7, a1) > 7(0,0), encontramos o regime dinémico correspondente & trans-
missao da particula pelo potencial atrativo. Nesta situacao, as 6rbitas abertas estao presentes
nas regioes (II) e (III) do subespago invariante ay = 0.
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Figura 5.11: Evolucao temporal para o valor absoluto ao quadrado da funcao de onda na repre-
sentacao de posi¢ao. Comparacao entre a solugao quantica exata (vermelho trago-pontilhado),
o operador de evolugao semicléssica (verde tracejado) e a propagacao no espago duplicado (azul
solido).
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De acordo com a defini¢ao (4.20), a trajetoria principal pertence a regiao (II) do espago de
fase simples, uma vez que H(z}, z;) > 7(0,0) e im(z;) > 0. Consequentemente, o propagador
classico (B.20) resulta na transmissao completa da particula pelo pogo Gaussiano.

A figura 5.11 mostra o médulo ao quadrado da fungao de onda na representacao de posi¢ao
para diversos instantes de tempo. Em ¢t = 0, observamos uma descrigao do estado coerente
inicial |z;). Como consequéncia da equagao (5.21), a quantidade |(g|z;)|?
distribuicao Gaussiana com média V2 re(z;) e variancia %

No instante de tempo ¢ = 1.09, note que a solugao quantica apresenta algumas evidentes
diferencas em relacao as aproximacoes semiclassicas. Em particular, perceba que a funcao de
onda exata exibe o principio de uma cisao nas proximidades da posi¢ao ¢ = 0. Parat = 1.7 e
t = 2.91, observe que as abordagens semiclassicas também demonstram o inicio de um processo
de divisao em duas porc¢oes espacialmente localizadas.

Os instantes de tempo t = 4.06 e t = 6 correspondem ao estagio final da interagao entre a
particula e o potencial Gaussiano. Neste caso, note que os trés tratamentos dindmicos resultam
na completa separa¢ao do pacote de onda em parte refletida (¢ < 0) e transmitida (g > 0).
Entretanto, em comparacao com os resultados [¢,) e [1)s.), torna-se nitido que o operador de
evolucao semicléssica apresenta valores demasiadamente baixos para o modulo ao quadrado da
funcdo de onda no intervalo ¢ < 0. Ou seja, a aproximagao (4.34) nao possui a capacidade
de reproduzir corretamente a reflexao quantica pelo po¢o Gaussiano, considerando as escolhas
realizadas para o estado inicial e os parametros do Hamiltoniano.
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Figura 5.12: (a) Fidelidade das aproximagoes (4.9) e (4.34) em relagao aos célculos quanticos
exatos. (b) Evolugdo temporal para a medida de transmissdo. A fungdo Q.. representa a

propagacao classico-estatistica.

De maneira a promover uma avaliacao quantitativa para a precisao dos resultados semiclés-
sicos, a figura 5.12.a exibe a fidelidade entre a solucao quantica e as abordagens aproximativas.
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Como esperado, em grande parte do intervalo de propagacao, a formula (4.9) fornece valores
de F(t) razoavelmente superiores aos célculos analogos para o operador Us,.

Na metade final do periodo total de propagagao, a superioridade da aproximacgao semiclas-
sica no espago duplicado representa uma clara consequéncia da inaptidao do operador (4.34)
em descrever a reflexao pelo potencial atrativo. Deste modo, podemos inferir que a duplicacao
dos graus de liberdade classicos possibilita a inclusao de corre¢oes quanticas indisponiveis sob
a restricao apy = 0. Com a finalidade de estabelecer novas evidéncias para a fundamentacao das
afirmacoes anteriores, introduzimos a medida de reflexao:

2
P, = / dfl Qar, an). (5.36)

q1<0

A funcao P, corresponde a fracao da distribuicao () encontrada na regiao de reflexao da
particula pelo poco Gaussiano, em conformidade com os resultados apresentados pela figura
5.11. Contudo, nos instantes iniciais e intermediarios do intervalo de propagacao, os valores
de P, devem exibir contribuigoes expressivas da porcao incidente do pacote de onda. Conse-
quentemente, apenas ao final do processo de espalhamento pelo potencial atrativo, podemos
considerar a medida P, como uma quantificacao exclusiva da reflexao.

A figura 5.12.b apresenta a evolucao temporal da medida de reflexao para diversas abor-
dagens dinamicas. No instante de tempo inicial, observe que a quantidade P, apresenta seu
valor maximo, uma vez que a distribui¢ao @ do estado incidente |z;) representa uma funcao
fortemente localizada em torno da posicdo 2z = —2v/2.

Note que, com a excecao do instante de tempo inicial, a propagacao classico-estatistica
resulta em valores de P, estritamente inferiores & solucao quéantica. Devido & variancia nao-
nula da distribui¢ao @ para o estado inicial |z;), a aproximagao (C.20) possui uma pequena
parcela de contribuigoes classicas significativas provenientes da regidao (III) do subespago as = 0.
Estas trajetorias com momento linear negativo constituem a tinica origem da reflexao classico-
estatistica. Portanto, os valores relativamente elevados da medida P, no tratamento quantico
exato devem decorrer parcialmente de efeitos dindmicos inacessiveis as equagoes de movimento
(5.1).

Como mostrado na figura 5.12.b, a reflexao resultante da propagacao no espago duplicado
exibe valores ainda superiores aos calculos quanticos, ao passo que o operador de evolucao
semiclassica apresenta comportamento semelhante a aproximacao classico-estatistica. Desta
forma, concluimos que as trajetorias no subespaco ay # 0 representam um recurso semiclassico
necessario para a descricao dos fendmenos quénticos associados com o incremento nos valores
da medida P, em relacao as abordagens dinamicas sobre o espaco de fase simples.

Na figura 5.13, de modo semelhante a subsegao anterior, apresentamos as curvas de contorno
para a funcdo Q(aj,aq) correspondente aos resultados da aproximacao (4.9) no instante de
tempo ¢t = 6. Em concordancia com a funcao de onda na representacao de posicao, observe
que a distribuigao @) esta dividida em duas porg¢oes espacialmente localizadas, cujos valores
maximos possuem coordenadas complexas 2! ~ 5.22 + 1.09i e 2!, ~ —2.09 — 0.40i.

A quantidade 2! corresponde a localizagdo do valor extremo para a parte transmitida da
aproximagao semiclassica. Em contrapartida, a constante complexa z,, representa a coordenada
do maximo local para a porc¢ao refletida da funcao Q.
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Figura 5.13: Representagao Q(a*,; oy) para a aproximagao (4.9) no instante de tempo t = 6.
As cruzes vermelhas simbolizam as coordenadas dos méaximos locais, cujos valores complexos
sdo zf ~ 5.22+1.09 e 2!, &~ —2.09 — 0.40i.
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Figura 5.14: Projecao sobre o subespaco oy = 0 das trajetérias com maior contribuigao a
avaliagdo da formula (4.9) nos pontos: (a) zt e (b) zf,. Os extremos locais da distribuigao
Q (a7, a1) no instante de tempo ¢t = 6 estao indicados pelas cruzes vermelhas em seus respectivos
graficos. A curva tracejada simboliza a solugao classica com o valor méximo da quantidade |G|.
Apenas para comparacao, a linha pontilhada descreve a trajetoria principal. A dindmica cléssica
no espaco de fase simples esta representada pelas curvas de contorno para a fun¢ao Hamiltoniana
H(aj,a1). A linha vermelha corresponde & separatriz de movimento. Os segmentos azuis e
verdes evidenciam a passagem das trajetorias por regioes dinamicamente isoladas em relacao
a propagacao classica. Os pontos vermelhos denotam as coordenadas iniciais das solugoes

classicas.
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A figura 5.14.a mostra as projegoes sobre o espago de fase simples das dez trajetorias com
maior contribui¢do ao céalculo da aproximagao (4.9) no ponto zy = z{, para o instante de tempo
final t; = 6. Em comparacao com as solugoes classicas dominantes, exibimos também as curvas
de contorno para a fun¢do Hamiltoniana H (a7, o). Além disto, com a utilizagdo de uma linha
vermelha, destacamos novamente a localizacao da separatriz de movimento.

Observe que, de acordo com a nomenclatura introduzida pela figura 5.10, as projegoes
das trajetorias dominantes estao restritas a regiao (II) do espago de fase simples. Portanto,
durante o periodo de propagacao considerado, as solugoes classicas responséveis pela porcao
transmitida da aproximacao semiclassica possuem comportamento totalmente compativel com
dindmica no subespaco invariante as; = 0. Neste caso, torna-se evidente que a transmissao
pelo poco Gaussiano corresponde a um fendémeno de procedéncia estritamente classica, uma
vez que a duplicacao dos graus de liberdade nao estabelece contribuigoes significativas com
caracteristicas ausentes na avaliacao das formulas (B.20) e (C.20).

Na figura 5.14.b, exibimos as projecoes sobre o subespaco as = 0 para as dez solugoes cléas-
sicas com os maiores valores da quantidade |G| no ponto z; = z;,. Com o auxilio da definicao 2,
note que todas as trajetorias dominantes apresentam comportamento nao-classico. Adicional-
mente, perceba que grande parte destas contribuig¢oes descreve o percurso esperado para uma
particula sob reflexdo. Ou seja, a porgao refletida da aproximagao (4.9) estd fundamentada
em efeitos dinAmicos completamente inexistentes na elaboragao das abordagens (4.34), (B.20)
e (C.20), as quais nao demonstram a capacidade de reproduzir satisfatoriamente a magnitude
dos valores observados para o fenémeno quantico de repulsao pelo pogo Gaussiano.
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Capitulo 6

Conclusao

No capitulo 2, realizamos uma revisao sucinta do conceito generalizado de estados coerentes.
Neste contexto, ressaltamos diversos aspectos importantes na elaboracao de métodos semiclas-
sicos, como a utilizagao de uma parametrizagao analitica sobre o espaco complexo. Além disto,
com a intenc¢ao de estabelecer uma clara conexao entre a fundamentacao matematica e algumas
situagoes usuais na mecanica quantica, apresentamos trés exemplos de elevado interesse fisico,
designados por estados coerentes candnicos, de spin e de SU(n).

O primeiro resultado importante de nosso trabalho estd presente no capitulo 3, no qual
elaboramos uma deducao detalhada do propagador semicléssico na representacao de estados
coerentes. Durante o desenvolvimento desta formulagao generalizada para o elemento fun-
damental da teoria semicléssica, obtivemos varias expressoes intermediarias com significativa
relevancia para a discussao da correspondéncia classico-quéantica em um espago de fase com
topologia arbitraria. Em particular, destacamos as equagoes de movimento (3.3), o funcional
de agdo (3.6), a integral de caminho (3.37) e as relagoes (3.46).

Como evidenciado no inicio do capitulo 4, o propagador semiclassico exibe uma série de
complicagbes técnicas, as quais dificultam substancialmente a aplicagao direta da formula (3.2).
Grande parte destes obstaculos decorre da imposi¢ao de condigoes de contorno sobre as equagoes
classicas de movimento, uma vez que a resolucao conjunta das identidades (3.3) e (3.5) apresenta
elevado custo computacional, especialmente em sistemas nao-lineares e multidimensionais.

Com o objetivo de eliminar os problemas recorrentes na propagacao semiclassica, introdu-
zimos o conceito de representagao a valores iniciais. Ou seja, desenvolvemos novas formulagoes
semiclassicas determinadas exclusivamente por condi¢oes iniciais. Deste modo, adquirimos
simplificagoes expressivas na construcao de aplicagoes concretas para a teoria semiclassica.

Na secao 4.1, com a demonstragao da formula (4.9), apresentamos o método de propagagao
semiclassica a valores iniciais no espaco de fase duplicado. Este resultado representa uma
generalizagao para grupos dindmicos arbitrarios de uma aproximagao semiclassica constituida
apenas por trajetorias decorrentes de condigoes iniciais. Adicionalmente, a expressao (4.9) exibe
as caracteristicas singulares introduzidas pela duplicacao dos graus de liberdade classicos.

Entretanto, como consequéncia adversa da dinamica semiclassica sobre o espago duplicado,
a utilizagao correta da equagao (4.9) esta sujeita a elaboragao de procedimentos eficientes para
a remocao de trajetorias espurias. Portanto, o filtro heuristico possui parcial responsabilidade
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pelo éxito dos calculos aproximativos mostrados nas subsecoes 4.1.4, 5.3.2 e 5.3.3, um vez que
a desigualdade (4.11) demonstrou satisfatoria competéncia na identificagdo das contribuigoes
inadequadas a propagacao semiclassica.

O operador de evolucao semiclassica, discutido na secao 4.2, corresponde a uma segunda
formulacao a valores iniciais na representacao de estados coerentes. No entanto, diferentemente
do resultado (4.9), a integral (4.34) esta definida em termos de trajetorias classicas no espago
de fase simples.

Considerando um modelo simplificado para a dindmica de um condensado de Bose-Einstein
em um potencial de pogo triplo, avaliamos a precisdo das aproximagoes (4.9) e (4.34) em
comparacao com resultados quéanticos exatos. Neste caso, utilizando os estados coerentes de
SU(2) e SU(3), mostramos que as abordagens semiclassicas exibem elevada fidelidade em relagao
a solugao quantica, mesmo para um nimero relativamente pequeno de particulas condensadas.

Ao final do capitulo 4, introduzimos uma terceira representagao a valores iniciais, designada
por propagador classico corrigido. Este método aproximativo possui a trajetéria principal como
Unica contribuicao classica, em completa analogia com o tratamento dinamico estabelecido pelo
apéndice B. Como exemplificado na subsecao 4.4.4, a formula (4.72) apresenta resultados com
precisao consistentemente superior a abordagem cléssica descrita pela expressao (B.20).

A aproximacao no espago de fase duplicado demonstra duas relevantes desvantagens em
relagao ao operador semicléssico de evolugao temporal. Primeiramente, a duplicagao dos graus
de liberdade classicos implica em um substancial aumento do custo computacional para a
resolucao das equagoes de movimento. Além disto, a ocorréncia de trajetorias espirias pode
dificultar consideravelmente a realizagao da integral (4.9). Contudo, no capitulo 5, mostramos
que a dindmica semicléssica no espaco duplicado possui a capacidade de reproduzir fenémenos
quénticos inacessiveis a formula (4.34).

Como primeiro passo na discussao das solugoes classicas subjacentes a expressao (4.9), rees-
crevemos as equacoes de movimento sobre o espaco duplicado em fun¢ao de varidveis candnicas,
considerando apenas o caso especifico dos estados coerentes (2.31). Desta forma, identificamos
a quantidade a4 (t) como a proje¢ao de uma trajetoria classica arbitraria sobre o espago de fase
simples.

Em seguida, restringindo nosso interesse aos operadores Hamiltonianos com o formato indi-
cado pelas equagoes (5.16) e (5.17), demonstramos que a energia cinética classica sobre o espaco
de fase duplicado nao esta limitada inferiormente. Como consequéncia desta propriedade, de-
finimos o conceito de trajetoria tunelante.

Na subsegao 5.3.2, verificamos que as solugoes classicas tunelantes produzem importantes
contribui¢oes & descricao semicléssica da interagao entre uma particula e uma barreira Gaus-
siana. Entretanto, observamos também que o tunelamento nao possui participacao direta na
transmissao do pacote de onda pelo potencial repulsivo, considerando a escolha realizada para
a condicao inicial e os parametros do Hamiltoniano.

De acordo com os argumentos da subsegao 5.2.2, as trajetorias no espago duplicado podem
exibir propriedades dinadmicas completamente incompativeis com as solugoes classicas confi-
nadas ao subespago invariante ap = 0. Em particular, as proje¢bes «y(t) podem apresentar
intersecgoes com as separatrizes de movimento contidas no espaco de fase simples. Esta carac-
teristica constitui a definicao operacional de comportamento nao-classico.
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Como mostrado na subsecao 5.3.3, as trajetorias com comportamento nao-classico possi-
bilitam uma descri¢ao consistente para o efeito quantico de reflexao por um poco Gaussiano.
Por outro lado, as abordagens aproximativas fundamentadas sobre o subespaco as = 0 nao
possuem a capacidade de reproduzir adequadamente a repulsao parcial do pacote de onda pelo
potencial atrativo.
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Apéndice A
Definicoes Matriciais

Neste apéndice, apresentamos algumas defini¢oes relevantes a dindmica de pequenos desloca-
mentos em torno de uma trajetoria classica. Em geral, as matrizes apresentadas neste contexto
constituem elementos importantes na construcao de formulas semicléssicas.

Primeiramente, realizando a linearizacao das identidades (3.3), encontramos as equagoes de
movimento para os desvios cldssicos:

64(t) & & 5z(t)
0%(t) - g o 0z(t)
| g |EEaTEY] g [T (e "
TR = IR = IR0 |
_ [ Bu() Rie®) 52(t) _ R 5z(t)
Roi(t) Raa(t) 0z (t) 0z(t)

Equivalentemente, poderiamos ter obtido o resultado anterior com a extremizacgao do fun-
cional §%S, considerando especificamente a expressio descrita pela identidade (3.61). Portanto,
as variaveis 0Z(t) e 0z(t) representam as trajetorias extremas correspondentes as variagoes ar-
bitrarias 7(t) e n(t).

Em seguida, definimos a matriz tangente M(tf,?;) como a transformacao linear entre os
desvios classicos calculados nos instantes de tempo inicial e final:

dzZ(ty) Moy (ts,t;) Moo(ts,t;) dz(t;) 0z(t;) 42
oz(t;)  0=(ty) '
| Zay 0z(t:)
oz(t;)  93(ty) _
2(t)  02(t) 6z(1;)
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Alternativamente, podemos obter a matriz tangente como solu¢ao de um sistema de equagoes
diferenciais sujeito a condigoes iniciais. Com este intuito, escolhendo ¢t = t;, substituimos a
expressao (A.2) em ambos os lados da identidade (A.1):

dM(ts,t;)

G = RMU 1) (A3)

Note que o vetor de variacoes clédssicas iniciais foi eliminado durante a formulagao desta tl-
tima equagao. Agora, reescrevendo a defini¢do (A.2) para o caso particular ¢ty = ¢;, encontramos
as condigoes iniciais necessarias para a determinacao de M:

M(t;, t;) = 1. (A4)

Contudo, devemos lembrar que a matriz R é calculada sobre uma trajetoria classica, a
qual resulta geralmente da imposicao de valores iniciais ou condi¢oes de contorno sobre as
identidades (3.3). Portanto, embora a equagao de movimento para a matriz tangente esteja
explicitamente determinada por uma condi¢ao inicial, o calculo correspondente de R pode
depender implicitamente de valores temporais mistos.

Em geral, os resultados fundamentados em trajetérias classicas sujeitas a condigoes de
contorno, como o propagador semiclassico, sao compostos por quantidades com dependéncia
funcional nas variaveis Z(tf) e z(t;). Neste caso, torna-se conveniente a defini¢gdo de uma
terceira matriz, que relaciona as variagoes nos extremos independentes da trajetéria com os
desvios classicos referentes as extremidades restantes:

5Z(tf) - Tll(tf,ti) Tlg(tf, ti) 52(%@) o T(t ¢ ) 5Z(tf)
- - [t
0z(t;)  O=(tf) _ '
_ 82(tf) az(tf) 0z(ty)
0z(t; 0z(t;)
az(tf)) 22(41) 0z(t:)

No entanto, em formulagoes determinadas por valores iniciais, as varidveis independentes
relevantes sao z(t;) e z(t;). Logo, em diversas situagdes usualmente associadas a uma trans-
formagao do carater funcional de uma grandeza classica, precisamos reformular as derivadas
constituintes de T em termos dos blocos de matriz M. Com este proposito, reescrevemos a
expressao (A.2) da seguinte maneira:

§Z(tf) = Mll(SZ(tl) + Mlg(s,?(ti), (Aﬁa)

Entao, supondo que o bloco My, é invertivel, reorganizamos os desvios cléssicos no formato
indicado pela identidade (A.5):

5Z(tf) = M12M2_21(52<tf) + (MH - M12M2_21M21) 5Z(tz), (A7a)

02(t;) = Myy'62(ts) — Myy' My 02(t;). (A.7b)
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Deste modo, as relagoes entre as matrizes T e M tornam-se evidentes:

T, = MMy, (A.8a)
Tio = My — Mya My Moy, (A.8Db)
Ty = My, (A.8c)
Tyy = — My Mo,. (A.8d)

Por fim, observe que as defini¢oes apresentadas neste apéndice para as matrizes R, M e T
estao descritas em notacao apropriada ao espaco de fase duplicado. Entretanto, as expressoes
andlogas para o espaco de fase simples correspondem a uma imediata particularizacao das
equagoes (A.1), (A.2) e (A.5) sob a restricao z(t) = z*(t).
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Apéndice B
Propagacao Classica

A propagacao cldssica representa uma aproximacao elementar da dindmica quéntica, na
qual a evolugao do sistema é reformulada em termos de uma tnica trajetoria classica sob con-
di¢oes iniciais. Apesar de sua extrema simplicidade, este método apresenta resultados precisos
em diversas situacoes fisicamente relevantes. Em particular, a aproximacao classica coincide
exatamente com a mecéanica quantica no limite identificado pela seguinte expressao:

h— 0. (B.1)

De maneira rigorosa, o limite anterior exprime um abuso de linguagem, uma vez que A sim-
boliza uma constante fundamental da natureza, cujo valor permanece sempre finito. Contudo,
interpretando A como uma escala de agao, podemos compreender o verdadeiro significado fisico
da propagacao classica. Ou seja, o limite cldssico corresponde ao regime em que a acao classica
exibe valores infinitamente superiores a referéncia estabelecida pela constante de Planck:

‘—? — 00. (B.2)

De acordo com a teoria de estados coerentes, varios grupos dindmicos possuem naturalmente
um pardametro de classicalidade’, o qual indica explicitamente a motivacao fisica subjacente a
expressao (B.2). Por exemplo, diversos sistemas quanticos apresentam comportamento classico
para elevado nimero total de particulas N. Neste caso, o limite classico equivale ao regime
macroscopico '

N — oc. (B.3)

Observe que os estados coerentes de SU(n), introduzidos na subsecao (2.2.3), estdo asso-
ciados a uma ampla classe de Hamiltonianos com limite classico determinado pela prescrigao
(B.3).

No presente apéndice, apresentaremos uma simples dedugao do propagador cléssico, baseada
na aplicagao do principio variacional sobre o funcional de ac¢ao (3.6a). O método aproximativo
resultante desta demonstragao ¢ utilizado no capitulo 4, como um critério de avaliagao para as
implementagoes da teoria semiclassica.
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A partir da defini¢ao (3.6b), apropriada ao espago de fase duplicado, podemos reescrever a
Lagrangiana em funcao dos estados coerentes nao-normalizados:

i of (z, z) af(z z) . i
ﬁL(z,z,z,z,t) 5 [ 55 s ] - ﬁH(z,z)
_ 19In{z" |z} 181n{2*|z}2 B l{é*|H|z}
2 0z 2 0z h {z*|z}
B S <A G PRI ) S B R G L B.A
2{2*]2}[ St 0z } h {z*|z} (B4)

_L{E {2l i{EH]E
2 {zlz} h {7z}

= LUZL L AE 1235 )-

Entao, substituindo a equacdo anterior na identidade (3.6a), encontramos uma nova ex-
pressao para o funcional de acgao:

FSGt) )it = 5 [ LA (7] |2 oy

t;

)L 1) L2 @)L =)D
(B.5)

h
N - R
‘/ [2 T A e

1n{2 =)y + 35 1n{2 (t:)]2(t:) }-

Analogamente & subsegao 3.2.2, a extremizacao do func10nal de acao deve resultar nas
equagoes classicas de movimento. Com o intuito de compreender aspectos adicionais da teoria,
repetimos estes célculos na notagao introduzida pela expressao (B.5):

ty

oL oL OL ... OL
58 = /[a\ 12} gl + oF |5 + 0L |8{2.*Jdt

or N or
o{z(t:)| ~ 9l=(ty)}

- [t 8 e s~ )
0

oL " ey 0T or
o }5'3}} * o gz, + 0 @ + gy
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t;

+0{z*(t:)|

0lz(ts)}
(B.6)




Note que, diferentemente da equagao (3.41), ndo consideramos variagoes sobre o intervalo de
tempo. Além disto, em concordancia com as condigoes temporais mistas (3.5), a extremizacao
de S esta sujeita as seguintes restricoes:

52(t)} = 0, (B.7a)
5{Z* ()| = 0. (B.7b)

Observe que nenhuma condigao é imposta sobre os estados {Z*(¢;)| e |2(t;)}. Empregando
a equacao (B.4), calculamos as derivadas da Lagrangiana indicadas pela equagao (B.6):

ioL 1 {z|  1({&l - A{ziEh{z| i {zH | i{z|H]zHZ (B.8a)
ROy 2(FR 2 (P RER R ERE '
POL 1 g A({Flh— (DR L HE | He)

ho{z*| 2{z*|]z} 2 {z*|2}? iz lY R (72 (B.8b)
i 0L 1 |z} (B.50)

ho{z| 5{5| I3

1 ({272} + {2712))l=}

1
—— = B.8
holZ) | 2 {z*|z}’ (B-8)
' oL 1 {z] | 1({z ) + {Z 12 {F]
=—= = . B.8f
nai (8|z}) Ay 2 e (B.8)
Em seguida, determinamos as derivadas necessarias do termo de contorno:
i Jr 1 |z(t)}
- S B.9
eI OEm)) (000

[N/
holz(ty)}  2{z

)
{z(ty)]
) . (B.9b)

Inserindo as expressoes (B.7-B.9) na equacao (B.6), reescrevemos a primeira variagdo do
funcional de acao:

ty

- - e 2 (- )] &2

i

(B.10)
d{z¥|
AETP!

1= g+ (1 4 ) ] )
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Nesta tdltima identidade, perceba que os termos de superficie resultantes da integracao por
partes sao cancelados naturalmente pelas quantidades provenientes da funcao I'. Sob a su-
posicao de variagoes independentes em {Z*(¢)| e |2(¢)}, a condi¢do 05 = 0 implica nas seguintes
equagoes classicas de movimento:

{Z*’z} ’ %{5*|H|z}> |Z}7 (B.lla)

{2z}

{é*\==%{zﬂf1+-({zﬂZ}iéﬁiiﬂf“Z}){g*y (B.11b)

u}:—%HV}+(

Embora os resultados anteriores possuam um aspecto relativamente complicado, podemos
simplifica-los sob uma transformacao conveniente das variaveis dinamicas:

{27 ()= ()} 2 [el), (B.12a)

EFOREO) + 1z 01}
2(0)) = exp / ) af

0] — o /{z )} = HE O},

EOIER) {z7(tp)]=(tp)}2 (gc(t)].  (B.12b)

Aplicando a definigdo dos estados |1.(t)) e (¢.(t)], reformulamos as equagdes (B.11):

|wc> = _%H|¢c>7 (B13a)
(pc] = %(cbc!H- (B.13b)

Portanto, sob uma simples mudanca de fase global e normalizacao, as equacoes classicas
de movimento adquirem forma idéntica & equacao de Schrédinger. No entanto, as expressoes
(B.13) geralmente nao possuem significado coincidente com as identidades analogas encontradas
no contexto quantico usual, uma vez que o espago acessivel a dinamica dos estados |¢.) e (¢.|
pode diferir consideravelmente do espago de Hilbert H;, introduzido na secao 2.1.

De maneira geral, o espaco de estados parametrizado pelos vetores complexos z e Z repre-
senta um subconjunto nao-linear do espago H;. Ou seja, os estados coerentes (2.17) constituem
apenas uma fracao dos estados quanticos disponiveis a evolugao temporal do sistema fisico.

Como consequéncia direta das transformagoes (B.12), a restri¢ao espacial dos estados |z} e
{z*| & completamente transferida para as identidades (B.13). Apesar desta limitagao fundamen-
tal, podemos interpretar as quantidades |¢.) e {¢.| como solugbes aproximadas para a equacao
de Schrédinger. Com o objetivo de facilitar a comparagao destes resultados com as férmulas
desenvolvidas no capitulo 4, reescrevemos os expoentes das expressoes (B.12) em fungao de
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grandezas classicas familiares:

/{z (1)} + 3{z O} 1
{z=(t)|2(#)} i
B.14a
+11n{2*(t)|z(t)}—%ln{i*(ti)‘z(ti)} ( |
— ‘55( 2(1), 2(t:); t, ) + In{Z" (1) 2()},
i {= ()=} — == @WIH=()} o, i fr s )dt!
_/ {z(t")|=(t")} v ht/L(Z’Z’w’t)dt
(B.14b)

- %m{z*(tf)\z(tf)} + %ln{Z*(t)Iz@)}
- _ %s(z(tf),z(t);tf,t) + In{Z"(t)|2(t)}.

Com o auxilio das identidades anteriores, descrevemos as solugoes quanticas aproximadas
em termos dos estados coerentes nao-normalizados:

50 = exp | S0, ()it 0) ~ WO} - Wl @R} L), (B

(6()] = exp [%swf), 2(O)sty,t) — In{Z (0)]2(8)} - éln{z*umz(tf)}} (). (B.15D)

Observe que, devido ao acoplamento entre as equagoes diferenciais (B.11a) e (B.11b), os
estados [1.(t)) e (P.(t)] estdo indiretamente determinados por condigoes de contorno. Em
notagao apropriada aos desenvolvimentos do presente apéndice, as identidades (3.5) recebem a
seguinte descricao:

|2(ti) } = |2}, (B.16a)
{275t = {24l (B.16b)

Neste momento, visando uma formulagao definitiva para a propagacao cléssica, precisamos
eliminar a ambiguidade na escolha de um estado para o sistema, uma vez que a simples apli-
cagao do principio variacional ndo estabelece qualquer distingao fisica entre |1).) e (¢.|. Com o
propoésito de remover esta indeterminacao, podemos realizar a restricao das trajetorias classicas
ao espaco de fase simples:

Z(t) = 2*(t). (B.17)

Como discutido no capitulo 3, as condigdes (B.16) e (B.17) sao geralmente conflitantes na
construcao do propagador semicléassico. Contudo, no contexto da aproximagao classica, pode-
mos elaborar uma interpretacao totalmente distinta para a imposicao de valores temporalmente
mistos.
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Diferentemente do elemento matricial (3.1), a evolugao de um estado quéantico exige a es-
pecificagao de condigoes sobre um tnico instante de tempo. Portanto, durante o calculo das
expressoes (B.15), apenas uma entre as equagoes (B.16) torna-se necessaria na determinagao da
trajetoria classica, enquanto a outra possui valor automaticamente estabelecido pela identidade
(B.17).

Considerando a restri¢ao ao espago de fase simples, as equagoes (B.11a) e (B.11b) tornam-
se estritamente equivalentes, exceto por uma evidente operacao de conjugacao Hermitiana.
Consequentemente, as identidades (B.13) adquirem também contetdo fisico redundante. Deste
modo, o estado fisico correspondente & aproximagao classica possui escolha inequivoca.

Entretanto, mesmo sob a condi¢ao (B.17), as expressoes (B.15a) e (B.15b) nao estao rela-
cionadas simplesmente por uma conjugacao. As diferencas entre estas duas equagoes foram
intencionalmente introduzidas nas transformagoes (B.12), de maneira que o estado |1).(t)) exi-
bisse caracteristicas adequadas para uma propagacao a valores iniciais, ao passo que (P.(t)|
apresentasse propriedades analogas em relacao a valores finais.

Com a intengao de enfatizar a funcionalidade de cada férmula, reescrevemos os resultados
(B.15) em notagao apropriada ao espago de fase simples:

[1e(t)) = exp {%S(z*(t), z(t;);t, ;) + A(2*(t), z(tl))} |2()), (B.18a)

(6c(t)] = exp [%s<z*<tf>, 20 00) + A (1)), z<t>>] (=(0)]. (B.18b)

De forma semelhante as identidades anteriores, podemos aplicar a restrigao (B.17) sobre as
equagoes de movimento (B.11):

3} = —%le} + ({Z‘Z} Li{f'mzw B (B.19a)
{2l = %{z|H+ (MZ} Ejz{fw'z}) {z|. (B.19b)

Devemos ressaltar que a resolucao destas ultimas equagcoes esta condicionada a uma escolha
entre dois procedimentos completamente excludentes. Se optarmos pelo calculo da expressao
(B.18a) como aproximacao classica, entao as identidades (B.19) est@o sujeitas exclusivamente
aos valores iniciais (B.16a). No entanto, para a construgao da féormula (B.18b), precisamos
encontrar a solucao cléassica determinada somente pelos valores finais (B.16b).

Finalmente, objetivando uma comparagao direta entre a equagao (B.18a) e os resultados da
secao 4.4, definimos o propagador cldssico:

KC(’Z;? Zis tfv tl) = <Zf|w6(tf)>

= exp | 1 5(" (1), ()37, 1)+ A7 (7). 2(00) | (212(0).

(B.20)

De acordo com os argumentos apresentados anteriormente, a tinica trajetoria constituinte de
K. esta inequivocamente especificada pela condicdo inicial z(¢;) = z;. Logo, a solugao classica
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z(t) ndo depende do valor selecionado para o parametro zy. Note que o estado (z¢|, introduzido
apenas para os propositos comparativos da identidade (B.20), ndo possui relacdo com a a
expressao (B.16b), pois a quantidade z*(tf) = z(¢;) nao representa uma variavel independente
na avaliagao de [¢.(y)).

Como conclusao a analise da aproximacao classica, indicamos as trés situagoes de equiva-
léncia entre o propagador K. e a solugao quantica exata:

1. Sob a aplicagao do limite (B.2), a aproximacao (B.20) descreve corretamente a dindmica
quantica decorrente de um estado coerente inicial """,

2. Para escolhas especificas do grupo dindmico, a parametrizagao (2.17) pode cobrir com-
pletamente o espaco de Hilbert, exceto pela arbitrariedade na fase global e normalizacao.
Neste caso, a identidade (B.18a) simboliza precisamente uma solugao formal para a equa-
¢ao de Schrodinger. Como exemplo, observe que podemos representar qualquer estado em
um espago n-dimensional no formato indicado pela equagao (2.56), considerando N = 1.

3. De acordo com o mapa exponencial (2.1), os Hamiltonianos pertencentes a algebra g
correspondem a operadores de evolucao temporal contidos em G. Portanto, aplicando a
propriedade de clausura do grupo dindmico sobre a definigao (2.10), concluimos que os
Hamiltonianos lineares nos elementos da algebra produzem apenas deslocamentos dentro
do conjunto de estados coerentes, excluindo novamente uma possivel diferenca de fase
global e normalizagao. Ou seja, para H € g, a dindmica quantica de um estado coerente
inicial torna-se restrita ao subespago parametrizado pela expressao (2.17).
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Apéndice C

Propagacao Classico-Estatistica

C.1 Conservacao de Volumes em Sistemas Hamiltonianos

Por definicao, as operagoes do espago quociente G/S nao produzem alteragoes sobre o valor
da medida de integracao (2.22)”'. Nesta segdao, demonstraremos que du(z*,z) também per-
manece invariante sob as transformagoes impostas pela dindmica classica.

Considere que, no instante de tempo t¢, uma trajetoria classica no espago de fase simples esta
descrita pelas variaveis z*(tf) e z(tf). De maneira geral, podemos interpretar as quantidades
2*(tr) e z(ty) como funcodes de suas condigoes iniciais no instante ¢;:

2(ty) = 2(=" (1), 2(t:); 1), (C.1a)

25(tr) = 2" (2" (ta), 2(t:); ). (C.1b)

As equacoOes anteriores constituem uma relacao entre dois conjuntos distintos de variaveis
dinamicas. Ou seja, analogamente aos vetores z*(ty) e z(ty), os parametros z*(t;) e z(t;) tam-
bém representam solucoes das equacgoes classicas de movimento. Portanto, podemos escrever
identidades matriciais com formato idéntico para ambas as descrigoes da trajetoria classica:

dZi . * aHZ*'L’ZZ';i
d(tti) _ ! 0 =7 (2 (t:), 2(t:)) % (C.2a)
ek * OH(2*(ts),2(ti)sti ’ ’
dg) h §(z"(t:), 2(t:)) 0 %
dz(t . % OH(2*(t ), 2(t )it
dS}ff) i 0 T (2*(ty), 2(tg)) % o)
e * OH(z*(ts),z(ts);t : .
dt(ff) f §(z"(ty), 2(ty)) 0 %f()f)f)

Observe que a Hamiltoniana classica ‘H pode possuir dependéncia temporal explicita. As
identidades (C.1) possibilitam a construgao de uma matriz Jacobiana para a transformagcao
entre os dois conjuntos de variaveis:

8z((tf)) 8Z(Eff))

_ Bz ti Bz* ti

Mty ;) = 0:%(t;)  92(ty) | (C.3)
0z(ti)  02%(t:)
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De acordo com a definigdo (A.2), a expressdo anterior corresponde a restrigdo da matriz
tangente ao espago de fase simples. Considerando um intervalo temporal constante At, podemos
estabelecer a seguinte identidade entre os dois instantes de tempo apresentados nas equagoes
(C.1-C.3):

ty =t + At. (C4)

Entao, interpretando ¢; como uma fungao de t¢, calculamos as derivadas totais das expressoes
(C.1) em relagao ao instante de tempo final:

dz(t;)  [82(tp)dz(t;)  dz(ty) dz*(t)] At D=(ty)
dtff - {82(5) dt; (92*(1{1») dt; }dtﬁ atff : (C.5a)
dz*(tf>_ 5’2*(tf)dz(ti) 8z*(tf)d2*(ti) dti aZ*<tf)

dty [5Z(ti) dt;  0z*(t;) dt; ]dtf o, (C.5b)

Em seguida, empregando as equagoes (C.2a), (C.3) e (C.4), reescrevemos estes tultimos
resultados em notacao matricial:

) e 0 ) A) | [ T
o = — fili i OH(2"(ti),2(ti)s5ts
w0 | (2 (1), (1) 0 T
(C.6)
Oz(ty)
8tf
+ Bz*(tf)
8tf

Devido a dependéncia temporal explicita da Hamiltoniana, precisamos considerar que esta
quantidade pode apresentar diferentes valores para pontos distintos da trajetéria classica. Por
esta razao, torna-se necessaria a introducao de uma relacao auxiliar:

H(2"(t:), 2(o); ta) = H(2"(ty), 2(tp);tp) — h(2"(tp), 2(tp); tp), (C.7)

na qual h(z(ty), z(tf);ts) representa uma funcdo indeterminada até o presente momento. A
partir da equagao (C.7), podemos estabelecer uma conexao entre as derivadas da Hamiltoniana
nos dois conjuntos de variaveis dinamicas:

OH(2H(ti),2(ti)sts) OH(2*(tp),2(tr)its) Oh(z (tf) Z(tf) tr)
OH(2"(ti),2(ti)3ti) (f’ Z> OH(2*(ty) 2t )its) (f’ Z) M . (C.8>
0z*(t;) 0z*(ty) 0z*(ty)

Substituindo o resultado anterior na identidade (C.6), obtemos uma nova expressao para as
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equacoes classicas de movimento:

dz(t . % OH(2*(ts),2(t )it
diff) = lM 0 _ST(Z (tz)>z(tl)) MT ( (8,];()tf() 2
dz*(tf) o h * a’H(Z*(tf),z(tf);tf)
dt; E(2*(ts), 2(t;)) 0 ()t
1 * Oh(z*(t),z(ts);t
iy 0 =€) 20) Y [ R s
* Oh(z*(t),z(ts);t .
f E(= (i), 2(t:)) 0 %ﬁ)ﬂﬂ
Bz(tf)
Oty
0z*(ts)
Oty

Como consequéncia da completa equivaléncia entre equagoes (C.2b) e (C.9), podemos iden-
tificar prontamente as seguintes relagoes:

M 0 —€1 (2" (1), 2(t:)) M7 — 0 €= (), 2 (1) (C.10a)
§(z"(t), 2(t:)) 0 §(z(ty), 2(tg)) 0

i 0 —fT(Z*(tf),Z(tf)) W — % (ClOb)

P\ (), 2(tp) 0 el i

Note que a identidade (C.10a) representa uma prescrigao para a evolu¢do temporal clas-
sica da matriz £(z*, z), ao passo que o resultado (C.10b) estabelece um sistema de equagoes
diferenciais para a determinacao da fungao h(z*, z;t). Como proximo passo na demonstragao,
introduzimos uma nova expressao auxiliar:

0 OO ) _ et
ot (¢ ) = dete(s-(0).2(0)

t), z(t)) 0 (C.11)

= [det g(2*(t), 2(t))] 2.

Entao, empregando a equagao anterior na manipulagao da identidade (C.10a), obtemos a
seguinte relagao entre determinantes:

x 2
(det M(ty, 1)) = [detg(z (ti)"z(tf))} . (C.12)
det g(2*(ty), 2(ty))

Considerando a situagdo particular ¢y = ¢;, observe que a definicdo (C.3) adquire o valor
M(¢;,t;) = 1. Consequentemente, as quantidades entre colchetes em ambos os lados da equagao
(C.12) sao exatamente idénticas para At = 0. Assumindo a continuidade temporal destas
grandezas sob a dinamica classica, podemos realizar uma significativa simplificagao na expressao
para o determinante da matriz tangente:

_ detg(2*(t:), 2(t:))
det g(z*(ts), z(tf))

det M(t, t;) (C.13)
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Aplicando o resultado anterior sobre a identidade (2.22), podemos relacionar as medidas de
integracao calculadas sobre uma tnica trajetoria classica em dois instantes de tempo distintos:

du(z"(ty), 2(ty)) = K(1) det[g(2"(tf), 2(t))] —dZ*((i;f;;:l)z(tf)
— k(1) detlg(=*(t), 2(t;))] det[M(t;, )] % o

= k(1) det[g(2*(t;), 2(t;))] %

= du(z"(t:), 2(t:)).

Portanto, o elemento de integracdo du(z*,z) permanece inalterado pela evolugao tempo-
ral classica. Esta propriedade garante a conserva¢ao de volumes em sistemas Hamiltonianos
generalizados. Ou seja, considerando um dominio de integracao D(t;), podemos estabelecer
imediatamente a seguinte identidade:

[ @ s0) = [ du (e (00 (C.15)
D(t;) D(ty)

na qual D(ts) representa o dominio de integragao constituido pela evolugdo temporal dos pon-

tos inicialmente localizados na regiao D(¢;), em conformidade com a transformacao (C.1). A

equagao (C.15) corresponde a uma versao generalizada do teorema de Liouville """,

C.2 Formulacao Classico-Estatistica

Considere uma distribuicao classica de probabilidade sobre o espago de fase simples, a
qual simbolizaremos pela func¢ao densidade p(z*, z). Por defini¢do, esta quantidade possui as
seguintes caracteristicas:

p(z*,2) >0, (C.16a)

/du(z*, 2)p(z*,z) = 1. (C.16b)

No instante de tempo ¢, o produto p(z*(t), z(t); t)du(z*(t), z(t)) representa a probabilidade
de observacao do sistema classico dentro de um elemento infinitesimal de volume em torno
do ponto z(t) no espago de fase. Em concordancia com esta interpretagao, podemos utilizar
a transformagao de variaveis (C.1) para descrever a relagdo entre as probabilidades em dois
pontos distintos de uma trajetoria classica:

p(z" (), 2(t:); L) dp (2" (), 2(8) = p(2"(ty), 2(tp)s ty)dp(2" (ty), 2(ty)). (C.17)

Em decorréncia do resultado (C.15), a equagao anterior corresponde a um identidade direta
entre as fungoes densidade:

p(2* (8), 2(8); 1) = pl="(t7), 2(t1)s ). (C.18)
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Esta tltima expressdo possibilita a construgao da funcao p(z*(tf), 2(tf);ts) para qualquer
instante de tempo ¢f, considerando que a densidade de probabilidade inicial e as trajetérias
classicas sobre o espaco de fase simples sao previamente conhecidas.

No capitulo 5, com o objetivo de realizar a distin¢ao entre os fenémenos intrinsecamente
quéanticos e os efeitos classico-estatisticos, exibimos a comparacao entre os métodos de propa-
gagao semiclassica e os resultados emergentes da identidade (C.18). A avaliagdo consistente
destas diferentes abordagens ao sistema dinadmico esta condicionada a uma escolha adequada
para a distribuicao inicial de probabilidade cléssica.

De maneira geral, o principio de incerteza nao permite a formulagao de uma genuina dis-
tribui¢do quéantica de probabilidade sobre o espago de fase, uma vez que os geradores de G/S
nao apresentam relagoes de comutacao identicamente nulas. Entretanto, de acordo com as
identidades (4.14) e (4.17), as condigoes (C.16) sao precisamente satisfeitas pela representa-
gao Q(z*, z;t). Além disto, no limite indicado pela expressao (B.1), a dindmica das fungoes
p(z*,z;t) e Q(2%, z;t) sao descritas exatamente pelas mesmas equagoes de movimento '"7!"%.

Como evidenciado pela discussao anterior, as propriedades da representagao Q(z*, z;t) qua-
lificam esta distribui¢do como um analogo quéntico para a quantidade p(z*, z;t). Consequen-
temente, com o intuito de promover uma analise comparativa entre os resultados quanticos
e classico-estatisticos, podemos convencionar o seguinte valor inicial para a funcao densidade
classica:

p(z", 2 t;) = Q(27, 23 ;). (C.19)

Esta conexao entre as condigoes iniciais sugere a interpretacao da fungao p(z*, z;t) como
uma aprozimacao classico-estatistica para a representacao Q(z*, z;t):

Q2" z;t) = Qee(2", 2;t) = p(27, 25 1). (C.20)

Observe que, nesta tltima equagao, introduzimos uma notagao alternativa para a densidade
de probabilidade classica. Deste modo, indicamos explicitamente a utilizacao conjunta das
identidades (C.18) e (C.19) na formula¢do de uma abordagem aproximativa para a dinamica
quantica.
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