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Resumo

Este trabalho foi motivado por varias dificuldades encontradas no estudo do artigo de M. Ueda, Trans-
mission Spectrum of a Tunneling Particle Interacting with Dynamical Fields: Real-Time Functional-
Integral Approach, Phys. Rev. B 54, 8676 (1996). Nesse artigo, num formalismo de tempo real, é
descrito o tunelamento de uma particula através de uma barreira utilizando tempos nao reais de tra-
vessia através dessa barreira. No presente trabalho é proposto um formalismo mais amplo de tempo
real para uma introducao mais natural de valores complexos do tempo na descrigao do tunelamento de
uma particula em interacao com o ambiente. Esta proposta esta baseada no chamado método do tempo
complexo utilizado no caso do tunelamento de uma particula sem interacao com o ambiente estudado
nos trabalhos de D. W. McLaughlin, J. Math. Phys. 13, 1099 (1972) e B. R. Holstein e A. R. Swift,
Am. J. Phys. 50, 833 (1982).

Seguindo o trabalho citado de Ueda, o ambiente da particula é representado através de um conjunto,
ou banho térmico, de osciladores harmonicos caracterizado por uma fungao de densidade espectral
J(w). Utilizando o método de Feynman de integrais de trajetoria, integramos sobre as coordenadas dos
osciladores do banho e obtemos uma expressao exata para o espectro de transmissao da particula para
uma temperatura do banho 7" > 0. Limitando-nos entao ao caso mais simples 7' = 0, estudamos o
tunelamento dissipativo da particula através da barreira.

Considerando A um parametro pequeno (limite semicléssico), aproximamos o espectro de transmissao da
particula através da contribuicao das trajetorias classicas e suas trajetorias vizinhas. Nesta aproximagao
consideramos a variagao da acao efetiva da particula para tempos dados de duragao das trajetorias e
deste modo substituimos o procedimento variacional seguido no trabalho indicado de Ueda onde nao é
considerada a variagao nos tempos de travessia da particula através da barreira. Num segundo problema
variacional nos tempos de duracao das trajetorias classicas de acordo com o método do tempo complexo
e considerando também a variacao nas posicoes iniciais e finais dessas trajetérias, obtemos as equagoes
de movimento das chamadas trajetorias classicas especiais. Este tratamento das coordenadas iniciais e
finais das trajetorias classicas substitui o procedimento seguido no trabalho de Ueda onde é considerada
uma aceleracao nula durante todo o trajeto de movimento incluindo o trajeto na regiao da barreira.

Diferentemente do artigo citado de Ueda, no presente trabalho utilizamos pacotes de ondas relativa-
mente bem localizados para descrever os estados inicial e final da particula. Em consequéncia, aproxi-
mamos o espectro de transmissao da particula através de trajetorias cléssicas especiais com coordenadas
iniciais e finais iguais ao valor médio da coordenada para esses pacotes de ondas.

O procedimento seguido neste trabalho, baseado no método do tempo complexo, permite obter o
fator de acoplamento apropriado entre as duas trajetérias que descrevem a agao efetiva da particula
substituindo assim o procedimento de tipo ad hoc seguido com este fim no trabalho indicado de Ueda.
O método do tempo complexo permite obter também o termo da diferenga entre a acgao efetiva da
particula e o expoente de tunelamento, sendo que estas grandezas sao tratadas como iguais no trabalho
citado de Ueda.
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Considerando termos até primeira ordem num campo elétrico externo e na interacao da particula
com o banho de osciladores, obtemos expressoes gerais para o expoente de tunelamento, o espectro de
transmissao, a taxa total de tunelamento e o tempo de travessia da particula através da barreira, validas
para um banho de osciladores com uma funcao de densidade espectral arbitraria. Assim temos que a
interacao da particula com um banho de osciladores com uma fungao de densidade espectral arbitraria
diminui a taxa total de tunelamento. Adicionalmente, obtemos que a interacao da particula com os
osciladores do banho com frequéncias w, = w, ~ 1.97 ! onde T} é o tempo caracteristico de travessia
através da barreira no caso em que nao ha interacao da particula com o banho de osciladores nem campo
elétrico, nao afeta o tempo caracteristico de travessia através da barreira. Por outro lado, a interagao
da particula com os osciladores do banho que tém frequéncias w, < w, (w, > w,) diminui (aumenta) o
tempo caracteristico de travessia através da barreira.

No caso de um banho de osciladores com uma tnica frequéncia w e uma constante de acoplamento com
a particula dada por C, = éa(wTo)”, sao identificados cinco comportamentos diferentes em funcao de w
para o expoente caracteristico de tunelamento e o tempo caracteristico de travessia através da barreira.
Estes comportamentos correspondem aos valores de 0 < 1, 0 =1, 1 <0 <2, 0=2¢ o> 2. No
trabalho de M. Ueda, Phys. Rev. B 54, 8676 (1996), foi considerado somente o expoente caracteristico
de tunelamento no caso o = 1.

No caso de um banho 6hmico de osciladores a temperatura zero, assim como no caso de um banho de
osciladores com uma tnica frequéncia, obtemos que o espectro de transmissao da particula é zero para
uma energia final caracteristica da particula maior que a energia inicial caracteristica. Este resultado
corrige o resultado correspondente no trabalho citado de Ueda, o qual nao é consistente do ponto de
vista fisico, permitindo também obter de um modo mais coerente a corrente de tunelamento entre dois
metais separados por um material isolante a temperatura zero. Obtém-se também que a interacao da
particula com um banho 6hmico de osciladores nao afeta o tempo caracteristico de travessia através da

barreira até primeira ordem nessa interagao.



Abstract

This work was motivated by several difficulties found when studying the article by M. Ueda, Transmais-
sion Spectrum of a Tunneling Particle Interacting with Dynamical Fields: Real-Time Functional-Integral
Approach, Phys. Rev. B 54, 8676 (1996). In that paper, using a real-time formalism, a tunneling particle
is described by complex traversal times of tunneling. In the present work we propose a broader real-time
formalism that allows for a more natural introduction of complex values of time in the description of a
tunneling particle interacting with the environment. This proposal is based on the well-known complex
time method used in the case of a tunneling particle with no interaction with the environment studied
in the works of D. W. McLaughlin, J. Math. Phys. 13, 1099 (1972) and B. R. Holstein and A. R. Swift,
Am. J. Phys. 50, 833 (1982).

Following the cited work of Ueda, the environment of the particle is represented by a set, or heat
bath, of harmonic oscillators which is characterized by a spectral density function J(w). Using the
Feynman path integrals method, we integrate out the coordinates of the bath oscillators and obtain an
exact expression for the transmission spectrum of the particle for a bath temperature 7' > 0. Limiting
ourselves to the simpler case T" = 0, we study the case of a dissipative tunneling of the particle.

Considering 7 a small parameter (semiclassical limit) we approximate the transmission spectrum of the
particle by the contribution of the classical trajectories and its neighboring paths. In this approach we
consider the variation of the effective action of the particle for given duration times of the paths and
replace the variational procedure followed in the cited work of Ueda where the variation in the traversal
times of tunneling is not considered. In a second variational problem for the duration times of the
classical paths, according to the complex time method and considering also the variation in the initial
and final positions of these paths, we obtain the equations of motion for the so-called special classical
paths. This treatment of the initial and final coordinates of the classical paths replaces the procedure
followed in the cited work of Ueda where an acceleration equal to zero is considered during the entire
path of motion including the region under the barrier.

Unlike the cited article of Ueda, we use in the present work wave packets relatively well localized to
describe the initial and final states of the particle. Consequently, we approximate the transmission
spectrum of the particle through special classical paths with initial and final coordinates equal to the
average value of the coordinate for those wave packets.

The procedure followed in this work, based on the complex time method, gives the appropriate coupling
factor between the two paths describing the effective action of the particle and thus replaces the ad hoc
procedure followed for this purpose in the cited work of Ueda. The complex time method also allows
us to obtain the difference term between the effective action of the particle and the tunneling exponent.
These quantities are treated as equal in Ueda’s work.

Considering terms up to first order in an external electric field and the interaction of the particle with
the bath of oscillators, we obtain general expressions for the tunneling exponent, transmission spectrum,

total tunneling rate and traversal time of tunneling, which are valid for a bath of oscillators with an
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arbitrary spectral density function. We find that the interaction of the particle with a bath of oscillators
with an arbitrary spectral density function decreases the total tunneling rate. Also, we find that the
interaction of the particle with the bath oscillators with frequencies w, = w, ~ 1.9T; ', where Tj is the
characteristic traversal time of tunneling when there is no interaction of the particle with the bath of
oscillators nor electric field, does not affect the characteristic traversal time of tunneling. On the other
hand, the interaction of the particle with the bath oscillators having frequencies w, < w, (w, > w,)
decreases (increases) the characteristic traversal time of tunneling.

In the case of a bath of oscillators with a single frequency w and a coupling constant with the particle
given by C, = 5a(wTO)U, we identify five different behaviors depending on w for the characteristic
tunneling exponent and the characteristic traversal time of tunneling. These behaviors correspond to
the valuesof c <1, 0 =1, 1 <0 <2, 0 =2 and o > 2. In the work of M. Ueda, Phys. Rev. B 54,
8676 (1996), it was only considered the characteristic tunneling exponent in the case o = 1.

In the case of an ohmic bath of oscillators at zero temperature, as well as in the case of a bath of
oscillators with a single frequency, we obtain that the transmission spectrum of the particle is zero for
a final characteristic energy of the particle greater than the initial characteristic energy. This result
corrects the corresponding result in Ueda’s work, which is not consistent from a physical point of view,
allowing also for a more coherent derivation of the tunneling current between two metals separated by
an insulating material at zero temperature. It is also obtained that the interaction of the particle with
an ohmic bath of oscillators does not affect the characteristic traversal time of tunneling up to first order

in that interaction.
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Introducao

Para descrever de maneira mais completa o tunelamento de uma particula através de uma barreira
de potencial podemos considerar o efeito, presente em situacoes reais, da interacao da particula com
o ambiente. Entre os sistemas reais de interesse atual podemos citar! o transistor de um tnico elé-
tron, jungoes Josephson utilizadas nas pesquisas sobre computacao quéantica e também os dispositivos

supercondutores de interferéncia quantica (SQUID).

Dada a possibilidade da particula perder ou absorver energia produto da interacao com o ambiente,
podemos ter uma energia caracteristica £’ da particula no estado final diferente da energia caracteristica
F no estado inicial. Desse modo, dada a energia F, o tunelamento da particula através de uma barreira
é caracterizado pela probabilidade de transmissao para cada valor possivel da energia final caracteristica

E’. Assim dizemos que existe um espectro de transmissao da particula através da barreira.

No trabalho de M. Ueda, Transmission Spectrum of a Tunneling Particle Interacting with Dynamical
Fields: Real-Time Functional-Integral Approach, Phys. Rev. B 54, 8676 (1996), foi calculado o espectro
de transmissao no caso do tunelamento de uma particula em interagao com o ambiente. No estudo dessa
referéncia, porém, foram encontradas varias dificuldades. Assim, na Ref. 2, sao introduzidos tempos nao
reais de travessia da particula através da barreira no formalismo apresentado de tempo real. Esses valores
complexos do tempo sdo obtidos no trabalho de Ueda? como consequéncia da condicdo de tunelamento
FE < Uy, onde Uj é a altura da barreira de potencial, numa descricao do tunelamento da particula através
de trajetorias classicas. Porém, nenhum argumento ¢ dado na Ref. 2 para justificar a introdugao desses

valores nao reais dos tempos de travessia através da barreira no formalismo apresentado de tempo real.

O problema da descrigao do tunelamento de uma particula sem interagao com o ambiente por meio de
uma trajetoria classica real, onde a coordenada toma valores somente reais, e o tempo toma valores no
plano complexo, fora do eixo real, foi abordado nos trabalhos de D. W. McLaughlin, J. Math. Phys.
13, 1099 (1972) e B. R. Holstein e A. R. Swift, Am. J. Phys. 50, 833 (1982). No presente trabalho,
baseando-nos nas ideias apresentadas nessas referéncias, propomos uma ampliacao do formalismo de
tempo real utilizado no trabalho de Ueda? para uma introducio mais natural de valores complexos do

tempo na descri¢ao do tunelamento de uma particula em interacao com o ambiente.

O procedimento seguido no trabalho de McLaughlin®, conhecido como método do tempo complexo,
considera uma continuagao analitica da amplitude de transicao da particula na metade inferior do plano
do tempo complexo, sendo utilizada também a transformada de Fourier no tempo dessa amplitude®*.

Esta transformada integral é calculada numa aproximacao de fase estacionaria através da contribuicao




2 Introducao

de um tempo critico naquela regiao do plano complexo e dos valores proximos a ele. Adicionalmente,
um contorno apropriado nessa mesma regiao ¢ construido assumindo valores reais para a coordenada na
trajetoria classica da particula iguais as posicoes na regido da barreira®. Desse modo, o tunelamento da
particula é descrito através de uma trajetoria classica real que evolui no tempo complexo.

No Capitulo 1 do presente trabalho, seguindo a Ref. 2, definimos o espectro de transmissao da particula
e representamos o ambiente através de um conjunto, ou banho térmico, de osciladores harmonicos
caracterizado por uma fungdo de densidade espectral J(w). Em seguida, descrevemos o método do
tempo complexo utilizado nos trabalhos de McLaughlin® e Holstein e Swift* no caso do tunelamento de
uma particula sem interacao com o ambiente.

Considerando essa interagao, aplicamos o método do tempo complexo escrevendo a amplitude de transi-
¢ao do sistema particula - banho de osciladores do estado inicial para o estado final como a transformada
inversa da transformada de Fourier no tempo da propria amplitude. Utilizando o método de Feynman
de integrais de trajetoria, integramos sobre as coordenadas dos osciladores do banho e obtemos uma
expressao exata para o espectro de transmissao da particula para uma temperatura do banho 7" > 0 em
funcao da acao efetiva da particula. Limitando-nos entao ao caso mais simples 7' = 0, estudamos o caso
de tunelamento dissipativo, no qual a particula ao tunelar através da barreira perde energia produto da
interacao com o banho de osciladores. Nesse caso o banho de osciladores se encontra em seu estado de
minima energia possivel podendo somente absorver energia da particula.

No Capitulo 2 consideramos varias aproximagoes no espectro de transmissao da particula. Primeira-
mente, considerando i um parametro pequeno (limite semiclassico), aproximamos o espectro de trans-
missao através da contribuicao das trajetorias classicas e suas trajetorias vizinhas. Nesta aproximacgao
consideramos a variacao da acao efetiva da particula para tempos dados de duragao das trajetorias e
substituimos assim o procedimento variacional seguido no trabalho de Ueda? onde ndo é considerada a
variacao nos tempos de travessia da particula através da barreira. Definindo a agao total da particula
como a soma da acao efetiva da particula e dos fatores de fase dos estados inicial e final da particula e do
método do tempo complexo, consideramos a variagao dessa agao nos tempos de duracao das trajetorias
classicas e também nas posigoes iniciais e finais dessas trajetérias. Este procedimento permite obter as
equacoes de movimento das chamadas trajetorias classicas especiais.

Diferentemente do trabalho de Ueda?, utilizamos pacotes de ondas relativamente bem localizados para
descrever os estados inicial e final da particula. Em consequéncia, aproximamos o espectro de transmissao
da particula através de trajetorias classicas especiais com coordenadas iniciais e finais iguais ao valor
médio da coordenada para esses pacotes de ondas. A agao total da particula para estas trajetorias
determina o espectro de transmissao, sendo chamada entao de expoente de tunelamento. Seguindo
o procedimento indicado, baseado no método do tempo complexo, obtemos o fator de acoplamento
apropriado entre as duas trajetorias que descrevem a acao efetiva da particula substituindo assim o
procedimento de tipo ad hoc seguido com este fim na Ref. 2. Obtém-se também o termo da diferenca
entre a agao efetiva da particula e o expoente de tunelamento, sendo que estas grandezas sao tratadas

como iguais no trabalho de Ueda?.



Evitando a aplicagao do método da transformada de Laplace para resolver as equagoes de movimento
das trajetorias classicas especiais, consideramos uma solucao aproximada destas equacoes que inclui
termos até primeira ordem num campo elétrico externo e na interacao da particula com o banho de
osciladores. Seguindo o trabalho de Ueda? definimos a taxa total de tunelamento e obtemos expressoes
gerais para esta grandeza, o expoente de tunelamento, o espectro de transmissao e o tempo de travessia
da particula através da barreira, validas para um banho de osciladores com uma funcao de densidade

espectral arbitraria.

No Capitulo 3 consideramos os casos de um banho de osciladores com uma tnica frequéncia e de
um banho 6hmico. Um banho de osciladores com uma tnica frequéncia é descrito por uma funcgao de
densidade espectral J(w') = 7myw®§(w’ —w) e um banho d6hmico de osciladores é caracterizado por uma
funcdo de densidade espectral J(w) = mnw. Seguindo o método do tempo complexo®, descrevemos o
tunelamento da particula em ambos casos através de trajetorias classicas reais que evoluem no tempo
complexo. No caso de um banho de osciladores com uma tinica frequéncia w sao identificados diferentes
comportamentos em funcao de w para o expoente caracteristico de tunelamento e o tempo caracteristico
de travessia através da barreira. No caso de um banho 6hmico de osciladores a temperatura zero,
assim como no caso de um banho de osciladores com uma tnica frequéncia, obtemos que o espectro de
transmissao da particula é zero para uma energia final caracteristica da particula maior que sua energia
inicial. Este resultado permite obter de um modo coerente a corrente de tunelamento entre dois metais

separados por um material isolante a temperatura zero.






Capitulo 1

Calculo Exato do Espectro de Transmissao

1.1 O sistema particula - banho de osciladores

34 a0 calculo do espectro de transmissao de

Neste trabalho aplicaremos o método do tempo complexo
uma particula que tunela através de uma barreira de potencial enquanto interage com o ambiente, sendo
este representado por um conjunto, ou banho térmico, de osciladores harmoénicos. O sistema formado

pela particula e o banho de osciladores harmonicos é descrito pelo hamiltoniano
1 2
H=o—+ V(x Z{ + Qmaw (24 — [o(@)] } , (1.1)

onde os dois primeiros termos correspondem a particula, sendo p o operador momento, m a massa e
V(z) a energia potencial. O somatorio se estende sobre os osciladores do banho, sendo p,, m, € wq
o operador momento, a massa e a frequéncia de oscilagao, respectivamente, do oscilador a. A energia
potencial V' (z) inclui o efeito de uma barreira de potencial de largura d e altura Uy (Fig. 1.1) e de um
campo elétrico pequeno uniforme E; aplicado na regiao da barreira. Caracterizando este campo pela
diminuicao U; na energia potencial da particula ao passar do lado esquerdo ao lado direito da barreira,

podemos escrever

0 x <0
V(z)={V() 0<z<d, (1.2)
0 x>d
onde
V(a) = U~ U1 (1.3)

A diminui¢ao U; na energia potencial da particula corresponde ao trabalho realizado pela forca elétrica
na regiao da barreira. Para uma particula com carga elétrica ¢ temos U; = |q| E;d.
A fungao f,(z) no hamiltoniano (1.1) determina a interac@o entre a particula e o oscilador a. Para

esta funcao temos

fol) = —59(x), (1.4)
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Uo Uy — U,

py = V2mE'

—a 0 d a

Fig. 1.1 Barreira de potencial de altura Uy e largura d na presenca de um campo elétrico uniforme. Uma
particula representada por um pacote de ondas incide pelo lado esquerdo da barreira com uma
energia caracteristica E < Uy e é transmitida via tunelamento ao outro lado da barreira com uma
energia caracteristica F' < E. p; (pf) € o valor médio do momento do pacote de ondas incidente
(transmitido).

onde C, é uma constante que depende das propriedades do oscilador a (m,,, w,), enquanto g(z) é uma

funcao que depende da coordenada x da particula na forma

o
8
N

. /N o
.

(1.5)

2,
g
I
8
o
IN

Q
8
VvoR

A interacao entre a particula e o banho de osciladores pode ser representada de maneira mais explicita

no hamiltoniano (1.1) se escrevemos este na forma

H:—+V Z( ; aWh

3) DY AGEN (1.6)

onde
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O ultimo termo da Eq. (1.6) representa a interagao entre a particula e o banho de osciladores. De
acordo com as Egs. (1.8) e (1.5), a particula interage com o banho de osciladores somente na regiao da
barreira, ou seja, quando 0 < = < d (Fig. 1.1). Para = > d, a func¢éo g(x) é diferente de zero mas nao
depende da coordenada da particula. Na regidao da barreira, g(x) = z e C, atua entdo como constante
de acoplamento entre a coordenada da particula e a coordenada do oscilador «.

Para calcular o espectro de transmissao sao consideradas as transicoes entre estados em que a particula
e o banho de osciladores nao interagem. Para isso, representamos a particula nos estados inicial e final
através de pacotes de ondas gaussianos centrados em posi¢oes onde nao ha interacao entre a particula e
o banho de osciladores. Considerando uma dispersao relativamente pequena na coordenada dos pacotes
de ondas inicial e final, a interacao com o banho de osciladores nesses estados da particula pode ser

desprezada.

O estado da particula no instante inicial t;, — —oo é descrito por um pacote de ondas da forma

) et
1 Thi(Aita) “TToA2

onde a energia E determina o valor médio do momento deste pacote, dado por
(b = pi = V2mE. (1.10)

Este pacote de ondas esté centrado em X; = —a < 0 e representa a particula incidindo pelo lado esquerdo
da barreira (Fig. 1.1). O parametro A; na Eq. (1.9), determina as disperses na coordenada e o momento
e Ap; =

do pacote de ondas incidente, sendo estas dadas por AX; = . , respectivamente. Uma

h
V2 V2A,;
dispersao relativamente pequena na coordenada corresponde ao caso A; < a. Para ter o valor da energia

da particula relativamente bem definido através do valor F, precisamos ter uma dispersao relativamente

pequena no momento do pacote de ondas, ou seja, Ap; < p;, e portanto, A; > —.
Di

O estado da particula no instante final ¢y — 400, de maneira analoga ao estado no instante inicial, é

descrito por um pacote de ondas gaussiano da forma

i
1 - X:—a) ~ 2
6hpf( ! )6 2A

(XfIE’>=( A2y ro (1.11)
Ty

onde a energia £’ determina o valor médio do momento deste pacote, dado por
(D) =py=V2mE'. (1.12)

Este pacote de ondas esta centrado em X; = a > d e corresponde a particula uma vez transmitida

através da barreira (Fig. 1.1). O parametro Ay na Eq. (1.11) determina as dispersoes na coordenada
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h
e o momento do pacote de ondas transmitido, sendo estas dadas por AX; = 7% e Apy = \/§—A’
f

respectivamente. Dispersoes relativamente pequenas na coordenada e o momento deste pacote de ondas

correspondem aos casos Ay < a e Ay > —.
Dy

No caso do banho de osciladores, o estado inicial (final) é representado por H ‘n’a(f )>, onde nf)gf ) é o

0%
nimero de excitagao do oscilador a no instante inicial (final), sendo niff )=0,1,2,.... A energia inicial

(final) do banho de osciladores é dada por

, , 1
6= ", <n;<f> + 5) . (1.13)

O banho de osciladores tem uma certa probabilidade de encontrar-se num determinado estado inicial a
uma temperatura 7. Dado o conjunto ou configuracao {né} de ntimeros iniciais de excitagao, podemos

escrever esta probabilidade como
—527% n ~|—1
0% (0% 2
6 (6%
i, 1)
_5Zhwa <7’La + 5)
6 e

P({n.}) =

(1.14)

2.

{na}

onde f = sendo kp a constante de Boltzmann. O somatério no denominador se estende sobre

1
kgT’

todos os conjuntos ou configuracoes {nza} de ntmeros iniciais de excitacao.

1.2 Definicao do espectro de transmissao da particula

O espectro de transmissao — que chamaremos de I'(E, E') — caracteriza a probabilidade de transi¢ao
da particula do estado descrito pelo pacote de ondas incidente (1.9), com uma energia caracteristica
E, para o estado descrito pelo pacote de ondas transmitido (1.11), com uma energia caracteristica E'.
Na presenca do banho de osciladores consideramos a probabilidade de transicao do sistema particula -

banho de osciladores do estado inicial representado por |E) H ‘n@ para o estado final representado por
(e

|E") H |n£>, sendo que em ambos estados, a particula nao interage com o banho de osciladores.
«

A evolucgao do sistema particula - banho de osciladores se realiza através de seu hamiltoniano H, dado

pelas Egs. (1.1) e (1.6). Seguindo o trabalho de Ueda?, definimos o espectro de transmissdo da particula
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na forma

I(E,E') = ifli@ii 7 L 3 }Z{: f}P ({ni})o|B-E ~(d-4)]

; 2 (1.15)
< | (nd] (] ¢ Rt =t B) [T )

Assim, para obter o espectro de transmissao I'(E, E'), que depende das energias £ ¢ E’ que caracterizam
a particula, somamos sobre todas as configuracoes iniciais e finais de ntimeros de excitacao do banho
de osciladores. Os termos da soma nas configuragoes iniciais sao ponderados pela probabilidade de
ocorréncia de cada configuracéo, P ({n},}), dada pela Eq. (1.14). A funcdo delta de Dirac na Eq. (1.15)
impoe a condigao de conservagao de energia no sistema particula - banho de osciladores. Somente os
estados inicial e final do banho de osciladores que satisfazem a condigao e{: — ez = FE — FE', onde ez(f ) éa
energia inicial (final) do banho de osciladores (Eq. (1.13)), tém contribui¢do no espectro de transmissao

da particula.

1.3 Trajetoria classica e método do tempo complexo

A transigao do sistema particula - banho de osciladores do estado inicial |E) H ‘n;> para o estado

«

final |E") H |n£> pode ser descrita através de transicoes entre estados intermediarios arbitrarios. To-

mando estgs altimos como os autoestados de posicao da particula e dos osciladores e introduzindo a
representacao de coordenadas para os estados inicial e final podemos descrever essa transicao por meio
de infinitos caminhos ou trajetérias. E possivel calcular de maneira exata a contribuicdo de todas as
trajetorias possiveis para o banho de osciladores harmoénicos. Para a particula, em geral, o cilculo pode
ser feito somente de maneira aproximada. Nesse caso, considerando A um parametro pequeno (limite
semicléssico), podemos aproximar o célculo através da contribui¢do da chamada trajetoria classica e
suas trajetorias vizinhas. A trajetoria classica é determinada por um valor nulo da variagao de primeira
ordem da ac¢ao da particula. Esta é uma aproximacao de fase estacionaria, onde a fase é dada pela agao

da particula em unidades de h.

Como indicamos anteriormente, neste trabalho consideraremos o caso em que a particula tunela através
da barreira, ou seja, temos F < Uy (Fig. 1.1). Neste caso, uma trajetoria classica real, que descreve a
evolugao temporal da coordenada da particula tomando esta valores sobre o eixo real, requer que o tempo
seja um parametro que toma valores no plano complexo, fora do eixo real. O problema da descricao do
tunelamento de uma particula por meio de uma trajetoria classica real que evolui no tempo complexo
foi abordado por McLaughlin® utilizando uma continuacdo analitica no tempo para a amplitude de

transicdo da particula proposta por Babbitt® e Feldman®.

Nos trabalhos recém mencionados®>® foi considerado o caso de uma particula sem interacdo com o
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~2

ambiente descrita pelo hamiltoniano ‘H = 2].; + U(z), e foi analisada a expressdo para a amplitude de
m

transicao da particula entre duas posicoes reais ' e x, num tempo real 7 > 0, dada por

i

—HTt
P 1 / /cm

(1.16)

X

Esta expressao corresponde a uma parti¢cao do intervalo de tempo de 0 a 7 em n partes de comprimento

T, —Tj—1,comj =12 ...,n 17 =0 e 7, =7. Aos instantes de tempo nessa particao dados por
To, Ti, T2, ..., Tn correspondem valores da coordenada dados por xg, i, Za, ..., Tn, sendo g = 2’ e

7

x, = . A expressao (1.16) pode ser obtida através do método de Feynman® escrevendo o operador de

7 7

. e —H (7 — 7j-1) J
evolucao temporal e h como o produto de n fatores € R entre os quais sao colocados
os operadores identidade 1 = /dxj |z;) (x|, para j =1, 2, ..., n — 1. Desta forma, a transi¢do da
—0oQ

particula da posicao x’ para a posicao z é descrita por meio de infinitos processos de transicoes sucessivas
i

——HT
da forma ' — z; — 19 — ... = 1,1 — x. A amplitude de transicao (x| e h  |2') é expressa como

a soma (integral) das amplitudes de transicao destes processos, sendo estas dadas pelo produto das

H (7 — 1)

amplitudes (z;| e h |zj_1),com j=1,2 ..., n.

McLaughlin® considerou a extensdo proposta por Babbitt® e Feldman® do dominio de definicdo no
tempo 7 da expressao (1.16) a valores deste pardmetro na metade inferior do plano complexo. Para
valores de 7 nessa regido, com U(z) integravel segundo Riemann® e limitado inferiormente®®, a conver-
géncia da integracdo sobre as variveis x1, s, ..., ,_1 na Eq. (1.16) é garantida® pelo termo gaussiano

m xj Ti_1) . . - o )
Z . Nesta continuacao analitica, de maneira similar ao caso em que 7 é real, o tempo
— T

toma Valores ao longo de um contorno reto ou raio que vai desde 0 até um tempo 7 na metade inferior
do plano complexo (Fig. 1.2 (a)). Porém, McLaughlin® observou que quando os valores do tempo sdo
restritos a esse contorno, a coordenada na trajetoria classica da particula entre as posicoes extremas x’
e z ndo toma sempre valores reais, o que pode ser visto no caso de um potencial linear. McLaughlin?®
demonstrou entdo que o valor da amplitude de transi¢ao (1.16) ndo muda se substituimos esse contorno
reto no plano do tempo complexo por um outro contorno qualquer com parte imaginaria nao crescente,
quando percorrido desde 0 até 7 (Fig. 1.2 (b)). Um contorno com essa caracteristica pode ser entdo
construido impondo que a coordenada na trajetéria classica da particula tome valores somente reais,

iguais as posi¢oes na regiao da barreira. Assim, o tunelamento da particula é descrito através de uma
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Fig. 1.2 Contornos na metade inferior do plano do tempo complexo 7 para uma continuacao analitica nessa
regido da amplitude de transicao da particula (1.16). (a) Contorno reto ou raio utilizado por Babbitt
e Feldman nas Refs. 5 e 6. (b) Outro contorno arbitrario com parte imaginaria nao crescente quando
percorrido desde 0 até 7 pode ser utilizado de acordo com o trabalho de McLaughlin na Ref. 3.

trajetoria classica onde a coordenada toma valores somente reais e o tempo toma valores ao longo de
um contorno na metade inferior do plano complexo.
?

Seguindo o trabalho de Holstein e Swift*, a amplitude de transigao da particula (x| e h' |2') pode ser
expressa como a transformada inversa da transformada de Fourier no tempo 7 > 0 da prépria amplitude
de transicao. Nesta tltima transformada integral, o contorno inicial de integracao sobre a parte positiva
do eixo real (Fig. 1.3) pode ser substituido por um contorno arbitrario na metade inferior do plano

356 Cada valor do tempo nesse outro

complexo, onde a amplitude de transicao da particula é analitica
contorno define um tempo de duragao complexo para as infinitas trajetorias que descrevem a transigao

da particula da posicao 2’ para a posicao x. Para cada tempo de duracao dado, a amplitude de transicao

Imr

A

\

» Rer

11

il

Fig. 1.3 O contorno inicial de integracao I sobre a parte positiva do eixo real na transformada de Fourier
pode ser substituido por um contorno arbitrério II na metade inferior do plano complexo onde a
amplitude de transi¢do da particula é analitica. A integrag@o sobre o contorno II pode ser calculada
numa aproximacao de fase estacionaria através da contribui¢ao de um tempo de duracao critico 7.



12 Capitulo 1 Cadlculo Ezato do Espectro de Transmissao

pode ser aproximada através da contribuicao da trajetoria classica e suas trajetorias vizinhas.

A transformada de Fourier no tempo sobre um contorno na metade inferior do plano complexo pode
ser calculada numa aproximacao de fase estacionaria através da contribuicao de um tempo de duragao
critico 7 e dos valores proximos a ele (Fig. 1.3). A este tempo de duragao critico corresponde uma
trajetoria classica em particular para a qual o tempo toma valores complexos sobre um contorno que
vai desde 0 até 7. De acordo com McLaughlin?®, esse contorno pode ser construido assumindo valores

reais para a coordenada na trajetoria classica da particula iguais as posigoes na regiao da barreira.

O procedimento indicado, que permite descrever o tunelamento da particula através de uma trajetoria
classica real que evolui no tempo complexo, é chamado de método do tempo complexo. De acordo
com o explicado anteriormente podemos dividir este método nas seguintes etapas. Primeiramente, a
amplitude de transicao da particula é expressa como a transformada inversa da transformada de Fourier
no tempo 7 da prépria amplitude de transi¢ao. Esta tltima transformada, considerando que a amplitude
de transicao da particula é analitica na metade inferior do plano do tempo complexo 7, é calculada entao
numa aproximacao de fase estacionaria através da contribuicao de um tempo de duracao critico 7 nessa
regiao do plano complexo e dos valores préoximos a ele. Finalmente, um contorno com parte imaginaria
nao crescente quando percorrido desde 0 até 7 é construido assumindo valores reais para a coordenada

na trajetoria classica da particula iguais as posi¢oes na regiao da barreira.

No presente trabalho nos propusemos aplicar o método do tempo complexo ao calculo do espectro de
transmissao por tunelamento de uma particula em interacao com o ambiente. Como indicamos, nos
trabalhos antes mencionados®* o método do tempo complexo foi aplicado ao caso do tunelamento de
uma particula sem interagao com o ambiente. O célculo do espectro de transmissao por tunelamento de
uma particula em interacao com o ambiente foi abordado no trabalho de Ueda? mas sem a utilizacdo do
método do tempo complexo. Nesse trabalho, valores complexos do tempo sao obtidos como consequéncia
da condigao de tunelamento E < Uy mas nenhum argumento é dado para justificar a introducao desses

valores nao reais no formalismo apresentado de tempo real?.

O método do tempo complexo, além de permitir a introducao de valores complexos do tempo para
descrever o tunelamento por meio de uma trajetoria classica real, permite obter também a acao efetiva da
particula (subsegao 2.3.1) contendo fatores que sao introduzidos de maneira ad hoc na Ref. 2. Também,
através deste método, podemos obter o termo da diferenca entre a acao efetiva da particula e o expoente
de tunelamento (subsecdo 2.3.3). Estas duas grandezas nao sao distinguidas entre si no trabalho de
Ueda?, sendo representadas da mesma forma e obtendo-se o expoente de tunelamento, segundo a Ref. 2,
simplificando a agao efetiva da particula. Pode ser concluido que na verdade o termo da diferenca entre
ambas grandezas foi introduzido no trabalho de Ueda? mas nenhuma explicacido é dada nesse trabalho

com respeito a origem desse termo.

Baseando-nos nas ideias apresentadas nas Refs. 3 e 4, onde é utilizada a transformada de Fourier da
amplitude de transicao da particula de um estado inicial para um estado final, comecamos a aplicar o

método do tempo complexo expressando a amplitude de transicao do sistema particula - banho de oscila-
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dores do estado inicial |E) H ni,) para o estado final |E") H ‘n£>, na Eq. (1.15), como a transformada

(0% 0%
inversa da transformada de Fourier no tempo da propria amplitude, ou seja,

?

—H (ty
II<‘” (E'le h IIVM>
a [aB, ‘B —1) [ Lm+ior (.17
L1ty — 1) | 1T 1
e Q%/G‘Tleh [Tl 7 B)IThe)
o 0

Uma expressao similar pode ser escrita para a conjugada desta amplitude de transicao. O uso destas

expressoes diferencia o procedimento seguido no presente trabalho daquele seguido no trabalho de Ueda .

Utilizando a expressao (1.17) para a amplitude de transi¢ao do sistema particula - banho de osciladores
e a expressao correspondente para a conjugada dessa amplitude, e escrevendo também a delta de Dirac

na Eq. (1.15) na forma
5[E—E’—<e{:—ez = [-—e¢h e h’ eh’ (1.18)

podemos obter

S )
1 dE, -- B (tf ) dE2 _E2 (tf - ti)

I'(E,E") = li —— e h eh
(B, E) tf—lglootf—t 21h 27rh
t; —>—o0 . .
E, 410 Ey—1i0 dt —(E—ENt
dTleh(l )T dTgeh(Q )Ty —eh( )
21h
0 0 —o0 (1.19)

i

x Y P({ni}) eh’ H<nf| Ew H\na>
{na}{nk}

1
4 —HT:
< [Tl Elen” " |V nf) -

1.4 Calculo do espectro de transmissao

Neste trabalho consideramos o caso de tunelamento dissipativo, no qual a particula ao tunelar através
da barreira perde energia produto da interacao com o banho de osciladores, ou seja, temos E’ < E. Para
isso, estudaremos o caso do banho de osciladores a uma temperatura 7' = 0. Nesse caso (Eq. (1.14) para

f — 00) o banho de osciladores se encontra em seu estado de minima energia possivel podendo somente
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absorver energia da particula.

Dividiremos o calculo do espectro de transmissao em dois casos. No primeiro trataremos o caso mais
geral em que o banho de osciladores se encontra a uma temperatura 7' > 0 e no segundo trataremos o

caso do banho de osciladores a uma temperatura 7" = 0.
1.4.1 Banho de osciladores a T > 0

O céalculo exato do espectro de transmissao resulta num processo um tanto trabalhoso do qual indica-
remos somente as principais etapas.

Primeiramente, efetuando as somas sobre as configuragoes iniciais e finais do banho de osciladores,

podemos obter para as duas tltimas linhas da Eq. (1.19),

z'

> P({ni}) eh H<nf\ E’!eh H\na>
{naf{nd}

><H<na! El@ﬁ Hlnf>

[e.o]

H da’ dxfdyadyaH@f’ (E'le ﬁ H’x>

—0o0

XH@ |e —B+it/h)h osc| ye)

(1.20)

= H 2 sinh

h‘“t

XH<y|E\6h H|y£>H<y£|6h°“ [«f)

onde h®

osc € 0 hamiltoniano do oscilador harménico a e introduzimos a representagao de coordenadas

hgsct
para os osciladores do banho. O fator <y£’ e h |xf > ¢ o propagador de um oscilador harmonico

que tem uma expressiao conhecida® dada por

m,w 2 2
a 1/2 _$[<f f) t_2ff}
<y | e hh’osct} f> — myWo e 2ZhSleat Ta +ya €05 Yo Yaba (121)
« 2mihsinw, t ’

. . « .
e uma expressao similar pode ser escrita para o fator <$;| 6(_5 +it/h) g, ’y@ na Eq. (1.20), substi-
tuindo ¢t por —t — ifh na Eq. (1.21). Com ajuda destas expressoes podemos obter para o espectro de

transmissao (1.19),

o ) > )

1 dt —(E—E)t [dE, ——E:i(t dE —E ty —t

F(E,E’)z lim eh( ) 1eh 1(f ) dabs 2(f )
tyotooty —t; | 2mh 2mh 27TFL

t; ——o00

—00 —0o0 —00
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o0 ; o0

7
+ 10 Ey — 1)
/dTleh(l Z) /dT2€ h(Q Z)

0 0
oo

x / 4X, dX; dY; dYy (B'|X ) (XIE) (BIY) (Y |E)

/2 1/2
.. Bhw m,w ! m,w
X 2 sinh £ o L 1.22
1;[ ST Orinsinw, t “orihsinw, (t + iBh) (122)
dz? daf dy? dy! _MKW f2> t_gff}
X H X, dr, dy, dy, exp 2ihsin Wit r, +y, )cosw, T,
m,w, .9 9
X Y t 4+ iBh) — 2 ]
P 2zhsmw (t—l—zﬁh) [(xo‘ *a )Cosw (t +iph) — 22,

HT:

<Ll (Xste il X T L) TT il Y|eh 1Y) T 1wt
onde introduzimos a representacao de coordenadas para a particula. '
Loy

Na Eq. (1.22) podemos obter para as amplitudes de transi¢ao H f‘ (X¢le ﬁ H ‘x

HT, L : .
H <ya (Y| e h ) H ‘yf > expressoes similares & Eq. (1.16). Seguindo o método de Feynman

utlhzado para derivar esta ultima equagao e empregando o hamiltoniano (1.6) do sistema particula -

banho de osciladores, obtemos

1/2

.H Hn
f h e 1Y
| |< ‘ (Xyle H}x") nILOO e [2mh T1] Ty, 1)

" 2
m (z; — xj1)

—_—— ) (.T]) (le — le—l)

h 2 le - le—l
dzq---dz,_1 € j=1
(1.23)
N 1/2 ) 00
X Ma coo fdzt - de
1;[};[1 [2mh (T, — Th,,) / /xa v

i -1y , ,
%Z o (e — %0 ) 5 Wisz (Th; = Thja) + Fo () 2, (Thy — Thy—y)
e

j=1
)

X

onde Ty = 0, Th,, = T1, z0 = Xi, ., = Xy, 20 = 2! e 2" = x/. As primeiras duas linhas desta
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expressao sdo semelhantes a Eq. (1.16) que corresponde ao caso de uma particula sem intera¢ao com
o ambiente. As duas linhas seguintes da Eq. (1.23) sao resultado da presenga do banho de osciladores

harmonicos que representa o ambiente em interagao com a particula.

Como foi indicado na secao 1.3, para descrever o tunelamento de uma particula sem interacao com o
ambiente no trabalho de McLaughlin® foi utilizada uma continuacéo analitica da amplitude de transicio
da particula (1.16) para valores do tempo 7 na metade inferior do plano complexo. No presente trabalho,
onde estudamos o caso do tunelamento de uma particula em interagao com o ambiente, assumimos que
o dominio de definigdo no tempo 77 da amplitude de transigao (1.23) para o sistema particula - banho
de osciladores pode ser também estendido a valores de T} na metade inferior do plano complexo. Esta
extensdo ¢ sugerida pela semelhanga indicada entre as Eqgs. (1.16) e (1.23) e a presenga na Eq. (1.23)
de termos gaussianos para a particula e os osciladores do banho que sao similares ao termo gaussiano

Zm (z; = :CTJ 1) , na Eq. (1.16). Como indicamos na segao 1.3, este termo garante a convergéncia
— T
da mtegra(;ao sobre as variaveis xq, x9, ..., T,_1 na Eq. (1.16) para valores de 7 na metade inferior do

plano complexo no caso de um potencial U(x) integravel segundo Riemann e limitado inferiormente.

Na ultima linha da Eq. (1.23), de acordo com o hamiltoniano (1.6), temos termos que correspondem

a um potencial para cada oscilador a da forma §maw§mi — F.(x)z,. Este potencial, com —oo <

zr, < oo e F (x) dado pela Eq. (1.8), ndo é limitado inferiormente por causa do termo —F, () z,. A

condigao de que o potencial U(x) na representagao (1.16) da amplitude de transi¢cao da particula seja
limitado inferiormente foi utilizada nos trabalhos de Babbitt® e Feldman® para provar a validade dessa
representacdo para valores de 7 na metade inferior do plano complexo®. No entanto, de acordo com a
referéncia 15 do trabalho de McLaughlin®, essa representacio ¢ ainda valida no caso de um potencial
linear, nao limitado inferiormente. Este é o caso do termo —F, (x)x, no potencial dos osciladores do
banho na Eq. (1.23), sendo este termo linear na coordenada x,. Assim, a presenga deste termo nao
invalida a possibilidade de estender o dominio de defini¢ao no tempo 7 da amplitude de transi¢ao (1.23)
a valores deste pardmetro na metade inferior do plano complexo.
i

: —HT,
No caso da amplitude de transigao H (yi| (vl eh Ys) H |yl), presente também na Eq. (1.22),

uma expressao similar a Eq. (1.23) pode ser derivada, sendo que o sinal dos termos gaussianos resultantes

¢ o oposto do sinal desses termos na Eq. (1.23). Desse modo, no caso da amplitude de transi¢ao
7
: —HT, . . - :
H (yi| (il eh ) H |y]), assumimos que o dominio de defini¢io no tempo T» pode ser estendido

[0 [0
a valores deste parametro na metade superior do plano complexo.

A integragao sobre as variaveis xq, o, ..., r,_1 na Eq. (1.23), mantendo fixas as posi¢oes extremas

zo = X; e x, = Xy, define uma integral sobre todas as trajetorias x(t') da particula que satisfazem as

2

condigoes de contorno x(0) = X; e z (1)) = X;. Analogamente, a integracio sobre as varidveis z., 22,
"~! na Eq. (1.23), mantendo fixas as posicdes extremas z° = 2! e 2" = x/, define uma integral

B



1.4.1 Banho de osciladores a T > 0 17

sobre todas as trajetorias z,(t") do oscilador @ que cumprem as condigoes de contorno x,(0) = x! e

z., (T)) = zf. Numa notacio” mais compacta escrevemos entdao a Eq. (1.23) na forma

z(Th)=Xy Ty
[Tt (sl e o X [T = / D(t') exp / dty { St —vwm}
z(0)=X; 0
xa(T1)::v{: T <124)
s 1 2 2
X H / Dz, (t') exp h/dtl{ 5 T, (t1)" — imawaxa(tl) + F,, [z(t1)] xa(tl)} ,
: z, (0)=z}, 0

onde, no limite n — 0o, os somatorios nas exponenciais da Eq. (1.23) foram escritos como integrais de 0
a T;. Na integral deste tipo, na segunda linha da Eq. (1.24), temos no integrando a lagrangiana de um
oscilador harmonico sujeito a uma forga externa F [x(¢1)] por parte da particula. Esta lagrangiana é
quadratica na velocidade e na coordenada do oscilador «;, e a integral sobre todas as trajetorias possiveis
z,(t"), correspondente ao propagador de um oscilador harmonico forgado, pode ser calculada de maneira

exata®. Desse modo temos®

x(T1):Xf Tl

H<xf} (Xysle h H|a:a> = / Dx(t') exp h/dtl { 5 i(t)? —V[:c(tl)]}

2(0)=X; 0
1/2
X
H (2mh sinw, T )

e [ 4)onT 2
X exp—4{ ——— |2 " +=x cosw. T — 22" x
1;[ P7 2sinw, T} ¢ “ atl e

/ (1.25)
a;i
_ Yo F, . -
sinw, T /dt1 [ (tl)} Slnwa( | tl)
0
T
sinw, T} dt, F, [z(t1)] sinw, t;

1 : .
ool /dtl/dtg F, [x(t))] F, [x(t2)]sinw, (11 — t1) sinw, ts
0 0

?

, —HT.
No caso da amplitude de transi¢ao H (yi| (il eh ? |Ys) H ‘y£>, podemos obter uma expressao
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similar & (1.25). Substituindo na Eq. (1.22) ambas expressdes e integrando sobre as variaveis =’ =7, ¢’

e y!, obtemos

s 1 s 1 = )
1 dt —(E—-ENt [dE, -<Ei(ty—t;) [dEy, —E2(ty —1t;)
N(E.E) = li ——eh —— e h ——=eh
(B, E) tf—1>I£00 ty —t; | 27h ¢ 27h ¢ 21h ¢
t;i >—o0 S S S
Ei +1i0) T

/dT1€h< ! ) /d th Haa Tl,TQ

0 0
x / 42X, dX; dY; dY; (E'1Xp) (X|E) (BIY:) (Y |E)

r(Tl):Xf T1

, 1 m . 9

X Dx(t") exp 7 dty E:L‘(tl) —Vx(t1)]

2(0)=X; 0 (1.26)

E(TQ):}/f T

#(0)=Y; 0

1
— dt; [dty (F t — F_[x(t

X Hexp  Bho, + iw, (T1 — T2)/ 1/ 2 ( o [2(t1)] o 2( 1)])

o 4m hw,, sinh 5 0 0

) ( A, <it1 —t2i,T1—TQ)H(Tl—tl)G(Tl—tg)
Aa (tl —tz-’-t,Tg —T1)9(T2 —t1)9(T1 —tg)

Aoty —t1+t, Ty —T) O (T — t1) 0 (T — t5) > F, [x(ts)]

Aa (—itl — tgi , T1 — Tg) 0 (T2 — t1> 0 (T2 — tg) _Fa [g(t2>]

onde

h

sinh b ;
« T ,T = )
“ ( ! 2) . ﬁhwa + ZCLJ (Tl Tz)
sinh

2

(§

R w T
A, (r.T) = cosh (M% iy ) |

Na Eq. (1.26), 6(x) representa a fungao degrau unitario dada por #(z) = 1 paraxz > 0 e 6(z) = 0 para

x < 0. No caso da funcao itl — 19 i, ela é similar a fungdo modulo |t; — t|, coincidindo com esta para
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valores positivos de t; e ty. Porém, a funcao itl — tgi é definida também para valores complexos de
t1 e to fora do eixo real, os quais sao necessarios para descrever o tunelamento da particula por meio
de trajetorias classicas reais x(t') e Z(t'). Neste caso, t; e ty tomam valores ao longo de contornos de
integracao de 0 a T} e de 0 a T, sendo que, como indicado antes, T} e 7> podem tomar valores na
metade inferior e superior do plano complexo, respectivamente. O valor da funcao itl — tQi é dado pela
diferenca t; — t5 se o tempo t; se encontra depois de t, no sentido de percurso do contorno de 0 a Tj
oude 0 a Ty. Caso contrario, o valor da funcao itl — tzi ¢ dado pela diferenga t5 — ;.

A Eq. (1.26) é uma expressao exata do espectro de transmissao da particula para uma temperatura do
banho de osciladores 7' > 0. Esta equacdo é o resultado correspondente ao obtido por Ueda? através

das Egs. (4), (15) e (16) da Ref. 2, sem o uso do método do tempo complexo. A Eq. (1.26) pode ser

escrita de maneira mais explicita, sem a func¢ao degrau unitario, na forma

= 1 s 1
—(E—ENt ——E, (ty — 1, —E tr—t,
tf—>+oo ty—t; ) 2mh 21h 27T7i
t; ——00 s S S
E1 +190) T, (Ey — i) T:
/dTleh( ! ) /dT2€ h ? 2Haa Tl,TQ
0 0
x / AX; dX; aY; Yy (E'X;) (X,|E) (E|Y) (Y |E')
I(Tl):Xf T
m . 9
X Dx(t") exp - h dty 5m(t1) —Vx(t1)]
z(0)=X; 0
#(To)=Y; T (1.27)
X / Dx(t) eXp—ﬁ/dtl {;x(tl) —V[&:’(tl)]}
#0)=Y; 0
X HGXP— ,mal +M (T —Ty) /dtl/dtQ [2(t1)] F, [2(t2)]
« 4mhw, sinh 1= 1)
Aa (Itl - tgl T1 T2 - 2/dt1/dt2 [ﬂli'/(tg)] Aa (tg - tl + t, T2 - Tl)

+ / dt, / dty F, [#(t1)] F, [#(t2)] Aa (—itl — 1!, Ty — T2)
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1.4.2 Banho de osciladores a T' = 0: Caso dissipativo

Para estudar o caso dissipativo, no qual a particula perde energia ao interagir com o banho de oscilado-
res, trataremos o caso T'= 0 (8 — 00). Chamaremos o espectro de transmissao neste caso de I'y(E, E').

Utilizando a Eq. (1.8) podemos obter a partir da Eq. (1.27), no limite § — oo,

Lo(E, E) _tfl—lg—lkloo ty—t; | 2mh ¢ o7h ¢
t; ——00 s S
[dE, ‘Bt —t) [ ‘BT [ (BT
2 en 2 lanen ! dme BC ?
2mh
s 0 0
- (1.28)

x / AX, dX; Y, dYy (B'[X ) (XGE) (EIY:) (v |E)

o(T) =X #(T)=Y;
X / Da(t') Di(t') exp % So [z(t), 2(t'), Th, Ty, 1] ,
2(0)=X; #(0)=Y;

onde Sy [z(t"),Z(t'), Ty, T, t] € a agdo efetiva da particula na presenca de um banho de osciladores a
T = 0, dada por

T1 T2

So [x(t), 5 (), T1, Ty, t] = /dt1 {%z(tm —y [m(tl)]} - /dt1 {%i(zﬁly —y [’:E(tl)]}

0

0
o0 Ty T
. [d il
+1 %J(w) /dtlfdt29[$(t1)]g[x(t2)] e wity !
0 0 0

T (1.29)
—2 / dt, / dts g [2(t)] g [7(ts)] e (T2 = Th) g-itw (t2 — 11 + 1)

+ / at, / dta g [5(0)] g [7(t2)] €11~ 2]

Nesta equagao, J(w) é a chamada func¢ao de densidade espectral do banho de osciladores, definida como

J(w) = gz Co § (w—w,) - (1.30)

myWey
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Utilizando as Egs. (1.7) e (1.4) podemos escrever

onde

A agao efetiva da particula (1.29) pode ser escrita entao na forma

Ty

So [x(t),Z(t), Ty, Ty, t] = /dt1 {%;ﬁ(hy —Vix(ty)] — %Mf [q}(tl)]}

0
T>

_ /dt1 {%*(h)Q —V[T(t)] — %MQQ [i(h)]}
+1 (;—:: J(w) /dtl/dt2 glz(t)] g [x(t2)] e—iw:tl — 1y

- Q/dtl/dt2 glz(t)] g[z(t2)] piw (Iz = Th) p—iw (t2 — t1 + 1)

; / a, / dta g [7(t1)] g (1)) €11~ 2]

(1.31)

(1.32)
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Capitulo 2

Aproximacoes no Espectro de Transmissao

O calculo exato do espectro de transmissao da particula através da expressao (1.28) requereria calcular a
contribuigao de todas as trajetorias possiveis z(t') e Z(t') que cumpram as condigoes x(0) = X;, x (T7) =
Xy, z(0) =Y; e (1) = Yy. Em lugar disso, neste capitulo realizaremos um céalculo aproximado do

espectro de transmissao.

2.1 Trajetoérias classicas

Primeiramente, aproximaremos a contribuicao de todas as trajetorias possiveis através da contribuigao
das chamadas trajetorias classicas e suas trajetorias vizinhas. As trajetorias classicas x.(t') e T.(t') sao
aquelas para as quais a variagao de primeira ordem da agao efetiva da particula Sy [x(t'), Z(¢'), T1, T, ]

é zero, ou seja,

5(1)80 [l‘(t,),i(t/),Tth,t] =0. (21)
z(t') =zc(t)
Z(t') =Zc(t)
Neste caso dizemos também que a acao efetiva da particula é estacionaria para pequenas variagoes em

torno das trajetorias classicas z.(t') e T.(t'). Estas trajetorias satisfazem as condigoes de contorno
z(0)=X;, 2. () =Xy z(0)=Y, Z.(T2) =Y. (2.2)

As equagoes de movimento das trajetorias classicas podem ser obtidas a partir da condigao (2.1).

Utilizando a expressao (1.32) para a agao efetiva da particula, temos

mic(ty) = — V' [ze(t)] — pg[ze(tr)] g’ [z(t1)]

Frled) / = / dtrg (1) €0~ 1
' ’ (2.3)
_/dtg g7.(t2)] e w (I, = Th) oW (to —t1 + 1) ’

23
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—ig [Z(t1)] d% J(w) /dtgg [Fo(t2)] eiw:tl — tQ:
’ ’ (2.4)
_/dtQ g [xc(tZ)] eiw <T2 - Tl) @_iw (tl — 1o+ t)

Estas equagoes de movimento e as condigoes de contorno (2.2) determinam as trajetorias classicas z.(t')
e T.(t).

Utilizando as trajetorias classicas podemos aproximar a integracao sobre todas as trajetorias possiveis

z(t') e Z(t') no espectro de transmissao (1.28) na forma

a(Th)=X; #(To)=Y;
De(t) | DEY) exp Sola(t),5(t), 11, T, 1]

2(0)=X; #(0)=Y;
~ exp 1 So [ao(t), Zo(t), T3, T, ] (2:5)

o(T1)=X; F(T2)=Y;

_ 1 _
X Da(t)) DIt exp — = 0P8, [x(t), F(t)), T1, Ty, 1] :
h 2 o(t)) = zo(t))
z(0)=X; z(0)=Y; Tt =7(t)

onde Sy [z.(t), T.(t'), T1, T, t] é a agdo efetiva da particula para as trajetorias classicas z.(t') e Z.(t').

De acordo com a Eq. (1.32), esta acao é dada por

T

&uﬁ%@wwmehiﬁm{%amf—vuﬁm—éufuﬁm}

0
T>
m

- fan (B - v el - S e

0
0o T, Ty
' d i It —tl
+@ﬁ§ﬂm /@/QMMﬁmgmmnew“ :
0 0 0

_%/m/&wvﬂmgmwﬂMﬂﬂ—ﬂhﬂﬂﬁ—h+ﬂ
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T T
. | |
+/dt1/dtgg[%c(tl)]g[fc(tg)] et =i L9
0 0
Na Eq. (2.5), 6@, [z(t), Z(t), Ty, Ts, t] é a variagao de segunda ordem da acao efetiva da

z(t")y =z (t)
T(t') =zc(t')
particula e corresponde a contribuicao das trajetérias proximas as trajetorias classicas. Substituindo

essa equagao na expressao (1.28) para o espectro de transmissao obtemos

o 7 = 7
1 dt —(F—FEt [dE, -—FEi(t; —t;
I,(E,E') ~ lim —eh< ) —Leh 1t =)
tyotooty —t; | 2mh 2mh
t;i >—o0 oo oo
[dE, “Estti—t) [ “(Bi+iT [ (B —io)T
— -1 - i —— —1
et Y /dTleh ! 1/dTth ? 2
2mh
. 0 0
2.7)
x [ dX;dXpdY;dYy (E'1Xy) (XG|E) (E]Y;) (Y¢|E")
X exp % So [2e(t), Fe(t'), T1, T, 1]
z(T1)=Xy Z(T2)=Yy
~ 1 ~
X Dx(t") Dz(t') exp L2 638y [ (), Z(t'), Ty, Ty, ] :
h2 z(t') =wzc(t)
z(0)=X; Z(0)=Y; F(t') =Fe(t')

Do procedimento seguido nesta se¢ao podemos ver que o método do tempo complexo oferece um marco
apropriado para obter as equagdes de movimento das trajetorias classicas (2.3) e (2.4). Este método
permite considerar a variagdo da agao efetiva da particula na Eq. (1.28) para tempos fixos de duragao
das trajetorias 77 e Ty. Na Ref. 2, as equagoes de movimento (32) para as trajetorias classicas foram
obtidas considerando a varia¢do da agao efetiva da particula (30) para tempos fixos de travessia Tx e
Ty através da barreira. Porém, estes tempos sao distintos para as diferentes trajetorias possiveis X (¢')

¢ Y (t') consideradas na Ref. 2, sendo fixos somente os tempos inicial e final ¢; e ¢; dessas trajetorias.

2.2 'Trajetorias classicas especiais

Utilizando as expressoes dos estados inicial e final da particula, Egs. (1.9) e (1.11), respectivamente,
obtemos para o espectro de transmissao (2.7)

1 dt Z(E—-Et [dE, -

['o(E,E') ~ lim —eh ( ) —Le

if::igz ty—t; ) 2mh 21h

7

l

By (t; —t,
hl(f )

—0o0 —00
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dFE —FE5 (1 _tz _S 1,E2 X17X 7}/;7Y7T7T7t
<[5 eh 2 b )/dTldTQ/dXidedndeeh o (X0 Xp Vi Xy, T T )
T
—00 0 —00
R . (o) N .Y t) Y (ol N AU
€ € T oA2 2 T o9A2Z 2
X 7z 7z 207 ¢ 247 e 207 247 (2.8)
(mA7) 7 ( A?)
z(Th)=Xy z(T2)=Ys
_ 1 _
x Da(t') DE(t') exp % 5 0280 [a(t'), E(¢), Ty, T, ,
z(t') =z (t)
z(0)=X; #(0)=Y; () =Fe(t')

onde Sg, g, (Xi, X, Y;, Y, 11,15, t), que chamamos de agao total da particula, contém a agao efetiva
da particula e também os fatores de fase dos estados inicial e final da particula e do método do tempo

complexo, sendo dada por

Sey g, (Xi, X7, Y3, Yy, T, T, t) = EvT — ExTo +pi X —ps Xy — piYo + prYs

(2.9)
+ S0 [xe(t), T (), Ty, Tn, t] .

A acao total da particula depende, além das variaveis Fy, Es e t, das coordenadas iniciais e finais das
trajetorias, X;, Xy, Y; e Yy, e dos tempos de duragao T e T5. Para cada conjunto destas variaveis,
um par de trajetorias classicas z.(t') e Z.(t') pode ser determinado de acordo com as equagoes de

movimento (2.3) e (2.4) e as condi¢bes de contorno (2.2).

A integragao na Eq. (2.8) sobre as variaveis X;, Xy, Y;, Yy, Ty e T pode ser aproximada através da
contribuicdo daqueles valores criticos (e dos valores proximos a eles) X, yf, Y., Vf, T, e T, para os

quais a variacao de primeira ordem da acao total da particula é zero, ou seja,

WSk, B, (X5, X, Y3, Yy, Ty, Ty, t) =0. (2.10)

Xi=X;, X;=Xy
Y,=Y, Y;=Yy

TW=T1 To=Ts

Assim como no caso da condi¢ao (2.1) para a agao efetiva da particula, dizemos também que a agao
total da particula é estacionaria para pequenos deslocamentos em torno dos valores X, yf, Y. Vf, T,
e T,. Para o espectro de transmissio (2.8) queremos entao aproximar a integracao sobre as variaveis
Xi, X, Y, Yy, Th e T na forma

o0

> i
/ T dTy / dX;dX;dY;dY; eh
0

—0o0

SEl,EQ (Xza Xfa Y;'v Yfa T17 T27 t)
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_é T, _éTQ _(Xi—i-a)2 7(Xf —a)? (Vi +a)®  (Yy — a)®

e h e h 2 ~~aoArA2 2
x 2\1/2 2\1/2 287 € QAf € 2A? € QAf
(mA7)" (A7)
a(Th)=Xy T(T2)=Yy
X Dx(t") Di(t') exp — = 6P S, [x(t'), Z('), Ty, Ty, ]
h 2 (') =z (t))
2(0)=X; #(0)=Y; F(t') = Te (')
i o
- eﬁSElEQ(XzaXf7Yi7Yf7Tl)T27t) (2 11)

11
X dT1 dT2 CLXVZ de dY; de eXpﬁ 56(2)SE1,E2 (XZ-’Xf,Y;,Yf,Tl,TQ,t) X=X X=X,

Y=Y, Yi=Yy

T = Tl T = Tz

(Xi+a)? (X;—a)’ (Yi+a? (V—a)

1 LN, 28] A, 28
(WA?)I/Z (WA?)I/Q
o(T1)=X (Th)=Y;
« Da(t) Di(F) exp%%5(2)5’0 )7
2(0)=X, #0)=Y; F(t) = Fe(t))

de 6P Sp, g, (X, X7, Vi, Yy, T1, Ty, t
onde E17E2( 9 f; ) f? 17 27 ) X’L:Y'L Xf:Xf

¢ a variagao de segunda ordem da acao total da

Y,=Y;, Yi=Yy
T=T1 To=Ts

particula e corresponde & contribuicao dos valores proximos a X, Yf, Y, Yf, T, e T

As equacdes que determinam os valores de X, Yf, Y., Yf, T, e T, podem ser obtidas através da

condigao (2.10). Para obter 5(1)SE1,E2 (Xi, Xy, Y, Yy, Th, T, t) consideramos a variacao

0S8k, 1y (X, Xy, Y3, Yy, 11, T, t) = By 0Ty — By 8T + p;i 0X; — pp 06Xy — pi 0Y; 4+ pyp 0Y5 (2.12)
4 S [ (), T(), Ty + 0Ty, Ty + 6Ty, t] — S [we(t), Fol(t), T1, Toy t] ,

até termos de primeira ordem nos deslocamentos das coordenadas e os tempos de duragao dados por
0X;, 0Xy, oY, 0Yy, 611 e 6T, Para calcular a variacdo (2.12), tomamos duas trajetorias cléassicas
z.(t') e T.(t') que satisfazem as condi¢oes de contorno (2.2) e outras duas trajetorias classicas /(')
e T.(t') que satisfazem condigoes similares com as coordenadas iniciais e finais e os tempos de duragao

deslocados. Assim temos

z.(0) = X; z. (Th) =Xy z7.(0)=Y; z. (T2) =Yy

2.13
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A agdo efetiva da particula para o par de trajetorias classicas z.(t') e Z.(t'), segundo a Eq. (2.6), é

dada por
T1+6T1
- 1
So [ (), Z.(¢), T} + 614, T + 6T, 1] = / dt, {%i@(h)? V)] - Sag? [x;<t1>1}
0
To+0T>

. / an {BE (07 -V 0] - g 0]

T1+6Th Th+6T

. | |
1 /dt1 /dtzg ()] g [2.(2)] ¢ Wit — 1)

T1+5T1 T2+5T2
—o [ Aty [ dbglal(t)] g [F(t)] e T2+ 0T — (Th + 0Th)] piw (82 =t + 1)

To+6T> To+6T>

. / at, / dta g [2.(11)] g [7(02)] €

0 0

iwitl—tgi

Utilizando esta expressao e também as Eqs. (2.6) e (2.13), podemos obter

SO [l’l (t/), fé(t/), T1 + 5T1, T2 + 5T2, t] - S() [l’c(t/), fc<t/), Tl, TQ, t]

c

. . N (2.14)
~ —mio(0) 6X; + mao(T)) 6X; + mio(0)6Y; — mio(Ty) 6Y; — E0T, + £ 6Ty,

onde £ e & sao as energias associadas as trajetorias classicas x.(t') e T.(t'), respectivamente, sendo

dadas por

£ = Tt +V freftn)] + guf o)

I I
- Zg :Cc tl /ﬂ' /dtQQ [xc(t2)] _ZW:tl a t2:

_/dtw Fo(ty)] e (T2 = Th) g-iw (B2 =ty +1)
+/d7w J(w) /dt g lze(t)] /dtgg[xc(tz)] i (Ty = Ty) goio (b — 1/ +1)

0 0 0
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_/%?H)!/ﬂQM(H/&whAM] il ), (2.15)

gzgamf+VWﬂm+§ufﬁﬂm

oo

d I . |
+ig[T.(t1)] 7&) J(w /dt2g [Z.(t2)] € W:tl tQI

_/dth [SCC(Q)] 6iw (TQ — Tl) efiw (tl - tQ + t)

0

(2.16)

Ty

/ /dtg[u( ) /dth[a:c(tz)] w(Ty = Th) griw (' —ta +1)

0
t1

0

Estas energias sdo constantes de movimento, sendo que as equagoes de movimento (2.3) e (2.4) podem

d& d€
ser obtidas a partir das condicoes — =0 e — = 0.
dt, dt,

Da condigao (2.10), utilizando as Eqgs. (2.12) e (2.14), obtemos

0WSp, g, (Xi, X5, Vi, Yy, Ty, To, t)

T1 ZTl T2 :TQ (217)
= (El — g) (STl + [ ;T me(O)] 5XZ + [me(Tl) — pf} 5Xf
+ (Zv— E2> 5T2 + [ma(O) —pi] 5}/1 + [pf - me(Tg)] 5Yf .
Nesta expressdo, as energias £ e £ e as velocidades 7.(0), z.(Th), ENC(O) e %C(Tg), correspondem as
trajetorias classicas T.(t) e Z.(t') com coordenadas iniciais e finais X;, X, Y; e Y, e tempos de

duragao Ty e Ts. Chamamos estas trajetorias classicas de trajetorias classicas especiais. De acordo

com as Eqgs. (2.3), (2.4) e (2.2), estas trajetorias satisfazem as equagoes de movimento

mTe(t) = = V' [Fe(tr)] — pg [Fe(tr)] g’ [Fe(t1)]
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Ty

+ig [To(th)] /df J(w) /dtzg[fc(tz)] et (2.18)

T2
_/dtw [Felt2)] €™ (T2 =T1) griw (b2 =t + ) |

0

[ee) T
d | —_— |
—1ig [acc(tl)} ?w J(w) /dtgg |:Ic(t2):| e b=t
0 0 (2.19)
T,
—/dtzg [fc<t2)] 62’w (T2 - Tl) 677:(,0 (tl - tg + t) ’
0
e as condicoes de contorno
7.0=X, zT)=X; z0)=Y;, z.(T5)=Y;. (2.20)

Também, de acordo com as Egs. (2.15) e (2.16), as energias associadas as trajetorias classicas especiais

T.(t') e Z.(t') sdo dadas por

£ = ZF(t) + V [Eelt)] + 5 19" [Feltr)
Oodw 7 —iwi t1 — t2:
—igfzt)] [ — J(w) /dtzg [Te(t2)] € !
_/dtzg [i(tz)} piw (T2 =Th) p-iw (ty —t + 1)
+ /d?w J(w) w/dt’g [Z.(t)] /dtgg [E/c(tQ)} ¢ (T2 =Th) gmiw (t2 =t + 1)

0 0 0
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00 T t1

_/ 2w /dtg[:cc< ) /dtgg[xcum it =t (221)

0 t1 0

£ = %i(tlﬁ +V [ic(tl)} + % s [i(tl)}

o

. |
—|—zg 7. t1 / /dbg[xc(ﬁ)} ew:tl_t2l
T

—/dt2 g [Te(t2)] eiw (Tz - Tl) 6—z'w (t1 —ta + 1)

/ (2.22)
Ty
/ Ele / g [0 / dtzglro(tz)) ¢ (T = T1) griw (¢ = a4 1)
0
t1
/ /dtf )] [t ] e .
0
De acordo com a Eq. (2.17), as trajetorias classicas especiais sdo caracterizadas pelas condi¢oes
E=F mz.(0) = p; mz.(T) = py
_ : . (2.23)
E=E, mz.(0) = p; mz.(T2) =py

Assim, as energias associadas as trajetorias classicas especiais tém valores iguais aos das varidveis de
integracdo E; e FEs no espectro de transmissao (2.8). Adicionalmente, os momentos iniciais e finais
destas trajetorias sdo iguais, respectivamente, aos momentos médios p; e py (Egs. (1.10) e (1.12)) dos

pacotes de ondas incidente e transmitido que caracterizam a particula.

2.3 Trajetorias classicas especiais com coordenadas iniciais negativas

Ao aproximar a integrac@o sobre as variaveis X;, Xy, Y;, Yy, T1 e 15 no espectro de transmissao (2.8)
através da expressao (2.11), ndo consideramos a influéncia dos fatores exponenciais reais que caracterizam

a posi¢do média dos pacotes de ondas incidente (1.9) e transmitido (1.11). Seguidamente consideramos
(X; + a)? (Y; + a)®
2A? C2A?

os fatores e i e €

que caracterizam o pacote de ondas incidente (1.9).

Como foi indicado na se¢ao 1.1, consideramos uma dispersao pequena na coordenada do pacote de ondas
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incidente, ou seja, temos A; < a. Neste caso, a contribui¢ao principal na Eq. (2.8) provém de trajetorias
com coordenadas X; ~ —a e Y; & —a. Dado que a integracao sobre X; e Y; na aproximagao (2.11)
se realiza sobre valores proximos a X; e Y, queremos aproximar o espectro de transmissao através de

trajetorias classicas especiais T.(t') e Z.(t') com coordenadas iniciais X; = —a <0 e Y; = —a < 0.

Os valores de X, Yf, Y, Yf, T, e T, sdo determinados pelas Egs. (2.23) para valores dados das
varidveis de integracio F; e FE, no espectro de transmissdo (2.8). E possivel encontrar os valores de
F, e E5 que sao necessarios para a existéncia de trajetorias cléssicas especiais com coordenadas iniciais
negativas arbitrarias. As energias associadas as trajetorias classicas especiais com coordenadas iniciais

negativas podem ser obtidas através das Eqgs. (2.21) e (2.22). Destas equagoes, fazendo t; = 0, temos

g = %@(0)2 , (2.24)
g= %?C(O)Q, (2.25)

onde consideramos as Eqs. (2.20), (1.2) e (1.5) para X; < 0 e Y; < 0. Por outro lado, utilizando as
Egs. (1.10) e (1.12), podemos ver que as Egs. (2.23) conduzem a

g=E %§0(0)2:E gfc(if:ﬁ:’
=5, %i(O)?:E %i@)?:y

Para trajetorias classicas especiais com coordenadas iniciais negativas, estas equagoes, de acordo com
(2.24) e (2.25), tomam a forma

E=E E=FE 3fc(T1)2:E’
=5, E=E %%C(TQ) 5

Aqui podemos ver que para a trajetéria Z.(t'), o valor da energia associada £ deve ser igual ao valor
da variavel de integracao F; e também igual ao valor da energia E que caracteriza o pacote de ondas
incidente. Para que isto seja possivel, precisamos ter £y = FE. De maneira similar, para a trajetoria
%C(t’), a energia associada £ deve ser igual a 5 ea FE, o que é possivel para Fy = E. Assim, os valores
Ey = F e Ey = FE no espectro de transmissdo (2.8) sdo necessarios para a existéncia de trajetorias

classicas especiais com coordenadas iniciais negativas.

Para By = E ¢ Ey = E na Eq. (2.8), as Eqgs. (2.23) podem ser escritas na forma

E=E mZ.(0) =p; m(T1) =p;
(2.26)

£—F m;?c(O) =p; mfc(Tz) =Dps
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Se substituimos as condigoes £ =F e mz.(0) = p; na Eq. (2.21) para t; = 0 ¢ as condicdes E=F ¢
mZ.(0) = p; na Eq. (2.22), também para t, = 0, e utilizamos as Eqs. (1.10) e (2.20), obtemos

oo T1

0=V[Xi]+ %MQQ [Xi] —ig[Xi] d?w J(w) /dt2g [T.(ts)] e Wiz

—/dt2g [Felta)] €™ (T2 =T1) gmiw (t2+1) L

0

T2

OZV[Vi]vL%qu [Yi] +ig[Yi] /d%J(w) /dtzg[i(b)} ¢!t

—/dth Fo(ts)] e (T2 =Th) giw (t2 — 1)

0

Estas equagoes, de acordo com (1.2) e (1.5), podem ser satisfeitas para coordenadas iniciais negativas
(Xi +a)* (Yi +a)’

207, 2A2

arbitrarias. Para ter a maior contribuicao dos fatores e na aproximacao

(2.11), tomamos os valores X; = —a e Y; = —a.

Para coordenadas iniciais negativas, de acordo com as Egs. (2.24) e (2.25), as condi¢des E = E ¢ £ = E
nas Egs. (2.26) sdo satisfeitas automaticamente a partir das condi¢oes mz.(0) = p; e mZ.(0) = p;, com

p; dado pela Eq. (1.10). Assim, as condicdes £ = E e £ = F nas Eqs. (2.26) podem ser substituidas

pelas condigdes X; = —a e Y; = —a. Entao, em lugar das Eqgs. (2.26), podemos escrever
Xi =—qa me(O) =D mfc(Tl) =DPf
| | (2.27)
Y,=—a mz.(0) = p; mfc(Tz) =Dy

Para Ey = E e Fy, = F, estas equagoes correspondem as Egs. (2.23) que determinam as coordenadas
iniciais e finais e os tempos de duracao das trajetorias classicas especiais T.(t') e Z.(t'). Dadas as
coordenadas iniciais X; = —a e Y; = —a, devemos determinar as coordenadas finais Xy e Y e os

tempos de duracao Ty e Ts.

(X; +a) (Y; +a)®

Além dos fatores e QA? 2AZ2

e e que caracterizam o pacote de ondas incidente (1.9), os
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2 2
(Xr—a) Yy —a)
2?2 2A2 . o
fatores e f e e f que provém do pacote de ondas transmitido (1.11), com Ay < a,

estao presentes também no espectro de transmissao (2.8). A contribuigdo dominante nessa equagao
corresponde entao as trajetorias com coordenadas finais Xy ~ a e Y; ~ a. Dado que a integracao sobre
Xy e Y na aproximacao (2.11) se realiza sobre valores proximos a Yf e ?f, queremos aproximar o
espectro de transmissao através de trajetorias classicas especiais caracterizadas através das Eqs. (2.27)
que tenham também coordenadas finais Xf =a>d e 7f = a > d. Para ver se isto ¢ possivel,
podemos estudar primeiro a possibilidade de que as trajetoérias classicas especiais com coordenadas
iniciais negativas — em particular aquelas definidas através das Eqs. (2.27) — tenham coordenadas
finais com valores arbitrérios no lado direito da barreira, ou seja, X; >d e Y; > d (Fig. 1.1).

Devido as descontinuidades na derivada do potencial V' (z) (Eq. (1.2)) e da funcao g(x) (Eq. (1.5)) para
r =0 e x = d, utilizamos as equagdes de movimento (2.18) e (2.19) para determinar as trajetorias Z.(t')
e Z.(t') nas regides a cada lado e na regido da barreira (Fig. 1.1). Podemos ver que para trajetorias
classicas especiais com coordenadas iniciais negativas, as coordenadas finais X; e Y ; nao podem tomar
valores também negativos. ParaT.(t;) < 0 e T.(t;) < 0, as Egs. (2.18) ¢ (2.19) descrevem um movimento
com velocidade constante. Neste caso, de acordo com as condi¢des mz.(0) = p; e mgc(O) = p; (Egs.
(2.27)), temos entdo m7.(t,) = p; e mi(tl) = p; para todos os instantes t; em que a posicao é negativa.
Para X; < 0 e Yy < 0 terfamos, de acordo com as condigbes de contorno (2.20), T, (Tl) =X; <0
