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RESUMO

Calculou-se o operador densidade reduzide na representagfo de
estados coerentes para um modeo eletromagnético no i:;.t...aricr de uma
cavidade com © usoc do formalismo .de integrég&o funcional. A
cavidade foi considerada .como um reservatério de excitagles e foi
Itra{.ada na aproximagSc sem memoria, também conhecida como
Markoffiana. Mostrou-se que essa aproximagiio & muito .boa masmo
para temperaturas extremamente baixas =& usarmos uma fungio
espectral para o reservatédrioco que seja linear nas fr‘equén'"las de
vibragfo de seus modos. Aplicou-se o© revultado no calculeo de
valores médios @ no estudo da ini‘luéncia da dissipagio sobre os

"

processos de interferéncia quanticos.



CAPITULO I INTRODUCXO

Desde o surgimento do trabalho de Caldeira e Leggeil sobre o
movimento brownianeo qu&ntico‘ﬂ muito tem sido feitoe em fisica
estatistica quantica com a utilizag8c do formalismo de integragfo
funcional. Estudou-se a influéncia da dissipag3o nos ;ﬁrocessos de

' . 2
interferéncia

v, No tunelamento em sistemas d:i.s.sipauti-\rc:as;mn e en
nruitos outros problemas onde h& o aparecimento de dissipagfo, |

A origem desse formalismo encontra-se no conhecido artigo de
Feynman e Vernon' a respeite do acoplamente de sistemas
quianticoz. Um sistema de inlteresse, isto &, um sistems sobre o
.qual serso .faitag medidas de wvaridveis dinamicas, & postoc em
interac%c com um sislema que possul .um ntmero de graus de
liberdade muiic grande (lLambém chamado de reservatéricod e cujo
conportamento detalbado nfo interessa. A técnica se baseia na
eliminagZo das variaveis do reservatdrio com o eventual
-apar@éimenﬁc de sua influéncia no sistena de inleresse come numa
teori.a. de campo médioc com a utilizagio das conhecidas integrais de
trajetéria de Feynman.

Q trabalho de Caldesira e Leggattui trata de um problema hem
espaecifico dentro desse contéxto: o acoplamento de um oscilador
harménico ¢ o sistema de interesze ) com um enorme conjunto de
osciladores harménicos ( o reservatdric D através de um

hamiltoniano que acopla as cocordenadas do sistiema de interesse com

az coordenadas dos osciladores do rezervaldério. Usando portanto



esse tipo do hamiltonianc wles =%o capazes de calcular. via
integragclo funcional ¢ ou integrais de trajetdria 3, a evoluglo
temporal dos elementos de matriz do operador densidade rqduzidc C
que ¢ o operador utilizado no cilculo de valores médios ) atraves
de uma suposicHEo sobre a densidade espectral do reservatério, ou
Iseja,- sobre o. nimero - de osciladores dc reservatério numa
determinada faixé de energia. No seu cialculo .elgs usam uma
densidade espectral ;inear com a frequéncia de oscilagfo dos
osciladores do reservatério C conhecida como aproximagfio Shmica D
é uma frequéncia méxima.c "cut of f" I3 bem alta =se Eomparada com a
frequéncia de oscilagio do oscilador de interésse. Portanto, com
um modélo bem simples para o© acoplamento de sistemas, eles
conseguem descrever toda a e§olu¢§o temporallda um sistema fora QO
egquil{brio. - |

Mos livros texto de OGtiea Quaniica™ o problema do
acopla}ment,c-:- de um sistema de inleresse com um reservaldric &
garalmenle resoclvideo de duas manoeiras:

1—bUtiliza-sé a equagio de evolugfo tomporal para o operador
densidade réduzido na representacio de interagio resclvendo-a
pertubatlivamnente até segunda ordem na interaglo. Escolhas-se unma
escala de tempo qué seja muiic maicr que o tempo de correlago
entre as variaveis do re;ervatéria e muitec menor que o tempo
Caraéts-ristico'de rtalaxaq:&o. do sistema{ doe interesse. Com ossas
aprdximag59$ cbtem-se Qma. equagdc para a evolugio do operador

densidade reduzido que n¥e contém os efeite. de memdria do



reservatério. Essa equagio & transformada numa equagclo dif‘érencial
parcial para a fung3o de probabilidade ¢ conhecida como equac3o de
Fokker-Planck'® 3 através de técnicas de ordenamento e projegio
de operadores. Ezssa equacZo pode ser resolvida no ca;o que iriA nos
interaessar utili:}'ando-—se o método de funeBes de Green;

=~ Us;_ando a representagio de Heisenberg obtém-se um sistema
de equagBes diferenciailis de primeira ordem acopladas para os
operadores do sistema de interesse e do reservatdério.
Utilizande-se o método da transformada de Laplace obtém-se
espressBes para as transformadas dos operadores em quesiio e o©
preblema podes ser rasolvido obtendo-se as transformadas ihvers;as
via a aproximaz¢Zo de Wigner e ';?eisskopf[?’. © que acaba por levar
a uma -"aproximagio sem memdria do reservatdrio. Esze mftodo &
também conhecido como método da equacfo de movimento.

Apezsar do método de integrag¢fo funcional =ser matematicamente
mais sofistiMado, ele apresenta certas vantagens socbre os métodos
acima.citac‘c::s. Em relagfo ao método da equacBo de Fokker—-Planck o
método de integragfo funcional & mais direto e nZo exige que se
solucione equagBes diferenciais parciais .. nem que se use btécnicas
de prc::je;;%io mas, si;nplesmente, a solugfo de equagles diferenciais
.de prineira cp:-der;.a pa;ra fung:ﬁieé ordindrias do tempo. Com relagio ao
método da equa¢io de movimento podemos dizer gque o mdtodo de
integracgio i‘unc.ic-rsal nos dé acesso direto a evolugZe temporal da
fungcio dé onda do =sistema e nos permi'te estudar os efeitoz da

diszsipagio em processos de interferénciza de maneira direta o que



nio @ possivel se estudarmes a evolugio temporal dos operadores
'diretamntle. Cabe, no entanto, salientar que o método da equaglo
de movimento apresenta grande simplieci dad(? matematica.

Apesar de existirem diferengas formais entre os métodos aqui
citados, gostaria de dizer que os resultados oblidos sSo os mesmos
em todos os casos para a aproximacfo do reservatédrio sem memdria.
No entanto sera fAcil perceber durante o désenvolvimento da tesce
que o método que apresentamos permite uma uma riqueza muito grande
de possibilidades de célculo, um "insight" fisico consideré&vel dos
processos em quest®o e uma versatilidade computac'ional razoivel .
Poderfamos citar mais algumas possivels aplicagBes desse método
nos estudo de efeitos de meméria do reservatédrio e em acoplamentos
nZo lineares.

Seguindo, portanto, na mesma veriente tomada por Caldeira. e
Leggett, esta tese visa o estudo de um sistema &tico: um modo
eletromagnético ¢ o sistema de interesse I no interior de uma
cavid:;\da C © reservatéric J. Usarenos a representa¢¥o de estados
‘coerentes para tratar esse problema uma vez gue descreveremnos,
tanto o n-'ac:dc:.». aquanto a cavidade, como sis.t,emag hosdni cos.

& principal dii"erenqa enire esso trabalho @ o de Caldeira e
Leggetl reside n;:: L;‘.po da acbplamgntc: Qe ser£ utilizade., Com a
escolha do um acoplamentoq via coordenadas do reservatério eb do
sist.ema. Caldeira e Leggetti conzeguem uma simetria aque permite
separar a parte real e imagindria da fung¥o de correlagio das

- varidvels do reservaldrio que aparece no calcecule. Assumindo ainds



uma fung3Xo espectiral linear na frequéncia eles conseguem obter a
parte imagindria da fungZfo de correlagfo ¢ que estid relacionada A
dissipagSc 2 como uma fungfa instantanéda e toda meméria do sistema
permanece na parte real ( que estid relacionada com a difusZoc J.
Nesse irabalhc desejamos encontrar uma .descri¢Sc completamente
instantanéa. isto &, sem’levar:em conta os efeitos da-maméria do
reservatédrio. Egsa'descrigﬁo & também conhécida como aproximagio
Markeffiana e ¢ amplamente usada em &tica quintica. Mostraremos
que essa aproximagio & ceoerente com a escolha de Caldeira e
Ledgett em termos bem amploz, |

Como aplicagfo imediata desse formalismo mostraremos sua
importéancia no ealculo de valores médios de operadores referentes
ao sistema de inleresse. Além disso faremos uma aplicag¥o bem
intef@ssanta do formalismo mostrande come a dissipacBe influi na
destruigio da coeréncia de estados quinticos, ou saja,
mostlraremnos .que a dissipag¢io destroi a interferéncia entre os
eslados quinti cos...

Portanto essa teze serf dividida em trés partes:

i- A parte matematica referente ac formalismo de integragioc
;funcionaJT em termes de estados coerentes para sistemas bosdnicos
gacoplados:
| 2- 0 modélo fisiceo adetado para o reservaldérico @ o caleule
explicito da, matlriz densidade reduzida para o modo
eletromagnético;

3- O cidlculo de valores médios © a influgnciz da.dissipaqgo



sobre a interferéncia de estados quinticos.



CAPITULO IX - DO FORMALISMO

——— e —

Congsideremos dois sistemas $§ e R descritos re%pectivamente por
hamiltonianos Hn'e Hr que num determinado instante de tempo to &0
postos em intera¢5ob através de um hamiltoniano Hf O operador
densidade do sistema S @ R, 3. teréd sua evolugio temﬁoral descrita

. tal
na seguinte forma :

pLLd = exp{ 5 ct LQD H } p{LoD exp{ 'y ct tDD H } c2.1D
” ~ )

onda: ﬁ = Hr+'H-+ ﬁi CE.ED,
Podemos caleular o valor médio de um oper ador peia férmul a:
< StLy > = tr < L) S> a®
onde trr- denota o trag¢o nas varidveis de R e S,
_Se % ndo depende das variidvels de R podemos escrever:
¢ Ky > = £rn< pCLd 3 2.4
onde: p (L) = tr € oCLD > €2.6)
O_operadcr 2; ¢ chamado de operador densidade reduzideo de
sistema %.

Saer& nosso inhberesse descrever esses sistemas com operadores de

criagZo ¢ ou elevamento D e destruigfo ¢ ou abaixamento 3, ou seja:

A M

H=HCaa 3 (€2.6.15
-] —1 . .

H=HCb,b 3, (2.6 2
r » k k )

H=HC a,a b,b 3. C2.6.3
L 1 k ke

Agindo sobre uma representagfo cowpleta e ortonormal de

autovalores inteiros temos:

11



aln>=7 n | nt1> c27.1
at | n>=vna | nv1> 272
b |n>=7n_ |n-1> c2a.7.®

b ] n > = fnkfi | m*1 >  <2.7.4D

e estes operadores obedecem & regra de comutagfo para bésons:

= A 4
a,a ] = 1 C2.8.1)

-

Pt PV

onde: [A.B] = AB - BA .

Além disso assumiremos que & possivel se realizar

medi das

sobre o sistema S sem afetar em nada o sistema R, ocu em linguagemm

de operadores:
Fa TN A+ Fat
[a.bk] = [a 'b}:] =0 ca.an
Estaremos Interessados em projetar o operador
reduzide na representagcfoc de estados coerentes, ou
autcestados do operader de destruigXo:
a o> =a|a>> €2.10.1>
<afa’=ad <al <2102
bk I_ﬂk > = ﬁk | s, > €2.10.3>

~q ¥«
<p | b =6 <85 | <2104

densidade

seja, oS

% #
onde a e {?k sic ndmeros conplexosz e o =) ﬁ‘k denotam seous

complexos conjugados.

' g 1o}
Esses estados obedecem a relag@es bzm conhecidas -

iz



2 - 2
< a | ¥y > = exp { oty - Qo ) } €2.11>

2 =

d o ca. 12

oende: d o = dCRecd dCImad. _

Denotaremos ainda: | B> = | poe| pre| pe.. . e B>

onde N & o nimero de operadores diferentes que aparecem em H,
r

-ou em outras palavras ¢ o nimero de modos normais na cavidade.

Portanto de (2, 5):

e 2
p;Ca*.y.LD =< a|pltd | > = j B¢ %o LD | v B>

. C2.12d
onde: |osﬂ’> = | a>eof Ao

Usande C2.1) e C2.12):

Pca s = J. z‘a‘[ 2@ j-q aJ‘ j‘d 9o ¢ <a,?§| -;Atﬁ/ﬁl R TIN

<a‘f§‘| BC'LOD };v'S} <;V‘3| ehlAtH'/hl v

(2.130
onde AL = t -~ t .
_ o
Assuminde que ne instante t'o os sizstemas estZo desacoplados _
‘podenos escrever:’
pCt.OD = pﬂcto) prCto:) C2.14>

Dal €213 rediz-se a:

z z
i __' ad d }" : 3 R Q'm ¢ q*t <
pﬁCoz LD = -[ = J. p JC a,y.t ;o' ¥ 't'o J pQCct. s ¥ .toj

2.18D

onde:

' z z z
o e L [aTB[aTB 8T L ow o s
JC eyt Lyttt D = j R“J ~ J S KCo 05 sty B5,0 D

K“Cr*’ﬁ*-t;y‘.g.toa F;C§‘,3.t03 C2. 18D

i3



pla ) = < at | pCtd |yt > €2.17.1D

prcﬁ".s.to) =< B Srcpon | 3A> c2.17.2
KCa®, A" o B, 0 = <o AR gy 217
A fungqo J é conhecida como o super-propagador 'do sistema S,
a nela. estSo contidas tcdaé as informagBes sobre a evolucio
£emporal de S.
Podemos reescrever as fung@es K am termos de intgdérais de
trajetéria ¢ ver apéndice A e obler de (2.16):

2 2
Je afy,t;a‘*,y‘.to 3 = e-(|a|gq?ﬂ +fee +|yq23/g

Y n '
. . S far+stiy

p’a D%y e Fla,y) C2. 18D
L 3 Q*

at

F & o chamado funcional de influéncia e & definido por:

A et AT A A R I "
Flet,y) = .[n“J - I e YA NI TEA || o CB "R ¢

ﬁ*

. ) o S to,B1+s™ 14,81

D°B |D*8 & TV T C2. 19

B 3
onde:

i
1 & #* 1 do™ % Ao

.. - .y . [ e —_ P,
1Ss[a3 = s Cat act0)+o¢ alt3d + Jdt {___8 [cx ST A dt‘]

£

i
e

- iy cq,a"‘b} CE. 20D
f a

14



ol A an *
isﬂta.ﬁz = = R LB ct_d+A LB 4+

L : . _ '
‘ .
.f1 df3 w dr3 i - * -
+ Jdt. {-—2—[ ﬁ a—*—:"" ﬁ a-?:‘] - -ﬁ. [Hrc5,f§ J o+ Hi.Ca.,cx .i&,ﬁ )]}
‘o ' ca. 21>
com:

’\AA+
<o‘.|HCa,aZ) |et>

i

H Ca,a"‘b

<alad
C célculc das integrais de trajetéria em ((2.18) depende da

s ™

forma dos hamiltonianos I—IIP e H.. Para darmos prosseguimento ao
. =

cAlecule suporemoes as seguintes formas:

M
ﬁ=thk Q*E cz. 22>
k=1
o N .
hZc Vi b, B ICa,a’y + v, g+ T*ca.a 3 > e e
=%

Com esse modelo ¢ possivel rescolver exatamentle as integrais
funcionais er, (2.182 ¢ ver apéndice B e C 2. Além disso assumiremos dgue
em t'o‘ o sistema R enconira-se em equilibrio termodinfmico a uma

temperatura T. Com isso:

. . H AT
pLL D = T 7 ce. 24
T 2"

onde:

Z = tr r{e"Hr/KBT}

KB ¢ a constante de Bolizmann.
Efetuando finzlmente as integrais em (2.18) ¢ ver apéndice C D
obtemos:

. : tSF[a,yJ
Fla,yl = g{t,tob o (2. 23D

iB



onde g_(t,.to) é uma fungio que pode ser cobtida pela condigXo de

nermalizaglo do operador densidade, isto é:

z
d &
n

oy ~
trrs{pct)} .= tr‘.(p.ct,)} =

*otd =1 €228

< SF ¢ definido por:
L t
spta,73=-J-dt,'Jdt,"{G“uut,"JI’“Ca"‘cva,oacv):axc&*cv SIIRELS!
t .t
[a} O

+ Gizcv—t,"DI*Ca"Ct'D,aCt’))ICy*cv"J.;v(t,"33 +
+ 6 ctr -GN, eI L et o 4

+ 6, ct,’—-t,”n erfcura, pct DI ey p 1) }
c2. 27

Aﬁﬁ_‘_
Ica op = L& | ICa,a 2 | a >
<a |l a>

e
M
2 iwk(t'~t">
G“C'L —L**D = Z |Vk] _ [nk + 8L -L’D ] e
k=4 Ca.a8a.10
. o, (-t 7
Gdét,’-t") = Z |V |
. : _ k=4 C2.28.80
N
‘ ‘ ;wk«_.'—t'f}
(?'Ct,’—t”b = Z V ] Cn +1) e
. k=. C2. 28,23
. i -t <
AR A :=Z|vk| [nk+GCt, -t )]e
k=4 - ) CE2. 38, 4D
onde
hwk/KBT -4 :
n, = [ @ -1 ] & o nimare de ocupagia de Bose
B
: O gser < O
QCT) = 1 ser > O °

16



Ainda de (2.18):

- 2 2 2 2
J< af;v.f.;a*",y«,to > = et ) oClal s fr| +lec ]2

)
e L4 h ] \
2 2 i.{SB[o:J+S [;V.‘I+SFI<x.;VJ}
Do |ID%y e ® 2. 890
€ !*
x v

Para dar continuidade ac calcule precisamos agora de duas
coigag: 1- a forma do terms de acoplamento, I, que aparece emn
(2.270; 2~ a forma analitica das somas em (2.28) como fungcSes do

tempo.

i7v



CAPITULO III - DO MODELO

No capitulec anlterior fizemos algumas suposi¢lBes gque devemos
esclarecer. O hamiltoniane (2.220 representa a cavidade @ suas
excitagBes, no caso bdsons. Cada uma dessas excitagfes tem uma

frequéncia de vibrag3c w, e poderiam ser ,por exemplo, fénons. O

k
-hamiltonianc CE.BSD. qué repraesenta a interagdo, fol escolhido
seguindo a linha do artigo de Feymann e Vérnon“d sendo  linear nos
operadores do reservatdrio. Com isso podemos rescolver exatamente as
i_ntaérais de Lrajatéri:} ¢ ver apéndice B e . O termo Vk gue
aparece nesse hamiltoniano ¢ que define quﬁé forte ou fraco & o
acoplgmanto entre_o reservatdéric @« o sistema de interesse.
Falta ainda dizer como & o acoplamento por parte do sistema,

isto &, como s%o as funqﬁesll em {(2.87). Escolhergmos uma f{orma
bem =i mp:'L es de modo que o problema possa  ser resolvido

inteiramenta, Usaremos a conhecida R.W.A. C Rotati ng Wave

Approximation 2 escaolhendo um hamiltoniano da forma:

o :
) A * .Y A"_ ,\+ Fay
.Iﬂi-hZ[vkbka«»vkbka] €3.19
k=4

Hesse caso:
Fa S T o N ~ -
ICa,a™™ = a°  €3.2
Dai:
# %
ICa CLD,alL?l] = a CL*D CR.32
Consideremos agora gque o modo gletromagnético possui uma

frequéneia de oscilagHo @, © gue existie um termo forgante no

ie



-

interior da cavidade que altera o nimero de foétons., Nesse caso o

hamiltonianoe referente a0 sistema $§ seri escrito como:

H = ho ata + 1 ety at + b fCL) 2 €340

Assim a integral funcional em (2.19) pode ser resoclvida .caso
sejam conhecidas as funglies (2.28). Para isso definimos a. fung8o

espectral SCw) da seguinte forma:
N

SCwd) = 2n Z V.| 8¢ 0 - > 3.5
k=1 -
Dai as funglies (2.28) ficam:

6 (T = Jiﬁ SC e [nC«,D + 8C—-13 ] &7 cale. 1o

=
G _Crd) = - I-d—w Sted nCwd %7 C3.B.2
12 b=
G C1d = - J 99 scwd [nCw) + 1 ] e®T  cz.B.®
21 @
G _Ctd = I 5% sCawd [nCwD + ecTd ] &7 ¢3.6.1
z2 T '
As sopas em (2.28) sZo comuns em Stica t.:;t.réu':’(.,icau"ol e existem
duas maneiras candnicas de resolvé-las. A primeira &€ devida a
Senitzki™" e reside em considerar gque o nimerc de ocupagio nCwd

@ a densidade espectral S(w) s8o aproximadamente constantes
durante todo o intervalo de frequéncia. que € considerado de =zero
até¢ infinito { assumindo portanto gque o reservatério tem um ‘“cut
of " bastante alto D). Azzim teremos:
® ] w©

dew S nfewd e & nCew D SCw D da P C3.7D.
|} == o o 2n
o ' ' o

(42}

Usando um resultado bhem conhecido temos:

i9



[+ 1]

-

‘[92 SCw) nCwd ei'm 2 nlw J SCw D
a2 o o

[6(1') +’:-P{}-]]
b o T
o T 3.

onde & representa a fung3c delta de Dirac ® P o valor
principal da funglo.

4 tambeém assume . Jque nCQ) =

Una outra soluglo devida a Lax'™
HKw) sZo constantes mas que o intervalo de integragio cobre
também as frequéncias negativas, isto &:
+ 0O + X
J 29 StednCewe™®? x nCw 3SCw 2| 2 M7 = new ISCw I6CTD
=r o o an (] L=

-~ ' - o : C3.9D
Embora (2.8) esteja fisicaments melhor fundamentado,C3. 9D

oferece vantagens computaciocnais d¢bvias além de levar a uma
descrigfie puramente instantanda doz processos do reservatdrio.

Podemos mostirar que aszs aproximagles feitas acima sRo eoxtremamentias

boaz dentro do contexto de Caldeira e Leggettut i=sto &, se
escolhermos uma fung8o espsctral da forma @ 2(w) = v w ¢ ver

apéndice B D, Méétr'amcs que esSsa aproximacZoe & muito boa para uma
escala de tempo meior que: T_= HAT = €107 s . Ou seja, essa
¢ uma aproximacio excelente para temperaturas mesiores gue 10 YK
Fortanlo usaremos a solugio (2.8) sem o0 medo de cometer um erro
grave:

+ 12 0 8Ct2 2.10.15

St

G,( =<

G, Ct> = - 7 n &CTd C3.10.2)
6,(t> = - nCHR+1D 8T €2.10.3
€, < =7 Ch+ 120 &CTd  €3.10. 4D
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onde;

n = SCmo) C3.11.1).

n o= nCwd 3.11.2)

Além dissc usamos que { ver apéndice E >:

J-d‘r eCtrd &Lr) = ‘%

Com as relagdes (2, 382 ¢ possivel resclver facilmente (2.2

e normalizar segundo (2.268), obtendo finalmente Cver apdndice F):

- * . i Iﬂilz l?’]z
JCa ,p.t;a’ ,y',L D = - exp{ - - }
' ° | 1+ 5 ci-e” MY . & =

» 12 s |2 _ - -
exp{ - 'O‘a] - i?’al } exp{ [1 + n (l-e n.ét) ] 1

nAt wat, o, %

oty +

.[}I Ci-e ™y + wtde™ + WhCtdy + Ch o+ 13C1-e”

—Nr2riw AL

~ (/210 1AL
e ° [a*w%‘*(t)]cx’-l-e , ° [y—wcw]y’*—]wcm |'“"]}

€3.12>

onde:
A
. - —cn/z+i.co°>t'
Wty = — 4 J-dt,’ r ¢t-t’oe C8.13>
O

e, finalmente, para obter p, em qualquer instante devemos

efeluar a integrag&o dupla:

2 2
e o jd e ]yt o NPT B ¥
pﬂ(a syl = JT J. p- JCa L,y b,y 't’o) paCcc : ¥ ,tDD

(3.14>

Veromos agora a forma de p, nos limites AL+O o At.aw,

Obzerve gue para AL-0 temos:

=l



lat|* 1*

2 T
Ig - Ig 1= lg Ly a®evapy ™

JCa ,y;a’,ry’ ,ALt=00 = e
€3.15)

Usando a relacXZo de produto internc entre estados coerentes,

(2.11), obtemos:

JCat ety AL=0D = < o | @t XKyt | > (B1®

que substitulida em ¢(3.14> com a defini¢&o (3.1865 nos leva a:

F?Cd# ¥, LD ﬂiﬁ' éiﬁ’(a a')(a’|2»(t b PP LS Ol F
.3 b Tr T ] o ]

Usando finalmente a relagdo de completeza para os estados

coerentes, (2,183, oblemos:

m pCa,ptd = pCa’,y.t D

Ao
0 comportamenle assintolice pode ser facilmente oblido

fazendo AL + o em C3.12D:

- o~ 12l 117 laélz_'lyélz}

JCa p;a ¢’ ALaw = =

e n a*y + Uua* + U*y - |U|z + a‘r’* :
n + 1

onde:

U= 1lim WL . (3.180
At oo

Usando novamente C2.114> em C2.17);:

n + 1

. z z — TR IET .. _ 2
JCot ,ps0t ¢, Abaad E){p{" Igl [gi + na p +Ua +U p ’U] }

Cn+10 <y @y (3a®



que substituidx em (32153 nos lé-va &z

) 2 2 - " L 3 k. F-3
p(a‘.y,t) = C;‘;+1)_1 oxXps — J.g.l - JLL & DY +Ua +U » -IU[
* : 2 e n o+ 1

2,2, A |
J-dn—"‘ I‘%{-“' <o’ | Ct D | ><r | o >

Usando (&.122 e o fato de qgue o operador densidade &

normalizado em L = to,' chtenos o estado estaclionarico do sistema:

. 2 2 - L * 2
p ¥, td = Cn+id™t expd- -I%-L - -I%L o DAy Fx Uy - U]
® n + 1
3. 200
e goeu elemento diagonal:

 exp {} | «a - U [2}

n o+ %

p oty = €3.21).
.3

n + 1
Mogstraremos mais tarde gue essas solugBes sEo exatamente as

solugPBes em equilibrio termodinamico do sistema de interesse com o

reservaldrio mais o termo forgante.
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CAPITULO IV - DOS RESULTADOS

Como primeira aplicaqac'desse formalismo mostraremos como &
pessivel o cilculo de valores médios na forma:
¢ A edm
Definimos inicialmente a fungfc caracterfstica C:

L0k T WA A

CCz,z" ) = tr € pCtd e ® ™ 3 = tr ¢ pCtd &F B o™
=
€4.15
OChzerve que:
L+m
¢ ca®t cad™ ety = — 2 ccz.z” ) 0 cd.@
#Cz > 3=z 2=z =0
Usaremos agora uma conhecida rela¢®o entre exponenciais de
[L14]
operadores

o 2t oz e—,z,z/a ™™ ez*a+ - eizlz/a a” a+ =2
o gue implica em:
&2 & & = o |zl gma 22 C4.3D.

Portanto,de (4.1 & (4.3) com a propriedade cicliea do irago:

|21 a

" - ~ ;
Cz,z ) = e tr < ez 2 pCLI e*® 3 ou:

2 2 *
CCz,z 4 = Q'IZI .FEEE g & &

p ™, ontd  C4.ad.

onde usamos (2.10D.
Usando os resultadoes do capitule anterior, (2.43) e C2.12),

com a ajuda da integral ¢ ver apéndice G J:

- b o

2 P
‘[‘d_;[_(-)(“ e—alz] + bz + ez _ i e © Cd. 5
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L

ks soimnancs o

cCz, 2", LD

e; <4 - .-m&t) o’ dzy’ e -
_ n n P

fo” {2

2

_ iz
=

1

' ~Nr2+iw Hht -Mrz-iw AL
exp{at’r"-i- [ot’e @ -l-WCt.)]:z-i- [y"n ° +W‘Ct3]z'}

" »
Pl b D C4.6d

Calcul a-se é.gor a facilmenle alravés de (4.22;

—(fRr2+it 34

< attd) > = < aCo > e + WCLD  C4.7.13
~s g " ~tnrz-iw AL " :
¢a’tty > =< a’cor > e + W)  C4.7.2
”~ ~ — - ~ Ll —
¢atadctd =n e 4 < 3T 5o ™ 4wt |?
~tnrz—iw AL + ' * —tprz+im At
+ WCtde < a’cod > + Wtde < acod >
C4.7.23

No limite 'a.ssint,ét..ico, At + o
< attd > = WCLd €4.8.12

~ 4 * '
< adtd > = W) C4.8.20

-~
+
{ a =

a>Ctd = A o+ |wewd |?

C4.8.3)

Isso significa dizer que toda informagfo sobre o campo foi

perdida e que oz fétons no

interior

da cavidade entraram em

equilibrico térmico com o reservatério mais osm fétons produzidos

pelo termo forgante. Esse

esperado.

&

um resul Lado

Una outra aplicagfo bem interessante desse formalismoe esta

relacicnada com © cilculo da evolugio Lemporal
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matriz do operador densidade reﬁuzido dada a fungdoc de onda
inicial. Com esse calculo podemos estudar o modo pelo qual a
interferéncia entre os varios estados quanticos presentes na
funclico de onda original sfo influenciados pelg _presenga de
dissipagio no problema.

Suponhamos, portanteo, gque no instante to a fungEo de onda dao

modo eletromagnético seja dada por:
lve

o' D > = ch | n> 4.
Nn=EE

com a condigio de normalizag#o:

w0
| l je |F =1 c4.10

nE

Nesse caso o operador densidade no instante {niecial seri

-dado por:
W0
-~
pCt,)=[11-(LD><‘£('LD|=Z cc® | m3<m | €4.11d
s O e o nom
m, n=C

Seu elemento de matriz nessa representagio ¢ dado por:

pln,mt > =< n | pCt D | m> =CC  C4.12
a G ] L] nom
No caso de n¥o haver acoplamento com © reservatério C sam

dissipag8c 2 e o termo forgante ser nulo ( f=f*=0 3 em C3.43, a
eveluglo Ltemporal da fungfo de onda ¢ Lrivial uma vezr que os

estados_[ n > serfo-autcestados de Hﬂ, dai:
[+ ¢)

' : ‘fi.wo‘nﬁi
in:ncw>=Zch|n>e C4.13
n=O )

e a nmatriz densidade fica:
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- - -dmb<n~mMn
p LD = | WL >< LI =ch n>X m | e
- hm
ma =0 C4.140
onde: At = t - to.
Portanto:
" 4mbmﬂmbt
pn,m,td = CC e C4.15),
. ™ m
Observe que os elementos diagonais da matriz densidade
permanecem os mesmos devido ao fato da representacio utilizada

diagonalizar o hamiltoniano. Isso significa que  as pépulagﬁes de
cada estado n nfo se moedificam com o Lempo. Os termos nSo diagonais
oscilam na diferenga de frequéncia entre os niveis de energlia e
_representam Justamente a interferéncia entre eszses niveis,
Percebemos, portanto, qde os estados mantém suz : coeréncia e a
ifungﬁo de onda, dada por (4.13), continua sendo uma superposi¢ioc de
.estados com fases diferentes, |

Perguntaﬁos agora: o que ocorreria se houvesse dissipag¢io,
ou  seja, como sériam o elementos de matriz do operador densidade
reduzido no caso em que o.sistema estivesse acoplado a um
reservatdério?

Para responder a essa pergunta precisamos calecular a
evolugéo temporal de C4.11) através de (2.13) = C3.180. Temos
portanto de C4.112: | |

ps-c_a’*.y'.tua =< o | QBCt,OJ [ ¢ > =

e

IZ

o0 F4
Eon, ,om ~lalt [T~y
e ctngnn eI

nom
m,n=0 ¥Yniml C4.16D

a7



o3
Onde usamos que :

» 2
Cad” _-late
¥ nt

Resta resolver as integrais indicadas em ¢€3.13) usando

C4.17 ' .

< o | nd> =

€4.162. No entanto serd mais facil reescrever (4.18) definindo

uma fungfo auxiliar A:

: . ,2.,2 : ’
ACa’*.y‘.E.E‘) = exp{ - [“al - l?al + if*a’* + 1Fy’ } C4.18)

Paif:
o *
[ J n+m
pCar ™yt > = n 2 ACELET D
o Aatm OCHETITOCEE g0
C4.190
Da mesma forma temos
pLnmtd =< n | pCtd | m> =
2 2 n, % . m —ia[2/8~‘y[z/?
- jdTa fjd7y Col Cyp D> i ~ ® _
= .~ p— < Psca s, LD

I I -
_ yn:m C4.200
ande usamos (2.18) « (4.173.

Usando agora a defini¢io (4.18):

' M 2 2
P Crom, 3=t et | o] EEI RPN P e
acird>Nacia¥o™ H “
! m! r=n¥eo

| ' | " C4.215
Finalmente de (3.13) e (4.19): '



O
o Crum. b= 1 antm Z Ckct ak-H.
. 4?;J‘ac1x;“ac1x'3” Ho A acie™rkacig Y

~

rReg®, g0 b . c4.22)
L . . z =E=0' A =A=0O
onde:

. 2 2 2,r2’ .
Rce*.g.x*.x)=Jaﬂ§Jan7Jaﬂ“ dﬂy JCa byt L o AG T e a0

Y

a5 ey L cae
e J é& dafinido em Ci.iab.

Podemos resolver facilmente as integrais em (4.23) usando

C4.8):
' * * 1 fweed | #
RCE VEA WA = _— hALL Py T - “TAtL
. i+nci-e b 1 +n 1 - e
WICLIIN® ¢ WCLIN ~ f 1 - e Aty 132
SXp - —hAt
1 4+ n €1 — e T8ty
~—ir2rim_r AL —~inrz-im AL
- Wi 1Y e ° -~ WCL) iF e o
exp — A
' 1 + nCl - & J
B _ . —{reriw AL —(ns2-iw_ 1At
~ca+1dCi~a” MY e i2iie*ine ® sirin"e o
exp — ~AT
1 + n i - e 3

C4.24D

Resta calcular as derivadas gque aparecem em (4.220. Para

iz=zo faremos uso da seguinte férmula € ver apéndice H J:
) mindin,md’

amtm axy + bx +oy \ rim? k., n-k_w-k
™ - . = ETCh-koTCm-kdT 2 & ¢
3CsO N aCyd ney=o L B : :
' C4.28
Seréd bastante elucidativo se, antes de realizar o cldlculo

completo de (4.280, pudermos calcular (4.24) para os diversos
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casos limite @ verificar se realmente obteremos resul tados
coerentes com aquilo que  esperamos. Além dissoe ganharemos . uma
simplificac¥o razoavel nos calculos @ uma nogo fisica mais clara

do que se passa por tLris desses resul tados.

13 Condig®o inicial : At = O. ..
ree®, 2 A% 00 = e-xp{ P T AR PO o } Ca.26).
Dai obtemos:
*
g Cn.mt=t > = CC C4.270.
= & ] ™ m
O que concorda com €4.12), que & a condi ¢cHo iniecial do

probiema.

23 Exztado agszsintdtico: AL » o .
U*ia™e Ui -~ mia]%- le] 2 qul? }

i +n

Ree® e 0% 00 = s +r'b"‘exp{

COCbhtemos entio de (4, 22D

4 =
_.pgcn'm"’) i'Cn=-J2rCm-3J¢

- mindtn,m) ' i . R
I T R

k=o

€1 o+ D

exp{,__lyf_}

Ugsande a normalizag®o da fungfo de onda ne instante _Lo.

€4.100:

minin,m . . . '
.I/ ' gl ¥ i ogm— ) z
;;Cn,m,t) e= E: nim! n U u exp{}n—lng{}

i'Cn-321Cm~34dtF - me = j+ % €1 + D

Cn + 1D
C4. 283



Na auséncia do termo forgante, U = O, temos:
-_— ) .
pCn.m,td) = & B c4.30). )
L nm c1 -n)n-l-i

-+

Usando agora que:

n = 5 1 com: 3 = KiT -
e ° .1 &
temos:
S ﬁhmo )
plrumtd = & ?-——2——-— C4.31>
onde:
it -k [Bhw ~f3hw -1
Z = Z e ¢ = [1 -a ° ]
kst

Observe portanto que €4.31) & justamente a matriz densidade

do sislema em equilibric a uma temperatura T. Portantco, no estade

assintdético o modo estéd em equilibrio térmico com o reservaldério,

coma era de se esperar.

2D Auséncia de dissipacSo; p = O e At'ganérita.
-iw At i At
RCE™, 2, A% A mexpd WicLin " e ia-Frctde © ir* -wcide © if

iw Av —‘Lmotn "
exp{% ik i + e iNLE } . C4.320

. onde:
. At
_ " Wt
WL = —i J gt £ (L-L’2e
o

Com isso obltemos:
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« -itknl);noAt
p‘Cn.m.LD = ] C,C e

k,Lzo
mindi, md L=
' l — -J .t -. — -.
Y rmC ) R Rt

ito

mindtk,n?
Y
Yhtmic- = -t = -
Z n!imi<-12 Fewd !t Y™t 433,
t=0

tiCn—-toCm—to!

Para W = W'= 0 temos:

- -im-m)moAL
p.Cn.m.t,I) = Cncm e - 4, 343,

0 gue concorda perfeitlamente com a solugfHo do problema no

caso sem dissipag3o, (4,18,

43 Auséncia de termo forcante: W = W = O,
1

Ree®, g, 0%, 00 = - —
1 +nCl - e 8

oxp] oA CL - e ™y 1P~ ch + 130 1 - "B )?
1+ 0 C1 - e MY

C=inrerie AL -2~y At
it® in e © 4 ir ia* e o
expq . - Yl
1 + ndll - @ L )

.
; C4. 35D
Dai:
. © -ick—-t}moAL
pncn'm't) = ckcl & én+_l.,m+lc

minil k)
E—(k-rl-zjw}AL/z Y kilimint
: ’ : JICk—321CL-30FCm~1 432!
j=Emax (o, L-m)

A PTYHICD f a5 dc . @ ALyl

€1 +ncCl - e

-n.&t:):}m+k+ 4

C4.36D
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¢ de modeo geral obtemos:

é 2. -utk-l30 At
o Cn,m,t> = expy - --IWCL) ‘ ~nat Z C:C € °
- 1 +nCl -~ e 8% :

minil ,k

Z o FHl-zimAloz o oo
klj

j=o
onde:
mirni{m, L-j?} 2] mini{r,m-s)}

I _ kilimtnt! C-1pk*r+lan+s
ktj st Tn=r3fCr DT Cm—s~Lot
t=0

5=0 ramax (o, n+ j-k

€1 + e Mttt yogprtl-dms-t ¥ ymikar-s-t-j-n

Cl-j-sd! C1 + n C1 + e_'”A";))"*k“'*m—E-.i-t+1

C4. 283
Afim de estudar a influéncia da dissipagfo nos processos de

interferéncia usaremos a equagio (4.36) porque ela permite uma

comparac¥o dirota com C4,18).

Suponhamos gque inicialmente © estado do sistema seja a
cavidade vazia, isto &, com zerc fétons, e que coloquaemos um ndmero

N de fétons no seu initerior. Nesse caso temos:
€t > > =C | 0> + C | N> (4.3
) o N
onde: W > O a

2
el

v el

= 1 C4, 400,
N -
Nesse caso podemos escrever para os coeficientes da expansio

C4.90:

Ck = Co 45k° + CN 6kN C4.410.

Substituindo (4.412 em (4.38) e tomando o elemento diagonal

N, & levando em conta somente os termos que dominam a esvolugio

{f
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tomporal dessy slemento do matriz,. cbiemos:
-NAL . N

ot &) N+ 1
psCN.N.t,) - n { Icolz Cn + 13 Z1-e 3 .

¢n o+ 13N+ C 1 + nC 1 - o Mty N1

Cn + 133N*1cy _-NAL 2N
C1 +mC 1 — o DALy,2N +1
C4. 42

Observe gue para At da ordem de nui obtemos justamente o

M

elemento de matriz para o sistema em equilibrio, basta comparar
com C4,.30). Portanto '.r,)“1 ¢ Jjustamente o Lempo de rel axag83o do
sistema,

Estabelecido o tLempo de relaxag8o estamos interessados em
conhecer o modo pelo | gqual os elemsntos n3c diagonais evoluem no
Le:ﬁpo, iste &, estabelecer o comportamento dos termos de
interferéncia. Fara isso tomemos o elemento de matriz entre o
astadﬁ O Czerol e o estado N:

~“MiT72 4 i,f.oo>.rfxt

cc¥ e C4. 4

R = I

i

p_CN,0, 13

B intesassanle comparar essa express3o com (4.18). Fica clara
a infludncia da dissipagio na destrui¢io dos termos de
interferéncia. Mais ainda, no limite de tempsraturas baixas, T-0,

ou, n-+0, obtemos:

. . g TNz 4+ i.woaAt
pQCN.O,tD = CNCO & . C4.44D.

MHesse caso vemos que © tempo de decaimente dos termos ndo

~diagonais & da ordem de Ty T CNyp 20 ™ e portanto, para valores
grandes de N , significande que o elemento de matriz esta longe da
diagonal principal, esse tempo & muiteo menor que o Ltempo de
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relaxacio do sistema, isso mostra que o5 termes de interferencia
desaparecem bam antes que © sistema atinja o equilibric térmico.

No limite de temperaturas altas o denominador em (4,43)
torna-se importante para a evoluglo do elemento nao diagonal. Afim
dae estimar sua importdncia colocaremos o denominador numa forma

exponencial, isto &, gueremos escrever:

i _ FCALD
= -nAL | N+ 1
€1 +ncCi —e 35
ou sejal
- o M™Y5 4.4,

FCALD = — Cn + 12 1InC 1 + n C1

Ho limite de tempos curtox e temperaturas altas, de forma que:

. o
nAt << eT° << 1 C4. 462

podemos lingarizar (4.48) de forma a obler:
FCAL) =~ —Cn + 1) nnAt C4.47D.

Substituinde em (4. 430 obtemos:

- - =1 -4
- thOAL-NhnALC 2Zr + n + 4 2

e CN,O,Ld = C C o
s - N O
Oy alnda, assumindo que N >> 1 cbtemos:

) % —NCRn + imODAL
g (N,OD =C C e C4. 420
] N O

Portantc o temps de decaimento depesnde da temperatura & na
' Hee

aproximagio usada podemos aproximar: n = o obtendo:
hf.oo :
Td e m CA, 490,

Vaeja que para Taw o tempo de decaimento tende a zesro, ou seja,
a interferéncia entre os estados quinlicos decal num tempo
extremamente pegqueno, Isso & coerente com o caso classico uma vez

que para temperaturas altas esperamcs que os efeilos quantices
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desaparegam. Além disso esse tempo & inversamente proporcisnal a
N, comoc ja haviamos obtido para o cazo de tamperaturas_baixas, )
como No <aso anterior verificamos que os elementos de matriz longe
da diagonal pfincipal desaparecem mais rapidamente, ou ainda de
outra forma, o tempo de decaimentoc & invar-samenta proporcional a
‘diferenga de energia entre os estados iniciais do sistema.

Podemos interpretar fisicamente o resultado a temperatura rero
da éequinta forma: no .instanta inicial o reservaldrio esta rno
estado fundamental e a fungXo de onda do sistema completo,
_resérvatério mais modo eletromagnético, é&:

| > = C_| 0O >t | N 7,2 @ | 0 >r

ou:

BE

jo>@e o> +|N> e | 0> c4.50

Observe que o termo de interagfo envol?e destruicio C(criacfo)
de um fﬁ?on @ criaglo (destruigfo) de uma excitagfo na cavidade. O
tempo de relaxac¥o do sitema & de 7}_" e como vimos o tempo de
decaimean dos termos nZo diagonais & de aproxi madamente CnN/ED_ﬁ
esse é_.m‘.tempq eﬁ que o© sistema transfere um fdéton para o
reservatdério ou o tempe em que o reservatdric transfere uma
excitacio para o campo eletromagnético. Obserwve que nesse intervalo
de tenmpe © segundo termo do lado esquerdo de C4;503 se modifica mas
o primeire Ltermo n3o ze modifica devido i interagdoc, portanto, apdés
un tempo da ordem de CNn/aiﬁteremos:

lw>=jo>e o> +|N1> @1 > C4.81)

Pela defini¢&%c do cperador densidade reduzido temos:

35



o, trr{ | ¥ >< ¥ | }

-~

S
[}

<0|lll><li'|0>_+<1|llf>(klf|1> C4.520
r _ _ r r r .

-
Usando a ortogonalidade dos estados do reservatdrio obtemos:
L] . s
p, = | 0> 0 | + | N-1 > N-1 | C4.5%

Portanto o operador é puramente diagonal e a conclusd8c a qua

chegamos que o estado puro transformou-se em uma mistura

estatistica.
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CAPITULO VY - DAS CONCLUSOES

Calculamos nesse trabalho, atraves do formalismo de
integragﬁc_funcional. a matriz densidade reduzida para um modo
eletromagnético no interior de uma cavidade.

A cavidade & tratada como um reservatdrio de ex&ita;ﬁss a uma .
Lemperatqra T fixa. A interagZo entre o modo e a cavidade &
descrita através de um. haﬁiltoniamo linesar nos operadores do
reservatério. Isso nos possibiliiou resolver exatamente uma serie
de integrais funcionais referentes ac reservatorio através do
método da.fasa estacionidria. Além disso mostramos gue a descrigio
do reservatdrio pode ser Markoffiana { ou sem memdria 2, mesme A
teﬁperaturas_bem baixas, caso assumamos que a densidade espectral
do reserva@éri& seja linear, comd no caso estudado por Caldeira e
Leggettu{ Descrevemos; o nmedo por uma freguéncia W =3
consideramos que no interior da cavidade existe um termo forgante.

Com eosse modélo obtemos a matriz densidade reduzida onde
aparéce uma frequéncia tipica de dscaimento., n, gque € proporcional
ao valor aa densidade esspgctral na freﬁuéncia w, que por sua vezr @
proporcional A mégnitude do gccplamento. Mostramos que no estado
assintdtico, c;nm: era de se esperar, toda informagZo inicial =
respeito do modo € perdida e gque o modo entra em equilibrio térmico
com © reservatério. Além disso calculamos explicitamente a evaluglo
Ltemporal do estado acoplado na representagdo de ndmero de-ocupaqﬁo

e mostramos que os @lementos diagenais da matriz densidads reduzida

=8



tendem aocs numeros de ocupagio no equilibrio e que os elementos nZo
diagonais decaem, desaparecendo no estado assintdticeo. O tempo
tipico de decaimento & meﬁor quanto mais longe o elemento de matriz
estiver da diagonal principal e gquanto maior a temperatura, isso
Cilustra o fato de que a interferéncia entre os estados quanticos &
destruida devido ao acoplamento do sistema com um reservatdrio.

| Un comportamento do mesme tipe foi obtido por Caldeira e
Leggatttm para a intetferéncia entre dois pacotes de onda. Naquelee
caszo eles chegaram a conclusfo de que a interferéncia gntire os
pacotes & destruida num tempos que € inversamente proporcional a
distﬁncia entre eles ne instante inicial aoc quadradoe. Observe que
no atual case a interferéncia entre os estados quanticos @
destruida num tempo inversamente preporcional a diferenga de
energia entre eles no instante inicial. Esses resultados concordam
perfeitaments uma wvez gue o© potencial utilizado por Caldeira e
Leggett & vparabdlico e portanto a diferenga de energia &
pro;:;orcict{:gl ao gquadrado da disténcia. Alem disseo os resultados
tanto a temperaturas baixas como altas s8c idénticos. Todo esse
résultad9 evidencia a importincia da pfeparacgo do estado inicial
do siSta@a na destruiglc dos processos de interferéncia.

Estudamos; pcftanto, através de um poderoso método de cilcula
qﬁe & o de integragio funcional, © problema de dissipagfc de
energia em um sistoma fisico simples e de como esse sistema evolul
para o© équilibric devido ao seu acopiamento com um reservatdério.

Mostramos analiticamente a evoiugfo temporal dos elementos de



matriz do operador densidade reduzido e evidenciamos a destruig3o
da interferéncia entre os estados quanticos devido A presenga de

dissipag3co no problema.
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APENDICE A

O Propagador como uma integral funcional

Seja o propagader de um sistema descrito por um hamiltoniano

~
H definido na representagio de estados coerentes:
* »" - _,j' — P »
KCa,t;a,t D = < | exp{ g Ct-t D H } } o > CA. 1D,

Pividamos o intervalo de tempo Ct—toj em M partezs de tamanho
£ de forma quse: Ct—tOJ = N z. Escrevendo a exponencial em CA.1D
como um produto de N exponenciais com o fator &£ no expoents

inserinde entre cada exponencial relagio de completeza dos estados

cograentes (2,123 obtomos:

, 2 2 2 .o~
Kch*.t;a’ b D o= J‘-d-—q-xjd S, .. Jd-—aﬂ—i < o [a""gn/hl e o
s} ™ ™ T ™ W5
.
< e*sﬁ/h| o s CA.2)
i Q
onde:
&> = |a el al|=<a | CAD
(o) N

Em termos dos autovalores escrevemos:

o CA.4.1>

)

o Ctd
aCt I = o CA.4.23,
Tomando agora o limite em que Now e £+Q em cada termo em
CA.2) obtemos:
-ieHh
e l

< oo,

3‘.. .
il c&j_fx( cv.j |[1 —ESH]! qj_i:»

ou:
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< a, ['“EHIh a >x=2< a | a > [ 1 - L e HCai,a, ;) ]

‘.l 3= =1 -
onde:

<a. | H [ o >

- . i j=-1
HCoC, o ) = CA.BD.

S < a, ] .

Jj i-1

FPortanto até

primeira ordem em & podemos escrever!

‘sa/h ‘45HCo:xx_)/h
< a, |es"L o> = £ oA, o > e 8 CA. B2,
i i~ J -1 :
Usando agora o produle internco de | sstados coerentes
- C2.110 temos:
: —‘sﬁ/h * ia'lz Ia'—a i i ﬂ;

e, le v fx, > expiaa, - ] 2 - = & HCa ,a, D

3 i iyt o = h ERN S

Rearranjiando

obtemnos:

KCot stio ,t D
s ]

Observe em CA
aparecem N termos.

CA. 32 ohtemos:

a expressio acima e substituindo em (A 2D

N
N~ % z
_ oy d 1 *® *
= lim J . J 1:1;11[ - k] exp{ Z-—a— |:<:!&k_1 [cxk—-ogk_i].-
E+G
J ¥ | .
MO0
™ i
- e [ak—o:k_i]] - E € HCo ,ak_ib}

.7 gqua temos M-l integrais enquanto no expoente

Relirando os termos constantes definidos por
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oL+

No3 Cot = .':) - aCa - 5
. I N s %% A e T M Ly i e a5
*P =] £ £ Rk ' k-1

k=1
CA. 82

xc'a'.t;a vt 3—11mj J: [d:—“k]exp{ [0* o -feg | ~loy *“u"‘u-i]}

No limite escrevemos que C(A.8B8) & a seguinte integral

funcional:

*
o
* . - z i , W ety .2 ¥4
KCa'htyar,t D = J})a exp{ é[ a’aCt D [ ™| — || 4ot ]}

q(

t

1 d&* * da
‘o
CA. 20

Ou definindo o funcional Slal:

t

*
_1 . B * . J 1 doo % do _ i *
Slol= 5 Eﬂ ol Ct03+a aCtD] + J&t { = Ea acr ~& at’] E HCa,aJ}

® i
@ CA. 10D
Temos de CA.8):
L)
ol
2 2 ' .
w* ' - - ’ i
Ko otia, L D = e P ™ fe ™ o2 &St cal11o,
aﬂ
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APENDICE B

Calculo da integral funcional para hamiltonianos quadraticos

Queraemos resolver a integral funcional CA.11) no casc de

hamiltonianos quadraticos. Para isso usaremos © conhecide mé&todo

. [45) °
de fase estacionaria .

Saja, pertanto, a integral funcional CA.11D:
*
o'}

ke, tie0,t 0 = [DPa St

+

o

‘Definimos as seguintes fungSes:
aCt’> = a Ct’> + ACL’D  (RB.1.1D
" * *
o LD = atct’D + ACL’D CB.1.22
onde acCTD e a:CT) s¥o solugBes da extremizac¥o de Slad:
S2lal = O
ou ainda:
- 8SLud - 6SLal

*

SoC T2 ac’aq éa Ct2

l * =0 (B.E3.
&, O
G

Observe de CA.103 qua CB.2) implica em:
. ' t 7

SSLad _1 % . {1 . do® o™ da 1.4 _
Sal Tl
‘o - CB, 3
Resolvendo o segundoe termo da integral por partes: '
1 t
>
& da _ Sall’D Ldot Sali’)
Jeb ot - Cr)( ] " [ TS ]t Jet dav’ ol
te . t
¢ (3. 4D
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Usando as condigBes de contorno CA. 4J:

a;cw = o CB.S.1)

a Ct 3 = o C(B.5.2)
< o
obtemos:!
t
* & dex * do
Jdt o CL Dm[ d—c,] = o S{t-10 - ar CRB. 83,
i
O

Substituindo C(B.GD em CB.4) e esta em (B, 32} obtemos

finalmente:

E
do® i oM _
[ dr B 3a ]a Lo = © CBf?D'

De forma inteiramenie andloga mostra-se que a variagZc com

*
relagdo a a4 nos leva a;

&€ da

[d"‘ i oH, =0 CB.9).

—— L]
dt h go ]a e
L) c

Suponhamos gque o bamilticniano & purament.e quadratico, isto &,

forma:
~ +
H=thoaa+heo®a4+ ho 22 4+ a” « i a  CcBRO.
[+ 1 = i =

Assim CB.?)IE CB.8) ficam:

9?‘.0+i[wa ot +f”‘] =0 (¢B.10.1)
Q : <

drt e

do v |
_cxc—-l[wgg Ly o +f'] 2= CB.10., 23
dr O o A

Essas equagles podem ser resolvidas casco sejam conhecidas as

dependéncias temporais de W, woe f. No caso geral, entretanto,

podemos escrever que o funcional Sfal pode ser obtido de CA.102 com

a substituiglo de (B.1) e o uso das equagdes CR.10D:

iSted = iSla l ~ SL Al CB.11)

43



onde:

. B . ‘
Sra) = J'dt.’{‘a* da i,[moA’a + 8oaa + ¥ A'A"]}

de’? =] =
‘o B
¢
i
i - " . * »* -
i8la 1 = —{é’a CL Do o CLD -let'[r CL?la CL'D4FCL D Ct’)]}
a 2 [« ] [+ ) [} [¢]
‘o
CRB.1322
Portanto CA.10) reduz-se a:
: o]
isSta 1 .Y .
K(cx*,t;a’.top = e S I & STAY cgl14d.
o

Cbhserve gque por causa de (B.D9D a resclugdoc de (B.14) exige

que:

A%CLd = 0 CB.1B.1D

ACL D = O (B.18.2).

A integral funcional em (B.14) n3o depende nem de o nem de
a’; dependendo somente de t @ to. Escrevemos finalmente:

: " iS[ab] _

KC e .L;a’.toj = gct,bo) = CB. 16D,

e a fung3o gCt,LOD pode ser cobtida por normalizagZo.
Obser ve que (RB.16) pode ser calculada explicitamente caso
sajam conhecidas as solugBes de (B.10) com as condiges de

contorno (B.8B) através de CB.130.
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APENDICE - C

Cilculo do funcional de influéncia om C2.193

Estamos interesszados em calcular a seguinte expressio:

F'[a.;/]- = Jd:§JdZ§'jd:§ e“lmz-]f}‘ 12/2—.3|2/2 Prcﬁ'* -

%

5 ) t<Sr‘Eo¢.?§]+S"_[r.33}
o’ I8 e T .1

pe &
onde:

iS Lo Bl = i e ANl 04T B«
ro - o T

qu. { [ dL‘ ﬁ* g%] - % [Hrcﬁ,ﬁ*b " Hi.ch,cx*,fg‘,F}*D]}

Ce. 2o
COMm .
N
H = h bY b ca. 22
. “r P "k g
k=4
) ™
H = h Zc VY B Tcalaty + v bt TYA, Aty 5 cae®
i ¥ k k ¥
k=4
~ 'e- H x"KBT .
p Ct D = J c2. 240
Z

Z = trr{e_Hr/KnT}

ondea KB & a constantes de Boltzmann.
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Afim de resolver a integral funcicnal de C2.19) em f usaremos
© matodo do apéndice B. Devido a (2.22) & (2.23) as equacSes a

serem resolvidas, (B.7) e (B.8), serioc:
Ld

df3 . A,
a?kc 1aiﬁkc 1Vk I Ca CT2,aCTID CC.1.1D

dﬁkq + iw 2 = iV ICOI.*CT).CRCTDJ ca.1.20
dvr k' ka k _ )

onde:
< Tca,a™ >
-
Ica*,c0 = S 2 | 1Caad | o
<o fad
Observa, portanto, que oS modos da cavidade oscilam
harmonicamente com um termo forgante devi 4o ao modo

eletromagnético due ¢ dado justamente peloc termo de interagHo f.
As  equagBes (C.12 devem ser resolvidas com as condi ¢Ses de
contorno CB. 9): |

ﬁ:c(.'t) = ra: cc.2.1

R LD =3 cCe.e.

E trivial ver que as solugBes serXo:

1
. -l (4=-T) -, (L -y
.ﬁ:CCTJ = ﬁ:' a -4 Jdt,’v: T¥ca®ct d, e

T .

CC 3010

T
— (T~L ) ® i,wkct.f—'r>
-i dt’vk ICa CL'"D,aCt’lle

I
»
0

ﬁchTD
. t
- Q
CC.2.80

Substituindo essas solugfes em (2.21) obtemos:

N
-t At

) _ s * ke ® . *
1Sﬂ£o‘,(‘§ﬂ1 = Z{ﬁk £, e * gLl 4 op laln + xkiod}
k=1
CC, 4D
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onde:
3

. -, =t b
gitel = -i Idt’vt t*ca®cLry, ot d%e K CC.5.13
3
o L
1
" i.wka’-u
p lad = —i Idt'vk ICa CL'D,alt’IDa CC.8.2>
X .
[ ]
L t
— » .’I 2 * * *
xk[a] = - {dit’ {dt ]vk| I Ca CL™D,aCt?™dDICx CL**D,aft??2D
.L 1
0 [
—took{l'—t*q
@ eltLt—-L* ) CC.5B. 3
el

O se v £ O
elth = 1 se 15 O CCL 68D,

Da mesma forma resclvemos a integral funcional em 3 obtendo:

N
L . _ *
.1srity,.g5c1 = Z{ﬁkak e
_ -

k

i At
k W * *
+ Ek[rlbk + pk[yJﬁk + xk[rl}

CC.6d
A solugico daz duas integrais funcionais &€ da forma Cver
apéndica B J:
.fs*‘

ol L. S Lo, B1+s” 17,312 t{sd[a,,??cl-,s*try.st}
D ,—,§ D3 o ri r

=hCt,t De
o

A " - cc. 7>

Usande agora (2.24) e (2.22) devemos calcular o elemento de

matriz:
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‘ Ny N
gzcﬁ ,3.t03 =< A | AT | 3>,

Para isto usaremos a representacfo de numerc dos operadores

bk < g: em C2.73. Temos inicialmente: ..

hewo ;*Q ¥
T kP KT

N
-
P LB T8t D = < B e | 6 >2 <c.e.

Usande agora a frelagﬁo de completeza dos estados de

- [
numero

w

Z-|nk>< n, = 1 CC. 9

nkwo
e gque:
bkl n > =n ] n_ >,  CG.10D
além da ortogonalidade desses estados;
<n ln,> =8, cai1
oblemos de C(C.9D:

o on w7
n

o0
N
. = , Lok
_;%Cﬁ ,3.L03 —ktL E: < By | B, >< ny | & e <2
- nk=0

Usando agora a relagio entre estados coerentes @ estados de

. 02
namera
*_ 2
< & I n o> = Sg—z—‘@"'qw 72 cCc.i12d
nt '
obtamos: )
-t s K TR z z
ﬁ . N w0 _[ a2 - | Pl > ] k e—IBL] /z—lék{ o2
e tjznz . :
k=1 o nk' : <
k

Finalmente:
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M

2 2
o ~ BT A R LY
prcé ,3.t03 =k£|‘ exp{e By S - —m— - —% |

CC.13

Z pode sor calcul ado tomande o itrago em C(C.13) @ lembrando
que o operador densidade € normalizado:
dz(—,}, - N dzﬁ -—hwk/icn'r -

Z = Z I———N prCﬁ‘.{":‘ ,ﬁtoi) = THp—F%k e@P1-|1 - e I'le

. x4 i k=1 4 _
Usando o resultado do apéndice G obtemos:

N -hw.k/KB'r -4

Z= "N 1 - e CC.183).

k=1

Substuindo (C.13), (C.7) com CC.B) e CC. 4D em (2.19>:

: 2 > 12 z
_hCt,t D w aZp  [a%mr [q%s  -1B1T-18117-]8, |
Fla,pl = e L n = k - k = k =
kmt

el

~hw s T -1 At
L : B » T k
axp{e {?k cSk-i-(?k[?ke

i AL
* . * & k
+§ktcx3ﬁ’k +epkto<](?k +{?ké‘>ks }
L7318 + o lpln + y Lal + ¥ 4] CC.168)
Integrando (C.18) com © uso de CC.14) obtemos:
Flt 1= hetot o ol + 2 (vl + *laIE 1]
Ayl o= hit,t kgiexp x Lo x r n & tedf iy

" -twkm s, At -
exp{nkfkfy]gok[yle +nkpk_[ajfk[yle +an+_1.3gokt;v];ok[a3}

CC.17
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¢ o nimero de ocupagio de Bose.

Substituindo as expreussBos CC;BD sncontramos finalments:

L t
Flo,yl = hCt.t D exp{ - J\dt."[dt." ?*cero [GCt:’;—t,"Z)] i""cz*‘:}
i ' ' '
o [+ ]
CC. 190
onde f & o vetor linha:
*
Pcry = [ICq”Cr),ac«rJ),Ic;/ Cvd,pCTd)d ] cC. 203
@ [B] & a matriz:
N z. nk + @( -T2 -—nk iwk'r
[GCTD] = Z A <, + 1> n vece| ® cc.21d.
k=1 .

fT & CC.20) transposto, ou ssja, o vetor colrna.
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APENDICE - D

Fungic espectral &hmica

Definida a fung8o S{w) em (2.8 e nfw) em CC.18) ostamos

interessados em calcular a seguinte integral:

. o0
aCtd = Jg—ﬁ SCednCwd &7  ¢p.1>.
Q

Assumiremos agora que a fungio espectral & linear com &
frequéncia, isto €, & da forma: ‘

SCw) = v w D, 25,

Substituindo CD.28) e CC.18) em CD.1D) e farendo uma troca de

variavel: ® = hffw onde 7 = lf‘KBT CD.322 ; obtemos:

. i+
> -z = eirx/ﬁh
QT = e (2RO Jclx —_— e —— CD. 4D,
= 1 s
& - i
[+ ]

1
did como resultado uma

Esza integral estid tLabulada
f‘un;i’{o hipergeométrica degenerada que nesse caso pode smer escrita

em termos da fungfc de Bessel de ordem fracionéria:

D= Y -z 2.1 1T
CCry = 57 CAR™™ 2015231 AR (D.®
onde:
FCL32;2> = I'C32] o'% Czsoy 1 J = e
zZiz -1
ICL1:2;20 = CD. 6.

elz

Substituindc (D.8) em (D.B5) e separando suas partes real e



imaginaria cbtemos:

cCT) = _2; Cﬁhj-i{ o CAh cosCr- B3 + T SanCr/ﬁhJ) - 3h

-+~
2 2 + C{?h.‘)z
e (fh sen(t/ /B0 - 7 cosCr BRD) + 1
% + cpm? '
CD. 72

-11
Obsarve agora quer Gh = lgf—— (sl isso significa que mesmo

para temperaturas bem baixas Cda ordem de 10 k> podemos escol her
uma escala de tempo tal que t >>> f3h. Nesse caso as fungles seno e
cozseno oscilam rapldamante dando contribuigio nula para v # Q. A
parte real de CD,7) dlver'ge com Cf3h . para T = 0O @ a parte
imaginaria tem uma dependéncia com " no limite de CARD » o Além

. . 10
disso mostram—-se os seguintes resul tados s

* 0 +@

% J&T 3h czscrfﬁhjz - % J&T - sinCT/Bh32 =1 <D. 85,
T + (f3ho T o+ (PR

- ' ~ 0

' ' 14893
Lembrando ainda que  :
lim PR 2 sy b
fh+o T 4+ (3D
e lim - = P[ 1—] €D.10>

fFhao T + Cﬁﬁ?z
obtemos finalmente de CD. T, que para temperaturas bem

. —~41,, - .
maioraes que 10 K vale o seguinte:

cctd = % cpm™ {5(:1'3 i P[ L ] } CD.113.
= n T

Observe a semelhanga entre (D.11) e (2.8), Essa semelhanga
se acentua se tomarmos em (3,82 o seguinte:
SCw D> = 1w CD.12)
[ o

¢ para Lemperaturas altas, isto &, KnT >z hwo, AProxi mar mos?

B4



-4
nCmOD a CﬁthD ¢D.132.

Substituinde ¢D.12) e C¢D.13) onm C2.8) obtemozs exatamento
CD.11).
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APENDICE - E

eCt TISCTY SCTIE

Consideremos a =seguinte inlegral:

J&T BCHTISCTY = % Jﬁr ec:rjﬂgéfii CE. 1)

onde usamos que a fungfo delta de Dirac pode ser escrita como

. derivada de uma fungSo teta. Dai:

. ~ z
+

dr BCre38cTy = & |ar L 98CET2T g 2
§ J &2 dr
usando agora que GCiTDZ = g{+71d, obltamos:

[ [~ +

dr 8C4+106CTy = * |ar L 982 oLl scoy = L cE.3.
] 5 —at 3 =

O gque demonstra o enunciado.
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APENDICE - F

Calculo do super oropagader na aproximacgdc Markeffiana

Usaremos agora os resultados obtidos no capitulo Il da tese,
ou seja, a aproximagZo do reservatério sem meméria, Juntamente com
a escolha (3.1) para o termo de interag3c a fim de calcular as

integrais funcionais que restam em (2.2,

Portanto, com (3,103} e C3.33 O funcibnai de influéncia em
€C. 190 fica: _
t
. - T C
Flo,yl = hit,t D exp{ - Jdt' T [ I ] T Ct,’:)} CF.1D

t
o

onde:

e = [cx*c-r),y*np ] CF.2>

no+ 18 -n
[G]=“" ~Cn o+ 1) n o+ 1/2 .=

Substituindo esses resultados em C2.182 reszta resolver as

seguintes integrais funcionais:
¥ :
o Y . "
, 2 WS Lod+S [p)1+S Lo, 1>
D'a ID% & ® s CF, 4>

]
C:(‘ T<

onde:
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t
-

1 , o 1 da _ & do _
S.(cﬂ = = Ca’a Ct°3+a altl) + Jdt {-a-[a a0 o a_t:’] _

L

)
- g H Ca,afa} CF.5
5 .
t
- 1 - *_
S%[a,yl = - Jﬁt’{ [ n o+ = ] oCt’da EL’d - n aCL'dy CL70 +
l 1
[+
- * . —_ 1 -
- Cn + 1 0 L’ CL7D + [n + -—8-] yii' Dy Ct’)} CF.6D

Usando agora o hamiltoniano (2.4) e utilizando exatamente o
mesmo método do apéndice B obtemos as seguintes equagdes para a

extremizagio do exposnte em (F.45:

da - 19 - N
J2° + iwoac + n[ n + = Jac moy, = if C1o CF.7.12
e v iwy ~nln+Lly +nCRA+10 a =-if¥ CF.7.®
dt o'c : 2 J'e > T
dat . * - 1 3% = * '
goe T iwge n[ n + = #cxc + nC n + 31 2 Yo = ifCred ‘CF‘.'?’. 32

" )
dy * - 1 Yy * = W .
a—_—r—cl iw, 7, + n[ n + = . ¥ e, = if£CTd CF.7. 42

Chserve que essas equaglies estio acopladas duas a duas o gque
sHo exatamente equagties para o oscilador harmdnico amortecido =
forgado.

A cqndj.t;aes de contorne s8c dadas por CRB.BI:

a_'th,O) = a® CF.€,1D

a"  cF.e.®.

il

Lo
7CL) = p CF.8.3

‘ *
y*(toj _—— CF. 8. 43,

£ ficil resolver CF.7) com CF.8) dando como resuliado:



- (T-L ) — ~TiL-Tir2
a o

T = a e n e - Ch + 1) gt b7
~ ~TArs2 - Atz
n e cn + 1de
W d-T) 2 n senhCnCr=t 223
-re . = A
n e 072 cn + 1072

t
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Substituinde essas solugBes como em (B.133 o expoente de

CF.4) fica na seguinte forma:
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Fortanto o superpropagader (2.18) fica na forma:
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Stac;yci
e CF.12).

A normalizag8o do operador densidade exige que:

dza *
I gCo ,a,Ld) =1 CF.13)
n S

Usando entf3o a C2.15) temos:

2 2 z _
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o
Com CF.12) @ (F.13) com a ajuda da integral do apéndice G, *
{C. 143, obtem-se facilmente que:

gli,t > = 1 (F.14).
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Com imsc encera-se © cilculo do SUper propagador,’
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APENDICE - G

Calculo da integral CC. 14D

CSejar =z = x + i y; daf:

o w0
2 z * 2 z .
JH o E—q]z! + bz + €z 3; J.dx de o b4 eI @ Y +itb-cry
1 it
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Completandce o bindmio em ambas as integrais em (G.12 e usando

a conhecida integral:
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APENDICE - H

Calculo da férmula C4.25)

Queremos mostrar qua:

N min{n,m)
atT axy+br+ey _ n!m! “k, n-k m-k
" m € x2y=0 KTCnk>iCm-koT 2 P ©.
aCxD aCyd = )
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Primeiro para as derivadas com relagloc a y temos:
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G WYY L oCax + O™ QWIIBRREY oy
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8 yrbisey = Cax + 2™ ™ CH.®
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Temo= ainda qgua:
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Do CH.5) en CH.%) @ CH.3) concluimos CH. 1D,
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