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Resumo

Este trabalho consiste em um estudo do emaranhamento em sistemas quanticos
abertos, modelados como particulas brownianas. O interesse surge da possibilidade de
entender como o meio pode criar ou manter emaranhamento entre sistemas quanticos,
em vez de somente ocasionar perda de coeréncia e energia.

Primeiramente, revisamos os significados do emaranhamento em mecanica quantica
e algumas formas de quantificd-lo. Em seguida, estudamos a literatura de sistemas
quanticos abertos para uma particula, em especial o movimento browniano quantico.
Com isso, foi possivel calcular o emaranhamento entre uma particula quantica brow-
niana e seu reservatorio.

Numa segunda etapa, estudamos o modelo de duas particulas brownianas em um
banho comum. Esse modelo permite a introducao nao sé6 de uma escala de tempo
caracteristica como também uma de comprimento. Um potencial efetivo entre as
particulas surge no modelo como consequéncia das hipéteses assumidas. Na auséncia
de potencial externo, é preservada a invariancia translacional do sistema. Por fim,
pudemos alcancar nosso principal resultado, que foi calcular a matriz densidade das

duas particulas em equilibrio térmico e, com ela, o emaranhamento entre as particulas.
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Abstract

This work consists in a study of entanglement in open quantum systems, within the
brownian particles model. The interest comes from the possibility of understanding
the mechanisms that lead the environment to create or to keep entanglement between
quantum systems and not only make them lose energy or coherence.

We start by making a review of the meaning of entanglement to quantum mechan-
ics and some ways to quantify it. Then, we study the literature of open quantum
systems for one particle, specially the quantum brownian motion. Moreover, it has
been possible to calculate the entanglement between the quantum brownian particle
and its reservoir.

At a second stage, we studied the model of two brownian particles in a common
bath. This model permits not only the introduction of a time scale but also of a
lenth one. An effective potential between the particles emerges in the model as a
consequence of our assumptions. In the absence of an external potential, the system’s
translational invariance is preserved. The last step was to achieve what became our
main result. We have calculated the equilibrium density matrix for the two brownian

particles and the entanglement between them.
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Capitulo 1

Introducao ao emaranhamento

O emaranhamento quantico e suas implicagoes constituem um dos principais focos
de uma &area relativamente nova em fisica chamada de Informacao Quantica. Esse
campo de estudo dedica-se a entender a quantidade e o tipo de informacao que pode
estar contida em um estado quantico e como ela afeta o funcionamento dos sistemas
descritos por esses estados.

Entretanto, estados quanticos emaranhados nao sao tao recentes quanto a teoria
de Informacao Quantica. Ao contrario, eles surgem ja nas primeiras discussoes sobre
os fundamentos da mecanica quantica, muitas vezes associados aos nomes de Albert
Einstein e Erwin Schrodinger. Nessas ocasioes, tais estados eram usados para criticar
o formalismo quantico, na tentativa de indicar suas imperfeicoes.

Por ter sido protagonista das criticas a mecanica quantica no inicio de sua con-
strucao e ser hoje visto como fonte legitima de novos fenomenos, o emaranhamento
merece ser retratado com todas as suas sutilezas, a partir das visoes dos principais
colaboradores da teoria quantica da matéria. E com esse intuito que discutiremos um

pouco dos fundamentos antes de seguir para o estudo das medidas dessa propriedade.

1.1 Fundamentos

No ano de 1935, Albert Einstein e colaboradores langaram um trabalho [1] que
¢é conhecido na literatura pela sigla EPR, associada ao nome de seus autores. Nele é
apresentado um argumento que defende a incompleteza da mecanica quantica. Per-

correremos sinteticamente as principais linhas desse artigo de modo a dar uma visao



geral das idéias nele contidas.

Os autores afirmam que para qualificar uma teoria é necessario analisar nela dois
aspectos: se ela é correta e se ela completa. Eo segundo critério que torna-se alvo da
critica para o caso especifico da teoria quantica.

Uma teoria completa é definida como aquela na qual “todo elemento de realidade
possui uma representacao”.

Por elemento de realidade entende-se “toda varidvel que medimos com 100% de
probabilidade se nao perturbamos o sistema.”

Em seguida, o artigo analisa a teoria quantica. Nela, o sistema é descrito pelo
estado . Além disso, podemos tomar dois operadores que nao comutam, A e B com
[A, B] # 0. A nao comutatividade implica que se ¥ é autoestado de A ele nao serd
de B e vice-versa. Em termos do postulado da medida em mecanica quantica (MQ),

isso se traduz da seguinte forma:

p(A)=1=pB)#1 e pB)=1=p(A)#1, (1.1)

sendo p(A) a probabilidade de o sistema descrito por ¢ ser algum autoestado do
operador A.

Partindo-se dessas premissas, conclui-se que somente uma dentre as duas proposicoes
a seguir devem ser satisfeitas pela MQ:

(i) A teoria, que descreve a natureza usando v, ndo é completa;

(ii) As grandezas representadas pelos operadores A e B nao sao simultaneamente
Teais.

Em outras palavras, a légica dos autores nesse ponto é: ou a teoria esta incompleta
e portanto nao retrata todos os valores do sistema na sua descricao ou entao esses
valores simplesmente nao coexistem.

Se, usando alguma hipdtese arbitraria, for mostrado que tanto (i) quanto (ii) s@o
falsas, como logicamente nao existe uma terceira opcao, a hipétese é que sera falsa.

O que EPR fez foi usar a hipétese “(i) ¢ falso” e mostrar que isso implica “(ii)
falso”. De acordo com a idéia do pardgrafo acima, quem estd incorreta, portanto, é a
hipétese. Logo, (i) prova-se verdadeiro e, dessa forma, a M@ mostra-se incompleta.

Vejamos como isso pode ser feito. Tomemos um sistema de duas particulas. Elas



interagem por um intervalo de tempo T e cessam a intera¢ao. Assumindo (i) falso,
ou seja, que MQ é completa, entao tudo o que se pode afirmar sobre o sistema esta
contido em V¥, que resulta da equacao de Schrodinger.

Faremos medidas na particula 1 apds o tempo 7', a partir do qual elas nao mais
interagem. Inicialmente, medimos o observavel A. O resultado é ay, tal que Au; =

apug e o sistema vai de V(zy,x9) = 3, ¥n(x2)u, (1) para

Trug(zr) e 2:hp(xg). (1.2)
Igualmente, poderiamos medir B. Isso resulta em by, com By, = bivg. O sistema

vai de V(xy, z2) =, dn(T2)v,(x1) para

L:iog(xr) e 2: gp(xs). (1.3)

Se W(xy,xe) # V(x1)¥(x2), entdo ¥y(xs) # ¢r(x2). Na visao dos autores, isso
significa que existem duas fungoes de onda para uma mesma realidade no subsistema
2.

A expressao “mesma realidade” admite que medir a particula 1 ndo afeta a 2, ja
que, por hipétese, elas sao nao-interagentes a partir do tempo 7.

Se, em especial, Ay = M\ € Bop = oy, lembrando que [A, B] # 0, teremos
A e B como sendo elementos simultaneos da realidade para uma mesma configuracao
da particula 2, pois ambos podem ter seus autovalores medidos com precisao 100%, a
priori.

Com isso, os autores acreditam ter mostrado que (i) falso implica (ii) falso. Dessa
forma, a conclusao do artigo é que (i) é verdadeiro. Ou seja, M@ € incompleta!

[lustramos as idéias comentadas com um exemplo original do artigo:

Wlwr,23) = (o1 22| 3 e ™Ip) @] — p) = (1.4)
3
oo 1
/_ exp %(acl — 2o+ zo)p dp = (x1 22| Y _ |7) @ | + T0). (1.5)

Medindo o momento da particula 1, P;, resulta em p’. Entao, P, resulta em —p'.



Medindo a posicao da particula 1, X, resulta em z’. Assim, X, resulta 2’ + xg.
Apesar de [ Xy, P5] = ih # 0, fica parecendo que somos capazes de conhecer tanto a
posicao quanto o momento da segunda particula.

Por embasar-se em um estado nao normalizavel, esse exemplo é criticado na liter-

atura e convém mostrar um caso ainda mais simples:

W) =l+++-—)=l++)et+]- ) (1.6)

Medindo o spin da particula 1 na direcao z, Si,, obtém-se s;, = +. Entao, Sy,
implica s9, = =.

Medindo em z, temos s1, = £ implicando em sy, = =+, ainda que [S,, S;| = ihS, #
0. Novamente, temos a impressao de que é possivel saber o spin em z e em x para a
mesma particula.

Na argumentacao dos autores, fica nitido o papel fundamental da condicao as-
sumida por eles. Tal condi¢ao pode ser resumida como: nao-interagao significa que
medir 1, ou conhecer uma informagao classica de 1, ndo afeta a informagao sobre 2.
Cabe notar que a aplicacao da referida condicao sé pode ser efetuada devido a uma
escolha de estados nao-separaveis, ou emaranhados, entre os dois subsistemas. Dito
de outra forma, um estado nao emaranhado nunca serviria de exemplo a interpretacao
da teoria quantica feita por EPR.

Reconhecemos, portanto, a idéia de nao-localidade em MQ), a partir da qual a
informacao classica, macroscépica, sobre um subsistema interfere sobre a informagao
classica, gerada por experimento, de outro subsistema. Podemos ainda identificar na
definicao de “elemento de realidade” a idéia de realismo em MQ, em que o valor de
uma grandeza existe mesmo antes de ser medido.

A discussao sobre a nao-localidade ou nao-realidade da MQ remete-nos natural-
mente as desigualdades de Bell, para teorias de variaveis ocultas locais, de Leggett,
com desigualdades para teoria de varidveis ocultas nao-locais [2] e Bohm, cuja teo-
ria de variaveis ocultas nao-locais nao pode ser refutada por Leggett. Entretanto, a
compreensao dessas abordagens encontra-se fora de nosso escopo.

No contexto da MQ padrao, a existéncia de estados emaranhados é mera con-

sequéncia da possibilidade da superposicao de estados. Na verdade, a idéia de emaran-



hamento s6 nos parece exética quando a confrontamos com o postulado da redugao
do pacote. Em primeira instancia, nos deparamos com algo que parece uma “agao
fantasmagorica a distancia”, que evidentemente nos surpreende.

Com respeito a isso, Lalde [3] observa que “dois postulados diferentes para a
evolucao do mesmo objeto matematico nao é usual em fisica”. E a pergunta natural é
“por que os dois postulados sao necessarios?”. “Onde exatamente a aplicabilidade de
um cessa em detrimento do segundo? Mais precisamente, dentre todas as interacoes
- ou perturbagoes - a que um sistema fisico pode sujeitar-se, quais devem ser con-
sideradas evolugoes normais, unitarias, e quais devem ser as medidas, com a devida
reducao do pacote de onda?”

Dentro desse contexto de medida, emaranhamento e classicalidade emergente da

MQ, faremos uma breve revisao sobre o que pensavam Wigner e Schrodinger [3].

O AMIGO DE WIGNER

Wigner propoe que um amigo faga um experimento com estados quanticos, por
exemplo tipo Stern-Gerlach, em um laboratoério fechado.

O que acontece quando o analisador fornece o resultado, mas ainda nao ¢ conhecido
do lado de fora?

Para o observador externo, é natural considerar o laboratério como um todo como
possuidor de uma funcao de onda, que serd uma superposicao de resultados até que
se abra a porta do laboratoério.

Para o amigo de Wigner, isso é absurdo, uma vez que, para ele, a funcao de onda
colapsou assim que ele obteve a medida.

O que Wigner discute nesse problema é o carater absoluto/relativo da fungao de
onda [3] dentro da premissa de reducao do pacote. Parece que os dois observadores

descreverao o mesmo evento com duas fungoes de onda diferentes.



O GATO DE SCHRODINGER

Mais que bem conhecido, esse experimento mental trata da correlacao, ou emaran-
hamento, entre dois niveis atomicos e o estado de vida ou morte de um gato.

O que fica enfatizado é que um gato é um objeto responsavel por quebrar super-
posicoes, sejam elas estatisticas ou coerentes. A decoeréncia, ou seja, a existéncia de
uma probabilidade p, de o gato estar vivo e p,, de estar morto, ainda que sem “termos
de interferéncia”, nao é suficiente para prever em qual estado exato o gato estara.

Nas palavras de Laloe, “seria um insulto a Schrodinger acreditar que decoeréncia
possa ser invocada para solucionar seu aparente paradoxo do gato”.

A questao principal, portanto, fica sendo explicar o motivo de os eventos individ-
uais acontecerem, dentre as tantas possibilidades permitidas pela funcao de onda.

Por outro lado, temos a visao mais moderna e pragmatica da MQ muito bem
representada pela postura adotada por Peres [3]: “um vetor de estado nao é uma
propriedade de um sistema fisico, mas sim uma representacao de um procedimento
experimental para preparar e testar um ou mais sistemas fisicos”.

Tendo em vista esse paradigma, podemos entender que, apesar de constituir um
objeto atipico para tratar a natureza, o vetor de estado é capaz de implicar impor-
tantes consequéncias para os experimentos. O emaranhamento contribui para que
essas consequéncias tragam uma nova gama de fenomenos a serem estudados e bem

entendidos.

1.2 Medidas

Define-se, como ja comentado, um vetor de estado [1) emaranhado como sendo

aquele que obedece a relagao

) # Y1) ® [ha). (1.7)

Vamos mostrar adiante quais sao possiveis critérios de separabilidade e medidas de
emaranhamento geradas pelos critérios. Daqui em diante somente o caso de dois

subsistemas, ou seja, bipartite, serd considerado.

6



Esta revisao serd a mais breve possivel, suficiente para atender estritamente as
nossas aplicagoes futuras.

Na primeira se¢ao, mostraremos a entropia de von Neumann e o emaranhamento
de formagao (EoF). Também veremos que esse iltimo pode ser parametrizado pela
grandeza denominada concorréncia, cujo significado serda brevemente discutido. Uma
tentativa de generalizagao de concorréncia também sera estudada.

Na segunda secao apresentaremos o critério de separabilidade conhecido como
transposicao parcial de Peres, da sigla inglesa PPT. Com isso, somos levados a medida
chamada de negatividade e a negatividade logaritimica. E mostrado como essa tltima

pode ser usada em estados gaussianos.

1.2.1 Entropia de von Neunmann e EoF

Uma descrigao mais geral que o vetor de estado é conhecida e dela precisamos
para o que veremos adiante. Tal descricao é aquela fornecida pelo operador densidade
do sistema, p. Quando sabemos somente a probabilidade p; de o sistema estar no

estado |¢;), temos uma mistura estatistica dada por

pP= sz’¢z><¢z| (1.8)

Note que, quando p; = d;5, o sistema ¢ puro novamente. A normalizacao das proba-
bilidades é garantida por }_; p; = 1.

As principais propriedades de p sao

TT‘[p] =1, Tr[pQ] <1l e TT[pA] = <A>v (19)

em que a primeira é a normalizacao, a segunda é a pureza e a terceira a definicao da
média dos observaveis.
Sabe-se da fisica estatistica que o grau de falta de informagao que temos sobre os

diferentes microestados de um sistema, com probabilidades pg, é dado pela entropia
S,

S = —Zpklnpk. (1.10)
k



Para estados quanticos, a mesma propriedade pode ser obtida através de

S(p) = =Trlplnp| = —Z)\i In \;, (1.11)

sendo \; os autovalores de p. Estados puros possuem entropia nula.

Se um estado puro é separdvel, entao podemos associar a cada subsistema um
estado.

Por outro lado, se o estado puro é emaranhado, entao é impossivel associar um
estado puro a cada subsistema, pela definicado de nao-separabilidade. Nesse caso, o

méximo de informagao que podemos associar a um subsistema A(B) é o operador

pa(pp), dado por

pa = Trpl[pap] (p =Tralpan]) - (1.12)

A referida operacao é chamada de traco parcial e tem a seguinte propriedade, a

qual garante que ela de fato signifique toda informagao estatistica sobre o subsistema:

TralM} My pa) = Tr{(My,  Ig)/ (M ® Ig)pas), (1.13)

sendo P(a,) = Tr[M}M,pa] a probabilidade de medir o autovalor a, e sendo M, =
> m |@n.m) (@nm| 0 projetor no autoestado cujo autovalor é a,. Verifica-se tal pro-
priedade usando-se Tr = Tr Trg = TrgTr 4.

Basicamente, o que essa propriedade nos informa é que, se p4 = Trp[pag], entao
a probabilidade de medir o subsistema A e encontrar o valor a,, € a mesma, existindo
ou nao o subsistema B.

Mais explicitamente, o traco parcial é o mapa escrito abaixo

pa=Trepag =Y (ils pasli)s. (1.14)

i

Sistemas maximamente emaranhados possuem subsistemas maximamente mistos.
Isso equivale a dizer que estados emaranhados sao aqueles em que quanto mais se
tem informacao sobre o todo, menos informagao se tem sobre as partes. Fica clara a
sugestao de que a entropia do subsistema quantifique o emaranhamento do sistema

completo.



Assim define-se a entropia de von Neumann como medida de emaranhamento:

E,n = S(pa) = S(ps), pa=Tralpas], (1.15)

para pap puro.

Para estados mistos p4p, a situagao complica-se um pouco. Existem varias maneiras
de expandir p4p como uma soma de estados puros. Dada uma expansao, poderiamos
sugerir que o emaranhamento estivesse relacionado a entropia de von Neuman de
cada estado da soma. A forma de aplicar essa idéia sem levar em conta as correlagoes
classicas é tomando o valor minimo sobre todas as possibilidades de expansao. Assim

surge o emaranhamento de formacao, denotado por EoF,

EoF(pag) = min>_ piBuy (045), (1.16)

com pﬁzg puro.
O caso especial em que cada subsistema tem dois niveis, ou qubits, possui solucao

analitica para a minimizacao, dada por

EoF =h (H ”21_CQ> : (1.17)
em que
h(z) = —[zlogy(x) + (1 — x) logy(1 — )] (1.18)

e C' é a chamada concorréncia, definida a seguir. A prépria concorréncia muitas
vezes é vista como uma medida de emaranhamento, dado que o emaranhamento é
monotonicamente parametrizado por ela.

Para um estado geral p, a concorréncia é dada por

C:max{O,\m—\/;—\/;g—\/E}, (1.19)

com )\; sendo em ordem decrescente os autovalores de R = pp*, em que

= (aﬁ®af)p*(a;‘®af). (1.20)
Para o caso ainda mais restrito de estado puro, pode-se escrever C' = [2(1 —

Tr[p3]))]/?). Em termos de coeficientes de Schmidt, podemos escrever um estado
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puro geral como |¢) = ¢1|10) + ¢3]01) e concluir que C' = 2¢;¢y, de onde fica sugerida
uma motivagao para o nome; quanto mais préximos sao os valores de ¢; e ¢y, maior é
a “concorréncia” entre eles e, portanto, maior sera C.

Existe um trabalho feito por Albeverio e Fei [4] que nos é de especial interesse. E
apresentada uma argumentacao a favor de uma possivel medida de emaranhamento
baseada no que eles denominam de concorréncia generalizada, tentando tratar estados
de dimensao N ® M, N e M inteiros.

O trabalho afirma que, para um estado puro [¢) de dimenséao arbitréria N, existem

invariantes sob operagoes locais unitarias na forma U ® U atuantes em [¢) na forma

I, = Tr[pg™], (1.21)

coma=0,1,... N —1, po = Trglpas| € pas = |¢)(¥|.
Obviamente, polinomios em [, também sao invariantes, em especial: %(IO —13).
Como uma medida de emaranhamento precisa ser invariante sob operacoes locais,

vem a sugestao:

On =\ 5o~ I?) = J (1= T[] (1.2
Os pontos positivos a favor dessa definicao sao destacados no artigo:
- para todo estado nao-separavel, Cy # 0;
- (5 coincide com a concorréncia para dois qubits;
-0 < Cy < 1, como se espera para que EoF fique bem definido;
- Oy = 0 implica FoF' = 0;
- Cy = 1 implica FoF = 1.
Como desvantagem, temos que existe N para o qual EoF(C) nao é uma funcao

mondtona. A conclusao do trabalho, contudo, é que a concorréncia generalizada Cy

é um critério razoavel de medida de nao-separabilidade.

1.2.2 Negatividade e Negatividade Logaritimica

Para um operador densidade p pertencente a um espaco de Hilbert de dimensao
finita podemos aplicar um critério de separabilidade conhecido como transposicao

parcial de Peres.
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Ele nos diz que, se fizermos a transposicao da matriz p somente nas varidveis de
um dos subsistemas, p', e p' possuir autovalor negativo, entao p é nao-separavel. Isso
vale independentemente da pureza do operador densidade.

Podemos compreender esse resultado, intuitivamente, da forma seguinte. Temos
que p > 0, j& que é matriz densidade. Assim, se existir p* tal que p = 3, pipi ® pP,
AT ® pZB

Como p?* é, por hipStese, matriz densidade, pt > 0, logo pZ(A)T > 0 e assim, p' > 0.

logo separdvel, entao pt =3, pl-pl(

Portanto, p'' < 0 quer dizer que nao existe p:' que satisfaca a condicdo de separa-
bilidade, ou seja, o estado é emaranhado.

Parece natural propor que quanto mais negativos forem os autovalores, menos
separavel é p, portanto mais emaranhado. E assim que surge a negatividade, N, que

pode ser escrita como [5]

N=Y M’“’Q_A’“ (1.23)
k

os autovalores de p' sendo ).
Como Tr[p] = Tr[p"] = 3p A = 1, entdo
(k| A]) — 1

= = 1.24

em que ||A|| = Tr[|A]].
Intimamente relacionada a negatividade, uma outra medida de emaranhamento é

a negatividade logaritimica, definida por

Ex(p) = ||| = In [z w] | (1.25)

i
A negatividade logaritimica pode ser nula para estados nao-separaveis e é aditiva

em produtos tensoriais, Exr(p @ o) = Ex(p)En(0).

Todos os resultados ja mencionados referem-se somente a sistemas de niveis dis-
cretos. Porém, existe uma classe de estados de variaveis continuas que é de especial
interesse por permitir o uso generalizado da analise feita.

Esses sao os estados gaussianos, pertencentes a um espago de Hilbert H = ®7' | H,;.

Para cada H; podemos associar operadores p; e ;. Se X = (G1,P1, -+ Gn, Pn), €NtaO a

11



relacao obedecida por tais operadores ¢é

A A~

em que

w=<_01 é) (1.27)

Estados gaussianos podem ser descritos em termos da funcao caracteristica W (X),

W(X) = exp {—;X - XT} | (1.28)

Para dois modos, podemos escrever

il © pzf._ 0
W<q717):/_ e’ < _510

em que ¢ = (Q1792) ep= (]917172).

A matriz o em (1.28) é chamada de matriz de covariancia. Ela carrega toda a

f+g>¥@ (1.29)

informacao contida no estado. Por ser finita e conter toda a informacao sobre o estado,
ela possibilita o estudo de separabilidade usando negatividade. O artigo [5] mostra
como isso pode ser feito.

A propriedade mais importante para que a tarefa seja possivel é o fato de que
transformacoes unitarias em H, as quais nao afetam as informacoes contidas em p,
implicarem uma certa transformacao em o, o — ST0S. Em especial, podemos sempre
encontrar o = STvS, em que v = diag(vy, V1, ..., Un, Vn). Esse é o chamado espectro
simplético de o e possui a propriedade v; > 1.

Para o caso de dois modos, podemos escrever

0:<$~7>, (1.30)

em que «, 5 e vy sao matrizes 2 X 2.
Temos dois autovalores distintos v;, que definiremos como v_ e v, , v_ < v,. Logo,
v_ > 1 é suficiente para garantir a consisténcia de ¢ como matriz de covariancia.

Pode-se mostrar que 2v2 = A++/A2 — 4det o, em que A = det a+det S+2 det .
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Aplicamos o critério PPT em p e obtemos p!' = p. De acordo com o critério, p > 0

implica separabilidade. Mas essa condicao pode ser traduzida como

r_>1=p°, (1.31)

em que denominamos por p° a matriz densidade separavel. Acima, 7_ é dado por

202 = A — /A2 —4deto e A(o) = A(F) = det o + det § — 2det .

Como, de acordo com [5], ||p|| = 1/P_, entdo

Ex(p) = maz[0,—Inv_]. (1.32)

O “max” aparece porque se _ > 1, entao —In(7_) < 0 e, obviamente, emaran-
hamento negativo carece de significado.
Temos a base necessaria e suficiente para estudar o emaranhamento em estados

de particulas brownianas.
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Capitulo 2

Movimento Browniano de uma
particula

No primeiro capitulo discutimos aspectos intrigantes da teoria quantica da matéria.
Tais aspectos sao ainda discutidos e explorados cientificamente com o intuito de al-
cancar um melhor compreendimento das leis naturais. Dentre eles, podemos destacar
o postulado da medida, comentado de acordo com a visao de Wigner, Schrodinger e
Laloe [3].

Naquele contexto, comentamos que ¢ mais seguro tomar uma postura cética com
respeito a evocar a decoeréncia para solucionar o paradoxo do gato de Schrodinger.
Dizendo de outra forma, parece nao fazer pleno sentido entender que a teoria quantica
de um ambiente atuando sobre um sistema faca com que tal sistema tenda a se tornar
mais cldssico. Afinal, sistemas representados por misturas estatisticas de estados
quanticos devem, sob essa éptica, continuar sendo chamados de “sistemas quanticos”.

Todavia, a existéncia de sistemas cujo comportamento estd de acordo com as
teorias de sistemas quanticos abertos é um fato. Sendo ainda mais preciso, nao se
conhece, experimentalmente, sistemas que possam ser considerados completamente
isolados do seu ambiente. Logo, fenomenos como dissipagao em mecanica quantica
e decoeréncia téem um papel fundamental em fisica e merecem um estudo profundo
e criterioso, como o que vem sendo feito ao longo das tultimas décadas na literatura
18], [6].

Os estudos mais bem sucedidos nesse campo sao aqueles que apoiam-se na abor-

dagem conhecida como sistema-mais-reservatorio. Em especial pode-se fazer uma
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modelagem de osciladores harmonicos para as excitagoes do banho e escolher um
acoplamento com o mesmo que reproduza a dinamica do sistema em alguma cir-
cunstancia. Por exemplo, o limite de tempos longos e altas temperaturas deve co-
incidir com um movimento tipo browniano, descrito classicamente pela tradicional

equacao de Langevin:

mi +nz + U'(z) = F(t), (2.1)
(F'(t)) =0, (2.2)
(F(OF(t')) = 2kpTs(t —t'). (2.3)

O coeficiente de dissipagao é 7, a massa é dada por m, U(z) é um potencial e F(t) é
um ruido. No espaco de fases, usa-se a equacao de Fokker-Planck para tratar sistemas

classicos fora do equilibrio termodinamico.

2.1 Dinamica Classica

Nesta secao veremos como ¢ construido o modelo do banho de osciladores na
abordagem sistema-mais-reservatorio [6] e como ele pode ser usado para reproduzir a
equagao de Langevin [7].

Vamos supor que o sistema composto possa ser descrito pela lagrangeana

L=L,+L;+Lr+ Lcr, (2.4)
em que
1
L,= §M6?2 - V(Q)7 (2-5)
k
1 -2 1 2 2
k
© 2
1 C
Lor =Y =—k 2 2.8
CcT ; 2 mkw,%q ) ( )
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sao respectivamente as lagrangeanas do sistema, da interagao, do reservatorio e do
contratermo [18].
As equagoes classicas do movimento sao obtidas de (2.4) a partir das equagoes de

Euler-Lagrange para o sistema e para o k-ésimo oscilador, assim,

02
M = —V/ —|— Z quk — Z k 2q (29)
kW
e
Mmyie = —mpwiqr, + Crg. (2.10)

Tomando a transformada de Laplace de (2.10), obtemos

@ (0) 5qx(0) Crq(s)
24+ wi o 24w o me(s?+wi)

Gr(s) = (2.11)

cuja transformacao inversa pode ser substituida em (2.9), resultando em

. C? 1 petioo q(0) sq1(0)
Mg+ V' g — 7/ C g 2.12
V0 + Y = [T k{82+wi+32+wz cldst (212

Ci 1 perio g(s)
— *ds. 2.13
* Xk: my, 271 /efioo 52 + wze ° (2.13)

Podemos agora usar a identidade

1 1 52
S O [ —— 2.14
s2 4+ w? mk{ 52+w,§} ( )

e mostrar que o tltimo termo da direita em (2.13) gera dois outros termos, um dos

quais cancela exatamente o ultimo termo do lado esquerdo. A equacao resultante é

e+i00 25
/ U)ot (2.15)

€—100 52 + cu,?

Mg+ V'(q Z
k mkwk 2mi

- — / eﬂoo k{ 6(0)_, 52(0) }eStds. (2.16)

24wl 24wl

Desse modo, vemos que a incluséo de Lo no modelo serve somente para cancelar
uma outra contribuicao harmonica que apareceria do acoplamento com os osciladores

do ambiente.
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O 1ltimo termo da esquerda em (2.16) pode ser escrito como

2 1 €+100 "
CZ{Z Ci 27./ ‘ SQ(S)2eStdS}, (2.17)

& mrWs 271 Je—ico 52—i—wk

que, com o teorema da convolugao, resulta em

;{z C [ costontt - t’>1q<t'>dt'}' (2.18)

Um reservatorio precisa ter dimensao infinita, de tal modo que a energia per-
dida pelo sistema nao retorne em um periodo de tempo finito. Equivalentemente,
precisamos de um continuo de freqiiéncias permitidas aos osciladores do banho. Sub-

stituimos, assim, Y, por [ dw introduzindo a fungao espectral J(w),

J(w)zzz Ci dw — wg) (2.19)
2 k mrpWi i '
Isso permite escrever
2
> 5 coslwy(t — ) / dw cos[ (t—1t")]. (2.20)

A funcdo J(w) possui uma interpretagao significativa, que nos ajuda a fazer a
conexao entre o modelo e a constante fenomenolégica de dissipagao. Essa funcao é a
parte imaginaria da transformada de Fourier da susceptibilidade dinamica do banho

de osciladores, ou seja,

J(w) :Im]-“{—;e (t—t) <Zoqu ),%:Ck/qk/(t’)]>}. (2.21)

Se assumirmos que o banho é fracamente perturbado pelo sistema, poderemos tomar

a resposta linear do banho, ou seja, J(w), como sendo
J(w) =nwi(Q2 — w), (2.22)

em que ) é uma alta freqiiéncia de corte que fixa a escala de tempo do sistema.

Substituindo (2.22) em (2.20), podemos escrever (2.18) como

fft/ot 208(t — t')a(t)dt’ = g + 2n3(t)q(0), (2.23)
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em que tomamos o limite 2 — oo.

A hipétese de um banho inicialmente em equilibrio térmico pode ser aplicada ao
lado direito da equagdo (2.16) e, substituindo (2.23) em (2.16), temos, a partir de
to =07,

Mi+ng+V'(q) = F(t), (2.24)
(F(t)) =0 (2.25)
(F(t)F(¥)) = 20kpT(t — ). (2.26)

Essa é exatamente a equagao de Langevin para o movimento browniano classico, como
escrito em (2.1).

E possivel mostrar que um acoplamento com as velocidades dos osciladores do
banho, juntamente com uma transformacao canonica e uma redefinicao dos coefi-

cientes Cy, é capaz de suprimir a necessidade de um contra-termo no modelo [6].

2.2 Dinamica Quantica

O modelo apresentado na se¢ao anterior baseia-se em uma lagrangeana total do
sistema. A partir dela, podemos construir um modelo hamiltoniano equivalente e
tornar aplicavel o método canonico de quantizagao. A referéncia [6] contém detalhes
do que aqui sera apresentado.

A seguir veremos como descrever sistemas quanticos abertos na prescrigao desse
modelo usando o formalismo de integragao funcional de Feynman [8]. Em seguida,
comentaremos como o resultado pode retomar o limite classico, descrito pela equagao
de Fokker-Planck. Isso significa que a modelagem quantica preserva as caracteristicas
de um movimento browniano.

O hamiltoniano do sistema composto é dado por

H=H,+ H, + H;,;, (2.27)
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em que

p2

Hi=—+4+V 2.28
Y+ Via), (228)
2
pk mpWg o
Hp = — + 2.29
R Y (2.20)

H; = Z Crarq + Z

A particula browniana quantlca tem sua evolu(;ao descrita pela matriz densidade

2.
2 p— (2.30)

ps(t), dada por ps(t) = Trg[p(t)], sendo p(t) a matriz do sistema completo, governada
pela equacgao de Schrodinger para o hamiltoniano completo, H.

A equagdo de Schrodinger diz que [¢(t)) = U(t)[4(0)), onde U(t) = e~ 7. Assim,
como p(t) = [1(t))((t)], conclui-se que

p(t) = e~ % p(0)e’n (2.31)
que na representacao de coordenadas fica

@Rl Q) = [ [ [ [ drdyiraq K Rt R0/ RO, @)K (5.Q.65/.Q ),
(2.32)
sendo
K(z, R, t;2',R,0) = (z, Rle""" |2/, R). (2.33)
E para calcular o propagador acima que serd necessaria a integracao funcional [8],

uma vez que

K(z,R,t;2', R, 0) //D exp(hS[az R)), (2.34)

com S|z, R] sendo a agao calculada com o Lagrangeano que gera o hamiltoniano total.

O operador densidade reduzido é

pulw,y.t) = [ dR(z, Rlply, R), (2.35)

que pode ser colocado em termos das integrais da equagao (2.32) e fornece o resultado

abaixo, dada a condigao inicial separavel p(0) = ps(0)pr(0),

pulay,t) = [ [de'ay (e, y oy 0)p(a /. 0). (2:36)

O termo J(z,y,t;2',y',0) é chamado de superpropagador e governa a dinamica do

operador densidade reduzido.
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Explicitamente, o superpropagador pode ser escrito na representacao das integrais

de caminho como
€z y i / !’
Ta,y, ey, 0) = / Da(t') / Dy(t') eH{SL-Sb W} pluw) y@),  (237)
m/ y/

sendo Sy a agao de particula isolada e F[z(t'),y(t")] o funcional de influéncia do banho
sobre a particula.

Dado um reservatorio inicialmente em equilibrio térmico, pode-se mostrar [8] que

I,y t:7sy,0) = [ Da(t) [

Y

Dy(t') exp & (Sofr(t) = [ [ e -y)

]
2.38)
xar(T — s)[z(s) + y(s)|drds) (2.39)
X exp _71i /Ot /OT[x(T) —y(M)]ar(t — s)[z(s) — y(s)]drds, (2.40)
com ay e ar dados por
ar(t — ) = ; QWikwk coth ;Z:; cosw (T — 8) (2.41)
ar(t—s)=> sinwg (T — ). (2.42)

k kawk

O artigo [6] apresenta uma argumentacao que sugere a introdugao da fungao es-
pectral da segao anterior (2.19) de uma forma bem mais natural. Simplificaremos tal
argumentacao de forma a deixar claro suas principais idéias.

Suponha que em vez de acoplar o sistema a um reservatério nos postulassemos a
acao de uma forga classica externa F(7). Se, além disso, considerdssemos que F(T)
nao é precisamente conhecida mas sim a distribuicao de probabilidades de diferentes

trajetérias, P[F(7)], terfamos entao

J(z,y,t; 2,4, 0) :/Dx(t’)/Dy(t/)/DF P[F(r)]x (2.43)

exp {So — Soly] —{—/ (T)dT} : (2.44)

Em especial, se P[F(7)] for gaussiana, teremos
Tty 0) = [Da(t) [Dyt)exp L (Solel ~ Sy (249
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X exXp ——5 / / T)A(T — s)[x(s) — y(s)]drds, (2.46)
em que A(T — s) = <F(T)F( ).

Comparando (2.46) e (2.40), vemos que hag(T — s) e A(T — s) devem cumprir a
mesma tarefa: representar a correlagao das forcas no regime classico. Logo, o regime
de altas temperaturas em (2.41) deve satisfazer a correlagao de forgas que atuam numa
particula browniana classica (2.26). Tomado no limite do continuo, o limite de altas

temperaturas em hag(r — s) leva em
kgT
M Jo

em que pp(w) é uma densidade de freqiiéncia. Ao modelarmos

C*(w)

cosw(T — s)dw, (2.47)

hag(t — s) ~ pp(w)

2mmnw?

pp(W)C* (W) = ——0(Q —w), (2.48)
conseguimos mostrar que
1sinQ(7 —
hag(rt — s) = (F(r)F(s)) =2 kBT—M, (2.49)
(T =)
que retoma (2.26) com © — oo.
Uma generalizacao é entao apresentada, a qual estabelece que
hw
hag(T — s) / dw X'pp coth cosw(T — s), (2.50)
2kgT
sendo
T C?
X)) = 5 3 (0 — ). (251)

MWy,
Reconhecemos esse resultado na fungao J(w), dada por (2.19).

Conhecida a soma existente em ag(7 — ) fica facil resolver a soma em oy (7 — s).
Com isso, o superpropagador fica completamente definido em termos dos parametros
fenomenoldgicos do banho. O calculo das integrais de Feynman no superpropagador
é feito no préximo capitulo.

O limite cléssico é retomado no mesmo trabalho [6], considerando-se 2kgT >

hQ) >> hwgr. Em seguida, é calculada uma equacao diferencial para a matriz densidade
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do sistema de interesse sem a necessidade de resolver o superpropagador. Em termos
da transformada de Wigner W e para h — 0, essa equagao é escrita como [6]
ow (W) 0 0*W
=— —[(2 V(@) W]+ D— 2.52
By 9 +ap[( v+ V'(q)) W]+ R (2.52)
com D = nkgT. A fungao W(x,p,t) é definida por

W{(xz,p,t) = 271rh/o:oexp (”;Ly> <:B— z;|,03|:1H—g>0ly. (2.53)
O relacao (2.52) é a equacao de Fokker-Planck, que, como dissemos, governa densi-
dades de probabilidades do espaco de fases para sistemas cldssicos com movimento
tipo browniano. A capacidade do modelo de responder as questoes a que se propoe

fica, portanto, evidenciada.
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Capitulo 3

Emaranhamento dinamico entre
uma particula e o banho

As revisoes apresentadas nos dois capitulos anteriores servem de base para atacar-
mos nosso primeiro problema. Neste capitulo, estaremos interessados em saber como
comporta-se o emaranhamento entre o estado de uma particula browniana e o estado
do seu reservatorio.

Antes de trabalhar no problema, convém deixar claro o contexto em que ele surge
e o motivo de nosso interesse por ele.

Quando estudamos a evolucao temporal de um subsistema quantico como aquele
modelado na secao anterior, novos fenomenos fisicos aparecem. Um deles é a dis-
sipacao de energia, ou relaxacao de um sistema quantico. O segundo é a perda da
superposicao coerente entre estados quanticos, conhecida como decoeréncia. Um es-
tado puro pode evoluir para uma mistura estatistica de modo previsivel pelo modelo.

Um estudo qualitativo do fendmeno da decoeréncia é capaz de indicar que a chave
desse processo é o surgimento de um estado nao-separavel entre particula e banho.
Pensamos entao que seria valido confirmar tal analise mostrando que de fato o valor de
uma medida de emaranhamento entre o sistema e o reservatorio cresce com a mesma
taxa em que a coeréncia do sistema é perdida.

Logo, calculamos a evolugao temporal do emaranhamento entre a particula brow-
niana e o banho, para o caso de temperatura nula e sub-amortecimento. A particula

browniana esta confinada em um potencial harmonico e é inicialmente preparada em
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uma superposicao de estados gaussianos. Para que esses cdlculos sejam possiveis, é
necessario rever o calculo do superpropagador para o potencial escolhido. Antes de
aplicar a condicao inicial de interesse, revisaremos uma outra condicao inicial mais
simples, a qual é capaz de apresentar o fendmeno da relaxagao de uma particula

quantica.

3.1 Oscilador Harmonico Amortecido

De acordo com [6], um potencial V(q) = Mw?2q?*/2 faz com que o superpropagador

seja escrito na forma

It/ 0) = [ Dalt) [ Dylt)exp 3 Sla(r). ylr))exp — pole(r), ol

x

(3.1)
em que
Sla(r).y(0)] = [ Liw,a,p,9)dr = My [ (@i~ yg)e. (32)
L(x,&,y,7) = ;Mx'z - ;Mgf - ;ngﬁ + ;ngyz — M~yzxy + Myt (3.3)
e
olz(r),y(r)] = 2]\;[7 /OQ dv v coth QIZZTX (3.4)
X /Ot /OT drdolz(1) — y(7)] cosv(T — 0)[z(o) — y(o)]drdo. (3.5)

Como a integral de caminho é gaussiana, ela pode ser resolvida exatamente. Ini-

cialmente, encontramos os caminhos que extremizam S, dados por

d oL 0L
T M.+ 2MAg, + Mwia, = .
95 O T. + YYe + Mwyz. = 0, (3.6)
d oL 0L
—— — — = Mijj. + 2M~i. + Mwiy. = 0. 3.7
i) oy Yo + 2M~yi, + Mwyy, (3.7)
Definindo as varidveis
X(r)=z(r)+y(r) e &) =a(r) —y(r), (3.8)
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podemos escrever (3.7) como

Xe + 27Xe + wWiXxe =0 (3.9)

gc - 2’}/60 + ngc = 0. (310)

Com as condicoes iniciais x(0) = x;, x(t) = x7, £(0) =& e £(t) = &y, a soluc@o dessas

equacoes podem ser escritas na forma

Xe(t) = (sinwt) My e sinwr + y; sinw(t — 7)]e” 7 (3.11)

E(t) = (sinwt) '[Ere M sinwT + & sinw(t — 7)€", (3.12)

com w = mparav < Wwp.

Pode-se mostrar que, definindo X(7) = x(7) — x.(7) e &(7) = &(7) — &(7), O

superpropagador resulta em

T0r€3.:600) = Gt exp (15.) exp =3 (AWDE + BOESE + COL). (313)

Na equacao acima temos

Se = K(t)[xs&r + xi&) — L) xi&y — N(#)xr& — My[xsEr — xi&il (3.14)
em que
—t Yt
K(t) = Mweotwt, L(t) = Afiit ¢ N(t) = Zr‘l"zt | (3.15)

As fungoes A(t), B(t) e C(t) possuem todas a forma

M~ & hv
Et:—/ dv v coth —Y—0, (1), 3.16
) =22 [ ot 0,0 (3.16)
em que

e 21t t ot
A(t) = —— //siancosy(T—a) sinwoe’ ™) drdo, (3.17)

sin”wt Jo Jo
B =2 1T+ 4l 3.18

(0= 1 [ consle = aysinale - )t @

(t) SZ ot o Osmwrcosu(T o)sinw(t —o)e Tdo (3.18)
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1

sin? wt

Cy(t) =

t rt
/ / sinw(t — 7) cos (1T — o) sinw(t — o)’ drdo. (3.19)
0 Jo

Conhecido o superpropagador podemos calcular a evolucao temporal da matriz
densidade para uma condicao inicial especifica. Teremos adiante uma secao dedicada
a cada condicao inicial de interesse: um estado gaussiano e uma superposicao de dois

pacotes gaussianos.

3.1.1 Evolucao temporal para um pacote gaussiano

Como mostramos no capitulo anterior, podemos calcular a evolugao temporal da

matriz densidade do sistema de interesse usando

Alternativamente, podemos expressar (3.20) em funcao das novas varidveis, us-
adas na se¢ao anterior. Para fazer tal mudanca de varidveis, devemos atentar para o

Jacobiano da transformacao, dado por

Ox dy  Oxdy 1
il Al 21
0§ Ox  Ox o€ 2 (3:21)
Logo, teremos
1

Um estado gaussiano puro centrado em xy = 0 e com momento médio inicial p

tem a funcao de onda

1 ipx! —a?

N
Y(z') = @ro?) U/ eXp —— exp .

A matriz densidade inicial é, portanto, ps(z,y) = ¥ (x)Y*(y). Em termos das novas

(3.23)

variaveis

SV AY (2mo2)(1/2) h 202 802

Substituindo (3.24) em (3.22) e usando (3.13), pode-se mostrar que

(3.24)

exp
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G(t) i N2(t) r\
PsXs: &1 t) = = J 2K, (1) + hOv () P T 202 K2(t) + 4hCh (1) <Xf - N(t))
(3.25)
A(t) | o®L*(t)  (0®Ki(t)L(t) = hB(t))*) .
XeXp_( o T h2( o K2(t) + 4hCi (1)) ) & (3:26)
(0*Ki(t)L(t) — hB(1))N(t) p
X exp — 7 <K2( )ngf - (O_QK12( )+ 27101(75)) (X - ]V(t)) gf) ) (327>
em que

Ci(t) =C(t) + 8’22, Kit)=K({t)+ M~y e Ky(t)=K(t)— M. (3.28)

Os elementos diagonais sao encontrados fazendo {; = 0 e descrevem a evolucao
temporal da densidade de probabilidade associada a particula. Como ps(xys,0,t) =

ps(x,x,t), temos que

1\ 1
s(x, o, t) = | =——~ ————(x — x0(t)?, 3.29
et = (o) o0 gagyta = an) (3:20
sendo que a evolugao temporal do centro do pacote é identificada por xy(t), dada por

zo(t) = % sinwte™ " com  w=/wi -2 (3.30)

Note que essa é a trajetoria da particula classica equivalente.

3.1.2 Evolugao temporal para superposicao de dois pacotes

Lidaremos agora com a funcao de onda inicial assumida em [9]. A superposi¢ao

de dois pacotes gaussianos pode ser escrita como

ps(0) = |1) (], (3.31)
em que

V) = N(J¢1) + [1h2)). (3.32)

Na equacao acima, estamos supondo o segundo pacote centrado na origem e o primeiro

em z:
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1 (z—2)2

<$|¢1>:W6 i
1 ()2

(z|the) = rot)ii i (3.33)
Substituindo (3.33) em (3.31), temos
ps(xa Y, O) = NQ(Pl(fEa Y, 0) + P2(x> Y, O) + pint($7 Y, O))v (334)
sendo
1 _(@=2)2+y—2)?
p1(z,y,0) = We 102 )
1 _@%+w)?

p2(z,y,0) = We 0%

1 @2+ (y—2)? _(@=2)2+(w)?
pucle 1) = s (7 £ AT, (3:39)

Observando (3.20), ¢ facil notar que a evolugao de (3.34) ¢ a soma das evolugdes
temporais de cada termo. A seguir mostramos os principais passos para descobrir
p1(Xr:&r5t)s p2(Xr:Epst) € Pine(X s &1y 1)

O primeiro passo é escrever as condigoes iniciais nas novas variaveis, y = x +y e

& =1x —y, que sao

e 202 242 | xge
P §:0) = Gromame (3.36)
1 _x2+€2
pQ(X'HgZ?O) = (27r0_2)(1/2)6 802 (337)
€
( ¢ 0) 1 _4;2<X212 gzg_z(Xi—ﬁi)'*‘ZQ) . _4;2<X2?+§2?_Z(Xi+5i)+z2>
Pint\ Xi> Siy V) = & e

(271'02)(%)
(3.38)

O passo seguinte é aplicé-las a (3.22), o que deve ser implementado usando-se

oo 2
/ efaz2+bx+cd$ = e€ /zefi—a’ (339)
— o0 a
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dado que somente integracoes desse tipo estao envolvidas.
As contas envolvem varios termos e os passos intermedidrios ocupam espaco ex-

cessivo para serem aqui detalhados. O resultado das operagoes é mostrado abaixo.

pl(Xf? £f7 t) = TZG(t()t) ! e (2 QthLz )ff F(Koxy—2Lz)¢y

210 (t)
620<t)21N(t)2 ((20 ;ﬁL B)gf.H(ZKl—fo)) : (34())
(Xf gfv ): TrhG(t) 1 e (£+20 L2)§f+ (Kaxf)Ey
N(t) 2mo?(t)
e (= R)E i), (3.41)
20 L%Q .
pmt(Xf7§f,t) == Meiéi ;6 hgj ZK2Xf£f* f*%ZLéf
N(t) 2no%(t)
n26%(¢p) n252(e )
(€4<h01““21<f> + <>) G

Nas equagdes acima, as fungdes ainda nao definidas sao o(t), 5(&;) e B(&)):

o2 (t) = ;20 le)g(;hcl(t)v (3.43)
B(&y) = (40 L(;ZzKl(t) - B;?) &+ <;(2K1(t) = N(t)xs) — 422)

< 40?L(t)K1(t)  B(t) i 2
= — —(2K1(t) — N(t — . 3.44
den = (78 ) ¢4 (Letaty - Napg) + ). (4)
Até aqui, somente a normalizacdo da matriz densidade inicial foi mencionada.
Ainda que mencionada, ela nao foi calculada. No entanto, com a introducao da funcao
G(t), pertencente ao superpropagador, ficamos sem informacdo da normalizacdao da

matriz densidade completa.
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Para solucionar esse ponto vamos normalizar a matriz densidade ps(t), encontrando

ps(t), em que
1
ps(t) = 3 ps(t). (3.45)
Trlps(t)]
Escrito nas variaveis continuas anteriores, terifamos uma soma dos elementos di-
agonais, r = y:

Tr(p(t)] = /OO plx,z, t)dx. (3.46)

—0o0

Nas novas varidveis, a condicao x = y implica £ = 0 e y = 2z. Obviamente, dy = 2dz.

Resolvemos novamente as integrais gaussianas e encontramos

Trlps(t)] = N*(Trlpi(t)] + Trlp2(t)] + Tr[pame (1)), (3.47)
sendo
ThG(t)
T )| =T t)| = 3.48
(8] = Trloat)) = T (3.49)
e
hG(t 22
Tripant)] = "2, (3.49)
Logo, os termos desconhecidos G(t) e N? cancelam-se e ficamos com
. 1 . - .
ps(Xf7 gfa t) = W(Pl(Xﬂ gfv t) + p2<Xf7 €f> t) + pint(Xfa ffa t)) (350)
+ 2e 802
Os termos acima sao dados por
pr(xr s t) = S T )e—(’2+2"§%2)£?+2(K2Xf—2LZ)£f
2mo(t
N ((202§1L*g)ﬁfﬂ'(ZKl*%Xf))Q; (3.51)
p2(X5, &5, 1) = 71 2 )6_(2+%';2L2)5?+;L(K2Xf)€f
2mo(t
620(t)21N(t)2 ((2 é{lL*g)éf*Z(%Xf))Q; (352)
) 202L2¢2
Pint Oy 7.1) = — e RE R ey
\/2mo?(t)
r282(&) n28% ()
(64(n01+2021<f) + 64(h01+202K%)) _ (3'53)
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A partir da matriz densidade que acabamos de calcular, podemos rever o principal
resultado do trabalho [9]. O referido resultado é a supressao do termo de interferéncia,
o qual surge da superposicao dos dois pacotes gaussianos. Em outras palavras, revis-
aremos o estudo sobre a decoeréncia nesse sistema.

Em [9] é mostrado que a densidade de probabilidade ps(x,t) é dada por

ﬁs(ﬂi,t) = ﬁl(x>t) + ﬁg(l‘,t) + ﬁint(‘ra t)> (354)

em que

Pint (1) = 2/ (2, 1)1/, 1) cos @z, ) exp — £ (1), (3.55)
sendo ¢(z,t) uma funcado que determina o padrao de interferéncia e exp —f(¢) um

fator de atenuacao para a intensidade desse padrao.

O fator de atenuacao fica escrito como

2% alg(0)
f(t) = 802 Q)

em que z é a distancia inicial entre os centros dos pacotes, o = v/wy, 0 = wyt e

(3.56)

Ir(0) = i/o/\c dX\ ACr(6, X) coth(kA);  Q(0) = 1+ algr(0) + (o + Scot SO)?, (3.57)

Cr(6,)) = sm?lse /09 /09 Sin[S(8 — 6,)] cos[\(6: — 6:)]sin[S(6 — 6:)]  (3.58)
X exp[a(91 + 92)](19192 (359)

Acima temos também S = w/wy, Ae = Q/wy e k = (hwy)/(2ksT). E interessante
perceber que f(0) — 0 e f(oco) — 1.

Ganhamos uma melhor visualizagao do efeito de decoeréncia quando aproximamos

exp —f(t) = exp —Tt (3.60)

e, quando a dissipagao é fraca v << wp e a temperatura é baixa k >> 1, a taxa de
decoeréncia I toma a forma

I = Ny, (3.61)
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em que N = 2%/402.

Com isso, mostra-se que para dissipacao fraca e baixas temperaturas, a taxa de de-
coeréncia, N+, ¢ muito maior que a taxa de relaxacao da particula, 7, se prepararmos
os pacotes relativamente afastados N >> 1.

Ainda no mesmo trabalho [9] é feita uma anélise do resultado acima como esbogamos

a seguir. E suposto que o estado inicial do sistema composto seja

|03) = [[o) + |12)] @ 10), (3.62)

em que [tg) + |),) é o estado inicial do sistema e |0) é o estado fundamental do banho,
considerado a temperatura nula inicialmente. Além disso, como [1),) é deslocado da
origem, o estado inicial da particula contém uma energia média préxima de N quantas.

Apés um tempo 7 ~ v~ ! o sistema composto estard no estado

05) & |tho) @ |N), (3.63)

sendo |N) o estado do reservatério contendo N quantas de energia hwy.
Como N quantas sao perdidos num tempo 7, cada quanta deve ser perdido num
tempo 7/N. Nesse instante, o pacote afastado da origem percorreu uma certa distancia

e, por atrito, perdeu o quanta para o sistema. Logo, o estado do sistema composto é

[61) ~ [12) @ 1) + [} © 0). (3.64)

Pela ortogonalidade de |0) e |1) pode-se calcular o operador densidade reduzido,

ps = Trallg1)(d1]] = [0:) (2| + |vho) (o, (3.65)

que é uma mistura estatistica.

Note que a andlise conta com o estado (3.64), que é nao-separavel entre o banho
e a particula. Logo, é natural estudar o emaranhamento bipartite nesse sistema e
mostrar que, de fato, ele é criado com uma taxa igual a da decoeréncia, I' = N~. Os

resultados desse estudo sao apresentados na proxima secao.
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3.2 Evolucao temporal da concorréncia generalizada

No primeiro capitulo tomamos contato com a concorréncia generalizada, que
mostra-se capaz de parametrizar o grau de nao-separabilidade de um estado [4]. No
limite de temperatura nula, sob o qual o operador densidade do sistema composto

torna-se puro, e para um sistema bipartite de dimensao N ® N temos

a«w:¢Nflu—Twﬁmn' (3.66)

Como tanto o sistema quanto o reservatorio sao osciladores harmonicos, teremos in-
finitos niveis de energia para ambos e, assim, N — oo. Ou seja, % — 1.
De modo geral, temos T [p?] na representagao de coordenadas dado por

Tl = [ [ I DI )X ' (3.67)
A partir da expressao da matriz densidade (3.50), podemos efetuar o calculo do

Tr[p?] para o nosso sistema de interesse, que terd a forma

Tl = e

+2(Tr[pr (8) p2 ()] + Tr{p1 () pine ()] + Tr[p2(8) pine (¢)])] (3.69)

S [Trlpi (O] + Trlpa(t)] + Trp,(t)] (3.68)

Pode-se mostrar que Tr[p?] = Tr[p3] e Tr([p1pint] = Tr[papint). Com isso simplifica-

se a expressao (3.69) para

Trlp*(t)] = C2Tr[p3] + 2Tr[p1pa) + AT [prpint] + Tr(p]]; (3.70)

com C~! = (4(1 + exp —(2?/80%))?).

Como as expressoes envolvem integracoes gaussianas, os passos intermediarios sao
demasiado extensos para serem mostrados aqui. Os resultados dessas integracoes sao
apresentados no apéndice A.

Adiante estd mostrado o grafico da concorréncia generalizada pelo tempo. Para
que tal grafico fosse construido, assumimos valores experimentais tipicos para os

parametros do nosso modelo. Tais valores sao [10]
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wo ~ 10"Hz e M =~ 10"%Kyg. (3.71)

Além disso escolhemos v ~ 10°Hz e z = 120, lembrando que N = 2%/402.

o P
1
a. o.&
0. 0.6
o. 0.4
0. 0.z
g g
Z000 000 coon S000 10000 1000 2000 2000 2000 5000 &000 7000
Figura 3.1: Concorréncia Generalizada Figura 3.2: Pureza P(6) como fungao
C(6) como fungao do tempo 6 = wyt. do tempo 6 = wyt.

A figura (3.1) mostra a dinamica do emaranhamento numa faixa de valores com-
pativel com nossas aproximagoes [9]: o << 1,0 >> 1 e (o ) << 1, em que essas
constantes foram definidas em (3.56). Note que, de fato, 0 < Cy(t) < 1.

A concorréncia oscila com a mesma frequéncia do oscilador harmonico entre o
valor maximo e uma fungao que cresce exponencialmente até o valor assintético
0.7. Podemos interpretar essa coexisténcia de um padrao oscilatério com um cresci-
mento monotonico da forma a seguir. No termo de interferéncia existe uma funcao
“cos[¢(x,t)]” multiplicando uma func¢ao “exp(—f(t))”. A primeira funcao estaria pre-
sente ainda que a constante dissipativa fosse nula; a exponencial, nao. No entanto, a
cada oscilacao da particula, o cosseno passa por um zero, fazendo com que o termo
de interferéncia se anule e é claro que isso nada tem a ver com a atuacao do reser-
vatério no sistema quantico. Logo, o tnico termo que carrega a informacao sobre a
correlagao quantica entre o sistema e o banho é o termo que cresce monotonicamente.
Uma medida mais adequada de emaranhamento deve ser capaz de ignorar o efeito

oscilatério.
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Se compararmos a escala de tempo de aumento do emaranhamento com a de queda
da coeréncia da superposi¢ao entre os pacotes, encontramos que elas sao aproximada-
mente as mesmas wy 7 ~ 2500. O grafico (3.2) mostra a pureza P, ou coeréncia da
superposicao, P(t) = e 1 r~ "1 = (Nvy)~L

Fica claro, dessa forma, que de fato a presenca da decoeréncia no nosso sistema de
interesse estda intimamente relacionada a uma nao-separabilidade com o reservatorio.

Esse resultado nos remete a um trabalho recente [11], em que os autores demon-
stram duas conclusoes. A primeira é que existe uma grande classe de estados iniciais
para os quais nenhum emaranhamento é criado entre o sistema e o meio. A segunda
é que se o estado inicial é gaussiano puro, emaranhamento é criado imediatamente,
independente da temperatura do banho e do acoplamento nao-nulo.

O nosso sistema é diferente daqueles estudados em [11], uma vez que ele emaranha-
se com 0 meio e nao é gaussiano, mas sim uma combinacao de estados gaussianos
inicialmente puros.

O fato de termos entendido a decoeréncia do sistema de interesse como reflexo
de uma correlagao nao-separavel com o banho nos leva a inferir que a referida classe
de estados que nao se emaranha com o banho em [11] deve manter sua coeréncia em
todo o tempo. Ou seja, nao devemos esperar decoeréncia em um sistema que nao se
emaranha com o meio.

Antes de finalizar os estudos com uma particula browniana, vamos apresentar o
grafico que nos da indicio de que a escala de tempo de decoeréncia interna de um
pacote gaussiano, dada por Py = Tr[p?(t)], é da ordem de v~

Esse resultado estd aqui apresentado por dois motivos simples. Seu célculo esta
contido nos estagios intermediarios que levam ao resultado da concorréncia. Além
disso, ele possui um significado fisico de interesse: o processo de decoeréncia ocorrendo
sob outra condigao, a de um unico pacote gaussiano.

O grafico mostra que a escala de tempo de queda da pureza do pacote gaussiano
T2 é da ordem de T2 A 50000 ~ NTeoncorrencia; dado que N = 20 € Teoncorrencia =
(Nv)~! = 2500. Logo, estimamos graficamente Ty2 A2 L.

O resultado nos parece razoavel se pensarmos que os unicos parametros que afe-

tariam, em principio, essa escala de tempo seriam a temperatura 7' e a frequéncia do
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Figura 3.3: Decoeréncia interna de um pacote gaussiano

oscilador wy. Como a temperatura é nula e a dissipacao é fraca, nem T nem wy devem

aparecer nessa escala de tempo que deve ser, portanto, da ordem de v~ 1.
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Capitulo 4

Movimento Browniano de duas
particulas

Entramos agora em um segundo estagio da pesquisa. Diferentemente do capitulo
anterior, estaremos interessados em estudar o emaranhamento entre duas particulas
brownianas quanticas em um meio dissipativo. Esse era exatamente o objetivo inicial
do projeto.

A motivagao para essa questao surge da seguinte pergunta: é possivel que um
reservatorio crie ou mantenha emaranhamento entre dois subsistemas ou ele é re-
sponsavel somente por perda de coeréncia e de energia? Em caso de resposta positiva
para a primeira alternativa, quais as condicoes necessarias e quanto emaranhamento
seria criado?

Antes de apresentar nossos principais resultados para o problema, precisamos ap-
resentar uma revisao da teoria que generaliza o movimento browniano para duas
particulas [12, 14]. Ela servird de base para modelarmos nosso movimento browniano
quantico.

Primeiramente, mostraremos neste capitulo a revisao de um novo modelo para
uma particula browniana. Com ele, a generalizacao para duas particulas, feita em
[14], torna-se bem natural. No capitulo seguinte, desenvolveremos o célculo da matriz
densidade para tais particulas e, com ela, mostraremos como comporta-se o emaran-

hamento nesse sistema.
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4.1 Equacao de movimento para uma particula

O novo modelo supoe uma lagrangeana na forma [12, 14]

L=1Ls+Lp+Ly, Ls = 1Mi?,

5T : 4.1
Lrp =1 mu(RyR_y — wiRLR_), L;= -3 Ci(z)Rs. (4.1)

O acoplamento com velocidade deve-se ao fato de que esse procedimento dispensa
contratermo [7]. Se encontramos a hamiltoniana equivalente a (4.1), podemos fazer
uma transformagao canénica [12], © — z, P — P, p, — mpwi Ry € Ry — pr/(mygwy),
e encontrar a hamiltoniana em que o acoplamento é com a coordenada Rj. Essa

hamiltoniana permite conhecermos a nova lagrangeana:

L= 3M&+ 3% (BBl — wiReRoy) —5 Ze(Cor(@) Ry, + Cy(x) R_y)
_y, Cu@Cy@) (4.2)

2
kawk

As equagoes classicas de movimento para o sistema e para o “(—k)-ésimo” oscilador

podem ser obtidas da lagrangeana acima de acordo com a condicao de Euler-Lagrange:

Mi+ 1y, (250 Ry + 20 R )

. N 4.3
ey (200 + G 0) =0 .

(§
meR_j, + C_(x) + wiR_; = 0. (4.4)

A invariancia translacional na auséncia de potencial ja era uma propriedade do
modelo com acoplamento linear. Para que isso se mantenha no presente modelo,
podemos definir C,(z) = ke, Assim, se a particula for deslocada de uma distancia

d, por exemplo, o acoplamento transforma-se em

C_k(iL' + d)Rk = C_k($)€_idek, (45)

o que permite definir as novas variaveis do reservatério como

Rk = e_idek, (46)
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mantendo a lagrangeana em (4.2) invariante, dada a forma simetrizada em k. Outra
propriedade vantajosa proporcionada pelo acoplamento exponencial é que a con-
tribuicao do contratermo a equacao de movimento é identicamente nula, uma vez que
o ultimo termo em (4.2) torna-se uma constante. Assim, o contratermo é desnecessério
no modelo.

Ainda seguindo os passos da referéncia [12], temos que a equagao (4.4) pode ser
resolvida pela transformada de Laplace e substituida em (4.3). Pode-se mostrar que

a equacao resultante desse procedimento ¢é

1 t (OC_[x(t)] OCk[z ()]  OCk[x(t)] OC_glx(t)] IN N gt
Mitd o 7 : ), ( ou(t)  ox(t) | ox(t)  ow(t) ) coswi(t—t')&(¢)dt
(4.7)
= Z 60_ [(Rk(()) + i’;ifg) cos wyt + smw t] kawk 80((;; z)
(4 8)
—5 ; K —£(0) + m;w,%) Ccos wyt —I— smw t] kaw’c &E :
(4.9)
Substituindo a forma j& especificada de C(z), temos
Mi + Z m / cosk[z(t) — z(t')] coswy(t — t")x(t")dt' = F(t) (4.10)
mrwi  Jo
em que s
Pt =55 ) (C_k(x) Ri(0) + Ci(w)R_1(0) ) cos wyt (4.11)
T (Ca(@)Fu(0) + Cula) 21(0)) S“j:’“t. (4.12)

e Ry, = Ry + (kpe™ /myw?). O termo F(t) é uma forca flutuante que depende das
condicoes iniciais impostas ao sistema.
O termo dissipativo em (4.10) pode ser encontrado se aplicarmos procedimento

analogo ao do caso de acoplamento linear, transformando a soma em uma integral
oo 7
TD +— Z/ dw 2k2nk/{_km cos k[z(t) — x(t')] cosw(t — t'), (4.13)
Jo Tw

em que xx(w) é transformada de Fourier da susceptibilidade dinamica (resposta linear)
do k-ésimo oscilador e x” = Imy. Na teoria com acoplamento linear usavamos a

hipétese da nao-correlagao sobre os osciladores, o que implicava que
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T
" —
Xk (W ) Ymnion —

d(w — wg)- (4.14)

Este é um ponto crucial. Fundamentalmente, a caracteristica mais marcante da
teoria para duas particulas brownianas, a saber, a interacao entre elas, surge da
modificacao dessa hipdtese de nao-correlagdo. A modificacao é feita de tal modo
a possibilitar que tanto uma escala de comprimento como uma de tempo entrem no
problema. A forma mais geral para se fazer isso seria escolher uma relacao de dispersao
genérica na forma w(k), com w™! tendo unidade de tempo e k~! de comprimento,
consistentemente com o acoplamento do tipo exponencial complexa (4.10). Veremos
a seguir uma modelagem mais simples, em que uma hipotese mais fraca é feita a
respeito da possivel relacao de dispersao.

A rigor, pode-se considerar que os osciladores do banho sao correlacionados, o que
quer dizer que cada oscilador se comporta como se fosse uma particula browniana,
dado que cada oscilador sente a presenca dos osciladores vizinhos. Essa idéia pode ser
ilustrada por efeitos anarmonicos em fonons numa rede atomica. Logo, cada oscilador
do banho é amortecido, de acordo com essa nova abordagem e, portanto, possui uma
susceptibilidade dinamica igual a de um oscilador harmonico amortecido.

Entao, para cada um dos osciladores do novo conjunto teremos a susceptibilidade

dada por

" YW
= . 4.15
Xi(w) my[(w? — wi)? + wyi] (4.15)

A hipétese de osciladores nao-correlacionados pode ser trivialmente retomada com o
limite v, — 0, sendo 7 o coeficiente de amortecimento do k-ésimo oscilador do banho.
A forma funcional de (4.15) mostra um comportamento quase linear até a frequéncia
de corte Q, tal que Q < wy, depois da qual um pico centrado em wy é formado. Mais
consideragoes sobre essa fun¢do podem ser encontradas em [12].

A equagao (4.15) pode, portanto, ser linearizada com relagdo a w para estudarmos
o regime de tempos longos, ou seja, de baixas frequéncias comparadas a de corte 2.

Para essa condicao,

Xi(w) = f(k)w O(Q —w), (4.16)
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em que f(k) mZ’ZJ . Note que as escalas de tempo e comprimento ja encontram-

Q

se destacadamente separadas. A funcao (4.16) ja foi aplicada a outros problemas,
como por exemplo o de uma particula em um banho fermiénico [13]. Substituindo o

resultado acima em (4.13), encontramos

TD — > 2k*kpki f(k) cos k[z(t) — z(t')]6(t — 1), (4.17)

que substituido em (4.10) e integrado em ¢’ fornece

Mi(t) + (Z K kikif (k)) i(t) = F(t), (4.18)

em que tomamos o limite 2 — oco. A equagdo (4.18) permite-nos indentificar os
parametros do modelo com a constante de dissipagao da particula browniana, n, que

¢ um parametro fenomenolégico:

n="> krpk_f(k). (4.19)

k

No trabalho original [12] também é mostrado que a forga flutuante tem as pro-
priedades de (F'(t)) = 0e (F(t)F(t')) = 2nkgTé(t—t'), que podem ser obtidas usando
as propriedades de equilibrio dos osciladores (Ry(0)) = 0, (Ri(0) Ry (0)) = £2L.5_ ;. .

mkwﬁ

Vimos, assim, que o modelo aqui apresentado reproduz os resultados obtidos no
caso do acoplamento bilinear entre as coordenadas do sistema e do banho para uma
densidade espectral 6hmica, J(w) = nw.

Além disso, devido a modificacao da hipdtese discutida, teremos uma escala de
tempo (associada a Q') e uma escala de comprimento (associada k; '), como definida

mais adiante, que permitira o estudo do acoplamento efetivo entre as duas particulas.

4.2 Equacao de movimento para duas particulas

A lagrangeana (4.2) e o acoplamento Cy = kze*®

, mostrados na secao anterior,
tornam desnecesséria a presenca do contratermo. Com isso, a generalizagao do modelo

para duas particulas torna-se mais natural:
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1
L= _-Mi?+

2

§Ml’§ + 5 Z mk(RkR_k — leRkR—k)
k

SO + o) R+ (Culan) + Culaa)) R
k

l\D

As equagoes de movimento geradas por essa lagrangeana sao

M+ LY (60"“(“)& + ack(xl)R_k> ,
2 L 81'1

81‘1

| :
Miy+ =% <ac e22) oy aC’“(“)R_k>
2 & 8.@

afbg

mkR k—l—(C ($1)+C kx2)+ka k—O

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

Analogamente ao caso de uma particula, a ultima equacao é resolvida por trans-

formada de Laplace e substituida nas duas primeiras. A referéncia [12] traz esses

calculos mais detalhadamente, obtendo como resultado:

k‘/{kKk

M, + Z / cos k[a1 (t) — 1(¢)] coswy(t — t')a1 (')’

mkwk 0

+ Z (IS / cos k[z(t) — zo(t')] coswy(t — t')ao(t')dt!

mkwk 0

/C/ikli

smk [21(t) — 2o(t)] = Fi(t),

em que
1

F1 - 5

LD D
k
9

Oz

sin wyt

(O o 0)

Xk: ( k(1) Ric(0) + Ck(ah)];’,k(())) cos wyt

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

A equagao para a coordenada xo(t) pode ser obtida imediatamente substituindo-se 1

por 2 e vice-versa.
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Usando a susceptibilidade definida em (4.16) podemos resolver a soma em freqiiéncias

de modo semelhante ao usado na secao anterior e, entao,

] % cos k[z;(t)—x;(t")] coswy(t—t') = 2 zk: k2 ik f (k) cos klx;(t)—a; ()]0 (t—t")
(4.30)
5 B i ks (1) —a(0)] = 2 [ o 3 ke X k(1) af0)] (431)
MW m Jo % w
— 27? S ki f (k) sin k[z (t) — z2(2)]. (4.32)

Na secao anterior definimos o coeficiente de dissipacao 1 como funcao das pro-

priedades microscépicas do banho do modelo através da soma

n=> krr_rf (k). (4.33)
k

Se seguirmos o procedimento bastante conhecido de transformar a soma em uma
integral, podemos substituir >, — % J dk, sendo L a dimensao caracteristica do

sistema. Desse modo, podemos reescrever (4.33) como

< /[
n= (mkm_kf(k)> K2 dk. (4.34)
0o \27
Se chamarmos o termo entre parénteses na equagao acima de “n g(k)”, teremos a

informacao sobre a funcao g(k) escrita na forma

/0 T (kK2 dk = 1. (4.35)

Dentre todas as fungoes que se anulam no infinito obedecendo a relacao acima,

podemos escolher uma que nos é bem familiar, a saber,

g(k) = Ae F/ho, (4.36)

em que ko determina a escala de comprimentos do sistema e A = 1/(2k3) é uma
constante de normalizacdo definida por (4.35).
Fazendo uso dessas novas condigdes, podemos retornar em (4.30) e (4.32) e calcular

as somas:
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k2 kpk_g 1 Ar2k2
k t—t)=2n6(t—t' — 0 4.
g (0P eoselt =) = 20l )<<k3r2+1>2 @+ p) 0
k/ﬁklﬁfk . 297] T
kr = . 4.38
i (e (438)

Finalmente, as equacoes de movimento tornam-se

, : 1 A () = m(t)]PAG ;
M (t) +nia(t) +n ((k:g[xl(t) — 2P+ 12 (R (t) — 22 (D)2 + 1)3) 2(115)39)
200 @) -m® oo (4.40)

T (kg (t) — 22(0)2 +1)2

M) 20 1 T e ) e
S G e~ 0 442

F(t) = —; ai 3 (C ) Rel0) + Coai) o (0)) cos ot (4.43)

T (Coa(@) Fal0) + Culw) R4(0) S“;‘:’ft. (4.44)

E possivel obter uma interpretacao mais simples do efeito do reservatério sobre o
sistema de duas particulas se usarmos as variaveis do centro de massa e coordenada

relativa. Definimos
T+ o
2

q= e U= — T2 (4.45)

e obtemos as equacoes

Mie) +nie) — nfu(®i(0) + 2 s = R (@ao)
Mi(t) + i) + nlu(®]d = Fy(t). (1.47

o 1 LY
1001 = 17~ ) ) 49
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estamos definindo F,,(t) = Fi(t) — Fa(t) e F,(t) = (Fi(t) + Fa(t))/2.

As equagbes acima nos mostram um comportamento browniano para o centro de
massa, com um coeficiente de dissipagdo convencional, 7, e outro “anémalo”, n[u(t)],
dependente da coordenada relativa.

A coordenada relativa, por sua vez, apresenta um fendmeno novo. Além de sujeita
a uma dissipagao governada por 71 e nu(t)], surge um potencial efetivo, induzido pelo
banho, cuja derivada aparece na equacao de movimento. Mais explicitamente,

2Qn 1

Versthow) = =3 Gt + 1)

(4.49)

O potencial é atrativo e, no limite de curtas distancias, kgu << 1, reduz-se a um

potencial harmonico

Mw?  Muw?
Veps(kou << 1) = =0 4 2590,2(p), (4.50)
2k2 2
em que
402
wh = Lﬂ (4.51)

é a freqiiéncia de oscilacao, que depende do coeficiente de dissipacao n e da freqiiéncia
de corte 2. Mais detalhes sobre as propriedades das forgas flutuantes podem ser
encontradas em [12].

Resumidamente, estamos lidando com uma teoria em que as particulas brownianas
sofrem uma atracao mediada pelo banho bem como uma alteracao no coeficiente de
dissipacao associada a distancia entre elas. Cabe salientar que as duas principais
modificagoes aqui apresentadas foram o acoplamento exponencial nas coordenadas
das particulas, garantindo invariancia translacional, e a interagao entre os osciladores
do banho, capaz de intermediar uma interacao entre as particulas.

Acreditando que esse novo modelo reproduza de fato o comportamento de duas
particulas brownianas em um reservatério comum, vamos aplicd-lo a particulas quanticas,

descritas pelo operador densidade.
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Capitulo 5

Emaranhamento de duas particulas
em equilibrio térmico

Os principais resultados alcancados por nosso trabalho encontram-se neste capitulo.
O primeiro deles é o calculo da matriz densidade de duas particulas brownianas
quanticas em um mesmo reservatorio. O segundo é o comportamento do emaran-
hamento entre essas particulas. A motivacao para esse estudo foi detalhadamente
comentada no inicio do capitulo anterior.

A descricao da evolucao temporal dessas particulas quanticas ja foi estabelecida
[15]. Nesse mesmo trabalho, é calculada a evolugao temporal do emaranhamento entre
as duas particulas. Optamos por estudar a matriz densidade das duas particulas no
equilibrio termodinamico. Veremos que essa abordagem traz algumas modificagoes
com relagdo ao caso dinamico apresentado em [15]. O emaranhamento gerado pelo
banho foi calculado, portanto, em funcao da temperatura e do acoplamento das

particulas com o reservatorio.

5.1 Matriz densidade de duas particulas no equilibrio
térmico

Com o lagrangeano escrito em (4.21), podemos gerar o hamiltoniano total do

sistema composto pelas particulas e pelo reservatério, que chamaremos de H. Em
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termos desse hamiltoniano, temos a matriz densidade das particulas dada por

Ps = TT’R[ptotL (5-1)

em que

Ptot = Z_IS_BH, (52)

sendo Z a constante de normalizagio e 3 = (kgT)™!, kp ¢ a constante de Boltzman
e T, a temperatura.
Para estudar esse problema na representacao de posicao, procedemos de acordo

com a referéncia [8], a qual mostra que

umw>=[fpmvnaﬁﬂﬁﬂ, (5.3)

em que S¥[q(7)] é a agao euclideana, dada por

e
SEla(] = [ @la()] + Vig(r)ar, (5.4)

sendo T a energia cinética e V' a potencial do sistema.

Aplicando tais resultados ao nosso caso, encontramos

1 2

polon, s a2, B) = [ Dlga(r)]e ¥l o Flgy (7), 2(7)],

At

Dlar(7)] [

Y2

(5.5)
com S¥ sendo a agdo sobre o sistema isolado,
Flar(r), a(7)] = Trp [e k" Arscor (5.6)
e Hir = Hr + Hi[q:(7)] + H[g2(7)], tal que
1
Hilq =5 Y [C k(@) R + Ci(q1) R4, (5.7)
k
1
Hilg =5 Y [C_k(g2) R + Ci(g2) R (5.8)
k
‘ 2
1 PkP_ mkwk
= RiyR_y | . 5.9
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Analisemos a relagao (5.6). Definindo por p o operador cujo trago parcial resulta

em Fq1(7), q2(7)], temos

1 h8
p = exp (— H[R(T)d7'> : (5.10)
I Jo
que obedece a equacao
dp
— =—-H . 5.11
03 1r(B)p (5.11)

Assumindo que o reservatério é somente fracamente perturbado pelo sistema,
podemos desenvolver uma teoria de perturbacao dependente do tempo para tempo
imagindrio. Nesse caso, o hamiltoniano Hp sofrerda perturbagao de Hi[qr,qo] =
Hilg1(7)] + H[g2(7)]. A seguir mostraremos como a versao de interacao pode nos
ajudar a resolver esse problema.

Podemos escrever (5.11) como

d
P Hpp=—H, T p, (5.12)

dp
em que Z é a identidade. Multiplicando por e®#% pela esquerda e substituindo Z =

e*BHReﬁHR, temos

dg ~
— =—-H 5.13
de forma que
o = ePfrp (5.14)
e
H; = e e Plr, (5.15)

A equagao (5.13) pode ser formalmente resolvida com

=T exp <_711 /Ohﬁ I:II(T)dT> ) (5.16)

em que 1T representa o ordenamento temporal.
Voltando na equagao (5.6) e usando (5.14), percebemos que ela pode ser reescrita

como

Flq(7), 2(7)] = Trrlp] = Trele™"'tg)]. (5.17)
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Chamando de pr o operador densidade do reservatdrio em equilibrio, pr = exp[—FHg],

temos

Pl ()0 = Trm [on Tesw (3 [ (il + Flerar )| 5.8

que, até segunda ordem na perturbacao pode ser escrita como

Flau(7), g2(7)] = T [PR (1 - / Pdr + = / " ir /0 a7, H))} . (5.19)
em que
Y (1) = (Hiqu(7)] + Hi[g2(7)) e Z(r,7) =Y (r)Y (). (5.20)

Vamos simplificar nossa notacao definindo (A) = Trgr[prA]. Na equagao (5.19),
mais especificamente no termo Y(7), aparece o termo (H;). Se observarmos as

definigoes (5.7) e (5.8), vemos que

(Hp) = 5 D [C_i(By) + Cr(B_y)]. (5.21)

k

Mas, no equilibrio, (R;) = 0 Vk. Logo, temos (H;) = 0. Usando esse fato podemos

afirmar que F'[q;(7), ¢2(7)] pode ser obtido da expansao da exponencial a seguir

1 hp T
Flay(7), qa(7)] = exp [hQ /O dr /0 dr' (A + A+ A+ Az) |, (5.22)
em que
Ay = (Hilgs(r) Hilg; (7). (5.23)
Observe que para que valesse a igualdade (5.21) usamos implicitamente a pro-
priedade ciclica to traco. Isso permite que escrevamos tanto (H;) = (H;), como
acabamos de comentar, quanto (H;[qi(7)]Hrlq; (7)) = (Hilq:(7)|H1[g;(7")]). Por con-
seguinte, podemos reescrever os termos definidos em (5.23) como
Aij = (Hilqi () Hilg; (7)) (5.24)
De posse novamente das relagoes (5.7) e (5.8), podemos mostrar que
Z C (a5 (TR () R (7)) + Ci[qu(7)] O [q5 (7) (R (T) Ry (7))
4er
(5.25)
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+Clai(T)]C—wlq; (7)) [{ Bk (T) Bi (7')) + Cik[qi(7)] g (7 ) [( Bk (T) B (7)) (5.26)

A condicao de invariancia translacional do reservatorio impoe que
Rk(l’ + d)Ry(l’ + d) = €_i(k+k/)de<l’>Rk/ (l’) = Rk(l’)Rk/ (l’) (527)

Isso implica que somente termos em que k = —k’ devem ser nao-nulos na somatéria

acima. Com isso, reduzimos (5.26) a

Aij = 5 2 (Cila(M]Cilg; ()] + Culai(MIC4[a; (TN (Re(T) R-i(7)), - (5.28)

%
em que usamos (Rg(7)R_x(7")) = (R_i(7)Re(7)).
Na soma acima encontra-se o termo (Ry(7)R_i(7’)). Para tratd-lo precisamos

recorrer ao teorema de flutuagao-dissipacao. De acordo com [16],

fzw(t s)
(Ri(t)R_ / o X (@) T 5 (5.29)

com t e s sendo tempos reais, como ocorre no problema dinamico.

Consistentemente ao que fizemos na teoria de perturbacao para tempo imaginario,
podemos estudar o problema de equilibrio térmico tomando ¢t = —iT e s = —i7’, em
que 7 > 7’ e, portanto, 7 — 7’ = |7 — 7’|

Uma opgao para prosseguir com as contas é seguir os passos de [16]. No livro, a
fungao ®x(r — 7’), definida por ®x(7 — 7') = (Ri(7)R_(7")), é estendida no plano
complexo periodicamente em (7 — 7'), com periodo hf. Sendo periddica, a fungao é
expandida em série de Fourier e os coeficientes da série ficam definidos em termos de
Xr(w).

Apesar de padrao na literatura, tal procedimento s6 dificulta as contas. Em
primeiro lugar porque elas se alongam e em segundo porque é necessario voltar da
série para a funcao que a origina para estabelecer a comparacao com a teoria de uma
particula browniana.

Frente a isso, escolhemos tomar um outro caminho que prova-se igualmente valido,
como veremos. Esse novo caminho depende primordialmente da paridade da funcgao
Xi(w), a saber, xj(w) = —xj(—w). Essa propriedade é facilmente notada da relagao

(4.15).
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Temos que

/ o (@) 5 (5.30)
em que T = |1 — 7|
Assim,
efw?
Fazemos uma mudanca de variaveis na segunda integral, v = —w. Logo,

V o X ()~ _wm+/ dv (— )1—(2@%5] (5.32)

Como a variavel de integracao é muda, trocamos v por w novamente e ficamos com

wT

[/ dw . (w = —|—/ dw [— (_w)]wheﬁ;l]' (5.33)

Note que também trocamos a ordem da subtracao no denominador.

Evocando o fato de x”(w) ser impar, escrevemos

—w? ew?
[/ dw X1 ( < p—; + T 1)] . (5.34)

. _whB A :
Nos parénteses, podemos colocar o termo e~ 2 em evidéncia no denominador da

whp
primeira fragao e e2 no da segunda. Passando esses termos para os numeradores,

ganhamos um denominador comum e identificamos

( e o ) _coshfw (F-)] (5.35)

[ e sinh (hwﬁ)

De fato, a expansao em Fourier de ®;(7) com periodo /3, sendo

oo cosh |w (7 — 22
T PR Gl ey

N C (5.36)

gera os mesmos coeficientes encontrados em [16].
Com o resultado (5.36), podemos retornar em (5.22), com os A;; definidos por

(5.28). Aplicando a defini¢io Cy[z(7)] = Kpe™**(™ | ¢ facil mostrar que
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Pl = oo | [ ar [ SwnaEalrmte -] 60

em que definimos
2

=kl T = Z cos[k(qi(T) — q;(7"))]. (5.38)

ij=1
E bastante esclarecedor perceber que F[qi(7), ¢2(7)] pode ser separado em um

produto com trés termos, Fq1(7), q2(T)] = F} % Fy % Fjy, definidos por

F, =exp [}112 /Ohﬁ dr /OT dr’ ; Krk_ik[Aa Pr(m — 7], (5.39)
sendo
A1 = coslk(qi(T) — qi(7))], (5.40)
Ay = cos[k(qa(T) — q2(7"))] (5.41)
Aint = coslk(qu(7) = q2(7"))] + cos[k(q2(7) — au(7'))]. (5.42)

Dissemos que era esclarecedor porque F} e F, retomam o resultado de uma particula
browniana com acoplamento bilinear com o banho, como mostraremos.

Vamos supor que, do tempo 7 para o tempo 7', o movimento da particula foi tal
que as flutuacoes da trajetéria estejam restritas a uma regiao pequena comparada com
o comprimento caracterfstico do banho, ky'. Assim, fazemos [k(q1(7) — q:(7'))] << 1.
Portanto, expandimos o cosseno até segunda ordem: cos(z) ~ 1 — (z)?/2. O termo
de ordem zero sai da integral de caminho e seu célculo fica embutido na normalizagao
da matriz densidade.

Podemos, entdo, escrever (5.39) como
1 hb T / 2 / "N\2
Fy ~ exp —272/0 dT/O dr' S kpkk? Ol — )i (7) — i (F))2] . (5.43)
k
Substituimos (4.16) em (5.36) e ficamos com

F = exp [—27112 | Y ar [ (Zk: — f(k)) hK(TW_T/)(ql(T) —ql(T/))Q] ,
(5.44)
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ou seja, lembrando de (4.33),

1

Fi = exp [—% Om dr /0 " K(r— ) (qu(7) — qlw))?] , (5.45)

em que definimos

2
sinh (%)

cosh o (7~ )]

K(T—T')EZ/Odew (5.46)

De acordo com [16], o “funcional de influéncia” de uma particula no equilibrio

térmico é

E I 4 2
F=[q] = exp [—% ; dT/O dr’ Kw(r — ") (q(7) — q(7)) ] (5.47)
em que .
0o cosh |w (T — &
K (r — 1) = jr [ i) W -5)] (5.48)

sinh (%)

e J(w) = nwO(Q—w). Logo, Ky (r—7'") = K(1—7') e F¥[q] = F}, como comentamos.
Para trabalharmos com Fj,; devemos ser um pouco mais cautelosos. B precisa-

mente no calculo desse termo que surgem as principais diferencas do caso dinamico.

Retornemos a expressao de Fj,;:

1 hp T
Fit = exp [hg S [ dr [ dr D 0k = )|, (5.49)
. 0 0
em que A\ (7, 7') foi definido em (5.42). Além disso, como em (5.44), usaremos

K(T—T’).

Oyt — 1) = hf (k) (5.50)

Os termos que aparecem dentro dos cossenos em \;,; combinam as coordenadas
das particulas em tempos diferentes. Podemos até esperar que, no equilibrio, ¢; e
g2 fiquem préximos, dada a atracao entre elas. No entanto, isso s6 é verdade para
tempos iguais em ¢ e ¢o. Em outras palavras, podemos aproximar ¢;(7) & ¢2(7) e
@1 (7") = q2(7'), mas nunca q1(7) = q2(7') ou qo(7) = ¢1 (7).

A melhor forma de atacar esse problema ¢é nos inspirarmos na transformacao de

coordenadas feita no capitulo anterior, usada para facilitar a interpretacao das duas
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particulas brownianas em um reservatério comum. Nessa transformacao, passamos a
lidar com o centro de massa e a coordenada relativa das particulas.

Faremos aqui a transformacao inversa daquela que acabamos de comentar, que
nos fornece as coordenadas ¢;(2) em termos do centro de massa “¢” e da coordenada

relativa “¢”. Dada a defini¢ao (4.45), escrevemos

Q1:C+§ e (J2=C—§ (5.51)

Assim, reescrevemos A, (7, 7') como
it (T, 7") = cos [k <C(7') + {(27) — () + 5(;/)” (5.52)
+ cos [k (C(T) — 6(27) — () — 5(27—,))] : (5.53)

que rearranjando termos, pode ser escrita como

Nint (7, 7') = cos [l{: ((C(T) — () + <W>>] (5.54)

+oxlk<@@q_wxf»-(ﬂfy;5“”>>]. (5.55)

Mas, cos(A + B) + cos(A — B) = 2cos Acos B. Logo,

Nint (T, 7') = 2 cos [k (C(7) — ¢(7))] cos[k O(T, 7], (5.56)

em que definimos

9@J35<aﬂzﬂﬂ». (5.57)

Nesse ponto precisamos proceder analogamente ao que fizemos em Fj e Fy. Pode-
mos enxergar ((7) como sendo a coordenada de uma particula, que, por nao flu-
tuar muito em relagdo ao comprimento caracteristico do sistema, obedece a k|((7) —
¢(7")] << 1. Observe que a subtragao é essencial na aproximagcao acima, dado que
consideramos ((7) ~ ((7’) e nao ((7) =~ 0. Isso justifica a impossibilidade de tomar
um caminho semelhante com a variavel “k 6(7,7")”.

Portanto, obtemos
k2

Nint(T,7') = 2 (1 — ?[C(T) — C(T')P) coslk 0(7,7")] (5.58)
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e, usando (5.50), podemos escrever (5.49) como

Fmt:exp[ / dT/ dr' (ZW o f () it (7 )]) K(T—T')]. (5.59)

O termo entre parénteses é tal que

<Z/<;kf€ kS (B) [Nins (7, )]) = P(r,7) + Q(7,7), (5.60)

definidos por
) =2 kpkiif(k) coslk 6(t,7)] (5.61)

k

)= — an/ﬁ wf (k)k? coslk O(T, 7). (5.62)

Podemos calcular as somas em P(7,7') e Q(7,7') transformando-as em integrais,
como fizemos no capitulo anterior. Com isso, ganharemos uma interpretagao muito
clara desses termos.

A soma escrita em P(7,7') possui a mesma estrutura de (4.37), assumindo que a

LL 7

integral em ja tenho sido resolvida. Portanto, ¢ imediato reescrever

1
zk:/ikl{_kf(k?) coslk r] = 22(2) [Mm] (5.63)
e, portanto,
P(r,7) = —% Vi s (kof(7, 7)), (5.64)

dado V. ss(x) definido em (4.49).
A soma contida em Q(7,7’) ndo aparece no caso dinamico, mas pode ser resolvida

com 0 mesmo método:

> knkop f (k)k? cos[k 0(7, 7)) = /OOO (imk/ﬁ_kf(k‘)k‘?) coslk O(r,7")] =  (5.65)
_ 22;3 /0 T dk K2R coslk 0(r, )], (5.66)

dado g(k) definido em (4.36).
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Essa integral pode ser resolvida analiticamente e resulta em

/ dk ke %o coslk (T, 7)] =n [(;ll _i__?]io 9(( )))2))3] : (5.67)

N 1 —3(ko 0(7,7))?
Q(r,7') = —n [(1 ko O(r. T,))Z)S] : (5.68)

No capitulo anterior definimos uma dissipacao “anémala”, n[u(t)], dada por

263

Assim temos

_ 1 4u® (t) k2
e} = ((k‘%u?(t) TP e - 1>3> ‘ (5:69)

Simplificando a equagao acima vemos que, surpreendentemente,

Q(r, ") = —nlb(r,7')]. (5.70)
Dados P(7,7") em (5.64) e Q(7,7') em (5.70), voltamos em (5.59) e obtemos

T hp T
Fipy — ——/d/d’K—’Ve ko O(7, 7" 5.71
e | [ [[arRG =AW e

X exp l— /hﬁ ar [ arnlo(r K (r = T)(C(r) g(#))?} . (5.72)

Para deixar a matriz densidade numa descrigao coerente, vamos escrever os termos
Fy, Fy, Solq1] e Solge] em termos de “¢” e “€”. Esse passo nao apresenta grande desafio
e serd omitido. O resultado final da matriz densidade de duas particulas em equilibrio

térmico em um reservatério comum é entao dado por

plr Gt u8) = [ D) [ Dleess [-18.] . (573
em que
Seff = /Ohﬁ dr [mCQ + Tﬁz} + T (574)
e r=2 ["ar ["armlotr 7K - P)C) - ) (5.75)
; ,
—|—/ dT/ dr' K (1 —7)(¢(7) — ¢(7)*+ (5.76)
—1—779/0 dr/o dr' K (1 — 7")\Wepsl0(r, 7')]+ (5.77)
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o Y | dr K (= 7)) - €72, (5.78)
4 Jo 0

Se compararmos o resultado acima com a matriz densidade de uma particula
browniana em equilibrio térmico, podemos fazer a interpretacao a seguir.

A particula de coordenada “C(7)” encontra-se livre de um potencial externo e
sente uma dissipacao convencional governada pela constante 7, embutida em K (7, 7’),
como vemos do primeiro termo em I'. Além disso, ela também sofre uma dissipacao
“anomala”, governada pela fungao (n[6]/n), como pode ser visto do segundo termo
em I

A outra particula, de coordenada “£(7)”, aparece sujeita a um potencial efe-
tivo Visf[f], como vemos do terceiro termo em I'. O ultimo termo em I' indica a
acao de uma dissipacao convencional, cuja constante também estd relacionada a 7.
Cabe ressaltar que o potencial efetivo aparece dentro de uma integral, multiplicado
pelo nicleo K (7 — 7'). O significado disso é que essa idéia de um potencial gerado
pelo banho mantém-se consistente, visto que o mesmo sofre flutuagoes induzidas por
K (1 — 7'). Uma interacao artificial colocada a priori no modelo, como feito em [17]
através de “m ciox1x5”, obviamente mostraria-se presente na matriz densidade e cor-
relacionaria as particulas, mas nao representaria um efeito do meio, ao contrario do
que é aparentemente sugerido no trabalho citado.

A matriz densidade escrita em (5.73) contém todos os elementos relevantes da
teoria browniana de duas particulas e mostra-se bastante consistente em descrever esse
sistema quantico no equilibrio. Contudo, o resultado encontra-se escrito em termos de
integrais de Feynman. Para resolve-las, precisamos de algumas aproximacoes, uma vez
que nao podemos integrar analiticamente exponenciais de agoes cujos lagrangeanos
envolvam poténcias em ¢ e ¢ diferentes de 0, 1 ou 2.

Tais aproximagoes serao fundamentadas no comportamento esperado do sistema
de duas particulas brownianas. E natural esperar que a interacao efetiva entre as
particulas aproxime-as. Até alcancar o equilibrio, espera-se que a distancia entre elas
va diminuindo e, ao longo do movimento, elas vao sentindo um atrito gerado pelo
meio e, com isso, perdendo energia. Até que, enfim, elas fiquem em um regime em
que o potencial efetivo seja harmonico e que as flutuagoes que déem energia para as

particulas seja comparavel as que retirem energia das mesmas.
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Visto isso e levando em consideracao que a dissipagao anomala até segunda ordem
é n[d] ~ n[1 — 6(ky 0)?], podemos assumir que, no equilibrio, somente o regime de
particulas muito proximas e, portanto, de dissipacao o6hmica, seja relevante. Em
outras palavras, vamos considerar |ko&(7)| << 1 e, assim, poderemos desacoplar ()
de &(7), de modo que a primeira seja uma particula browniana livre e a segunda, um
oscilador harmonico dissipativo, ambas no equilibrio térmico.

Toda essa argumentacao traduz-se nas equagoes da forma

em que )
pc65.6.8) = [ Dicr exp 550 (550)
) & Lop2
peleg ) = [ Dletr)]exp |55 (581)
Nas equacoes acima, definimos
hB . T
Sgc}f = /0 [mCQ + 2/0 dr'K(r — 7)(¢(1) — C(T’))2] dr (5.82)
e y
. 1 r7
sz [ |56+ Tute x| [k - 7)) - dr (5.89)

com w? = 22 como em (4.51).
mm
Lembrando que uma particula livre pode ser tratada como um oscilador harmonico
de freqiiéncia nula, tudo que precisamos fazer é conhecer a solucao do problema de
um oscilador harmonico quantico dissipativo. A referida solucao pode ser encontrada

na literatura [16], [18]. Explicitamente,

(¢, ) = {alple’) = Lot ap = Ly (550
plx,z") = (z|p|z’) = C exp —8<q2>x+x —2h2(x—x , .84)
em que
2hry oo h
(@) = mi;/ 0 ((w% — wQ)CL; + 4720.12) coth <gﬁ> du (5:85)
e
2mhry [0 3 h
b =2 ((wg - w;;; - 47%2) coth (‘;5> du, (5.86)

tal que v = n/(2m) e C' ¢ uma constante de normalizagao.
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Para a coordenada (, teremos

wg=0, m¢=2M e =4y (5.87)
e para &, o) o
n n
wg = e Me=ooe M=o (5.88)

2

As constantes acima, quando aplicadas a (5.85) e (5.86), estabelecem o significado do

que definimos como (), (p7), (¢¢) e (pz). Com isso,

1 (p?)
i»8)=C —— 02— S5 (Cr— G)? 5.89
pc(Cr, Gy B) = C¢ exp [ S (G +G)" = 52 (G = G) (5.89)
¢ 2
pe(&r, 6 B) = Ce exp _L(ff +&)? — @@f —&)?| . (5.90)
8(qz) 2h°
Finalmente obtemos a solucao final do nosso problema nas variaveis originais, ¢
€ {2,
ps(T1, T2 Y1, Yo, B) = (21 T2|pslyr y2) = Occge_f(xl’m’yl’”)a (5.91)
sendo
— Yo+ a1 —29)%  (DF
(w1, m0,01,92) = : y28<q§>1 2) + <2h£2> (Y1 — Y2 — 21 + I2)2+ (5.92)
(1 4 Y2 + o1 + 22)? <p§> 2
— T — 5.93
+ 32<q?> + 8h2 (yl + y2 Z1 x2) I ( )

com x; e y; definidos em (5.5).
De posse da solugao da matriz densidade de duas particulas brownianas em equilibrio
térmico com o reservatorio, estamos aptos a calcular o emaranhamento entre elas como

funcao da temperatura. Esse é o assunto da préxima secao.

5.2 Negatividade Logaritimica em funcao da tem-
peratura

No primeiro capitulo definimos a negatividade logaritimica, Exr. Mostramos como
usar essa grandeza para medir o emaranhamento em estados gaussianos. Em partic-

ular, uma expressao analitica foi apresentada para estados gaussianos de dois modos.
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A referida expressao depende da matriz de covariancia do sistema de duas particulas

o, que pode ser encontrada a partir da funcao caracteristica
(5.94)

1
[—QX o XT

W(X) = exp

em que X = (q1,p1, ¢2, p2)-
Em termos do operador densidade do sistema, ps,podemos encontrar a funcao
(5.95)

W(X) através de
W(X) = / e T <F % ps |7+ >dr1dr2
O elemento de matriz a ser integrado em (5.95) pode ser reescrito como
<F— g ps |7+ g> = (a bps|c d), (5.96)
definidos por
azrl—ﬂ bET‘Q—@ (5.97)
2’ 27
czrl—l—%, d—?"g—l—% (5.98)

Observando a segunda igualdade na expressao (5.91) ¢ imediato notar que basta
substituir 1 = a, xo = b, y1 = c e ys = d. Efetuando tal substituicao e simplificando

(5.99)

os termos chegamos em
<F— % ps [P+ g> = Cle exp|— 1),
com (@)
~ 1 9 q
— _ 4 — + 5.100
f 2D (r1 —72) onZ (@1 — 2)* (5.100)
+ 12 (r1 +72)* + i 22> (@1 + g2)* (5.101)
8(q¢) 8h
Dadas as expressoes (5.99) e (5.101), podemos realizar a integragao em (5.95). Por
consistir em integrais gaussianas, somente o resultado sera apresentado
- s
W(X) = Cege———= X exp|K 5.102
( ) 5(@ p[ ] ( )
o ) )
__ \Pg 2 \P¢/
K=——"5(q1 — + 5.103
oK2 (1 — )" — ‘K2 (@1 + g2)* ( )
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i B) 0 +13)AB (b1 (A= B)+p> (A+ B))", (5.104)

em que definimos

1 _ 1
) e B= P (5.105)

Podemos escrever a matriz de covariancia o comparando as exponenciais em

(5.102) e (5.94). Assim,

A=

—;X o XT =K, (5.106)
ou seja,
2 2
P P
X o XT = <h§> (01— )" + <47;2>(Q1 +2)"+ (5.107)
ri 1 2
A-B A+ B))2 5.108
+2(A+B)+8(A+B)A3(pl( ) +p2 (A+ B)) (5.108)

Identificando cada um dos termos da multiplicacao matricial com os do lado direito

da expressao acima, podemos concluir que a matriz de covariancia é dada por

R 0 S O
0 Z 0 T
°=1g 0 Rr ol (5.109)
0O T 0 Z
em que definimos
(p2)  (pd) (pg)  (P¥)
==+ =" == — — 11
B <4h2 o) =l ) (5.110)
(A+ B) (A—B)
Z = T=—-. 11
8AB 8AB (5.111)

Novamente estamos assumindo A = 1/(2(¢?)) e B = 1/(8(q7)).
Obtido o resultado da matriz de covariancia, podemos aplicar os métodos apre-

sentados no primeiro capitulo e calcular a negatividade logaritimica, Exr[ps], dada

por
Exlps] = max][0, —Inv_], (5.112)
em que
202 = A — /A2 — 4deto (5.113)
€

A = deta + det § — 2det , (5.114)
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sendo «, B e v matrizes 2 x 2 tais que

a:<$‘T 7). (5.115)

Em termos das varidveis definidas em (5.111),

7. =[(R+S)(Z-T)-. (5.116)
Isso significa que
v = @E;@. (5.117)
Logo, o emaranhamento ¢ dado por
Ex[ps) = max l(), —;ln <<pi>ff§§>>1 . (5.118)

Antes de estudar com mais detalhes a equagdo (5.118), vamos deixar escrito
também um outro resultado bastante pertinente ao estudo de sistemas quanticos
abertos: a pureza da matriz densidade, pu. Essa grandeza pode ser calculada [5]

por intermédio de

1
=Trp? = : 5.119
2 [ps] m ( )
E facil mostrar que
h2
= (5.120)

VB (@) () (a)
Vamos agora substituir os parametros do nosso modelo no calculo de v_ para

observar o comportamento da negatividade logaritimica como fun¢ao da temperatura

do sistema. Para tal, mostra-se necessario o esclarecimento de dois pontos.
Primeiramente, usando as constantes definidas em (5.87) e (5.88) pode-se mostrar

sem dificuldades que

4
wy = =70 (5.121)
s
e, portanto,
¢ Wo
— . 5.122
Y (5.122)

Em segundo lugar, precisamos de analisar com mais cuidado o calculo de <pg>

Para sermos consistentes com a aproximacao do regime de particulas muito préximas,
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no qual as coordenadas ( e & desacoplam-se, é necessario reanalizarmos os limites
de integracao em (5.86). Nesse regime, temos &(7) funcionando como um oscilador
harmonico, o que o que estabelece uma freqiiéncia de corte para a validade da aprox-
imagcao, a qual pode ser superestimada por €. Desse modo, admitiremos a partir

daqui que
3

Q w hBw
2
_ th | — | dw. 5.123
<pC> OC/O <w4+4’y§w2> o < 9 > w ( )
Podemos colocar a expressao para r_ dependente das variaveis adimensionais

definidas por
ksT
r=X ¢ A= (B ) . (5.124)
Wo Ll

Pode-se mostrar que essa expressao é dada por

3 2 oo u coth(u/2) (VA/T) u? coth(u/2)
2= a2 / / —_— . 125
e [ 0o (1—r2Au?)? + rtAu? du 0 Aut + 4u? du (5.125)

Na igualdade acima, as variaveis de integracao também sao adimensionais, u =

(hw)/(kT). Para reescrever o limite superior da segunda integral, usamos (5.122).
Plotaremos a seguir o limite de baixas temperaturas (0 < A < 1) e de sub-

amortecimento (0 < r < 1) para a negatividade logaritimica, Exr[ps] = maz[0, —InD_].

<
|~

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 5.1: Negatividade Logaritimica Ey em fungao da temperatura parametrizada
por A
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A figura acima mostra que o emaranhamento entre as particulas diminui com o
aumento da temperatura do sistema. Esse decaimento é mondétono, dado que nenhum
termo oscilatério encontra-se nas expressoes. Observe que a origem do grafico acima
¢ (0.1,1.0) e nao (0,0).

Note que o linha tracejada decai mais rapidamente que a linha continua. Esse
comportamento é o esperado, dado que quanto maior o acoplamento com o reser-
vatorio, menos robustas devem ser as propriedades quanticas do sistema, como o

emaranhamento. Tal acoplamento é quantificado por v, e parametrizado por 7.
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Conclusoes

A partir das andlises feitas para uma particula, percebemos que a perda de
coeréncia na superposicao de dois pacotes gaussianos esta diretamente relacionada
com o surgimento de emaranhamento entre o sistema e o reservatério.

A baixas temperaturas e dissipacao fraca, o tempo caracteristico desses fenomenos
6Tt = (Nv)~!, em que N estd relacionado & distancia inicial entre os pacotes. Nesse
mesmo regime, vimos que é possivel estimar o tempo de decoeréncia interna do pacote
gaussiano como sendo da ordem de v~ 1.

Nossa intencao inicial era descobrir as condigoes para surgimento de emaran-
hamento em um sistema quantico nao-isolado de dois corpos. Essa questao foi re-
spondida a partir do estudo do modelo para duas particulas brownianas. No modelo,
diferentemente do caso de uma particula, é necessério levar em consideracao uma es-
cala de comprimento. Com isso, acaba surgindo naturalmente uma interacao efetiva
entre os corpos quanticos, mediada pelo banho.

Alcancamos resultados que mostram que tal interacao é capaz de gerar nao-
separabilidade na matriz densidade das duas particulas. O emaranhamento no equilibrio
térmico foi estudado em funcao da temperatura e do acoplamento com o reservatério.
Como esperado, tanto o aumento da temperatura quanto o do acoplamento acentuam

a queda do emaranhamento.
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Apeéendice A

Resultados dos calculos do T r[p%]

Por clareza e completeza, deixaremos registrados os principais resultados das con-
tas realizadas para o capitulo 3.

Abaixo estao os resultados de Tr[p2], Trlp1ps], Tr[p1pmt) € Tr[p2,]:

.1 (24 40212 RPw? O\

Tr(py] = F(t) (h + "2 B 4N20‘2(t)> ) (A1)
Tr(ps ) = Tr(pf] exp [—4]50@ - (oorR) | s - 1| 2| 4
Trlp1pine] = Tr[pt)(exp —é)(eXp[A(t)] +exp[A*(1))), (A.3)

em que A*(t) é o conjugado de
Alt) = 16;27;2@ [;Kl + 4;} (A4)
Tr{p,) = 20r(pf) exp = [1 + exp(=2g(¢))], (A.5)

em que
_ h? RW?(20 (1) Tr[p7]) 2

90 = SNt ) T 26N et (4.6)

Nas fungoes acima estamos usando as defini¢oes
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~ 20°K3(t) + hCi(t)

20°(t)

N2(1)
¢ 2
40°LK, B
W =W(t) 72 5

(A7)

(A.8)

Com excecao de z e o, todas as outras varidaveis sao fungoes do tempo e ja foram

definidas ao longo do texto, capitulo 3.

Para conseguir plotar as fungdes A(t), B(t) e C(t), também foram necessarias

algumas aproximagoes. O regime considerado no artigo [9] na segdo de baixas tem-

peraturas e limite de dissipacao fraca faz com que possamos escrever

M~y 20

T4 1-200
My 20e72*°
T4 1-2a0

(1+p%(0)),

(1+p*(0))

M~y 40e=2?
B(0) ~ 1= 2a0(1 +1°(9)),

(A.11)

em que p*(A) = (a + Scoth(S6))?, S = w/wy. Nesse mesmo regime é considerado

a<<l,0>>1le(af)<<l.
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