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Resumo

Nesta dissertacao, analisamos o efeito dos graus de liberdade internos de
um objeto na dinamica do seu centro de massa visando a determinar sua
relevancia para processos de descoeréncia em experimentos de fenda dupla.
Mostramos que esses graus de liberdade se acoplam ao centro de massa na
presenca de um potencial que quebra a invariancia translacional do sistema,
e assim fazendo, funcionam como um ambiente que evolui em conjunto com
o centro de massa do objeto.

Utilizando uma abordagem de espalhamento, calculamos o operador den-
sidade do sistema composto de centro de massa e coordenadas relativas na
aproximacao de Born para espalhamentos elasticos. Argumentamos como
esse operador densidade nos d4 informacao sobre os processos ineldsticos e
concluimos que, dentro da aproximacao de Born, limitagoes geométricas im-
pedem que os graus de liberdade internos do objeto atuem como um fator

relevante para a descoeréncia.



Abstract

In this work, we analyze the effect of an object’s internal degrees of fre-
edom on its center of mass dynamics in order to determine its relevance to
decoherence processes in double slit experiments. We show that these de-
grees of freedom couple to the center of mass in the presence of a potential
that breaks the translational invariance of the system, and in so doing, act
as an environment that evolves together with the object’s center of mass.

Using a scattering approach, we compute the density operator of the
system composed of its center of mass and relative coordinates, in the Born
approximation, for elastic scattering. We argue how this density operator
gives us information about inelastic processes and conclude that, within the
Born approximation, geometric constraints prevent the internal degrees of

freedom from acting as a relevant factor for decoherence.
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Capitulo 1

Introducao

A interpretacao da mecanica quantica sempre foi um tema de extrema
controvérsia [1, 2, 3]. Essa controvérsia estd fortemente ligada ao fato de
que, na teoria quantica, medidas de uma mesma grandeza efetuadas sobre
dois sistemas idénticos fornecerao resultados bem definidos, porém, em geral,
diferentes. Apenas a probabilidade de obtencao de cada resultado é passivel
de predicao pela mecanica quantica, entretanto, quando medimos uma gran-
deza, obtemos um resultado bem definido. Mais do que isso, o processo de
medida atribui um valor a grandeza medida, alterando o estado do sistema.
Esse processo é comumente denominado colapso da funcao de onda [4, 5].

Vé-se que o papel da medida é transpor um sistema de um estado quantico
para um estado “classico”, ou seja, transformar a informacao probabilistica
contida na funcao de onda em uma informacao deterministica a respeito
da grandeza medida. Porém, o que caracteriza uma medida? Que processos
fisicos sao responsaveis pelo colapso da funcao de onda? A mecanica quantica
pode descrever esse colapso? Afinal, a fisica cldssica é uma aproximacao da
fisica quantica? Como se d& a transicao do mundo quantico para o mundo
classico? A resposta para todas essas perguntas é: Nao sabemos.

Independente da resposta para tais questoes, existe um fenomeno inerente

a mecanica quantica, conhecido como descoeréncia [5 - 9], que nos permite
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dar um passo na direcao do aparecimento do mundo classico. Descoeréncia
¢ o mecanismo pelo qual um sistema quantico interage com o meio ao seu
redor de forma a suprimir os efeitos de interferéncia dando a impressao de
um colapso da funcao de onda. A semelhanca entre sistemas quanticos com
efeitos de descoeréncia e sistemas classicos é, quase sempre, tao grande que
muitos fisicos acreditam ser ela a tnica responsavel pelo aparecimento do
mundo classico e que nao ha um colapso real da funcao de onda. Contudo,
essa nao ¢ uma visao consensual do assunto [5, 10| e a teoria de descoeréncia
nao depende dela, portanto, nao iremos nos preocupar com esse tipo de
interpretacao nesta dissertacao.

O esquema geral da teoria de descoeréncia consiste em considerar um
sistema quantico do qual apenas um subsistema de interesse sera observado.
Em geral este interage com o subsistema restante, que representa o ambiente,
de forma que suas relacoes de fase sao distribuidas por todo o sistema. As
relagoes de fase sao responsaveis pelos processos de interferéncia quantica
e sua distribuicao por um sistema maior acaba por suprimir a interferéncia
dentro das componentes que representam o subsistema de interesse.

As caracteristicas detalhadas do processo de descoeréncia dependem das
particularidades do ambiente e da forma como este interage com o subsis-
tema de interesse. Essas mintucias podem ser obtidas por uma abordagem
direta ou fenomenolégica. No primeiro caso, parte-se de um modelo mi-
croscopico do sistema quantico completo e entao isola-se as componentes do
subsistema de interesse, enquanto no segundo, sabe-se o comportamento do
subsistema de interesse, e a partir deste, modela-se o ambiente e a interacao
entre os dois. Em geral, a abordagem direta é muito dificil de tratar e mode-
los fenomenoldgicos costumam ser mais bem sucedidos. Além disso, modelos
fenomenoldgicos muitas vezes podem ser justificados como aproximacoes dos
modelos microscépicos.

Um dos experimentos, se nao o experimento, que mais realca o fenémeno

de interferéncia quantica é o experimento de fenda dupla. O experimento
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consiste em disparar um feixe de particulas através de um anteparo com
duas fendas estreitas e observar as posicoes de impacto das particulas num
segundo anteparo solido atras do primeiro. As relacoes de fase aqui sao dadas
em funcgao das diferencas de caminho tomado pelas particulas e dai surge um
termo de interferéncia que é observado como um padrao de faixas populadas
e vazias alternadas no segundo anteparo.

O padrao de interferéncia formado no experimento de fenda dupla é o
resultado de uma medida da posicao das particulas apds a passagem pelo
primeiro anteparo. Nesse caso o subsistema observado é o centro de massa
das particulas. Muitos elementos desse experimento podem levar a supressao
do padrao de interferéncia ao ampliar o sistema considerado. Se incluirmos
o primeiro anteparo como parte do sistema quantico, por exemplo, veremos
que flutuagoes em sua posicao reduzirao o contraste das faixas formadas
assim como a interacao entre as particulas e o anteparo, que causara um
emaranhamento entre os caminhos tomados pelas particulas e o momento
do anteparo. Raios césmicos, atmosfera [11] e radiacao [12, 13], presentes
entre os anteparos, também agiriam como um ambiente que interage com
o subsistema de interesse (os centros de massa) suprimindo o padrdao de
interferéncia. Além disso, existem caracteristicas intrinsecas do objeto, como
a radiagao que ele emite [14] e sua estrutura interna [15], que também formam
um subsistema, em geral nao observado, que interage com o centro de massa
causando descoeréncia. Todos esses elementos dao origem, espontaneamente,
a um aparente colapso da fungao de onda.

A tnica forma de reduzir esses efeitos € evitar a interacao entre o ambiente
e o subsistema de interesse, reduzindo o acoplamento entre eles ou simples-
mente eliminando o ambiente. Modificagoes do aparato experimental, por
exemplo, poderiam reduzir a perda de coeréncia limitando as flutuagoes do
anteparo e melhorando o vacuo. Entretanto, as caracteristicas intrinsecas
de um objeto sao fatores incontornaveis para a descoeréncia e talvez repre-
sentem a maior restricdo para a realizacao de interferéncia com particulas

macroscdpicas.
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Nesta dissertagao consideraremos os efeitos de descoeréncia num expe-
rimento de fenda dupla provenientes do acoplamento entre os graus de li-
berdade internos de uma particula e seu centro de massa. No Capitulo 2
partiremos de um sistema genérico de N particulas sob a acao de um po-
tencial fixo no espaco. Mostraremos como esse potencial acopla o centro de
massa aos graus de liberdade internos e desenvolveremos uma prescri¢ao para
tratar o problema como um espalhamento efetivo do centro de massa.

No Capitulo 3 utilizaremos uma abordagem fenomenolégica a partir do
modelo Caldeira-Leggett [16, 17, 18] com acoplamento bi-linear, para obter
uma hamiltoniana que acopla o centro de massa aos graus de liberdade inter-
nos através de um potencial fixo no espago. Utilizaremos entao a prescri¢ao
feita no Capitulo 2 para escrever a fungao de onda do sistema.

A seguir, no Capitulo 4, faremos algumas aproximagoes e tomaremos o
trago parcial sobre as varidveis internas. Resolveremos os termos elasticos
e mostraremos que ele se reduz a um problema de espalhamento por um
potencial efetivo em que a estrutura do objeto é representada por um tnico
parametro.

Esse parametro funciona como uma largura térmica que aumenta a lar-
gura efetiva do potencial e serda determinado em funcao de caracteristicas
macroscopicas do objeto, modelando os graus de liberdade internos como
fonons actsticos, no Capitulo 5.

Por fim, no Capitulo 6, utilizaremos o formalismo desenvolvido num exem-
plo de potencial equivalente a uma fenda dupla. Mostraremos entao que papel

os graus de liberdade internos desempenham numa situacao deste tipo.



Capitulo 2

Modelo

2.1 Hamiltoniana

Para comecar, precisamos definir o nosso problema matematicamente.
Para isso vamos modelar uma hamiltoniana que sera nosso ponto de partida.
Consideraremos um objeto formado por N particulas sujeitas a um potencial
interno f ({r,}), que as liga, e a um potencial externo V' (r), fixo no espaco.

Podemos escrever a hamiltoniana de forma bastante geral como:

H= 2% +3V (ra) + f ({ra)) (2.1)

onde 7, representa a posi¢ao da a-ésima particula, de massa m,, € p, seu
momento conjugado.

Nao conhecemos o potencial interno exato do problema, mas sabemos que
este potencial deve manter as particulas ligadas e, portanto, assumiremos que
existe uma posicao de equilibrio estavel para cada particula. Supondo que as
particulas nao tém energia suficiente para se afastar substancialmente dessas
posicoes de equilibrio, expandiremos o potencial ao redor das mesmas. Como

estamos expandindo ao redor de um ponto de equilibrio, o primeiro termo
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nao nulo, exceto por uma constante que nao afeta a dinamica do sistema, é
quadratico em r,. Para simplificar as coisas definimos novas coordenadas de
deslocamento em relacdo as posigoes de equilibrio: p, = r, — 2. Se esco-
lhermos o sistema de coordenadas com origem no centro de massa do objeto
e em rotagdo com o mesmo, o momento conjugado a p, é p,. Ignoraremos
os termos resultantes da escolha de um referencial nao inercial que dariam
origem a forgas centrifugas e de Coriolis, assumindo que esses termos sao

muito pequenos se o objeto é semi-rigido. Temos entao:

f{ra}) =~

3paapﬁ (P, }={0}

Z ' o
Z b0 03,5/ (2.2)

b
23

onde os indices latinos representam as componentes cartesianas dos vetores
e na ultima igualdade apenas definimos a matriz ) a partir da hessiana de
Por ora, esquecamos do potencial externo e diagonalizemos a hamiltoni-

ana restante. Para isso faremos a seguinte transformacao de coordenadas:

N 3
ZZ \l U(a ’L)(Bj nﬂ’ pa - r\ [ az) ?-])ﬂ-ﬂ (2 3)
p=1 j=1 ,8 1 j=1

onde pp passa a ser a nova massa da (-ésima particula e escolhemos uma

matriz U tal que:

N 3
Z Z U(Oé,l)(ﬁ,j)U(O(,l)(’y,k) = 55)75.7"]47 (24>
a=1 =1
N 3
Z Z Utei) (3.0 i) 3. VB ) = Wiy oy Oy A0k (2.5)

a,B=11,7=1
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Obtemos entao a seguinte hamiltoniana:

N 3 L
+ Z Z Naw?a,i)ng

a=1 i=1

N N 3
+ YV <rg +Y Y, /%UQ (ﬁ,jmg> (2.6)

a=1 p=1 j=1

N
H- Yl

24t

—_

onde U, (3,5 ¢ um vetor de componentes U q,i)(3,5)-

Pode-se mostrar pela invariancia de f por rotagoes e translagoes que 6 (ou
5, se o objeto for linear) dos 3NN valores de W(a,i) sao nulos. Eles representam
os graus de liberdade de translagao e rotacao do objeto. Diremos que esses sao
graus de liberdade macroscopicos do objeto. Nesta dissertacao ignoraremos
solenemente as rotagoes. Seus efeitos sao relevantes [15], porém podem ser
tratados separadamente na aproximacao harmonica, pois nao hé acoplamento
entre rotacao e vibragao.

Ignorando entao 3 graus de liberdade, redefiniremos as nossas variaveis

da seguinte forma:

ny=R, ax=P, ux=M=) ms, wuy=0,

a=1

a<N-2 & X(a,i) = X(Zl = Xa+(N—2)(i—l) (27)

onde R e P sao, respectivamente, a coordenada e o momento linear do centro

de massa. Substituindo na hamiltoniana temos:

p2  3N-6 3N-6 4

H = W+a —+Z S Howarl

M ' 3N 6
+ Z %4 (Tg + Z A / m—Ua (N,j)R] A / Uozﬂﬂﬁ) 2 8)
a=1 j=1 a
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A partir dessa hamiltoniana podemos tirar algumas conclusoes. A pre-
senca de um potencial fixo no espaco quebra a invariancia translacional do
sistema, acoplando o centro de massa aos graus de liberdade internos. En-
tretanto, esse acoplamento nao ocorrerda se o potencial for linear, ou seja,
se a forca aplicada for constante, pois esse tipo de potencial nao quebra a
invariancia translacional. Se o potencial for harmonico, também nao havera
acoplamento desde que as massas de todas as particulas sejam iguais. Isso
pode ser mostrado através da unitariedade da matriz U (eq. (2.4)) e ocorre
devido a aproximacao harmonica do potencial interno. Além disso, os graus
de vibracao devem obedecer as chamadas condigoes de Eckart [19], que re-
presentam a escolha de um sistema de coordenadas com origem no centro
de massa e girando com o objeto na aproximacao harmonica do potencial
interno. A partir disso pode-se mostrar que um acoplamento linear nas co-
ordenadas internas é impossivel para particulas de massas iguais.

Estamos considerando um objeto semi-rigido, portanto, a nao existéncia
de um acoplamento linear nas coordenadas internas implica um acoplamento
efetivo mais fraco. Isso mostra que podemos explorar simetrias para diminuir
o efeito dos graus de liberdade internos na dinamica do centro de massa.
Assim poderia se preservar a coeréncia do centro de massa por tempos mais
longos.

Agora introduzimos operadores de criacao e aniquilacao para as coorde-

nadas internas:

To — HhaWala Ta + tlaWalla

Ao = , al = (2.9)
V20 Tiwe, V20 fiwe
e escrevemos nossa hamiltoniana final:
p2 N6
H:W—i- Z hw, (allaa+1/2) —|—V(R,{aa,a2}) (2.10)



CAPITULO 2. MODELO 9

onde escrevemos o potencial em funcao das varidveis internas e externas de
uma forma mais geral para incluir a possibilidade de um potencial que age
de forma diferente sobre cada particula, ja que a forma como o potencial

depende dessas variaveis nao sera relevante para o resto deste capitulo.

2.2 Problema de Espalhamento

Se o potencial V' tiver alcance finito, teremos um cenério tipico de espa-
lhamento, onde o estado assintético do objeto é dado por uma particula livre
e um conjunto de 3N — 6 osciladores harmonicos unidimensionais e desaco-
plados. A idéia entao é obter uma equacao de Lippmann-Schwinger, como
foi feito por Castro Neto e Caldeira [20], e tragar as coordenadas internas
para achar a dinamica efetiva do centro de massa do objeto.

Escrevemos a hamiltoniana da seguinte forma:

3N—6

2
Hy= 2+ 3" oo (alaa+1/2), H=Hy+V (R {anal}) (211)
a=1

=—+
2M
Como V tem alcance finito, os autovalores de H devem ser idénticos aos

de Hy, pois H converge assintoticamente para Hy longe do potencial. Temos

entao:

h2q2 3N—-6 1
H g ny) = | 537 + D e (na + 5) g na}) (2.12)
a=1

Tomando esta equagao no espaco de momentos do centro de massa e no

espago de Fock dos osciladores e rearranjando os termos, obtemos:
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hQ 3N—-6

7 (k% — ¢%) + Z hwe (e — na)] <k {ma} (¢q,{na}>
- _ <kz, {ma} ‘V (R, {aq.al}) ‘wq,{na}> (2.13)

Fica evidente nessa equacao que |q, {n,}), que é autoestado de Hy, é uma
solucao no caso homogéneo, ou seja, quando V' — 0. A seguinte expressao

satisfaz a equacao nao homogénea, porém seu denominador é singular.

<k:, {(ma} ‘V (R, {aa,al}) ‘@/}q,{na}>

<k, {ma} ‘1/)q,{na}> - ) (2.14)
T+ ; hwa(ma—na)

Para contornar esta situacgao podemos adicionar um termo imaginario
que tende a zero, fazendo com que o denominador torne-se complexo. O
sinal deste termo estd relacionado com a direcao de propagacao do estado
e escolheremos o sinal positivo que representa um estado que se afasta do

potencial. Obtemos finalmente a seguinte equacao de Lippmann-Schwinger:

<’<’» {Ma} ’¢q,{na}> = <’<¢ {ma} ‘q, {na}>
(k. tma} |V (R {a0.0L}) [Uq 1)

R ) (2.15)
T+ ; hwa(ma—na)—l—ze

Computando a transformada de Fourier desta equacao na aproximacao

de Born obtemos (veja Apéndice A):
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QT

¢q,{na}> N 57 Otnama}

<’r, {(ma) o

\/QWMeiET ~
o (ko {ma}

V(R {aa,al}) ’q, {na}> (2.16)

onde k = \/q2 — >, B (my, — ny,).

Como era de se esperar, obtemos uma onda esférica modulada por uma
amplitude de espalhamento dada pela transformada de Fourier de um po-
tencial efetivo, modificado pelo banho. Além disso, o médulo do momento é
alterado para espalhamentos ineldsticos. Se o potencial for uma fenda dupla,
por exemplo, havera uma reducao da visibilidade das franjas de interferéncia
devido ao alargamento efetivo da distribuicao de momentos caso o estado
interno final do objeto nao seja medido. A dimensao desse alargamento de-
pendera de quanto a amplitude de espalhamento se afasta de um delta de
Kronecker na funcao de onda, ou seja, de quao inelastico é o espalhamento.

Em geral, medir o estado interno final de um objeto é muito dificil as-
sim como raramente é possivel preparar o sistema num estado interno inicial
bem definido. Na pratica temos informacao apenas sobre o centro de massa
e possivelmente um estado interno inicial misto. Para representar essa ig-
norancia experimental vamos descrever o objeto num estado interno inicial
em equilibrio térmico e entao tomaremos o traco parcial em relagao as co-
ordenadas dos osciladores. Obtemos entao o seguinte operador densidade

reduzido:

1 3N—-6 hw

/ o - . «

puirr’) = ¥ Zexp( > —kBTna)
{ma}

X <r, {mq}

wqﬁ{na}><”¢q,{na} r, {ma}> (2.17)
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3N—6
hw
onde 7 = exp | — —2n, | é a funcdo de particio do banho de
> p( S ) o de p

{na}7
osciladores, kg é a constante de Boltzmann e T a temperatura absoluta.

Os elementos diagonais deste operador densidade reduzido representam a
distribuicao de probabilidades de encontrarmos o objeto num determinado
ponto do espaco. E esta distribuicdo que esperamos ver como a intensidade
do feixe num experimento de espalhamento.

Nos préximos capitulos, utilizaremos a prescricao feita até aqui num mo-
delo fenomenolégico simples e mostraremos como ele se relaciona com o pro-

blema que estamos tratando.



Capitulo 3

Tratamento Fenomenoldgico

3.1 Modelo Caldeira-Leggett

Os efeitos de descoeréncia sao provenientes da interacao do sistema de
interesse com o meio ao seu redor. A forma exata dessa interagao raramente é
bem conhecida, e quando o é, dificilmente é passivel de resolugao exata. Para
contornar essa situagao, modelos fenomenolégicos sao propostos, e dentre
eles, um merece destaque: o chamado modelo Caldeira-Leggett [16].

Por sua simplicidade, esse modelo é amplamente utilizado na descrigao
de fenémenos quanticos dissipativos obtendo resultados condizentes com os
resultados experimentais. O modelo consiste em descrever o ambiente como
um conjunto de osciladores harmonicos e acopla-los ao sistema de interesse

linearmente. Descreveremos este cenario a partir da seguinte hamiltoniana:

2 N ~2 2.2
1 ~ C
o= +V(r)+§ (])a + —Maw?T2 — OgFg - T+ ol ) (3.1)
a=1

2m 2mg 2 2maw?

onde m, p e r sao, respectivamente, a massa, o0 momento e a posicao do sis-
tema de interesse, mg, P, € T, 880, respectivamente, os momentos e posigoes

dos osciladores e C,, sao as constantes de acoplamento. O acoplamento en-

13
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tre os osciladores e o sistema de interesse naturalmente modifica o potencial
real sentido pelo ultimo, subtraindo um termo harmonico. Antecipando este
fenomeno, um contratermo foi adicionado ao final da hamiltoniana de forma
a cancelar o termo que surgiria na dinamica do sistema de interesse. Com
isso, V (r) representa o potencial real, ndo modificado pela presenga dos
osciladores.

A partir dessa hamiltoniana podemos calcular toda a dinamica do sis-
tema de interesse, tendo como parametros apenas as constantes de acopla-
mento, as massas das particulas e as frequéncias caracteristicas dos osci-
ladores. Esses parametros podem ser encontrados a partir de uma analise
microscépica detalhada do sistema real em que se esta trabalhando, mas esta
nem sempre é uma opcao. Alternativamente, pode-se utilizar uma dinamica
macroscopica conhecida e tentar determinar que parametros levariam a esse
tipo de dinamica.

Uma maneira de simplificar o problema ¢ transformar as somatodrias em

integrais introduzindo a seguinte densidade espectral:

J(w) = gZ—a(S(w — W) (3.2)

que é a parte imaginaria da transformada de Fourier da susceptibilidade
dinamica retardada do banho de osciladores. O trabalho agora passa a ser
determinar J (w). Uma dissipagao classica com forc¢a proporcional a veloci-
dade, por exemplo, seria descrita por uma densidade espectral linear. Por
enquanto, nao vamos nos ater a nenhuma densidade espectral especifica.
Para tornar mais clara a conexao entre esse modelo e o nosso problema de
espalhamento descrito no capitulo anterior, facamos a seguinte transformacao

de coordenadas:
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/ Ha / ca
%} pa [} Onde Mo = aw4 (33>

Nossa hamiltoniana assume entao a seguinte forma:

H = 2 ) + Z [— + uaw (ro — 1) (3.4)

Fica claro que essa hamiltoniana descreve uma particula de massa m,
sujeita a um potencial V (r) e ligada por “molas” a N particulas de massa
lto- O conjunto das N + 1 particulas forma um unico objeto cujo centro
de massa sera o nosso sistema de interesse. Nosso trabalho agora é achar
um conjunto de transformacoes que explicitem as coordenadas do centro de

massa do objeto e como ele se acopla as variaveis internas através do potencial

V(7).

3.2 Diagonalizacao

Assim como no capitulo anterior, vamos ignorar temporariamente o po-
tencial externo e vamos nos concentrar na diagonalizacao da hamiltoniana
restante. Faremos isso seguindo os passos de Hakim e Ambegaokar [21] numa
generalizagao para 3 dimensoes.

Faremos a diagonalizacao utilizando um conjunto de transformacoes uni-

tarias. A primeira transformacao aplicada é dada por:

N
r
Uy = exp <—% : g pa> (3.5)
a=1
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e sua acdo efetiva é deslocar p e r,, de acordo com a férmula e4Be 4 =
N

B+ [A,B] & [[B,A],A] = 0, de forma que: p — p — Zpa e Ty, —
T+ + 7. Assim, p passa a ser o momento do centro de massa do objeto, que
é conservado, e os osciladores ficam centrados na origem. Com isso ficamos

com a seguinte hamiltoniana:

1
o +V(r)+ Z o + 2uawa7“a> (3.6)

a=

N 2
Ul HU, = o=l (%
=1

A préxima transformacao ird desacoplar os momentos. Ela é expressa da

seguinte forma:

. N N
N tp HaT o .
U; = exp (ﬁ : 31 Vi ) , com M =m+ aEI Ha (3.7)
. o _ ftaD
e sua acao efetiva é deslocar p, e r tal que: p, — p, + i e r —
al /*’LOZTOL
r— E N desacoplando p,, e p de forma que o centro de massa se acopla
a=1

ao banho apenas através do potencial externo. Apds alguma algebra, obtemos

a hamiltoniana abaixo:

2 N
@ﬂH%%:=£—+VO—§:%m>
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O proximo passo é diagonalizar a hamiltoniana dos osciladores. Para
tanto, introduzimos operadores de criacao e aniquilacao como no capitulo

anterior. Com isso, ficamos com a seguinte hamiltoniana:

2 . N
UlUTH UU, = ;’—MH/( S %@-a@)

- i e <ag cay + g) (3.9)

Agora faremos a seguinte transformacao de Bogoliubov:

N
Ula,Us = Augal, + Bagas,

p=1
N
UlalUs = Z Bagag + A,pag (3.10)
p=1
L [ftawa Y "
Aaﬁ - — = Q Q )
g g T Wa | 92 )

| (o 1 N y W2 -1/2
Bog = =, ==~ T (3.11)
2V 0 05 - [Z (@)

que diagonaliza a hamiltoniana do banho de osciladores, onde {€23} é o con-

junto das solugoes da seguinte equagao:

N w
YoMt o (3.12)
M
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O resultado é que:

P* 3
USUSUl HU\UpUs = H' = 2M+Zm( aa+2>

+V <1"+— Z \/m Bag — Aap) Tg_aﬂ)> (3.13)

Este é o resultado principal desta secao. Mostramos que, através de um

conjunto de transformagoes, a hamiltoniana (3.1) pode ser colocada na forma
da equagao (2.10). A seguir iremos usar esta hamiltoniana para escrever a

equagao de Lippmann-Schwinger que pretendemos resolver.

3.3 Funcao de Onda

Em primeiro lugar, escrevamos o potencial da equagao (3.13) nas coorde-

nadas dos novos osciladores da seguinte forma:

V( hﬂa Bog— A a;—ag>>
< +thKﬂ (aﬁ—aﬂ)) (3.14)

N
1 o
onde Kg = Z a (Bag — Aap)
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Podemos ver que o resultado das transformagoes aplicadas em V' (r) é
N

deslocar r de forma que r — r + ihZKﬁ (ag - aﬂ). A transformagao
5=1

unitaria que causa esse deslocamento é dada por:

U =exp <p-iKg (ag—a[g)) (3.16)
B=1

que é simplesmente a combinacao U;:UQU?,, ja que V (r) comuta com U; e Us.

Escrevemos entao a hamiltoniana (3.13) da seguinte forma:

H = Hy +UWVU (3.17)

Como estamos nos restringindo a sistemas finitos, havera sempre uma
frequéncia minima de corte. Como veremos no Capitulo 5, isso garante que
o termo dependente das coordenadas do banho no argumento do potencial
seja finito, desde que a densidade espectral nao seja singular. Portanto, se
o potencial tem um alcance finito, havera sempre uma distancia r sufici-
entemente afastada da origem tal que o potencial é praticamente nulo e o
sistema se comporta como uma particula livre de massa M e momento hq e
N osciladores harmonicos desacoplados descritos pelos nimeros de ocupacao
{n,}. Com isso nds sabemos os estados assintéticos do problema e podemos
trata-lo como um problema de espalhamento.

Escrevemos a seguinte equacao de Lippmann-Schwinger, de acordo com

a equagao (2.15):

(k. Ama} [vgm.y ) = (k. Ama} |a. {na})
<k, (mg) ‘UTVU‘¢q7{na}>

2(12 _ 2 N 3 A A
%+22hﬂa(mg—né)+ie

(3.18)

a=1 j=1
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Agora vamos tomar proveito de termos dependéncia nas variaveis dos
osciladores apenas em U e U' para reescrever o numerador do tltimo termo

do lado direito da seguinte forma:

Uvu

(b ma [0V U g m.) = 3 [ @ (k. mad|ovU K, )
{my}

x (K {mi}

z/Jq,{na}>

=Y [ (tma|ot w v w) |tm))
{mg}
X <l<:)v k:’> <k’, {m,} ¢q,{na}>

-y / P ({ma}[U1 (6~ 1) [{m)})

{mg}

<V (k- K) <k: {m}

Ygn.)  (3.19)

onde V (k) é a transformada de Fourier do potencial. Substituindo entdo na

equagao (3.18) temos:

(k. tmo [oq.my) = (b fma}|a {na) ) - /d%’V(k e
e ({ma} {ml,}) (K Ami}vg )

2012 2
myy N (ZMQ)JFZZhQa(mé_nZY)jLZ-G

Ut (k — k)

(3.20)

a=1 j=1

Esta é a equagao geral para a funcao de onda de uma particula linearmente
acoplada a um banho de osciladores. A solucao dessa equagao pode ser muito
dificil dependendo do potencial e ainda mais pela presenca do banho. No
proximo capitulo utilizaremos algumas aproximacoes para simplificar esta

equacao e entao resolve-la.



Capitulo 4

Algumas Aproximacoes

4.1 Aproximacao de Born

A equagao (3.20) é, em geral, muito dificil de ser resolvida de forma exata.
Ao invés disso, vamos lancar mao de algumas aproximagoes para tentar sim-
plificar o problema. Em primeiro lugar vamos supor que o potencial é fraco
o suficiente para que possamos usar a aproximacao de Born em primeira
ordem. Assim substituiremos a funcao de onda no integrando da equacao

(3.20) pela solugao homogénea. Temos entao:

<k,{ma} (wq,mu}> ~ <k (m,) ‘q, {na}> - /d%'V(k )

= (maHUT =Rl ) (K (mi g {na})
m., r* (K — ¢°) S J J ;
my} o +;;ma (md, —n,) + e
3 ({ma}|U' (k= q) [{na}) V (k — )
=6k — q) Symy ). (ng) — ) (4.1)
—q j j .
—i +§::1 ; RS (md, — nl) + ie

21
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A partir de agora ignoraremos o termo homogéneo da fungao de onda.
Esse termo representa o campo incidente nao espalhado e, na pratica, seria
nulo fora da direcao de incidéncia considerando um feixe colimado. Além
disso, podemos usar o principio de Babinet [22] e utilizar um potencial com-
plementar a uma fenda dupla. O principio de Babinet diz que o campo di-
fratado por um obstaculo se relaciona ao campo difratado por um obstaculo

complementar da seguinte forma:

Yo+ = 1o (4.2)

Figura 4.1: Obstaculos complementares

onde v, é o campo difratado pelo obstaculo a, 1, é o campo difratado pelo
obstaculo b, que é complementar a a, e 1)y € o campo incidente. Assim, se
adotarmos um potencial complementar a uma fenda dupla, podemos retornar

ao potencial de fenda dupla simplesmente ignorando o termo homogéneo.
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Escrevendo a funcao de onda aproximada na representacao de posicao

analogamente ao Apéndice A, obtemos:

<7°7 {ma} ‘@bq,{na}> ~ @M efrv(% N q>

x <{ma} }UT (Er - q) ‘ {na}> (4.3)

onde k = \/q2 — Zaﬂ. % (mi, —nl).

4.2 Ensemble em Equilibrio Térmico

A seguir, aproximaremos nosso problema supondo que existe um grande
numero de modos normais de vibracao, que eles estao em equilibrio térmico
e que mediremos apenas as coordenadas do centro de massa apds o espalha-

mento. Com efeito, temos o seguinte operador densidade reduzido:

1 N 3 huw '

) o
IV s )7 (- )
X <{ma} ‘UT (Ef“ — q) ‘ {na}> <{na} ’U(E’F’ — q> ‘ {ma}> (4.4)

Essa equacao ainda é muito dificil de resolver exatamente, pois k depende
de m, e n,. Contudo, isso nao ocorre para os termos que representam o
espalhamento elastico, em que nao ha troca de energia entre o centro de
massa e os graus de liberdade internos. Nesse caso m, = n,, portanto k= q

e temos:
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27TM2 1qr —iqr’ _ .
el o/
Pr(rr’) = ———— V(qr— )V (qr —q)
1 N 3
PRTIO»IE

< ({na} U (a7 = q) | {na}) (e} [U (0 = )| {na}) - (45)

Resolver essas somatdérias ainda é uma tarefa razoavelmente ardua, porém
muito mais simples que o caso inelastico. Essa resolucao esté feita no Apéndi-

ce B e o resultado final é:

. o M? elar g—iar’ _ —x .
ph(r.r') ~ = Vi —aV (g7 — q)

”
L 2 2 L 22
xexp | =5 (g — q)"T"(T) | exp | =5 (¢ — q) T (T)
T | PR (0 — ) (g7 - )
< [T1] % (4.6)
a=1 j=1 sinh (% T)
hQ e 1 T\ 2m
I (T K coth Iy (z) = = :
onde Zh cot (kBT) e Iy (x) mz:o I (2> , que é a

funcao de bessel modlﬁcada de ordem 0.
Esse operador densidade é fortemente suprimido a menos que

g7 — q|T(T) S 1e g’ —q|T(T) < 1. Com efeito, temos que:

RKE (07 — ¢7) (¢f7 — ') _ n2K3 K3
sinh <2k T> "~ sinh (2k T) I'2(T)
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onde assumimos, na ultima desigualdade, que nao existem grandes “gaps” no
espectro de frequéncias dos osciladores. Podemos entao aproximar a funcao

de Bessel até primeira ordem:

M RPRE (W - ) (K - )

. 1 Qo
a=1 j=1 sinh <2kBT>

N

> K

a=1 1
~14—  (4.8)

SN N
B=1

Portanto, se considerarmos um grande ntimero de modos normais, obte-

<1

~Y

mos o seguinte operador densidade:

V2rM e 1 .
5 V(g7 — q)exp [—5 (g — q)*T? (T)]

oM et _, 1.
X %67‘/ (qr' — q) exp {—5 (q’r' — q)2 ? (T)] (4.9)

i (r, 1) =

E evidente que este operador densidade representa um estado puro, pois

ele pode ser escrito como:

P (r,r') = g (r)dg (r) (4.10)

Portanto, nao ha descoeréncia. Isso ocorre porque os termos que gera-
riam descoeréncia na equagao (4.6) foram desprezados por serem da ordem
de 1/N. Se fossem levados em conta, o trago de p%z seria da ordem de
[tr(p%)]Q (1—=1/N) e a descoeréncia seria muito pequena, apesar de nao
nula. Concluimos que, no caso elastico, para todos os efeitos praticos, o
centro de massa se comporta como uma particula quantica desprovida de

estrutura interna espalhada por um potencial efetivo.
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Aparentemente, a andlise dos termos elasticos nao nos deu informagao
sobre efeitos de descoeréncia devido a interacao entre centro de massa e graus
de liberdade internos, porém, se olharmos com cuidado veremos que esse nao
é exatamente o caso. A equagao (4.4) pode ser escrita como pr = p% + pi.
Os termos ineldsticos estao contidos em p% e sabemos que tr(pgr) = tr (p%) +
tr(pit) = 11, portanto, o trago de p% nos dé informagao sobre a proporgao
entre espalhamento eldstico e inelastico no sistema. Analisemos entao o efeito

dos graus de liberdade internos no espalhamento elastico do sistema.

4.3 Funcao de Onda Efetiva

Como vimos, a dinamica do centro de massa é descrita, no espalhamento

elastico, de forma efetiva pela seguinte funcao de onda:

vg ) =V i ey [ - @] @

que representa uma unica particula espalhada por um potencial corrigido por
um fator andlogo ao fator de Debye-Waller [23], onde I'? (T') funciona como
o desvio quadratico médio na posi¢ao do potencial. Concluimos que o centro
de massa enxerga um potencial efetivo cuja transformada de Fourier é dada

por:

V. (k,T) = exp {—%m? (T)] ¥ (k) (4.12)

IEstamos lidando com ondas esféricas monocrométicas, que ndo sdo qua-
draticamente integraveis, portanto o trago do operador densidade ird divergir.
Para contornar essa situacao definiremos o trago do operador densidade como:
tr(pg) = Tliinoo% Jocdr [dQ prr? = 1 onde df é um elemento infinitesimal de angulo

sélido. Como pg r? ndo depende de r nesse caso, obtemos tr(pg) = A [dQpr r2=1.
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Efetuando a transformada inversa do potencial efetivo, podemos escreveé-

lo em termos do potencial real como:

&k g 1 B g
‘/eff (T’,T) = /Wekrexp |:—§k'2F2 (T):|/ e k’l"v(,,,,/)

V() (4.13)

S S R I Gl il s
a [%r?(T)]?’/?/ ! p[ 212 (T)

que é a convolucao de uma gaussiana com o potencial, ou, mais especifica-
mente, a média mével ponderada do potencial.

Note que o valor de V,¢; em cada ponto r é dado pela média ponderada
dos valores de V' com peso dado por uma gaussiana, de largura I' (T'), cen-
trada nesse ponto. Com efeito, o potencial efetivo é uma versao suavizada
e alargada do potencial real. Além disso, é trivial mostrar que a integral do
potencial em todo o espago, ou seja, seu volume, é invariante neste processo.
Assim, T" (T') redistribui o volume do potencial e funciona como uma largura
térmica.

Para ilustrar esse comportamento, suponhamos um potencial do tipo:

Vi(r)=VW{l-0[z+3a/2) (z+a/2) (3a/2 — z)(a/2 — x)]
xO[(a/2+y) (a/2—y)]} Ol(a/2+2) (a/2 = 2)]  (4.14)
onde O (x) é 0 para z < 0 e 1 para x > 0. Este potencial representa uma

barreira de altura V com duas fendas quadradas centradas em = = +a de

largura e espessura a. Se calcularmos o potencial efetivo teremos:
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Var e 1) <o {1+ |5t (55 ) + 527 (i)
o) (22
" B (a/Q % (a/2+y)]}

X llE f(j/_zr(;))JrlE (a/2+z)] (4.15)

— / e~ da’. Para ver o efeito dos graus de liberdade
VT o

internos analisemos o grafico da Figura 4.2.

Onde Erf (z) =

Vet
0.8}
06|
0.2}
: : : : : — X
-3 -2 -1 1 2 3

Figura 4.2: Potencial de fenda dupla em y = 2 = 0 com a = V{j = 1 para
vérios valores de I' (T')

Como podemos ver, a medida que I' (7") aumenta, o potencial fica mais

suave e comeca a alargar ao mesmo tempo em que reduz sua altura, até que
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as fendas deixam de existir. Isso ocorre, pois o valor médio do potencial em
todo o espaco é nulo. A média moével entao tende a distribuir o volume do
potencial por todo o espaco.

O efeito relevante aqui é a existéncia de um parametro que estabelece
um limite inferior para a largura efetiva do potencial espalhador. Reduzimos
assim o problema a determinagao desse parametro que carrega toda a in-
formacao sobre os graus internos de liberdade acessivel a nés. Sua estimativa

serd o objeto de estudo do préximo capitulo.



Capitulo 5

Largura Térmica

5.1 Somatodrias e Integrais

No Capitulo 4 conseguimos aproximar um problema de espalhamento
de um sistema de muitos corpos por um problema de espalhamento de um
unico corpo, que é o centro de massa do sistema. Toda a informagao sobre os
graus de liberdade internos foi absorvida num parametro que identificamos
como uma largura térmica para o potencial espalhador. Vamos comecar

relembrando a equacgao que define esse parametro:

hS2,,
2 72
r? g K coth< kBT> (5.1)

lembrando que K, é definido na equacao (3.15) como:

QQ _w2

N 2 —-1/2
m\/_ [ 5 ] (5.2)

7:1

Substituindo (5.2) em (5.1) temos:

30
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Z 15V %% ]
N vV 2hM QZ ) KO,
E > o coth <2kBT> (5.3)

y=1 (ng - w2)2

Y

Muitas vezes a informacao que temos dos objetos nao nos permite conhe-
cer os parametros i, € w, presentes nessa equacao. Sem esses parametros
também nao podemos saber os valores de €2,. Podemos contornar esse pro-

blema explorando a relagao que define €2, dada por (ver equagao (3.12)):

3 m ~1 (5.4)

Analisemos a seguinte expressao:

N 2
2
G (T) — Q_i??i% dZ B=1 2hM (22 — (,UB) C()th FLZ (5 5)
M 2w C i\[: /‘L’ng/ 2kBT .
1— - r
y=1 M (ZQ - (U,%,)

onde o caminho de integracao engloba o eixo real positivo como na Figura
5.1.

Tis - .,

_—________,..-"'"

Figura 5.1: Caminho de integracao
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Esse caminho engloba 2N pdlos de primeira ordem do integrando, quando
Z = W, ou z = (,, portanto podemos usar o teorema de residuos para

escrever:

Z 1y ]
N \/ hM (2 — wﬂ) o,
G(T)= agl . coth (QkBT)

O primeiro termo do lado direito é exatamente I'? (T'), entdo podemos

escrever:

N
(1) = GO+ Mo o (T
1 2M2wa Qk’BT

3 =)

2712 1 j{ =1 8 < hz >
= dz coth

N
Dt hw,,
h |
* Zl M2, (2k3T> (5:7)

Com efeito, eliminamos a dependéncia em (), e substituimos uma so-

matdéria por uma integral. Agora lembramos a definicao da densidade espec-

tral dada na equagao (3.2):
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N
T c?
J(w):§g mw(S(w Wa) = = E Pawd (W — we) (5.8)

a=1

onde a segunda igualdade segue da definicao de p,, e a usamos para trans-

formar as somatorias restantes em integrais. Obtemos assim:

2 [2 Jw 1
9 A1 < [_fdewS(z2 w2)i| hz
c 1 -2 [dw B

Mw 22 w?)
hJ (w) fuw
h :
+/dw7rM2w4 cot <2kBT) (5.9)

Com isso, toda a informacao sobre os graus de liberdade internos esta

contida em J (w), e nosso trabalho passa a ser descobrir uma aproximagao
continua para o mesmo. Desde ja podemos perceber que esta aproximacao
deve ser altamente nao linear, pois o ultimo termo do lado direito da equacao
(5.9) diverge se J (w) crescer mais lentamente que w®. Esse comportamento
reflete a presenga de um limite inferior para as frequéncias do banho e ga-
rante que qualquer fun¢do nao singular de K, sera finita desde que J (w)
nao seja singular e tenha um carater suficientemente nao linear para baixas

frequéncias.

5.2 Aproximacao de Fonons

A aproximacao mais simples que podemos pensar neste caso é simples-
mente proporcional a w®. Essa é justamente a densidade espectral de fonons
acusticos em trés dimensoes, como mostraremos a seguir, portanto conside-

raremos essa distribuicao daqui em diante.
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Utilizando condigoes periddicas de contorno, quantizamos os momentos e

utilizamos a aproximagao de fonons actsticos para fazer:

YN 3
J (@) zg S u(%/n3+ng+n3) 5(w—%c,/ng+ng+ng) (5.10)
-

onde p é a massa média das particulas do banho, ¢ é a velocidade dos fonons
e L é o diametro aproximado do objeto. Aproximamos as somatérias por
integrais, assumindo que os termos somados variam quase continuamente, e
aproximamos o volume integrado por um oitavo de esfera. Definimos aqui o
momento dos féonons como k = mn/L, onde n é um vetor de componentes

(N, ny, n;). Temos entdo:

we/e 5 v 6m2c
/ cdk (ck)’ 6 (w —ck), w.= (5.11)
0

a

3TN p
T w) 2w3

onde a = L/v/N é a separagao média entre as particulas que compoem o

objeto. Resolvendo a integral obtemos:

3N

J(w) ~ W w0 (We — w) (5.12)

Substituindo em (5.9) obtemos apés alguma algebra:

2
2 We w?
3hNu 1 2z [fo dw(zhw?)] hz
(7)) = — ¢ d th
= ohrg o o oty

3ANp [« hw
+2M2wg’ /0 dw w coth ( ) (5.13)
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Vamos nos concentrar um pouco na integral de caminho. Facamos o
caminho de integragao tender ao eixo real positivo, ou seja, ¢ — 0 na Figura
5.1. O caminho acima do eixo real é simplesmente o complexo conjugado do

caminho abaixo do mesmo, entao obtemos:

3N 2 —w?)

p 2
1 :]{sz [f G wz)} coth( h )
c

wiM w" dw w? 2]€BT

3M 4
e—0 welM - fWe _w 2k
3N o dw i 51

2
) Z — ZE f —z i) —w? A s
:42'/ dzIm ¢ lim [0 ] coth [M] (5.14)
0

Resolvendo as integrais em w obtemos:

. “ w? i Z . |we—2
11_1)% ; dWm = 729 (wc—z)— We — 5111 otz (515)
We 4 : 3 3
lim du).w—2 = T3 (We—2)— Ye _ wez?— S Y e (5.16)
e—=0 [ (Z—ZG) — w? 2 3 2 Wet2z
Substituindo temos:
we [i—”z —w,— 2In (ZCj)] coth ( )
[=4i / R e (5.17)
0 3];“22—7z+§+wc+51n<m)

onde o limite de integracdo passa a ser w. pois as equagoes (5.15) e (5.16)
sao reais para z > w.. Resolvendo a parte imaginaria do integrando temos,

apos alguma algebra:
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I we hz
— = d th
omi /O see (2k3T>
wiM w3 2
<3NMZ3 + g)

2
3 3 2
wa we We l We—2 T
|:3Nuz3 323 z 2 In < ) :| 4

Wet2z

— 1% (5.18)

Substituindo de volta em IT'? (T) e trocando a varidvel de integragao do

segundo termo obtemos:

AN [ hz
2 _
r“(7T) = 2M2w§/0 dz z coth (2k3T>

Wiy W)
3Npuz3 323

X 5 (5.19)
wi M wd We 1 1 We—2 w2
[W+@+7+§ n(ﬁ)] T
5.3 Estimativas
Exceto quando == < 1, o termo que multiplica zcoth <2IZ:T> no in-

tegrando é aproximadamente uma razao de polinomios de mesma ordem,
portanto, nao varia rapidamente com z. Para termos uma idéia do resultado
desta integral, vamos aproximar esse termo por seu valor quando z = w,./2.

Obtemos assim:

3ANp [« hz
I?(T)~ A d th 2
(T) 2M2w§/0 2 ZCo (2kBT) (5.20)

2
SM | 8
(3Nu + 3)
2

5 é um numero da ordem de 1.
8M |, 14 1 x
[m+? - §IH(3)} +7

onde A =
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Resolvendo essa integral nos limites de baixas e altas temperaturas obte-

mos:

([ 3AN 212 [ kpT\>
g 5 ()] e
I (T) ~ (5.21)
3ANu kgT
Mooy T kBT > e

Temos assim um limite inferior para o parametro I' (T"), dado por seu valor
a temperatura nula. A medida que a energia térmica aumenta, mais graus
de liberdade internos vao sendo excitados e a largura térmica cresce com o
quadrado da temperatura. Quando a energia térmica é alta o suficiente para
excitar a maioria dos graus de liberdade internos I'? (T') comega a crescer
mais lentamente com a temperatura até atingir um comportamento linear.

O efeito da largura térmica serd importante se ele for maior ou da ordem

2mh
do comprimento de onda do centro de massa do objeto dado por A = " ,

V2M
onde F é a energia cinética do objeto. A razao entre eles é dada por:

&=

( 6A Nu E 27r2(T)2
+— = , I'T
T2 (T) (4m)* M kpTp 3 \Ip v
o~ (5.22)
6A Ny E T
— T>T
[ (2n)> M kgTpTp’ >

onde Tp = hw./kp é a temperatura de Debye do objeto. Vemos que os
graus de liberdade internos desempenharao um papel importante apenas para
energias altas comparadas com essa temperatura.

Pela definicao da frequéncia de corte w,, sabemos que Tp x ¢/a, o que

implica que a temperatura de Debye serd maior para objetos rigidos e com-
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pactos. Como era de se esperar, é necessario alcancar energias mais altas para
revelar a estrutura interna de tais objetos. Além disso, quanto mais massa
for atribuida as particulas do banho, que nao sentem o potencial, maior sera
a razao entre a largura térmica e o comprimento de onda. Isso simplesmente
reflete o grau de contribuicao dos osciladores em relagao ao potencial espa-
lhador para a dinamica do centro de massa. A razao Nu/M é um parametro
livre deste modelo e representa o fato de termos assumido que apenas parte
do objeto é sensivel ao potencial espalhador. Podemos escrevé-la em termos

de m e M da seguinte forma:

N
2 [ N
Mmoo [l oNus SR - 6
a=1 0

m
T w3 M M
Para fins ilustrativos, calculemos valores numéricos para I' (T") usando a
equacdo (5.19). Para uma molécula de Cgo temos M ~ 1.2x107?'ge L =~ 7 A.
Estimamos ¢ ~ 8km/s e supusemos uma temperatura interna de 900K. Ob-
temos assim I' (7") ~ 0.5pm que é menor que o comprimento de onda das
moléculas no experimento de Arndt et al. [24], que era de aproximadamente
2.5pm. Isso significa que neste nivel, os graus de liberdade internos influem
pouco na dinamica do centro de massa. Porém, se pensarmos num objeto
macroscopico, digamos um grao de sal grosso de Imm de diametro a uma
velocidade de 1m/s, temos um comprimento de onda da ordem de 10™2cm e
['(T) ¢ da ordem de 107*°cm. Temos uma diferenga de 6 ordens de grandeza
aqui. Isso ocorre porque, devido as massas relativamente elevadas dos ob-
jetos macroscopicos, mesmo pequenas velocidades correspondem a energias
cinéticas muito grandes comparadas com temperaturas de Debye tipicas.
Por outro lado, os comprimentos de onda de objetos macroscopicos se
encontram em escalas muitas ordens de grandeza menores que o tamanho
do proprio objeto. Portanto, a comparagao da largura térmica com o com-

primento de onda perde o sentido, ja que seria dificil imaginar algum tipo
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de potencial espalhador de largura menor que a escala nuclear. Além disso,
a geometria do objeto desempenharia um papel importante para potenciais
mais estreitos que o diametro do objeto e a abordagem focada no centro de
massa adotada nesta dissertacao deixaria de ser razoavel. Percebemos que
precisamos considerar a relacao entre a largura térmica e as dimensoes do
potencial espalhador. Para tanto, analisaremos um exemplo de potencial

espalhador no préximo capitulo.



Capitulo 6

Um exemplo de interferéncia

6.1 Fendas Gaussianas

Neste capitulo, utilizaremos o formalismo desenvolvido até aqui para si-

mular um experimento de fenda dupla. Por simplicidade, vamos supor um

} 1)

Este potencial representa duas gaussianas, de largura o, centradas em

potencial do tipo:

(r + ax)?
202

Vi(r) = % {exp [_M + exp

(2mo? 202

x = Fa. Ele é complementar a duas fendas gaussianas e, como ja foi discutido
anteriormente, as funcoes de onda resultantes do espalhamento por potenciais
complementares diferem apenas pelo termo homogéneo que, por sua vez, pode
ser ignorado fora da direcao de incidéncia. O potencial efetivo é dado entao

por:

40
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Vo
2 (T2 (T) + 02)]*/*

(r — az)?
X {exp [_Q(FQ T+ o7 } (6.2)

Fica claro que o efeito dos graus de liberdade internos é simplesmente

Veps (v, T) =

(r + az)’
2(I'2(T) + 0?)

+ exp

aumentar a largura das gaussianas diminuindo suas alturas correspondente-

mente.

6.2 Funcao de Onda

Como o potencial total é a soma de dois potenciais e vamos trabalhar na
aproximacao de Born, a funcao de onda resultante sera a soma das funcoes
de onda espalhadas por cada um dos potenciais. Os potenciais tém a mesma
forma e diferem apenas quanto a sua posicao, por isso podemos escrever a
funcao de onda de uma particula de massa M e momento hqg do seguinte

modo:

eiql’l"—a$| 6iq|’l"+ait‘

g (r) ® ——— [ (r —a®)

—— f(r+ak) (6.3)

+ —
|r + ax|

onde f (r) é a amplitude de espalhamento e é dada por:

fr)= @V (g7 — q) exp [—% (g7 — q)T? (T)}
= g [ (1) +) (1)
MV, 0

= 2am2 P {_2‘12 (T3 (T) + 0%) sin’ (5)] (6.4)
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sendo que na segunda igualdade escolhemos g na direcao 2. A aproximacao
PRpY 2 2Py Vo
¢ valida para r > /I'?(T) + 0% e 53 > o T

Essa funcao de onda representa duas ondas esféricas centradas em = =
+a com uma envoltéria dada por f (r) que as suprime fora da dire¢ao de
incidéncia. A probabilidade de encontrarmos o centro de massa na posicao

r é dada por:

o fP(r—az)  [P(r+ad)

T lr—azP | |r+azf?

2f (r —az) f (r + ax)
lr — az| |r + az|

|1hq (7)]

+

cos (q|r + axz| — q|r —az|) (6.5)

Os dois primeiros termos representam a intensidade espalhada por cada
fenda separadamente e o iltimo termo obedece a um padrao periddico e é o
chamado termo de interferéncia. Ele serda nao nulo apenas na regiao em que
as amplitudes de espalhamento se sobrepoem.

Note que, se q\/m < 1, a supressao das amplitudes de espalha-
mento ¢é fraca mesmo para grandes angulos. Logo, como haviamos anteci-
pado, o efeito dos graus de liberdade internos pode aparecer apenas quando a
largura térmica do potencial for maior ou da ordem do comprimento de onda

do objeto. Nessas condigoes, as ondas esféricas sao fortemente atenuadas

para angulos de deflexao maiores que 6,,,, = 2 arcsin (24\/%)

A Figura 6.1 mostra a reducao do angulo de deflexdo méaximo com o
aumento de I' (7). Vé-se claramente como o padrao de interferéncia vai sendo
destruido até que apenas o maximo central sobrevive. Entretanto, esse é um
efeito essencialmente geométrico e nao é relacionado com descoeréncia. Note,
por exemplo, que nao ha atenuacao do termo de interferéncia na regiao de
sobreposicao das ondas, mesmo no caso extremo em que apenas uma franja
sobrevive. O tnico efeito aqui é a reducao do angulo de deflexao maximo
das particulas, que culmina no estreitamento da regiao de sobreposicao das

ondas espalhadas.
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I'(T)=0 I'(T)=2 I'(T=5 I'(T)=10 I'(T)=30

X

Figura 6.1: r2 Wq (r)|2 no plano y = 0, com ¢ =1, a = 30 e 0 = 0.1, para

diversos valores de I' (T').

Outra evidéncia do cardter geométrico desse efeito é que a equagao de
Omaz € simétrica em relagdo a I' (T') e 0. O mesmo fenémeno seria observado
se houvéssemos simplesmente aumentado a largura do potencial. Para todos
os efeitos, a tnica grandeza relevante é a largura efetiva total, dada por

I'2(T) + 02, e se I'(T') < o haverd uma variacao desprezivel desse termo
e 0 objeto se comportara como se nao possuisse estrutura interna.

Esses dois fatores impoem fortes limitacoes sobre a influéncia dos graus de
liberdade internos na dinamica do centro de massa. Por um lado, para objetos
microscopicos, a escala de energia dada pela temperatura de Debye é bastante
alta e os comprimentos de onda costumam ser grandes em comparagao com
a largura térmica do objeto. Em compensacao, a escala de comprimentos em
que fenomenos quanticos de objetos macroscopicos ocorrem é extremamente
pequena se comparada ao tamanho tipico desses objetos e a largura térmica

ird contribuir muito pouco para a largura efetiva do potencial.
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6.3 Quao Inelastico?

Agora vamos analisar a situacao num anteparo posicionado no plano
z = D, onde D > acotf,,,., ou seja, onde ha uma grande area de so-
breposicao das ondas esféricas. O médulo quadrado da fungao de onda tem

aproximadamente a seguinte forma:

2 Af*(r) (qam)
)| &~ cos” | — 6.6
Wq( )‘ r2 r (6.6)

Aqui fica explicito o resultado bem conhecido do experimento de fenda
dupla em que temos um padrao periddico de intensidade modulado pelo
termo de difracao de uma fenda simples. Essa funcao de onda deve ser
comparada ao que teriamos obtido no caso de uma particula sem estrutura

interna. A probabilidade de ocorrer espalhamento elastico é dada entao por:

[ dQexp [—4¢* (T* (T) + 0?) sin*(§)] cos? (qasin 6 cos ©)
B [ dQexp [—4q202 sin? (g)} cos? (ga sin 6 cos p)

Py (6.7)

Essa expressao serd significativamente diferente de 1 somente quando
['(T) 2 oel'(T) Z A, que sao, obviamente, as mesmas condigoes para que 0s
graus de liberdade internos desempenhem um papel nao desprezivel no espa-
lhamento elastico. Suponha, por exemplo, que a > X e a > \/m :
Nesse caso, as exponenciais dos integrandos variam lentamente em relagao
ao periodo do cosseno e podemos substituir este ultimo por seu valor médio.

Com efeito, temos:

_ [ dQexp [—4¢* (P*(T) + o) sin®(%)]
[ dQexp [—4¢*0?sin®(4)]
o 1—exp[-4¢*(I*(T) + 07

= T2 (T) + 0_2 1 — exp [_46120'2] (68)

Pel
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Se I'(T') <« o, podemos mostrar que P;,, = 1— P, < FQG(QT), enquanto que,

se ['(T) < A, entao P, < 8ﬁ2$. Fica claro que os processos ineldsticos

serao relevantes apenas quando os efeitos dos graus de liberdade internos

sobre o espalhamento elastico também o forem.



Capitulo 7
Conclusoes e Perspectivas

Nesta dissertacao, analisamos o efeito dos graus de liberdade internos de
um objeto na dinamica do seu centro de massa visando a determinar sua
relevancia para processos de descoeréncia em experimentos de fenda dupla.
Mostramos que esses graus de liberdade se acoplam ao centro de massa na
presenca de um potencial que quebra a invariancia translacional do sistema,
e assim fazendo, funcionam como um ambiente que deve ser evoluido em
conjunto com o centro de massa do objeto.

Analisamos esse sistema no caso de um potencial de alcance finito onde
podemos limitar o acoplamento a regiao do potencial e assim obter um es-
tado assintético separavel. Uma andlise geral nos deu indicios dos efeitos
de descoeréncia para processos inelasticos, porém esses efeitos dependem da
intensidade dos processos.

Utilizando um modelo fenomenolégico fomos capazes de calcular explici-
tamente apenas os processos eldsticos, que apesar de também contribuirem
para a descoeréncia em altas temperaturas, o fazem de maneira insignificante,
especialmente para objetos macroscopicos, e portanto nao sao responsaveis
por seu comportamento classico. Entretanto, todos os processos que ocorrem
devem ser elasticos ou inelasticos, portanto, a probabilidade de ocorréncia de

processos elasticos deve ser complementar a probabilidade de ocorréncia de

46
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processos inelasticos. Com efeito, os processos eldsticos nos dao informacao
sobre a intensidade dos processos inelasticos.

Assumindo uma condigao inicial de equilibrio térmico interno, os célculos
de espalhamento elastico revelam um termo analogo ao fator de Debye-Waller
que reduz a intensidade das franjas de interferéncia exponencialmente para
grandes angulos de deflexao. Esse fator funciona como um aumento efetivo
na largura do potencial devido a vibracao térmica do objeto. Seus efeitos sao
relevantes quando a largura do potencial é aumentada significativamente e a
largura efetiva total é maior ou da ordem do comprimento de onda do objeto.
Como esta diretamente ligado a intensidade total espalhada elasticamente,
é esse fator que nos da informacao sobre a probabilidade de ocorréncia de
processos inelasticos.

Supondo que os graus de liberdade internos possam ser bem descritos por
fonons actsticos, concluimos que esses efeitos serao relevantes para energias
altas em comparacao com as frequéncias caracteristicas do objeto, que no
caso de fonons acusticos estao relacionadas com a temperatura de Debye. As
frequéncias mais baixas contribuem muito pouco neste caso devido ao carater
altamente super-ohmico da densidade espectral. A temperatura de Debye é
proporcional a razao entre a velocidade dos fonons e o parametro de rede,
portanto, objetos mais rigidos e compactos tendem a preservar sua coeréncia,
pois seus graus de liberdade internos sao mais dificeis de excitar.

Estimativas para os valores tipicos da largura térmica adicionada ao po-
tencial nos levaram, por fim, a uma limitacdo puramente geométrica para
esses efeitos. As dimensoes ridiculamente pequenas dos comprimentos de
onda de objetos macroscépicos nao sao comparaveis a nenhum potencial fisi-
camente plausivel. Esse fator faz com que a largura térmica tenha efeito des-
prezivel sobre o potencial e assim nao ha processos inelasticos ou descoeréncia
relevante devido aos graus de liberdade internos para objetos macroscépicos.

Um problema na analise feita aqui é a escolha da aproximagao de Born

para tratar o espalhamento. Essa aproximacao é valida apenas para poten-
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ciais fracos em comparacao com a energia do objeto e esta condicao limita a
intensidade de processos inelasticos. Quando jogamos uma bola de futebol
na parede, é 6bvio que seus graus de liberdade internos sao excitados e esse
tipo de fenomeno nao esta contemplado na aproximacao de Born. Apesar
de o efeito principal de experimentos de fenda dupla ocorrer devido a dife-
renga de caminho percorrido pela particula e desse fenomeno depender pouco
da forma exata do potencial considerado, quando processos inelasticos sao
levados em conta, a intensidade do potencial é relevante.

A andlise de espalhamentos inelasticos, tanto dentro da aproximagcao de
Born, quanto em aproximacoes de baixa energia, ¢ uma possibilidade clara
para futuros estudos. Outra questao que pode se mostrar interessante é a
investigacao aprofundada da analogia entre a largura térmica obtida aqui e o
fator de Debye-Waller, ja que experimentos de difracao de raios-X poderiam
nos dar informacao sobre o espalhamento de moléculas complexas caso esses

fenomenos tenham a mesma origem.



Apeéendice A

Funcao de Onda na

Representacao de Posicao

Neste apéndice vamos calcular a fun¢ado de onda da equagao (2.15) na re-
presentacao de posicao. Inicialmente temos a seguinte funcao de onda na

representacao de momento:

Uq.nt) = (ks {ma}|a fna})
(k. ma} |V (R {a0.0L)) [Uq 1)

(k. {ma}

1 (k2 — ¢?) 3N—6 (A1)
T+ Z hwa(ma—na)—l—ie
a=1
Sua transformada de Fourier é dada por:
/ Bk gy <k, {ma} |V (R, {aa,al,}) ‘wq,{na}> A2)
J— e .
)" RE ) &

T+ ; hwa(ma—na)—l—ze
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Inserindo a identidade / d* k' / d*r" |r') (r'|k') (K'| obtemos:

1 i
<’r7{ma} 2ﬂq,{na}> = ( )3/26 qr5{na},{ma}
= @ [ (oK) (K ma} [V (R a0l ] o)
3 zk- (r—r"
x/ 'k (A.3)
(27)° B (K —¢®) R~
Z hwg (Mg — Na) + i€

Resolvendo a integral em k obtemos:

<T’{m“} wq’{"“}> - (2w)3/z€iq’r5{na},{ma}
, ; ikl =T /
&k [ d*rS (r'¥)
2%712 / r=7r| "

X <k/a {ma} (Ra {aom aa} )¢q,{na}> (A4)

3N—6
By oMw, . .

onde k = , | ¢% — Z hw (my — ny). Para r muito maior que o alcance

a=1

do potencial, |r — /| = r — 7 - 7/, portanto:

i«g-r
(%)weq Ona} fma)

B L ikr dgk/ dgrle_i (%'f’—kl) -r!
(2n)*h2 T

< (W {ma} |V (B {aaal})[igin)  (A5)

(. {ma)

qu{”&}> ~

As integrais sao resolvidas trivialmente e obtemos:
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<T’ {mOé} qu{na}> ~ eiq.ré{na}v{ma}

\/QWMeiET ~.
o (ko {ma}

V(R {and})|tgpn) (A0

Expandindo até primeira ordem no potencial temos:

1 .
(et} ) = Gt S o
V2t M eihr ~

V(R {ana})|g.{na}) (AT

Q.E.D.



Apeéendice B
Média Térmica

Neste apéndice resolveremos as somatérias da equagao (4.5) e mostrare-
mos que o resultado é o indicado na equagao (4.6). Primeiro vamos resolver

a funcao de particao Z:
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As somatorias podem ser escritas da seguinte forma:

W,
TR

U' (k) |{ra}) ({na}|U (k

S=Y %exp (—éi

{na}

x ({na}

> (B.2)
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Agora usamos a formula eAt8 = eAeBe 248l & [[B/A], Al = 0 para

escrever U' da seguinte forma:

Ut (k) = exp (—ZN:hKak:- (aL—aa ) —exp< ZN:)\Q —aa >

a=1 a=1

= H exp (g - @q) exp (=, - al) exp (% (@, au) (B.3)

a=1

onde A, = hK k. Usamos [aa, au = 1 e obtemos a seguinte expressao:

Ut (k) = H exp (Ao - @a) exp (—Aq - al) exp (%) (B.4)

a=1

Os elementos diagonais sao dados por:

Ut (k) |1} = ﬁexp (%) (male

Expandindo os termos que dependem de n,, temos:
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onde usamos a expansao em série de poténcia da exponencial e a ortogonali-

dade dos autoestados dos osciladores. Substituindo na equagao (B.5) temos:

) ()t +0 B7)

Gh?  ni!

Ut (k) ‘{na}> - ﬁ[ﬁie (

1i=1 j=0

({na}

Notamos, a partir da equacao (B.7) que os elementos diagonais de UT sao

reais, portanto:

U k)| {na}) = ({na}

({na) U (k) [{ra})(B.3)

U' (k) |{ra}) = ({na}

Substituimos (B.7) em (B.2) e obtemos:

onde X, = hK,k'. Definindo z, = exp (—h€,/kpT), podemos escrever a

equagao (B.9) da seguinte forma:

N 3 X < XiQ)k
PV U -
S:HH 1 —x,) exp( > Q(k')
7,k=0

a=11=1

(nd, +]) (nf, +k)! 2 (B.10)
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Resolvendo a somatéria em n;, temos:

i+ D) k) S dN L d\
S Rt = S () () =+
ntt nkt

, . dxg dx,
ng=0 n?, =0
d\ ./ d\ X d\ ./ d\
=|(— ) 2l (—) aF ne = [ — ) 2f [ — @ (B.11
<dma> Ta (dwa) Ta Zoxa (dma> Ta <dma) 1 — 1z, ( )

Usaremos a seguinte formula generalizada para a regra da cadeia:

(%)” f(x)g(z)= Z_ %f(?n) () ™™ (z),

= ml(n—m)
onde f™ (z) = (%)mf(x) (B.12)

E simples mostrar as seguintes derivadas:

@) = =52 (@) G o

onde m < j. A partir da equagao (B.12) temos:

k
d N\ ek 3 k! B pm (E—m)
dre) 1— 14 ml(k—m)l (k—m)!"® (1 —g,)"™*
kl k' T, k—m
= 1—xa;m!(k—m)! (1—%)
[ k !
- (1 + = ) S (B.14)

1— Lo 1-— Lo (]_ — xa)k+1

Substituindo de volta na equagao (B.11) temos:
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d\ K _i’ ! i m Gmm k)
dro) (1—z,)"" 4= m!( R

@ m=0 ]_m)'(j_m)

! d j!(j—m+k:)!( Ta )j"”

S (—z)" g ml G —m)) \1 -7

- o () %2 g

. k
4! d ;
-l () ey @)

onde definimos y, = ( ) Substituindo na equacdo (B.10) temos:

1—2x,

T 2oty & () ()
=1 <A+> 2 ( (ﬂ>)2 (<k!)2 >

a=1i=1 J,k=0
. k
><—<1_‘7;a>k () vhasmy
L2 g e (08
:H.Hexp< 2 ); K (1= za)F

x (1)2’5 1 EYIEA

AN PURIID VL e (—A’Zz)k |
=11 Hexp <—2 ) > F? (1 —z)

. (@) e [-X7 (14 )] (B.16)
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Efetuando a derivada temos:

d k
() e

Xp
i k!
= m! (k—m)!
Com efeito:
N 3 2 ;
AT N
S = ex @

A (1 )

Ko
Ko (
m:

—Af)mexp (14 pa)| (Ba7)

_)\’22 <_)‘?‘)¢2ya>m
L—z4 ) (m!)*(k—m)!
)\flz 1+ 2, . ’iaQ
X
21— Pl

0o —)\/;
X
;(1_fﬂa (m')2
ﬁHep< )\2‘21+x“>e p(
= X — X
a=1i=1 2 1-
PN m
=1 AN )z,
XD el - 2
= (m!) (1—x,)
- N -
]_ 2 1+$
— _ )\2 )\/ [e7
P 2;(a+ )14,
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1 2 1—|—£B
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<P 2;(“r )1z,
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onde I (z) é a fungao de Bessel modificada de ordem 0. Finalmente, a partir

da defini¢ao de A,, A, e x,, obtemos a seguinte expressao:

N 3 P71
1 1 R2K2EE"

S = exp [——k2F2 (T)} exp [——k’2F2 (T)} | | | |I0 —2 | (B.19)
2 2 a=1i=1 sinh (2;;5]2;{,1)

N
h$2
2 2 72 a
onde I'*(T') = E h* K7 coth <2kB >

a=1
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