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RESUMO

O processo de relaxagao em um sistema de bosons
acoplados & discutido. Se obtém as constantes de relaxa -~
¢30 e a expressado para a evolugao temporal dos modos nor-
mais. O campo critico para as instabilidades dos modos
normais & calculado no caso do sistema ser excitado parame
tricamente. Aplica-se entaoc estes resultados a interagao

magnetoelastica e a produgao de fonons em diferentes ressc
nancias & estudada.



ABSTRACT

The relaxation process in a coupled bosong system
is discussed. The relaxation conétant and the expression
for the temporal evolution of the normal modes are ob~-
tained. The critical field is calculated when the system
is parametrically excited. These results are applied to
the magnetoelastic interaction, and the unstable growth of
phonons in different resonances is studied,
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INTRODUGAO

O problema da relaxagao em um sistema fisico, tem
sua origem na irreversibilidade dos. processos que nele ocor
rem quando o deixamos interagir com um segundo sistema gue
tenha um niimerc de graus de liberdade microscdpicos bem
maior que os dele, ou seja, com um reservatdorio. A rela-
xacdo ira depender essencialmente das hipdteses gue fizer-
mos sobre a interacgao entre estes doisg sistemas.

J& no caso classico, temos um exemplo simples des
ta interagado, guando estudamos © Movimentc Browniano. Nes
te caso, partimos da equacdo de movimento dada por mv + Av=
= F(t), onde m & a massa da partIecula Browniana, v a sua
velocidade, » um coeficiente viscoso e F(t) @ a  chamada
"forga flutuante", que & consequéncia dos chogues aleatd-
rios das moléculas do meio viscoso com a particula Brownia
na (kF{t)> = 0). Esta equagao de movimento & um exemplo
do que chamamos de "Equagao de Langevin® [1 a 33.

Em um estudo formal sobre flutua¢oes, Lax [4)mos
tra que se o acoplamento com ¢ reservatdrio & linear e se
0 sistema & considerado "Markoffiano", no sentido de pos-
suir "memdria curta®", podemos escrever uma equagac de Lan-
gevin para os parametros gue descrevem o sistema.

No caso gquantico, diversos autores [3,5,6] mos-
tram que se assumimos as mesmas hipoteses feitas por Lax
para a interagdc entre um sistema de bosons e um reservatd
rio, também podemos obter uma equagdo de Langevin para os
operadores do sistema. Este mesmo problema & tratado de
forma diferente por Louisell [7], tomando a transformada de
Laplace das equacOes de movimento e utilizando a aproxima-
gcao de Wigner-weisskopff, o que o leva aos mesmos resulta-
dos obtidos em [3,5,6].

_ No caso de dois sistemas que interagem entre si
e estado acoplados a um reservatdrio, Gongalves e Zagury [8]
seguindo o procedimento adotado em [3,5,6], detexminam pa-



ra o caso especifico da,inte:agéq;magnetoelistica, guais
seriam as constantes de relaxaggo dos modos normais em fun
¢do das constantes de relaxagao de fonons e magnons puros.
£ também de nosso conhecimento gue a maneira pe-
la qual excitamos um sistema por um campo externo, pode in
fluir no seu processo de relaxagac. Esta excitagac pode
ser linear ou ndc linear. No caso de exgiiagiq linea;,:nao
existe uma mudanga na constante de.relaxagﬁqiéfgtivawﬁ:sig
tema [91, o que ccorre & apenas uma mudanga na parte esta-
ciondria da solugdo. . JA nos casos ndo-linear e paramétrico
(3], a constante de relaxagao efetiva do sistema ira depen
der da amplitude do campo externo. Neste caso, pode exis-
tir wm valor critico deste campo acima do qual haja um
crescimento exponencial do nimero de bosons do sistema.

_ Diversos autores estudam excitacgdes paramétricas
em certos casos de interesse real, como por exemplo em in-
teragoes magnetoelésticas {10 a 13], ou em interagdes en-
tre magnons eletronicos - magnons nucleares Eld a l6], on-
de determinam os campos criticos para as instabilidades dos
modos acoplados. Entretanto, na maioria destés trabalhos,
a relaxagao naoc & tratada em detalhes mas sim, introduzida
fenomenologicamente..  | ‘. : e e e

Nosso objetlvo neste trahalho =3 procurar um tra-
tamento sistematico para o estudo da relaxag3o e excitagao
de dois sistemas de bosons acoplados gue interagem com um
reservatdrio. Faremos ainda vma aplicagao no bombeamento
paralelo de ondas magnetoelasticas onde constataremos a
possibilidade da produgao de fonons por um campo mais fra-
co que o exigido para a producac de fonons puros [171].

_ ~No capitulo 1, faremos inicialmente a revisdo do
';yrablqma de relaxagam de um modo acoplado a um reservatd -
~ rio seguindo o modelo e os métodos de cilculo utilizados
por Louisell [7]. Posteridrmenté,.introduziremos 0 acopla
mento entre deis modos e deixaremos que este novoc sistema
se acople a um reservatdrio. . Calcularemos as constantes




de relaxagao dos modos normais em fungdo daguelas dos mo~
dos puros. Estudaremos ainda a evolugdo temporal do nime-
ro de bosons determinando suas partes transiente e estacio
naria. _

No capitulo 2, faremos um breve comentario sobre
excitagdes lineares e logo nos ocuparemos do problema de
excitagoes paramétricas a fim de estudar a influéncia do
campo externc no processc de relaxagao. Partiremos do mo-
delo apresentado em [8] para esta excitacao e determinare-
mos uma expressac formal para a evolugado temporal dos mo-
dos normais. Estudaremos ainda os "campos criticos" e as
possiveis ressonancias do sistema.

No capitulo 3, aplicaremos todos os  resultados
obtidos anteriormente para o caso especifico da interacgio
magnetoelistica. Estudaremos as instabilidades dos modos
magnetoelasticos determinando os seus “campos criticos". De
terminaremos ainda uma expressao para o numero de  fonons
excitados e compararemos a produgac ressonante deste niime-
ro em duas diferentes ressonancias. |

Finalmente, no'capitulo 4, apresentaremos as nog
sas conclusCes sobre este trabalho.



caPITULO 1

RELAXACﬁO DE MODOS ACOPLADOS DO OSCILADOR HARMONICO

Neste capitulo, vamos procurar descrever como o©O
acoplamento a um reservatdrio de calor i temperatura T, in
flul na evolugdao temporal de osciladores acoplados entre
8i, e que inicialmente ni3c estejam em equilibrio  térmico
com o reservatorio. BAntes porém, vamos introduzir a rela-
Xagao em um sistema mais simples, visando a melhor compre-
ensac do fenOmeno.

1.1. A Relaxacao de um Onico Modo

Consideremos um sistema cuja Hamiltoniana possa
ser escrita como a de um Unico oscilador harménico, e gue
esteja inicialmente isoladeo. Podemos ent3o escrever:

¥ = wAa+a (h = 1)

- . . . + ~
onde w, €& a frequencia do oscilador, a e a sao operadores

de criagdc e aniquilagdo de excitagdes de freguéneia Wa 1
respectivamente. Introduzinde entao o conceito do opera-
dor densidade p [ 273, podemos determinar ¢ valor mé&dio de
qualguer observavel asscociado a um certo operador 0 como
0> = tr(SO) assim como sua evolugac temporal, que na re-
presehtagio de Heisenberg pode ser escrita pela  seguinte
expressao: '

d<0>
= -i<[0,%71> .

dt

Conforme j3a sabemos, estas grandezas permanece -
rac estacionarias devido ac sistema estar isolado. Se ago
ra deixarmos ¢ sistema interagir com um reservatério de ca
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lor & temperatura T, ele ira depois de um certo tempo atin
gir o equilibrio t&rmico com 6 reservatdrio, e o0 nosso ob-
jetivo & estudar como se processa a evolugao temporal des-
ta fase transiente para valores médios de certos operado -
res.

Para introduzir a interag&o com o reservatdrio de
calor, vamos seguir o procedimento que & geralmente usado
(5,6,7], onde assumimos que:

a) O'reserVatério é descrito por uma colegao de

osciladores desacopladés.

b} Apenas parte destes osciladores interagem com

o sistema considerado.

c) Estes osciladores estdo em diferentes estados

de energla que podem ser congiderados densos,

d) A interagdo & linear e a constante de acopla-

mento & muito menor que as energias envolvi -
das no problema.

Desta forma, a Hamiltoniana serd escrita como:(7 ]
vy + * 4 + +
# = ua’a + g(fua R, + £ aR)+ E 0 RIR (1.1)
onde fu & a constante de acoplamento do reservatdrio com o

sistema considerado (JE ] << wy & w)), R, e R: sao operado

res de aniquilagio e criacgdo dg excitacoes de  frequéncia
w, Do reservatdrio de calor.

Para estudarmos a evolucao do sistema, vamos ini
cialmente escrever a equag¢ac de movimento de todos os ope-

radores envolvidos em {(1.1)

. _ i Z f*
a = mAa i L aRa
{1.2)
R =~ iw R ~ if a
o o o

Desta forma, nosso problema se reduziu a resolugdo do sis-
tema de equagdes diferenciais (1.2). Vamos agora supor que
a interacao com o reservatbrio tenha comecado no instante
t = 0, & que neste instante conhecemos todos os'operadores



de (1.1). Isto nos sugere © uso da transformadé de Lapla-
ce para que transformemos ¢ sistema (1.2) em um sistema de
equacoes algébricas.

A transformada de Laplace de 0(t) & dada por:[ 71

O'(s) = J 0(tie %tat '
b

e obviamente

1 g+ie
Bt} = —m o' (s)e®Fas
2ni

g=—io
& a transformada inversa de 0'(s). A partir destas defi-
nigoes podemos ainda mostrar que a Transformada de 4 & da-
da por s80*'(s) ~ O0(£=0). Usando entdo estes resultados, o
sistema (1.2} transformado, sera escrito como:
*
'l —_ = o o 4 r 7,

sa’(s) - a(0) iwya’(s) ~ 1 I £ R (s)

| | * (1.3)

il

sR! (s} = R_(0) = -iw R!(s) - L1f a' (s)

e portanto, a'(s) serd expresso por:

*
£ R_(0)
al®) - il —5ygg-
a'(s) = 2 2“ .
, £,
s oy + ] 2
a s + iwu

Usando entdo a transformada inversa de a'(s) e fazendo a mu
danca da varlavel de integragao s para e + iy:

£ R_(0)
. al0) = § =
o« ¥y + w, - 1ie .
a(t) = — o elyteet dy
21 ), TRE
¥+ ou, - de - )y .

& + - i
Yy w.



Como no nosso;modelo para a interagao-eam O re-
servatdrio assumimos gue seus niveis sao densos, podemos
substituir no denominador da expressac acima, L . poxr

[ ] ) - 2
ID du,p{u ), onde p(w ) & a densidade de estados com ener-
gia entre w, @ ma-+dwa. Por outro lado, a identidade
1 1 o
= )+ 108 (0w = wp) (1.4}
w =~ wg t ie W~ owg

nos permite escrever:

" [falzp(majdwu _
= - AwA(wy) + inA(—y) {1.5) .

0 y + @, = ie

onde

Buy (y) = : e nuly) = wlf [Zoly) .

w o TY

ix
2 ]
o { |fa| p(am)dma
0 o

Devemos notar que nA(y} > 0, o que sera fundamental no de-
correr desta segao. _
Voltando entac para a expressac de a(t}, teremos:

]

af{t}

anmpnran

S a(0) eiyteet dy
27

¥ + Wa ie + AwA('y) - inA{"Y§

-0

o * lyt et
1 J fa RGEO) e e ~dy
_ (y-l-mﬂl

-—1

21 o -ia){y-fmAr4is~FAwA(~y)*-inA(-y)E

(1.6}

Levando em conta o fato do sistema interagir fra
camente com ¢ reservatdrio ([fal << w,), 0s termos Aw, {-¥)

e n, (-y) serao pequenos comparados com w,, O que serd de

Al _
grande utilidade para resolvermos as integrais de {(l.5) co
mo mostraremos agora.

Na 1% integral, ¢ integrando tem polo na raiz da

equagao Y+wy + Awy(=y) - in,(-y) - ie = 0, e para resolvé



la vamos supor gue sua raiz seja dada por -w, + 4§, portanto:

A

- w, + 3 4 wp - ie + AmA(wA - &) = lnA(WA

¢
b

“AWA(NA - 3} + :L;'}A(mA ~ §) + ie

bal, vemos gue § & uma peguena COrregao para ~wg ja& que
ANA(MA - &} e nA{mA - §) =<« wp - Logo, se as derivadas de
bu, (~y) e ny{~y} continuam proporcionais a ifa|2, devemos

expandir estas fungdes em torno de w, e tomar apenas o ter

Y\
s = o -
- mo de ordem zero, ja que o termo de 1. ordem sera propor -

cional a |f |*. Desta forma:
§ = —bwy (wy) + dny (wy) + i€ 5 ~Bwy +iny +ic

e o pole do 19 integrando sera em "mAf*AwA'Fi“A°FiE‘ Usan-
do ainda este resultado, vemos claramente gue 08 polos do

22 integrando sdo dados por mw = dwy + inA + jic e —mu-fis.

Podemos entdc, resolver a (1.6) usandc o método de integra
cao por residuos e obteremos:

ul{wA+&wA)t t

-7
a(t) = a(0) e a A

-1mat ilw ~mauémh)t *nAt

£ a
aRa(O) e {1 ~ e e ]

- Z , {(1.7)
Y wp "W + Awgf-inA

Pela (1.7) vemos que n, & a constante de relaxa=-

: o A
¢ao do sistema e Aw, uma peguena variagaoc nos seus niveis

A
de energia.

Podemos agora calcular os valores méedios de ope-
radores gue possam ser escritos em funcao de a(t) atravées
de tr(pf{a)) onde 7 & dado por BA(O}BR{O), pois em t=0 0O
sistema estava desacoplado do reservatéric. Temos, entao,
<f{a)> = trAEACO)[trRﬁR(O)f(a)} e o operador trRERf(%) sera
chamado de operador reduzido do sistema, Jgue por nos se-
rd denotado por <f(a)>.. Esta média & o operador £(a)

com as varidveis do reservatdrio ja eliminadas.
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Vamos dar agora deis exemplos de <f{a)>_. Inicial

R
mente podemos calgsular o prépr10'<a(t}>R, que & extremamen-
te simples. Usando o fato que a(0) naoc atua nos estados do
reservatdrio e que <R (0}>_ = 0,0 operador a(t) da {1.7)

poderad ser escrito em sua forma reduzida como:

i {w., +aw )t -n, t
<a(t}>R = a{d} e .A e A

© gue nos mostra gue quando t >> I/nA, <a(t}?R-+G. _
Outro exemplo interessante é o do nﬁmero

<a+(t)a(t)> gue pode ser obtiao se multlplicarmos a (1.7)

pela sua hermitiana coniugada e tomarmos tr {p a {£ralt)).

Usando entac que <R (0)> = } e que <R (O)R .(0)> wwﬂﬁ
[ 6], onde N é dado pela distribuigac de Bose, a expres-
sac para <a’ Ft}a{t}> seri escrita como:
=23, t
+
<@’ (Balt)>, = a’ (0ya(dre * +
“i{w =-w,~Aw,}t n.t
1 -~ & a A A o A ]
RN .
: - - 2
o {ma_ Wy Amﬁ} + na
i{w =w, ~Aw, )t -n. L
x [L-e O & A7 AT g

Transformando entZo L em f dew p(m ; e lembrando gue a fun

gac /T e ~uy=do }2 + qj} para peguenos valores de n,, s6
tem contribulqao apreciavel no entorno de w, + Aw,, pode-

A A
mos extender a3 integrsal para o intervalo (-»,»} e subs-

tituir p{wa}if{quz N{e, ) por p(mAlif(mh)lzN(mA}, Copsev
gquentemente, a {1.8) seri veescrita como:
-2n,. t

a (malo) e

£
¥

+ M
<a’(e)alt)>y

- il =n ~Ap }t -n_t
[1-e e A AT, Al

+ ple ) £lw,) |20 (w )J
A7 A A

{w ~w, =Aw, 12+ n2

o A TTA A

-3

ifw =~w,~Aw, )t -n.t ,
xfl-e & B R Rig, (1.9)
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A integral da (1.9) pede ser resolvida por residucs e tem
como resposta:

-2n,.t
‘A
® (i e }

a
De posse deste resﬁltadp e usando gue nAEEwg{wA)If(wA)|2E9
demnos escrever:

~-2n,t -Zn.t

<@’ (Ba(t)>y = a' (Dalole L N(ug)[L - e ATy (1.10)

e se t >> l/nA, teremos:

<a’ (t)alt)>, = N(u,)

onde _
i
w., /KT
e A - 1

N (UJA)

Este resultado j& era esperado, pois guando um sistema de
bdsons entra em equilibric té&rmico com um reservatdrio de
calor, o nimeroc N de guanta & dado pela digtribuigao de
Bose.

Pode ser verificado gque todos os. resulta-
dos obtidos nesta segdo sac 05 mesmos gue o5 obtidos guan-
do assumimos gque a(t) sd tem efeitos sobre os operadores do
reservatdrio no instante t, o que consiste na conhecida a-
proximagao Markoffiana [3,4,5].

1.2. Um Modelo para a Interagao de dois Modos e a Diagona—
lizagio da Hamiltoniana

Vamos agora tratar do problema da interagaoc en-
tre dois osciladotes, um representando o-éisteﬁa (A) e ou~
tro o sistema (B}. No nosso modelo, vames assumir que a
Hamiltoniana possa ser escrita 4a seguinte forma:
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# =

. *
A3 2.+ ub'b + Kab' + K a'b {1.11)

onde K & a constante de acoplamento entre oz dois oscilado
res e . |R] << w, Por hipdtese. Esta Hamiltonlana pode sex
expressa facilmente numa forma matricial por:

b = vy

onde

o
=
[H]
ey
=
=
-

=
&
w

Como a matriz M & hermitiana podemos encontrax uma matriz
unitaria U tal gque:

Mg = D
com
|y 0
D = ’
.0 CF)
o, + o me - wn)? + 4iK|Z
onde wy = A B + —B B -
. z o .
_ {1.12)
oy VTTOITY 4l
_“a " Yp “a " “n |
e Wae = -
2 2

sdo os autovalores de M. Para determinar U vamos inicial
mente escreveé~la em sua forma mais geral que & dada por:

iv il5+f)0
U= gi¥ellorn)

onde vy ¢ & sdo reais, o, sSdc as matrizes de Pauli e fi ¢ R3

i
com |Ri = 1. Usando entdo a matriz U desta forma, ea (1.12)
podemos escrever:

T . ' S .
o tto-fye, if{o-ni}e _ {1.13)

&



if{oc-n}a .
onde, escolhendo o, = 0 e usando que e { o= gos 8 4
+ i{s+fi)sen ¢ teremos:
w1cos?0 + wpsen®s = wy
wyCo528 + wisen?6 = wg {1.14)
’ #
fwy = ws} (ny + 1rxx)sen6c:nsa = K _
Resolvendo o sistems {(1.14), obtemoes:
L] - W =l
303293%.;. A 2 , senzem-%-u & B —
= z TZ - ~ 3 Z
2f(mA wy) + 4 1K]| Af(uA ”E? + 4 K]
Re K n '
e = - (1.15)
Im K. n

X

e portantc, podemos facilmente escrever & matriz unitaria
U como sendo: g

. ( VB /ﬁ'eiﬁleiw 16

i . -y o e i
-8 ™Y VA |
onde A = cos?8, B = sen?s e i ='tg“1(—1m K/Re K).

Se agora definirmos operadores X e Y tais que:

iz
b

H

X YA a+ /Be
' (1.17}

¥

~/B e 2 + /A b

a Hamiltoniana {1.11) poderad ser reescrita como %&émlx+x +
+ m2Y+Y; que & a Hamiltoniana de dois osciladores desaco -
plados {modos normais de vibragdo), e as relagoes de comu-
tagdo serao preservadas devido ao fato de (X,¥) e (a,b) eg
tarem relacionados por uma transformagao unitaria.

Neste ponto, cabe uma anilise mais detalhada do
tipo de sistema real gque gostarliamos de tratar neste traba
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lho. E do nosso conhecimento gue ondas eletromagnéticas s3o
guantizadas, e este procedimento nos permite descrever es-
te sistema como uma colegao de osciladores desacoplados com
energia e momentum bem determinadog. Também, ondas de spin
e vibracoes na rede cristalina, quando guantizadas, podemn
dentrxo de certas aproximagbes ser descritas por colegoes de
osciladeres desacoplados, que sao as ja conhecidas guagi-
particulas {magnons, fonons, etc) de energia wik) e guasi-
momentum k. Desta forma, a Hamiltoniana para gualguer um
destes sistemas pode ser escrita {exata ou aproximadamente)
COmO

.l

- . 4
W o= 1}7; wlk)a &,

kK~ Tk

pectivamente. E claro gue na segdo (1.1} do nosso trabalho,

onde a aniquilam e criam guanta de momentum kK res-

estudamos a relaxagao de apenas um destes osciladores e, por
tanto, =ze quiséssemos ser mais rigorosos, deveriamos adicig

nar uww indice k aos operadores a’ e a. Nesta secas, esta-

mos tratando de um modelc para o acoplamento de dois siste-

mas diferentes (magnon-fonon, foton-magnon, etc.) & convem

notar que novamente estamos considerandce um oscilador do

sistema (A} e outro de (B}, gque na aproximagdo gue posterioxr
mente serd de nosso interesse {(Cap. 3), devem possuir c

mesmo Indice k para que a conservagao de guasi-monentum se

ja satisfeita. Lembrandc entao que em todcs os modelos que

tratamos, até agora o8 operadores devem ter o mesmo indice

k, vamos por simplicidade continuar a suprimi-los até a

seg¢ao (2.1), onde isto nao mais serd possivel.

Cutro fato importante tjue nds iremos utilizar em
segoes futuras & que a energia do sistema considerado neste
contexto & uma fungdo do momentum o = w(k), e esta funggcsgg
ra diferente dependendc do sistema gue estivermos conside -
rando. No casc de dois sistemas interagindo, podemos ter
dois casos distintos:

19) - k tal que wy (k) = wy (k)
29} MA(ki 7 QB(R) v k.
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1?2 caso:
A
G k)
mB(
wA(k)
|
|
|
|
i
: >
E k
| Pig. 1

Na fig. 1 vemos um possivel exemplo do 19 caso .,
onde as relagdes de dispersdc se cortam. Ja na fig.'Z}'mA
e uy estao pontilhadas e as curvas continuas representam
wy (k) e wy (k) que sdo as relagles de dispersao dos modos
normais dadas pela £drmula (1.12). Aainda pela (1.12) pode
mos constatar gue para pontos antes do cruzamento (k < 5)
tais que lw, = wg| >> 2{K| temos w;(k) = a,(k) e wy(k) =
x mB(k). Para pontos depois do cruzamento (k > k) tais
Bl >> 2|Ki temos w, (k} = wB(k) e wy (k) = wy (k).
No entorno de k, os operadores X e Y representam uma forte

que lmA - W

mistura de a e b com w; (k) ~ wy (k) 2 2|K{, o que nos mos-
tra que se |K| << w,(k}, a diferenga de energia dos modos
normais sera muito pequena nesta regido. Portanto, neste
primeiro caso, para k < k o sistema X & do. tipo (A) e o
sistema Y do tipo (B}. No cruzamento X e Y sac migturas
de (A} e (B), e para k > k o sistema X & do tipo (B) en-
quanto Y & do tipo (A). Um exemplo tipico do modelé intro
duzido neste caso & o da interagdo magnon-fonon.
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w4

W--NB - e e D wz
I
. — »
k
Fig. 3 Fig. 4

A fig. 3 mostra o caso onde nao ha cruzamento das
relagbes de disperslo enquanto gue na £ig. 4 as linhas con
tinuas representam as relacdes de dispersao dos modos nor-
mals como no caso anterior. Aqui podemos notar que w, (k)=
= mA(k) e wy (k) = wB(k) se |K| <« (mA - mB), qualquer gue
seja k. Na natureza temos um exemplo deste tipc na intera
¢80 magnon eletrdnico-magnon nuc¢lear, mas neste Cas0,
(wy = wg) = O(|K]), o que afasta wy (k) de w, (k) e wy(k) de
mB(k). _
Para estudarmos © comportamento dos  operadores
normais no 19 e 29 casos devemos usar as expressoes {1.17)
e (1.15) para os diversos valores de k, e obteremos as posg
siveis combinagdes dos operadores a e b.

1.3. A Interacidao de dois Modos com Relaxacao e a Evolucac

Temporal dos Modos Normais

Vamos considerar dois sistemas que interagem co~
mc na segao {l.2), e cada um deles interage com partes in-~
dependentes de um mesmo reservatdrio como na segao 1l.1.

® — @
® - @
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A Hamiltoniana pode, entio, ser escrita como:

+ + * + * + +
X = wp & + wyb'b + K a'b + Kab + E(faa R, + f aR )+

o +

S (1.18)

* +
+ g(gsb"'sB + gsb8;)+ ) w RR, + ¥ wgS,S,
a

8
onde por hipdtese, |f| e |[g| << |K]| <<'mA
Substituindo a e b por combinagbes dos operado-

regs normais X e Y da segdo 1.2 (eq. 1.17) e definindo:

e w .
o

£

5]

/A £, £. = -/B eiwfd

la 2a

(1.19)

1]

* i * * e
92 F B eTgy 9= Ay,

podemos escrever a {1.18) como:

ot + ¥+ o it * o+ $
= 5 XX + 6, Y ¥ + E(flﬂx R+ £, XR )+ gchBx Sg + 9y,4KS )

* + * o+ +. +
+ E(f2uy R, + £, YR )+ g(glay Sg + 9p,¥8,)+ E_waRaRu

o+ g mBS;SB | (1.20)
A {1.20) representa a energia de dois osciladores desaco -
plados X e ¥, onde X interage com R e S com constantes de
acoplamento flu e 9y respectivamente, ¢ Y interage também
com R e S5 mas com constantes de acoplamentd fza e ng. Es~

quematicamente:
® =

A0

Vamos entdo procurar determinar a evolugao tempo
ral dos operadores X e Y. As equagdes de movimento dos o-
peradores de {1.20) sdo: ‘
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i i 7 £ 15 gos
== dugX . 5 luRu - 8 gZB B

L3 * . *
Y= -du,¥y -1 ] £, R -1 g 91658 |
¢ (1.21)
Y
4.3

R = ~{yp R - if ¥ - 4if
o a o o

1 2

SB = *imBSS ~ iggsx - ingY

Utilizando entdo a transformada de Laplace para operadores
como fizemos na segdo (1.1), podemos escrever o - sistema
(1.21) transformado como:

“Xp + SX'(x) = ~iwX'(s) -4 [ £ Ri(s) = & [ g,,85(s)
o B

*

~Yg + SY'(s) = -iu,¥'(s) - 1 | £, R’
o

+*
R'(8}) - i } 91555 (8)
| B (1.22)
- ' P ] - 1 - t
RGEO} + sRu{s) imuRa(s) lflax {s) 1£2uY (5)

]

- 1 - ] — ] - - ¥
SB(O) + 585(3} imBSB(s) 19, ,X {s) ingY (s)
onde Xg, Yo, R {0) e SB(O) sac os valores de X(t), Y(t), R (£}
Q Ss(t) no instante t = .,
Substituindo as duas {iltimas equagdes do sistema
{1.22) nas duas primeiras e definindo:

1 2 pd
R lg, .}
a(g) = s + lwy + z —da’ N I —lB
o g + iw £ 8 + 1w
o B
f* p g* g .
a 8 + iwG B 8 + iw

B

" *
£, F I, .9
c(s) = z 2a 10— + Z I.B 28

a 8 + imu 8 5 + in

(1.23}
8 .
| [£9,17 191412

dfs) = s + da, + § —20  , p 18
e 8 + iu B B8 + i

o 8
£7 R (0) Gy S, (0)
Fol(s) = Xg=47 Aea oy ) 22878
« 8 + imu g 8 + in



19

E 4
| | R_(0) Gy 45, (0)
Ggls) =¥, = 1§ ~%2~m—- -3 ) REE

o 8 + ima 8 5 4 in

poderemos escrever a (1.22; como

M(s)y'(s) = ¢q(8) S {1.24)
onde
a (s} b(s)] X' (s) Fgis)
M(s) = ; piis) = e $gls) =
lete) ats)] Y (s) G (8)

A (1.24) nos mostra gue ¥'(s) = M~!(8)¢,(s) e, portanto, to
mando a transformada inversa de ¢'{s) e subgtituindo s por
e+ 1y, teremos:

1 {” .
plt) = — { M~ (e+iy) g g (s+iy) el¥tst dy (1.25)
2 ' o '

Nosso primeiro passo para a resolugdo de (1.25),
serd a determinacgao de M‘l(e+iy) Para tal, vamos inicial
mente redefiniy as expressoes de (1.23) em funqao de c+iy.
£ntdo, transformando I ey por Idm piw,) e fdm p(wB), usan
do a (1.19) @ a identidade (1. 4},teremos.

aletiy) = ily + w; + sw;{~y) = in;{~-y)1

pletiy) = il7AB ¥ (a(-y) =~ in(~y))]

L

i (1.26)
cletiy) = i{/AB e 7 (a(~y) =~ in(~y))1]

die+dy) = ily + wy + Awy{~y) - dnz{~y)]
onde dwy =y} = Bhw, (=y) + Biug{-y)
' Auwy {=y) = BawA(*y) + A&mB(“Y)
ny{=y) 2 Anpl-y) + Bagl-y) (1.27)
n,(-y) = BnA(~y) + AnB(-y)'
A=y} z AmA(*y) - bup (~y)
n{=y) = n,l~y) ~ nB€ Y}
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olw )£ [?dw o (w,) g, | 28w
@ ﬁQﬁC”Y) g - 2= z, Do -y} 2 = J B8 B
J Y"'wa y+wB
g t=¥) = by -1 |2, ng(~¥) = mp -y} [g (=) |?

{para maiores detalhes destes calculos basta rever o proce
dimento seguido na segaoc (1.1) guando estabelecemos formu-

las para AwA e nA).

A matriz M™!{e+iy) & facilmente calculada como:

1 "4 -
M-l (e+iy) = ——e
ad - be |-c¢ a

onde a, b, ¢ e d sdo dados pela (1.26). Como a matriz
M~1 {e+iy) serd integrada na (1.25) podemos agora inves~
tigar quais as contribuic¢des que M™! dia para os polosdo
integrando, ou melhor, quais gs#&o o©s 2zéros de det M(es+iy).

Para achar as ralzes de det M(e+iy) = 0, temos de resolver
a seguinte equagao:

[y + wy + dwl (=y)} = Iny(~-y)1lly + wy + Awg {-y) - ing {(=y)]

- ABLA(~y) - in(=y)]Z = 0 | - (1.28)
Se agora definilrmos:

a'(-y)
at(-y)

m

wy + dwy {~y) = iny(-y)

1]

wy + Buwg{=y) - ins (~y)
a (1.28) pasma a ser escrita como:
[y + a'(-=¢) 1y + d'(~9)1 =~ c(~y)2 =0 ,

que admite as seguintes ralzes:

~at(=y)-d' (=y) -a'(-y)+d’ (-y)/1 dc (~y) 2
+

y= +
2 2 [a' (~y)=d' (~y) ]2



21

—at (~y)=d' (=y)  ~a'(~y)+d' (~y) de (~y) 2
y = - 1+
2 2 [a' (~y)~d' (~y) 12

Mas, como dwpy (=y), Bug{~y), n,(-y} e ng(~y) sdc fungodes pro
porcionais a Ifa[2 ou |93|2: devem ser muito menores que
(w1 ~wp) e consequentemente 4¢?/(a~d)? serd na pior das hi
potegses um complexo com partes real e imaginiria da ordem
de n2/|K|2. Portanto, as ralzes podem ser aproximadas por:

Y == wy = dowy{=y) + iny(~y)
ou.
Y = = wy = buy(-y} + inp(-y)

Estas duas equagoes s3c facilmente solliveis se  admitimos
que as ralzes devam ser -uw, +§, @ -u, + 6, para a 12 ¢ 2% e
quagdes respectivamente. Seguindo entdo ¢ procedimento to
mado na segdo 1.1 , teremos as seguintes ralzes:

Y1 = = 0] - bwy{wy) + ing(w)

Yo =~ wp — sz(mz) + inz(wz)

ou ainda se chamarmos Awj (w;) T Awy, Awy{wy) 5 Awgy, nylw;) =
£ ny e nzl{wy) = ng teremos:

Yy = wy = bwp ¥ inl

Yo = = wg = Bwpy *+ ing

Desta forma, a matriz M™! (e+iy) pode ser aproxi-

mada por:
M~ {c+ly) =
1 /A8 A (y)-1 (=)
YrwytAey~im : {yruptauy=in) (Yrogtiwg=ing)
x =i it ' . (1.29)
~/AB e " [A(=y)=in(~y)] 1
(yrop ey =iny) (Yragtber=ing)  Yheptdwp=ing J
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O outro termo. que serd integrado & ¢, (e+iy) gue.
.pode ser escrito em fungdo de suas componentes COmo :

* *

£. R (0} 9,,5,(0)

1(} o - z 28 ﬁ {1‘30)
ytw, -1ile By+m8-—ie

Foletiy) = X = ]
a

* *
£, R (0) g,.,3,{(0) - :
- Gofe+iy) =.Y0 - E 2o 0’ E 28 (1.31)

ay+wa—ie By+ms-1e

Usando entdo a (1.29), (1.30), (1.31) e integran
do a (1.25) pelo metodo de residuos teremos:

{(w, =w;)t =~ t
_ - - [L-e Mo 17" e M7}
X(t) = Xge t01Te™ME o7 £ » (0)e iUt
o @ wp =w, - ing
. ~tagt [1-eh{Ugmo1)E 7MY,
= ] 95554(0) e (1.32)
g <R ¢ : Wy —w, = in ' :

g

e

~lwzt _=~nyt * ~-iw € [l-ei(ma-mz)te'ﬂgtj
Y(t) =Yqe e 127 - é £,4Ry (0)e

Wy, wu - in2

, ~tu gt [1- et (08Tu2) g N2ty
) ngSB(O) e : (1.33)
B wy = owg < ins

onde substitulmos w; + Aw; por w; e wy + Aw, por wy, ja que
Aw representa um pequeno deslocamento das frequéncias, Ter
mos da orden de n/|K|, provenientes das fungSes b(y) ec(y),
foram desprezados coerentemente com ag aproximagoes. nas ral
zes de det M(iy+c) = 0. Estes termos s3o responsdveis pe
la interagao dos modos (X) e (Y) através do reservatdrio ,
efeitos estes, que nao serdo levados em conta de agora em
diante. _

Das equages (1.32) e (1.33) vemos que as cons -
tantes. de relaxagic dos modos X e Y sfo dadas respectiva -
mente por n; & np que 3}& foram definidas anteriormente co-
mo:
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ny = AnA(wl) + Bnglwp) e np 2 BnA(wg} + AnB(wz)

Vamos passar entdc a analis@-las em duag situagoes distin-
tas:

1?) Se ndo existir cruzamento entre as relagdes de disper-
sio dos sistemas (A) e (B}, e (wA-mB) >> 2|K]|, te-
mos pela (1.15) A=1 e B=0 e consequentemente w; = Wa
e v, » wy (pela 1.12) o que nos da:

ny = HA e Ny = nB

29) Quando existe o cruzamento temocs trés diferentes hipd-
teses:

a) k << k ou (wy ~uy) >> 2|k{, que recai no caso estu-
dado anteriormente, ou seja, n; = n, e ny & g

b k = E ou IwA-mB[ << 2|K| L
Neste caso, pela (1.15) temos que A==B==§- e pela
(1.12) que wy ~w, = 2|K[. Como por hipdtese w;>>|K|,
nesta regidoc as frequéncias normails sdo praticamen-
te ag mesmds, ¢ que nos permite escrever

na * Np
my = Mgz = :
2
c) k >> k ou (op = w,) >> 2{K}.

Neste caso, A=0, B = 1, w; = Wp € Wy ¥ w,, € Ppor-
tanto: 10 = Ny e ny = Ny e

Neste ponto, se aproximassemos as expressoces de
nj.@ np POr n; = Any + Bng e np ® Bn, + Ang, poderlamos pen
sar que esta aproximaclo sd teria validade na regido proxi~
ma 20 crugamento, ou seja, ju, ~wp| < 2|K|, pois nesta re-’
gido as frequéncias normais estdo bem prdoximas. Isto seria
devido ao fato de que ny = nglup) enguanto que o ng que apa
rece na £ormula de n; & ny(w;) portanto precisarlamos ter
wy ndo muito diferente de w;. O mesmo ocorreria para na
que aparece em np que e ﬂA(Nz} enquanto n, ; ”h‘@n)' Porém
para pontos fora desta reglao, os termos A ou B se encarre-~
gam de anular as parcelas onde comparegam_nB(wA) ou n,(wy) .
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A anAlise feita tanto no 19 caso como no 29 (a,
b e ¢) estido de acordo com o que j& foi discutido no final
da sega¢ (1.2) sobre ¢ comportamento dos modos (X) e (Y) pa
ra 08 MesSmos casos.

Para encerrar esta segao, podemns aplicar a (1.32)
para calcular o ntmero <X X>R
tx. Multiplicando a (1.32) pelo seu hermitiano conjugado,
e usando que, %R:Ra,> =8 N, «st 6Sg1> = 8N, e que OS
demais valores médios envolvendo operadores 4o reservatd -

gr que & o operador reduzido

rio sao nulos, podemos escrever com o auxllio da (1.19) que:

+ R ~2n; t
X X>po = XpXpe “UIT 4+
“i{w -wjlt -mt 1w w1t -mt
) Alfalzma [l1-e e fl-e e
a (wa ~ wp}? + nl
-i(ms—ml)t -nlt i(ws-wl)t 'n}_t
[l-e e [l-e e ]

+ J Blg,|%n
B g A (wB “ wy)? + ni

que € uma expressio anfdloga & (1.8). Transformando entdo
I em fdwap(mu) e g em L?wsp(ws} e seguindo o procedimento
tomado em (1.%) teremos:

~2n e, 2afer)
1
Bn (wl) -
PR - vt N{w;)[1l - e SURS
ni ’

<X*x>_ = X;XQ e

N(up)[L - e 2ME;

RS

Usando entdo que n; = AnA + Bny , teremos:

-2n; t ~2n1t]

<X+X>RS = xgxu e + N(ml)tl - @

Portanto para t »>» 1/2n;, © nGmero X *x sera dado pela dis-
tribuigio de Bose. |
‘Analogamente poderlamos obter pela (1.33):

i

<¥fys_ = Yhy, e~ 2n2t

RS

+ N(uy)fl - e
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CAPITULO 2

A EXCITACEO DOS MODOS NORMAIS

No capitulo 1, fizemos o estudo de um modelo pa-
ra o acoplamento de dois sistemas ligados a um reservatd -
rio. Vamos'agora, descrever a produgdo dos modos {X) e (¥}
devido a um determinado tipo de excitagao externa e anali-
sar a possivel influ@ncia deste processo na relaxagdo dos
modos normais, Antes porem, faremos um estudo gualitativo
dos tipos de excitagdes gue s8oc de maior interesse nos pro
blemas usualmente tratados na literatura.

Se o campo externo se acopla linearmente com o
sistema [ 91, o problema & facilmente sollivel como veremos
agora. Por Simplicidade, vamos considerar apenas um,osci-
lador interagindo com o reservatdrio e a generalizagao pa-
ra dols osclladores acoplados serd trivial. Neste caso, o
acoplamento linear & equivalente a adicionarmos um termo
F{t) 4 1% equagio do sistema (1.2). Seguindo entdc o pro-
cedimento da segac (1.l), iremos obter uma solugdc idénti~
¢ca a (1.7) somada a

1 ® F'{e+iy)e
2

iy +_¢uA +Awy = in, = i)

iyteet dy

t

onde F'{c+iy) &€ a transformada de Laplace de F(t). No caso

de F(t) = Fye 18t
- "~ - : »

termo analogo i 2% expressido de (1.7) se trocarmos fuRu(O)

, teriamos como resultado da integragac um

por F,y e w, Por Q. Desta forma, vemos gue a excitagao li-
near introduz uma modificagac na parte estacioniria de a(t),
sen exefqpr nenhuma influéncia na vida média T, da fase
transiente do sistema (-rA = l/nA).

Por outro lado, guando a interagao com o campo ex
terno & ndo linear ou paramétrica [ 3], pode haver uma mu-
danga na forma de relaxagao do sistema enquanto  persista
esta interagao. No caso que estudaremos, por exemplo ,
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apesar da dependéncia temporal da parte transiente da solu
¢ao ser bem aproximada ﬁor uma exponencial, a "constante de
relaxagdo efetiva" depende do campo aplicado. Esta cons-
tante pode inclusive tomar valores negativos, corresponden
do a¢o crescimento exponencial dos modos normais. - Ao valor
do campo externo que nos fornece tal situagao chamamos de
"campo crIticd". Neste capitulo, vamos nos reter ao estu-
do de um modelo especifico de excitagdo paramétrica em um
dos dois sistemas acoplados, investigando a influencia des
te processo nos modos normais e calculando os possiveiscam
pos criticos.

2.1. A Hamiltoniana com Excitagao Externa

Vamos assumir gue a Hémiltoniana possa ser escri
ta como [ B81: ' '

H =H v fE ext (2.1).
onde
;L + + * o+ + * & +
Jﬁk g mAakak4~mekbk-rK akbk4~Kakbk4-§ (faakRka-+faakRku)

: -+
ot 3; ‘gs k Ske t 9pPx kB) * Z qukakcs g WSy oSkg

# ., & andloga a ggk, bastando trocar k por -~k
L pa¥a-int o+ it
'.}'f,;ext £ ho e aka_k + hge aka_k '

h @ a amplitude de um campo externo aplicado no  sistema
({(n) + (B) + reservatdrio), 0 & a sua frequéncia de oscila
¢30 e ¢ & um complexo proporcional 3 constante de acopla-
mento com o campo h. Como podemos notar, a introdugao éo
campo. externo deu origem 3 criagdo ou aniquilagdo de pares
de quanta de quasi-momenta k e -k no sistema {(A), e isto

nos levou a explicitar os Indices para distinguirmos oS
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diferentes osciladores como ja haviamos comentado anterior
mente (seg¢io 1.2). Um exemplo real para este modelo & a
excita¢dao paramétrica de magnons (sistema (A)) por um cam-
po magnético de radiofrequéncia [ 8], quando levamos em
conta a interagao magnetoelastica.

Devido ao fato de.%& e %%k estarem desacopladas,
podemos usar a (1.17) para reescrever cada uma destas par-
tes de ¥ como:

_ + + 4 +
R L Ve S T T

* + * 4 e
+ z (quYkRak'bf2aYkRka)d'g (glquSka'+g1quSka)

o

* _+ + + +
+ g ‘gzsxksks"fzfsxksks) +£ %Rkunka+§ “’sskssks {(2.2)

e obviamente Jﬁ;k sera igual a;%i trocando k por -k. Se ago
ra definirmos:

o'ha = h; , -ho ' VAB e ¥z n], e ha'Be™?¥ : 1, (2.3
poderemos ascrever J%xt COmO &
* 4 * * ' * : -i

Nesta nova forma de x%xt' vemos que apesar do campo exter-
no 86 interagir com o sistema (A), o acoplamento entre (&)
e (B) faz com que sejam criados ou destruldos diferentes
pares de guanta dos modos normais (X} e (¥). Porém, o aco
plamento de cada um destes pares com o campo externo serd
diferente dos demals. Para gque este ponto fique mais cla-

ro vamos citar rapidamente o0s possiveis casos:

a) Um par de guanta de (X)

“i - — acoplamento com o campo : Ag
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b) Um quantun de (Xi e outro de (Y)
X ‘ iy
+~E—-f——E~* acoplamento com o campo: YAB e "o
c) Um par de guanta de (Y)

+:E--~—-%~+ acoplamento com o campo: Bcﬁaziq7

onde A, B e ¢ sao dados pela (l.18).
Deixaremos para a segdo (2.3) majores detalhes
sobre cada processo.

2.2.'A Evolucdo Temporal Formal dos Modos Normais

Vamos ilnicialmente determinar a eguacao de movi-
mento do modo xk. Como ﬁk = —iExk,Jéj, podemos escrever:

. * * * - fe -
xk:.-a-iwlxk-i E fla.Rku-i g QZESB - ,ihlxtke ot - 11112Y k -ie
o

Para eliminar a dependéncia temporal explicita desta‘equa-
¢d0, vamos escrever os operadores xtk, Y:tk, ¢t Ry © :-"kB como

"iﬂt/2 —iﬂt/2 -igt/2 -iQt/2
X,k r Tixe e Rypqe® € g:kae

vamente, o que nos leva a:

% =il - PR -1 f;_anka - i { g%ske g - Anpo¥h
. a \

respecti

Portanto, para os operadores O a equagdo de movimento tem
apenas dependéncia temporal implicita. Repetindo ¢ mesmo
raciocinio para todos os operadores de }¢ e chamandc u) “%’
mz-%u ”u"%? ma-% da Ay, Ap, Aa, AB rgspectivamente, te

remos o seguinte sistema:
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+*
- in X - 1hp, ¥,

L
Be = - & - 1 E Flafke ~ 1 é 92655
%k = - 12,8 - i g f;a o i g ngSkB - ih,¥7, - ihfzxfk
Rea = = DB, — 181 % " ety
B = ~ 2,8, - 19,8 - 19 ¥, | (2.5)

&t . + s et . -+ .
X = illﬂ,k + E flaR“ka + i Z qzsg“kg + lhlgk +.ih12?k

B

[

et

LS s ..I.. o+ . ]
Y"k = lAzY_k + i é f2aR~ka + 1 g nggth + 1h2Yk + thzﬁk
ot | -3 + L oX gt . * L+

; + * _+  _+
S*ks = 13,8 + 195X+ 19 I,

Assumindo que a interag¢ac externa tenha comegado
em t = 0 e que neste instante conhecemos X+k(0), Yik(o) .

Rikg(o) € Sth
segoes (l.1) e (1.3) e tomar a transformada de Laplace de

(0), podemos seguir o procedimentce usado nas

todos os operadores envolvidos em (2.5). Desta forma, se
lembrarmos das definigoes (1.19), (2.3} e ainda definirmos

£, 12 ERE

a(s) = s+ ix; + A ] G 4 B §
a s + 1A B s «+ i
o B
i¢ ifalz i@ Ig I
b(s) = -/AB e + /aB ¥ 7 B
a 8 + ix E s + iAB
i o lE,12 ie o lagl?
c{s) = ~/AB e + /BB e
e s + 1A B s + ilﬁ
(2.6)
£, |2 EAE
d(s) = s + iy + B § + A}
o 8§ 4+ iX g a + ils
t = iAho

B8
i
I

e

o

Q

:»-‘l

w

1

[
%
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n = ihaBezi&
£ (0) 8, (0)
g 3
Fk(s};x(m‘.lxm _izmﬁ__’ii?’,.__.
a S + lk B s + ihs
*
f. R, (0) g (0)
Gk(s)gf(o),.izm__}ﬁﬁ.____izu_:l:m_.
a s + ih g 8 + 118

e a(s), b(s), c(s), d(s), F (s) e G (s) como a (s " b (s ),
c (s ),d (s ),F (s ) e G (s Y, © sistema (2.5) transformado
sera escrlto como:

a{s)Xy(s) ~ ﬂ*it;(s) + b(s)¥, (s) - m*Yt;(s) = Fp (s}

-2%L(s) + B()RE, () ~ m¥(s) + B(s)T, (s) = f_k(S)(é .

cls)R!(s) - m& (s} + d(s)Z) (s) - n*¥], (s) = Gy (s)

f (8

Ry (s) + ()X (8) ~ Y (s) + AT (e) = E ()

Podemos ainda escrever o sistema (2.7) em forma matricial
como s

M(8)y'(s) = ¢4 (s) (2y§)
onde
X (=) ] ka(s) b [a(g) -t* Dbla) -m* |
R:'_';(s) F () ~2 a(s) -m  B(s)
p'is) = | . i) = e M{s) = -
| ¥ (a) G, (s) ci{s) -m* d(s) =-n*
Lo 5, ()] m S8 m A

Desta forma. a transformada inversa de y'(s) & da
da por:
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g+l
M-l(s),(s)e®tas . (2.9)

g

1

pt) =
291 )

Para determinar M~!(s), vamos inicialmente escrever a ma-

triz M como M{(s) = s - L'(s), Ent3oc, usando o resultado
. a. =~ A :
£(a) = [ £@) 1 —t—- (2.10)

onde os a, s3o autovalores da matriz A [22], a matriz M l{(s)

gera escrita como:

1 pt - L'({s)
Ml(g) = [g~L'(g)]"1 = ) = ) —2 (2.11)

ks -py 3# P - P,

_Pakﬁ#galeular os autovalores p; de L' precisamos achar as
ralzes dedetfis -L'(8)] =0, ouseja, as raizes de det M(s)=0.
Por outro lado, para resolvermos a {2.92) devemos fazer a
substituigao s=e+ iy, 0 que nos leva a

o

1

GE) = — | M7 l(etiy) ¢o(c+iy) e ¥t ay (2.12)
: 2r f_ -
Esta mesma substituigaoc na (2.11) nos dara:
~i p. ~L(iy) .
Ml{e+iy) = ] ——m—e I e (2.13)

R.Y—pg“it J#R Pj"Pg

onde
P, = -ip;, e L = ~iL'(1y) = y+iM(iy) (2.14)

como p]'{ €& raiz de det M(s) = 0 e s = iy, ~ip; sera raiz de“
det M{iy) 0, que sac os p, da (2.13). 0 cidlculo destas
raizes serd efetuado para algumas situagles especiais em
uma -segac posterior, jad que neste ponto estamos interessa-

dos apenas na obtengdc de uma expressdc formal para a evo-



32

lugdo dos operadores.
Se definirmos

£ R (0) ] =955, () ]

Py = fiuaikam) e p, = gfsstkﬁm) (2.15)
“£20Rye () B 7 =915k (0
| £, R, (0} [ 9y 450 1400 ]

o vetor ¢p{e+iy) serada reescrito como:

L I+o tp
$p(etiy) = (0) + ( Z) [X = ) JLw]

2 ay+la-ia By+)\8-is
I-o ¢ | '
+ 300 & ) . (2.16)
2 ay—?xu—ie By-la-ie
onde, o_= T2 0 , 1. & a matriz de Pauli [} 0] el éa
z 0 c z 6 -1
z

identidade 4x4.
Substituindo a (2.13) e a (2.16) na (2.12) e efe
tuando a integral por residuos, chegaremos facilmente a:

ipﬁt —ilat

} ip,t - I+o
vEr=J e *Ey() +] & e E, —2)¢ +
% Lo A+ P 2
o %
eiplt-eilat 1-o, eipgt-e—nst T+o_
+1 E,( e, + 1 E, —)¢,
o P, - Aa. 2 28 J\B +tp, 2
ei‘.p!'t _ eii\ 3t 1 o, |
+7 B, ( )¢, (2.17)
1] P, ~ AB 2
onde
Py - L ' '
B, 2 I —doee (2.18)
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é o projetor sobre o Quto-estado do autovalor P, -

Convém notar gque na integragao, fizemos L cons~
tante, o qué iremos justificar na proxima segao deste capl
tulo, onde trabalharemos com a matriz L(iy) explicitamente.
Usando a (2.10) podemos ainda escrever a (2.17) numa forma
bastahte_elegante:

) ~iat
by = M + 2 F LMoo T @A)+ o) +
a
ir &
1Lt - -
+ (e - e .“ YL = A )7HI - o )}, +
+ & R int | M (L + A ) I + o 5 +
2 g © € ) g) z
irt |
R CCI NP R AP YR RN SRR ) ' (2.19)

que. estd de acordo com a expressio da evolugao temporal dos
operadores obtida em [ 8 1.

2.3. © calculo dos Campos Criticos

Para que possamos estudar em detalhes a evolugdo
temporal de ¢{t}) dado pela (2.17), vamos inicialmente cal-
cular os Pg- Em particular, estaremos interessados nas
partes imaginfirias de P, s Que vdo essencialmente, regular
a variagao de intensidade dos modos X ou Y. Vamos verifi-
car gue existe um valor h = hc,'tal gue, se h <« hc, p{t)
pogssul uma parte transiente gque decai exponencialmente e
oﬁtraaparte que permanece astacioniria depois de decorrido
um certo tempo r. Entretanto, se h > h, a solugdo & instd
vel e cresce exponencialmente no tempo. _

Vamos entio escrever a (2.7) em fungdo de iy + ¢
e transformar L e E gue al aparecem por

J dwmb(mu) | e J dmap(wa) ’
0 %
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respectivamente. Lembrando ainda das definigdes de (1.27),
chegarenos a:

a'{y) . Ahg* ._ /LB ei$§ ~-h/AB e " o*
-Aho a'(y) | hAB e¥ o /AB e“iwy
Mdy) =31 35 e-i¢; ~h/AB e ¥ a' (y) hBe*zig *
hEB o /AB & -hBe?i¥; d'(y) . 1
onde
' - ‘L it . Y
& (Y) 2 ¥+ Ay 4+ Awg ("Y + "2"} - in]_ ("y + '5*)
1 - & Q
a'l{y) =y - 2 = Aay(y + “j‘) = iny{y + “2')
' - . 2 Q
d (Y) =y + 32 + ﬁwz ("‘Y + "2'} - ing ("‘Y + “‘j”}
' - fQ . ' Q
d'(y) =y = dp = suply + 3) - dnaly + 3)

s 1[Auw. (v +2) - Ag 8y1 - 8y L 2
Y218, (Y +5) ~bugy+ 9T -~ [ny(y+3) = ngly + P

e Y & 1d8ntico a y 3e trocarmos i.por -i e y por -y. Como
podemos notar, cs termos y e y, sac agqueles responsivels pe
la interacgdo dos modcs normais através do reservatdrio, gque
desprezamos na segdo (1.3). Portanto, para estudarmos a
influénciz do campo erternc nos modos X e Y calculados na
aproximaqio usada na segzo (1.3), devemos desprezar os ter
mos Y @ Yy nos nosscs cidlculos atuals. Podemos ainda fazer
outra aproximac@o na matriz M{iy) se lémhrarmos gue quando
h+0, as raizes de det M(1ly) = 0 sio dadas como solugdes
de a'(y)a'(y}d'(y)d'(y) = 0. 1Isto nos permite eliminar a
dependéncia em y das funcdes Ami(y + 0/2) e ni{y + 0/2) co
mo vimos no capitulo 1. Se agora levarmos em conta que
h << w; @ w, poderzmes ainda usar ¢ mesmo tipo de argumen-
to para substitulir Ami(y + Q/2) & ni(y + Q/2) por Aw i(mi)



e ni(mi). Desta forma, aproximando Ay por Aii-Ami; a ma-
triz M{ly) serd reescrita em forma mais simples como:

y+h,~4n; Aho* 0  ~ho*/AB e ¥
| ~Ah y-hi-in;  ho/EB & 0
ey =4 0 ~ho#*/EB & ¥ y4r,-1n, ho*Be” 23¥
hovaB el¥ 0 ~hoBe?¥?  yor,-in,
| (2.20)

Esta forma simplificada de M(iy) inos . pérmite’ alcula®’
facilmente os p, © o8 projetores EL da (2.17). Para ob~-
termos os autovalores P, devemos calcular det M{iy) =0, o©
gue nos leva a:

¥yt - 2i(n; + ny)¥d - [Ai + ni + 12 + n§.+ dnyns - |o|2h2 1?2
+ i£2n1(k§ + “i’ + 2n2(h§‘+ni)-ZBzfclzhzn;-2A2|0|2h2n2
- 2880 |2h2(ny + np) Iy # (A2 +02) (n2 + 02)

+ h?2|o|20(Ar, +BA;)2 + (Any +Bn;)2]1 = 0 (2.21)

enquanto gue para o calculo dos projetores devemos deter-
minar a matriz L, que com o auxilio da (2.14), & dada por

“Ay+ing  ~Bc*h 0 ho*/AB e 1%
Ach Ay+ing ~hg AB eV 0 |
e o ho*vAB e ¥ - +in, ~ha*s e 2| (2,22)
~hovAB &¥ 0 hos e?%¥ Ap+ing | |

O problema estaria resolvido se calculdssemos as
ralzes de (2.21), e uma vez obtidas, determinassemos os
E, dados pela (2.18). Porém, dependendo da forma da raiz,
poderiamos ter ou n3c, uma situagac fisica que . .diferisse
- fundamentalmente das estudadas até agora. Portanto, vamos
' nos reter a uma andlise detalhada do comportamento das‘ral
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zes para diversos valores de h e 4, e postericrmente (Cap.
3) estudaremes a evolugao temporal dos modos (X] e (¥) em
um problema de interesse real.

-

A equagao (2.21) & do tipo:
\YL} - ng}[E - szyz + icly + Cg = 0 (2.23}

onde c; € R. Esta eqﬁaggo e tal gue se 2 & raiz, -z* tam-
bém o serd, o que se mostra trivialmente tomando o complexo
conjﬁgadc da (2.23}.

Iniclalmente, vamos assumir gue as raizes de
(2.23) sejam 2z, %y, z3, 24, ndo nulas e com partes ima
ginarias positivas.- Neste caso, ¢ termo independente de
Py © ws da (2.17), irad decair exponencialmente com uma cons
tante de relaxacac (Im z;) que depende do campo externo h.
Os demais termos da (2.17) sac tais gue depois de decorri-
do um certe tempo 1 (h), atingir3o um regime estacicnario .
Vemos entlac, gque neste caso, a inclusao do campe externo
pa2o mudard  a natureza da solugdo do problema, pois conti-
nuaremeos a ter uma fase transiente e cutra estaciondria.
Se agora variarmos o valor de h, poderemos consedguir sensi
veis modificagoes nas partes imaginarias das ralzes. Con-~
sultando entac a (2.17), iremos constatar gue guando al-
guma das raizes tiver parte imaginiria negativa, um dos mo
dos ird crescer exponencialmente. Vamos, portanto, nos fi
¥ar no limiar desta transigao, ou seja, calcular os valo-
res criticos de h que obriguem a pelo menos uvma das ralzes,
;ﬁigam§s~zly-ter parte imaginéria.igqal a zero anguantc gue
aF-outras continwem positivas (¢, ¢,, ©; e ¢y 3 0). Temos
antio duasg possibilidades: :
%

10) 2 = « z*

1 1
. Neste caso, se z; = a; + ib; temos que a; +ib; =
= ~a, + ibl ou seija, a; = 0 ¢ a raiz & imaginadria pura. Co
mo estémos interessados em b; = 0, devemos calcular h gue
nos fornega uma raiz nula, ou seja: ¢g = 0 na (2.23).
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22) 2z, # ~z* (Im z; = by = 0)
Neste caso podemos ter duas situagoes distintas:

1) zy = wz; com zZz = ~z; e obviamente z, = ~z: (Im zZ3 e
Im z, > 0). Temos entao a; + ib; = ~a, + ib;, e como
b; = 0 concluimos gue. b, = 0 e a; = ~ap. Logo a equaglo
(2.23) serd escrita como:

(z2 - af)!:zz - ifby + by) - bzbyl =0 (2.24)
onde by e by, > 0.

2) = -z; com zy = -z; (Im z3 > 0)
Usando entao © mesmo raciocinio do caso (1) podemos es-
crever a eguagido (2.23) como

(z2 ~ a?}[z2 -~ 2iIm z4z - |23|2] = 0 (2.25)

onde Im z3 > 0. Comparando a (2.24) com a (2.25) vemos
que o 29 caso pode ser resumido em uma eguacao da forma:

24 - igz3d - (8-+a§)z2 + iaa?z + Baf = 0 {2.26)

onde o = Im 23 + Im 24, B = Im z3Im 2Z,, a; = Re 2 e
o e B > 0 por hipdtese.

Passemos entao a aplicar estes resultades a edqua
cao {2.21).

0 campo critico do 19 caso {hcp) pode ser calcu-
lado guando fizermos cy = 0 na (2.23), e este procedimento
nos levar3 a: |

2 2 2 2
(A + 711)(12 + 712) )
h2_|ol? = (2.27)
P (Bh, +BAy)2 + (An, +Bny)?2 |

Se substituirmos este valor na (2.21} constataremos ainda

que os demais coeficientes {c,, ¢, e c¢,) serac todos posi-

2
tivos, o que nos diz que apenas um dos termos da (2.17}

nao ira decair.
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Para calculaf hcs (campo critico do 2? caso) te~
mos gue inicialmente igualar a equagdo (2.25) & (2.21), ob
tendo portanto:

a = 2{ny + ny)

2
B+ aj; = A2+ n2+22+n%+4nyn, -~ h2|o|?
! i 1 2 2 1z

aaf = 2n1(hi + ni)-+2n2{l§4vn§)F'2|G|2h2(A2n2-sznl) +
+ 2|cj2h2 (ny + ny)}AB (2.28)
saf = (}f + nf)(kz + n:) - h2\0|2[(Al2-bBA1)2-+(Anz-anl)z}

A resclugao do sistema (2.38) nos fornecerid a seguinte e~
gquagao para héslnlzz

by {]e]2020% = by (Jo|Zh2 ) + by = 0 (2.29)
onde:
by, = u(l «~ u)
ni =0z Ay +A2n, '
by 5 ~———— (A2 = 2Z)y + -2 b - (Axp + BA)? +
ny +ng 1 2 ng +ng - -

+ AB(n§-+n2} + {1l + AZ + B%)nyn,
2

nin
(12_.?\2)2 12
1 2 (r}1+ﬂ2)2

o
=
n

+ 2(1§*¥li)n1n2 + nyng {ng +ny)2

Aznz + B%n,

e u £ AB +
' | ny + N3

by T 15,5, |
h2 lal2 = — 1+ f1- (2.30)
2by | b2

Portanto:
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onde o sinal serd escolhido convenientemente no prossegui-
mento desta segao.

Através desta analise, podemos notar gue uma vez
fixada a frequéncia de oscilagao do campo, podemos sempre
encontrar um valor para sua amplitude (hcs ou hcp) acima do
qual vamos comegar a ter o crescimento no tempe de um dos
modos, Porém, este campo € em geral muito forte, a menos
que sua frequéncia de oscilacio seja igual a alguma possi~
vel ressondncia do sistema, o que reduz sensivelmente
esta amplitude. Cone na pratica estaremos interessados em
campos fracos (cap. 3), vamos determinar dquais os valores
de © que minimizam os campos criticos.

rela (2.27), vemos que hép depende de hi,eadexz.

Podemos entasc ter 2 casos distintos:

a) Aa; = Qou Q = 2w, ¢ a (2.27) se transforma em:

n2(r2 + n?)
1 2 2

lo]? (2.32)

AZJ\E + (An, + Bny) 2
onde An = wy ~wy.

b) Ao =0 ou Q@ = 2uw;, ¢ novamente pela (2.27):

n2(r% + n?)
hé fo]2 = 2l 1 S (2.32)
P szf + (An, +Bn;)?2

onde A; = w; = wsp.

Destas equagoes vemos que as respectivas  esco- -
lhas de 0 foram fundamentais para a redugao das amplitudes,
que eventualmente poderiam ser da ordem de w;, para ordem
de n, ou ny, (w3 >> ny; e ny). Cabe lembrar agora, dos pos—
siveis processos de produg@o gue foram introduzidos no ini
cio deste capitulo e notar que o caso (a) (2 = 2w;) traduz
a conservagdo de energia do Processo de crlagao (ou anigui
lagao de dois gquanta do modo (X), enguanto gue O caso {by
(2 = 2wp) nos da a conservacd@o de energia da criagao (ou
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aniquilagdo) de dois gquanta de (Y¥). A partir deste ponto
vamos nos referir ao caso (a) como 12 ressonancia enquanto
que ac caso (b) como 22 ressonéncia.

Para o campo critico h,_, a escolha de (Af*l§)=0
ird nos fornecer o valor‘minimo deste campo. Neste caso te

mos as segulntes situajoes:

a)11+)\2=m1+m2—52:0=>Qﬁm1+w2

b) Xy = A = wy; - wy; = 0, 0 que & absurdo pois na pior das
hipOteses w; ~wy = 2|K| (caso exista cruzamento).

Tomando entao Q = w; + w,, € Obviamente A; = ~x,, o5 coefi
cientes by, b; e b, seraoc escritos da forma:

b, = u(l - u)
by = n}_nzfék? + (ny + ny)?] {2.33)
b; = h?[l- (A -B)2] +AB(n? +n§) + (1L + 2% +B2%)nyn,
onde Aznz + anl
u = AB + .
ny + mp

Através destes novos coeficientes podemos mostrar que na
{2.30}, o guociente 4byby/b2 << 1, Para tal, basta mos-
trar gue bO/bf << 1, pois 1émbrando que A varia entre 1 e
0 e A+B = 1, temos que 1 <]l e consequentemente o mesmo a-
contece para b,. Utilizando entao as aproximagoes até ago-
ra usadas neste trabalho, temos QUE'lf[l"(A*B)2]€54K§ﬂ1n2
550 og termos principais de by e b, respectivamente, o]
que nos leva a

bp dnyng _
—— (2.34)
bf lftl - (A -B)2)]

Este termo & muito menor que 1, a menos que A = 0 e B = 1
ouA=1eB =~ 0. Mas neste caso, devemos ter mais cuida
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do, fazendo a expansio dos termos A% e (A - B)? para
1

[wA - mB[ >> |K| de forma xrigorosa. Usando a (1.12)e (1.9)

devemos ter nesta aproximacao:

w2 - - 2 - 2 2
Lo (AeE)? 4|K2 | . (wy=wsy) _ {wy=ug) + 4|kl

{w,—up) 2 4+ 4]K?| 4 4

e a (2.34) sera escrita como:

by dnny

——

B2 |R|2
1

<< 1

pois |K|?2 »> nyn, (por hipdtese). Podemos entdc ter uma
forma mais compacta para hcs expandidb a {2.30) ateé 12 or-
dem em 4b2b0/b§ e obteremos:

—

14 (1 -

_ b2 g

2 [ |2 b1
h o4 g ——
cs 2b,

o gue nos indica duas possiveis solugdes:

2 2 1 2 2 bo
hl lo}?2 = — ou hZ joi2=—.
2 b;

Como b;/b, >> by/b; e estamos interessados nos campos mais
fracos, vamos nos descartar da 1% solugdo. Usando entdo a
(2.33) vamos escrever Iclzhés como:

dnynpliwy =wy)? + (ny +ny)21

hZ |o]2= :
c8 (0y02) 2L1= (A=B) 2] + 4nynp [1+A2+B2] + 4ABLn? + n2]

(2.35)
A escelha de @ =uw; + w, exprime a conservagdo de  energia

do processo de criagao (ou aniquilacao) de um guantum do
modo (X) e outro do modo (Y). A este ultimo caso iremos
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nos referir como 3% ressonincia.

Neste ponto vamos fazer uma pausa na  discussao
sobre os campos criticos, para mostrar como poderlamos cal
cular as demais ralzes de det M = 0, na 32 ressonincia. U-
ma vez obtido !c]zhgs devemos retornar & (2.28) e calcu-
lar a; explicitamente, pois sabemos que neste caso a; e ~a;
sao duas das ralzes de (2.26). Uma vez calculado a;, te-
mos de resolver uma equacgio do tipo z? ~ia-8 = 0 onde o
e B também s3c obtidos diretamente na (2.28) e as ralzes se
rao:

P /31 + nin; hcs]ol u

P; = ~ l/Az + Nnihe = h?_ lslzu
1 cs {2.36)

P; = J&i + nyng + hZ fo|2(u=-1) + il{n; + np)

Py == A% + iy + B2 fo]2@=1) + Lm * nz)

onﬂe'hgs o? & dado pela (2.35) e Ay = wy=wy/2.

Se quisermos calcular as demais ralzes da 12 e
22 ressondincias niio teremos a mesma facilidade pois naguele
caso estaremos necessariamente envolvidos com a resolugao
de equagdes do 39 grau.

Para finalizar este estudo dos campos criticos ,
vamos fazer uma analise do comportamento destes campos pa-
ra as diferentes ressondncias, nas diversas regiodes da re-
lagdo de dispersdo dos modos (X) e (Y). Por conveniéncia
vamos denotar os campos da 12, 22 e 32 ressoniincias como
h,yr h, e b4, respectivamente. Seguindo as hipétéses de
ny € ny << K << u;, vamos estudar as 3 ressonancias para
k<<]j,k=}§ek>>]§.

1) k << k. Agui, ©p = Wy << 2|K| e po:tanto- A=zl -
- |K[2/{up~0g) 2, B = [K[2/(0,~wy) 2 e wy = wp =
= V{w, ~w )2+ 4|/K{* , que usados na (2. 31), (2.32) e

A B
{2.35) nos levarao a:
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‘h2 2 & p2
hcllci = n? {2.37)

ﬂZ(ml - mz)h
h2,lo{2 = =2 (2.38)
|x|*

nyng (wy - m2)2
h2_ lof2 = (2.39)
c3 : |K12 :

Das equagoes acima podemos notar gue hgl € 0 menor dos cam

pos criticos, o que j& era esperado, pois nesta regiao o

modo (X) representa aproximadamente o sistema (&), sistema

este gue estd diretamente acoplado com o campo externo. O

Campo hczéo maior deles, pols devido a0 modo (¥) nesta regido ser
do tipo (B), este modo 8O esta acoplado ao campo = externo

devido a interagao entre os sistemas (A) e (B) e, portanto,
& dificilmente excitlvel. J& o h_, & o campo necessério pa
ra a criagdo de um quantum de (X) e outro de (Y), processo

este, mais acessivel que o relativo a h,- E interessan-

te notar que hgz e hg3 dependem explicitamente da constan-

te de acoplamento K, e se X+ 0, os campos héz e hé3*+m, ou

seja, sSe nao existisse acoplamento entre os sistemas (A) e

(B), o Gnico caso possivel seria a excitagao de (A), o que

j& era fisicamente esperado, pois os demais processos  sd

s30 possiveis quandc existe acoplamento.

2) k ~ k. Neste caso A =B = 1/2 e w; -uwy 2|K{, gque

levadas na {(2.31), (2.32) e (2.35) nos forneceraos:

.2 2 u 2

hcllol = 4n1 . (2.40)
hgzlolz = 4n§ {2.41)
hé3[ol2 = 4nyn, _ : (2.42)

Como aqui, ny; = n, = (“A+”B)/2 vemos gue 0s 3 Processos
sdo igualmente favorecidos, o gue & razoadvel devido a nes-
ta regido, (X) e (Y) serem fortes misturas de (A) e (B).
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3) k >> k. Substituindo A = |K|2/(w;~wp)2,B=1~|K|?/{01-w,)?
e wy=uw, = /(wA-wB)2-+4|K|2 na (2.31), (2.32) e (2.35),
teremos: ‘

) n?lwy ~ wg)h
hél|a|2 2 -1 (2.43)
IR}
hczlcl n | (2.44)

2

nyna (wy - wz)z

|®|?

it

2 b
hc3[or| (2.45)

Como vemos, os papéis de hcl e hcz se trocam nesta regiao
pols agui o© modo (Y) & que & do tipo (A) (gue se  acopla
diretamente com campo) enguanto que o modo (X) &€ do tipo-
- (B). Podemos ainda notar que se esCrevermos Os Campos em

termos de n, e n, o campo da 12 ressonincia para k << k &

© mesmo queAb da 22 para k »>> k e vice-versa., Quanto ao
campo da 3% ressondncia, desempenhard um papel intermedii-
rio entre os dois primeiros, assim como para k << k.

No caso de ndo existir cruzamento, a andlise se-

ra idéntica ac caso de k << k.
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CcarITULO 3

APLICACOES A INTERACAO MAGNETOELASTICA

Até agora, estudamos os processos de relaxagdo e
excitagao paramétrica em sistemas descritos por oscilado -
res acoplados gque interagem com um reservatério, partindo
de modelos tedricos para estas interagBes..

Neste capitulo, vamos mostrar como nossos resul-
tados se aplicam a um problema real, cuja Hamiltoniana obeg
dega aproximadamente aos nossos modelos. Apesar de diver-
sos sistemas poderem ser tratados na aproximagao considera
da, iremos nos reter a estudar apenas a interagac magneto-
elastica.

Injcialmente, iremos apresentar de forma resumi-
da a obtencdo da Hamiltoniana efetiva da excitagio paramé-
trica de magnons, por um campo magnetico de radio-frequen
cia, gquando levamos em conta a interagao magnetoel&stica .
Constataremos que esta Hamiltoniana esta de acordo com
nosso modelo tedrico e, consequentemente, poderemos apli- .
car os resultados ja obtidos.

' Faremos também um estudo sobre as instabilidades
dos modos magnetoelasticos e obteremos o campo criticomais
baixo que torne um destes modos instavel. Estudaremos ain
da o efeito da 3% ressondncia na produgao de fonons.

S topeecfv Pinalmente, obteremos uma formula para a@ evolu-
 ¢a30 temporal do niimerc de fonons e a estudaremos na 2> e
3% ressonincias.

3.1. A Hamiltoniana da Interacdc Magnetoeldstica

Consideremos um ferromagneto isolante, cibico e
elasticamente isotrdpico ao gual estd aplicado um campo
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magnético H, estatico na diregdc Z {um dos eixos do ocris-
tal), e um campo de radio-frequéncia hit) = h cos Qt, para
lele ao primeiro. Desta forma, a Hamiltoniana pode ser
escrita como [8,21]:

ext (3.1)

J£=J€m+)&’; +ﬁme +#op ¥ #g +KR+‘Z‘% + &

onde as diversas partes de # serio devidamente interpreta~
das a partir de agora. Queremcos lembrar ao leitor gque dig
cutiremos sucintamente cada um destes termos e que maiores
.detalhes poderao ser encontrados em [ 8 ],

a) ng € a parte magnética de. A, e & dada pela soma das con
tribuig¢Oes das interagles de %eeman com o campo H, ex-
change e dipolar. Dentro das aproximagoes de Holstein=-
Primakoff [19] Xaiseré escrita em termos de operadores
de-excitagbes coletivas como [18]:

+
;gm = E nmm(k) aa

onde a; e a, criam ou destroem magnons de gquasi-momentu
k e de energia'hwm(k§ dada por [181:

1
= (F2 ~ @2y 72
hmm(k] (Fk Gk) (3.2)
= an2a 4 2
com Fk guBH + 2ﬂguBM sen ek + Dk
= 2
e : Gk guBZwM sen ek

onde M @ a magnetizagdo de saturagdo, g & o fator giro-
magnético, Vg & o magneton de Bohr, e @
0 guasi-momentum X faz com o eixo 3.

" & o angulo que

b) Ze & a parte de energia eldstica e se desprezarmos ter-
nos anarmonices, esta parcela poderad ser escrita no for
malismo de 2? quantizacdo como [19]:

X =1 Mt (ke c A =1,2,3
e 0 e ' TTTkATkA rer
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+ ~ . -~ . : x
onde ¢ sao- operadores de criagao e aniguilacgao

kA kX
de fonong de quasi-momentum k, polarizagac » e energia

e C

Ho (k,2). As frequéncias w, (Kr2) sao dadas por [191:

Cy €1 1t
me(krl) *we(krz) = (—_"'i) 1/2 k =] me(k::}) = (""'"'"") /2 k {3.3)
o P

onde Cc;; e ¢, sao constantes elasticas do cristal e o
& a sua densidade.

c).ﬂ%e € a parte responsidvel pela interagao magnetoelasti-
ca e mantendo apenas os produtos de dois operadores de

bosons teremos [(8,211]:

— +
o= I Balc, +c_p,) K(k,A) + h.c.

K,A
com
gu 1 '
K(k,1) = -ibk|u, + v, | ( B)% cos 20,
DMl‘iwe(k,l)
gu 1
Kk, 2) =—bk|uk~vk| { B )/2 cos 8, sgn ¢, (3.4)
thme(k,Z)
gu 1
K(k,3) =---j.bk|uk +vk] ( B }/2 sen 28, sgn f{»’k
thwe(k,B)
onde w = e cosh B ¢ V) = e senh My
Sy
e tghizuk) = ==,
| Py
Nestas fdrmulas, 0% & o ingulo azimutal do vetor X e

sgn ?k = 4+ 1, dependendo de 0 < wk < 7T ou ?k < 2Zn.
Introduzindo~se fonons de polarlzagao eliptica a
traves das relagdes:



48

d)

*
K*(k,l)ckl + K (k,Z)ck2

<
it

(|K(k,1) |2 + |K(k,2)]2) 72

- K(k,2)ckl - K(krl)ckz

#

R, 2+ (KUK, 2)|2) 2

pode—-gse mostrar {3'3 que o modo W, & praticamente livre
e que somente Vk se acopla fortemente com os magnons. Por

outro lado, os modos longitudinal e transverso podem

ser tratados independente, ji que as regiodes de cruza -
mento na rela¢3o de dispersdo s3o bem separadas. Pode-
mos entdo escrever uma Hamiltoniana efetiva como:

_ +
#e = ]E{ EK (k)a, by + h.c.
onde bk = v, ou ickB' e K(k} = V[K(k,1)]?+ [K(k,2)|* ou

K(k,3) dependendo de estarmos tratando a interagao dos
magnons com fonons polarizados transversalmente ou lon-
gitudinalmente. A partir deste ponto iremos nos refe-
rir a K{k,3) como K, (k) e a Y[R(k,1)|{¢ + [K(k,2)|* como

Ko (k)

As Hamiltonianas Z%R e &%S representam as interagodes de
magnons e fonons com partes independentes de um mesmo
reservatdrio e podem ser aproximadas por [ 8 1:

Bnr

¥ hfkaakR: + h.c.

m ka
e
+
9@;8 = J By, b S, + h.c.

kB

onde fka € a constante de acoplamento de magnons com o

. regervatodrio, Ig = giﬁ ou 9;8 & a constante de acopla

mento do reservatdrio com os fonons longitudinais ou

transversos e S_ = s* ou s* s3o operadores de aniguila-

33 B B
gao dos quanta das partes do reservatdrio que interagem
com fonons longitudinais ou transversos, reSpectivamenuh
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e)Jﬁle X% representam as energias das partes R e 8 do re-
servatdrio e sio dadas por:

- + - +
"KR =3 hw R R e MS = ¥ ]‘AmBSBS

o 8 6

f) A parte ¥ provem da interagdo Zeeman dos spins da re

ext
de com o campo de radio~frequeéncia h(t), e dentro de

certas aproximagoes [18], pode ser escrita como:

R § ~igt_+_+
.ﬁ%xt = -3 E ho e a,a’, + h.c.
onde
oy = ( ) senzak (3.5)
o] mm(k)

De posse de todos estes resultados, vemos que a
(3.1) tem exatamente a forma da Hamiltoniana do nosso mode
lo tedrico (2.1), a menos de uma possivel redefinigadoc - de
constantes. Cabe-nos também chamar a atencdo do leitor
para o fato de que na (2.1) estavamos tratando de guanta de
quasi-momenta especificos k e -k, enquanto qué-neste caso
real, vamos tratar de todos os possiveis valores de k. Des
ta forma, seguindo o procedimento tomado na seg¢do (2.1), po
demos usar a (1.14) para cada par k, -k separadamente, e
obter uma soma em k de Hamiltonianas do tipoc da (2.2),(2.3)
e (2.4) o que nos permitir3d usar todos os resultados obti-
dos no capitulec 2 para cada diferente k, j& que as Hamilto
nianas correspondentes comutam entre si.

Devemos também notar que a expressaoc de oy (3.5),
80 & valida no caso do campo de radio~frequéncia estar pa
ralelo ao campo estatico. No caso do campo transverso te-
mos uma expressdo diferente para oy [8 1, apesar da {(3.1)
continuar a ser escrita da mesma forma.-
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3.2. As Instabilidades dos Modos Magnetoelasticos

Como ja sabemos do capitulo anterior, existem va
lores criticos da amplitude do campo de radio-freguéncia a
cima dos quais um dos modos normais ira crescer exponenci-
almente no tempo. Devemos lembrar ainda, que estes campos
criticos foram calculados para um k bem determinado. Exis-—
tem porém, diversas dificuldades experimentais para a de~
tecgao de excitagdes com um guasi~-momentum bem especifica-
do em mddulo e direcdo e, devido a este fato, vamos procu-
rar determinar através das grandezas introduzidas na segdo
(3.1) qual seri o menor campo capaz de provocar a instabi-
lidade de um dos modos, ¢ ainda gqual sera este modo insta-
vel. Para tal, vamos inicialmente estudar as instabilida~
des para um guasi-momentum em uma diregao qualguer e pos~
teriormente investigar em gue condigdes o campo critico se
ra o mals baixo possivel. Vamos entao supor uma amostra
ferromagnética sujeita a um campo estitico H ¢ a um campo
de radio~freguéncia h, na qual iremos estudar o comporta -
mento de magnons numa direg¢do especifica 8, -interagindo
com os fonons (longitudinais ou transversos). A  relagao
de dispersao considerando a interagao com apenas um tipo de
fonon pode ser vista na figura abaixo.

-
PR e e e =
P

Fig. §
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onde )

guBH 4rM
A = i+ senzek (3.6)
51 H -

Nesta figura podemos ver que a reta vertical k'
corta as relagoes de dispersido de (X) e de (Y) em (1) e (2)
respectivamente, e ainda marcamos o ponto (3) que & repre-
sentado por {w; + wp)/2. Estes pontos representam as trés
possiveis ressonfincias introduzidas na segao (2.3), ou se-
ja, se Q/2 = w;, excitaremos dois magnons de guasi-momenta
k' e ~k', se Q/2 = w,, excitaremos dois fonons de quasi-~
momenta k' e k', e se @ = w; +w,, excitaremos um fonon e
un magnon de gquasi~momenta k' e -k'. Cabe agqui chamar a
atengao para o fato de gue aproximamos o modo (X) por mag-
nons e (YY) por fonons, devido ac fato de estarmos longe do
cruzamento e com k' < k. Se k' > k, poderiamos aproximar
(X) por fonons e (Y) por magnons, como j& concluimos na
segao (1.2). '

Vamos agora, estudar cada um dos campos criticos
das possiveis resson@ncias em fungdo de W~ Wps © para
tal, basta que apliguemos os resultados obtidos na segao
(2.3) para este caso concreto.

a N
l. Resgonancia:

Usando a (3.37), (2.40) e (2.43), podemos reescre
vers

=
h
¥

L

se o —w, >> 2|K(k}|

2 L
ne{wy = woy)
1 1 2

o
M
it

se w - w_ >> 2|K(k)|'
of K (k) | ¥ © " )

onde o, & dado pela (3.5} e K(k) & dado por K, (k) ou K, ({(k)},
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dependendo do fato dos fonons serem polarizados longitudi-
nalmente ou elipticamente.  Usando a (1.27) e a {1.9%), as

expressoes de hc para as diversas regides poderao ser es-

1
critas como:

N
hcl g — se w —w >> ZQK(E)] (3.7)
%
: (n_ + n.) _
S |\ S - - ~ :
hcl = - se w, ~uwg 0 (3.8)
k
n (w_-w_ )2 .
hyy = ————= se w =u > 2[K(k)| (3.9)
00 | e :

Podemos entdo plotar uma curva de h,, em fungdo de w_ ~w
{Fig. 6).

3
- 2
hcl ; ne(wm we)
ole(k)lz
~ﬂ/ Mt %
i “k
i -
2{K(k) | wy T W
Fig. 6

a .
2. Ressonancia

Se agora usarmos a (2.38), (2.41), (2.44) e to-
das as outras aproximagdes utilizadas no caso anterior, te

remos:
n (o =w)? .
hg, = —F—F se w ~w, >> 2|K(K)|  (3.10)
0k|K(k}[2 -
n, + 1
- A& - -
hc_2 = _ se wo~w, = 0 | (3.11)

%%

Nkl Blem - s m



53

g

D'
I3
x|

se w_ -w. >> 2[K(k)| (3.12)

c2 e

que nos permite plotar hzc em funciao de W, ~ W, COMO (Fig.
T):

e lwgmug) {4 By
cle(k)lz
I\\g o
nm**ne \ :
Ok ' -
T2[K(k) | (g = w_)
Fig. 7

32 Ressonincia:

A (2.39), (2.42) e {(2.45) Jjuntamente com as apro
ximagoes para (w; -wy), n] e np, utilizadas anteriormente -
nos fornecem as seguintes expressoes para hc3:

n._.n (w ~me)

h, = ==£.0 se w_-w_ >> 2|K(k)] (3.13)
n, +n
I =] - ~
th = ——-———-*g se  w. Wg 0 (3.14)
k
nmne(we - wg)
h,y = se w, e >> 2{R{x)| (3.15)
oy [ K (k) | -

e o grafico de h, estd representado na Fig. 8.

3

- . Devemos lembrar due em todos og 3 casos, estamos
considerando oy
ja que a (3.5) sd depende de k devido a (k) que aparece

no seu denominador e esta frequéncia dos magnons varia len

como constante, © gue & bastante razoavel

tamente com o mddulo do guasi-momentum nas regides que es-
tamos considerando.
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c3

nmne ((,""l'l'l“me:i
Gk|K(k)} (
: :”' (ng¥ng) /oy
ot -
h:}K(E)f- wg "
Fig. 8

Podemos agora superpor os graficos das 3 instabi
lidades como estd mostrado na figura abaixo.

Na Fig. 9, o©os ramos a e b para \mm—wei>>2lK(§}|
representam o campo para a instabilidade de magnons puros,
os ramos ¢ e 4 da mesma regiao representam o campo para a
instabilidade de fonons puros, enguanto gue OS ramos ee f
representam 0 campo para a instabilidade de fonons e mag-
nons. Podemos, entac, ver atraves da Fig. 9, que O campo
mais baixo capaz de provocar instabilidades em algum dos |
modos, corresponde exatamente aog ramos a e b, o que era
de se esperar, 33 que o campo de radio-frequéncia se aco-
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pla diretamente com Os magnons. Ncssa andlise estid de a-
cordo com a de diversos autores [Q0al3l, com excegao do
estudo que fizemos da 3% ressonancia gue como pudemos cons
tatar, nao influi de nenhuma forma na obtengao do menor cam
po capaz de preoduzir instabilidades que estd representado

na Fig. 10. Entretanto, o estudo da 32 ressonéncia sera
de grande importi3ncia quando tratarmes da produgac de fo-

b h
<

(n_+n _)/o
A

e et
w 11}

4x (k) | | e
fig. 10

O pico que vemos na Fig. 10 & devido ao forte
acoplamento que existe entre fotons e magnons na regiao do
cruzamentc, enquanto gue fora desta regiao o campo se com-

. porta como o de excitag@o de magnons livres. Detalhes so-

~ bre a forma deste pico sdo importantes para medidas de di-

f&arsas grahdezas, como por exXemplo, a altura do pico ne/ok,
nog A3 a constante de relaxagao dos fonons, enquanto . que

. sua largura 4[K(§)| nos fornece diretamente a constante de

“#goplamento na regido do cruzamento.
Toda esta analise que fizemos, serviu para due

uma vez fixado o guasi-momentum em mddulo e direcao, desco
brissemos qual a menor amplitude gue causaria a instabili~
dade de um dos modos na sua respectiva frequéncia natural
“de excitagao. Porém, o que se realiza na pratica & bem ai
ferente, devido ao fato jd& comentado no inicio da segao so
‘bre a dificuldade de detectarmos um gquantum de determinado
\gi-momentum. Vamos, entdo, descrever o método que & u-

10 experimentalmente.
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Para fixar idéias, vamos ainda considerar os mag
nons excitados em uma certa diregao 6, » acoplados com fo~
nons (longitudinais ou transversos) e © campo oscilante ,
com uma frequéncia bem determinada ©, e passemos entdo a
analisar as 3 figuras abaixo.

w4 Ay - Jlm 3(01 Wy
2 1/ 3 (74 ﬁ‘_y . _1 e
R S e
I [ i
| | if |
| ! Ao P
1 ! r U
‘ F A
: - L1 .
K3 ks, k ki kiky k
(b)
n %L/fwz
2 - e - - -
2 r 3172
oA
]
| iF
Ag 4 Ly
| [
i i
k; k3 ks "k
{c)
Fig. 11

Na figura {a) vemos que

wy {kz) + wolks)

% = wl(kl), wz(kz) ou
2

e da analise anterior hci > hc3 e Na figura (b) au-

mentamos o valor do campo H, o que causou a modificagao A,

> h
[

para A, e a reta w = /2 corta as curvas na regiao do cru~

zamento, portanto h = hc2 = hc3. Na figura (c) aumenta-

cl
mos ainda mais o campo H e obviamente hc2 > hc3 > hcl'

Se agora escrevessemos as £Ormulas de hcl’ hc2 e
hc3 em fungdo de H (usando as defini¢des da segac 3.1) po-
deriamos plotar o grafico de hxH, que estd esbogado guali

tativamente na
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, ¢l hcz

heg \
th
hc;;\\-
\ h
ol
-
H

Fig., 12

Este grafice qualitativo estd de acordo com

08
resultados obtidos experimentalmente [10 a 13]

para © menor
campo hc. Como até agora estamos considerando um angulo

9 gualguer e nao fizemos distingdo do tipo de fonon que es
tamos tratando, vamos estudar que consideragoes devemos fa
zer gobre ek e sobre o tipo de fonon para que tenhamos real
mente o menor campo possivel.

A relagao de dispersac correta deve levar em con

ta os dois tipos de polarizagaoc de fonons como nos

mostra
a Fig. 13. A

o

/2

-y

Fig. 13

As retas 1 e 2 representam as relagoes de dis

persdao dos fonons transversos e longitudinais respectiva -

mente. Levando ainda em conta o fato de mm(k) variar len~
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tamente com k, podemos em 12 aproximacao considerar wm(k)
praticamente constante para peguencs valores de k e, por-
tanto, se aumentarmos H na Fig. 13, a reta w = /2 50 terd
intersegio com as retas 1 e 2, o que nos propcrcionaré
instabilidades puramente elasticas, isto &, hc extremamen—-
te alto.
Se agora investigarmos a Fig. 12 para pontos fo-
ra da regido de cruzamento {(instabilidades magnéticas) e
usarmos a (3.5}, (3.7} e (3.12), podemos escrever o campo
critico nesta regido como:
hc _ zﬁ:mwm(k) : (3.15)
g uB'rrMp sen ek

onde wm(k)_é dado pela (3.2). O minimo da (3.15) ocorrepa
ra Bk=w/2-e, portanto, as excitacodes que necessitam de
campo mais baixo para sua instabilidade Sa0 magnons
de quasi-momenta perpendiculares & diregao do campo H.
Na regido do cruzamento, o campo critico  passa

a depender da constante de aéoplamento K({k), e como para
ek = 7/2 a constante Ki{k}' K{k,3) = 0 (vide 3.4}, deve
riamos esperar gue o pico da Fig. 12 fosse devido a excita
gao de modos magnetoelisticos de polarizac8o eliptica trans
versa e guasi-momentum perpendicular a direcao de H. Entre
tantc, a relagéo de dispersao para o8 magnons deve ser re-—
presentada por uma faixa correspondendo aos diversos angu-
los de excitagao (Fig. 14), o que nos fornece diversos
'campos de instabilidades magnetoeldsticas quando varia-
mos H. Fora da regido de cruzamento, estes campos sao "’
sempre maiores que os de ak = n/2, porém, na reqiéq de cru
zamento, como o campo depende explicitamente da constante
de acoplamento K. (k) definida na segao (3.1), poderiamos
ter uma eventual intersecac de picos corresporndentes a di-
ferentes angulos (Fig. 15) [10] o que causaria uma defor-
magac no pico de 8y = /2 (fig..lS) fiei.

_ Vemos entdo gue no caso de ndc existir interse -
gao na regiao de cruzamentc, o campc mais baixo excita




‘rig. 1% ke
ni
%&
T 5. # 1/2
hh"“"‘m k
Fig. 16 i
h#
'8k= n/2
‘\\ »"
.-___......E
rig. 17

modos magnetoelasticos elipticamente polarizados na dire-
gao perpendicular a H, enquanto gue se existir intersecgao
para campos ce dlféfg;£é§ﬂ§;; ewtes~m666§/§66éf50 também
ser exo*tados em outras direcdes para certos ‘valores de H.
Quanto aos pontos fora de cruzamento, o- campo mais baixo

- exXcitaria magnons praticamente llvres na direcao e = qu/2.

Uma andlise guantitativa com condigoes e medidas

de deformagao do pico do campo ha/ pode ser encontrada em .

[10 1. | -
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3.3. O Numero de Fonons

Como vimos na segéo anterior, a ressonancia { =
= wy tuwy, nao exerceu nenhuma influencla na medida do cam~
po critico para as mais baixas instabilidades magnetoelis-
ticas. Entretanto, vimos gue nesta resscnincia, temos um
valor critico do campo {h&?%mggpaz de produzir wma mistura
de fonons e magnons, e gue este Chmpo & bem mais fraco gue

o necessario para produzir fonons purch

hcl se k << K). Nesta segadc vamos mostrar'que

h se k »> k &
nhmero de

ons produzidos pox hc3 & comparivel com o produzidi-y
los carpes de instabilidades elisticas puras. GSabemos da

‘h\\

secdo (2.2) que ¥ (t) & dado por:

%, (8)
4+
X (1)
%Jﬂ

+
g o]

b (0 =

e portantc se definirmos g como sends

iy M&\“ﬁa\h;\\;mﬁ ] ;; “?]

.
R

onde I & a identidade 2x2 e usarmos as relagoes de comata~

¢ao dos operadores, o produto ¢+i£%§lw sera dado por:

——

g ——— = 2YkY + 1
2 ' .

¥ + ’ ..p - e I
- onde ¥, ¥, @ o numero de guanta do mode (¥}, que coincide
__com o nimero de fonons para k << k. BAnalogamente, pode-

T

nmos \escrever

-+

u+a§*ﬂ
§ ———y =

+ 1 {3.17)
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: qmdg gkx '"; oinﬁmero de guanta do modo (X) com quasi-

momentum k, que coincide com o nimero de fonons se k >> k.

Vamos ent3ac calcular apenas o ntmero v} Wk’ saben

do que para a obtencao de kak basta trocar o sinal de

(I-8)/2. Tomando o hermitiano conjugado de (2.19}) teremos:
—iL+t it ix t

+ + 1 +;,.~-iL t + -
v (t) = ¢ (0) e + 5 E g (e -e )@+ )THIYo)

_art —iht
+ {e -e “yat -1)'1(1-3)}

+, -t + =ixt
Tt e By ea) tiaroy) + T e P
B

Mil—'

x @t - 2g) "I = 6,0} | (3.18)

A matriz L, dada por (2.22), satisfaz as segﬁin-
tes propriedades

L, = = chcx e L = = o Lo {3.19)

onde

onde T, e Ty sao matrizes de Pagli r221.

Usando entdo estas propriedades, efetuando o pro
duto (3.16}, eliminando os operadores dos reservatdrios a-
través de trRS["RS ¢:+ I =8)
associada ao reservatorio i temperatura T, e usando ainda a
(2,10}, poderemos escrever a (3.16) como:

{I-g) I-U I-B ilp,+p:lt
<4 v =7 tr[(Nu + Z) o B0 (— )E:} 173
3

%] onde 7 @ a matriz densidade

2 i 2 YJIY
,e-lp i _ e—ih oL eip jt _ eikat I, T +°z I- 8
-1 ) ¢ ) tr) @+ B B Fio (—IE
1ja pi 4 la pj - Aa 2 2
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ipit irat ipjt;e-ihdt ~ I-o, I-o, 1-8 7
-] & & yer| N, + —3F (—Ho oo ¢ ’Ei}
i py - A, P+ A, I 2 2 ¥ 2
eipit~e-ﬂ gt dpgt Dt - o TIto - gep
-7 E——F—ytr| N, + —AC —F)o B0 (—IE,
138 Py + g Py = Ay 5 2 2 ¥ 2
_eipit;eilet e}pjt;e—ixat - o, T, | T-f
-1 ( ytr (NB + )GB( Yo B.o G*"—QEi
138 Py - A, D + A 2 2 YJY

3 B —- -
' (3.20)

onde o8 Py sac autovalores de L, Ei o projetor sobre O au-
tovetor de autovalor p,, N e N, o ntimero de bosons de e-

B
nergias w_ e W a temperatura T, respectivamente, e:
=31 2 2 2 . )
Fo=3 LUE |12+ [£, 12 + (£, |2~ [£,,i2)8]  (3.21)
=3 2 2 2 _ 2y |
- 1 -
No = 5 [N, (0) + N_(0)) + (N, (0) - N_{0))8] (3.23)

Como L satisfaz as relagdes (3.19), se u, e

autovetor correspondente ao autovalor Py OU seja, Lui =
= pyu, . podemos escrever ainda [ 8 ]:

® * * 24
L(Uxui) = - pi(oxui) | (3. }
L (o, u,) =- p, (0. u,) (3.25)
°y == Py Uy 1 3.2
O gue nos. permite moétrar que se as fases dos autbvétores
de L sdc devidamente escolhidas, eles satisfazem a seguin~

te relag3o de ortogonalidade [ 8 I:

T _ .

e obviamente o projetor E; serd escrito como
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T _
. = u, (u; 3.27
Eq uj (ujcrz) ( }

Os tragos gque aparecem na (3.20) sao da forma:

I-8
E. E
tr Day j° ( N } i

(onde D & uma matriz diagonal) que podem com o auxilio da
(3.27) ser reescritos como:

I-8 I-8
tr[Doijoy(——-{—-)E.:l (uilbo |u )(u log, (--—)]u ) {3.28)

Levando entioc este resultade na (3.20), e ainda
fazendo algumas simplificacgoes, poderemos chegar a: '

(pi+'p )t

e )ww-m L Mor3 2 |< )0 RECHER luy)e

| ipt irt ipt -1A t
+!2'-Z£(N+%-)(e = E——= )(u lo (—-—)]u)(uilFo|u)

» o
ij Py }ka pj + Aa
3 ip.t diat ip.t -da t
;. i, B 3 B '
3 _+-%1):. ey &—=2 @ )tu 5 loy — )iu RICHEXRN
- .+
(3.29)
Se agora transfommarmos & em j'cdw o la, Y, ) Cem
; j' dmep (m } e notarmos que a contribuiqao principal em cada
- um dos :Lntegrandos sera para Re p; = = Re Py = A7 Podere-

g éms reescrever a (3.29) como:

i(ﬁi-f-ﬁ gt "(Yiﬂj)t

;__.m}‘r-(t)-t-l Z m0+1, (u |( )o gy (ui|g luye

.-.):urp-.(a +—-—) N(s +2) +. ] [a { }|ui} x
43
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(?ikv)t
x (] |FGsg + D+ sy + Do, u) B J (3.30)
2 i 2717xY .
_ Yi*’*j
onde 6§, = Re py. vy = Im Py e i representa a soma sobre

todos os possiveis Iindices i, mas restringe os indices 3
a apenas aqueles tais que Re Py = - Re pj.

A (3.30) nos mostra que se as ralzes p, Ppossuem
partes imagindrias positivas, o que corresponde a h« h '
o nimero N {t) terd uma parte transiente gue ira decair
com uma constante de relaxagdo efetiva dada pelo valor ma-
ximo de Yi'*Yj' e uma parte que depois de um intervalo de
tempo dado por 1/m5x(yi-+yj), permanecerad estacionaria. Es
te resultado j3 havia sido adiantado no 29 capitulo guando
fizemos a andlise das ralzes de det M = 0.

Vamos agora usar a (3.30) para calcular o niimero
Ny(t) quando h = h_, c3*
leitor para o fato de gque estaremos interessados apenas nas
instabilidades provocadas em Ny(t) devido aos campos criti
cos e, portanto, vamos desprezar as partes transiente e eg

ou h Devemos chamar a atengao do

tacionaria de Ny{t), ou seja, partes que contenham vy, > 0.

a) 22 Resson@ncia: (0 = 2w )

Neste caso existe apenas um autovalor real, p;=0.
Portanto, E' fica restrita a i=1 e j=1 com 61--yi-—0r e
consequentemente o argumento &, +2/2 & igual a wy. Usando
o~ *
entao gque u; = io_u; , chamando u; = v e fazendo o im
X Yy ¥.=»0
nas exponenciais da (3.30), teremos: J

1 1

I-8
N (E) +5 = 5 Mg +3) (v (1w (vFlv) +

' I-B8

+ wp (wy) [N(wz) + :| v (—) | (v+lF(w2) +Glwy) Vit
2

(3.31}

b) 3% Ressondncia: (o = wy + wy)

Aqui existem dois autovalores reais que sac da-
dos aproximadamente por A, e —-iA; (vide 2.36), portanto:
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8y = A3, v} =0, 8§ = =%, e Yy, = 0. Neste caso, i=1 e
j=20ul=2¢e j=1e, consequentemente, teremos:

61"’%311‘1‘%:&)1 e 62""%'—"-"&)1"‘9:&}2

- *
Lembrando entao que u; = io,uy, chamando o autovetor u, de
u e calculando Yi¥ﬂ*’0 da (3.30), o nitmero Hy(t) sera dado

por:
my(t) +%~ = (Ng + --) (¥ ] Iu) (ut |u)
+ wp(wg) [N{w;) + ](u I ]u)(u |Flwy) +G(uwy ) judt

+ n‘p{mz)'[N(mz) +-§] (w [ Z5E [u) P (wp) + Glup) judt
(2.32)

Se k << k, as expressoes (3.31) e (3.32) nos dao
o nimerc de fonons produzidos nas ressonancias @ = 2w e OU
Q = w + w respectivamente. Ainda nesta regizo, usando

e
a (3.21) e {(3.22), temos:

| 7o (ay) [F (wy) + Gloy)] = SI2BL (3.33)
w9 lwg) [F (wy) + Glup) ] = LIBL o (3.34)

0 que nos permite reescrever a (3.31) e (3.32) como:

. N
':('t')'lze:' : | [v) (v* jv) +N(w ) (v ]I Blv)zn t (3.35)

Ny -8,
}i3s—2—- (u+]—I-§-B-|u) (u* [u) + (NG, ) (| 23| ) IHBl“)Wm

+ Ny wh | E5R w20 3¢ (3.36)

usamos que N{w;) e N(w,) >> 1 e denotamos Ny(t)lz
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Hy(t} 3 Como o numero de fonons produzidos na 22 e 3% res-
sonancias respectivamente.

Da (3.35) e (3.36), (ou mesmoc da {3.31) e (3.32))
vemos que guando h = hc em élguma destas resson@ncias, o nd
nero de fonons se torna instavel, crescendo linearmente c¢om
o teMP®., Deve ficar claro também, gque estas formulas 80
3a8™validas para intervalos de tempo ndo muito longos, pois
caso contrario temos um niimero de fonons muito grande e
consequentenente devemos levar em conta termos gue foram
desprezados em nosso modelo. ]

vamos agora comparar o nimero de fonons produzi-
los por unidade de tempo em cada uma das ressonanclas. Para
tal vamos calcular a razdo R dada por:

) dNy(t) ‘3 dN‘z(t) 12
dt dt

R

Usando entao a (3.35), (3.36) e escrevendo os ve
tores u e v em termos de suas componentes como: '

X3 Y1
X2 Y2
v = X3 V= Y3
Xy ' y

a razao R sera escrita na regido fora do cruzamento  (k < k)
COmo 3 -

(xs ]2 + [x]2)

R = .
(lyal? + [y |2)IBUly1 |2 + [¥a]2) + A(]ysf? + [Y:;!z)}
N(mm)ne
x [ACIx; 12 + [x%212) + B(|x3]2 + |x4]2)]
N(wng '

+ [B(lelz + |K2I2) + A(]Xal'z.'f' |x4|2)]J .
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A razao R foi calculada numericamente para diver
sos valores de me-—mm' no caso do ferromagneto utilizado
ser o YIG A temperatura de 300°%. Para estes calculos fo-
ram usados os seguintes valores [21]:

p = 5,17 g/cm? H = 3.000 G

v, = 7,209 x 10° cm/s 4™ = 1760 G

v, = 3,843 x 10° cm/s b= 6,9 x 105 erg/cm3
D =5 x 10~?% Gcm? Te & 3,2 x 10-°% s

8 = ®/2 Tm==3x10'"7s

onde assumimos gue Te © T sa0 constantes.

Os resultados obtidos vara R na regiao onde
-0.56 x 1011 < w, ~wy, < =0.06 x 10!1 podem ser aproximados
por uma reta como nos mostra a figura abaixo.
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: CAPITULO 4

CONCLUSOES

Através do tratamento introduzido;xn:Louisell[?],
vimos que & possivel reobter diversos resultados para o ca
80 de dois sistemas acoplados gue interagem com um reserva
torio, como por exemplo, as constantes de relaxagac dos mo
_ dos norméis, ny e ny, anteriormente obtidas em {8] por um
processc diferente. A expressdc formal para a evolugdo tem
poral dos modos normais guando introduzimos a excitagao pa
ramétrica, também esta de acordo com a obtida por Gongal-
ves-Zagury [8]. '

Entretanto, o resultado mais importante que obti
vemos surgiu da andlise dos campos criticos nas ressonan -
cias do sistema. Constatamos que utilizando o campo th, PO
demos produzir um certo numerc de fonons por unidade de tem
po:da mesma ordem de grandeza que o nimerc que seria produ
Zido se utilizissemos o campo da 22 ressonancia {h o). Is-
t0 nos mostra que podemos obter o mesmo tipo de crescimen-
to instdvel de fonons através da aplicagiio de um campo bem
Qais-fracn gue o necessdrio para a instabilidade de fonons
putoa,~m$~#gﬁé%;ﬁxitiaﬁopar&-am3?-ressonéncia (G=uwy + wy)
gi-hﬁw&asﬁ&éﬁﬁealcﬁlada por-ﬁivarQQSaautéres f14,15,161 no
¢aso da interac¢io magnon eletrbnico - magnon nuclear e por
Sehlgmann [23] no caso da interag@o magnetnelastica.
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