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RESUMO 

o processo de relaxação em um sistema de bosons 
acoplados é discutido. Se obtém as constantes de relaxa -
ção e a expressão para a evolução temporal dos modos nor
mais. O campo crltico para as instabilidades dos modos 
normais é calculado no caso do sistema ser excitado parame 
tricamente. Aplica-se então estes resultados à interação 
magnetoelástica e a produção de fonons em diferentes resso 
nâncias é estudada. 



ABSTRACT 

The relaxation process in a coupled bosons system 

is discussed. The relaxation constant and the expression 

for the temporal evolution of the normal modes are ob

tained. The critica! field is calculated when the system 

is parametrically excited. These results are applied to 

the magnetoelastic interaction, and the unstable growth of 

phonons in different resonances is studied. 
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INTRODUÇÃO 

O problema da relaxação em um sistema físico, tem 
sua origem na irreversibilidade dos. processos que neleoc~ 
rem quando o deixamos interagir com um segundo sist~ que 
tenha um número de graus de liberdade microscópicos bem 
maior que os dele, ou seja, com um reservatório. A rela
xação irá depender essencialmente das hipóteses que fizer

mos sobre a interação entre estes dois sistemas. 
Já no caso 

ta interação, quando 
te caso, partimos da 

clássico, temos um exemplo simplesdes 
estudamos 
equação de 

o Movimento Browniano. Ne~ . 
movimento dada por mv + ÃV= 

= F(t), onde m é a massa da partícula Browniana, 
velocidade, À um coeficiente viscoso e F(t) é a 

v a sua 

chamada 
"força flutuante", que é consequência dos choques aleató

rios das moléculas do meio viscoso com a partícula Brownia 
na (<F(t)> =O). Esta equação de movimento é um exemplo 
do que chamamos de "Equação de Langevin" [1 a 3]. 

Em um estudo formal sobre flutuações, Lax [4] mo~ 
tra que se o acoplamento com o reservatório é linear e se 
o sistema é considerado "Markoffiano", no sentido de pos
suir "memória curta", podemos escrever uma equação de Lan
gevin para os parâmetros que descrevem o sistema. 

No caso quântico, diversos autores [3,5,6] mos
tram que se assumimos as mesmas hipóteses feitas por Lax 
para a interação entre um sistema de bosons e um reservat~ 
rio, também podemos obter uma equação de Langevin para os 
operadores do sistema. Este mesmo problema é tratado de 
forma diferente por Louisell [7], tomando a transformadade 
Laplace das equações de movimento e utilizando a aproxima-
~ 

çao de Wigner-Weisskopff, o que o leva aos mesmos resulta-
dos obtidos em [3,5,6]. 

No caso de dois sistemas que interagem entre si 
e estão acoplados a um reservatório, Gonçalves e Zagury [8] 
seguindo o procedimento adotado em [3,5,6], determinam pa-
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r a o caso especifico da. inter,açãa magnetoelástica, quais 
seriam as constantes de relaxação dos modos normais em fun 
ção das constantes de relaxação de fonons e magnons puros. 

t também de nosso conhecimento que a maneira pe
la qual excitamos um sistema por um campo externo, pode in 
fluir no seu processo de relaxação. Esta excitação pode 
ser linear ou não linear. No casa de excitação lineé!Z", não 
existe uma mudança na constante de relaxação efetiva do si.!!_ 
tema [9], o que ocorre é apenas uma mudança na parte esta
cionária da solução •. Já nos casos não-linear e paramétrica 
[3], a constante de relaxação efetiva do sistema irá depeg 
der da amplitude do campo externo. Neste caso, pode exis
tir um valor critico deste campo acima do qual haja um 
crescimento exponencial do número de bosons do sistema. 

Diversos autores estudam excitações paramétricas 
em certos casos de interesse real, como por exemplo em in
terações magnetoelásticas [10 a 13], ou em interações en
tre magnons eletrônicos- magnons nucleares [14 a 16], on
de determinam os campos críticos para as instabilidades dos 
modos acoplados. Entretanto, na maioria destes trabalhos, 
a relaxação não é tratada em detalhes mas sim, introduzida 
fenomenologicamente. 

Nosso objetivo neste trabalho é procurar um tra
tamento sistemático para o estudo da relaxação e excitação 
de dois sistemas de bosons acoplados que interagem com um 
reservatório. Faremos ainda uma aplicação no bombeamento 
paralelo de ondas magnetoelásticas onde constataremos a 
possibilidade da produção de fonons por um campo mais fra
co que o exigido para a produção de fonons puros [17]. 

No capitulo 1, faremos inicialmente a revisão do 
problema de relaxação ele um modo acoplado a um reservató -
rio seguindo o modelo e os métodos de cálculo utilizados 

par Louisell [7]. Posteriormente, introduziremos o acopl~ 
menta entre dois modos e deixaremos que este novo sistema 
se aaople a um reservatório. Calcularemos as constantes 
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de relaxação dos modo~ normais em função daquelas dos mo

dos puros. Estudaremos ainda a evolução temporal do núme

ro de bosons determinando suas partes transiente e estacio 
nária. 

No capitulo 2, faremos um breve comentário sobre 
excitações lineares e logo nos ocuparemos do problema de 

excitações paramétricas a fim de estudar a influência do 
campo externo no processo de relaxação. Partiremos do mo

delo apresentado em [8] para esta excitação e determinare
mos uma expressão formal para a evolução temporal dos mo

dos normais. Estudaremos ainda os "campos criticos" e as 

passiveis ressonâncias do sistema. 

No capitulo 3, aplicaremos todos os resultados 

obtidos anteriormente para o caso especifico da interação 

magnetoelástica. Estudaremos as instabilidades dos modos 

magnetoelásticos determinando os seus "campos críticosu. D,! 

terminaremos ainda uma expressão para o número de fonons 
excitados e compararemos a produção ressonante deste núme

ro em duas diferentes ressonâncias. 

Finalmente, no capitulo 4, apresentaremos as nos 
sas conclusões sobre este trabalho. 
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' CAPlTULO l 

RELAXAÇÃO DE MODOS ACOPLADOS DO OSCILADOR HARMÔNICO 

Neste capítulo, vamos procurar descrever como o 

acoplamento a um 
flui na evolução 

reservatório de calor à temperatura T, in 

tempor~l de osciladores acoplados 

si, e que inicialmente não estejam em equilÍbrio 

entre 

térmico 
com o reservatório. Antes porém, vamos introduzir a rela

xaçao em um sistema mais simples, visando a melhor compre

ensao do fenômeno. 

1.1. A Relaxação de um Onico Modo 

Consideremos um sistema cuja Hamiltoniana possa 

ser escrita como a de um único oscilador harmônico, e que 

esteja inicialmente isolado. Podemos então escrever: 

+ = wAa a (li = 1) 

+ onde roA é a frequéncia do oscilador, a e a sao operadores 

de criação e aniquilação de excitações de frequéncia wA , 
respectivamente. Introduzindo então o conceito do opera

dor densidade p [ 2 ] , podemos determinar o valor médio de 

qualquer observável associado a um certo operador O como 

<Ô> = tr(p0) assim como sua evolução temporal, que na re-

presentação de Heisenberg pode ser escrita pela 

expressão: 

d<O> 
---- = -i<[O,teJ> • 
dt 

seguinte 

Conforme já sabemos, estas grandezas permanece -

rao estacionárias devido ao sistema estar isolado. Se ag2 

ra deixarmos o sistema interagir com um reservatório de ca 
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lor à temperatura T, ele irá depois de um certo tempo atig 
gir o equilibrio térmico com o reservatório, e o nosso ob

jetivo é estudar como se processa a evolução temporal des
ta fase transiente para valores médios de certos operado -
res. 

Para introduzir a interação com o reservatório de 
calor, vamos seguir o procedimento que e geralmente usado 

[5,6,7], onde assumimos que: 

a) O reservatório é descrito por uma coleção de 
osciladores desacoplados. 

b) Apenas parte destes osciladores interagem com 
o sistema considerado. 

c) Estes osciladores estão em diferentes estados 

de energia que podem ser considerados densos. 

d) A interação é linear e a constante de acopla

mento é muito menor que as energias envolvi -
das no problema. 

Desta forma, a Hamiltoniana será escrita~:[7 J 

~= (1.1) 

onde f é a constante·de acoplamento 
~ 

sistema considerado Clfal << wA 

res de aniquilação e criação de 

w no reservatório de calor. 
a 

+ e w ), R e R 
a a. ~ 

excitações de 

Para estudarmos a evolução do sistema, vamos ini 

cialmente escrever a equação de movimento de todos os ope
radores envolvidos em (1.1) 

• r * a = iwAa - i f R 
a a 

a (1.2) . 
R = - iw R if a a a a a 

Desta forma, nosso problema se reduziu a resolução do sis

tema de equações diferenciais (1.2). vamos agora suporque 

a interação com o reservatório tenha começado no instante 

t = O, e que neste instante conhecemos todos os operadores 
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de (1.1). Isto nos sugere o uso da transformada de Lapla

ce para que transformemos o sistema (1.2) em um sistema de 

equaçoes algébricas. 

A transformada de Laplace de O(t) é dadapor:[ 7 l 

e obviamente 

0' (s) = J
00

Ô(t)e-stdt , 

o 

1 

f

e+ioo 

. o• (s)estds 
e:-J.co 

O(t) = 
2ni 

é a transformada inversa de 0' (s). A partir destas defi

niçÕes podemos ainda mostrar que a Transformada de ~ é da

da por sO• (s) - O(t=O). usando então estes resultados, o 

sistema (1.2) transformado, será escrito como: 

* sa'(s)- a(O) = -iooAa'(s)- i l: f R'(s) a a 
a 

sR' (s) - R (O) = -ioo R' (s) 
a a a a 

if a'(s) 
" 

e portanto, a' (s) será expresso por: 

a ( 0) -
f* R (O) 

i ~ -"a'::-C""-.--
L s + iw 

a' (s) = ----------"~------~"~ 
if J2 

s + iwA + Í a -
a s + iw 

a 

(1. 3) 

Usando então a transformada inversa de a' (s) e fazendo a mu 

dança da variável de integração s para e + iy: 

* 

a(t) 

f R (O) 
a ( O ) - L --"'"---'""----

! Joo a y + "'a - ie 
= 2n -oo --------"'---~-f-a-J-2~--

Y + "'A - i< - I 
a y + wa - ie 
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Como no nosso,~ode.lo para a interação com o re

servatório assumimos que seus nlveis são densos, podemos 
substituir no denominador da expressão acima, r por 

a r dw p(w ), o a a onde p(w ) é a densidade de estados com ener
a 

gia entre wa e w + dw . 
a a 

Por outro lado, a identidade 

l l 
----= + i n 6 (w - w0 ) (1. 4) 
W - WQ ± ÍE w - wo 

nos permite escrever: 

I
~ /f [2 p(w )dw 

. a. a a. -"----"'----"- = - AwA (-y) + i nA (-y) 
y + w - h 

o " 

(l. 5) 

onde 

g>J
~ [f f2p (w )dw 

, ()= a a a uW y - -
A "' - y 

o " 

e 

Devemos notar que nA(y) > O, o que será fundamental no de
correr desta seção. 

a (t) = 

Voltando então para a expressão de a(t), teremos: 

1 

[~ y 2n 

l 
I 

2n a [~ (y +"'a- ie) [y +"'A- ic + AwA (-y) -i nA (-y) J 
(1.6) 

Levando em conta o fato do sistema interagir fr~ 

camente com o reservatório ([f"[ <<"'A), os termos AwA(-y) 

e nA(-y) serão pequenos comparados com "'A' o que será de 
grande utilidade para resolvermos as integrais de (1.5) co 
mo mostraremos agora. 

Na 1'; integral, 

equação y +"'A + AwA (-y) -

o integrando 

in (-y) - ie 
A 

tem polo na raiz da 

= O, e para resolvé 
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la vamos supor que su'll raiz seja dada por -wA + ó, portanto: 

Dai, vemos que ó é uma pequena correção para -wA já que 

6wA(wA- ó) e nA("'A- ó) << "'A" Logo, se as derivadas de 

awA(-y) e nA(-y) continuam proporcionais a [fa[ 2 , devemos 

expandir estas funções em torno de "'A e tomar apenas o teE 

. mo de ordem zero, já que o termo de 1~ ordem será propor -

cional a [f [4 • Desta forma: 
a 

e o polo do 19 integrando ser a em -wA- ""'A+ i nA+ i o. Usan

do ainda este resultado, vemos claramente que os polos do 

29 integrando são dados por -wA - dwA + inA + it e 

Podemos então, resolver a (1.6) usando o método de 

çao por resíduos e obteremos: 

* 
-iw t i(w -w -bw )t -n t 

" e a A A e A J f R (O) e [1 -- I a a 

a "'A - w + AwA- i nA 
" 

-ro + i€. 
a 

integr~ 

(1. 7) 

Pela (1.7) vemos que nA é a constante de relaxa

çao do sistema e AwA uma pequena variação nos seus niveis 

de energia. 

Podemos agora calcular os valores médios de ope

radores que possam ser escritos em função de a(t) através 

de tr(pf(a)) onde pé dado por iiA (O)pR(O), pois em t= O o 

sistema estava desacoplado do reservatôrio. Temos, então, 

<f (a)> = trAj3.A (O)[tréR (O) f (a)] e o operador tréRf (a) será 

chamado de operador reduzido do sistema, que por nós se-

rã denotado por <f(a)>R. Esta média é o operador 

com as variáveiS do reservatório já eliminadas. 

f (a) 
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Vamos dar agora dois exemplos de <f(a)>R. Inicia! 

mente podemos calcular o próprio <a(t)>R' que é extremamen

te simples. Usando o fato que a(O) não atua nos estados do 

reservatório e que <Ra(O)>R = O,o operador a(t) da (1.7) 

poderá ser escrito em sua forma reduzida como: 

<a(t)>R = a(O} 

o que nos mostra que quando t »l/nA' <a(t)>R+O. 

outro ex~~plo interessante é o do número 

<a+(t)a(t)>R que pode ser obtido se multiplicarmos a (1.7) 

pela sua hermitiana conjugada e tomarmos trR(pRa+(t)a(t)). 
- + Usando entao que <R (O)>R =o e que <R (O)R , (O)>R=õ ,N 

!). a et antt 
[ 6], onde N é dado pela distribuição de Base, a expres

" são para <a+(t)a(t)>R será escrita como: 

+ -2n t 
<a (t)a(t)>R = a+(O)a(O)e A + 

+IítlzN 
' a a, 

a 

-i(hl -w -~w )t -n t 
[l _ e a A A e A J 

i(oo -w -~w )t -n t 
x [l - e " A A e A J (1. 8) 

Transformando então r. em f~ dw p (w ) e lembrando que a fu~ 
(l o 0'. (). 

çao l/[(wa-wA-nwA) 2 + niJ para pequenos valores de nA' só 
tem contribuição apreciável no entorno de wA + l!.wA, pode

mos extender a integral para o intervalo (-~,~) e subs

tituir p(w") if("'c,)j2 N(w") por p(wA) if(wA) I2N(ooA). Conse

quentemente, a (1.8) será reescrita como: 

+ + -2n t 
<a (t)a(t)>R = a· (O)a(O) e A + 

(1. 9) 
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A integral da (1.9) pode ser resolvida por residuos e tem 

como resposta: 
-2nAt 

(l - e ) 
n 

"A 

De posse deste resultado e usando que nA= np {wA) I f (wA) 1
2 J2S> 

demos escrever: 

+ + -2nAt 
<a (t)a(t)>R =a (O)a(O)e 

e se t >> l/nA' teremos: 

onde 

1 

-2n ·t 
+ N(wA)[l- e A] (1.10) 

Este resultado já era esperado, pois quando um sistema de 

bósons entra em equilíbrio térmico com um reservatório de 

calor, o numero N de quanta é dado pela distribuição de 

Bose. 

Pode ser verificado que todos os resulta

dos obtidos nesta seção são os mesmos que os obtidos quan

do assumimos que a(t) só tem efeitos sobre os operadoresdo 

reservatório no instante t, o que consiste na conhecida a

proximação Markoffíana [3,4,5]. 

1. 2. Um Modelo para a Interação de dois Modos e a Díagona

lízação da Hamíltoniana 

Vamos agora tratar do problema da interação en

tre dois osciladores, um representando o sistema (A) e ou

tro o sistema (B). No nosso modelo, vamos assumir que a 

Hamiltoniana possa ser escrita da seguinte forma: 
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(1.11) 

onde K é a constante de acoplamento entre os dois oscilado 

res e . I K I < < wA por hipótese. Esta Hamiltoniana pode ser 

expressa facilmente numa fonna matricial por: 

onde 

e f""'A 
* K l 

M -
w i lK 

' B' 

Como a matriz M é hermitiana podemos encontrar uma matriz 

unitária U tal que: 

com 
r 

wOJ 
iWl 

D = I o ,_ 

"'A + "'B A. - w )2 + 4 'KI2 
A B I ' onde "'I = + 

2 2 
(1.12) 

e wz 

sao os autovalores de M. Para determinar u vamos inicial 

mente escrevê-la em sua forma mais geral que é dada por: 

onde y e e sao reais, ai sao as matrizes de Pauli e n < ~3 

com lni = 1. Usando então a matriz U desta forma, ea(l.l2) 

pOdemos escrever: 

(1.13) 



onde, escolhendo n = O e usando que z . 
+ i(Ó·fi)sen e teremos: 

• (wl - W')} (n + in )sen 6 cose ::: K - y ~ 

Resolvendo o sistema (1.14), obtemos: 

. 1 "'A ·- "'B 

13 

( 1.14) 

sen26=--
2 2~;;;--)T+4,'Kf2 A B 

e 
Re K n 

= - ...Y (1.15) 
Im K 

e portanto, podemos facilmente escrever a matriz unitária 

fJ como sendo: 

r lÃ 1a eh'j 
u = eiy (1.16) 

I -i V /Ã I 
L-la e J 

onde A- cos2e, B = sen2e e V= tg- 1 (-Im K/Re K). 

Se agora definirmos operadores X e Y t.ais que: 

(1.17) 

a Hami1toniana (1.11) poderá ser reescrita como ~=w 1 X+X + 

+ w2Y+Y, que é a Hami1toniana de dois osciladores desaco -

p1ados (modos normais de vibração), e as relações de comu

tação serão preservadas devido ao fato de (X,Y) e (a,b) es 

tarem relacionados por uma transformação unitária. 

Neste ponto, cabe uma análise mais detalhada do 

tipo de sistema real que gostaríamos de tratar neste traba 
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lho. e do nosso conhecimento que ondas eletromagnétoicas são 

quantizadas, e este procedimento nos permite ãescre•Ter es

te sistema como uma coleçâo de osciladores desacoplados com 

energia e momentum bem determinados. Também, ondas de spin 

e vi.brações na rede crista.lina, qua.não quanti.zadas, podem 

dentro de cert.as aproximações se1~ descritas por coleções de 

osciladores desacopla.O.os, que são as já conhecidas quasi

part-:f.culas (magnons, fonons, etc) de enecrtJia t>l (k) e quasi

momentum k. Desta forma, a Hamilton:í.ana para qualquer um 

destes sistemas pode ser escrita (exata ou aproximadamente) 

como 

+ 
onde ak e ak 

pectivamente. 

aniquilam e criam quanta. de momentwn k rcs-

1< claro que na seção (l.l) do nosso trabalho, 

estudamos a relaxação de apenas um destes osciladores e, PQ! 
tanto, se quiséssemos ser mais rigorosos, deveríamos adicio 

nar um indíce k aos operadores a+ e a. Nesta seção, esta

mos tratando de um modelo para o acoplamento de doi.s siste

mas diferentes (magnon-fonon, foton-magnon, etc.) e convém 

notar que novamente est~~os considerando um oscilador do 

sistema (A) e outro de (B), que na a.proximação que posterior,_ 

mente será de nosso interesse (Cap. 3), devem possui.r o 

mesmo Indice k para que a conservação de quasi-n1.omentum se 

ja satisfeita. Lembrandc então que em todos os modelos que 

tratamos,até agora os operadores devem ter o mesmo lndice 

k, vamos por simplicidade contJ.nuar a suprJ.mJ.-los até a 

seção (2.1), onde isto não mais será possível. 

Outro fato importante que nós iremos utilizar em 

seções futuras é que a energia do sist.ema consi.derado neste 

contexto é uma função do momentum. w = "(k) , e esta função '!!!' 
rã diferente dependendo do sistema que estivermos conside -

rando. No caso de dois sistemas interagindo, podemos ter 

dois casos distintos: 

19) 3 ~ t.al que "'A{~) = "'B (~} 

29) "'A(k) ;" "'B(k) '</k. 



19 caso: 

w 

k 

Fig. 1 

"'a(k) 

"'A(k) 

k 

w 

15 

V W) (k) 

_L~~,w 2 (k) 
J=-=--~- - - - -

k 

Fig. 2 

k 

Na fig. 1 vemos um possível exemplo do 19 caso , 

onde as relações de dispersão se cortam. Já na fig. 2, "'A 

e "'a estão pontilhadas e as curvas contínuas representam 
w1 (k) e w2 (k) que são as relações de dispersão dos modos 
normais dadas pela fórmula (1.12). Ainda pela (1.12) pode 

mos constatar que para pontos antes do cruzamento (k < k) 

tais que iwA- "'ai >> 2iKi temos w1 (k) • wA(k) e w2 (k) • 
• "'a(k). Para pontos depois do cruzamento (k > ~) tais 

que iwA- "'ai » 2iKi temos w 1 (k) • "'a(k) e w 2 (k) • "'1 (k). 
No entorno de ~· os operadores X e Y representam uma forte 

mistura de a e b com w1 (~) - w 2 (~) = 2iKi, o que nos mos
tra que se iKi << wA(k), a diferença de energia dos modos 

normais será muito pequena nesta região. Portanto, neste 
primeiro caso, para k < k o sistema X é do. tipo (A) e o 

sistema Y do tipo (a). No cruzamento X e Y sao misturas 

de (A) e (a) , e para k > k o sistema X é do tipo (a) en-. 

quanto Y é do tipo (A). Um exemplo típico do modelo intro 
duzido neste caso é o da interação magnon-fonon. 
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29 caso; 

w 
w 

~-------"'A 

L-------·-"'a ---- - "'2 
---

k 

Fig. 3 Fig. 4 

A fig. 3 mostra o caso onde nao há cruzamento das 
relações de dispersão enquanto que na fig. 4 as linhas co~ 
tinuas representam as relações de dispersão dos modos nor
mais como no caso anterior. Aqui podemos notar que w1 (k)= 
o wA(k) e w2 (k) o w

8
(k) se IKI << (wA- w

8
), qualquer que 

seja k. Na natureza temos um exemplo deste tipo na inter~ 
ção magnon eletrônico-magnon nuclear, mas neste caso, 

(wA- "'alo O(!Kil,o que afasta t.q(k) de "'A(k) e w2(k) de 

"'a (kl • 
Para estudarmos o comportamento dos operadores 

normais no 19 e 29 casos devemos usar as expressões (1.17) 
e (1.15) para os diversos valores de k, e obteremos as PD! 
s!veis combinações dos operadores a e b. 

1.3. A Interação de dois Modos com Relaxação e a Evolução 
Temporal dos Modos Normais 

Vamos considerar dois sistemas que interagem co
mo na seçao (1.2), e cada um deles interage com partes in
dependentes de um mesmo reservatório como na seção 1.1. 

k 
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A Hami1ton:l,ana pode, ent:ão. -r escrita como: 

( 1.18) 

onde por hipótese, lfl e lgl << IKI << wA e wa. 
Substituindo a e b por combina~ões dos operado

res normais X e Y da seção 1.2 (eq. 1.17) e definindo: 

fb - IA f f2ex = -lã eifll f 
ex "' (1.19) 

• Iii ilf * • = IA g 92e - e ge 91e e 

podemos escrever a (1.18) como: 

'fi + + * + + * . + + ""= w1X X+ w2Y Y + ~(flaX R
01 

+ f 1,.XR
01

)+ ~(g 2 eX Se+ g2 aXSS) 

+ ):(f~exY+Rex + f2exYR:)+ ):(g~ey+sa + gleys;)+ L w.,.R:R.,. 
ex a ex 

(1. 20) 

A (1.20) representa a energia de dois osciladores desaco -
plados X e y,onde X interage com R e s com constantes de 
acoplamento f 1a e g2a respectivamente, e Y interage também 
com R e ~mas com constantes de acoplamento f 2a e g1e. Es
quematicamente: 

Vamos então procurar determinar a evolução tempQ 
ral dos operadores X e Y. As equações de movimento dos o
peradores de (1.20) são: 
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• r * í * X= - iw 1X - i fl R - i g268 S " " " a a 
y * * = -iw 2Y - i I f 2a R" - i I g1a 8a 

" a (1. 21) . 
if x- if2<>y R = -ioo R -

" " " 1<> 

Utilizando então a transformada de Laplace para operadores 

como fizemos na seção (1.1), podemos escrever o ·sistema 

(1,21) transformado como: 

* * -x 0 + sx• (x) = -ioo 1x• (s) -i~ f 1 "R~(s) -i~ g 26sá(s) 

* * -Y 0 + sY'{s) = -iw 2Y' (s) -i I f 2 "R~(s) -i I g 16sá(s) 
" 6 (1.22) 

-R" (O) + sR~ (s) = -ioo"R~ (s) - if1,,x• (s) - if2aY' (s) 

on:ie X0, Y0, R (O) e S
0 

(O) são os valores de X (t), Y (t), R (t) 
" " " e s

6
(t) no instante t =o. 

Substituindo as duas últimas equações do sistema 

(1.22) nas duas primeiras e definindo: 

a (s) = 

b(s) 

a s + iw 
" 

+ l: 
e s + iw 6 

d(s) = s + ioo 2 ~ 
lfle<l 2 

í ~,!..___ 

Fo (s) 

o. s + iw 
" * fl R (0) 

= Xo - i l: " " 
~ s + iw 

a 

- i 

s + ioo
6 

( l. 23) 

* l: g2ase (O) 

a s + iw 6 

I 
! 
i 
r 
: 
l 
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* • 
G0 (s) = Y0 - i l 

f 2 aR<> (0) 
- i r glas~ (O) 

o. s + iw 
" 

~ s + iw~ 

poderemos escrever a (1.22) como 

M(s)$' (s) = ~ 0 (s) (1.24) 

onde 

r a (s) b(s)l [X' (s)- ~Fo (s)J M (s) = 
d(s,J ' 

$'(s) = e ~o(s) = 
~c (e) _Y'(sl. G0 (s) 

A (1.24) nos mostra que w' (s) =-M-1 (s)~ 0 (s) e, portanto, t2 

mando a transformada inversa de w' (s) e substituindo s por 
e + iy, teremos: 

(1. 25) 

Nosso primeiro passo para a resolução de (1.25), 
será a determinação de M- 1 (c+iy). Para tal, vamos inicial 

mente redefinir as expressões de (1.23) em função de c+iy. 
00 

Então, transformando & e~ por ftw"P (wo.) e f~w 6 p(wa), usan 
do a (1.19) e a identidade (1.4} 1 teremos: 

onde 

a(e+iy) "'i(y + "'l + llwl(-y)- inl(-y)] 

b(c+iy) = i[/AB e 1 ~(~(-y) - in(•y))) 

c(e+iy) = i[,IAB e-i.,. (6(-y) - irJ(-y))') 

d(c+iy) = i[y + w2 + llw 2 (-y) - inz(-y)) 

ÓWJ (-y) - AAwA (-y) + BllwB(-y) 

l.wz(-y) - Bi\wA (-y) + Mw (-y) 
B 

n 1 < -y) - AnA (-y) + BnB{-y) 

n 2 ( -y) = BnA (-y) + An
8 

(-y) 

A(-y) , LlwA (-y) "'"'B (-y) 

n(-y) - nA (-y) - nB(-y) 

(1. 26) 

( 1. 27) 
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= -
J

r p (w") \f" \2
dw, 

y+w 

" 
~ -

J 
P (wa> (gll(zdws 

Y + "'s 

(para maiores detalhes destes cálculos basta rever o proc~ 
dimento seguido na seção (1.1) quando estabelecemos fórmu

las para AwA e nA). 

A matriz M-l(•+iy) é facilmente calculada como: 

1 [ d -bJ M-1 (o+iy) = 
ad - bc -c a 

onde a, b, c e d sao dados pela (1.26). Como a matriz 
M-1 (o+iy) será integrada na (1.25) podemos agora inves

tigar quais as contribuições que M- 1 dá para os polosdo 
integrando, ou melhor, quais são os zeros de det M(o+iy). 

Para achar as raizes de det M(o+iy) = O, temos de resolver 
a seguinte equação: 

[y + w1 + ~"'I (-y) - in1 (-y) l[y + w2 + Aw 2 (-y) - in 2 (-y) 1 

- AB[A(-y) - in(-y)J 2 =O 

Se agora definirmos: 

w1 + Aw 1 (-y) - in 1 (-y) - a' (-y) 

Wz + Awz (-y) - in 2 (-y) - d' (-y) 

a (1.28) passa a ser escrita como: 

[y +a' (-y)J[y + d' (-y))- c(-y) 2 =O, 

que admite as seguintes raizes: 

4c(-y)2 
y = + 1 + 

( l. 28) 

-a' (-y)-d' (-y) -a' (-y)+d' (-y) f 
2 2 (a I ( -y) -d I ( -y) ] 2 
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e 

2 

-a' (-y)+d' (-y)~ 4c(-y)2 
1+ --------

2 [a'(-y)-d'(-y)J2 

-a' (-y)-d' (-y) 
y•-------

Mas, como awA (-y), llwB (-y), nA (-y) e nB (-y) são funções P:.::? 

porcionais a lfal 2 ou lgal2, devem ser muito menores que 
(w 1 - w2 ) e consequentemente 4c2/ (a-d) 2 será na pior das h.!. 
póteses um complexo com partes real e imaginária da ordem 
de n2/IKI2. Portanto, as raizes podem ser aproximadas por: 

Y = - "'I - aw, (-y) + in1 (-y) 

ou 
Y =- "'2- 6w2(-y) + inz(-y) 

Estas duas equações são facilmente solúveis se admitimos 
que as raizes devam ser -w 1 + d1 e -w 2 + 62 para a 1~ e 2~ ~ 

quações respectivamente. seguindo então o procedimento to 
mado na seção 1.1 , teremos as seguintes raizes: 

Y1 =-"'I- llwl(wl) + in,(wl) 

y2 =- "'2- 6w2(w2l + in 2 (wz) 

OU ainda Sé Chamarmos IIWj (wj) E ÔWj, llw2 (w2) : 6w2, nj(WJ): 
= n1 e n2 (w 2) = n2 teremos: 

Desta forma, a matriz M-l(e+iy) pode ser aproxi-
mada por: 

M- 1 (e+iy) • 

1 

y-r.,1+6wt-int 
• -i. 

-~e-i~[â(=y)-in(=y)J 
(1.29) 

1 
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o outro termo,que será integrado é *o(o+iy) que 
pode ser escrito em função de suas componentes como: 

Fo (<+iy) 
f~ R (O) 

= X o - I _.!!,...:"=---

* - I g2SS[l(O) (1.30) 

" y + "'" -i o s y+w
6
-ie 

e 

G0 (e+iy) '"Y 0 -
* L f2aRa (0) * - Í g2SS(l(O) (1.31) 

"' y + w - i< 
"' 

a y +"'a- ie 

Usando então a (1. 29), (1. 30), (1. 31) e integra!!_ 
do a (1.25) pelo método de residuos teremos: 

El- ei (wa-wl)te-nltJ 
X(t) •X e-iwlte-nlt-~ f• R (O)e-iw"t ----------

0 ' la a a "'1- w - in1 a 

- r 
a 

e 

Y(t) • Yoe-iwzte-nat - I 
"' 

- L: 
s 

(1.32) 

(1. 33) 

onde substituimos w1 + llw 1 por w1 e w2 + llw 2 por w21 já que 
aw representa um pequeno deslocamento das frequências. Te! 
mos da orden de n/ I K I, provenientes das funções b (y) e c (y), 
foram desprezados coerentemente com as aproximações.nasr~ 
zes de det M(iy+o) .. O. Estes termos são responsáve.is ~ 
la interaÇão dos modos (X) e (Y) através do reservatório ,, . 
efeitos estes, que não serão levados em conta de agora em 
diante. 

Das equações (1.32) e (1.33) vemos que as cons -
tantes de relaxação dos modos X e Y são dadas respectiva -
mente per" n1 e n2 que já foram definidas anteriormente co-
mo: 
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Vamos passar então a analisá-las em duas situações distin
tas: 

19) Se não existir cruzamento entre as relações de disper
são dos sistemas (A) e (B) 1 e (wA- w

8
) » 2IKI, te

rnos pela (1.15) A • 1 e B • O e consequentemente "'1 • "'A 

e w2 • "'B (pela 1.12) o que nos dá: 

29) Quando existe o cruzamento ternos três diferentes hipó
teses: 
a) k «~ou (wA -w8 ) >> 2IKI, que recai no caso estu

dado anteriormente, ou seja, n1 • nA e n2 • n8 -

b) k • ~ ou lwA- w8 i « 2IKI 
1 Neste caso, pela ( 1.15) ternos que A • B • 2 e pela 

(1.12) que w1 - w2 • 2IKI. corno por hipótese w1»IKJ, 
nesta região as frequências normais são praticamen
te as rnesrnas,o que nos permite escrever 

2 

c) k >>~ou Cw8 - "'A) >> 2IKI. 
Neste caso, A • O, B • 1, w1 • w8 e w2 • "'A' e por
tanto; n1 = n8 e n2 = nA· 

Neste ponto, se aproximássemos as expressões de 

n1 e n2 por n1 • AnA + Bn8 e n 2 • BnA + An8 , poderlamos pen 
ear que esta aproximação só teria validade na região próxi
ma ao cruzamento, ou seja, lwA -w8 1 < 2IKI, pois nesta re
gião as frequências normais estão bem próximas. Isto seria 
d$vido ao fato de que n8 = n8 Cw 8J enquanto que o n8 que ap~ 
r.ae na ·fórmula de n1 é n8 (w 1) portanto precisarlarnos ter 
w8 não muito diferente de w1 • O mesmo ocorreria para nA 
que aparece em n2 que é nA(w2) enquanto nA: nA(wA). Porém 
pOr& pontos fora desta região, os termos A ou B se encarre
gam de anular,as parcelas onde compareçam n8 CwA) ou nA(w8). 
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A análise feita tanto no 19 caso como no 29 (a, 

b e c) estão de acordo com o que já foi discutido no final 

da seção (1.2) sobre o comportamento dos modos (X) e (Y) ~ 

ra os mesmos casos. 
Para encerrar esta seção, podemos aplicar a (1.32) 

para calcular o número <X+X>RS' que é o operador reduzido 

x+x. Multiplicando a (1.32) pelo seu hermitiano conjugado, 
+ + e usando que, <RaRa,> = Saa'Na' <S 6s 6 ,> = d66 ,N 6 e que os 

demais valores médios envolvendo operadores do reservató -

rio são nulos, podemos escrever com o auxilio da (1.19) que: 

<X+X>RS = x+x -2n 1 t o oe + 

-i(w -wl)t -nlt i(w -wl)t -nlt a e ][1-e a ] 
+ r AI f I2 N 

[1- e e 
a " a (w - "'1)2 + nz a I 

-i(w -wl)t -n 1t i(wa-w 1 )t -n 1 t 

+ I Blg6 1
2Na 

[1- e a e J [1- e e J 
((I) - WJ)2 + n2 B a 1 

que é urna expressão análoga ã (1.8). Transformando então 
w w 

~em f~w .. p(w") e g em /~w 8 p(w 8 ) e seguindo o procedimento 
tomado em (1.9) teremos: 

AnA (wl) 
-"'--- N(wrl[l 

'li 

Usando então que n1 = AnA + Bn8 , teremos: 

Portanto para t >> 1/2n 1 , o número x+x será dado pela dis

tribuição de Bose. 

Analogamente poderiamos obter pela (1.33): 
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CAP!TULO 2 

A EXCITAÇÃO DOS MODOS NORMAIS 

No Capitulo 1, fizemos o estudo de um modelo pa

ra o acoplamento de dois sistemas ligados a um reservató -
rio. Vamos agora, descrever a produção dos modos (X) e (Y) 

devido a um determinado tipo de excitação externa e anali

sar a possivel influência deste processo na relaxação dos 

modos normais. Antes porém, faremos um estudo qualitativo 

dos tipos de excitações que são de maior interesse nos pr2 
blemas usualmente tratados na literatura. 

Se o campo externo se acopla linearmente com o 

sistema [ 9 J, o problema é facilmente solúvel como veremos 

agora. Por simplicidade, vamos considerar apenas um,osci

lador interagindo com o reservatório e a generalização pa

ra dois osciladores acoplados será trivial. Neste caso, o 

acoplamento linear é equivalente a adicionarmos um termo 
F(t) à 1~ equação do sistema (1.2). Seguindo então o pro

cedimento da seção (1.1), iremos obter uma solução idênti
ca à (1.7) somada a 

onde F' (e+iy) é a transformada de Laplace de F(t). No caso 
de F(t) = F 0e-iílt, teriamos como resultado da integração um 

termo análogo à 2~ expressão de (1.7) se trocarmos f*R (O) 
a a 

por F0 e w por o. Desta forma, 
a 

vemos que a excitação li-

near introduz uma modificação na parte estacionária de a (t), 

sem exercer nenhuma influência na vida média 'A da fase 

transiente do sistema (TA = l/nA). 
Por outro lado, quando a interação com o campo~ 

terno é não linear ou paramétrica [ 3 ], pode haver uma mu-
dança na forma de 
esta interação. 

relaxação do sistema enquanto persista 

No caso que estudaremos, por exemplo , 
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apesar da dependência temporal da parte transiente da sol~ 
ção ser bem aproximada por uma exponencial, a "constante de 
relaxação efetiva" depende do campo aplicado. Esta cons
tante pode inclusive tomar valores negativos, corresponde~ 
do ao crescimento exponencial dos modos normais. Ao valor 
do campo externo que nos fornece tal situação chamamos de 
"campo critico". Neste capitulo, vamos nos reter ao estu
do de um modelo específico de excitação paramétrica em um 
dos dois sistemas acoplados, investigando a influência des 
te processo nos modos normais e calculando os possíveis c~ 
pos críticos. 

2.1. A Hamiltoniana com Excitação Externa 

Vamos assumir que a Hamiltoniana possa ser escri 
ta como [ BJ: 

(2 .1) 

onde 

Jt_k é análoga à Jtk, bastando trocar k por -k 

h é a amplitude de um campo externo aplicado no sistema 
((A) + (Bl. + reservatório) , rl é a sua frequência de oscila 
ção e cr é um complexo proporcional à constante de acopla
mento com o campo h. Como podemos notar, a introdução do 
campo externo deu origem à criação ou aniquilação de pares 
de quanta de quasi-momenta k e -k no sistema (A), e isto 
nos levou a explicitar os índices para distinguirmos os 
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diferentes osciladores como já haviamos comentado anterioE 
mente {seção 1.2). Um exemplo real para este modelo é a 
excitação paramétrica de rnagnons {sistema {A)) por um cam
po magnético de radiofrequência [ 8 J, quando levamos em 
conta a interação magnetoelástica. 

Devido ao fato de ~k e ~k estarem desacopladas, 
podemos usar a {1.17) para reescrever cada uma destas par
tes de Jt corno: 

#k 
+ + 

+ I 
* + + = "'tXk_Xk + "'2ykyk {fl~Xk~a + fl~XkRkal + 

a 

I 
* + + * + - + + {f2aYkRak + f2aykRkal + ~ {gla yk8ka + gla YkSka) 

a 

+ I * + + 
"'"'~"~" + & 

+ {2.2) {g2axk8ke + f2Bxk8ka > +I "'a8ks8ke 
s " 

e obviamente ~-k será igual a~k trocando k por -k. Se ag~ 
ra definirmos: 

{2.3) 

poderemos escrever ~xt como: 

{2.4) 

Nesta nova forma de ~ext' vemos que apesar do campo exter
no só interagir com o sistema {A), o acoplamento entre (A) 
e (B) faz com que sejam criados ou destruidos diferentes 
pares de quanta dos modos normais (X) e {Y). Porém, o ac~ 
plamento de cada um destes pares com o campo externo será 
diferente dos demais. Para que este ponto fique mais cla
ro vamos· citar rapidamente os posslveis casos: 

a) Um par de quanta de {X) 

... _k 
X X acoplamento com o campo : Aa k 
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b) Um quantum de (X) e 9utro de (Y) 

y X +----· -k k acoplamento com o campo: IAB e 1 ~o 

c) Um par de quanta de (Y) 

y y +----·----+ -k k acoplamento com o campo: Boe 21 ~ 

onde A, B e~ são dados pela (1.16). 
Deixaremos para a seção (2.3) maiores 

sobre cada processo. 
detalhes 

2.2. A Evolução Temporal Formal dos Modos Normais 

Vamos inicialmente determinar a equação de movi
mento do modo Xk. Como Xk = -i[Xk,]C,), podemos escrever: 

. ~ * * lt =-iwllt -i L f R -i L g s -
-lt -lt a la-l<a a 2B a 

Para eliminar a dependência temporal explicita desta equa-
ção, vamos escrever os operadores Xtk' 

X e-iOt/2 y e-iOt/2 ~ e-int/2 
±k ' ±k ' ±ka e 

vamente, o que nos leva a: 

• o * * 
~- = -i(Wj - ~>~ -i L f ~ -i I 9 ~ -
"lt .t. "k a la"l<a B 2B~B 

Y tk , R±k<l e StkB como 

S e-int/2 respect_l 
±kB 

Portanto, para os operadores õ a equação de movimento tem 
apenas dependência temporal implicita. Repetindo o mesmo 

I -., (l racioc nio para todos os operadores de ,.. e. chamando w 1 - 2' 
n n n 

"'2 -2· "'a -2· w
8 
-2 de Ã 1 , l. 2, l.a, l.B respectivamente, t~ 

remos o seguinte sistema: 
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• *·- I * * + * + 
~ = iÀIÍ{k - i L fla~a i 92BSkS ihlil:-k iht 2 ?_k 

a 8 
• * * + * + 
?k = - Uz?k - i I f2a~ka i I 91a8ks ihz?_k ih 12X_k 

" B . 
\a = -u~-ux - if2a 'lk a a la k 
• 
s = -

kB u aska - 192axk - iglB?k (2. 5) 

'+ + L f R+ r + + ihlil:k + ihl2 'lk x_k = HlX-k + i + i 9za8-ka la -ka 
a B 

·+ 
Hz?~k + L f R+ I + ih2?k + ihl2Xk 'l_k = i + i glBS-kB + 2" -ka 

a B 

"+ . ~+ * + * + 
!t-ka = l.À k + ifl l1 ' + if2a1 -k a - a " -;< 

~kS = 
+ 

Ha8-ks + * + 19zax-k + 
* + 

i 9u 1-k 

Assumindo que a interação externa tenha começado 

em t =O e que neste ·instante conhecemos X±k(O), Y±k(O) , 

R±ka(O) e S±kS(O), podemos seguir o procedimento usado nas 
seções (1.1) e (1.3) e tomar a transformada de Laplace de 

todos os operadores envolvidos em (2.5). Desta forma, se 

lembrarmos das definições (1.19), (2.3) e ainda definirmos 

a (s) _ 

b(s) -

c (s) -

d (s) -

s + i)q + A I I f I 2 
a· ---"'-- + B 

-IAB e 1íf' l 

" s + iÀ 
" 

'f J2 I a + IAB eiip 
a s + L\ 

" 
L 
B 

-IAB e -iip I 
jf 12 

a' + IAB e -i'l' 
o. 6 + iÀ 

" 
s + u 2 + B L 

jf J2 
_ _,.o.__ + A 

o.s+U 

" 
1 - iAhcr 

(2. 6) 
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n - "h B 2itt' J. o e 

* * fl R1_ (O) g2~ 8 ks<o> 
Fk (s) xk (O) i l: ~ -~ - i I - -

~ s + ÍÀ B s + i>.B 
~ 

* • 
Gk (s) yk (O) i I 

f2aRka(O) - i I 
91s8ks <o> 

- -
" s + iÀ s s + H e 

" 
* * * * e ã ( s) , b ( s) 1 c ( s) 1 d ( s) 1 F k ( s) e Gk ( s) como a ( s ) 1 b ( s ) 1 

* * *- * + * + * c (s )1 d (s ), Fk (s ) e Gk (s ) 1 o sistema (2. 5) transformado 

será escrito como: 

-~lt'(s) - +' -mll'(s) - +' = F_k(s) + a(s)lt_k(s) + b(s)ll_k(s) 
k k 

(2.7) 

c(s)Xk(s) 
+' + d(s)llk (s) 

+' Gk (si - m*X (s) - n*ll (s) = -k -k 

- +' nllk (s) 
- +' G_k(s) -mlt' (s) + c (s)ít_k (s) - + d (s)ll_k (s) = k 

Podemos ainda escrever o sistema (2.7) em forma matricial 

como: 

M(s)ljl' (s) z ~o (s) (2. 8) 

onde 

Xk_ (s) Fk (s) ~ a(s) -i* b(s) -m* 

l(~<s> 'F_k <.:> -i ã(s) -m Õ(s) 
Y> • (s) = I ~o (s) - e M(s) -

Yk<•> <\ (s) c(s) -m* d(s) --n* 

~(s) G_k (s) -m c(s) -n d(s) 

Desta forma, a transformada inversa de 1/1' (s) é da 

da por: 



l 
lji (t) = 

2ni 
r
E+i~ 

M- 1 (s)$ 0 (s)estds 

J F--i~ 
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( 2. 9) 

Para determinar M-1 (s), vamos inicialmente escrever a ma
triz M como M(s) = s- L' (s). Então, usando o resultado 

a. -A 
(2 .lO) 

onde os a~ sao autovalores da matriz A [22], a matriz W 1 (s) 
será escrita como: 

1 
W 1 (s) = [ s - L. (s) ri = I 

k s - p' 
~ 

p'. - L' (s) 
(2 .11) 

p~ - p' 
J ~ 

Parlj;,plcular os autovalores Pi de L' precisamos achar as 
rataeà de det[s- L' (s) J =O, ou seja, as raizes de det M(s)=O. 

Por outro lado, para resolvermos a (2.9) devemos fazer a 

substituição s = E + iy, o que nos leva a 

1 J~ 
~ (t) = - M-1 (E+iy) 

21f 
-~ 

Esta mesma substituição na (2.11) nos dará: 

-i p. -L(iy) 
M-l(E+iy) = I n (2.13) 

! y- p -i E 
1 ji'~ Pj- p~ 

onde 

p~ - -ip' 
1 

e L : -iL' (iy) = y + iM(iy) (2.14) 

Como pk é raiz de det M(s) = O e s = iy, -ipi será raiz de 

det M(iy) =O, que são os p~ da (2.13). o cálculo destas 
raizes será efetuado para algumas situações especiais em 
uma seção posterior, já que neste ponto estamos interessa

dos apenas na obtenção de uma expressão formal para a evo-
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lução dos operadores. 

Se definirmos 

* * -f lcll\a (O) -g285 kB (O) 

+ + 
flaR-ka (O) g2a5 -ka (Ol 

'I'" - * 'fe * -f 2a !\" (O) 
e - -gls5ke <oJ 

(2 .15) 

+ L glSS~kS (0) f 2 R k (O) 
" - a 

o vetor $o(<+iy) será reescrito como: 

I+ o [ lpOI '~'ê J ~o (e+iy) = lji(O)+( 2 Jí: + 1: 
2 a y+~ -i< B y+À

8
-ie a 

I- a [ lfa ~ê J + ( z) 1 + 1: (2.16) 
2 a y- ~ -i< B y-À

8
-iE 

01 

onde, a 2 = ['z 
0 

]• 'zé a matriz de Pauli [~ -~J e I é a 
o 'z 

identidade 4x4. 

Substituindo a (2.13) e a (2.16) na (2.12) e ef! 
tuando a integral por resíduos, chegaremos facilmente a: 

ip t iptt -H t 
I+a " 1jl (t) a L e 1 E

1
.p(O) + l: ~ -e 

Et ( z) 4' + 
t ta ~ + Pt 2 " 

" 
iptt iÃ t 

I - a iptt -n 8t I+a 01 

+l: e -e 
E1( z)<f+l: e -e z 

Et <-l'l'e 
ta p - À 2 01 18 ~ B + P t 2 

1 " 

(2.17) 

onde 

p. - L 
(2.18) 
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é o projetor sobre o ~uto-estado do autovalor P~· 
Convém notar que na integração, fizemos L cons

tante, o que iremos justificar na próxima seção deste cap! 
tulo, onde trabalharemos com a matriz L(iy) explicitamente. 
Usando a (2.10) podemos ainda escrever a (2.17) numa forma 
bastante elegante: 

-H t 
~(t) = eiLt~(O) + 12 I {(eiLt- e a) (L+ À )-1 (I+ a ) + 

a z 
a 

Ht 
+ (eiLt - e " ) (L- À )-1 (I - a ) }.p + 

a z a 

+ l r 
2 a 

-H t 
{ (eiLt - e a ) (L + À

6
)-1 (I + az) + 

iÃ t 
+ (eiLt- e a> (L- À )-1 (I- a l}v a z a (2.19) 

que. está de acordo com a expressão da evolução temporal dos 
operadores obtida em [ B J • 

2.3. O cálculo dos Campos.Crlticos 

Para que possamos estudar em detalhes a evolução 
temporal de ~(t) dado pela (2.17), vamos inicialmente cal
cular os p

1
• Em particular, estaremos interessados nas· 

partes imaginárias de p
1

, que vão essencialmente, regular 
a variação de intensidade dos modos X ou Y. Vamos verifi
car que existe um valor h = h , tal que, se h < h , ~(t) c c 
possui uma parte transiente que decai exponencialmente e 

outra parte que permanece estacionária depois de decorrido 
um certo tempo T. Entretanto, se h > h a solução é instá 

c -
vel e cresce exponencialmente no tempo. 

Vamos então escrever a (2.7) em função de iy +e 
e transformar a e ã que ai aparecem por 

e 
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respectivam<m::.e. Le!!W;r:ando ainda das definições de (1. 27), 

chegaremos a: 

- -ilf -h/AB e a* 

-Ahcr ã 1 (y) hiAB eilf o 
,- -ii' 
rAB e y 

hBe - 2il" cr* 

dI (y) 

onde 

a I (y) + )q + C..~·-·· 1 ( ~y + ll. - in) (-y +R> - y 2/ 2 

ã I (y) . - y - ). I At•l (y + g) - int (y + g) 
2 2 

dI (y) -

d' (y) - Y- l.2- aw2(Y + ~) - iD2(Y + :) 

y si[t:.wA(y+%) -t.o:B(y+%)]- [DA(y+:)- DB(y + %>J 

e y é idêntico a y se trocarmos i por -i e y por -y. Como 
podemos notar, os terrr.O>I y e y, são aqueles responsáveis ~ 
la interação dos medes normais atr~yés do reservatório,que 
desprezamos na seção (1.3). Portanto, para estudarmos a 
influência do ca~po externo nos modos X e Y calculados na 
aproximação usada na seção (1.3), devemos desprezar. os te~ 
mos y e y nos nossos cálculos atuais. Podemos ainda fazer 
outra aproxúaação na matriz M(iy) se lembrarmos que quando 
h+ o., as ra{<:es de det M (!y) = O são dadas como soluções 
de a 1 (y)ã 1 (y)d 1 (y)d 1 (y) =o. Isto nos permite eliminar a 
dependência em y das funções llwi(y + n/2) e Di(y + Cl/2) cs: 
mo vimos no ca.pltulo 1. Se agora levarmos em conta que 
h < < "'I e "' 2 poder9utos ainda usar o mesmo tipo de argumen
to para substituir t""i <1• + !l/2) e Di (y + n/2) por Aw i (wi) 



en1 Cw 1). 
triz M (iy) 

Desta forma, aproximando À i por À i+ Aw 1 , a 
será reescrita em forma mais simples como: 
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ma-

y+À 1 -in 1 Aho* o -ho*IAB e-i<P 

-Ah y-Àt-int ho/AB e iii' o 
M(iy) =i 

-ho*IAB e -:I!? hci*Be- 21'1' o y+À 2-in 2 

hor'AB eil" o -hoBe 2itp 
y-Ã2-in2 

(2.20) 

Esta forma simplificada de M (iy) 'mott: , ~:te L·~ :,,11;alcul.a~, 

facilmente os p~ e os projetores E~ da (2.17)., Para ob
termos os autovalores pt' devemos calcular det M(iy) =()",o 
que nos leva a: 

+ H2nt p,2 + n2) + 2nz (Ã2 + n2) - 2B21a j2h2nl- 2A21 a j2h2nz 
2 2 1 I 

- 2ABjaj2h2(nl+nz)]yl!- (À2+n2)(n2+n2) 
1 I 2 2 

+ h 2 jaj 2[(AÀ 2 +BÀ 1 ) 2 + (An 2 +Bn 1 >2 J =O (2. 21) 

enquanto que para o cálculo dos projetores devemos deter-
minar a matriz L, que com o auxilio da (2.14), é dada por 

-Àt+inl -Ao*h o ho*r'AB e -i'l' 

Aah Ã1+in 1 -h a IAB e iii' o 
L"' 

ho*r'AB e -J.Jp -2jjp o -Àz+inz -ha*B e (2.22) 

-haiAB eili o haB e 2iiP Àz+in 2 

O problema estaria resolvido se calculássemos as 
raizes de (2.21), e uma vez obtidas, determinássemos os 
Et dados pela (2.18). Porém, dependendo da forma da raiz, 
poder{amos ter ou não, uma situação flsica que diferisse 
fundamentalmente das estudadas até agora. Portanto, vamos 
nos reter a uma análise detalhada do comportamento das ral 
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zes para diversos valores de h e n, e posteriormente (Cap. 

3) estudaremos a evolução temporal dos modos (X) e {Y) em 

um problema de interesse real. 

A equaçao (2.21) é do tipo: 

(2.23) 

onde c. < tR. 
~ 

Esta equaçao é tal que se z é raiz, -z* tam-

bém o será, o que se mostra trivialmente tomando o complexo 

conjugado da {2.23). 

Inicia~ente~ vamos assumir que as raízes de 
(2.23) sejam z 1 , z 2 , z 3 , z 4 , .não nulas e com partes ima 

ginárias positivas. Neste caso, o termo independente de 

'f1a e 'I' a da {2 .17) , irá decair exponencialmente com uma co~ 
tante de relaxação (lm zi) que depende do campo externo h. 

Os demais termos da {2.17) são tais que depois de decorri

do um certo tempo ' (h) , atingirão um regime estacionário . 
Vemos então, que neste caso, a inclusão do campo externo 

uio· mudará a natureza da solução do problema, pois conti

DU&r$1110s a ter uma fase transiente e outra estacionária. 

Se agora variarmos o valor de h, poderemos conseguir sensí 

veis modificações nas partes imaginárias das raízes. Con

sultando então a (2.17), iremos constatar que quando al

guma das raizes tiver parte imaginária negativa, um dos mo 

dos irá crescer exponencialmente. Vamos, portanto, nos fi 
xar no limiar desta transição, ou seja; calcular os valo

res críticos de h que obriguem a pelo menos uma das raíze~ 

diqaliiOs li' 1 , ter parte imaginária igual a zero enquanto que 

O:··oqtras •ccmt.'in-.:em poaitivas (c 1 , c 2 , c 3 e c~ ::: 0). Temos 
então dltii.S possibilidades: 

l a. l * z = - z 
1 1 

Neste caso, se z 1 = a 1 + ib1 temos que a 1 + ib1 = 
= -al + ib 1 ou seja, a 1 = O e a raiz é imaginária pura. Co 
mo estamos interessados em b1 = O, devemos calcular h que 
nos forneça uma raiz nula, ou seja: c 0 =O na (2.23). 
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a 2.) Z1 "I -z* 
1 

(Im z 1 =; b 1 = O) 

Neste caso podemos ter duas situações disti.ntas: 

1) z 1 = -z* com z 3 = -z* e obviamente 
2 3 -

Im z 4 > O). Temos entao a 1 + ib 1 = 
b 1 = O concluimos que b 2 = O e a 1 = 

(2.23) será escrita como: 

z4 = -z* (Im z 3 e 
4 

-a 2 + ib 2 , e como 

--a2 • Logo a equaçao 

(2 •. 24) 

2) z 1 = -z* com z 4 = -z* (Im z 3 > O) 
2 - 3 .,. ( Usando entao o mesmo racioc1nio do caso 1) podemos es-

crever a equação (2.23) como 

(z2 - a 2 ) [z 2 - 2iim z 3 z - lz 3 ! 2J = O 
l 

(2.25) 

onde Im z 3 > O. Comparando a (2.24) com a (2.25) vemos 

que o 29 caso pode ser resumido em uma equaqão da forma: 

z4 - i"z 3 - (~+a 2 )z 2 + iaa2z + aa 2 =o (2.26) 
1 1 1 

onde a = Im z 3 + Im z 4 , a = Im z 3 Im z 4 , a 1 = Re z 1 e 

" e a > o por hipótese. 

Passemos então a aplicar estes resultados a equ~ 

çao (2.21). 

o campo crítico do 19 caso (hcp) pode ser calcu

lado quando fizermos c 0 = O na (2.23), e este procedimento 

nos levará a: 

2 2 2 2 
(),1 + n1l (À2 + n2l 

( 2. 27) 

Se substituirmos este valor na (2.21) constataremos ainda 

que os demais coeficientes (c 1 , c 2 e c 3 ) serão todos posi

tivos, o que nos diz que apenas um dos termos da (2.17) 

não irá decair. 
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Para calcular hcs (campo crítico do 29 caso) te

mos que inicialmente igualar a equação (2.25) à (2.21), ob 

tendo portanto: 

(2.28) 

~a 2 = (), 2 + n 2 )(À 2 + n 2)- h 2 lcri 2 [(AÃ 2 +BÃ 1 ) 2 + (An 2 +Bn 1 l 2 J 
1 I 1 2 2 

A resolução do sistema (2.38) nos fornecerá a seguinte e

quação para h 2 lol 2 : cs 

(2.29) 

onde: 

bz = U (1 - U) 

n1 - n2 
().2- ).2)u 

).2nl + ).2n2 
(AÀ 2 + BÃ 1 ) 2 bt - + + 

n1 + n2 1 2 n1 + nz 

+ AB(n 2 + n 2 ) + (1 + A2 + B2 ln1n2 
I 2 

e u - AB + 

Portanto: 

] (2. 30) 
2b2 
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onde o sinal será escolhido convenientemente no prossegui

mento desta seção. 

Através desta análise, podemos notar sue uma vez 

fixada a frequência de oscilação do campo, podemos sempre 

encontrar um valor para sua amplitude (hcs ou hcp) acimado 

qual vamos começar a ter o crescimento no tempo de um dos 

modos. Porém, este campo é em geral muito forte, a menos 

que sua frequência de oscilação seja igual a alguma possí

vel ressonância do sistema, o que reduz sensivelmente 

esta amplitude. Como na prática estaremos interessados em 

campos fracos (cap. 3), vamos determinar quais os valores 

de n que minimizam os campos críticos. 

Pela (2.27), vemos que h~P depende de )12 e de ll 2 • 
I 2 

Podemos então ter 2 casos distintos: 

a) ll 1 =O ou Q = 2w 1 , e a (2.27) se transforma em: 

(2.32) 

b) ). 2 =O ou 11 = 2w 2 , e novamente pela (2.27): 

( 2. 32) 

onde ). 1 = w1 - w2 • 

Destas equações vemos que as respectivas esco- · 

lhas de n foram fundamentais para a redução das amplitudes, 

que eventualmente poderiam ser da ordem de w1 , para ordem 

de n 1 oü n 2 (w 1 >> n 1 e n 2). Cabe lembrar agora, dos pos

síveis processos de produção que foram introduzidos no iní 

cio deste capítulo e notar que o caso (a) (O = 2w 1 ) traduz 

a conservação de energia do processo de criação (ou aniqu! 

lação de dois quanta do modo (X), enquanto que o caso (b) 

(G = 2w 2) nos dá a conservação de energia da criação (ou 
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aniquilação) de dois quanta de (Y). A partir deste ponto 

vamos nos referir ao caso (a) como 1~ ressonância enquanto 

(b) 2 a - < que ao oaso como . ressonanc~a. 

Para o campo crítico hcs~ a 
irá nos fornecer o valor mlnimo deste 

mos as seguintes situa~ões: 

escolha de (À2-À 2)=0 
1 2 

campo. Neste caso te 

b) À! - À2 = oo 1 - oo 2 = O, o que e absurdo pois na pior das 

(caso exista cruzamento). 

Tomando então Q = w1 + w2 , e obviamente ~ 1 ~ -Ã 2 , os coefi 

cientes b 2 , b 1 e b 0 serão escritos da forma: 

b 2 - u (l - u) 

bo - n1n2[4À2 + (n1 + nz)2J 
l 

(2.33) 

b 1 - X2[l- (A-B) 2 J+AB(n 2 +n 2 ) + (l+A2 +B2 )n 1 n2 
1 l 2 

onde 

Através destes novos coeficientes podemos mostrar que na 

(2.30), o quociente 4b2bo/b2 << l. Para tal, basta mos-
1 

trar que b 0 jb2 << l, pois lembrando que A varia entre 1 e 
I 

O e A+ B = 1, temos que u * 1 e consequentemente o mesmo a-

contece para b 2 • Utilizando então as aproximações até ag~ 

ra usadas neste trabalho, temos que À2[l- (A-B) 2] e 4X 2 11 1 n 2 
l l 

sao os termos principais de b 1 e b 0 respectivamente, o 

que nos leva a 

bo 
(2.34) 

b2 X2[1- (A-B)2] 
1 1 

Este termo é muito menor que 1, a menos que A ~ O e B ~ 1 

ou A ~ 1 e B ~ O. Mas neste caso, devemos ter mais cuida 
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do, fazendo a expansão dos termos Àz 
I lwA - "'BI >> [K[ de forma rigorosa. 

e (A- B)l para 

Usando a ( 1.12) e (1. 9) 

devemos ter nesta aproximação: 

1- (A-B) 2 • e 

e a (2.34) será escrita como: 

pois I K 12 · > > n 1 n 2 (por hipótese) • Podemos então ter uma 

forma mais compacta para hcs expandido a (2.30) a.té 1~ or

dem em 4b 2b 0/b 2 e obteremos: 
I 

1 + 
2bz 

o que nos indica duas possíveis soluções: 

ou 

Como b 1/b2 >> b 0/b1 e estamos interessados 

fracos, vamos nos descartar da 1~ solução. 

(2.33) vamos escrever [cr[2h~s como: 

nos campos mais 

Usando então a 

4nln2[(wi-"'2) 2 + (n 1 +nz) 2 J 
h~ 6 lcrl 2 =----------~~--~--------~--~----------

(w1-w2)2[1-(A-B)2] + 4nln 2 [l+A2+B2 J + 4AB[n 2 + n 2 J 
I 2 

(2.35) 

A escolha de Q = w1 + w2 exprime a conservação de energia 

do processo de criação (ou aniquilação) de um quantum do 

modo (X) e outro do modo (Y). A este último caso iremos 
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nos referir como 3~ ressonância. 
Neste ponto vamos fazer uma pausa na discussão 

sobre os campos criticos, para mostrar como poderiamos ca! 
cular as demais raizes de det M = O, na 3~ ressonância. U
ma vez obtido lcrl 2 h~s devemos retornar â (2.28) e calcu
lar a 1 explicitamente, pois sabemos que neste caso a 1 e -a1 
sao duas das raizes de (2.26). Uma vez calculado a 1, te
mos de resolver uma· equação do tipo z2 -ia- a = O onde a 
e S também são obtidos diretamente na (2.28) e as raizes se -r ao: 

P1 = 1~2 + n1n2 - h2 I cr 12 u 
1 cs 

P2 = - h2 + n1n2 - h2 I o 12 u 
1 cs (2.36) 

P3 = /~2 + n1n2 1 
+ h 2 lol 2 <u-l) + i(n 1 + n2l cs 

P4 = - /,z + n1n2 + h2 lol2<u-l) + i(n1 + n2l 
1 cs 

oni:le·h2 cr2 é dado pela (2.35) e ~ 1 = w1-w 2/2. cs 
Se quisermos calcular as demais raizes da 1~ e 

2~ ressonânci~não teremos a mesma facilidade pois naquele 
caso estaremos necessariamente envolvidos com a resolução 
de equações do 39 grau. 

Para finalizar este estudo dos campos criticos , 
vamos fazer uma análise do comportamento destes campos pa
ra as diferentes ressonâncias, nas diversas regiões da re
lação de dispersão dos modos (X) e (Y). Por conveniência 
vamos denotar os campos da 1~, 2~ e 3~ ressonâncias como 

hcl' hc2 e hc3 ' respectivamente. Seguindo as hipóteses de 
n1 e n2 << K << w1, vamos estudar as 3 ressonâncias 
k << k, k o k e k >> k. 

para 

1) k « !!· Aqui, "'A- "'B « 2IKI e portanto A o 1 -

- IKI 2/(wA-wB) 2 , B • IKI 2/(wA-wB) 2 e "'1 - "'2 = 
= l(wA-wB) 2+ 4IKI2, que usados na (2.31), (2.32) e 
(2.35) nos levarão a: 
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·h2 j 0 j2 ~ ~2 
cl 1 

(2.37) 

(2.38) 

(2.39) 
jKj2 

Das equaçoes acima podemos notar que h~ 1 é o menor dos c~ 
pos criticos, o que já era esperado, pois nesta região o 
modo (X) representa aproximadamente o sistema (A), sistema 
este que está diretamente acoplado com o campo externo. O 
campo hc2 é o maior deles, pois devido ao IIDÕ:> (Y) nesta região ser 
do tipo (B), este modo só está acoplado ao campo externo 
devido a interação entre os sistemas (A) e (B) e, portanto, 

é dificilmente excitável. Já o hc3 é o campo necessário E§' 

ra a criação de um quantum de (X) e outro de (Y) , processo 

este, mais acessivel que o relativo a hc2' e interessan
te notar que h~ 2 e h~ 3 dependem explicitamente da constan
te de acoplamento K, e se K .,. O, os campos h~ 2 e h~ 3 + ~, ou 
seja, se não existisse acoplamento entre os sistemas (A) e 
(B), o único caso possivel seria a excitação de (A), o que 
já era fisicamente esperado, pois os demais processos só 
são possiveis quando existe acoplamento. 

2)k~k. Nestecaso A~B~l/2 e w1 -w 2 •21Kj, que 
levadas na (2.31), (2,32) e (2.35) nos fornecerão: 

h 2 lol 2 ~ 4n2 (2.40) cl I 

h2 lo j2 ~ 4n2 (2.41) c2 2 

h2 lol 2 
c3 ~ 4n1n2 (2.42) 

Como aqui, n1 ~ n2 ~ (nA+nB)/2 vemos que os 3 processos 
são igualmente favorecidos, o que é razoável devido a nes
ta região, (X) e (Y) serem fortes misturas de (A) e (B). 
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3) k » k. Substituindo A, IKI 2/(wl-w2) 2 ,Bol-IKI 2/(wl-w2) 2 

e WJ-"'2 = l(wA-wB) 2 +4IKI 2 na (2.31), (2.32) e (2.35), 

teremos: 

h 2 I a 1 2 
n2 (wl - <uz) 4 

o --~----cl 
IKI" 

(2.43) 

h 2 lcrl 2 o n2 
c2 2 

(2.44) 

11J112(Wj - ) 2 

h 2 lcrl 2 
"'2 

o 
c3 

IKI 2 
(2.45) 

Como vemos, os papéis de hcl e hc 2 se trocam nesta região 

pois aqui o modo (Y) é que é do tipo (A) (que se acopla 

diretamente com campo) enquanto que o modo (X) é do tipo· 

(B). Podemos ainda notar que se escrevermos os campos em 

termos de nA e nB o campo da. 1 ~ ressonância para k « ~ é 

o mesmo que o da 2~ para k >> k e vice-versa. Quanto ao 

campo da 3~ ressonância, desem~enhará um papel intermediá

rio entre os dois primeiros, assim como para k << k. 

No caso de não existir cruzamento, a análise se

rã idêntica ao caso de k << k. 
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CAPÍTULO 3 

APLICAÇÕES A· INTERAÇÃO MAGNETOELÂSTICA 

Até agora, estudamos os processos de relaxação e 

excitação paramétrica em sistemas descritos por oscilado -
res acoplados que interagem com um reservatório, partindo 

de modelos teóricos para estas interações. 
Neste capítulo, vamos mostrar como nossos resul

tados se aplicam a um problema real, cuja Hamiltoniana ob~ 

deça aproximadamente aos nossos modelos. Apesar de diver
sos sistemas poderem ser tratados na aproximação considera 

da, iremos nos reter a estudar apenas a interação magneto

elástica. 
Inicialmente, iremos apresentar de forma resumi

da a obtenção da Hamiltoniana efetiva da excitação paramé

trica de magnons, por um campo magnético de ·rádio-frequê~ 

cia, quando levamos em conta a interação magnetoelástica • 

Constataremos que esta Hamiltoniana está de acordo com 

nosso modelo teórico e, consequentemente, poderemos apli

car os resultados já obtidos. 
Faremos também um estudo sobre as instabilidades 

dos modos rnagnetoelásticos e obteremos o campo critico mais 

baixo que torne um destes modos instável. Estudaremos ain 

da o efeito da 3~ ressonância na produção de fonons. 

' ,., ·· ,Finalmente, obteremos uma fórmula· para a evolu

.çãg ·t I t!Qral dQ número de fonons e a estudaremos na 2~ e 
3
. a • 

• ressonancias. 

3.1. A Hamiltoniana da Interação Magnetoelástica 

Consideremos um ferromagneto isolante, cúbico e 
elasticamente isotrópico ao qual está aplicado um campo 
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magnético H, estático na direção z {um dos eixos do cris
tal), e um campo de rádio-frequência h(t) =h cos nt, par~ 
lelo ao primeiro. Desta forma, a Hamiltoniana pode ser 
escrita como [8,21): 

(3 .1) 

onde as diversas partes de /t serão devidamente interpreta
das a partir de agora. Queremos lembrar ao leitor que di~ 
cutiremos sucintamente cada um destes termos e que maiores 
detalhes poderão ser encontrados em [ 8 ] • 

a) ~m ê a parte magnética de Jt,, e é dada pela soma das con 
tribuições das interações de Zeeman com o campo H, ex
change e dipolar. Dentro das aproximações de Holstein

Primakoff [19] ~m será escrita em termos de operadores 

de exctqções· coletivas como [18]: 

~ = I nw (k) ak+ak m k m 

onde a~ e ~ criam ou destroem magnons de quasi-momentm 
k e de energia nwm(k) dada por [18]: 

hwm(k) = (F2 - G2)% (3.2) k k 

com Fk = guBH + 2nguB~I sen2 ek + Dk2 

e Gk = guB21TM sen2 ek 

onde M ê a magnetização de saturação, g é o fator giro

magnético, uB é o magneton de Bohr, e ak é o ângulo que ,. 
o quasi-momentum k faz com o eixo z. 

b) :;re é a parte de energia elástica e se desprezarmos ter
mos anarmônicos, esta parcela poderá ser escrita no for 
malismo de 2~ quantização como [19]: 

À = 1,2,3 
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+ onde ckÀ e ckÀ são operadores de criação e aniquilação 
de fonons de quasi-momentum k, polarização À e energia 

nwe(k,À). As frequências we(k,À) são dadas por [19]; 

we (k, l) = we (k, 2) 
C4 4 I/ 

= (-) '2 k 
p 

e 
CI I 11 

= (-) /2 k ( 3 • 3) 
p 

onde c 11 e c 44 sao constantes elásticas do cristal e p 

ê a sua densidade. 

c) ~me ê a parte responsável pela interação magnetoelásti
ca e mantendo apenas os produtos de dois operadores de 
bosons teremos [8,21]; 

com 

( g~B ) % 
pMnwe (k, 1) 

(3. 4) 

onde cosh ~k , 

G 
e tgh(2~k) = ~ 

Fk 

Nestas fórmulas, ~k é o ângulo azimutal do vetor k e 

sgn ~k = ± 1, dependendo de O < ~k < , ou n ~ ~k < 2n. 
Introduzindo-se fonons de polarização ellptica ~ 

través das relações; 



vk = 
K*(k,l)ckl + K*(k,2)ck2 

<IK(k,l) 12 + I K (k' 2 l I 2) lz 

wk 
K(k,2)ckl - K(k,l)ck2 = 

I K (k' 2) I 2 ) lJz ' <IK(k,l) 12 + 

pode-se mostrar [ 8 ] que o modo Wk é praticamente livre 
e que somente Vk se acopla fortemente com os magnons.Por 
outro lado, os modos longitudinal e transverso podem 
ser tratados independente, já que as regiões de cruza -
mente na relação de dispersão são bem separadas. Pode
mos então escrever uma Hamiltoniana efetiva como: 

Afme = I nK(k)akb~ + h.c. 
k 

onde bk = vk ou ick3' e K(k) = ljK(k,l) J2 + jK(k,2) I 2 ou 
K(k,3) dependendo de estarmos tratando a interação dos 
magnons com fonons polarizados transversalmente ou lon
gitudinalmente. A partir deste ponto iremos nos refe
rir a K(k,3) como K~(k) e a ljK(k,l) J2 + jK(k,2) J2 como 

K.r<k). 

d) As Hamiltonianas .tmR e ~S representam as interações de 
magnons e fonons com partes independentes de um mesmo 
reservatório e podem ser aproximadas por [ 8 ]: 

~ R = I nfk akR+ + h.c. 
m ka a a 

e 

onde fka é a constante de acoplamento de magnons com o 
- 1 t - 1 reservatorio, gka = gka ou gka e a constante de acop ~ 

mente do reservatório com os fonons longitudinais ou 
I t - · transversos e s 6 = s
6 

ou s 6 sao operadores de aniquila-
ção dos quanta das partes do reservatório que interagem 
com fonons longitudinais ou transversos, respectivameme. 
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e) ~R e ~ representam as energias das partes R e s do re
servatório e sao dadas por: 

f) A parte ./text provem da interação Zeeman dos spins da re 
de com o campo de rádio-frequência h(t), e dentro de 
certas aproximações [18], pode ser escrita como: 

Y/ 1 t -Hlt + + 
~ = - - L hoke aka-k + h.c. ext 2 k 

onde 

(3. 5) 

De posse de todos estes resultados, vemos que a 
(3.1) tem exatamente a forma da Hamiltoniana do nosso mode 
lo teórico (2.1), a menos de uma poss!vel redefinição de 
constantes. Cabe-nos também chamar a atenção do leitor 
para o fato de que na (2.1) estávamos tratando de quanta de 
quasi-momenta especificos k e -k, enquanto que neste caso 
real, vamos tratar de todos os possíveis valores de k. Des 
ta forma, seguindo o procedimento tomado na seção (2.1), P2 
demos usar a (1.14) para cada par k, -k separadamente, e 
obter uma soma em k de Hamiltonianas do tipo da (2.2),(2.3) 
e (2.4) o que nos permitirá usar todos os resultados obti
dos no capitulo 2 para cada diferente k, já que as Hamilto 
nianas correspondentes comutam entre si. 

Devemos também notar que a expressão de ok (3.5), 
só é válida no caso do campo de rádio-frequência estar p~ 
ralelo ao campo estático. No caso do campo transverso te
mos uma expressão diferente para ok [8 ], apesar da (3.1) 
continuar a ser escrita da mesma forma. 
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3.2. As Instabilidades.dos Modos Magnetoelásticos 

Como já sabemos do capitulo anterior, existem v~ 

leres críticos da amplitude do campo de rádio-frequência a 
cima dos quais um dos modos normais irá crescer exponenci

almente no tempo. Devemos lembrar ainda,que estes campos 
críticos foram calculados para um k bem determinado. Exis

tem porém, diversas dificuldades experimentais para a de

tecção de excitações com um quasi-momentum bem especifica
do em módulo e direção e, devido a este fato, vamos procu

rar determinar através das grandezas introduzidas na seção 
(3.1) qual será o menor campo capaz de provocar a instabi

lidade de um dos modos, e ainda qual será este modo instá

vel. Para tal, vamos inicialmente estudar as instabilida~ 

des para um quasi-rnornentum em urna direção qualquer e pos

teriormente investigar em que condições o campo crítico se 

rã o mais baixo possível. vamos então supor uma amostra 

ferromagnética sujeita a um campo estático H e a um campo 

de rádio-frequência h, na qual iremos estudar o comporta -

mento de rnagnons numa direção especifica ek, .interagindo 
com os fonons (longitudinais ou transversos). A relação 
de dispersão considerando a interação com apenas um tipode 

fonon pede ser vista na figura abaixo. 

w 
X 

I 2 
I I 

I 

k' k k 

Fig. 5 
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onde 

( 3 o 6) 

Nesta figura podemos ver que a reta vertical k' 

corta as relações de dispersão de (X) e de (Y) em (1) e (2) 

respectivamente, e ainda marcamos o ponto (3) que é repre

sentado por (w 1 + w2 )/2. Estes pontos representam as três 

passiveis ressonâncias introduzidas na seção (2.3), ou se

ja, se Q/2 = w1 , excitaremos dois magnons de quasi-momenta 

k' e -k', se n/2 = w2, excitaremos dois fonons de quasi

momenta k' e -k 1 
, e se n = w 1 + w 2 , ex c i taremos um fonon e 

um magnon de quasi-momenta k' e -k'. Cabe aqui chamar a 

atenção para o fato de que aproximamos o modo (X) por mag

nons e (Y) por fonons, devido ao fato de estarmos longe do 

cruzamento e com k' < k. Se k' > k, poderlamos aproximar 

(X) por fonons e (Y) por magnons, como já conclulmos na 

seção (1.2). 

Vamos agora, estudar cada um dos campos criticas 

das possíveis ressonâncias em função de 

tal, basta que apliquemos os resultados 

(2.3) para este caso concreto. 

1~ Ressonância: 

w - w e e m' 
obtidos na 

para 

seção 

Usando a (3.37), (2.40) e (2.43), podemos reescre 

ver: 

n2 

h~l ~ 
_j_ 

02 
k 

4n 2 
h2 ~ --1. 
cl o2 

k 

se w - w :::: o m e 

h2 
n2 (w 1 - wz)4 

~ 

cl 
a~ I K (k) 14 

onde ok é dado pela (3.5) e K(k) é dado por K!(k) ou Kt(k), 



52 

dependendo do fato dos fonons serem polarizados longitudi

nalmente ou elipticamente. Usando a (1.27) e a (1.9), as 

expressões de hcl para as diversas regiões poderão ser es
critas como: 

hcl 
nm 

• 
"k 

(nm + ne) 
hcl • 

"k 

n (w - w ) 2 

hcl 
e m e • 
"kjK(k) j2 

se 

se 

w -w !::! O m e 

w -w »2jK(~)j e m .. 

(3.7) 

(3. 8) 

(3. 9) 

Podemos então plotar uma curva de hcl em função de 
(Fig. 6). 

"' - "' e m 

2·~ Ressonância 

n (w -w ) 2 
e m e 

2!K(~) I 
Fig. 6 

"kjK(k) j2 

"' -"' e m 

Se agora usarmos a (2.38), (2.41), (2.44) e to

das as outras aproximações utilizadas no caso anterior, te 

remos: 

n (w -w ) 2 

hc2 = e m e 

"kjK(k) 1
2 

se w-w »2jK(~)j m e -
(3.10) 

nm + ne 
hc2 = se w - w ~ o m e (3 .11) 

"k 



que 

7·) : 

h 

nos 

nm 
" c2 

ak 

permite plotar 

"e("'m-we) 

ak[K(k) 1 2 

se w -"' e m 

h2c em função 

\ 
• hc2 

\ 
\ 

nm + ne 
f 
l a 

-2IK(~) I 

Fig. 7 

3~ Ressonância: 
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» 2[K(~)[ (3.12) 

de "'e -w m corno (Fig. 

A (2. 39), (2. 42) e {2. 45) juntamente com as apr_2 

ximações para {w 1 - w2 ), n 1 e n2 utilizadas anteriormente -

nos fornecem as seguintes expressões para hc3 : 

e o 

hc3 • 

hc3 • 

nmne {wm- "'e) 

akiK{k)! 

nm + ne 

ak 

nmne{"'e - "'m) 

ak I K {k) I 

se w - w >> m e 2[K{~)I 

se "'m - "'e • o 

se w - w 
e m 

» 2IK{~) I 

gráfico de hc3 está representado na Fig. 8. 

{3.13) 

{ 3 .14) 

( 3.15) 

Devemos lembrar que em todos os 3 casos, estamos 

considerando crk como constante, o que é bastante razoável 

já que a {3.5) só depende de k devido à "'m{k} que aparece 

no seu denominador e esta frequência dos magnons varia le~ 

tamente com o módulo do quasi-momentum nas regiões que es

tamos considerando. 
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nmne(wm-we) 

okjK(k) i 

4iK(~)/ 

Fig. 8 

nmne(we-wm) 

okjK(k) I 

w - w e m 

Podemos agora superpor os gráficos das 3 instabi 

lidades como está mostrado na figura abaixo. 

d 

e f 

a b 

____________ ,_ 

4IK(~)I 

Fig. 9 

Na Fig. 9, os ramos~ e~ para lwm-wei>>2IK(~) I 

representam o campo para a instabilidade de magnons puros, 

os ramos ~ e ~ da mesma região representam o campo para a 

instabilidade de fonons puros, enquanto que os ramos ~ e f 

representam o campo para a instabilidade de fonons e mag

nons. Podemos, então, ver através da Fig. 9, que o campo 

mais baixo capaz de provocar instabilidades em algum dos 

modos, corresponde exatamente aos ramos a e ~' o que era 

de se esperar, já que o campo de rádio-frequência se aco-
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pla diretamente com o,s magnons. Nossa análise está de a

cordo com a de diversos autores ~Oal~, com exceção do 

estudo que fizemos da 3~ ressonância que como pudemos con~ 
tatar, não influi de nenhuma forma na obtenção do menor c~ 
po capaz de produzir instabilidades que está representado 

na Fig. 10. Entretanto, o estudo da 3~ ressonância será 
de grande importância quando tratarmos da produção de fo-

nons. 

--
4IK(~) I 

Fig. 10 

O pico que vemos na Fig. 10 é devido ao forte 

acoplamento que existe entre fotons e magnons na região do 

cruzamento, enquanto que fora desta região o campo se com

porta como o de excitação de magnons livres. Detalhes se-
i bre a forma deste pico são importantes para medidas de di

~· versas grandezas, como por exemplo, a altura do pico ne/ak' 
nos dá a constante de relaxação dos fonons, enquanto que 

sua largura 4IK(~) I nos fornece diretamente a constante de 
~':"i!!!!oplamento na região do cruzamento. 
,~ ,. 

i Toda esta análise que fizemos, serviu para que 

uma vez fixado o quasi-momentum em módulo e direção, desce 

brissemos qual a menor amplitude que causaria a instabili

dade de um dos modos na sua respectiva frequência natural 
de excitação. Porém, o que se realiza na prática é bem di 

ferente, devido ao fato já comentado no início da seçao so 
bre a dificuldade de detectarmos um quantum de determinado 

~si-momentum. Vamos, então, descrever o método que é u
·' âdo experimentalmente. 
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Para fixar idéias, vamos ainda considerar os ma~ 

nons excitados em uma certa direção ek, acoplados com fo

nons (longitudinais ou transversos) e o campo oscilante 

83 I I 

! I 

I I 

kl k3 k2 k 

(c) 

Fig. 11 

Na figura (a) vemos que 

ou 
2 

e da análise anterior hcl > hc 3 > hc 2 • Na figura (b) au

mentamos o valor do campo H, o que causou a modificação 8 1 
para 8 2 e a reta w = Q/2 corta as curvas na região do cru

zamento, portanto hcl • hc 2 • hc3 • Na figura (c) aumenta

mos ainda ma·is o campo H e obviamente hc 2 > hc3 > hcl. 

Sé agora escrevessemos as fórmulas de hcl' hc 2 e 

hc
3 

em função de H (usando as definições da seção 3.1) po

deríamos plotar o gráfico de h x H, que está esboçado qual,!: 

tativamente na 1'~./ ~~-
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Fig. 12 
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H 
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Este gráfico qualitativo está de acordo com os 

resultados obtidos experimentalmente [lO a 13] para o menor 

campo hc. Como até agora estamos considerando um ângulo 

ek qualquer e não fizemos distinção do tipo de fonon quees 

tamos tratando, vamos estudar que considerações devemos f~ 

zer sobre ek e sobre o tipo de fonon para que tenhamos real 

mente o menor campo possível. 

A relação de dispersão correta deve levar em con 

ta os dois tipo& de polarização de fonons como nos mostra 

a Fig. 13. 
Ul 

2 1 

---~,--::_- - - ·- >!./ 2 

k 

Fig. 13 

As retas 1 e 2 representam as relações de di~ 

persao dos fonons transversos e longitudinais respectiva -

mente. Levando ainda em conta o fato de w (kl variar len
m 
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tamente com k, podemos em l~ aproximação considerar wm(k) 

praticamente constante para pequenos valores de k e, por

tanto, se aumentarmos H na Fig. 13, a reta w = U/2 so terá 

interseção com as retas l e 2, o que nos proporcionará 

instabilidades puramente elásticas, isto é, hc extr~mamen

te alto. 

ra da 

Se agora investigarmos a F'ig. 12 

região de cruzamento (instabilidades 

para pontos fc

magnéticas) e 

usarmos a (3.5), (3.7) e (3.12), podemos escrever o campo 

crítico nesta região como: 

onde wm(k) é dado pela (3.2). o minimo da 

ra ek=n/2 e, portanto, as excitações que 

campo mais baixo para sua instabil~dade 

de quasi-momenta perpendiculares à direção 

(3.15) 

( 3 .15) ocorre J2ii 

necessitam de 

sao magnons 

do campo !:1. 

Na região do cruzamento, o campo critico passa 

a depender da constante de acoplamento K(k), e como para 

ek = u/2 a constante K~(k) K(k,3) =O (vide 3.4), deve 

riamos esperar que o pico da Fig. 12 fosse devido à excita 

ção de modos magnetoelásticos de polarização elipticatra~s 

versa e quasi-momentum perpendicular à direção de H. Entr~ 

tanto, a relação de dispersão para os magnons deve ser re

presentada por uma faixa correspondendo aos diversos ângu

los de excitação (Fig. 14), o que nos fornece diversos 

campos de instabilidades magnetoelásticas quando varia

mos H. Fora da região de cruzamento, estes campos são 

sempre maiores que os de ek = r./2, porém, na região de cru 

zamento, como o campo depende explicitamente da constante 

de acoplamento K.rlk) definida na seção (3.1), poderiamos 

ter urr~ eventual interseção de picos correspoP-dentes a di

ferentes ângulos (Fig. 15) [10) o que causaria uma defor-

mação no pico de ek = n/2 (Fig. 16) [10]. 

Vemos então que no caso de não existir interse -

çao na região de cruzamento, o campo mais baixo excita 
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t'ig. 15 

Fig. 16 

-_L _ _ fl/2 

ek=~/2 

a =O 
k 

k 

H 

L-------- __ _.. 
Fig. 17 H 
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modos magnetoelásticos elipticamente polarizados na dire

ção perpendicular a H, enquanto que se existir interseção 

para campos "!e dif~tes ek, estes ~õa.ÔS poderão também. 

ser ex~itados em outras direções para certos valores de H. 
~---

Quanto aos pontos fora do cruzamento, o éampo mais baixo 

excitaria magnons praticamente livrE>s na direção ek.= n/2. 
Uma análise quantitativa com condições e medidas 

de deformação do pico do campo !L.;· pode ser encontrada em -- c 
[10 ] • 
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3.3. o Número de Ponons 

Como vimos na seçao anterior, a ressonância n = 
= w1 + w2 , não exerceu nenhuma influência na medida do c·am

po crítico para as mais baixas instabilidades magnetoelás

ticas. Entretanto, vimo? que nesta ressonância, temos um 

valor crítico do campo (hc;3~ç~paz de produzir uma mistura 

de fonons e magnons, e que este~o é bent mais .fraco que 

o necessário para produzir fonons puros h se k » k e 

h 1 se k « k) . Nesta seção vamos mostrar que número de 
c -
~s produzidos por hc3 é comparável com o produzta · 

los c~s de instabilidades elásticas puras. Sabemos da 

seçao (2.2) que ~k(t) é dado por: 

1/lk(t) = 

lék(t) -~ 
+ I 

i{_k(t) I 
'lk (t) I 
~"':k (t)j 

e portanto se definirmc•s ~ como sendo 

onde I é a identidade 2x2 e usarmos as relações de comuta

ção dos operadores, o produto 1/I+(IÍB)$ será dado por: 

(3.16) 
2 

+' 
onde YkYk é o número de quanta do modo (Y), que coincide 

__ com o número de fonons para k << k.. Analogamente, pode-

mos~screver 

<I + a> 
.p+ 

2 
ljJ "'ê~X~ + 1 

~ 

(3.17) 
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•. ~xk. i o número de quanta do modo (X) com quasi

mamentum k, que coincide com o número de fonons se k >> k. 
- 1 - + b Vamos entao ca cular apenas o numero YkYk' sa en 

do que para a obtenção de X~Xk basta trocar o sinal de 

(I-B)/2. Tomando o hermitiano conjugado de (2.19) teremos: 

1 + iL+t -nst + , -iL+t -nst 
+2~fs{<e- -e )(L+À6)-l(I+oz)+ 1e -e ) 

x (L+- À )-l(I- o)} (3.18) B z 

A matriz L, dada por (2.22), satisfaz as seguin

tes propriedades 

* L+ L = - a La e = - a Lcr {3.19) 
X X y y 

onde 

o = rx o] 
= r: ,:J e (J 

X 0 Tx 
y 

onde Tx e Ty são matrizes de Pauli [22]. 

Usando então estas propriedades, efetuando o pro 

duto (3.16), eliminando os operadores dos reservatórios a

través de trRS[pRS ~+(r;s> ~J onde p é a matriz densidade 

associada ao reservatório à temperatura T, e usando ainda a 

(2.10), _poderemos escrever a (3.16) como: 

<~ ljl> = L tr {N + z)o E.a {-)Ei e i J 
+(I-S) [ I-a I-S J i(p +p.)t 

2 ij " 2 Y J Y 2 

- r 
ija 

-ipit -iÃ"t ipjt iÃ t 
a [ I-o I+o r-s J 

~ -e ) (e -e ) tr (N +~)Fa(~)o Ejoy(-)Ei 
Pi + \, Pj - \. " 2 2 y 2 
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onde os pi são autovalores de L, Ei o projetar sobre o au-
tovetor de autovalor pi' N~ e NB o número de bosons de e-
nergias "' e "'e à temperatura T, respectivamente, e: 

" 

(3.21) 

(3.22) 

(3.23) 

Como L satisfaz as relações (3.19), se ui e o 
autovetor correspondente ao autovalor p1 , ou seja, Lu1 = 
= p1u1 , podemos escrever ainda [ 8 ]: 

(3.24) 

e 

(3.25) 

o que nos. permite mostrar que se as fases dos autovetores 
de L são devidamente escolhidas, eles satisfazem a seguin
te relação de ortogonalidade [ 8 ]: 

(3.26) 

e obviamente o projetar E1 será escrito como 
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( 3. 27) 

Os traços que aparecem na·(3.20} sao da forma: 

(onde o é uma matriz diagonal} que podem com o auxilio da 

(3.27} ser reescritos como: 

Levando então este resultado na (3.20}, e 

fazendo algumas simplificações, poderemos chegar a: 

(3.28) 

ainda 

+I-~ l 1 T I-~ T i(pi+p.)t 
<ljl (-)jl> =- -2 I (No+-2l (u.j(-)a jui} (u1 ja ju.)e J 

2 .. J 2 X XJ. l.J . 

ip.t i~ t ip.t -iÀ t I o 

l l 1 
"' e J · "' T -" T +-I I (N +-)(e -e )( -e }(u.\a (-}\u )(~jF a \uj) 

2 ij a a 2 p _ À p. + ~ J X 2 i a X 
i a J a 

5e agora transfomantt>S E em r dw p (w ) , E 
,. . a o _a a 5 

[
0 

d"'BP (w 6l e notarmos ;ue a contribuiçao principal 
um dos integrandos sera para Re pi = - Re p. = ~ , 

J " X<!IIOB reescrever a ( 3. 2 9) como: 

(3.29) 

em 
em cada 

podere-
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onde õi õ Re pi, yi õ Iro pi e ij representa a 
todos os passiveis índices i, mas restringe os 
a apenas aqueles tais que Re pi = - Re pj. 

(3.30) 

soma sobre 
índices i 

A (3.30) nos mostra que se as raizes pi possuem 
partes imaginárias positivas, o que corresponde a h < h , c. 
o número N (t) terá uma parte transiente que irá decair 

y • 
com uma constante de relaxação efetiva dada pelo valor ma-
ximo de y i + y j, e uma parte que depois de um intervalo de 
tempo dado por 1/máx (y. + y.), permanecerá estacionária. Es 

~ J -
te resultado já havia sido adiantado no 29 capitulo quando 
fizemos a análise das raízes de det M = O. 

Vamos agora usar a (3.30) para calcular o número 

Ny(t) quando h= hc2 ou hc3 • Devemos chamar a atenção do 
leitor para o fato de que estaremos interessados apenas nas 
instabilidades provocadas em N (t) devido aos campos críti y -
cos e, portanto, vamos desprezar as partes transiente e e~ 
tacionária de Ny (t), ou seja, partes que contenham y i > O. 

a) 2~ Ressonância: (!l = 2w 2) 

Neste caso existe apenas um autovalor real, p 1=0. 

Portanto, ij fica restrita a i= 1 e j = 1 com õi = y i= O, e 
consequentemente o argumento õ 1 + !l/2 é igual a w2 • Usando - .. entao que u 1 = iaxu 1 , chamando u 1 õ v e fazendo o 
nas exponenciais da (3.30), teremos: 

f, ll + I-B + 
+ np(wz) LN(wz) +2j (v I<-;-> lvl (v IF(wz)+G(wzllv>t 

(3.31) 

b) 3~ Ressonância: (!l = w1 + w2 ) 

Aqui existem dois autovalores reais que sao da-
dos aproximadamente por Ã1 e -Ã 1 (vide 2.36), portanto: 
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61 ~ Ap y 1 =O, 5 2 ='-À! e y 2 =O. Neste caso, i=l e 
j = 2 ou i = 2 e j = l e, consequentemente, teremos: 

e 

Lembrando então 
u e calculando 

.. 
= iaxu2 , chamando o 
da (3.30), o número 

autovetor u 1 de 
N (t) será dado 

y 
por: 

2Ny(t) +! • (N 0 +i) (u+Jr;a/u) (u+/u) 

+ vp (w 1 ) [N(wl) + }] (u+/~/u) (u+IFCwt) +G(wl) lu)t 

+ vp(wz)[N(w 2 ) +}] (u+l 1 ?fu) (u+IF(w 2 ) +G(wz) lu)t 
(2.32) 

Se k << ~· as expressões (3.31) e (3.32) nos dão 
o número de fonons produzidos nas ressonâncias G = 2we ou 

Q = "'m + "'e respectivamente. Ainda nesta região, usando 
a (3.21) e (3.22), temos: 

(3 .33) 

e 
(3.34) 

o que nos permite reescrever a (3.3~) e (3.32) como: 

· I No + r-a I + + r-a + r+a
1 (t) 3 • 7 (u l2 u) (u lu)+ [N(wu{ (u l2lul (u l2 u)'\n 

+ N(we) (u+lt;alu)2ne]t (3.36) 
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~y(t) j3 como o número de fonons produzidos na 2~ e 3~ res
sonâncias respectivamente. 

Da (3.35) e (3.36), (ou mesmo da (3.31) e (3.32)) 

vemos que quando h = hc em alguma destas ressonâncias, o n~ 
nero de fonons se torna instável, crescendo linearmente com 
~ t~. Deve ficar claro também, que estas fórmulas só 

~~álidas para intervalos de tempo não muito longos, pois 
caso contrário temos um número de fonons muito grande e 
consequentemente devemos levar em conta termos que foram 
desprezados em nosso modelo. 

Vamos agora comparar o número de fonons produzi
ias por unidade de tempo em cada uma das ressonâncias. Para 
tal vamos calcular a razão R dada por: 

Usando então a (3.35), (3.36) e escrevendo os ve 
tores u e v em termos de suas componentes como: 

u = v= 

Y! 
Y2 

Y3 

4 

a razão R será escrita na região fora do cruzamento. (k < k) 
como: 
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A razão R foi calculada 
sos valores 

ser o YIG à 
de we- wm 

temperatura 
no caso do 

de 300°K. 

numericamente para diveE 

ferromagneto utilizado 
Para estes cálculos fo-

ram usados os seguintes valores [21]: 

p = 5,17 g/cm3 H= 3.000 G 

vt = 7,209 X 105 cm/s 4nM = 1760 G 

vt = 3,843.x 10 5 cm/s b = 6,96 X 10 6 erg/cm 3 

D = 5 X lo- 9 Gcm2 
'e = 3,2 X 10- 5 s 

ek = n/2 Tm = 3 X lo- 7 s 

Tm são constantes. onde assumimos que Te e 
Os resultados 

-0.56 X lOll < "' -"' < e m 

obtidos para R na região onde 
-0.06 x 101 1 podem ser aproximados 

por uma reta como nos mostra a figura abaixo. 

-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 

R 

2 
1.86 

.07 

~-~ ~-~ 
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CAPÍTULO 4 

CONCLUSÕES 

Através do tratamento introduzido por Louisell [7], 
vimos que é posslvel reobter diversos resultados para o ca 
se de dois sistemas acoplados que interagem com um reserva 
tório, como por exemplo, as constantes de relaxação dos m2 
dos normais, n1 e n2 , anteriormente obtidas em [8] por um 
processo diferente. A expressão formal para a evoluçãot~ 
peral dos modos normais quando introduzimos a excitação p~ 
ramétrica, também está de acordo com a obtida por Gonçal
ves-Zagury [ 8]. 

Entretanto, o resultado mais importante que obti 
vemos surgiu da análise dos campos crlticos nas ressonãn -
cias do sistema. Constatamos que utilizando o campo hcJ' E9 

demos·· produzir um certo número de fonons por unidade de tem 
po da mesma ordem de grandeza que o número que seria prod!:Jc 
zido se utiJ.izássemos o campo da 2': ressonância (hc2 >. Is
to nos mostra que podemos obter o mesmo tipo de crescimen
to instável de fonons através da aplicação de um campo bem 
Nis.fraco que o necessário para a instabilidade de fonons 
pw:os. O CUlPO QJ:lt,tco. para a 3~ ressonância (O= w1 + w2 ) 

:jil, baYU. .. ~rtti4J'calculado por diVUSóS autor.es [14,15,16] no 
<:&119 df. i!ltfiraÇão maqnon eletrônioo - magnon nuclear e por 
Soblimasln [23] no caso da interação magnetoelástica. 
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