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Resumo

Nesta tese pretendemos modelar a distribui¢cao de matéria em um Anel estelar
fino imerso no campo gravitacional de um e dois Satélites Shepherds (Satélites Pastores)
usando a equacao de Fokker-Planck. Em particular, estudamos a evolucao de um anel
fino ao redor de um monopolo central. Os coeficientes de difusao sao aqui calculados e escritos
em termos de um “potencial” semelhante aos usuais potencias de Rosenbluth. Neste caso,
consideramos que as particulas campo obedecem uma distribuicao Gaussiana. Resolvemos a
equagao de Fokker-Planck 1-dimensional para a funcao de distribuicao das particulas teste
que conformam o anel usando o método das diferengas finitas (versdo Euler implicita).
Demonstramos que o anel é uma configuragao estavel para uma evolucao de longo tempo,
tanto na auséncia como na presenca de shepherds. Estudamos também a variacao da den-
sidade de massa do anel para diferentes configuragoes. Em todos os casos é observada uma
variagdo maxima e negativa da densidade perto da localizacao do shepherd devido a efeitos

dinamicos.
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Abstract

In this thesis we intend to model the distribution of matter in a thin stellar ring
immersed in the gravitational field of one and two shepherd satellites using the Fokker-
Planck equation. In particular, we study the evolution of a thin ring around a central
monopole. The diffusion coefficients are calculated and written in terms of a “potential”
similar to the usual Rosenbluth potentials. In this case, we consider that the particles follow
a Gaussian distribution. We solve the 1-dimensional Fokker-Planck equation for the ring
particles distribution function using the finite difference method (implicit Euler version).
We show that the ring is a stable configuration for long time evolutions in the absence or in
the presence of shepherds. We also studied the change in the mass density of the ring for
different configurations. In all of the cases, it is observed a maximum negative variation of

the density near the location of the shepherd due to dynamical effects.
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Introducao

Existe uma diferenca fundamental entre os sistemas estelares [1] e os sistemas que
sao usualmente tratados com a mecanica estatistica tais como moléculas em uma caixa [2].
Esta diferenca radica na natureza das forcas que atuam entre as particulas' constituintes.
A interacao entre as moléculas é de corto alcance; esta interacao é desprezivel a menos que
estas moléculas estejam muito proximas; aparece repentinamente uma interacao fortemente
repulsiva. Como conseqiiéncia, as moléculas de um gés estao sujeitas a aceleragoes subitas
e de curta duragao quando colidem entre elas. Em contraste, a forca gravitacional que atua
entre as particulas que conformam um sistema estelar, por exemplo, galaxias; é de longo
alcance e fracamente atrativa.

A forca gravitacional sobre uma particula que conforma um sistema estelar, ger-
ado pelo resto das particulas que também conformam o sistema estelar muda lentamente,
portanto, qualquer particula deve ser acelerada suavemente. Isto nos permite, para muitos
propésitos, considerar que a forca gravitacional é gerada por uma distribui¢cao continua e
suave de massa e nao por uma distribuicao de massas pontuais. E dizer, é possivel aproximar
um sistema estelar formado por massas pontuais por simplesmente uma densidade suave de
particulas estelares.

Na descrigao macroscopica dos sistemas estelares, existe um parametro impor-
tante que determina o tipo de regime evolutivo de todo sistema estelar; este é chamado
tempo de relaxamento [1] e é dado por

0.1N
tro ax ~ tCI’OSSJ 1
! In N (1)

em que teoss = R/v, é 0 tempo que demora uma particula em atravessar um sistema estelar,

v € a velocidade tipica de uma particula estelar, R é o raio do sistema, e N é o nimero

!Chamamos particula a todo tipo de corpo celeste, por exemplo: estrelas, galdxias, planetas, cometas,
satélites, entre outros.



_ Com encontros

t=0 t = trelax

Figura 1: Trajetoria de uma particula no espaco de fases. A partir do tempo t,c1.x €xiste uma
diferenca notavel entre a 6rbita que considera unicamente o potencial gravitacional médio ®
e a orbita que considera também os encontros. Para tempos maiores que o tempo tieax, 0S
encontros devem ser considerados importantes na evolucao do sistema.

de particulas que conformam o sistema. O t..x € 0 tempo necessario para que as pequenas
perturbacoes acumulado pelos multiplos encontros? mude significativamente a érbita de uma
particula. Da Figura 1 vemos que: para tyiga < trelax, 0S encontros nao sao importantes e
o sistema estelar obedece um regime livre de colisoes, ¢ dizer, que ¢é descrito pela equagao
de Boltzmann sem colisoes, e para tyiqa = trelax, 0S encontros sao importantes, portanto, o
regime evolutivo pode ser descrito pela equagao de Boltzmann com colisoes.

A aproximacao de que as particulas constituintes de um sistema estelar se deslo-
quem unicamente sob a influéncia do campo médio gerado pelo resto das particulas nem
sempre é valido, isto é devido a que os encontros podem perturbar gradualmente as érbitas
das particulas até elas ficarem totalmente descorrelacionadas.

Uma Galdxia tipica tem N = 10" particulas estelares (estrelas) e tem um tempo
de vida de algumas centenas de vezes, 0 t. .. Para este sistema, os encontros nao sao
importantes dado que seu treax = 108 X teross, porém, nas proximidades do seu centro os
encontros podem ser importantes.

Em um Aglomerado Globular?, temos que N ~ 10°, tyidga = 10%tcross, € trelax =
102t ¢ross, POrtanto, neste caso os encontros jogam um papel importante na evolucao do sis-
tema e influenciam fortemente na estrutura do Cluster.

Em sistemas cuja interacao interparticula obedeca uma lei de interacao de in-

2Em geral usamos o termo “encontro” para denotar a perturbacio gravitacional da érbita de uma particula
estelar pela outra, e “colisao” para denotar o contato fisico entre particulas estelares. Sem embargo, conforme
a0 uso comum, nds usamos o termo “sistema sem colisao” para descrever um sistema estelar na qual os
encontros nao jogam um rol importante.

3540 concentracdes esféricas de estrelas com didmetros de aproximadamente 100 anos luz, e que contém
milhares de estrelas.



verso quadrado de longo alcance; as colisoes com angulos pequenos sao mais freqlientes
que as colisoes que geram grandes mudancas nos momentum, ¢é dizer, os encontros com
grandes parametros de impacto sao muito mais importantes que os encontros com pequenos
parametros de impacto. Uma abordagem geral, e valida para encontros com pequenos
angulos, é a equacao de Fokker-Planck, ela foi formulada pela primeira vez para sistemas
estelares por Chandrasekhar [3] em 1943. Esta equagao também é conhecida como a aprox-
imagao de Fokker-Planck, devido a que trunca a hierarquia BBGKY (N.N. Bogoliubov, M.
Born, H.S. Green, J.G. Kirkwood, e J. Yvon) das equagoes cinéticas na sua ordem mais
baixa, assumindo que a correlacao entre as particulas apenas desempenha um papel como
uma conseqiiéncia dos encontros de 2-corpos nao correlacionados [2,4]. Vale a pena notar
que a tnica aproximacao feita na equacao de Fokker-Planck vem do modelo adotado para
colisoes e, de fato, a equacao de Fokker-Planck com um termo de colisao geral pode ser
derivado a partir de primeiros principios e nao sao necessarias suposicoes ad hoc.

Os encontros podem levar a evolu¢ao de um sistema estelar por diferentes cam-
inhos e ter diferentes conseqiiéncias:

a) Relaxamento: Como resultado da difusdo no espaco de fases devido aos
encontros, a entropia do sistema estelar aumenta, mas, se sabe que um estado com alta
entropia de um “gas” autogravitante sao bem inhomogeneos, com um nicleo central denso
e um halo estendido de baixa densidade [1].

b) Equipartigao: Um sistema estelar tipico contem particulas com uma ampla
gama de velocidades. A partir da teoria cinética elementar, sabemos que os encontros geram
uma transferéncia de energia cinética de particulas com alta energia cinética a aquelas com
baixa energia cinética. Logo, em um tempo da ordem de t,q.x se produz a equiparticao da
energia cinética, as particulas pesadas perdem suficiente energia cinética de modo que estas
sao arrastadas ao centro do sistema, e as particulas leves se propagam maiormente a partes
externas do sistema estelar.

c) Escape: De tempos em tempos um encontro fornece a uma particula a sufi-
ciente energia para que esta possa escapar do sistema estelar. Assim, existe uma fuga lenta,
mas irreversivel de particulas, e portanto, o sistema evolui gradualmente para um estado final

formado unicamente por duas particulas com érbitas Keplerianas, e o resto tera escapado ao



infinito. O tempo na qual acontece esta evolugao se chama tempo de evaporacao e é dado
por tevap ~ 140trelax-

d) Encontro inelastico: Usualmente consideramos as particulas estelares como
massas pontuais, mas em sistemas densos devemos considerar a possibilidade de que oca-
sionalmente duas particulas passem tao proximas entre elas de tal forma que provocaria uma
forga muito forte de interacao ou inclusive uma colisdo. A dissipagao da energia em colisoes
frontais ou quase frontais reduz a energia cinética total do sistema, e pode levar a formagao
de sistemas bindrios, devido a que estas colisdes podem resultar na uniao das particulas
que colidem. Em sistemas densos se cumpre que o tempo de colisao teon K trelax, assim, as
colisoes ineldsticas sao muito mas importantes que os encontros gravitacionais. Um exemplo
de tal sistema poderia ser um denso Aglomerado de Galaxias®.

A evolucao de um sistema estelar é bem descrito pela equacao de Fokker-Planck,
a qual é uma equagao diferencial parcial que depende das coordenadas do espago de fases e
do tempo. Por outro lado, sabemos que ao tentar resolver numericamente as equacoes dife-
renciais parciais, frequentemente nos encontramos com um conjunto de sistema de equacgoes
lineares que devem ser resolvidos usando diferentes métodos. Este conjunto de equacgoes
lineares depende também do método usado para a discretizacao da equacao diferencial. Em
geral, quando tratamos sistemas 3-dimensionais o niimero de equacoes lineares é grande, e as
solugoes numéricas destes sistemas usam muito tempo computacional. Um caso extremo ¢ a
equacao de Fokker-Planck, a solucao desta equagao nao é uma tarefa facil devido a que no
caso tri-dimensional depende de sete variaveis, trés coordenadas espaciais, trés coordenadas
velocidades e uma temporal. No caso bi-dimensional existe uma simplificacao devido a que
o numero total de variaveis sao cinco. Em ambos os casos, o grande niimero de pontos na
rede necessarios para o calculo da solucao gera um problema de armazenamento de dados.
Em uma equagao estacionaria ou nao estacionaria tri-dimensional, o ntimero de equagoes
lineares que devemos resolver é igual ao nimero de pontos da rede no dominio do problema
e neste caso, o dominio em um espaco de fases. Se nés dividimos qualquer variavel do espaco
de fases em nove partes (dez pontos), teremos uma rede com 10° pontos. Com um método

numérico simples, teremos que armazenar e resolver uma matriz com 10'2? elementos. Para

4Concentracoes de centenas de Galdxias que permanecem juntas por causa da forca gravitacional.



o caso bi-dimensional, a matriz terd 10% elementos, e no caso uni-dimensional teremos uma
matriz com 10* elementos. O grande nimero de elementos matriciais traz outro problema
computacional, a lentidao dos codigos.

Ao formar os elementos matriciais correspondentes a equacao de Fokker-Planck
tri-dimensional usando o esquema de diferenca finita, observa-se que aproximadamente menos
de 0.003% dos elementos sao diferentes de zero [5]. Este fato motiva a procurar um método
alternativo e rdpido, usualmente iterativo para resolver sistemas lineares usando unicamente
os dados nao nulos. Em geral, a matriz de coeficientes que surge a partir da discretizagao da
equagao de Fokker-Planck nao é simétrica e assim, os métodos potentes tais como Gradiente
Conjugado [6,7], e decomposigao Cholesky [7], ndo podem ser usados.

Solugoes numéricas também podem ser encontradas usando os métodos estatisticos
aproximados, tais como o método de equagoes de momentum [8-10] e os métodos Monte-
carlo [11,12]. Também, sdo encontrados solugdes usando a equacao de Fokker-Planck de
érbita-média com varidveis angulo-agao [1]: o qual reduz a equagdo que depende de seis co-
ordenadas do espaco de fases mais o tempo a uma que dependa unicamente de trés agoes mais
o tempo. Mas, métodos numéricos robustos e diretos para as equacoes de Fokker-Planck em
tri-dimensoes ainda nao foram feitos, isto devido ao grande niimero de equacoes lineares e o
grande custo computacional que envolve o processo de solugao. Dizemos calculos numéricos
diretos quando nao sao feitas aproximagoes estatisticas nem de campo médio [1].

O método de Stone [13] pode resolver a equacao de Fokker-Planck 3-dimensional
com um termo de colisdo geral usando um baixo custo computacional [5]. Este método
tem sido aplicado para encontrar a funcao de distribuicao de um disco fino que satisfaz
simultaneamente a equacao de Fokker-Planck e a equagao de Poisson [14]. O método de
Stone também tem sido aplicado & outras situagoes como problemas de campos em duas [15],
e trés [16] dimensoes.

O método de integracao de N-corpos gravitacional consiste em resolver numeri-
camente as equacoes de movimento de N particulas que interagem gravitacionalmente. Até
o momento este é o método mais confidvel e amplamente usado como ferramenta na sim-
ulacao de sistemas estelares. Tal método confirma a validade da equacao de Fokker-Planck

em sistemas estelares.



Como mencionamos anteriormente, resolver a equacao de Fokker-Planck para sis-
temas estelares de altas dimensoes ¢ sumamente complicado. Neste trabalho, pretendemos
resolver numericamente a equagao uni-dimensional de Fokker-Planck (uma coordenada espa-
cial, uma coordenada velocidade, e o tempo t). Os sistemas fisicos que tentaremos modelar
com este tipo de equacao sao anéis estelares ao redor de um corpo pontual massivo. Este tipo
de sistemas estelares sao encontrados tanto nos trés planetas gigantes de nosso sistema solar,
assim como em outros sistemas. Os anéis planetarios, além de belos, sao cientificamente
atraentes por muitos motivos [17]. Em particular, o anel F de Saturno, é um dos anéis mais
dinamicos do sistema solar, isto devido a que a sua estrutura muda rapidamente. O origem
e estruturas dos anéis em geral nao sao compreendidas até o momento, mas a presenca de
satélites pastores (shepherds em inglés) [17] entre os anéis é considerado chave para entender
a sua complexa estrutura.

A primeira investigacao tedrica séria sobre a dinamica do anel se deveu a Laplace
em 1802 [18]. Ele reconhece que o anel nao pode ser sélido, porque a resisténcia a tracao dos
materiais conhecidos era muito pequena para resistir as forcas de maré de Saturno. Uma
explicacao alternativa foi que o anel estava composto de muitos anéis sélidos, estreitos, e
assimétricos. Porém Laplace também mostrou que tais anéis seriam instaveis, pois a energia
potencial tem um maximo local quando o anel esta centrado no Planeta. Laplace nao levou
em consideracao a sugestao de Cassini de que o anel estava composto de pequenas particulas.
Em vez disso, ele propos que este consistia de anéis sélidos e “irregulares” de natureza nao
especificada, na qual sua analise de estabilidade nao seria aplicavel. A ideia de Laplace de
anéis irregulares foi descartada por Maxwell em 1890 [19], quem mostrou que na maioria
dos casos tais anéis sao instaveis. Ele mostrou que um anel liquido ou gasoso também era
instavel, e, portanto que os anéis tinham de ser particulas. Apesar de que a conclusao final
de Maxwell é correta, esta nao foi justificada pela sua analise, em que ele assumiu de forma
incorreta que o anel estava em rotagao uniforme.

Jeffreys descartou os anéis liquidos e gasosos por argumentos muito mais simples
[20]: um anel de fluido teria que mostrar o planeta por reflexao (que nao é observado), e um
anel gasoso seria demasiado grosso. Em 1848 Roche [21] provou que um satélite de fluido

homogéneo de densidade p nao pode existir numa érbita circular cujo raio seja menor do



que o limite de Roche Ry, = 1.523(M,/p)'/3, em que M, é a massa do planeta. No entanto,
Jeffreys [22] observou que o critério de Roche ¢é inaplicdvel aos pequenos satélites com uma
resisténcia a tracao apreciavel. Entao existe a possibilidade de que as pequenas particulas
de gelo podem juntar-se e crescer para formar satélites com um raio minimo.

Os anéis planetarios finos sao frequentemente associados com os satélites chama-
dos shepherds [23], e podem existir devido a mecanismos um pouco mais complicados do que
no caso dos conhecidos anéis largos [24,25]. Em 1982 Goldreich e Tremaine [26] encontram
resultados que sugerem um mecanismo para a criagado e manutencao dos anéis estreitos. Ma-
teriais de particulas difusas entre dois pequenos satélites vizinhos sao repelidas de ambos
os lados e se rednem em um anel estreito, a descoberta dos satélites 1980527 (prometeu) e
1980526 (pandora) do lado de dentro e do lado de fora do anel F é uma evidéncia convincente
de que este processo deve ocorrer nos anéis planetarios. Eles afirmam que a energia dissipada
em colisoes frontais é fornecida a partir da energia orbital, a qual para um anel de massa
e momento angular fixo é maximizada quando todas as particulas do anel orbitam com um
unico raio. Assim, a perda de energia colisional leva a uma propagacao radial de anéis finos.

Os sistemas de anéis fornecem um laboratério natural para o estudo de fenomenos
em discos achatados, incluindo a nebulosa em torno do nosso Sol que deu origem aos planetas.
Em 2008 Murray [27] e colaboradores relatam evidéncias diretas de luas embutidos no nticleo
brilhante do anel F' de Saturno, e mostram que a maioria da morfologia deste anel resulta dos
efeitos gravitacionais continuas e de colisoes de pequenos satélites, muitas vezes combinados
com o efeito perturbador de Prometeu. E comentam que a regiao do anel F é talvez o tinico
local do Sistema Solar onde os processos de colisoes de grandes escalas estao ocorrendo quase
diariamente.

Uma das importancias deste trabalho é que é a primeira vez que tentamos modelar
a fungao de distribuicao de um sistema estelar em forma de anel, e estudamos a influéncia
dos satélites shepherds sobre esta funcao de distribuicao.

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira: no primeiro Capitulo, de-
screvemos detalhadamente a equacao de Fokker-Planck para sistemas estelares, partindo da
equagao de Liouville; no segundo Capitulo, apresentamos uma descricao sobre os discos e

anéis estelares, e determinamos a equagao de Fokker-Planck para ambos os casos; no terceiro



Capitulo, apresentamos o método de discretizagao numérico das diferencas finitas, utilizado
neste trabalho, e testamos nosso cédigo para dois simples sistemas, i.e. difusao de calor uni-
dimensional e bi-dimensional. No Capitulo 4, apresentamos nossos resultados e discussoes
do trabalho e, finalmente, no Capitulo 5, apresentamos nossas conclusoes e perspectivas

futuras.



Capitulo 1

Equacao de Fokker-Planck para
Sistemas estelares

A aproximacao que considera que as particulas que constituem um sistema estelar
se deslocam unicamente sob a influéncia de um campo médio gerado pelo resto das particulas
(sistema sem colisdes) nao é completamente vélida devido a que os encontros estelares in-
dividuais perturbam gradualmente as trajetérias das particulas constituintes (as afastam
das orbitas estabelecidas pelo campo médio). Por este motivo, a equacao de Boltzmann
nao é valida quando consideramos sistemas estelares nos quais os encontros sao relevantes.
Neste capitulo, derivaremos as equagoes que descrevem o comportamento de um sistema es-
telar influenciado pelos encontros, e veremos depois como podemos modificar estas equagoes,

através de algumas aproximacoes, para que possamos trabalhar com elas em forma direta.

1.1 Equacao de Liouville

Representemos um sistema formado por N particulas por um ponto em um espaco
6N-dimensional chamado espago-I", ou espago de fases, cujas coordenadas sao as posicoes e
as velocidades de todas as particulas. Este estado é algumas vezes chamado como microes-
tado e seu ponto representativo é chamado de ponto-I'. Na pratica, nao podemos, nem
precisamos ter a informagcao detalhada requerida para especificar um microestado. Estamos
unicamente interessados no comportamento médio das propriedades macroscopicas do sis-

tema, tal como, por exemplo, a distribuicao da velocidade em uma determinada posicao, etc.
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E usual imaginar que se conhecemos a probabilidade de encontrar um sistema em um vol-
ume pequeno no espago-I" em um tempo inicial, podemos seguir a evolucao temporal desta
distribuicao de probabilidade em vez de seguir a evolucao temporal de um tnico ponto-I".
Denotamos a posicao e a velocidade da a-ésima particula pelas coordenadas
canobnicas (q,, P,), em que a = 1,---  N. Entao o vetor 6-dimensional w, = (q,,p,)
denota a localizagao de uma particula no espaco de fases. O ponto-I' de um sistema no
espaco-I" 6N-dimensional é determinado pela cole¢ao de N vetores wyq,--- ,wy. A proba-
bilidade de que um ponto-I" seja encontrado em uma unidade de volume do espago-I" no
tempo ¢ é denotado por f™)(wy,--- wy,t); dado que a densidade de probabilidade deve

ser normalizada, entao
/d6w1 o dwy fM (wy, - wy,t) =1, onde d'w, = dq,d°p,. (1.1)

A funcao fV) é a funcao de distribuicao de N-corpos ou simplesmente FD de N-corpos.
Por simplicidade, usualmente assumimos que todas as particulas sejam idénticas
(mesma massa, composigao, etc.). Portanto, a FD de N-corpos deve ser uma fungao simétrica

de wq, -+ ,wy. Em outras palavras,
f(N)(...,WO“...7W6’...>:f(N)<...,WB’...7WOU...) paratodo O{’B‘ (12)

Para derivar a equacao que governa ") aplicamos a derivada total d/dt no espaco-I' na

Eq.(1.1) para obter

df™ 9 fm N o™ g _ofm
+Z<qa' Jq,, TP apa)_ ot

7 o + [f™, Hy] = 0; (1.3)
em que Hy é o Hamiltoniano de N-corpos, e [+, ] denota os paréntesis de Poisson no espago-
[ [28,29]. Em outras palavras, o fluxo dos pontos-I" através do espago-I" é incompressivel:
a densidade de probabilidade de pontos-I' f) arredor de um determinado ponto-I' sempre
permanece constante. Este é o chamado teorema de Liouville.

Se, (i) trabalhamos em um marco de referencia inercial, (ii) escolhemos como

coordenadas e momentos candnicos as posigoes x, e as velocidades v, cartesianas, e (iii)
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consideramos que as particulas tenham massa m e interagem unicamente através da forga

L . N : N
gravitacional mutua, podemos escrever o Hamiltoniano do sistema como Hy = %m > 5-1 ’U%—I—

Gm

piFe——r G é a constante gravitacional. Levando isto em
"

1 N _
§mzfé;;; g, em que Pg, =

consideracao, a equacao de Liouville pode ser escrita na forma

orm K o) N 9d.s OfN)
O SR

1.4
ot — 0 o ox, 0Ov, (1.4)
o (B#a)
em que consideramos que
N
of™NM) oHy of™) oH
[f™, Hy] = Z( [ 0Hy  oft N>7
—~\dq, Op, Op, Oq,
OHy v
8pa - )
OH AlPT
N ¥ab
oq, ; 0y
(Ba)
Qualquer FD de N-corpos da forma
f(N)<W17 7WN):f[HN(W17"' 7WN)]7 (15)
é uma solucao da Eq. de Liouville. Logo em equilibrio térmico, temos
f(N)(Wb e aWN) = Cexp[_ﬁHN(le o 7WN)]7 (16)

em que C' e ( sao constantes positivas. O equilibrio térmico nao pode ser alcangado em um
sistema de N-corpos gravitacional devido a que a condigdo de normalizagao (1.1) ndo pode
ser satisfeita para uma FD da forma (1.6)'.

Agora tentaremos entender como a FD de N-corpos f(V) (W, ,wy,t) pode ser
relacionada a fungao de distribuigao (FD) no espaco de fases 6-dimensional, f(w,t) de uma
tunica particula [1]. Para entender isto vamos primeiro introduzir a fungao de distribuicao

reduzida ou de K-corpos, a qual é obtida integrando a FD de N-corpos sobre N — K vetores

1A integral anterior diverge tanto para grandes e para pequenas escalas. Quando as particulas sio
separadas por uma grande distancia, f(N) depende unicamente da velocidade, assim a integral espacial
diverge. Quando duas particulas « e 8 sdo aproximadas, 3 diverge assim exp (—8Hn) é extremadamente
grande.
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w,o. Dado que f) é uma funcao simétrica de w, (1.2), podemos escolher as varidveis de

integragao a ser Wy 1, - -+ , Wy sem perder generalidade. Assim definimos a FD de K-corpos
fE (wy, - Wi, t) = /d6wK+1 o dSwn ) (W, W B). (1.7)

A partir da condigao de normalizagdo (1.1), a normalizacao da FD de K-corpos é simples-

mente
/d6W1~"d6WKf(K)(W1,"~ , Wi, t) = 1. (1.8)

Como um caso particular de FD de K-corpos apresentamos a FD de 1-corpo
fY(wy,t) = /d6W2 e dSwn ) (W, W T). (1.9)

A FD de 1-corpo descreve a probabilidade de encontrar uma determinada particula em uma
unidade de volume do espaco de fases centrado sobre wi, podemos simplificar a notagao
escrevendo f(w,t) = fM)(w, ).

Para muitas situacoes, é usual escrever a FD de 2-corpos na forma
FO (Wi, wa, t) = f(wi,t) f(Wa,t) + g(w1, Wa,1). (1.10)

A funcao g é chamada funcao de correlacdo de 2-corpos. Em termos gerais, esta funcao é
a medida do excesso de probabilidade de encontrar uma particula em w; devido a presenca
de uma particula em wsy. Uma relacao mais precisa pode ser derivada a partir das leis da
probabilidade condicional, a qual estabelece que a probabilidade de que uma particula esteja
localizada em uma unidade de volume do espaco de fases centrado em wy, com uma particula

localizada em wo, é

_Pwwe) _ fwa)f(w) + g(wiwo) L)
JaW [P wwa) — f(wa) + [ dwig(wh,wa) |

f(wilws)

Em particular, se a fungao de correlagdo g(wy, wo) = 0, entao f(wi|wy) = f(wy); em outras
palavras, a presenca de uma particula em wy nao afeta a probabilidade de encontrar uma

particula perto a wy.
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O uso das FDs reduzidas podem ser ilustradas calculando o valor esperado da
energia cinética e energia potencial para sistemas estelares. Portanto, a energia cinética

esperada é

N
1
(K) = im/d6wl e dSwWy f N (W, W t) Zvi, (1.12)
a=1
L N
_ 6 2
<K> - 57)1;/(1 Waf<wa7t)va7
dado que as particulas sao idénticas, se simplifica a
1 6 2
(K) = ENm d*wy f(wy, t)vy. (1.13)

Similarmente, qualquer observéavel que envolva unicamente quantidades que dependam das
coordenadas do espaco de fases de uma tunica particula de forma aditiva, pode ser escrita
em termos da FD de 1-corpo.

A energia potencial é

(W) = —l/dﬁwl---dGWNf(N)(wl ) Z _Gm* (1.14)
2 Py Xa — Xg]
o
1 a 1
W) = —-Gm? /dGWadSW FE (Way Wi, 1) ———.
2 ;1 ? g |Xa — Xg]
(@%8)

Dado que as particulas sao idénticas, e existem N (/N —1) maneiras de escolher duas distintas

particulas o e [ a partir de N particulas, a expressao anterior se simplifica a

f(Z) (Wh Wao, t)

X2 — x|

Wy = —%GmQN(N—l) / vy dows (1.15)

Assim, a energia potencial depende unicamente da FD de 2-corpos. Se a fungao de correlagao
g é pequena, e.g. |g(wi,wa, t)| < f(wy)f(ws), entdo para N > 1 a energia potencial

esperada pode-se escrever como

f(“‘];’;)jzf‘z’t) = %/d?’xp(x)q)(x), (1.16)

1
(W) = —§Gm2N2/d6W1d6W2
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em que

p(xy,t) = Nm/d?’vlf(wl,t),

B(x,,t) = G/d3 |X2X—2

—X1|

com
(X2, Nm/d?’vgf W, )

A expressao (1.16) para a energia potencial esperada é usualmente a forma na qual se apre-
senta em diferentes textos [1, 30, 31].
A FD de N-corpos é chamada separavel se esta é simplesmente o produto de

FDs de um 1-corpo
N
O (wr, e wst) =[] fwe. ). (1.17)
B=1

Como vimos, esta suposicao implica que as posicoes das particulas sao descorrelacionadas,
no sentido que a probabilidade de encontrar uma particula perto de qualquer posicao w; no
espago de fases nao é afetada pela presenca ou auséncia de particulas em pontos vizinhos.
Assumimos que a FD de N-corpos é separavel, e desejamos encontrar a equagao
que governa a evolugao da FD de 1-corpo f(w,t). Para encontrar esta equagao, devemos
integrar a equagao de Liouville para sistemas estelares (1.4) sobre d®wy---d®wy, o termo

OfN) /ot resulta simplesmente df (w1, t)/0t. Considerando que

N (N)
H/dGW'yva X af = v, - af(wl)t) 5(11,
=2

0%, 0x
N
0D OfN) OD,5 OfM)
6 ab _ 6 18 .
g/d W aXa aVa H/d ’Y 8X1 (9V1 6&17

dado que fN) — 0 suficientemente rapido quando |xo| = 00, tal que f d*x,0f W) /0%, =0,

e calculando da mesma forma a integracao sobre d3v,, podemos escrever

Of (wy,t) af wi,t / 6. 0Pip of)
ZJANTD Y . =0. 1.1
ot TV 8X1 ;; J‘_‘E d'w W 6X1 8V1 0 ( 8)
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Agora, considerando a expressao (1.17), obtemos

Of (w1, t) Of(wi,t)  Of(vi,t) = 6@15
ot AEN ox; 0wy .ZH/d6

W t) =0

ﬁ:Q 'y:2

Qualquer termo na soma ¢é idéntico, e dado que f d®wf(w,t) = 1, a expressdo anterior se
simplifica

af(wla t) af<W17 t)
015 Vi aXl

t 0P
— (N — 1)¥~/d6w2 2 f(wyt) =0,  (1.19)
b
e considerando que o valor esperado do potencial gravitacional em x; é

é(Xl,t) = N/dGWQq)lgf(Wg,t), (120)

entao a Eq.(1.19) pode ser escrita como

Of(w,t) of(w,t) N —10d(x,t)0f(w,t)
a VT ox N ox | ov

=0. (1.21)
A Eq.(1.21) no limite N — oo é chamada de equagao de Boltzmann sem colisoes [4].
Portanto, mostramos que a equacao de Boltzmann sem colisoes resulta a partir da equagao
de Liouville quando consideramos N > 1 e que a FD de N-corpos seja separavel.

Consideremos agora que a FD de N-corpos nao seja completamente separavel,
mas parcialmente separavel da forma seguinte

(N)_wa'yv t) +g(wi, ws, 1) H f(wy)

=t (78)
em que g é a fungao de correlagdo entre duas particulas, entao, substituindo na Eq.(1.18)

podemos obter

8f(W1,t) + af(wht) _ (N >8f(w1, ) /dGWQa(I)le(WQ,t) =

ot Vi 0X1 0v1 8X1
0Py Og(wy, wa,t)
. 6 12 0g\Wi, Wa,
(N 1)/d Wy I, v, . (1.22)

Logo, fazendo N > 1 podemos encontrar a equagao de Boltzmann com colisoes [4],

com o termo de colisao dado por

Of(wi,t)\ _ 6. 0P12 O0g(wi,wo,t)
( 815 )c:N/dW2 Xl' 6V1 .

(1.23)
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Assim as correlagoes entre as particulas no espacgo de fases representada por g(wi, wa, t),
fornece-nos a razao da mudanga da densidade arredor de um determinado ponto represen-
tativo de uma particula no espacgo de fases.

Em resumo, para uma FD de N-corpos parcialmente separavel, com N > 1, a

Eq.(1.21) deve ser substituida por uma equagao do tipo

= (ar). 129

, . . of , .
em que df /dt é a derivada convectiva [32] no espago de fases, e <§>c ¢é o termo de colisoes.

1.2 A Equacao de Boltzmann sem Colisoes

Na secao anterior derivamos a equacao de Boltzmann sem colisoes a partir da
equacao de Liouville, considerando que as particulas sao nao correlacionadas. Quando N > 1

a equagao (1.21) pode ser escrita como

df

dt
of B
5 TLLH =0 (1.26)

= 0, (1.25)

Isto significa que o fluxo de probabilidade no espaco de fases é incompressivel; é dizer que
a densidade f no espaco de fases arredor de um ponto representativo de uma determinada
particula deve permanecer sempre constante, e isto deve ser valido para qualquer sistema de
coordenadas canonicas no espaco de fases. Portanto, a equacao fundamental que descreve um
sistema estelar sem encontros, formado por N particulas cada um de massa m, é a equagao
de Boltzmann sem colisoes juntamente com a equagao de Poisson, que em coordenadas

cartesianas sao

or [, 0f 0% 0f g — /3
82€+V o O 8v_0 ; VEO(x,t) =4nGmN [ d°vf(x,v,t), (1.27)

em que H(x,v,t) = %vz + ®(x,t), e ® é o potencial gravitacional médio. J4 que existem

muitos sistemas estelares com simetria axial é conveniente escrever a equacao de Boltzmann
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sem colisoes em coordenadas cilindricas, onde o Hamiltoniano para este caso é H = %(p% +

p3/R* +p?) + @, desta forma encontramos que

of df  pe Of af_<a<i> p§,>af 00 0f 0P Of _
OR R®

ZJ -4 4 e ZJ _J - <4 4 1.2
ot TPRoR T R2ag TP aon doops oaop. 0 (12

em que pr = R, Dy = R%, ep, =2

A equacao de Boltzmann sem colisoes parte do principio que o niimero de particulas,
que sao descritos pela FD f, é conservado. Mas, sabemos que o nimero de particulas que
conformam um sistema estelar nao é conservado, ja que as estrelas podem nascer ou morrer,
ou ainda escapar do sistema, assim o fluxo de probabilidade pelo espaco de fases se descreve
com maior precisao pela equacao de tipo

df _ of of 0% of
T A vl vl e (1.29)

em que B(x,v,t) e D(x,v,t) sdo a taxa por unidade de volume no espaco de fases no qual
as particulas estelares nascem e morrem, respectivamente. Na equagao de Boltzmann sem
colisoes, B — D ¢ zero, e portanto, é vélida s6 quando B — D é pequeno em magnitude
quando comparado com os termos do lado esquerdo da Eq.(1.29). O termo v - 0f/0x é da
ordem de vf/R, em que v e R sdo a velocidade caracteristica? e o raio do sistema estelar
respectivamente. A razado R/v é simplesmente o tempo de cruzamento tg..ss. Da mesma
forma, 0®/0x é da ordem da aceleracio caracteristica a, assim o termo (9®/0x) - (9f /Ov) é
da ordem af/v. Dado que a & v/t a5, 08 dois tltimos termos na segao central da Eq.(1.29)

sao da ordem de f/t..o5s. Considerando a razao

|B — D
’Y:

f/tcross 7 <130)

a equacao de Boltzmann sem colisoes é valida se v < 1, o qual requer que a mudanca
fracionaria no numero de particulas em um tempo de cruzamento seja pequeno. Em uma
galaxia eliptica conformada por estrelas anas M, a razao de formacao de outras estrelas é

insignificante, por tanto, a equacao de Boltzmann sem colisoes é aplicavel com uma boa

2Este é equivalente a velocidade tipica de uma particula estelar.
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precisao (7 < 1). Na Via Lactea, as estrelas que a conformam tém tempo de vida muito
menor que t..,ss, portanto a equagao de Boltzmann sem colisdes nao deve ser aplicada (y ~
10). Em algumas situagoes a equacao de Boltzmann pode inclusive ser aplicada & populacao
de particulas de vida curta como exemplo, em nebulosas planetarias de uma galaxia eliptica,
nas quais as distribuicoes no espaco de fases dos nascimentos e mortes das particulas sao em
boa aproximagao idénticas, assim B — D ~ (.

A densidade média do nimero de particulas em um volume infinitesimal do espaco
de fases é N f. Porem, na pratica, devemos considerar um volume no espaco de fases sufi-
cientemente grande que contenha muitas particulas. A suposicao natural é considerar que
a densidade naquele volume é simplesmente Nf, em que f é a média de f dentro deste
volume. Porem, esta suposicao devera ser correta unicamente se as posicoes das particulas
no espago de fases sdo nao correlacionadas (o conhecimento de que a particula 1 esteja em
w nao faz nem mais nem menos provavel que outra particula, dizer 2, esteja em uma local-
izagdo adjacente w’ no espago de fases). Matematicamente, assume-se que a probabilidade
de encontrar a particula 1 no volume d°w em w junto com a particula 2 no volume d’w’
em w’ ¢ simplesmente a multiplicagao f(w)d®w f(w')d®w’ das probabilidades de encontrar
a particula 1 em w e a particula 2 em w’. Entretanto, na realidade, a presenca da particula
1 em x sempre aumenta a probabilidade de que a particula 2 seja encontrada em alguma
posicao proxima a x, dado que as particulas se atraem. Dai, a suposicao de que a probabili-
dade de distribuicao das particulas individuais seja separavel nunca é rigorosamente valida.
A separabilidade unicamente é véalida quando as forcas geradas por seus vizinhos sobre uma
particula sao pequenas em comparacao com a forca gerada pelo restante das particulas do
sistema estelar sobre esta mesma particula.

Quando a suposicao de separabilidade é considerada, a probabilidade Py (k) de

encontrar k particulas em um volume V do espacgo de fases é dada pela distribuicao de
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Poisson

k

Py(k) = %6_“, onde p=NfV. (1.31)

E fécil mostrar que o niumero médio de particulas proposto por esta distribuicao de proba-
bilidade é (k) = NfV. Se a FD de N-corpos é separavel, entdo N f é o valor esperado da
densidade de nimero de particulas. Da mesma forma, a massa média dentro deste volume

V é dada por
(m) = MfV, (1.32)

em que M ¢é a massa total do sistema estelar. Também, a luminosidade média emitida pelo

volume V é dada por
I = Lfv, (1.33)

em que L é a luminosidade do sistema.

1.3 Equacao de Boltzmann com Colisoes

Em qualquer sistema estelar com N finito, a energia e o momentum angular das
particulas individuais nao se conserva, devido a que qualquer particula esta sujeita a forgas
flutuantes geradas pelos encontros com sua vizinhanca. Portanto, a equacao de Boltzmann
sem colisdes nao proporciona uma descricao completa da dinamica do sistema estelar com
N finito. Os encontros conduzem a evolucao do sistema estelar por diferentes caminhos.
Quando os encontros entre as particulas sao tomadas em conta, a FD f arredor de um ponto
representativo no espaco de fases de uma particula muda com o tempo, isto é formulado

usando coordenadas cartesianas da seguinte forma

ﬁz(a_f)

Codt o \ot)e

0 0 od 0 0

e = () (1.34)

em que <%> ¢ o0 ja mencionado termo de colisoes e denota a razao da mudanca de f
C

devido aos encontros.
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d'w dw

Figura 1.1: Espalhamento no espaco de fases. P_ é a probabilidade de que uma particula
seja espalhada para fora do volume d®w, e P, é a probabilidade de que uma particula seja
espalhada para dentro do volume d°w.

1.3.1 A Equacao Mestra

Chamamos de equacao Mestra [2] a aquela que governa a evolugao temporal
de um processo estocastico. Nesta secao pretendemos derivar a equacao Mestra para os
sistemas estelares. Usando argumentos fisicos é possivel encontrar uma expressao simples
para o termo de colisoes. Seja ¥U(w, Aw)d® AwAt a probabilidade de que uma particula com
as coordenadas no espago de fases w = (g, p) seja espalhada a um novo volume do espago de
fases d Aw arredor de w4+ Aw durante um curto intervalo de tempo At. A probabilidade
de transicao VU inclui s6 os efeitos dos encontros entre as particulas e nao considera a
aceleracio gerada pelo potencial suave ® do sistema estelar dado que ja é considerada no
lado esquerdo da Eq.(1.34), chamamos de particula teste a aquela particula cuja trajetoria
estamos seguindo, e particulas campo as particulas espalhadoras.

Como resultado dos encontros, as particulas teste sao espalhadas fora da unidade

de volume no espaco de fases centrado sobre w com uma razao

<%>_ - _% = —f(W)/\P(W,AW)dﬁAw, (1.35)

em que P. = ¥(w,Aw)d°AwAt é a probabilidade de que uma particula seja espalhada
para fora do volume d°w. Também existem encontros que espalham as particulas teste para

dentro deste volume com uma razao

(%DJr B [t ;tAW)PJr = /f(w — Aw)U(w — Aw, Aw)d°Aw, (1.36)
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em que P, = ¥(w—Aw, Aw)d° AwAt é a probabilidade de que uma particula seja espalhada

para dentro do volume d®w. Portanto, o termo de colisao é

(30).= (50).+ (3)-

e assim a equacao Mestra é dada como

= (3)

x o \o). = / [U(w — Aw, Aw) f(W — Aw) — U(w, Aw) f(w)]d° Aw. (1.37)

=
Vemos que a equacao mestra nao é reversivel no tempo: uma FD f que é localizada perto de
um tnico ponto no espaco de fases se propaga até estender-se sobre todo o espaco de fases pela
influencia do termo de colisoes, mas uma distribuicao estendida nao pode encolher-se a um
ponto. Por outro lado, a equagao de Liouville [1], a qual proporciona uma descri¢ao exata do
sistema estelar, é reversivel no tempo. A irreversibilidade, entra na nossa derivacao através
da suposicao de “caos molecular” de Boltzmann, i.e. a suposicao de que as distribuicoes
de particulas teste e campo sejam estatisticamente independentes. Isto é equivalente a
suposicao de que a probabilidade de transicao W(w, Aw) e a FD f(w) sejam estatisticamente

independentes, desta forma a razao de espalhamento nas equagoes (1.35) e (1.36) sao escritas

como o produto de ¥ e f.
1.3.2 A aproximacao de Fokker-Planck

Mencionamos na introducao que em sistemas cujas particulas obedecem uma lei
de interagao de inverso quadrado da separacao interparticula e de longo alcance, os encon-
tros predominantes sao os encontros com angulos pequenos, ou seja, quando dv < v. O
prevalecimento dos encontros fracos nos permitem simplificar o termo de colisoes ja que para
encontros fracos, Aw é pequeno, e assim podemos expandir o primeiro termo do lado direito

da Eq. (1.37) em uma série de Taylor [32]

U(w — Aw, Aw)f(w — Aw) = U(w,Aw)f(w) — Z Awi%[\lf(w, Aw) f(w)]

6 N
+% Z AwZAMW[\P(W, Aw) f(w)] + 0(Aw?). (1.38)

4,j=1
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A aproximacgao de Fokker-Planck consiste em truncar os termos depois da segunda ordem

na expansao (1.38), e assim substituindo na Eq. (1.37) obtemos

ofy _ =0 Ll P o
(57). = - 21: = { fw)DBsw]} + 5 ]21 o { fw)Dldw' A} |, (1.39)
em que D[Aw'] e D[Aw'Aw’] sao conhecidos como os Coeficientes de Difusao

D[Aw'] = /Awi\IJ(W,AW)d6AW, (1.40)

D[Aw' Aw’] = /Awiij\I/(w,Aw)d6Aw. (1.41)

Estes coeficientes caracterizam a razao na qual as particulas se difundem através do espago de
fases como resultado dos encontros. O coeficiente de difusao de segunda ordem D[Aw'Aw/]
governa a razao na qual a particula teste realiza um caminho aleatério no espaco de fases,
andlogo ao movimento Browniano das particulas microscépicas. O coeficiente de difusao
de primeira ordem D[Aw'] representa uma corrente estdvel (Drift) através do espaco de
fases.

A Eq. (1.34), junto com a expressao (1.39) para o termo de colisoes é chamada
de equacao de Fokker-Planck (FP), e tem a virtude de que toda dependéncia da FD
das particulas campo estda embutida nos coeficientes de difusao. Como consequéncia, esta
equacao depende unicamente das coordenadas das particulas teste no espaco de fases. Desta
forma, a equagao de FP é uma equagao diferencial que difere fortemente da equacao Mestra,
a qual é uma equacao integro-diferencial. Na pratica, devido a sua simplicidade, a equacao

de FP é a ferramenta principal para o estudo de encontros em sistemas estelares®.
1.3.3 Coeficientes de Difusao

Por outro lado, muitos dos espalhamentos sao causados pelos encontros de curto
alcance ou locais, que sao quando b < R. O prevalecimento dos encontros locais nos ajudam
a justificar a suposi¢ao do caos molecular mencionado anteriormente: é pouco provavel que

duas particulas que sofreram um encontro local com parametro de impacto b < R tenham

3Estudos que nao se baseia na aproximagao de Fokker-Planck sdo descritos em Goodman (1983) [33].
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outro encontro com b < R no tempo de vida do sistema estelar. No caso que o encontro
ocorra, este deve acontecer unicamente depois de muitas voltas sobre a sua orbita e muitas
perturbacgoes por parte de outras particulas, i.e. quando toda meméria do seu primeiro
encontro seja apagada.

O prevalecimento dos encontros locais tem outras importantes conseqiiéncias; (i)
dado que o tempo de encontro ~ b/v é curto - muito menos o que o tempo de cruzamento -
os encontros afetam unicamente a velocidade, mas nao a posigao das particulas com as quais
interage; (ii) durante o encontro, as particulas se deslocam sobre hipérboles Keplerianas,
e nao sao afetadas pelo potencial de longa escala do sistema estelar; (iii) os efeitos dos
encontros estelares sobre uma particula em x pode ser calculado como se a particula estivesse
incorporada em um meio infinito e homogéneo com a FD em todo lugar igual a FD em x.

Dado que a aproximagao local [1] s6 afeta a velocidade, entao, o termo de co-
lisdes pode ser simplificado. Se as coordenadas canonicas w sdo cartesianas (x,Vv), entao
U(w, Aw) = ¥(w, Av)§(Ax), como consequéncia, qualquer coeficiente de difusdo da forma
D[Ax;], D[Az;, Az;] e D[Az;, Avj| se anula. Portanto, podemos simplificar as expressoes

(1.40) e (1.41)

DAY = /Avi\lf(w, Av)d*Av, (1.42)

DAV Av'] = /AUiAUj\I’(W, AV)d*Av, (1.43)

e o termo de colisoes pode ser escrito como

(B Sl 15 Talommena)

=1 1,)=
Usando os resultados do Apéndice A, podemos expressar os Coeficientes de Di-

fusdo usando os Potenciais de Rosenbluth i(v) e g(v)

D[Av] = T aii{h(v)}, (1.45)
D[AviAY] = T av?;]j{g(v)}. (1.46)
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em que I' é uma constante positiva (ver Apéndice A) e

M) = % m;m /d?’vafa(va)\v — v, (1.47)

a

o¥) = 3 [ Vil = vl (1.48)

sendo f,(v,) a FD de particulas campo com velocidade v, e massa m, (estes potenciais
foram determinados pela primeira vez por Rosenbluth [34] em 1957, e dai é adotado o nome

Potenciais de Rosenbluth).



Capitulo 2

Discos e Anéis Estelares

Particulas leves que interagem com um corpo central sao frequentemente encon-
tradas em diversos campos da Fisica. Por exemplo, elétrons girando arredor de um nticleo
atomico, sistemas de Anéis girando arredor de Saturno ou de Jupiter, nebulosas planetarias
girando arredor de estrelas gigantes vermelhas, entre outros.

Os discos e sistema de anéis estelares [35-38] sdo uma consequéncia natural da
dissipacao em sistemas estelares em rotacao. Por exemplo, os sistemas de anéis planetarios
sao formados quando uma “nuvem” de restos circundantes ao planeta se instalam em um
plano perpendicular ao eixo de rotacao do planeta, isto devido ao fato de que as colisoes
interparticulas dissipam energia cinética mas conservam o momento angular total. Dado que
os planetas sao geralmente oblatos, entao, unicamente a componente do momento angular
ao longo do eixo de rotacao é conservada, e entao, o sistema de Anéis é formado no plano
equatorial do planeta [26].

Observagoes da sonda Cassini confirmam que o sistema de Anéis de Saturno sao
formados predominantemente por gelos de dgua, e as particulas que o formam cobrem uma
ampla gama de tamanhos, desde poeira até pequenas luas. Parte da estrutura do sistema de
Anéis é originado pela presenca da suas luas vizinhas. Futuros dados obtidos pela Cassini
podem ajudar aos pesquisadores decidirem se o sistema de Anéis sdo restos da nebulosa de

saturno ou fragmentos de uma lua destruida ou de um cometa destruido [17].

25
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2.1 A Equacao de Fokker-Planck para Discos Estelares
finos

Tem sido demonstrado por diferentes autores que os encontros interparticulas
possuem um papel importante no aspecto dinamico dos Discos e sistemas de Anéis [39,
40]. Entao, a equacao de Fokker-Planck deve ser uma ferramenta ttil para descrever a
evolucao destes tipos de sistemas estelares que sao influenciados fortemente pelos encontros
gravitacionais.

Nesta se¢ao determinaremos a equagao de FP para sistemas estelares em forma
de Discos. Consideremos um Disco estelar fino formado por particulas que orbitam em um
unico plano (por exemplo, no plano equatorial de um planeta). Portanto, a equagdo que
descreve este tipo de sistemas estelares é a versao bi-dimensional (2D) da equacao de FP. A
equacao de FP na versao 3D foi derivada no capitulo anterior considerando a aproximagao
de encontros fracos e locais. Logo a equacao 2D de FP pode ser derivada a partir da
equacao 3D de FP restringindo o movimento das particulas unicamente no plano z = 0,
isto ¢ feito considerando f — fd(z)d(v,) na Eq. (1.34) e integrando nas varidveis z e v,,
que correspondem a coordenada espacial e velocidade na direcao perpendicular ao Disco
respectivamente. Desta forma obtemos

Z E)ml Z c%’:< )’ (2.1)

1=

em que r' = z e 2* = y sao as coordenadas cartesianas espaciais, v! = v, e v? = v, sdo as

velocidades cartesianas, f = f(x%,v%,t) é a funcao de distribuigao das particulas no espaco

; - ~ L1
de fases, a' = ddit sao as componentes 2D da aceleracao gerado pelo campo médio sobre a

particula teste, e (%) ¢é o termo de colisoes 2D. No capitulo 1 derivamos o termo de colisoes
C

considerando a aproximacao de encontros fracos e locais. Na continuacao apresentamos a

versao 2D do termo de colisoes

2 o2

2
(%ch—ﬁliﬂf §:

fD [AviAvT]), (2.2)
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em que D[Av'] e D[Av'Av?] sdo os chamados coeficientes de difusao. Estes coeficientes sao
determinados no apéndice A considerando encontros tri-dimensionais (equagoes A.35 e A.36).
Na continuacao, determinaremos as expressoes para os coeficientes de difusao considerando
unicamente encontros bi-dimensionais, ¢ dizer, encontros de particulas que orbitam em um
tnico plano.

Para uma funcao de distribuicao de velocidades dada por f,(v,) para as particulas

campo com velocidade v,, podemos definir

D[A’UZ] — <AAZZ> ,
= /dQVQUfQ(VQ)Avidb,
- (2.3)

Figura 2.1: Encontro da particula teste de massa m e a particula campo de massa m, com
um parametro de impacto b e velocidade relativa u. Podemos definir Avj como a mudanca

. ~ ./ . ~ ol
de v na diregao i causada pelo encontro e Av; como a mudanga na dire¢ao j causado pelo
encontro.

em que () representa uma média em um intervalo de tempo At, b é o parametro de impacto
entre a particula teste de massa m e velocidade v, com a particula campo de massa m,, u =
|lu| = |v—v,|, em que u é a velocidade relativa das particulas que participam do encontro. é;

4 . A~ . . . s . o
é o versor de um sistema de referéncia cartesiano arbitrario no espaco de velocidades, i’ = u/u
~1

, N o 2 . __ 2mgu b2ut
¢ o versor paralelo a u, j ¢ o versor perpendicular a u, Ay = ~at 1] + GmrmZ| 0 ©
-1
__2mgbud b2ut ~ 5 3 ANel
Av, = Gim tma)? [1 + Eontmaz | Estas expressoes sdo derivadas na referéncia [1]. O

parametro b,, ¢ um parametro de corte para os encontros ja que o valor de b deve ser finito
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e muito menor do que o raio do sistema. Isto implica que a integragao em db deve ser
realizada de 0 até um valor finito que chamaremos b,,, portanto os encontros com b > b,,

nao sao considerados. Na determinagao da Eq. (2.3) foram consideradas as seguintes relagoes

Av = —AU”i/ - Avlj’,

Av; = —AU”(éi . i/) - AUJ_(éi .]/)

Considerando as expressoes para Av; e Av,, é possivel demonstrar que

bm 4
/ Avydb = maG arctan(A),

—bm u
bm
/ Av ldb = 0,
em que A = G(i’;—% Usando estes tltimos resultados e fazendo a substitui¢ao na Eq. (2.3)

encontramos uma expressao para os coeficientes de difusao de primeira ordem
. u
D[Av'] = —4maG/d2vafa(va) arctan(A)—, (2.4)
u
em que u’ = v'—v’. Logo, usando o mesmo procedimento é possivel determinar os coeficientes
de difusdo de segunda ordem D[Av'Av7]
(Av'Avd)
At
= /dQVaufa(va)AviAvjdb,

DAV AV] =

— [ #vasta{ et [ @i

@ -1)(& - ) / AvyAvidb+

b,

bm

bm
-)(E 1) / Avy Avydb + (& - §)(; - ) /

—by,

(AUL)de}. (2.5)

—b,

Novamente, considerando as expressoes para Av| e Av;, podemos resolver as seguintes
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integrais
b 4miG A
2 _ a
/_bm(Av”) db = S (arctan(A) + 1 m 1),
bm
/ AUJ_AU”db = 0,
—bym
b 4mAG A
2 _ a
/_bm(AvL) db = e (arctan(A) B 1),
que ao serem substituidas na Eq. (2.5) encontramos
P 4m2G ) 2N u'd A
DAV AV = e— /d Vafa(Va){A2 1 + ud;; [arctan(A) e J }, (2.6)

em que J;; é o tensor delta de Kronecker [32]. Dado que, nos sistemas estelares, os encontros
que predominam sao os encontros de baixos angulos ou de grande parametro de impacto,

entao, A deve ser muito grande. Levando isto em consideragao, é possivel fazer as seguintes

aproximacoes
arctan(A) ~ g,
A 1
A+1 TN
L 0
A ~ .

Considerando estas tultimas aproximagoes na Eq. (2.4) e a Eq. (2.6), encontramos uma

expressao mais simples para os coeficientes de difusao

D[AvV'] = —ZmGGW/dzvafa(va)%, (2.7)
S 2m2Gmd;;
% 7 — a vJ 2
DAV Av’| e /d Vo fa(Va)u. (2.8)

Estas duas ultimas expressoes para os coeficientes de difusao podem ainda ser apresentados

em uma forma mais compacta considerando h,(v) = [ d*v,fo(v,)u
Ohg(v)

ovt
DAV AV = Tadi;ha(v), (2.10)

D[AUZ] = —Fl
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2m2Gn
m—+mgq ’

em que I'y = 2m,Gm, e I'y = Assim, os coeficientes de difusao dependem de uma
tnica fungao h,. A nova fungao h,(v) deve ser o andlogo bi-dimensional dos potenciais de

Rosenbluth h(v) e g(v) que foram anteriormente apresentados (equagoes 1.47 e 1.48).
2.1.1 Termo de Colisoes nao Cartesiano

Dependendo da simetria do sistema estelar as vezes é necessario escrever os co-
eficientes de difusao em coordenadas curvilineas. Sejam 7% e S“ os novos coeficientes de

difusao cartesianos de primeira e segunda ordem respectivamente e definidos da seguinte

forma
i 1 i Oha(v)
T = FlD[Av] = E (2.11)
.. 1 . .
S”:F—D[Alev]] = O;ha(v), (2.12)
2

logo substituindo estas expressoes na Eq. (2.2) encontramos o termo de colisdes cartesiano

com outra aparéncia

of 200 . Do & y
(E)C:Fliz:;@vi{fT}+72”Z:16viavj{fs } (2.13)

A extensao nao cartesiana [34] do termo de colisoes (2.13) é feita considerando os seguintes

tensores [32] de difusao

2

Oh
™ = pr —_2 2.14
;;;a aqy’ ( )
Sm— g, (2.15)

em que a,, ¢ o tensor métrico do espaco de velocidades, a*“det(a,,) é o cofator de a,, na
. 2 ~ 17

matriz (a,,) tal que Y . a*“a., = 6%, e ¢ s@o as novas coordenadas curvilineas do espaco

de velocidades. Logo, a expressao para a distancia entre dois pontos infinitesimalmente

proximos no espaco de velocidades é dada por

2

(ds)?* = Z a,,dg"dq”.

pur=1
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Entao, a extensao a forma covariante do Termo de Colisao é feita considerando

2
Zam{fT’ =

1
NG

ai{\/_fT“} (2.16)

0? gi
ovtovi {f j} -

7.7_

>
> S Vi)

Va 361“5’61

+ Z ,,{\/E{Z,L}fs”“’}, (2.17)

em que a = det(a,,), e {,,,} é o simbolo de Christoffel da segunda classe [32] definido como

| 2 vr 00y Oayr  Oayy,
{Wﬂ}_iza <aqp, + aqw B aq‘r)

T=1

Figura 2.2: Transformagao das componentes da velocidade. A nova base faz um angulo ¢
com a base antiga. Observe que a antiga base da velocidade coincide com a base cartesiana
espacial.

Como exemplo, consideremos a transformacao no espacgo de velocidades apresen-

tada na Fig.2.2, que é dada como

Up = U, COSp — U,sine, (2.18)

vy = Upsing + v, cos, (2.19)

em que as novas coordenadas para a velocidade sao ¢! = v, e ¢*> = v, conhecidas como a

velocidade radial fisica e a velocidade angular fisica, respectivamente. Pode-se mostrar que
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(ds)? = (dvy)* + (dvy)? = (dg*)? + (dg?®)?, entdo, a;; = as = 1, aja = asy = 0, desta forma,
a=1,a' =a*?=1,ea?=a* =0. Em consequéncia, dado que a,, é independente de

qualquer coordenada ¢ temos que {?,} = 0, portanto obtemos

oh
™ = 2 2.2
aqu7 < O)
SHY = " h,. (2.21)

Finalmente, usando as relagoes (2.20), (2.21), (2.16), e (2.17) podemos encontrar o termo de

colisoes para as novas coordenadas das velocidades v, e v,

ofy F2
oy _ 2F1+F2 0?h, Oha Of
<E>C B 2 Z_: dq+0q wl 1) Z dg dgt
p=1
Ty o 0 f
2 * Dgrogr (2.23)

Considerando que a particula teste e as particulas campo tenham massas iguais, m = my,
temos que I'y = 2I'y. Entéo, a Eq. (2.23) pode ser simplificada e apresentada explicitamente

da seguinte maneira

+ + L2
20v,0v, 2 0v, Ov, 4*81)% 4" Ov2’

<8f> _ ?(8%* 82h*>f 30h, Of 30h,0f 1 0*f

at oz " a2 (2.24)

em que h, = ['1h,. Portanto, a equagao 2D de FP em coordenadas polares espaciais e nas

novas coordenadas velocidades, é dizer, para f = f(r, ¢, v,,v,), pode ser escrita como

a - _ (%)
dt  \ot/c
of of v, 0f of of _ (9of
FT ra—+_@+ " v, o “"6% B (8t)’ (2.25)

dv,

G e v, = ddif. Logo, usando as equagoes de Lagrange [28] para as coordenadas

em que v, =
polares (r, ) é possivel encontrar as seguintes equagoes de movimento

vZ 9D
o, = 2 —-—

r or’

v, 100
1'}<p _ UU¢ ,
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em que ¢ é o potencial gravitacional liquido sobre a particula teste. Agora, substituindo

estas duas ultimas expressoes na Eq. (2.25) encontramos

r or

ov,

(2.26)

of  of v, 0f (vi OB)IS _ (tve 100y OF_ (D1

E+UTE+7%+ r r Op/ Ov, ot

A Eq. (2.26) e o termo (‘Z—{) dado pela Eq. (2.24) formam a equagao que deve descrever a

evolucao de sistemas estelares em forma de discos finos.
2.1.2 Determinacgao de h,

Comentamos anteriormente que para determinar o termo de colisoes é preciso
conhecer uma expressao para h,. Aqui encontraremos a expressao para h, em funcao das

novas coordenadas velocidades v, e v,. Sabemos que

ha(v) = / Pvafalvalu, (2.27)

em que u = |[v—v,| = /(v — v,)% Nas novas coordenadas, esta velocidade relativa é dada

por u = \/(v; — Var)? + (v, — Vap)?. Para fazer a transformacio da integral (2.27) para

as novas coordenadas, é necessario recorrer ao Jacobiano da transformagcao J [32], definido

a arsva
como J = |2azta) | o qe
a(varzvatp) ’
Oaz OVaz
8(U¢wa Uay) o Ovgr OVayp
- Ovay  OVay |
a(vm‘7 U“SD) Ovar  OVagp
assim obtemos
a(vazy Uay) cosp — sin )
O(Var, Vagp) sinp cosp |’

J= 1
Ja que a transformagao da integral é feita da forma

ha:/d2vafa(va)u = /Jdvmdefa(var,vw)u, (2.28)

e que J =1, entdo a Eq. (2.28) pode ser escrita como

ho(vy, vy,) = /dvmdefa(var, vw)\/(vr — Var)? + (U — Vgy)?, (2.29)
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e, finalmente, temos a expressao para a funcao h, nas novas coordenadas velocidades. No
caso de um Disco no qual as particulas se desloquem unicamente na direcao ¢, podemos
considerar que f(Var, Vap) =+ fa(Vay)0(Var), em que 6(v,,) é a funcdo delta de Dirac. Desta

forma, a Eq. (2.29) pode ser escrita

ha(vr,vp) = /defa(vw)\/vf + (vy — Vgy)?. (2.30)

Discos e sistemas de anéis sao sempre formados arredor de corpos como planetas e
estrelas. Em nosso caso, vamos considerar, por simplicidade, que nosso corpo é puntiforme?
de massa M,. Entao, as “pequenas” particulas que formam o disco ou sistema de anéis
devem se deslocar em érbitas quase circulares com uma velocidade orbital média dada pela

Lei de Kepler [17,41]

em que r é o raio com o qual uma particula orbita arredor do centro de massa M,,. Para um
Disco fino, ou sistemas de Anéis em equilibrio termodinamico, como primeira aproximacao
podemos considerar uma distribuigao de velocidades de tipo Gaussiana

n (Vg & ve)?
fa(Vay) = N exp[— @202

], (2.31)

em que o € a dispersao da velocidade de circulacao das particulas campo, e n representa a
densidade de ntimero de particulas no disco ou anel®. O sinal negativo (—) corresponde a
situagao na qual o sentido da circulagao media das particulas é anti-horario e o sinal positivo
(4) é usado para descrever o caso contrario. Considerando a funcao de distribuicao (2.31)

para as particulas campo a Eq.(2.30) se reduz a

n (Vg + v:)?
ha(vr,v,) = m /dv(w exp[—gT} \/vZ + (Vp — Vgp)?. (2.32)

Resolvendo esta integracao e substituindo na Eq. (2.24) determinaremos o termo de colisao

para este caso em particular em que as particulas campo circulam em orbitas circulares.

'Em estudos mais precisos deverfamos considerar um corpo 3-dimensional.

2Podemos imaginar que este é uma porcao de um disco fino, é dizer que o anel é uma coroa circular de
grossura muito pequena e desprezivel, por tanto é possivel associar uma densidade superficial de massa em
vez de densidade lineal de massa
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2.2 A Equacao de Fokker-Planck para Anéis Estelares
finos

Os anéis estelares sao porgoes de discos finos formados por poeira césmica e outras
pequenas particulas que giram arredor de um corpo central. O exemplo mais atraente da
estrutura de anéis sao aquelas que circundam o planeta Saturno [42,43], mas, este planeta nao
é 0 unico que tem um sistema de anéis. Os outros trés planetas gigantes do sistema solar,
i.e. Jupiter, Urano, e Netuno possuem também seus proprios sistemas de anéis. Estudos
recentes sugerem que a lua Rhea de Saturno também tem seu préprio sistema ténue de
Anéis, o que seria a tnica lua conhecida em possuir sistema de Anéis [44].

Existem diferentes hipdteses possiveis para explicar a existéncia de Anéis planetarios,
mas essencialmente trés sao as mais relevantes: (i) que s@o formados a partir do material do
Disco protoplanetario que se encontra dentro do limite de Roche [21] do planeta, desta
forma os materiais nao podem se aglutinar para formar luas; (ii) que sdo formados a partir
dos residuos de uma lua que foi quebrada por um grande impacto; e (iii) que sao formados
a partir dos residuos de uma lua que foi quebrada pelas forcas de maré quando passa dentro
do limite de Roche. Esta tultima nos permite predizer que Phobos, uma lua de Marte, se
quebrard e formara um anel planetario mas ou menos em 50 M anos devido a que sua érbita
estd muito préxima ao planeta [45].

Pretendemos modelar usando a equacao de FP a evolucao de um Anel fino
formado por N particulas distribuidas uniformemente. Consideramos também que as N
particulas orbitam aproximadamente a uma mesma distincia do campo massivo central,
e que a velocidade radial v, de cada uma das particulas seja zero de modo que nenhuma
particula escape fora do Anel. Esta é uma idealizacao simplificada de Anéis estelares reais
encontrados na astrofisica, ja que em geral as particulas que formam um Anel tém veloci-
dades radiais diferentes de zero. Portanto, a equacao de FP que descreve a evolucao do Anel

simplificado pode ser obtida a partir da Eq. (2.26) considerando f — f(¢, v,)d(r —rg)d(v,)
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e integrando sobre as variaveis r e v,. Desta forma encontramos

of L v 0f 1929f (%) (2.33)

ot 1, 0p  raOpdu, ot

em que o termo de colisoes é determinado considerando as relagoes

= 0
6vr avr ’

[at 2’;}dw = g o)

8—22{fh*}dvr = 0,
A Gz LY = L o)

em que a FD f do lado esquerdo é f(¢,v,)d(r —14)0(v,), e a do lado direito é simplesmente

1 909

f(p,v,). Entao, considerando v, = r,¢ € a, = —72 5, encontramos a equacao de FP para
a

os Anéis estelares

of  ,of  ,0f _ 50, 30hof 1
o "o, T %as T 102 T20p0p T

92 f
— 2.34
W (2.34)

em que h = h,(0,¢)/r2. Existe uma diferenca entre a FD f da Eq. (2.26) e a FD f da
Eq. (2.34). Na primeira, f representa a fungao de distribui¢do no espago de fases tetra-
dimensional (duas coordenadas espaciais, e duas coordenadas velocidades), e na segunda,
f representa a fungao de distribuigdo no espaco de fases bi-dimensional (uma coordenada
espacial, e uma coordenada de velocidade).

Ja que trabalhar com quantidades adimensionais é menos embaragoso que tra-
balhar com quantidades dimensionais, entao, é conveniente adimensionalizar a Eq. (2.34).

Desta forma poderemos aplicar a equacao adimensional para descrever a evolucao de qual-

quer tipo de Anel fino. Para esta finalidade fazemos
f = fOf’ L= 1,T, (10 = VoV, Qy, = Ao, h = hoha

em que f, 7, v, a, e h sao as quantidades adimensionais de f, t, ¢, a,, e h respectiva-

mente. Assim, f,, t,, v,, a0, € h, levam as magnitudes das grandezas. Logo, substituindo as
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expressoes anteriores na Eq. (2.34) e considerando v,t, = 1 encontramos

of of ,of  _ 9h, _ ohof -Of
E—FV%—FB(I% = 57wf+67$%+7hma (2.35)

t3ho
4

em que 8 = tla, e v = , sao também quantidades adimensionais. Chamamos a Eq.
(2.35) de equagao adimensional de FP para Anéis estelares.

Para finalizar a adimensionalizacao da equacao de FP, precisamos encontrar a

expressao adimensional de h, isto é feito considerando a expressao (2.32) para h,, assim

obtemos
T1he(0,6)  Tynv? r2v(v, £ v.)?
h = T = 5 /dua exp[—Tﬂua v,
F a :i: C 2
h = ;n/duaexp[——(y ~2V> ||va — v,
V2mot? 20
h = hoh,
: ~ _ o _ _TIin ~ 7 Oh 92%h
no qual consideramos ¢ = v logo h, = Toror” Portanto, as expressoes para h, 5, e 53
sao respectivamente dadas por
h = /duag(l/a)h/a — v,
8}; v Vmazx
% = /me dVaQ(Va) - /V dVaQ(Va)7
Ph o) (2.36)
— = v .
ov? o),

o(va) = exp[—%],

em que Vin € Vmae Sa0 0s limites inferior e superior da integracgao, respectivamente.
2.3 Um Anel fino em presenca de um shepherd

Até o momento ainda nao apresentamos uma expressao em particular de a. Con-
sideremos o caso de um Anel em presenca do campo gerado por um corpo puntiforme de

massa 1, € menos massivo que o corpo central, o qual chamamos de satélite pastor?.

3Chamamos de satélite pastor, por exemplo, o satélite de um planeta que sempre acompanha de perto
um Anel.
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Figura 2.3: Anel + Shepherd, aqui ¢ representa a coordenada angular das particulas do
Anel, e @, representa a coordenada angular do Shepherd. As particulas do Anel e o Shepherd
giram em Orbitas circulares, e neste exemplo, o Shepherd se localiza na parte exterior do
Anel, mas, também pode estar na parte interior do Anel.

Chamaremos daqui em diante o satélite pastor como Shepherd, este shepherd circula a uma
distancia rs do centro (ver Fig.2.3) com uma velocidade angular w, constante, dada pela lei

de Kepler

, (2.37)

definindo a posigao angular inicial do shepherd ¢s(0) = 0.
O potencial médio ®, gerado por um anel de densidade linear A\, em um ponto

com coordenadas cilindricas (7, ¢, z) é

’

2
_ Aad
O, (r,0,2) = —=Gr, 1 —,
0 \/r2+22+r§—2rracos(gp—gp)

em que ¢ é a posicdo angular das particulas que conformam o anel. Para um anel com
distribui¢do de massa homogénea (A, constante), por simetria, o campo gerado por este anel
nao deve ter componente na direcao @, e este campo diverge quando é avaliado no préprio
Anel. Para evitar futuras complicacoes por causa desta divergéncia, modelaremos anéis cuja
massa mpg seja muito pequeno em comparacao com o shepherd e o corpo central. Desta
forma o potencial ®,(r, ¢, z) pode ser desprezivel em comparacao com os potenciais gerados

pelo shepherd e pelo corpo central, portanto o potencial dentro do anel (por exemplo, no
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ponto P da Fig.2.3) é dada aproximadamente

oMo Gm , (2.38)

Tq \/7"2 + 72— 2r,rscos (p — @s)

em que @ representa a posigao angular da particula teste. Assim

a o Gm,(1+8)sin(p — ;)
o) r2{1+ (14 6)2 = 2(1 +6) cos(p — )}

a(p,7) = — (1+6)sin(p — @,7)
(v, 7) {1+ (L+0) —2(1+6) cos(p — @) 17 (2.39)

em que consideramos a, = Gms § = S com £, = 1y — Ty, € Ws representa a velocidade
r2 ra’ )

angular adimensional do shepherd.

Fazendo a mudanga de variaveis ¢ = v,.7 4+ 1 vemos que

©—ps = p+ (Ve —@)T,

p—ps = Pt (2.40)

em que v, = v, — W,, e desta forma podemos expressar a Eq. (2.35) em fungao de pu.
Esta nova coordenada corresponde a um referencial nao inercial que gira junto com o Anel.

Entdo, a partir de agora podemos definir neste novo sistema de referéncia, f = f (v, 7),

onde v = Z’; = Z—f — V.. Desta forma, a Eq. (2.35) se transforma em

(2.41)

em que

alu,7) = — (14 0)sin(p + v,7) Vb
" {1+(1+5)2_2(1+5) cos(u—i—z/ﬂ')}?’/27 (2.42)

e os valores de h e suas derivadas sao dadas da seguinte maneira

. V|
h = 2y / dva0(va) +26%{ 0(v) — 0(vm) }, (2.43)
(9_iL - 2f dI/aQ v,), para v >0 (2.44)
v 2f0 dvgo(v,), para v <0 '
0%h
o2 20(va), (2.45)
Ve
olva) = exp[-555], (2.46)
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no qual consideramos [—v,, V,] como o dominio da integragao, com v, um niumero real
positivo. A integral fOM dv,0(v,), é determinada usando o método de integragdo numérica
de Simpson [54], desta forma h e todas suas derivadas serdio conhecidas.

Também € interessante analisar o caso do Anel em auséncia de um campo externo,
isto pode ser 1til para entender o processo de relaxamento do Anel. Neste caso especial temos

a =0, e a equagao 1D de Fokker-Planck pode ser escrita como

af  af h ;.  Ohdf -0

— — = by=— 6y——=—+vh— 2.47

or Vo Yol T8, T e (247)
integrando esta ultima equacgao em du, e considerando que ffﬁ d,uf(,u, v,7) = &(v,7), e
f(=m,v,7) = f(m,v,7) (devido a que g = —7 e p = 7 representam o mesmo ponto do

Anel), obtemos finalmente

o€ d%h ohot -9

Para o caso de um Anel homogéneo, entao, sua fungao de distribuicao f deve ser independente

£(,)

de p e temos f = (27T . A nova funcao {(v,7) pode ser interpretada como o nimero de

particulas que se deslocam dentro do Anel com uma velocidade v no instante 7.

2.4 Um Anel fino em presenca de dois shepherds

Outro caso interessante é analisar a evolucao temporal da distribui¢ao de matéria
de um Anel em presenca de dois shepherds. Neste caso, o campo externo deve ser modi-
ficado e deve ser a soma dos campos gerados pelos shepherds. Rotulamos estes shepherds
como Shepherd 1 (de massa my;) e Shepherd 2 (de massa mgy), ver Fig.2.4, fazendo uma

consideragao semelhante que na se¢ao anterior (M, > mg1, ms > mg), o potencial deve ser

P ~ _GMp _ Gmsl
Tq V2412 = 2r,rg cos (0 — @g)
GmsQ

(2.49)

\/7”2 + 12 — 2rars cos (¢ — %2)’
em que Qg1 € g sao as posicoes angulares do Shepherd 1 e Shepherd 2, respectivamente, e

rs1 € rso € 0 raio da Orbita do Shepherd 1 e Shepherd 2, respectivamente. A expressao para
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Figura 2.4: Anel + 2 Shepherds, aqui ¢ representa a coordenada angular das particulas
do Anel, e p; e ps representam as coordenadas angulares do Shepherd 1 e Shepherd 2,
respectivamente. As particulas do Anel e os Shepherds giram em orbitas circulares.

a, neste caso ¢ dada por

_ Gmy (1 + 61)sinfp — @]

ra{of +2(1+ 61)(1 — coslp — pa]) }*/?
_ Gmg(1 4 02) sin[p — @

ra{03 + 2(1+ 62)(1 — coslp — ] }9/?
N (1 + 51) Sin[@ — 9031]

{07 +2(1 + 61) (1 — coslp — pa]) }*/*
_ m* (1 + 62) sinfp — ¢

{03 +2(1 + 02)(1 — coslp — @sa]) }*/*’

(2.50)

™
|

(2.51)

em que 01 = £, 0y = 2, & (e2) é a separagao entre o Shepherd 1 (Shepherd 2) e o Anel,

re’

m* = mg/mg, € a, = % Ambos os shepherds circulam com raios fixos e com velocidade
a

orbital dada pela lei de Kepler.
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Capitulo 3

Método das Diferencas Finitas

Hoje em dia, o calculo numérico é comum em &reas onde antes de 1950 era prati-
camente desconhecida. As maquinas de computacao de alta velocidade vao fazendo possivel
a solugao de problemas cientificos e de engenharia de grande complexidade. Esta capacidade
estimulou a pesquisa em andlise numeérica, pois, o uso efetivo de tais dispositivos depende
fortemente do continuo avanco na pesquisa em areas relevantes da analise matematica. Uma
medida do crescimento destas pesquisas é o aumento de textos dedicados ao assunto nos
anos apos 1953. Outra é o desenvolvimento, durante o mesmo periodo, de muitas revistas
de pesquisa cuja principal preocupacao ¢ a andlise numérica.

Aproximacgoes por diferencas finitas das derivadas ja eram utilizadas por Euler
[46] em 1768. O procedimento mais simples de diferenca finita para lidar com o problema
4 — f(x,t), z(0) = a é obtido através da substituicdo (dz/dt),_1 pela aproximagao (z, —
xn—1)/At. Isto leva a relagao de recorréncia =, = a, x, = x,—1 + Atf(x,_1,t,—1) paran > 1.
Este procedimento é conhecido como método de Euler. Desta forma, para sistemas uni-
dimensionais, a abordagem de diferencas finitas foi profundamente enraizada em algoritmos
computacionais por algum tempo.

Para sistemas bidimensionais a primeira aplicacao computacional dos métodos de
diferenca finita foi provavelmente realizado por Runge [47] em 1908. Ele estudou a solugao

numérica da equagao de Poisson u,, + u,, = constante. Aproximadamente ao mesmo tempo

Richardson [48], na Inglaterra, estava trabalhando em uma pesquisa semelhante. Seu artigo

43
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de 1910 foi o primeiro trabalho sobre a aplicacao de métodos iterativos para a solucgao
de problemas de equilibrio continuo [49] por diferengas finitas. Em 1918 Liebmann [50],
considerando a aproximagcao de diferencas finitas para equagao de Laplace [32], sugeriu um
método melhorado de iteracao. Hoje o nome de Liebmann esta associado a qualquer método
de iteragao por etapas simples, na qual se segue uma sequéncia de calculos fixados.

O estudo dos erros nos cédlculos de diferencas finitas é ainda uma area de principal
interesse. As demonstragbes matematicas de convergéncia foram iniciadas por LeRoux [51],
Phillips e Wiener [52], e Courant, Friedrichs e Lewy [53]. Alguns consideram o artigo cel-
ebrado em 1928 de Courant, Friedrichs, e Lewy como o nascimento da teoria moderna dos
métodos numéricos para equacoes diferenciais parciais.

Como ja mencionamos anteriormente, o método das diferengas finitas consiste em
aproximar as derivadas parciais continuas por diferencas discretas. Este procedimento pode
ser feito de diferentes maneras, mas, toda as aproximacoes geram erros, que chamamos de
erros de truncamento.

Neste capitulo apresentaremos o método das diferencas finitas e a sua aplicacao
para diferentes equagoes diferenciais que modelam a Difusao de Calor. Usaremos também
estes modelos para testar nosso codigo computacional utilizado na evolugao temporal da

equacao de Fokker-Planck uni-dimensional.

3.1 Método Explicito para Equacoes Parabdlicas

As equacoes parciais parabdlicas sdo uma classe grande e importante de equacoes diferenciais
na qual a equacao de difusao é uma delas. Esta equacao é um excelente modelo para
desenvolver o método numérico das diferencas finitas e comparar os seus resultados com o

método analitico.
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3.1.1 Equacao de Difusao

A equacgao de difusao pode ser apresentada, considerando convenientemente as unidades das

quantidades fisicas, da forma

fzr+fyy+fzz:fta (31)

em que f é uma funcao das varidveis x, y, z, e t. A notacao f; denota df/0t e f,, denota
0% f /0x* e assim por diante. A equagao (3.1) pode descrever a temperatura f no tempo t e
na posicao (z,y,z) em um corpo 3-dimensional, entdo f(z,y,z) representa o valor de f no
ponto (z,y, 2).

Um problema matematico bem posto consiste em uma equacao diferencial junto
a uma condicao de contorno adicional, esta condicao deve servir para especificar uma tinica
solucao ao problema. Consideremos como problema modelo a equagao de Difusao de

Calor, em sua versao 1-dimensional, e as condi¢oes de contorno tais que

Joz = [t t>0, —1<z<1)
f(z,0)=g(x) (-1<z2<1)

f(=1,1) zga(t) (t>0) (3.2)
f(1,t) = b(t) (t >0)

O sistema (3.2) modela a distribui¢ao de temperatura em uma vara de comprimento 2, cujas
extremidades sdo mantenidas a uma temperatura a(t) e b(t), respectivamente. As fungoes
g, a, e b sao conhecidas. Portanto, um perfil de temperatura inicial é descrito pela fungao g.

A solugao analitica do sistema (3.2) é encontrada usando o método de separacao
de variaveis [32], que consiste em fazer f(x,t) = X (x)T (t). Substituindo na primeira relagao

do sistema (3.2) obtemos
T'(t)  X"(x)
T)  X(z)

=0,

observamos que cada termo depende unicamente de uma variavel, e que cada variavel é

independente, entao a tunica posibilidade é que cada termo seja uma constante, ou seja é

T

possivel fazer as seguintes igualdades T — e X'(@) _

X(x)

—a, em que « é uma constante
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real. Desta forma

T) = e,
X(z) = eVoe,

flz,t) = e otevaiz

em que ¢ é o numero imaginario /—1. Uma solugdo geral da equagao diferencial é f(z,t) =
e cos [y/ax], e considerando as condigoes de contorno a(t) = b(t) = 0 vemos que a = 72 /4,

entao

fla,t) = e ™ cos [%}

Usaremos este resultado analitico para fazer as comparagoes com os resultados numéricos

que encontraremos posteriormente.

3.1.2 Meétodo das Diferencas Finitas

Um dos principais métodos para resolver numericamente problemas do tipo (3.2) é o metodo
das diferencgas finitas. Este método envolve uma discretizagao inicial do dominio de estudo

da seguinte forma
tp=JAt  j=0
r; = iAx —N<i<N°"~

(3.3)
As variaveis t e x tém diferentes tamanhos de passo, denotado por At e Ax, respectivamente.
Ja que x € [—1,1], entao fazemos Az = 1/N. Nosso objetivo é calcular o valor aproximado
da funcao solugao nos pontos chamados de pontos rede (z;,1;).

O préximo passo no processo é seleccionar algumas formulagoes simples para

aproximar as derivadas que aparecem nas equagoes diferenciais. Uma formulacao bésica e

simples é fazer

f@) ~ e+ A) = f(@)] +0lad) (3.4
Fa) ~ st Aa) — fla — Aa)] + O[(AxY) (3.5)
(@) ~ <o+ Ar) = 2(x) + f(z — Az)] + O[(A)?]. (3.6)

Az?
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Note-se que existem também outras formulagoes que oferecem diferentes graus de precisao.
Agora vamos substituir o problema diferencial (3.2) por uma versao discretizada,

isto é feito usando as equagoes (3.4) e (3.6). Desta forma

1 1
A—mQ[f(x + Az, t) — 2f(z,t) + £(z — Az, t)] = Kt[f(:c, t+ At) — £(z,t)]. (3.7)

em que usaremos a letra f para representar a solucao numérica do problema discreto. Para
simplificar a notacao fazemos z = x; e t = t; na Eq. (3.7), junto com f(z;,t;) por £;;. O

resultado é
1

1
N —— (fij1 — £45). (3.8)

(fipry —2f4 +£i1y) = At

Quando j = 0 (que corresponde a um tempo particular, ou tempo zero) na Eq. (3.8), todos

os termos da equacao sao conhecidos, com excecao de f;;. Entretanto, a distribuicao de

temperatura inicial g fornece

g(wi) = f(x4,0) = £io,
com o qual conhecemos o valor correto de f (e de ) no nivel temporal correspondente a

t = 0. O valor de f;; pode, portanto, ser calculado a partir da Eq. (3.8). Para este fim, a

equagao Eq. (3.8) ¢ escrita na forma
fi,j+1 = Sfifl,j + (1 — 2S)f1‘j + SfiJrLj. (39)

em que s = At/Ax?. Usando a Eq. (3.9), a solugao numérica pode ser alcanzada passo por
passo na direcao t. Dado que a Eq. (3.9) oferece os novos valores f; ;1 explicitamente em
termos dos valores anteriores f;_; ;, f;;, £f;11;, 0 método baseado nesta equagao ¢ chamado
de método explicito. E importante enfatizar que mesmo o célculo dos sucessivos f;; for
feito com uma completa precisao, a solucao numerica devera diferir a partir da solugao da

equacgao diferencial parcial.
3.1.3 Analises de Estabilidade

Fazendo a mudanca i = i + N, em que, a partir de agora 0 < i < N +1, N =2N —1, e

fi; — fi;. A Eq. (3.9), pode ser escrita usando notacao matricial. Seja o vetor de valores



3.1.3 Analises de Estabilidade 48

no tempo ¢t = jAt denotado por V;

vi=| 7. (3.10)

desta forma a Eq. (3.9) pode ser escrita como
‘/3+1 - A‘/], (311)

em que A é uma matriz N’ x N dada por

[ 125 S 0 0
S 1-—2s s 0
A= 0 s 1—-2s --- 0 , (3.12)
i 0 0 0 1—23_

Note-se que fo; = faor11,; = 0 devido a que a(t) = b(t) = 0, portanto, em qualquer tempo
temos unicamente A valores desconhecidos.

Vamos supor que em um certo passo (podemos assumir que seja o primeiro passo)
é introduzido um erro numérico. Entao, ao invés do vetor V,, teremos um vetor que chamare-
mos de V,. O método explicito devera produzir entao vetores \7] = A 170, e 0 erro no j-ésimo

passo sera
V=V, = AV, — AV, = AV, - V,).

Para ter certeza que este erro ira desaparecer a medida que j — 00, se requer
que p(A) < 1, em que p(A) é o raio espectral da matriz A [54]. Dado que os autovalores de

A sdo

Ai =1—2s(1 —cosb;), 6;= /\}:1’

e (1<i<N), (3.13)
para que p(A) seja menor que 1, requeremos que

—1<1-2s(1—cosb;) < 1.
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Isso é verdade se e somente se s < (1 — cos6;)~!, dado que s é positivo. A maior restrigao
sobre s acontece quando cosf; = —1, e dado que 6; serd muito préximo a 7w quando i = N,
entao, devemos exigir s < 1/2.

Em resumo, para que o método explicito seja estavel, é necessario assumir que
s = At/Ax? < 1/2. Portanto, a forte restrigao At < Ax?/2 forga este método a ser muito
lento. Por exemplo, se Az = 0.01, entdo o maior valor permitido de At é 5 x 1075, Se
queremos calcular a solugao para 0 <t < 10, entao o niimero de passos no tempo deve ser
2 x 10°, e o ntimero de pontos rede deve ser mais de 20 milhoes. Assim, a simplicidade do

método explicito é acompanhada de uma ineficiéncia inaceitavel.

3.2 Meétodo Implicito para Equacoes Parabdlicas

Continuamos com o estudo da equacao diferencial de conducgao de calor

fee = fi t>0, —1<x<1)
f(z,0) = g(x) (-1 <z<1) : (3.14)
f(=Lt)=f(1t)=0 (=0

Assim como na secao anterior as derivadas parciais serao substituidas pelas suas aprox-

imagoes em diferencas finitas. A equagao discretizada a ser considerada é

1

1
R _[fz] - fi,j—l]- (315)

[fir1; — 2fi + i) = Al

Esta equagdo parece diferir apenas superficialmente da Eq. (3.8), mas veremos que esta
equacao requer de um algoritmo diferente para sua solucao. Observe que trés dos termos da
Eq. (3.15) se referem a f no nivel j do tempo e unicamente um termo se refere a £ no nivel
(j —1). Se £ é conhecido nos pontos rede no nivel (j — 1), entéo os valores no nivel j podem
ser calculados a partir da Eq. (3.15) resolvendo um sistema de equagoes lineares. Usando

s = At/Az? podemos escrever a Eq. (3.15) da forma,

_Sfi—l,j + (]. + 28)f” — Sfi+1’j = fi,j—la (—N +1 S 1 S N — 1) (316)
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em que, igual que na secao anterior, definimos o vetor de valores V; como

entdo a Eq. (3.16) representa um sistema de N equagoes lineares para determinar o vetor

V; supondo que conhecemos V;_;. Este sistema de equacoes tem a forma

AV} = V}—l’ (3'17)
no qual A é a matriz N’ x N’
[ 14+25  —s 0 - 0 ]
-s 1425 —-s .- 0
A= 0 -s 1+2s --- 0 . (3.18)
0 0 0 e 1425 |

Formalmente, a solugao da Eq. (3.17) é dado por
V= ATV,
e a partir deste, obtemos
V= ATNAT ) = AN AT ATV ) = o = AT,

em que o vetor V, deve ser conhecido ja que contém valores iniciais f(iAh,0). Pelo mesmo
motivo da segao anterior, devemos exigir que p(A™!) < 1 para que o método seja estdvel.

Logo, usando a matriz B definido como

2 -1 0 0
-1 2 -1 --- 0
B=| 0 -1 2 - 0], (3.19)
| 0 0 0 2 |

podemos estabelecer

A=1+sB,
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em que I é a matriz identidade. Pode-se mostrar que os autovalores de A sao dados por
Ai =1+42s(1 —cost), 0, =55, e(1<i<N). (3.20)

Dado que os autovalores satisfazen \; > 1, os valores prépios de A~! se encontram no
intervalo [0, 1], e podemos concluir que o método proposto é estavel para todos os valores de
Ax e At. Este método é as vezes chamado de método completamente implicito.

Note que o sistema (3.17) tem uma matriz A de coeficientes do tipo tridiago-
nal. A solucao de sistemas tridiagonais pode ser alcancada através de diferentes métodos
numéricos. Na discretizagao da Eq. (3.14), encontramos que a matriz de coeficientes A é
diagonalmente dominante, portanto, para este caso, um método facil de implementar é o
método de Eliminagao Gaussiana com pivoteamento modificado para o caso tridiago-
nal [55].

E importante ressaltar que nio toda evolu¢do numérica (3.17) representa uma

evolucao fisica. Entao, é importante determinar qual é o tamanho ideal do passo temporal

de At para que forneca uma evolucao fisica aceitavel.

0.1 : . : 1.2 —
At=0.0200 Numérica .
At=0.0100 Analitica
(@) At=0.0050 1F ()
At=0.0020 - t=0.006
At=0.0010 L —
AL=0.0005 0.8 1=0.062
= At=0.0002 - =
3 0.09 % 06
4y —
t=0.2500
04
=0.50
o2 | t=0.5000
0.08 o L L Y 0 L L L
-0.2 0 0.2 -1 -0.5 0 0.5 1
X X

Figura 3.1: Em (a) mostramos os resultados numéricos de £(z,t;) para diferentes valores de
At, vemos que aproximadamente para At < 0.0005 o sistema atinge a solucao estacionaria, e
em (b) apresentamos a comparagao dos resultados numéricos com os resultados analiticos da
Equacao de Difusao 1D em diferentes instantes de tempo, as linhas continuas representam
as solugoes analiticas, vemos que ambos resultados coincidem. Foi considerado t; = 1 e
N = 40.

Na Fig.3.1(a) observamos os valores de f(z,t;) para diferentes valores de At,

em que ty é o tempo final da simulacao. Vemos que para At < 0.0005, todas as curvas
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coincidem, isto indica que atingimos a evolugao temporal em forma satisfatéria. Neste caso
usamos At = 5 x 10™* e um niimero mais alto nao fornece uma evolucao tao precisa quanto
a calculada. A discretizagao espacial é feita considerando Ax = 1/N, em que 2N é o numero
de divisoes espaciais (neste caso N = 40).

Na Fig.3.1(b) mostramos solugoes numéricas da equagao de difusdo de calor e
as comparamos com o resultado analitico para diferentes instantes de tempo, t1o = 0.0060,
t195 = 0.0625, t500 = 0.2500, e t1900 = 0.5000. As bolinhas pretas representam os resultados
numéricos e as linhas continuas indicam os dados analiticos. Ambos resultados coincidem e

o nosso cédigo funciona satisfatoriamente.

3.3 Equacao de Difusao de Calor 2D

Seja a equagao de difusao de calor 2-dimensional (2D) em coordenadas cartesianas (x,y)

fxm+fyy:ft (7520, —1<3:,y<1)
flz,=1,t) = f(z,1,t) =0 (t>0, —-1<z<1)

A solucao analitica desta equacao pode ser encontrada usando o método de separacao de

variaveis. Fazendo f(z,y,t) = X ()Y (y)T (t) e substituindo em (3.21) vemos que

X V) T
X Wy T (3.22)

da qual obtemos a solucao particular

fz,y,t) = e @Pteos [\/ax} cos [\/By}, (3.23)

em que « e [§ sdo constantes positivas. As condigoes de contorno do sistema (3.21) exigem
lores dest tantes d iguai i inteiro d 2/4. P
que os valores destas constantes devem ser iguais a um nuimero inteiro de vezes 7“/4. Por

simplicidade fazemos o = 3 = 72 /4, e a solugao fica

Fla,y,t) =e ™2 cos [%} Cos [7} (3.24)
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1.2
At=0.0200 Numérica e
At=0.0100 -- Analitica
® At=0.0050 - L
| @ At=0.0020 i (b) 1=0.0060
0.012 At=0.0010 0s |
At=0.0005 - :
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Figura 3.2: Em (a) mostramos os valores numéricos de f(x,0,t;) para diferentes valores
de At, vemos que para At < 0.0005 o sistema atinge a solu¢do estacionaria. E em (b)
apresentamos a comparacao dos resultados numéricos com os resultados analiticos para o
caso da Equagao de Difusao de calor 2D em diferentes instantes de tempo. Observamos que
ambos resultados coincidem. Consideramos t; =1, N = M = 10.

" 1=0.0625 .
0.8 | t=0.2500 - |-

f(x,y,t)

Nés espaciais

Figura 3.3: Comparacgao dos resultados numéricos com os resultados analiticos para o caso da
Equacao de Difusao de calor 2D em diferentes instantes de tempo, a diferenca da Fig.3.2(b)
neste caso apresentamos os valores de f em todo o espaco 2D representados pelos Nos
espaciais. As linhas continuas representam os dados analiticos.

Na Fig.3.2(a) apresentamos os valores numéricos de f(z, 0, t;) para diferentes val-
ores de At. Note que para At < 0.0005 todas as curvas coincidem, isto indica que atingimos
a evolugao temporal em forma satisfatoria. A discretizagao espacial é feita considerando

Ax =1/N e Ay =1/M, em que 2N e 2M sao os nimero de divisdes em x e em y respecti-
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vamente. Neste caso N = M = 10.

Na Fig.3.2(b) comparamos os dados numéricos com os dados analiticos da solugao
para diferentes instantes de tempo, t1o5 = 0.0060, t195 = 0.0625, t509 = 0.2500, e t1900 =
0.5000. As bolinhas pretas representam os dados numeéricos e as linhas continuas representam
os dados analiticos, vemos que ambos resultados coincidem.

Representando os pontos rede de nosso dominio 2D por uma unica coordenada e
nao por duas coordenadas, é possivel apresentar os valores de f em todos o pontos da rede
de uma forma mais clara e didatica, na Fig.3.3 as linhas continuas representam os valores
analiticos e os outros simbolos representam os valores numéricas, apresenta-se para dois

diferentes instantes de tempo. Observamos que ambos resultados coincidem.



Capitulo 4

Resultados e Discussao

Na continuagao, resolvemos a equacao de FP para o anel (Eq. (2.35)) usando
o método numérico apresentado no capitulo anterior chamado método de Diferencgas Fini-
tas. Consideramos que as particulas campo estao em equilibrio termodinamico, e que em
conseqiiéncia obedecem uma funcao de distribuicao Gaussiana.

Nos usamos o método de diferencas finitas, introduzindo um esquema implicito
o qual requere a implementacao de um método de Gauss modificado, com o objetivo de ma-
nipular a matriz 5-diagonal resultante (ver Apéndice B). Neste esquema, usamos a condigao
de contorno de tipo Dirichlet e verificamos a conservagao da massa total (nds assumimos que
nao existe escape de particulas).

Nos focamos no comportamento da variacao da densidade superficial da massa,

definido como
AY =X -3, (4.1)
S(p,t) = /f(% Vg, t)dvg, (4.2)

em que X, e % sao a densidade superficial de massa em um tempo inicial e final ¢, respecti-

vamente.

4.1 Estabilidade do Anel

Antes de resolver a equagao (2.41), considerando todos os membros do sistema,

nos resolveremos esta equagao para o caso de um corpo puntiforme central e um anel fino, a

95
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qual sofre a acdo de uma pequena perturbacao de curta-duragao. A razao para fazer isto é,
por um lado, testar a estabilidade de nosso esquema de integracao e, por outro lado, estudar
a resposta do sistema a uma for¢a externa de curta-duragao (por exemplo, devido a um
encontro isolado com um pequeno corpo celeste), isto é resolvido no Apéndice C.

Outra forma de analisar a estabilidade de nosso esquema de integragao é consid-
erar uma funcao de distribuigao inicial espacialmente nao homogénea. Se durante a evolugao
a inomogeneidade espacial se atenua, entao, nosso esquema de integracao é estavel, do con-
trario é instavel. Portanto, consideremos a seguinte funcao de distribuicao inicial para o
anel

2

flp,v,,0) o (1 + ae 2 sin[ky]), (4.3)

em que «, ¢, e kK sao constantes positivas e adimensionais. Consideramos o sistema fisico
formado unicamente pelo corpo puntiforme central e o anel. Na Fig.4.1(a) apresentamos
o perfil inicial da variagdo da densidade de massa, depois para 7 = 200A7 (Fig.4.1(b))
observamos uma ligeira atenuacao de AY, para os tempos 7 = 1000A7 e 7 = 4000AT
(figuras 4.1(c) e 4.1(d)) a atenuag@o é mais notavel. Para uma evolu¢ao com durac¢ao maior

que 10000AT obtemos AY. = 0, portanto nosso esquema de integracao é estavel.

4.2 Influéncia de um shepherd sobre a evolucao de um
Anel fino

Agora que ja verificamos que nosso modelo pode representar um anel fino estével
em processo de relaxamento, o préoximo passo é considerar a influéncia de um corpo pun-
tiforme adicional que modela um satélite shepherd. Assim como mencionamos no capitulo
2, consideramos que este shepherd descreve um caminho circular concéntrico perto ao anel,
e consideramos os casos em que o shepherd se desloca na mesma direcao e na direcao oposta
que as particulas do anel. Em algumas simulagoes consideramos parametros semelhantes aos
que caracterizam o chamado anel F de Saturno.

Em principio consideramos o caso em que um shepherd aparece repentinamente
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AY. (kg/m?)
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Figura 4.1: Consideramos M, = 568.46 x 10?* kg, 3, = 500 kg/m? r, = 140.18 x 10° m,

o =05et, =2x10%s. E os seguintes valores para as constantes a = 0.1, ¢ = 0.05, e
k = 1. Onde para (a) 7 =0, (b) 7 = 200A7, (c) 7 = 1000AT ¢ (d) 7 = 4000A7.

na vizinhanca do anel e logo comeca circular com velocidade angular constante dada pela
lei de Kepler. Na Fig.4.2(a) apresentamos a variagao que sofre a densidade de massa no
momento preciso que o shepherd aparece repentinamente, observamos que este puxa as
particulas do anel, deixando partes despovoadas de particulas, criando duas ranhuras e um
pico sobre o anel, a seta indica a direcao de movimento do shepherd relativo ao anel, a
bolinha preta representa a localizacao do shepherd, neste caso consideramos que o shepherd
estd localizado na parte exterior do anel a uma distancia € desta. Na Fig.4.2(b) apresenta-se
o perfil de AY. para um tempo ligeiramente posterior, o shepherd deixa para tras a montanha
e se localiza bem na cima da ranhura do lado esquerdo, este é notado mais claramente em
um tempo posterior (4.2(c)), a 4.2(d) mostra que a montanha e a ranhura do lado direito
sao atenuados ao passar do tempo. Nos acreditamos que a montanha e a ranhura do lado

direito é causado pelo aparecimento stibito do shepherd, e chamamos estas como oscilagoes
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indesejadas devido a que para uma evolug¢ao com tempo maior, estas oscilagoes ird interferir
no perfil de AY. na vizinhanga do shepherd (ranhura que acompanha o shepherd). Estas
oscilagoes indesejadas serao evitadas aproximando o shepherd devagar, de modo de nao

perturbar consideravelmente o anel.

2 :
Ring —
Shepherd @
‘T'O 1t <e
x E
NE 0 2
?D N
& 4
. ] —
(@) (b)
-2 -2 ‘ ‘
1.8 1.9 2 2.1 2.2 1.8 1.9 2 2.1 2.2
¢ ¢
2 2
1 L 1 <0

AY. (kg/m?)
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Figura 4.2: Consideramos M, = 568.46 x 10** kg, r, = 140.18 x 10° m, m, = 14 x 10'¢ kg,
¥, = 500 kg/m? & = 0.25, e ¢ = 5 x 105 m. Onde para (a) 7 = A7, (b) 7 = 50AT7, (c)
7 = 800AT, e (d) 7 = 2400AT.

As figuras 4.2 nds mostra que a méaxima variacao de ¥ é gerada na vizinhanca do
shepherd, onde é negativa. Este resultado é inesperado, devido a que a forga gravitacional
¢ atraente e o resultado esperado é que a variacao de X na vizinhanca do shepherd seja
positiva. Este gera duvidas na confiabilidade de nossos resultados, para sair desta duvida
fazemos outra simulagao na qual o shepherd é mantido fixo em relacao ao anel, o resultado
é apresentado na Fig.4.3(a), agora sim encontramos o que nés esperavamos, a variagao de %

na vizinhanca do shepherd é positiva. Agora consideremos o caso em que o shepherd esteja

em movimento e de repente é detido, a Fig.4.3(b) mostra novamente que a variagdo de ¥
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na vizinhanca do shepherd ¢é positiva. Portanto, se estes ultimos resultados estao corretos,
entao, é também esperado que seja correto o resultado de que a variagao de X seja negativa

na vizinhanca do shepherd quando o shepherd estd em movimento relativo em relacao ao

anel.
0.2 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 15
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Figura 4.3: Variagao da densidade superficial de massa do anel, em todos os casos M, =
568.46 x 10%* kg, r, = 140.18 x 105 m, 3, = 500 kg/m?, ¢ = 5 x 10° m, m, = 14 x 10'¢
kg, e ¢ = 0.5. Em (a) mostramos quando um shepherd aparece de repente e mantido fixo
na posicao ¢ = 0, e em (b) mostramos quando um shepherd que esta circulando é detido de
repente em p ~= 1.5.

4.3 Influéncia de dois shepherds sobre a evolucao de
um Anel fino

Nesta secao estudamos a evolugao de um anel fino arredor de um corpo puntiforme
central na presenca de dois satélites shepherds, consideramos diferentes configuragoes para
os shepherds, ambos interiores, ambos exteriores, eqiiidistantes, e nao eqiiidistantes ao anel.
Em todos os casos os shepherds se deslocam na mesma direcao que o anel. Novamente em
algumas simulagoes consideramos parametros semelhantes aos que caracterizam o chamado

anel F' de Saturno. Os resultados sao apresentados no Apéndice C.
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Capitulo 5

Conclusoes

Neste trabalho modelamos por primeira vez a distribuicao de matéria em um
sistema estelar em forma de anel, via equacao de Fokker-Planck. Estudamos a influéncia dos
satélites shepherds e um corpo puntiforme central sobre a evolugao da funcao de distribuicao
de um anel fino. Em algumas simulagoes foram considerados parametros semelhantes aos
que caracterizam o chamado anel F de Saturno.

Derivamos expressoes para os coeficientes de difusao considerando encontros uni-
camente em um plano 2-dimensional, estes coeficientes sao semelhantes aos coeficientes de
difusdo derivados por Rosenbluth [34], com a diferenca que nossos coeficientes de difusao
dependem unicamente de um potencial h(v) e os coeficientes de Rosenbluth dependem de
dois coeficientes h(v) e g(v).

Nos estudamos a evolucao temporal da densidade de um anel fino arredor de um
corpo puntiforme central com e sem satélites shepherds, tomando em consideracao o papel
dos encontros bindrios. A solu¢do numérica da equagao de Fokker-Planck mostra que, (i)
o anel é uma configuracao estével na auséncia de shepherds; (ii) o anel é uma configuragao
estavel na presenca de um unico shepherd e na presenga de dois shepherds; (iii) como es-
perado, a evolucao temporal do perfil da variacao da densidade de massa correspondente
a ambas as situacoes antes mencionadas sao muito diferentes. Quando introduzimos uma
perturbacao de curto tempo, a variagao da densidade atinge um maximo rapidamente mas

depois diminui até zero. Por outro lado, quando levamos em conta a interacao de longo
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tempo devido aos shepherds, a variagao da densidade cresce lentamente, atingindo um valor
maximo correspondente a um estado estavel.

Observamos que em todos os casos, a variacao da densidade de massa tende a
crescer a medida que ¢ aumenta. Para ¢ < 1, as oscilagoes nao desejadas crescem muito
rapidamente e nao sao atenuadas por um tempo muito grande, portanto requer um tempo
de simulagao muito grande, assim, nao é possivel comprovar a estabilidade para este caso. E
para ¢ > 1, as oscilagoes nao desejadas se difundem rapidamente por todo o anel interferindo
com as nossas condi¢oes de contorno, assim a simulagao deve ser interrompida, portanto,
nao é possivel garantir a estabilidade do anel.

Em todos os casos é observado uma variacao méaxima da densidade perto da
localizagao do shepherd, isto se mantém também para diferentes configuragoes do shepherd
e dos shepherds. Para a nossa surpresa, essa variagao € negativa, isto por um lado pode ser
um resultado interessante mas por outro lado pode gerar duvidas sobre a confiabilidade de
nossos resultados, nao obstante este resultado é discutido no Apéndice C, onde justificamos
este curioso resultado.

Para o caso de um shepherd que circula em sentido contrario que as particulas
do anel, a influéncia deste sobre o anel é quase insignificante, isto é porque uma grande
velocidade relativa entre o shepherd e o anel nao pode dar o tempo suficiente para que o
shepherd perturbe significativamente o anel.

Como era esperado, a influéncia sobre a evolucao da densidade de massa do anel
¢ maior quando o satélite shepherd esta mais préximo do anel. Para o caso do anel em
presenca de dois shepherds o perfil da densidade de massa antes do cruzamento é semelhante
ao perfil apés o cruzamento, e isto se mantém para diferentes configuracoes dos satélites

shepherds.
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Perspectivas futuras

Como algumas das perspectivas do trabalho podemos dizer que, a equacao de
Fokker-Planck versao 1-dimensional pode ser usado para modelar a distribuicao de matéria
em um anel, mas neste caso em presenca de um corpo puntiforme central, shepherds e de
outros anéis. Por outro lado podemos considerar que o corpo macigo central (planeta) nao
seja considerado mais como um corpo puntiforme mas sim como um corpo 3D em rotacao,

isto nos permitira obter resultados mais realisticos.
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Apéndice A

Determinacao dos Coeficientes de
Difusao

Consideremos uma particula teste de massa m e velocidade v deslocando-se por um méio
homogéneo formado por particulas de velocidade v, e massa m, chamadas particulas campo,
com uma FD dada por f,(v,) de normalizacdo [ d*v,f,(v,) =n, em que n é a densidade do
numero de particulas campo. A particula teste ao atravessar o mar homogeéneo de particulas
campo sofrerd encontros gravitacionais com as particulas campo, isto é um problema cldssico
de dois corpos que interagem gravitacionalmente. Mas sabemos que, todo problema de dois
corpos pode ser reduzido simplesmente a um problema de um s6 corpo de massa reduzida
m,., em precen¢a de um campo central. Este problema é apresentado esquematicamente na

Fig. A.1. Os Coeficientes de Difusao sao
piav] = Y [ dvatatva(av), (A1)

DAV AV] = Z/dgvafa(va){AviAvj}, (A.2)
em que a somatéria é feita para diferentes tipos de particulas campo. {Av'} e {Av'Av’}

sao as médias nos encontros con diferentes parametros de impacto e sao definidos como

{Av'} = /an(u,Q)uAvi, (A.3)
{Av' AV} = /dQO‘(U,Q)uAUiAUj, (A.4)
em que u = |v — v,| é o modulo da velocidade relativa, df) = sinfd¢df é o elemento de

angulo soélido, 0 é o angulo de espalhamento, ¢ é o angulo que faz a projecao da velocidade
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A. Determinacao dos Coeficientes de Difusao 70

o

Figura A.1: Esquematizagao do encontro gravitacional de uma particula teste de massa m
e a particula campo de massa m, com um parametro de impacto b, em que u é o modulo da
velocidade relativa das particulas que participam do encontro. O ponto A é a aproximagao
maxima entre as duas particulas com uma separacao denotado por 7,,;,.

relativa depois de ser espalhada no plano perpendicular a u, e o(u, Q) é a segdo transversal
de espalhamento que é determinada a partir da formula de Rutherford [28]
2

o
4Am2ut

r

o(u,Q) = sin=4(6/2), (A.5)

em que m, = mm,/(m-+m,) é a massa reduzida das particulas teste e campo, e « = —Gmm,,.
Note que o ¢é indeferente da interacao ser atrativa ou repulsiva.

Como mencionamos anteriormente, o encontro gravitacional entre duas particulas
pode ser reduzido a um problema de um tnico corpo de massa m, no potencial gravitacional
U(r) = a/r, em que r é a separagao entre as duas particulas que participam do encontro. A

equagao da o6rbita para este encontro em coordenadas polares (r,v) é dada por

B Ldr/r?
V= / V2m,.(E —a/r) — L2/r?

+ cte, (A.6)

em que L é a magnitude do momentum angular da particula reduzida, e E sua energia total.
Neste caso, estas quantidades sao constantes de movimento devido a que existe simetria
esférica. A oOrbita de uma particula em um campo gravitacional é simétrica a linha OA da
Fig.A.1 tracada a partir do centro gravitacional ao ponto de maxima aproximacao entre as
particulas. Portanto, as duas assintotas da oérbita fazem o mesmo angulo 9, com a linha

OA. O angulo 0 de espalhamento é determinado a partir da Fig.A.1 e encontramos que é
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0 =29, — m, em que, 9, é determinado a partir da equacao de érbita

Y A Ldr /r?
— \/QmT(E —afr) — LQ/TQ‘

Uo (A7)

Para um movimento com érbita nao fechada, tal como é considerado aqui, é conveniente
usar em lugar das constantes E e L, a velocidade u da particula no infinito e o parametro
de impacto b. A energia e o momentum angular em termos destas novas quantidades sao

dadas como E = im,u* ¢ L = m,bu, ¢ a Eq. (A.7) se reduz a

> bdr [r?
V1 =02/r2 = 2a/mur’

v, =

Tmin

e fazendo a integracao e logo a inversao obtemos a expressao para b

b = ﬂttanﬁo,
m,u
2
2 « 2
b* = iz tan” o,
poo O cot?(0/2) (A.8)
m2u? ’

sin?(0/2+71/2)

. 2.9 _
em que foram consideradas tan® 1, = o2 (8/21nT2)

sinx = £(1 — cos2x) e cos’z = (1 +
cos 2x).

Em aplicacoes fisicas usualmente nao nos preocupamos com o desvio de uma
unica particula, mas sim do espalhamento de um feixe de particulas idénticas incidentes
com velocidade uniforme u sobre um centro espalhador. Seja dN o nimero de particulas
espalhadas por unidade de tempo em angulos entre 6 e 6 + df. Dado que este niimero nao

é o adequado para descrever o processo de espalhamento, ja que é proporcional a densidade

do feixe incidente, entao, é melhor usar a razao

do = g, (A.9)

em que 7 ¢ o numero de particulas passando por unidade de tempo através de uma unidade
de area da segao transversal do feixe. Esta razao tem dimensoes de area e é chamada se¢ao

diferencial de choque.
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Figura A.2: Espalhamento de um feixe de particulas idénticas que incidem com velocidade
uniforme u sobre um centro espalhador. Particulas com parametros de impacto entre b e
b+ db sao espalhadas em angulos entre 6 e 6 + df.

Unicamente particulas com parametros de impacto entre b e b + db serao espal-
hadas em angulos entre 8 e § + df. O nimero destas particulas ¢ igual ao produto de 7 e a

area entre as circunferéncias de raio b e b+ db, é dizer dN = 27nbdb. Daqui temos que

do = 2mbdb,

do = 2rbdb = 27b(0) %f)‘de. (A.10)

Considerando df = d€2/ (2w sinf), e substituindo na Eq. (A.10), obtemos

db(6)
do
2

(0% . 4
do = WSIH (9/2)d@, (Al].)

T

do — Sb%’ ’dQ,

em que foi usado o resultado da derivada da Eq. (A.8) sobre

b a?cos(6/2)
do  2m2utsin®(/2)

Finalmente, a expressao para a segao transversal de espalhamento é dada por

2

Am2ut

o(u, Q) = sin=*(6/2).

Voltemos agora andlisar a cinematica de um encontro entre uma particula teste e

uma particula campo com velocidade relativa, u = v —v,, cuja mudanga devido ao encontro
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é definida como Au. A relagao entre v, a velocidade V do centro de massa e a velocidade

relativa u do sistema formado por as duas particulas é

Ou seja, a mudanga da i-ésima componente de v causado pelo encontro é

Mg

Av' = Au’, (A.12)

m —+ my

ja que AV = 0 na auséncia de campo externo. E conveniente introduzir um novo referencial
inercial com vetores unitarios (e}, €}, e €}), cujas relagdes com o antigo referencial inercial

(é1, €2, € é3) é dado por

U
el_

u
/ A / / / /
o Sa=&xe), e e=e xe (A.13)

Neste novo referencial, a velocidade relativa tem novas componentes, as quais chamamos u’ .
Logo, a mudanga das componentes u’ , como conseqiiéncia do encontro, é facilmente calculada
porque neste novo referencial o vetor velocidade relativa u simplesmente experimenta uma

rotagao de angulo 6 (ver Fig.A.3). Portanto

Au} = —2usin*(0/2),
Au? = 2usin(6/2)cos(0/2) cos(¢), (A.14)

Auj = 2usin(0/2)cos(6/2)sin(¢).

As mudancas em u]L dadas pelas expressoes (A.14), implicam também mudangas nas coor-

denadas u’, em que a relagao entre Au’ e Au} é dada por

3

Au' = > (6 €f)Aud, (A.15)
j=1
3

AuAW = (& - €))(é - ef) Auf Ay (A.16)
kl=1

A mudanca média para diferentes angulos de espalhamento de Aui e Au¥ Aul por unidade
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+ Plano &',¢' 1 €3

AUSL
llAull=2ucos(6/2)

lAull=2usin(6/2)

Figura A.3: Mudanca da velocidade relativa u no novo referencial como consequéncia de
um encontro, isto é simplesmente uma rotagao do vetor u em um angulo 6. O diagrama da
direita mostra a projecao de Au sobre um plano perpendicular a direcao de u.

do tempo, conservando v, fixo, é definida como
{Aul} = /dQUuAujL, (A.17)

{Auk AUl Y = /anuAu'ZAulL. (A.18)

Os valores de {Au}} e {Auk Aul} podem ser determinados usando as relagoes (A.14) e

(A.15), assim, comegaremos determinando {Aul}

2 T 27 —9 2 in2 9
{Au;} = au / sin@d@/ do u”sin(6/ ),
0 0

4m2ut sin*(6/2)
2 ™ in@
Agll - T / sin 40
{AuL} m2u? sin?(/2)
2ra? [T
Autl = — t(6/2)do
{ uL} m%ug /Ov co ( / ) )
Aty = 2 g [ cot(/2)d0
4o’ 2
1 _ . .
{Aur} = m2u? 67}:?10 1n<0mm>,
1 4’
{Au;} ~ R In(D), (A.19)
em que D = 2—, 6,,,» é um angulo de corte para evitar divergéncia na determinacdo da

emin



A. Determinacao dos Coeficientes de Difusao 75

expressao (A.19). 6,,;, deve ser diferente de zero. Também é possivel mostrar que
{Aui} = {Auj} =0, (A.20)

devido a que fo% sin ¢pd¢p = fo% cos pdp = 0. Na continuacao determinamos os valores de

{Auk Aub }

(Aul?) = / d00u(Aub)?,

(aupy = 7 /:sin<e)de,
(aupy =
{(Aup)’} ~ 0, (A.21)

2

em que consideramos o fato de que a” é muito pequeno. Também

(@) = [ daouaiy
(ayy = 2 /0 " 0s™(0/2) 4, /0 " cos? b

m2u sin(60/2)
{(Au2)?) = —2”0‘2{1+2 tim (%))
L m%u emin_>0 2 ’
4ra?
2\27
(Au?) = (D),

(@) = [ doouaar)?
(@ary = 20 [T B0 [T oo

m%u2 sin(0/2)
() ~ (),

Finalmente podemos mostrar que {Auf Aul} = 0 para k # [. Em resumo, os termos nio

nulos sdo

{Aup} = ———5 (D),

{(Aup)*} = {(Aup)’} = In(D). (A.22)
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Considerando as relagoes (A.15) e (A.16) podemos determinar {Au’} e {Au'Au/}, assim

temos

{Au} = ) (& e){Aup},
{Au'} = (& e){Aug},
{AvAdy = ) (6 €)@ - e){AufAul},

[AuAW} = [(6- )& - €h) + (& - eh)(¢; - ep){Aul Ak},

Dado que 3¢ _, (&;-€})(é;-€},) = 65, entdo (é;-€5)(é;-€5) +(é5-€})(é5-€4) = ,5—(é:-€7)(é;-€)),

e considerando que (é; - €|) = u'/u, obtemos

; 4ra?
Cn 4ra? In(D
{Au'AW} = me—Z?E)[UQ(SM — uuj). (A.24)

Agora, utilizando a relagao (A.12) podemos deduzir que
(Avi} = A, (A.25)
m

2
(Aviady = TrfAdi Ay, (A.26)
m

Substituindo as relagoes (A.23) e (A.24) nestas duas tltimas relacoes, obtemos

_4ra?In(D) o’

{Av'} = T (A.27)
S 4ra® In(D) ru?d;; — ule!
(AviAGY = mmﬁ( ) [“ S uu } (A.28)
Logo, considerando que 8‘;{%} = - e %;vj{u} = M, podemos encontrar uma
forma mais simplificada das equagoes (A.27) e (A.28), estas sao
i (m+m,) 0 g1
(av} = re et (4.29)
- 52
{AV' AV} = Faviﬁvﬁ' {u}, (A.30)
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emque ' = 4”0;;#. Finalmente substituindo estes ultimos resultados em {Av'} e {Av'Av?}

nas equagoes (A.1) e (A.2), respectivamente, encontramos os Coeficientes de Difusao

D[AV] = F@?ﬂ{z m;;ma /d3vafa(va)|v — Valfl}, (A.31)
DAV Av] = (%Zavﬂ Z/d3vafa Va v—va|} (A.32)

Também é possivel introduzir os chamados Potenciais de Rosenbluth h(v) e g(v), definidos

como

a

h(v) = Zm;m“/dgvafa(va)lv—va - (A.33)
g(v) = Z/dgvafa(va)lv—val- (A.34)

Considerando os potenciais h(v) e g(v) podemos apresentar as equagoes (A.31) e (A.32) na

forma
D[Av] = T aii{mv)}, (A.35)
D[AvAW] = T av?;vj{g(v)}. (A.36)

E interessante notar uma similaridade formal dos potenciais de Rosenbluth A(v) e g(v) com

a teoria potencial, dado que satisfazem

3

Vih= 3 (0% vion')h = —dr Z MA Mar ),

=1
3

Vig= Y (0" /ov'ovov'on’)g = —87{: falv

4,j=1

Por exemplo, notamos que h tem a forma de um potencial de tipo Coulomb com fonte

=20 e fa(V).
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Apéndice B

Solucao da Equacao 1D de FP usando
Diferencas Finitas

Até o momento nao existem métodos analiticos que possam resolver a equacao de
FP com um termo de colisdes geral, tampouco existe uma solucao analitica para sua versao
mais simplificada que é a equagao 1D de FP com um termo de colisoes arbitrario, portanto,
é preciso recorrer a métodos numéricos para obter as diferentes solucoes.

Neste Apéndice pretendemos desenvolver o algoritmo numérico para encontrar a
solugdo da Eq. (2.41) para o caso de um anel em presenga de um campo externo arbitrario
a. Usaremos para este fim o método de Diferencas Finitas [49, 54, 55|, que foi apresentado

no Capitulo 3. Neste caso temos que

of  of __of - - of - O%f

— - — = bHvyh 6vhi = h—= B.1

8T+V3u+ “ou haf + 718V+7 ov?’ (B-1)
em que hy = % e hy = giy’;l. Agora, faremos uma discretizagdo do dominio usando (ver

Fig.B.1)
g =iAy, —N<i<N
vi=jAv, —M<j<DM . (B.2)
7 = kAT, k>0

As variaveis 7, u, e v tém diferentes tamanhos de passo, chamados A7, Au, e Av, respec-

tivamente. Consideremos que p € [—m, 7] € Vv € [—Vp, U], com Ap = 7/N e Av = v, /M,
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respectivamente. Fazendo a discretizagao das derivadas de f nos pontos da rede temos que

2’; = f(w, Vj, Tk); (B.3)
F fe _ fh—1
<g_£>z L ATU : (B.4)
F e _ fk
G, ~ >
; fe —_ fk
(%)"; - % (B.6)
(Ziy]j)i N i —23_24‘ ij—l_ (B.7)

Agora substituindo as aproximacgoes (B.3)-(B.7) na Eq. (B.1), encontramos o seguinte sis-
tema de equacoes algébricas, no qual temos como incognitas os valores de f nos pontos da

rede interiores ao dominio (versao implicita do método das diferengas finitas)
(A iy + (A fi o + (B fl + (CO i + (Co) fiy = f57 (B.8)

com coeficientes do sistema de equacaoes algébricas dadas por

(A2)fj = YT,
(Al = —{Braal — 6yra(ha); + yrshy},
(B)fj = 1- 5’7AT(}~12)] + 2’)/7’3]~Zj,

(01)2- = {Brodt — 6yra(hn); — 3y},

(02);?1‘ = Y,

em que r; = 2AA—TM, ro = 2AA_TV’ ery = %. Para obter solugoes do sistema (B.8) é preciso
Fk—1 . ~ . . .
conhecer f77", ou seja, para conhecer as solugoes em um tempo posterior k = 1, precisamos

conhecer 2 em um tempo anterior. Esta é a chamada condigao inicial do poblema. Por
outro lado, alem de conhecer a condicao inicial é preciso conhecer também os valores de f
no contorno do dominio.

Fazendo a transformagao de indices no nivel k-ésimo do tempo (7,7) — ¢: onde

t=0G+N-1)+{G+M),para —N+1<i<N-1 -M+1<j<M-—1,¢é dizer,
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A
v
j=m ZoNFY_ izt izt izN-2  i=N

| | | | | | | | |
]:]\/171‘ | | | | | | | |
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Figura B.1: Discretizacdo do dominio em quadriculas de tamanho Ap x Av.

o indice ¢ representa somente os pontos interiores do dominio usando somente um indice.

Desta forma, ¢ = 1,2,3,--- , N, em que N = (2N — 1) x (2M — 1) é o numero de pontos

rede interiores no nivel k-ésimo. Usando o indice ¢ é possivel escrever o sistema (B.8) em

uma forma matricial dada por

AF = D,

em que A é uma matriz N x N, F' e D sao vetores de N’ componentes, na forma

(B)l (Cl)l 0 (Cg)l
(A1)2 (B)2 (C1)2 0
0 (A1)3 (B)3 0
A= . X X X
(A2)2ns 0 0 (B)am
0 (A2)2nr 41 0 (A1)2n141
0 0 (A2)2nr42 0
£
fa
f3
F = ’
fonr N
fonmr+1
fon42

(B.9)
0 0 0
(C2)2 0 0
0 (01)3 0
(C1)am 0 0 o B30
(B)am+1 (Cr)am+1 0
(A1)om+2  (B)am+2  (Ci)am+2
Dy
Do
Ds
DQ.JVI ’ (B-11)
Donrya
Dopngt2
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com os elementos dados por

(A = (A, (B12)
(A1), = (A5, (B.13)
(B, = B, (B.14)
(Ch). = (O, (B.15)
(Co). = (Ca)is (B.16)

£, = fh (B.17)
D, = fE'+ D, (B.18)

em que ij depende do valor de f nos contornos do dominio, no nivel temporal k-ésimo.
Note que a matriz A de coeficientes é uma matriz pentadiagonal, este fato pode facilitar a
solugao do sistema (B.9) para um N grande se usamos um método adecuado. Este tipo de
matrizes geralmente se denominam esparsas. Métodos de solugao deste tipo de sistemas de
equagoes algebricas foram apresentados por diferentes autores [5,55]. Neste caso, usaremos
o método de pivoteo modificado para a solucao do sistema (B.9). Este método requer que
a matriz tenha a diagonal dominante.

Neste trabalho também calculamos o processo de relaxamento do anel sem a

presenga do shepherd (campo externo). Neste caso, devemos resolver uma equagao particular

da [Eq. (2.48)]
/3 o8 0%

a0 5’%25 - 6751— —h

or ov o? 0. (B.19)

Neste caso, o procedimento para discretizar o dominio e aplicar o método das diferencas

finitas é semelhante.
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coefficients are given in terms of the usual Rosenbluth potential and the field particles obey a
Gaussian distribution, we solve numerically the two-dimensional Fokker-Planck equation for
the distribution function of the test particles forming the annulus. We study the evolution,
and structure, of the distribution function for different configurations of shepherds satellites.

We found, in general, that the systems are stable over long times of evolution.

C.1 Introduction

Planetary rings are spectacular and complex structures present in the four giants of the solar
system. They consist in thin discs of cosmic dust, small colliding particles and, perhaps,
shepherd satellites revolving around a centre of attraction with an orbital speed given by the
law of Kepler [1]. In particular, the Saturn rings exhibit a rich variety of structures forming
wide and narrow rings, some of them harbouring one or more satellites, where the F ring
is one of the most dynamic narrow ring in the solar system [2,3]. Previous reports have
suggested that the moon Rhea may have its own tenuous ring system, which would make it
the only moon known to possess a ring system [4].

At first, it was thought that the rings were unstable systems and to dissipate over
the course of hundreds of millions of years, but evidences coming from the Cassini-Huygens
Mission suggest the fact that Saturn’s rings might date to the early days of the Solar system.
Ultimately, the exact mechanism to explain which physical factors account for the stability
of these systems is still an open question to be answered.

The formation of broad rings is principally associated with three components:
material of the protoplanetary disc that was within the Roche limit of the planet; remnants
of a moon destroyed by a collision; the debris of a moon that was disrupted by tidal stresses
when it passed within the planet’s Roche limit. On the other hand, the narrow planetary
rings are often associated with the so-called shepherd satellites [5], and may exist due to
mechanisms somewhat more complicated than the case of known broad rings [6-9].

It has been shown that encounters and collisions play an important role in the
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dynamical aspects of the rings [10,11]. This process dissipates mechanical energy while
conserves the total angular momentum, so that, it tends to form a flattened disc in a direction
perpendicular to the total angular momentum and also tends to circularise the orbits of
particles. Moreover, if the planet is not spherically symmetric, as in the case of the giants
of solar system, apart of being flat the configuration becomes an equatorial stable ring.
However, all the above facts are well stated for the case of broad rings but not for the case
of narrow rings, where it is not clear the role of encounters in the evolution [9,11].

In order to begin to address this problem, in this paper we will investigate the
influence of binary encounters in the evolution of a narrow ring, when it is in presence
of shepherd satellites. Assuming that the ring is in relaxation time, we solve the Fokker-
Planck (FP) equation for the distribution function (DF) associated with a test particle.
As usual, we suppose that the test particle is travelling through an homogeneous sea of
“field particles”, which are described by a Gaussian distribution of velocities. We study all
the possible configurations of interest, i.e., when the shepherds are exterior (interior) and
revolves with the same (contrary) direction of the mean velocity of ring particles. Also, in
some simulations, we use parameters similar to the ones characterising the called F ring of

Saturn.

C.2 The Fokker-Planck equation for a Narrow Ring

It is commonly assumed that a many-particle self-gravitating system obeys a kinetic equation

of the form
oF oFr 0d OF B <6F )

2 TVox T ox ov - \ar

(C.1)
where F' is the one-particle distribution function, depending on the position x, the velocity
v and the time t. Here, ® is the mean gravitational potential, due to the entire system,
i.e. the central monopole, the shepherds and all the particles forming the ring. The symbol

(OF/0t). represents the collision term, accounting for the contribution of encounters. If the

system is in a relaxation regime dominated by weak encounters, such factor becomes the FP
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collision term.

First of all, we shall focus on the derivation of the FP equation for disks. Since
in this case the orbits inside the ring lie in the equatorial plane, the equation that describes
this class of systems should be a two-dimensional version of the FP equation. Its derivation
starts by restricting the motion of particles to the plane z = 0 (we choose z as the direction
perpendicular to the disk), which can be done by considering F' = F,0(2)d(v,) in (C.1), then
performing the integration with respect to z and v,. The resulting FP collision term can be

written as

R

c -

+= Z % — (F.D[Av' Av]), (C.2)

7-]7
where we have assumed that the system obeys the local approximation [12]. Here, D[Av’]

and D[Av'Av?] are the diffusion coefficients, given by (see the Appendix for a detailed

calculation)
; oh
D[AV'] = —27Gm,—, C.3
(0] = ~2nGm, O (©3)
2 2
DlAviAY] = 2TC M g (C.4)
m —+ mg
(G is the gravitational constant and m is the mass of a test particle) with
he(v) = /d2vafa(va)|v — Val, (C.5)

the Rosenbluth potential, where f,(v,) represents the one-particle distribution function de-

scribing an homogeneous sea of field particles with mass m,. By defining

hy = 27Gmgh,, (C.6)
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we can write the FP equation in polar coordinates as follows:

W+vrar+ragp o Or ) o,

v n 18_(13 or, 5 9?h,  0%h, P
r rdp) v, 4 ovZ v} i
30h,OF, 30h,0F, h (GQF* 82F*)
+= +2 +- =5
20v,0v, 20v, Ov, 4 8@3; ov?

OF.  OF. v OF (Ui aq>> OF,

(C.7)

In many situations, it is common to assume that the mass of the test particle
is equal to the mass of the field particles, i.e. m, = m, which is the case we shall address
here. Apart from this assumption, we demand that the discoidal distribution is restricted to
a narrow annulus of mean radius r,. Then, it is convenient to describe such configuration in

terms of a distribution function f(p,v,,t), such that
F. = f(p,0,,t)0(r —14)d(v,). (C.8)

The corresponding evolution equation is obtained by integrating (C.7) with respect r and

Uy

ot Yoy 120pd¢ 4092 20004 4047

of | Of 10%0f _5f0%h  30hof hif ©9)

2
P

where we have used v, = ¢ and defined h = h,(0,¢)/r

C.2.1 Gravitational Interaction with a Central Monopole and point-
like Shepherds
Now let us consider the particular situation in which the narrow ring is under the influence
of the gravitational field generated by a two point-like particles: a central monopole of mass
M, and a shepherd of mass my; < M,. We consider the simplified model of a shepherd
moving uniformly around the monopole with a circular orbit of radius r,. Additionally, if
mp is the total mass of the ring, it is natural to assume that M, > m; > mpg.
The gravitational potential inside the ring (for example, at the point P of figure
C.1) is given approximately by

GM, Gm

P~ — — ,
Ta V12 +12 = 21,75 cos (¢ — @)

(C.10)
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Figura C.1: A monopole surrounded by a narrow ring and a shepherd satellite. Here, M,
and m, represent the mass of monopole and shepherd, respectively. The situation that we
are illustrating corresponds to the case of an exterior shepherd (rs > r,), but here we also
study the case in which r, > r,.

where ¢ and ¢, represent the angular position of test particle and shepherd, respectively.
Strictly speaking, we would have to take into account the mean gravitational field due to the
ring particles, but its influence is negligible when compared with the exterior gravitational
force exerted by monopole and shepherd. Since the circular motion of shepherd is uniform,

we can write

ps(t) = wst, (C.11)

by setting its initial angular position ¢4(0) = 0 and representing the constant angular velocity

as ws. This constant angular velocity is determined from Kepler’s law

|G,
Wg = 7’2 .

In the case when two shepherds of masses mg; and mg, both much smaller than

M,, are moving moving uniformly around the monopole with circular orbits of radius 7,

and rg, respectively. The gravitational potential in the ring is given approximately by

P ~ _GMp _ Gmsl
Tq \/7’2 + 12 — 2ryrs1 cos (o — @g1)
GmsQ

: (C.12)

a \/7”2 + 12, — 2r,rs cos (¢ — ps2)
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where ¢, o4 and @, represent the angular position of the test particle, the first shepherd

and the second shepherd, respectively.
C.2.2 The Collision term of Fokker-Planck Equation

The right hand side of (C.9) takes into account the role of inter-particle encounters in the
evolution of the ring, through the Rosenbluth potential (C.5). It is determined once we
choose an explicit form for f,. Here we use the typical assumption that the field particles

are in thermodynamic equilibrium and, in consequence, obey to a Gaussian DF of the form

n
\V2To

where o is the dispersion of circular velocity (denoted as v,) of the field particles, n repre-

falve) = exp [—(va + Ea)2/202] , (C.13)

sents the constant number density, and v, is the magnitude of the mean circular velocity

determined from Kepler’s law

Ta

The sign — corresponds to a situation in which the mean motion of particles is counterclock-

wise and the sign + is used to describe the contrary case.
C.3 Stability of the Ring

Before to solve the equation (C.9), by taking into account all the components of the system,
we will solve it for the case of a central monopole and a narrow ring, which suffers the action
of a small short-time perturbation. The reason to perform such procedure is, on one hand,
to test the stability of our integration scheme and, on the other hand, to study the system’s
response to external forces of short duration (for example, due to an isolated encounter with
a small celestial body).

We use the finite difference method, by introducing an implicit scheme which
require the implementation of a modified Gauss method, in order to manipulate the resulting
5-diagonal matrix. In this scheme, we use Dirichlet boundary conditions and verify the total

mass conservation (we assume that there is no escape of particles).
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In figure C.2 we show the effect of introducing a monopole external field of short
duration, on the ring’s mass density. We focus on the behaviour of the variation of the mass
surface density,

AL =¥ -3, (C.14)

E(p,t) = /f(go,vw,t)dup,

where Y, and ¥ are the mass surface density at initial and final time ¢, respectively. At first,
when the perturbation is suddenly turned on, we note a small response in AY during the
interval At = 2 x 103s (fig. C.2(a)). After 10A¢, when the external field has been turned off,
the response of the mass density grows 1000 percent approximately (fig. C.2(b)). However,
after 800At and 4000At the disturbance of AY is significantly attenuated (figs. C.2(c) and

C.2(d)). For evolution times larger than 8000At, we obtain AY. & 0.

C.4 Influence of the shepherds on the ring’s evolution

Now that we have verified that our model can represent a stable narrow ring in relaxation
process, the next step is to consider the influence of an additional monopole modelling the
shepherd satellite. As stated in sec. C.2, we assume that this shepherd is describing a
concentric circular path near the ring, and moving in the same (or opposite) direction than
the particles.

We made the numerical experiments by approaching the shepherd slowly towards
the ring up to reaching the desired distance 5. The reason to do this is to avoid the initial
numerical disturbances generated by the sudden apparition of an external field (as it is shown
in the previous section), which can become greater when using periodic boundary conditions
for long times.

As in the previous section, we focus on the behaviour of AY while the shepherd
is revolving around the central monopole. As expected, all the cases illustrated in figure

C.3 reveal that the maximum variation is generated near the shepherd location, where it is
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negative. This negative value is consequence of the satellite’s motion with respect to the
ring, because the gravitational force, due to the former, carries mass from the ring resulting
in less dense areas (near the ring). In figure C.4 we checked this curious dynamical effect, and
also our codes, by stopping the shepherd when it was in motion. Later after the stop [figure
C.4(a)], a positive density profile raises below the shepherd (because there is no movement
or mass drag) while the negative profile continues its motion. In another situation, when
the shepherd appears stopped and continued stopped [figure C.4(b)], the density profile is
symmetric. In situations of effective relative motion, AY is positive only over the remaining
space of the ring (see Fig. C.5), far from the shepherd, in such a way that the total integral of
AY vanishes and, in consequence, the total mass is conserved. In the regions where AY > 0,
we do not observe peaks in the graph because AY is attenuated, as a consequence of the
relaxation produced by the encounters. They play a dominant role in zones far from the
shepherd, where its gravitational attraction is weak.

Figures C.3(a), C.3(b), C.3(e) and C.3(f) show the result after six laps, when the
shepherd is revolving in the same direction of the circular motion of the ring’s particles (in
fact we mean “most of the ring’s particles” instead of “all of the ring’s particles”). And
figures C.3(c) and C.3(d) show when the shepherd is revolving in the opposite direction of
the ring. The arrows in the shepherd and the ring indicate the direction of motion of the
shepherd and the direction of motion of the mean particle velocity of the ring (in a reference
frame attached to the ring), respectively. By fixing the parameters M,, ms, X,, £ = |rs — 74|
and r,, from the figures C.3(e) and C.3(f) we find that the variation in the mass density
tends to grow as ¢ (dispersion dimensionless of velocity) increases in all cases. Also, note
that when the shepherd is moving in the opposite direction of the ring’s particles, the density
profile looks similar to the case when both are facing the same direction, but in the first case
the density scale is multiplied by a factor of 107°. This shows that in the counter rotating
case, when the relative speeds are greater, the influence of the shepherd on the ring is weak.

For didactic purposes, the numerical values of the different constants, in this and the next
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figures, correspond to the values of the F ring of Saturn and its Pandora shepherd.

In figure C.6, we show some of the results obtained when two shepherds are
present. In figures C.6(a), and C.6(b) we show the case where one shepherd is orbiting the
ring in an inner orbit and the other shepherd in an outer orbit. For different times around
the ring, it appears that the profile of AY keeps the same form. We illustrate in figures
C.6(c) and C.6(d) the case of the shepherds not equidistant from the ring, as expected, the
shepherd closest to the ring has a greater influence on the evolution of the ring. In figures
C.6(e) and C.6(f) we show the moment when the two shepherds cross. During the crossing
the variation of the density is added and the density profile of the individuals shepherds,
after and before the crossing, are preserved.

We find that, in all of the situations described above, the profile of AY is main-
tained over a great number of laps, suggesting the stability of the system over large periods
of time. We made simulations involving 20 laps, in which the pattern of mass variation is

preserved, which lead us to expect the same behaviour for many more laps.

C.5 Conclusion

We study the temporal evolution of a narrow ring around a central monopole with and
without a shepherd satellite, by taking into account the role of binary encounters. According
to the features of the model used, we deal with a two-dimensional Fokker-Planck equation
characterised by two diffusion coefficients depending on a Rosenbluth potential of the form
(C.5). The resulting FP equation demands a notably simpler scheme of integration than
the employed, for example in reference [13,14], because we have here a situation with two
degrees of freedom. The numerical solution of the FP equation shows that (i) the ring is a
stable configuration, both in the absence and in the presence of shepherd; (ii) the profiles
of A corresponding to both situations have a very different evolution. When we introduce
a short time perturbation, the variation of X reaches a maximum but then decreases up to

zero, which corresponds to a stable state of the configuration. On the other hand, when we
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take into account the long time interaction due to the shepherd, AY grows slowly, reaching
a maximum value corresponding to a stable sate. This can be viewed in a (AX, ) plane as
a pulse wave chasing the shepherd. Also, in our numerical calculations, we noted a negative
density near the shepherd that is due to dynamical effects. In the case when two shepherds
are present we found that the density profiles of the individuals shepherds are preserved in
the crossing. This article is the first step towards a more complete study of the complex ring
systems found in nature. The construction of more complex systems, considering more and

broader rings, is currently under investigation by the authors.
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Appendix: Calculation of the Diffusion Coefficients

The diffusion coefficients appearing in the Fokker-Planck equation are determined by the

DF f.(v,), corresponding to the field particles. The so-called drift D[Av'] is given by [12]

D[AV'] = %:/dQVadbufa(va)Av’,

— —/d2vaufa(va){(éi.é’1)/bm Avydb + (&; - &) /bm Amdb}, (C.15)

—b

b,

where b represents the impact parameter characterising a binary encounter between a test
particle of mass m and velocity v, and a field particle of mass m, and velocity v,; u = |u| =
|V — vg|, the relative velocity; &, = u/u is a unit vector parallel to u; é, is a unit vector
perpendicular to u and we have

AU” =

2mat b2ut -1 B 2m,bu® n b2u? ] -1
m—+mg G?(m + m,)? G(m + m,)? G2(m + m,)?
In (C.15), by, is a cutoff for b (used to avoid divergences in the integrals) which must be

greater than the radius of the system (approximation of weak encounters). In the calculation
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of (C.15), it is considered that

A A ~ A ~ A
Av = —Avyjé; — Av, é,, Av; = —Av) (& - €) — Av (€ - &),

where é; are unit vectors of an arbitrary Cartesian frame, in the velocity space. By consid-

ering the expressions for Ay and Av, it is possible to show that

/ Avydb = maG arctan(A), / Av,db =0,

u b,

b,

where A = G(fnm—f;) By introducing these last results in (C.15), we find an expression for

the diffusion coefficients of first order

D[AV] = —4maG/d2Vafa(va) arctan(A)%i, (C.16)

where u' = v* — v!.
A similar procedure lead us to obtain the following expression for the second

order diffusion coefficients D[Av'Av]:

Avt AV o
S ovar > —/d2vadbufa(va)szAUJ,

DAV AY] = —/——— = =
[Av' Av’] A7
bm
= [ evas){dne ) [ @dupas
b,
/ / bm !/ ! bm
(éi-¢;)(é - éy) / AvjAvidb + (é; - €5)(é; - é,) / Av; Avydb +
—bm —bm
/ / bm
(é- &) &) / (Aw, b} (C.17)
_b7n
Again, by considering the expressions for Ay and Av,, we obtain
/bm<A i (arct n<A)+L) /bmA Avydb = 0
o || —m+ma arcta. A2+1 s o VLAY = U,
bm 4m2G A
2 a -
/bm(AvL) db = e (arctan(A) A2 1)
which lead us to
S 4m2G 2N utud A
i Jl — a 2 = y _
D[Av' Av’] T /d Vafa(va){A2 1 u + ud;; [arctan(/\) A2 1] }, (C.18)
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where 0;; is the usual Kronecker delta. Since we are considering that the dominant encounters
are all of them characterised by large impact parameter, then we can introduce the following

approximations

A
’ A2 +1

=l

1
arctan(A) ~ N

RS

and, in consequence, equations (C.16) and (C.18) can be simplified to

u’ _ 2m2Gmo;

D[AV] = —ZmGGw/dQVQfa(Va)E, DAV AV = /dQVafa(va)u.

(C.19)

m —+ mg

A further simplification can be made by introducing the definition h,(v) = [ d?v,fa(va)u:

Ohg (V)
ovt

D[AUZ] = —Fl D[AUiAUj] = ngijha(v>, (C20)

2m2G
where I'} = 2m,Gm and 'y = %
a
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Figura C.3: Variation of the ring’s mass density after than the shepherd makes 6 laps
around the ring. In all the cases M, = 568.46 x 10?* kg, m, = 14 x 10'° kg, ¥, = 500 kg/m?,
g, = 5 x 10° m. We show the following cases: (a) outer shepherd moving with the same
direction of ring, r, = 140.18 x 10° m, 6 = 0.5; (b) inner shepherd moving with the same
direction of ring, r, = 100.0 x 10° m, & = 0.5; (¢) outer shepherd moving in the opposite
direction of ring, r, = 140.18 x 10® m, 6 = 0.5; (d) inner shepherd moving with the opposite
direction of ring, r, = 100.0 x 10 m, = 0.5; (e) outer shepherd moving with the same
direction of ring, r, = 100.0 x 10° m, & = 0.5; (f) outer shepherd moving with the same
direction of ring, 7, = 100.0 x 10® m, & = 0.75.
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Figura C.4: Checking the dynamical drag effect on the ring. (a) Density profile immediately
after the shepherd is stopped. (b) When the shepherd appears stopped and continued
stopped, the density profile some time later is symmetric.
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Figura C.5: Detail of figures C.3(a) and C.3(c), showing the the negative and positive values
of AY. The negative zone is concentrated near the shepherd’s location, while the positive

zones are extended over the remaining space.
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Figura C.6: Variation of the ring’s mass density for different configurations of shepherds
satellites. In all the cases M, = 568.46 x 10%* kg, me = my = 14 x 10'¢ kg, ¥, = 500
kg/m?, ¢ = 0.5. We show the following cases: One outer shepherd and one inner shepherd
(equidistant), r, = 140.18 x 10° m, in (a) for 2 laps, and (b) for 8 laps; (c) One outer
shepherd and one inner shepherd (not equidistant), r, = 140.18 x 10 m; (d) Two outer
shepherds, r, = 140.18 x 10° m; (e) One outer shepherd and one inner shepherd (equidistant),
re = 100x10° m; (f) One outer shepherd and one inner shepherd (equidistant), 7, = 100x 10°

m.



