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Resumo

Usamos o modelo "sistema-mais-reservatorio" para estudar a dindmica de um sistema de duas par-
ticulas que interagem com um reservatério em equilibrio térmico, mas ndo interagem entre si. Apre-
sentamos uma extensao do banho de osciladores capaz de induzir um acoplamento efetivo entre as
particulas brownianas dependendo da escolha feita para a funcao espectral dos osciladores que com-
poem o banho. O acoplamento é ndo - linear nas varidveis de interesse e impomos uma dependéncia
exponencial nestas variaveis para garantir a invariancia translacional do modelo. A interacao efetiva
resultante é apresentada usando as equagoes de movimento classicas e o limite quantico é estudado
através do operador densidade reduzido das duas particulas. Mostramos que, no limite de tempos
longos e distancias curtas, o nosso modelo reproduz os resultados do modelo linear para o caso de
apenas uma particula. Finalmente, calculamos a evolug¢ao temporal de um estado inicial formado

pelo produto de dois pacotes simples.
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Abstract

We use the system-plus-reservoir model to study the dynamics of a system of two particles that
interact with a heat bath in thermal equilibrium, but do not interact with each other. We present
an extension of the bath of oscillators capable of inducing an effective coupling between the brownian
particles depending on the choice made to the spectral function of the oscillators components of the
bath. The coupling is non-linear in the variables of interest and an exponential dependence is
imposed in order to guarantee the translational invariance of the model. The resultant effective
interaction is presented using the classical equations of motion and the quantum limit is studied
through the time evolution of reduced density operator of the two particles. We find that, in the
limit of long times and short distances, our model reproduces the results of the linear model for the
case of only one particle. Finally, we describe the time evolution of an initial state given by the

product of two simple packets.
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Capitulo 1

Introducao

Existem muitos fendmenos fisicos nos quais alguma grandeza esta constantemente sujeita a pequenas
flutuacoes aleatérias. O estudo destas flutuagoes, tanto no regime cléssico quanto no quéntico, tem
sido amplamente desenvolvido desde que Einstein apresentou a sua teoria quantitativa do movimento
browniano em 1905 baseando-se nas idéias da teoria cinética dos gases. No regime quéntico estas
pesquisas tém encontrado variadas aplicagdoes em diversas areas da fisica da matéria condensada e
na fisico-quimica.

Comegando com o trabalho de Callen e Welton [2] que generaliza as relagbes de Einstein para
incluir efeitos quanticos, sao muitos os esforcos dedicados a conciliar as equacoes dissipativas com o
processo de quantizagdo. Estas pesquisas podem ser classificadas em dois grandes grupos.

No primeiro, a idéia principal é procurar novos esquemas de quantizacao. Embora os mode-
los empregados sejam de uma sofisticagdo matematica admiravel, eles apresentam problemas com
relagao, por exemplo, ao principio de incerteza e ao principio de superposicao (3, 4, 6, 7, 5].

As pesquisas do segundo grupo, baseiam-se no fato de que nenhum sistema na natureza se
encontra totalmente isolado e, portanto, considera o sistema de interesse acoplado a um reservatorio
térmico responsavel pelas perdas de energia e mantém o esquema de quantizacao usual. A abordagem
usada no altimo grupo tem sido a mais bem sucedida [8, 9, 10, 12, 11] e seré a adotada neste trabalho.

Se a informacao que possuimos do banho for suficiente podemos, dentro das aproximacoes ade-
quadas para o acoplamento particular que queremos estudar, encontrar a dinadmica efetiva do sistema
de interesse partindo das equacoes microscopicas. Por outro lado, se nao tivermos acesso a estas
informagoes ou nao estivermos interessados nas caracteristicas microscoépicas do banho nem nos de-
talhes do acoplamento, podemos escolher um modelo simples que facilite o tratamento matemaético
subsequente e impor sobre ele algumas condi¢oes que nos permitam, no limite classico, recuperar as
equacoes fenomenolégicas de movimento.

O movimento browniano quantico tem sido estudado através do acoplamento da particula de inte-
resse com um reservatorio escolhido fenomenologicamente como um conjunto de osciladores harmo-
nicos desacoplados entre si. O acoplamento é bilinear nas coordenadas de ambos os sistemas e
escolhe-se uma funcao espectral que carrega a informacao sobre a distribuicdo dos modos do banho

e cuja forma determina o tipo de dissipacao que queremos estudar. Este modelo tem sido usado com
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sucesso para descrever, no limite quantico, as propriedades de diferentes sistemas dissipativos de um
grau de liberdade sujeito a um potencial arbitrario. Porém, se inserirmos mais um grau de liberdade
independente no sistema de interesse, ou seja, se colocarmos uma segunda particula no mesmo meio
dissipativo, as possiveis modificagoes induzidas na dindmica de cada particula nao sao evidentes. O
acoplamento efetivo entre particulas imersas em um dado meio, conhecendo-se o comportamento de
cada uma na auséncia das demais, pode ser o alvo de um estudo como o aqui apresentado. Esta
situacado seria analoga a da criagdo dos pares de Cooper via a interacdo dos elétrons (particulas de
interesse) com fonons (modos do reservatério) em metais.

Inicialmente apresentamos a abordagem convencional, para o caso de apenas um grau de liber-
dade, na qual o reservatorio de osciladores nao - interagentes é acoplado bilinearmente com a variavel
de interesse. Analisamos ainda, rapidamente, a equivaléncia entre os acoplamentos coordenada-
coordenada e coordenada-velocidade. Posteriormente tentamos generalizar este modelo para o caso
de duas particulas, evidenciando as limitagoes deste procedimento e chamando a atencao para as
mudancas a serem feitas no modelo.

No terceiro capitulo abandonamos o acoplamento bilinear j& que, como seré mostrado no segundo
capitulo, este tipo de acoplamento nao é adequado para estudar a interacao entre particulas brow-
nianas e, em seu lugar, introduzimos um acoplamento que continua sendo linear nas variavéis do
reservatorio, mas agora é nao-linear na varidvel da particula. Devido a invaridncia translacional do
modelo, o acoplamento escolhido apresenta uma dependéncia funcional exponencial. A susceptibili-
dade dinamica dos osciladores do banho é substituida pela correspondente a osciladores harmoénicos
amortecidos. Mostra-se que o modelo nao - linear reproduz, para o caso de uma particula, os mesmos
resultados do modelo linear no limite de tempos longos e distancias curtas. Em particular, podemos
reproduzir a equacao de Langevin e o funcional de influéncia - nos limites cléssico e quantico, res-
pectivamente - do modelo linear de osciladores nao interagentes com fungao espectral J(w) = nw.
Quando inserimos uma segunda particula no sistema, as modificagoes feitas no banho de osciladores
podem produzir o acoplamento efetivo que estamos procurando, assim como correlagoes espaciais
entre as forcas flutuantes que agem em cada particula.

No capitulo quatro encontramos a evolucao temporal do operador densidade reduzido do sistema
de dois corpos dentro do formalismo das integrais de trajetéria. Finalmente, fazemos uma apro-
ximacao local no potencial efetivo induzido para calcular a evolucao temporal do estado inicial do
sistema formado por dois pacotes simples.

Na parte final do trabalho apresentamos as conclusoes e alguns apéndices necessarios para a

melhor compreensao do texto.



Capitulo 2

Modelo linear

Neste capitulo serd feita uma revisao rapida do modelo desenvolvido por Caldeira-Leggett para tratar
o problema da dissipacao quéntica usando o paradigma do movimento browniano. O problema seré
abordado deduzindo a equagao de Langevin para o sistema dissipativo partindo de uma Hamiltoniana
que acopla o sistema de interesse a um reservatério modelado fenomenologicamente. Posteriormente,
tentaremos estender o modelo para o caso de duas particulas brownianas mostrando as modificacoes
que precisam ser introduzidas a fim de representar adequadamente o sistema e a interacao mediada

pelo banho.

2.1 Equacao de movimento para uma particula

Existem na natureza muitos sistemas complexos nos quais ¢é dificil conhecer a origem microscopica
da dissipacao. Por outro lado, é possivel desenvolver, no regime classico, uma equacao que agrega
as caracteristicas dindmicas e estatisticas dos efeitos dissipativos; a equagao de Langevin. Portanto,
é de grande utilidade construir modelos fenomenoldgicos que no limite adequado se reduzam a uma
equacao de Langevin semi-classica. A abordagem mais bem sucedida para modelar estes sistemas ¢ a
utilizacdo do chamado modelo "sistema-mais-reservatorio", no qual o sistema de interesse se acopla
a um banho térmico responsével pelas perdas de energia.

Assumimos que qualquer grau de liberdade do reservatorio seja fracamente perturbado para que
possamos usar um acoplamento sistema-reservatorio que seja linear nas coordenadas do reservatorio.
Esta descrigao é razoavel quando o reservatorio é macroscopico. Embora a interagao seja perturbativa
nas variaveis do banho, isto nao quer dizer que o seu efeito sobre o nosso sistema de interesse seja
fraco.

Podemos entao, definir a Hamiltoniana de nosso sistema composto segundo,

H:HS+HR+H[, (2.1)



CAPITULO 2. MODELO LINEAR )

onde

P2
Hg = —
S 2M+V(x)7

N

pP? myws R?

Hp = k k™ k 2.2
. ;<2mk+ =) 22)

sendo Hg a Hamiltoniana do sistema de interesse quando isolado, Hr a Hamiltoniana do reservatorio
formado por N osciladores harmoénicos e H; a interagao sistema-reservatorio, que pode ser escrito
de diversas formas equivalentes.

Segundo a prescricao feita em |[11], podemos escolher o acoplamento do tipo coordenada-

coordenada. Neste caso deve ser introduzido um contratermo AV (z) = ) 221%5% para cancelar
os efeitos induzidos pelo acoplamento no potencial V(z). Assim '
HI:iV:Ckak—i-i% (2.3)
k=1 = 2 |
e completando quadrados a Hamiltoniana total fica
N 2
Hz%%—V(x)%—%é{i—i%—mkw% <Rk+miz,%$> } (2.4)

Esta Hamiltoniana tem sido estudada desde 1960 para sistemas fracamente acoplados aos graus
de liberdade do ambiente. Somente depois de 1980 foi mostrado por Caldeira e Leggett [11] que este
modelo também é aplicavel a sistemas fortemente acoplados e pode ser usado para descrever, por
exemplo, tunelamento dissipativo na fisica do estado sélido e na fisico-quimica.

Para entender melhor o sistema modelado por (2.4) introduzimos novas coordenadas Yy (e o seu

momento conjugado Plgy)) para os osciladores e novas massas uy [13], tais que

C C?
Ry, = ——=* 5 Y, e pp=—" (2.5)
mrwp mrpw
Com essas definigoes temos
P2 1 N P(y)2
H=_—+V = & 2(V—a)’ 5. 2.6
o7+ (:v)+2k§_:1{ o T e (Y — @) (2.6)

Aqui, a dissipacao é obtida através de osciladores de massas py, centrados na variavel x. Fica, entdo,
evidente que o contratermo é fundamental para preservar a invariancia translacional do sistema
quando V(z) = 0.

Também podemos definir um acoplamento do tipo coordenada-velocidade como, por exemplo,
em sistemas que incluem campos eletromagnéticos. No que segue mostraremos que esse acoplamento

é equivalente ao anteriormente apresentado.
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A Lagrangeana com acoplamento coordenada-velocidade é escrita como

L= = Vi) + Z <2mk > chka, (2.7)

e a Hamiltoniana correspondente a esta Lagrangeana é, entao,

P2 al ~ 1%, 1 o0
H = Y + V -|- kz_: [ [Pk + C’kw] + §mkkak:| : (2'8)

Efetuando a transformacgdo canoénica

x—x, P—P  P,—>mpwrR, e Ry — mi];k, (2.9)
e definindo Cj, = é’kwk, temos a nova Hamiltoniana
P2 Y2
H=_r+V( Z [ + mkkak] + Z RiCrx + Z ka’fwk 22, (2.10)

k=1

que é idéntica a (2.4). Do apresentado acima é evidente que as trés formas de escrever o acoplamento,
(2.4), (2.6) e (2.7), s@o equivalentes.
Assim, podemos descrever a dindmica de qualquer um dos graus de liberdade do sistema composto
a partir da Lagrangeana
1 1 e
L==-Mi®>-V(z)+= my (R — wiR?) CypRpx — —k 2?2 2.11
: @)+ 5 3 mu( - Zkkzmkwg (211)
que nos permite deduzir a equacao do movimento dissipativo para a particula como mostraremos a
seguir.

Partindo da Lagrangeana anterior, temos

N
02
Mz = 0,
m U.)k
mkRk + mkkak 4+ Crx = 0, (2.12)

Usando a transformada de Laplace das varidveis envolvidas podemos escrever as coordenadas do

reservatoério como

Rk(t) _ i /s—i-ioo { st(O) N Rk(O) }estds B # /s—i-ioo C’k:ﬁ(s)z St ds. (2-13)

20 Joioo | 2+ wi  $2 4w} 2mimy, Jo_jno 82+ wi
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i - 1 _ 1y s 3
Usando a identidade Tl = o {1 Py }, temos entao

e+i00 ’ e+i00
Ru(t) = i/ { st(0)2 N Rk(0)2 } s — #/ Cri(s)etds

270 Je—ioo | 2+ wi 82+ Wi 2mimyw? Je_ioo

1 e+1i00 82
7/ ———Cri(s)e™ ds. (2.14)
2mmkwk e—ico S +wk

Substituindo esses resultados nas equagoes de movimento para x temos

N 2 e+100
Mi + dviz) _ Z _ % / Z(s)eds
k=

' 2
dx 2mmkwk 0o

£+100 82
E 2 / ﬁx(s)e“ds
P mmkwk e—ico ST Wy

N N :
Ck -1 etioo SRk Rk(O) t
= — Ch 5td 2.15
* Z mkwk - 2mi Z {32 + w? 82 + w? c s (2.15)

E’lOOkl

onde o terceiro termo do primeiro membro é simplesmente

e+ico N 02

- i(s)eSds = — koa(t 2.16
Z 2mmkwk /5 T(s)e”ds Z mszx( ) (2.16)

100 k=1

que cancela o ultimo termo deste mesmo lado da equacao. O quarto termo da esquerda corresponde

a seguinte derivada

L[ e s ,
— —_— T std = t —t dt
dt kZ:l 2mimyws /E_Z-oo 52 +w,%x(s)e s dt mkwk/ cos wi( N(t) ’

onde usamos o teorema da convolugdo e a transformada de Laplace da funcao coswy(t —t').

A fim de transformar 3 em f dw definimos a funcao espectral

2
Jw)=2>Y G §(w —wp), (2.17)

mrWg

que nos permite escrever

C2
Z k2coswkt—t / dw
Mmpw;,

k

cos w(t —t).

A funcdo espectral J(w) estd relacionada com a distribui¢do dos modos do banho e como estes
interagem com a particula browniana. Neste ponto é importante dar uma forma explicita & nossa

densidade espectral. Para obter uma equacao de Langevin markoviana e ohmica (forga dissipativa
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proporcional a velocidade) escolhemos

nw w <)
J(w) = ) 2.18
@) { 0 w > ( )

onde introduzimos uma freqiiéncia de corte € na distribuicdo dos osciladores. A dependéncia fun-
cional de (2.18) pode ser deduzida considerando uma distribui¢do de freqiiéncia parabdlica (tipo
Debye) nos modos normais do banho[14]. A forma escolhida para J(w) é adequada para estudar
o comportamento do sistema em tempos longos comparados com o tempo Q! introduzido pela
frequéncia de corte do banho.

Para estudar sistemas dissipativos nao - ohmicos é conveniente considerar que, para baixas
freqiiéncias, J(w) satisfaca uma lei de poténcias, J(w) o w®. Em geral, a tnica propriedade que
deve ser postulada é que J(w) decaia suficientemente réapido em fungao de w quando w = €. A forma
especifica da funcao espectral para frequéncias altas ou intermediarias s6 é relevante se estivermos
interessados em efeitos de memoria ( dindmica ndo - markoviana).

Depois de ter escolhido o tipo de dissipagao definido por ?? podemos tratar adequadamente as

somas em k. Assim, temos

C2
Z k2coswk(t—t / dwncosw(t —t') = 2n6(t —t'),

onde fizemos 2 — co. Este resultado permite-nos escrever o quarto termo do lado esquerdo de (2.15)

como
N N N
d C? C?
— (t —ta(t)dt' 3 = (t —t)a(t)dt
pn {kz — / cos wi( )z(t') } ; mkwk T / sin wy ( N (t')
N N N c2 .
= E t—t) E t —tha(tdt
kz mkwk 2 cos wi( + 2 - /0 cos wy( )(t')
= Z 52(0) cos wit + ni(t). (2.19)
—1 mkwk

Resolvendo explicitamente a integral do lado direito de (2.15) podemos reescrevé-la como

. dV(x) )
M+ 2P\
4+ = + nx(t)
N N
=— Z Cr sinwyt Ry,(0) — Z Cy coswyt [Rk(O) + 5Crr(0)] . (2.20)
h=1 k=1 Mk,

O termo do lado direito de (2.20) pode ser interpretado como uma for¢a f(t) que depende das
condicoes iniciais impostas aos osciladores do banho. A preparacao inicial determina as propriedades
estatisticas das variaveis do banho e dos graus de liberdade do sistema e torna f(t) uma funcao

estocastica. Supondo que o banho esteja inicialmente em equilibrio termodindmico temos, no limite
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classico (teorema da equiparti¢ao de energia)

Y

(Ri(0)) = (Rk(0)) = (Ri(0) e (0)) = 0,

<Rk(0)Rk,(0)>:Zﬂ5kk, e <Rk(0)Ry(o)> — székkf,

k mrwy,

onde Ry = Ri(0) + ﬁngx(O). Isto nos permite mostrar, ap6s algumas manipulagoes algébricas,
k
que (f(t))y = 0e (f(t)f(t)) = 2nkTo(t — t'), onde as médias sdao tomadas com respeito & matriz

densidade que contém os osciladores deslocados, isto é,

1 p? miw? 1 2
= — — -t 4 i+ ——=C; . 2.21
Pbanho N €xp { 5 ZZ: om; + 2 <Rz + miwig CZ‘T(O)> ( )
Desta forma a equacao para z fica
dav
M+ W& nt(t) =f(t), (2.22)
com
Y c . al 1
flt)=— Z w_k sinwyt Ri(0) — Z Cl; cos wyt [Rk(()) + 5 Crz(0)
k=1 k=1 Mk

Esta equacao descreve uma interacao instantdnea do reservatoério com a particula. Porém, em
muitos problemas de interesse é necessario levar em conta a historia do reservatorio e, neste caso, o
coeficiente de dissipagdo ndo é mais constante e a equacao deve ser escrita como segue

¢ dv(z
M +/ n(t —t)a(t)dt' + viz) _ f(@). (2.23)
0 dx
O coeficiente n(t—t') introduz o efeito de memoria. A média no ensemble da forga flutuante continua

sendo zero e a correlacdo no tempo agora é

(f)f(t)) = 2kTn(t —t). (2.24)

A validade destas equacoes esta limitada pelo seu carater fenomenologico. E razoavel usar esta
equacgao quando queremos estudar o comportamento do sistema para tempos muito maiores que os

tempos caracteristicos do reservatério a ele acoplado.

2.2 Equagao de movimento para duas particulas

Nesta secao, o nosso interesse é introduzir a Lagrangeana do sistema fechado composto por duas
particulas independentes, mas que estao acopladas a um banho de osciladores. O termo de interacao
serd modelado usando o acoplamento coordenada-velocidade para obter o contratermo necessario de

forma automaética.
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A Lagraneana de nosso sistema completo pode ser escrita como

L=Lsg+Lr+ Ly, Ly = %Mj;%—V(xl),
Ls =11+ D, Lo =}~ V(2), 225)
1 N . N . '
Lp =3 > mp(R} — wiR}), Lr=— 3 Cy (a1 +x2) Ry,
k=1 k=1

onde Lg é a Lagrangeana do sistema aberto, Ly representa o banho formado por N osciladores e
L é o termo de interacao que é do tipo coordenada-velocidade.
A Hamiltoniana correspondente é
P P}

H= 3 C " SR 2.2
W—FW—FV(:M )+ V(xo +kz_:1 {Pk‘i‘ k(331+332)] +§mkkak ) (2.26)

que sob a transformacgao canénica

T —x1, T2—T2, P—P, Po—P, pp—mpwpRp e R — Pr ; (2.27)
mrWg

e com a redefinicdo da constante de acoplamento C), = Cjwy pode ser escrita como

P2 P2 N 2
H=_—~+_—=
a7 T ot V@) + V() + kz_:

C 2

Esta Hamiltoniana pode ser obtida da seguinte Lagrangena

N
1 . 1. 1
L= 5M:c%—V(a;1)+§z\4x§ +§kz_1mk (R} — w?R})
N N 2
—ZC (:El —1—1132 Z k :El +:E2)2, (2.29)
k=1 k=

que ja contém o contratermo adequado para renormalizar qualquer efeito da modificacao do poten-
cial original. Seguindo o mesmo procedimento que o adotado para o caso de uma tunica particula
browniana podemos, através desta nova Lagrangeana, escrever a equagao de movimento para uma

das duas particulas como
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N .
3 dV(:El) C]% /e—l-zoo ~ ~ .
M — —Lr - *d
1+ = kZ:1 S ). (Z1(8) + Ta(s)) e**ds

N CI% e+i00 82 t
_ "k s ~ ot
+ S iz L o 1) s
N o |
C]% —1 e+100 SRk(O) Rk(o)
t t G C Std
+;msz (z1(t) + z2(¢)) 27”./E_iC>O ;::1 k 52+w£+32—|—w£ etds,

(2.30)

enquanto que a equagao para a segunda particula obtém-se simplesmente trocando 1 por 2 na equagao
acima.

Convém notar que, se simplesmente adiciondssemos um contratermo para x; e outro para xo
na forma definida em (2.11), ndo teriamos conseguido a renormalizagao desejada para o potencial.
Isto é, na equacdo para x1|z2|, apareceria um termo proporcional a zo|z1|, que representaria o efeito
de uma forga externa (harmoénica) agindo no centro de massa do sistema. Esta forca carece de
significado fisico pois nao existe no modelo um potencial externo que possa produzi-la.

Agora ¢é evidente que o terceiro termo do primeiro membro de (2.30) cancela-se com o ultimo

termo do primeiro membro e o quarto termo do primeiro membro pode ser escrito como

d N C’]% e+ioco s )
rn P EE— — (7 5 st _
dt D 2imyw? /E_Z-OO 2+ w2 (Z1(s) + Z2(s)) e™ds

k=1
N t
% {Z mck’i}z /0 coswy(t — t') (z1(t') + z2(t')) dt’} .

N N t
=S () 4 ) - 3 - /0 sinwp(t =) (@1(t) +22(t)) dt'

mrw
=1 kWk

e finalmente integrando por partes em t' obtemos

N C2 N C2 t
— Z b coswyt (1(0) 4+ 22(0)) + Z b | coswip(t —t) (21 (t) +22()) dt’.  (2.31)
1 MW o MWy Jo

Usando de novo a densidade espectral definida em (2.17) podemos escrever

C]% / 2 @ / /
Z 5 Coswi(t —t') = — dwncosw(t —t") = 2ni(t —t'),
% mkwk ™ Jo



CAPITULO 2. MODELO LINEAR 12

ea (2.31) fica

N 02
Z k 5 cos Wit (21(0) + 22(0)) + na'y (t) + naia(t).
—1 mkwk

Finalmente as equacgoes de movimento para as duas particulas sao

.o dVi(z . .
Mg+ T i) ) = 10,
Lo, dV(z . .
Mz di 2) () £ () = 100, (2.32)
com
Ao : Y Ci
ft)=— kZ:l o sinwgt Ry (0) — kzﬂ C}; cos wyt [Rk(O) + Tl (1(0) + 22(0)) | .
Fazendo V(z) = 0, vemos que o movimento do centro de massa ¢ = (r1 + 22)/2 do sistema é
governado por
Mg+ 2n4(t) = f(t), (2.33)

0 que mostra que esta coordenada experimenta um movimento dissipativo onde o coeficiente de
dissipacao é duas vezes o encontrado no caso de apenas uma particula. Este, por si s6, ja é um
resultado inesperado. A equagdo de movimento para a coordenada relativa u = x1 — x3, é ainda
mais surpreendente. Para esta temos

ii(t) =0, (2.34)

o que indica que u(t) executa movimento retilineo uniforme, afastando ou aproximando as particulas
segundo o valor inicial de 4(t). Analisando com mais cuidado este movimento, podemos dizer que, se
uma das particulas é deslocada em uma direcao determinada, a outra responderd instantaneamente
como se estivesse sob a acao de uma interagao a distancia encarregada de manter uniforme a variagao
de u(t). Apesar de estarmos interessados em descrever uma possivel interagdo entre as particulas
mediada pelo banho, os efeitos aqui apresentados nao sao fisicamente plausiveis.

De posse destes resultados observamos que o modelo apresentado nesta se¢ao é inadequado para
tratar o problema de duas particulas brownianas em um mesmo meio. Portanto, é preciso escolher
um acoplamento diferente do aqui adotado para se atacar este problema e esse serd o tema da se¢ao

seguinte.

2.2.1 Acoplamento linear com parametros diferentes.

Da anélise feita no capitulo anterior se faz necessario introduzir um tipo de acoplamento que de
alguma forma diferencie as particulas. Desta forma esperamos poder separar os efeitos locais dos
nao - locais do banho sobre as particulas. Os efeitos locais devem descrever a dissipagao de energia
de cada particula enquanto que os nao- locais mediariam a interacdo que buscamos entre elas.

A forma mais simples de representar este fendémeno é introduzir parametros de acoplamento
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diferentes para cada particula. Assim, o acoplamento proposto é

< xl + C Dy > Ry, — f: 1 5 (C]il)xl + Cliz)xg)z . (2.35)

2mpw
k=1 <"k %k

Mz

k=1

Neste caso, o efeito do acoplamento nao é mais apenas sobre o centro de massa do sistema, mas afeta
também os seus graus de liberdade internos. O processo de obtencdo das equagoes de movimento
é exatamente o mesmo mostrado acima levando em conta as pequenas modificagdes que devem ser

consideradas quando C’,gl) #+ C'Igz). Portanto, mostramos apenas os resultados finais que sio
dV(z1) s~ G [ M 2)
.. 1 k 1) . 2) . .
Mz + Twl + Z m/ coswk(t — t,) (Ck :El(t/) + Ck l‘Q(t,)) dt’ = fl(t),

Mif2+

Z mkwk / COS Wy, t—t) (C’(l):ﬁl( )4_0(2)33-2( /)) dt = Fa(b), (2.36)

com a forga flutuante f;(¢), com i = 1,2, definida por

N (z 1

N
Z —E_ sin wyt Ry, (0 Z C’k cos wit [Rk( )+ 5 (C]gl)$1(0) + C]gz)l‘g(())):| . (2.37)

Se 0 banho representa um meio homogéneo, devemos esperar que o seu efeito sobre cada particula

separadamente seja em média o mesmo, o que nos permite definir a seguinte funcao espectral

(4)2
T C
Jiw) =3 > m:wka(w —wp) = (2 — w), (2.38)

onde 2 é a freqiiéncia de corte caracteristica do banho. Do mesmo modo é possivel definir um tipo

de funcao espectral mista da forma

(1) ~(2)
Tiaw) = 530 S g - ), (239

mpw
k kWk

que pode representar o mecanismo mediador da interagdo entre as particulas. Supondo que o banho

esteja inicialmente em equilibrio termodindmico temos, no limite cléssico,

(Rr(0)) = (Fx(0)) = (Fi(0)few (0)) =0,

i . kT - ~ kT
<Rk(0)Rk/(0)> - m_5kk’ e <Rk(0)Rk/(0)> = Sk
onde Ry = Ry(0) + —g (C’ 1(0) + x2(0 )) Isto nos permite mostrar, ap6s algumas mani-

pulagdes algébricas, que (fl( ))=0ce (fz( ) fi(t)) = 2nkT6(t — t') com ¢ = 1,2, onde as médias sao
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tomadas com respeito a matriz densidade que contém os osciladores deslocados, isto é,

P et L (o @ ’
Pbanho = exp{ ﬁz [ (R + 2 (C’ 21(0) + C; :132(0))) ]} (2.40)

Embora o acoplamento definido em (2.35) seja mais satisfatorio do que o acoplamento com

parametros idénticos, ainda nao é claro como modelar a fungao espectral mista Ji2(w). Além disso,
o modelo em questao nao comporta uma escala de comprimentos associada a interacao que estamos
procurando. Outro problema é a correlagdo cruzada entre as forgas flutuantes, (fi(t)f2(t')) =
(f2(t) f1(t')), que, em principio, por estar atuando sobre particulas diferentes, poderia apresentar uma
dependéncia espacial que dependeria da escolha de Ji2(w). O modelo atual mostra-se insuficiente
para resolver estas questdes e, portanto, no préoximo capitulo serd apresentada uma alternativa a

esse problema.



Capitulo 3

Modelo nao - linear

3.1 Equacao de movimento para uma particula

Embora o modelo do acoplamento sistema-reservatério totalmente linear seja satisfatério no caso de
uma particula, é interessante estudar um modelo nao - linear que apresente uma evidente analogia
com os modelos microscopicos e nos permita encontrar os resultados apresentados em [15]. Vamos

supor que nosso sistema seja composto pela seguinte Lagrangeana

L=1Ls+Lr+Lr, Lg = 1M3i?,
2 5 N 3.1
Lr =5 mu(RuR_i, — wiRrR_y), L; = = Cy(z)Ry. (3.1)
k k

Inicialmente é escolhido o acoplamento com a velocidade de cada oscilador ja que, como foi mostrado
em secoes anteriores, um acoplamento do tipo coordenada-velocidade introduz automaticamente
o contratermo necessario. A razdo pela qual o banho de osciladores foi simetrizado em k, seré
esclarecida em breve.

A Hamiltoniana correspondente para este sistema é

P? 1 PPk 2
= — + = — RiLR_
oM + 5 Ek: ( - + mpwp R R_

2)C_y(x)

+3 gy (G Cups) + 3 il (32)

2my

que sob a transformacgao canénica

Dk
mwy’

x—z, P—P  p.—mwrRr e Rp—

15
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e com as constantes de acoplamento redefinidas como Ci(z) = C’k(x)wk, pode ser reescrita como

P2
H=——+

N
ST % > (C_n() Ry + Ci(x)R_y)

k=1

+Z [pkp i + mkkakR k] —l—Z—Ck )0_2( ), (3.3)

2mygwy

que, por sua vez, pode ser obtida da seguinte Lagrangeana:

1. .5 1 I 9
L= §M:E + 5 Ek:mk(RkR_k - kakR—k)

Cr(z)C_g(z)
7 Y

——Z C_i(@)Ri + Cr(z)R_g) — >

k

E importante notar que agora o acoplamento esta simetrizado com respeito a k e que o con-
tratermo surgiu naturalmente. Essa tultima Lagrangeana vai ser usada para deduzir uma equagao

dissipativa nas coordenadas da particula. As equagoes de movimento para essa Lagrangeana sao

L1 9C_k(z) ICx(x)

Oz
Y gz (o + e ) -0

mrwp,
mkR_k + C_p(x) + w]%R_k =0 (3.5)
Antes de continuar, é conveniente definir o tipo de acoplamento a ser usado. Para garantir a

invariancia translacional do sistema tomamos Cy(z) = k™. Assim, se a particula for deslocada

de uma distancia d, por exemplo, o acoplamento transforma-se em
C_i(x + d)Ry, = C_y(x)e ™Ry,
0 que nos permite definir as novas variaveis do reservatorio como
Ry = e %R,

mantendo assim a Lagrangeana (3.4) invariante. Esta é a razdo pela qual escrevemos o banho de
osciladores de forma simetrizada em k. Outro fato importante é que com o acoplamento escolhido,

a contribuicao do contratermo & equagao de movimento é identicamente nula, isto é,

<80—k(33) 9Ck ()

Cr(z) + O C_k(x)> =0,

e, portanto, o nosso modelo ndo - linear nao requer contratermo. Isto também pode ser visto direta-
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mente através da sua contribuigdo na Lagrangeana (3.4) que, no caso do acoplamento exponencial,

torna-se uma constante.
Agora, simplesmente devemos mostrar que a nova Lagrangena fornece uma equacdo de movi-

mento dissipativa na varidavel . Novamente usamos o método da transformada de Laplace para

resolver a segunda das equagdes de movimento em (3.5);
1 e+i00 SR_k(O) R_k(()) . 1 e+ico .
R_k(t) = — { + 2 e’'ds — W/ C_k[x](s)es ds

2 Jo ino | 2wl $2+wi e—ico

£+100 82
! / 5 G al(s)etds. (3.6)

2mimyw? Joioo 8%+ wi

Substituindo na equacao para x temos

T etico [ o - o (x
Mj%%:ao_k( VL { Ri(0) | Ri(0) }e%_z L_9C4le) e,y

2 2
0r 270 Jo_joo | 82+ wi 82+ wi

1 1 0C_p(z) [t s . ot
5 5m / 5 Cila](s)e"ds

mkw,% Ox —ico S2 Wi

OCk(z) 1 [ [ sR_,(0) R_(0) | . 1 9CL(x)
—Z / { Sy e ds—zk:2mkw270_k(:n)

Ox 2m cico | 2 Hwp 2+ wp

1 ack(x) e+ioco 82 5 o
+ 3 Z 5 3 /8 5C_k[7](s)e*"ds = 0.

mgwi 0T —ico SEH Wy
Resolvendo as integrais e agrupando termos chegamos em

t(OC_[x(t)] OCk[a(t)] | OCK[x(t)] OC_y[x(t)] o
M“kawk/ ( gr(t)  ox(t) | oa(t)  dat) )Cosw’f(t‘t)l‘(’f)dt’

8C_k(a:) Ck(xo) Rk(O 80_ ( )
= —— - - 7 t
5 2}; o (Rk(O) + msz cos wit + sinwgt| + Z 2mka
ICx(x) C_i () R_1(0) ack ICx(x)
2 DT <R_k(0) + a? cos wyt + ——— o + Z kawk (3.7)
que, com a substituicao Cy(z) = rpe*®, resulta em

2/{ K t
M 3 /0 cos k[a(t) — o(t')] cos wi(t — )i (')t

MW
i K etkwo R(0) .

= — kk_pe ke <Rk 0) + > cos wit + sin wyt
2 Ek: ( ) mkw,% Wik
i ke~ tkwo R_;(0) .

- = krge® <R_ 0) + 7) cos wil + ——— sinwyt | . 3.8
5 Zk: K k(0) - k o k (3.8)
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Im y(w) Im y(w)

Yx—0

Wy Wy

Figura 3.1: Susceptibilidade Dinamica do Oscilador Amortecido

O termo do lado direito pode novamente ser interpretado como uma forga flutuante ( que depende

das condicoes inicias impostas ao sistema) e escrito como

10

flt)= ~3%2 Z{ (C_k(x)Rk(O) + Ck(a:)R_k(O)) cos wyt
k

. . sin wgt
(@m0 + ) L (39)
Agora, vamos analisar a somatoéria em k do termo dissipativo de (3.8). Esta expressao pode ser
escrita como
o0 Tmr'9
TD — Z/ dw2k2/£k/£_kw cosklz(t) — z(t')] cosw(t — t'), (3.10)
r Y0

W

(0)

onde X, (w) é a susceptibilidade dinamica do k-ésimo oscilador. Até este ponto, os osciladores tém

sido considerados como nao interagentes e assim

Imx,go) (w) = 2m7;% O(w — wg)- (3.11)
E preciso modificar o modelo para poder estudar de forma adequada os efeitos locais e ndo locais
do banho sobre o nosso sistema de interesse. Isto pode ser feito se lembrarmos que, a rigor, os
osciladores estao acoplados de forma que o efeito liquido desta interacdo residual transforma o
banho em um conjunto de osciladores harmonicos amortecidos. Obviamente o banho de osciladores
nao - interagentes seria recuperado tomando o limite 7 — 0 nos osciladores amortecidos (ver fig:
3.1), onde v € o coeficiente de amortecimento do k-ésimo oscilador do banho. Para cada um dos

osciladores do novo conjunto teremos a susceptibilidade dindmica xj(w), dada por

YW

mp [(wQ — w,%)z + wQ’yz] ‘

Imyxi(w) = (3.12)
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Im y(w)

w <)

Figura 3.2: Imy(w) no limite de tempos longos
Nosso interesse principal é estudar o sistema no limite de tempos longos, ou seja, freqiiéncias peque-

nas comparadas com a freqiiéncia caracteristica de corte 2. Nesse limite Imyy(w) < w, como pode

ser visto na figura (3.2), e, portanto, podemos assumir

Imyxg(w) = f(k)wd(2 — w), (3.13)

onde f(k) ~ m'y’zu4. Esta modificacdo permite-nos escrever a somatoria em k& como
k%

kb , )
SR cos kfa(t) — a(t')] coswi(t — t)

*° Zkpk
= /0 dw Z %f(k)w cosk[z(t) — z(t")] cosw(t — t)
k

= Z 2% kg f (k) cos k[z(t) — z(t)]6(t — '),
k

que substituida no termo dissipativo de (3.8) e integrada em ¢’ nos da

Mi(t) +na(t) = f(1), (3.14)
onde definimos
n=> krpr_if(k). (3.15)
k

Convém notar que com esta pequena modificacdo obtivemos uma relagao mais estreita entre a
constante de dissipagao e os parametros microscopicos do banho de osciladores.

Para finalizar a descri¢ao de (3.14) é importante discutir as propriedades estocésticas da forca
flutuante f(¢t). Supondo que o banho esteja inicialmente em equilibrio termodindmico e usando a

invariancia translacional do mesmo, temos, no limite cléssico,

(Rr(0)) = (Br(0)) = { Fi(0) e (0)) =0, (3.16)
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kT

<Rk(O)Rk’(0)> = m—kék( Wy e <Rk(o)Rk,(0)> kT

mwk

SOk(k)s (3.17)

onde Ry, = Ry, + Crl(z) ) Assim como no caso linear pode-se mostrar que as propriedades estocésticas
de f(t) satisfazem (fk( ) =0e (F()F(H)) = 2mkpTd(t —t').

O modelo apresentado nesta secao nos permite reproduzir os resultados obtidos no caso do
acoplamento sistema - reservatorio ser da forma coordenada - coordenada com a densidade espectral
ohmica, J(w) = nw. E importante salientar que com as modificacoes introduzidas na resposta linear
do banho é possivel definir separadamente escalas de tempo e comprimento, o que nos permitiréd, na
secao seguinte, encontrar uma interagao efetiva mediada pelo reservatério quando se introduz uma

segunda particula no meio dissipativo.

3.2 Equacao de movimento para duas particulas

Na secao anterior foi mostrado que, para o reservatorio definido em (3.4) e o acoplamento do tipo

C), = kpe'™™ a invariancia translacional do sistema faz com que nio seja necessario introduzir um

contratermo na Lagrangeana. A generalizacdo do modelo para o caso de duas particulas é direto,
sendo representado pela Lagrangeana
1 ) 1 ) 1 . . 2
L= §M:E1 + §MZE2 + 5 Zk:mk(RkR_k - kakR—k)

— %Z [(C_k(xl) + C_k(xg)) Ry + (Ck(xl) + Ck(xg)) R_k] . (3.18)
k

As equagbes de movimento obtidas desta Lagrangeana sao

0C_i( O0C (1) _
Mz + = E ( 81171 Ry + Dy R_k> =0, (3.19)
. 1 8C_k($2) 8Ck(l‘2)
- E ) = 2
Mio + 5 : ( D Ry + o R_;, 0, (3 0)

mkR_k + C_j(x) + w]%R_k =0. (3.21)
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O processo de obtenc¢ao das equagoes dissipativas é o mesmo que apresentado anteriormente. Usando

a transformada de Laplace podemos escrever

R_i(t) = L o {SR_k(O) + R+(0) } eds

' 2 2
270 Jomjoo | 2 Hwi 24w}

s [ (Clil(6) + sl s

2mimyw? Je_ioo
1 e+i00 82 ~ . t
2mimyw} 2w\ C- ) ets, 3.22
2mimgw? /a_ioo 2+ W ( k[r1](s) + C_glza](s) ) eds (3.22)

e substituindo na equagao para x; temos

. 1 L OC a1 ()] OCk[z1 ()] | OCk[x1(1)] OC_g[z1(t)] N
Mx1+z2 /0 < >coswk(t—t)a;1(t)dt

. mkwi 0x1(t) Ox1(t) dx1(t) 971 ()
1 (1 (OC ka1 (1)] OCK[xa ()] OCk[z1(t)] OC_glwa(t)] o
+Zk:2mkwi/o< o) Oas(t) | Owi(t) | Owa(t) )COS”’““‘”“(”“

- Z 2 ! 2 <8C_k£rl] Ck[xl] + aca_izl[xl]ck[xg] + acaljfl] C_k[xl] + acaljfl] C_k[x2]> (3.23)

+ (Cor(@) Br(0) + Cilw) B4 (0)) Siwt]

Wk

com Ry = Ry, + Ck[xl(oﬁ:{%’“ 220 " Usando agora Cr(z) = rpe'*® encontramos

M kzl‘ik/f—k ¢ / IN o (N 74!
1+ Z 5 cos k[z1(t) — z1(t')] coswy(t — ¢ )1 (t')dt
0

KRk [* / / NN,
+ E 5 / cos k[x1(t) — zo(t')] coswy(t — t') o (t')dt
L

0
+ 30 B i ke (1) - a(0)] = (0, (3.24)
k k
onde
filt) = —%aixl Zk:{ <C_k(a:1)ﬁfk(0) + Ci(z1) ~—k(0)) cos wit
sin wyt

+ (C’_k(xl)Rk(O) n C’k(:nl)R_k(O))

}. (3.25)

Wk
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Usando novamente a susceptibilidade dindmica do banho definida em (3.13) podemos escrever as

somas em k como

k

> k/{k/{_gk sink[z (t) — 22(t)] = . /O‘X’ dw kﬁk%—kw sink[z1(t) — z2(t))
K

miwy, s w

:? Z kigk_p f(k)sink[x1(t) — x2(t)]. (3.27)
ke

Da secao anterior vimos que é possivel definir o coeficiente de dissipagdo 1 como funcao das

propriedades microscopicas do banho através da soma
n=> rpkiif(k)k, (3.28)
k

e, como de habito, a soma pode ser transformada em uma integral através da substituicao ), —

% [ dk, onde L é a dimensdo caracteristica do sistema. Podemos, entdo, definir a fungio

ng(k) = %“k“—kf(k)- (3.29)

A forma exata de g(k) s6 pode ser estabelecida se partirmos de um modelo microscopico para o
reservatorio, sendo necessario conhecer a resposta linear do banho e o tipo de interacdao que existe
entre a particula externa e o reservatério para podermos determinar os parametros de acoplamento
Ki. Entretanto, ha inameras situagoes que podemos analisar nestes sistemas através de modelagens
fenomenologicas de g(k).

A principal caracteristica de g(k) é deduzida de (3.28), isto &,

o
/ g(k)k*dk = 1. (3.30)
0
Existem muitas funcoes que satisfazem essa propriedade. Por exemplo, podemos escolher
g(k) = Ae™F/ko, (3.31)

onde k‘o_l determina a escala de comprimentos do sistema e A = 1/(2k3) ¢ uma constante de normali-

zacao definida por (3.30). Usando esta func¢ao, as somas em (3.26) e (3.27), podem ser transformadas
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em integrais e resultam em

k2kik_

Dt

cos kr cos w(t —t')

kkpr_g .
g 5 sin kr
MWy

A equagdo de movimento para a segunda

23

2n6(t —t') (

20 r
(g

1 _ 4r2k8
(K2r2+1)> (k&2 +1)°

(3.32)

particula é obtida seguindo o mesmo procedimento e

chegando finalmente a

1 41 (8) — 2o ()22 )
(K3[a1(t) — 22(0)2 + 1)*  (KZ[a1(t) — 2a2(t)]2 +1)°

My (t) +nay(t) +n <

297] [331 t) — T2 t)] o

T (Re1(t) — s + 1)2 = f1(t) (3.33)

Mia(t) + nia(t) +1 ( ! A (®) - 2O kg >

(Rl (t) — wa ()2 +1)*  (KBlwa(t) — 2a2(D)]2 +1)°
20 [z1(t) — 22(t)]
T o
filt) = —% ai Z{ (C-r(@) Rk(0) + Crlws) R_1(0) ) cos et
vk

+ <C'_k(:ni)Rk(0) n C’k(xi)R_k(O)) sin “”“t}. (3.35)

Wi

Para melhor analisar o efeito do reservatério sobre o sistema de duas particulas vamos reescrever

estas equacoes usando as variaveis do centro de massa e coordenada relativa. Definimos

= Ll ;_x2 € U=T1 — T2 (3'36)
e obtemos as equacoes
; . . 4Qn u(t)
Mia(t) +mi(t) — nfu(t)]a + — (2a2(t) + 1) = f1(t) — fa(t) (3.37)
M(t) +nq(t) +nlu(t)]q = M (3.38)
o L 1 R RO
= ((k3u2<t) +1)° (e + 1)‘°’> | 9
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Como é conhecido no movimento Browniano [1], a influéncia do reservatorio pode ser representada
por uma forga efetiva F'(t) que flutua rapidamente no tempo e possui um perfil totalmente irregular
e outra cujo comportamento sistematico depende da velocidade média. Este termo é o responsavel
pela perda de energia e leva a particula ao seu estado de equilibrio com o banho. Entretanto, em
nosso caso, este termo contém a influéncia pura do banho (1) e a influéncia da segunda particula
mediada pelo banho (n[u(t)]).

O centro de massa apresenta um movimento dissipativo no qual o coeficiente de dissipagdo nao é
mais constante, mas depende da posicao relativa das particulas. Nota-se que para distancias relativas
tais que kou — oo as particulas ndo se enxergam e tanto o centro de massa quanto a coordenada
relativa executam movimentos Brownianos puros.

Na equacdo para a coordenada relativa, além da dissipagdo, observa-se uma interacao efetiva

entre as particulas, induzida pelo banho, que é derivada de um potencial do tipo

B 20
kg (k3u?(t) + 1)

V(kou) = (3.40)
O fato de ter uma interagdo claramente atrativa deixa em aberto a possibilidade de criar estados
ligados de particulas Brownianas, esta questao nao serd respondida neste trabalho mas sem duvida
fara parte de pesquisas posteriores.

No limite de curtas distancias, ou kgu < 1, temos um potencial harmonico

Mw?  Mw?u?(t)

V(K 1) = — 3.41
(kou < 1) 202 + 5 , ( )
onde
4n<d
Y 42
YN e (342)

é a freqiiéncia de oscilacao que depende do coeficiente de dissipacao 1 e da freqiiéncia de corte €.

No limite oposto, kou > 1, o potencial efetivo (3.40) reproduz um potencial de longo alcance

20

(3.43)
Além da interacao induzida pelo banho, é também importante estudar as propriedades estocasticas
das forgas flutuantes fi(t) e f2(t). No apéndice B mostra-se que, dentro do modelo exposto neste
capitulo, as forcas flutuantes possuem as caracteristicas tipicas do chamado ruido branco, isto é,
(fi(£)) = 0 e (fi(t)fi(t")) = 2nkpTé(t —t'). Além disto existe uma propriedade adicional que diz
respeito a distribui¢do espacial do sistema. As forgas f1(t) e fa(t) s@o correlacionadas espacialmente

(ver figura 3.3), isto &,

(L) f2() =2n[u(t)]ksTo(t — 1),
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n(u ko)

n
1

m \//T u ko
.2

Figura 3.3: Correlacao Espacial de f1(t) e fa(t)

com

’ B 1 B 4U2(t)k8
nu)] =n ((k:%zﬂ(t) n 1)2 (K2u2(t) + 1)3> .

E interessante notar que a equacdo (3.37) para a coordenada relativa esta sujeita a forca estocastica
efetiva f,(t) = f1(t) — fa(t) tal que (fu(t)) = 0e (fu(t)fu(t))) = 4kT(n—nu])dé(t—t"). Consequente-
mente, vemos que a medida que o termo dissipativo de (3.37) possa ser desprezado, quando kou < 1,
0 mesmo ocorre para a flutuagdo de f,(¢) e a dinamica resultante é a de um oscilador harménico
com a frequéncia de oscilacao dada por (3.42). No limite oposto, kou > 1, esta mesma equagao
representa o movimento browniano de uma particula livre de massa reduzida M /2. Para valores
intermediarios de ukg a coordenada relativa estard sujeita tanto & dissipagdo quanto a flutuacoes
dependentes de posicgao.

A coordenada do centro de massa esta sujeita a forca estocastica fq(t) = (fi(t) + fa(t))/2 que
satisfaz (fy(t)) = 0 e (f,(t)f,(t")) = kT(n + n[u])d(t — ¢'). E facil ver que no limite kou > 1 a
equacao (3.38) representa o movimento de uma particula Browniana de massa 2M como era de se

esperar.



Capitulo 4

Operador densidade reduzido

Nos capitulos anteriores, obtivemos a equacao de movimento dissipativa para o sistema. Embora
a abordagem usada tenha sido desenvolvida classicamente, as equacoes resultantes tem a mesma
forma no caso quantico, sendo necessério simplesmente pensar em termos de operadores e levar em
conta os efeitos decorrentes das diferentes trajetorias possiveis. Porém, a fim de fazer uma descricao
mais completa do sistema, calcularemos neste capitulo o operador densidade reduzido do sistema de

interesse usando a ferramenta das integrais funcionais introduzida originalmente por Feynman|16].

4.1 Uma particula

Estamos interessados em uma descricao reduzida do sistema que nos permita estudar apenas a
evolucao temporal da particula browniana. Por conseguinte, devemos eliminar os graus de liberdade
do reservatoério. Inicialmente usaremos a representacao integral da mecanica quantica para obter o
propagador que controla a evolucao temporal do operador densidade reduzido em termos do funcional
que contém toda a informagao do banho. Em seguida encontraremos a forma explicita deste funcional
usando uma abordagem operacional dentro da versao de interagao.

A evolugao temporal do operador densidade do sistema composto é dada por
p(t) = exp (—iHt/h) p(0) exp (iHt/h), (4.1)

que na representacao de coordenadas se escreve

(,R]p(t) |y, Q /// do'dy' dR'dQ'K(x, R, t; 2", R/, 0)
+ (@, R'[p(0)]y, Q) K*(y,Q, 1,9, Q’,0), (4.2)

onde R é um vetor de N componentes que representa cada grau de liberdade do banho e K ¢é a

representacao de coordenadas do operador de evolucao temporal

K(z,R,t;2',R’,0) = (z, R|exp (—iHt/h) |2/, R') (4.3)

26
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que, por sua vez, admite uma representacao de integral de caminho
/ !/ Z
K(z,R,t;2/,R,0) = H DxDR exp (ES[x, R]) . (4.4)

As integragoes sao feitas sobre caminhos z(t'), y(t'), e R(t'), Q(¢') com pontos extremos

2(0) =2', z(t) =2 y(0) =y, y(t) =y; (4.5)
R(0) =R, R(t) =R’; Q(0)=Q, Q(t) =Q. (4.6)
A agdo em (4.4) é dada por

t
S:SS—I-SR—I-S[:/ dt/(LS—i—LR—I-L[), (4.7)

0

onde
1
Lg = §Mx'2,

Lr = Lg[Ry, Ry,
L = —%?c_k(xmmck(xm_k), (458)

sao as Lagrangeanas do sistema de interesse, do reservatorio e de interacao respectivamente. Como
foi mostrado anteriormente, para o tipo de acoplamento escolhido os termos de renormalizacao
induzidos cancelam-se automaticamente e, portanto, nao é necessario incluir um contratermo.

A grandeza que contém a informagao do sistema dindmico sob a influéncia do banho é o operador

densidade reduzido. Integrando entao as coordenadas do banho temos

papt) = [ dRG@RIpO1R)
- ﬂ da' dy' Hj dR'dQ'dRK (z, R, ;2 , R, 0)
« ('R p(0) |y, Q)K*(y, R, t;/,Q,0). (4.9)

O operador densidade reduzido no instante ¢ depende do operador densidade inicial do sistema

composto. Para simplificar o problema podemos supor que o operador densidade total em ¢t =0 é

p(0) = p(0)pr(0), (4.10)

onde p é o operador densidade do sistema de interesse e pr(0) = Igl exp(—(fHR) ¢ o operador
densidade canénico do banho térmico nao perturbado. O estado inicial (4.10) significa que nao

existe interacdo entre o banho e o sistema de interesse em t = 07, isto é, o acoplamento é ligado de
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repente! em ¢ = 0F.
Substituindo (4.10) em (4.9) obtemos

pla,y,t) = || da'dy I (z,y, 52"y, 0)p(' o/, 0), (4.11)

onde J(z,y,t;2’,y’,0) é chamado de superpropagador, o qual descreve a evolugdo temporal do
operador densidade reduzido. Explicitamente, o superpropagador pode ser escrito na representacao

de integrais de caminho como

T

J(z,y, t; 2",y ,0) = /Daz /Dy ) % exp — {So [ ] So [ )]}F [x(t'),y(t')] ) (4.12)

Z‘l

sendo Sy a a¢do da particula quando isolada e F' [x(t'), y(t')] o funcional que contém toda a influéncia
do banho sobre o sistema de interesse. Este é o chamado funcional de influéncia e foi introduzido

originalmente por Feynman e Vernon[18| e pode ser escrito em termos de operadores;

F [2(t"),y(t)] = Trr (prUy ly@)Uril2(t)]) (4.13)

onde Ugr[z] € o operador de evolugdo temporal unitario para a Hamiltoniana dependente do tempo
Hpy = Hgr+ Hy[z(t')], com um dado z(t') para 0 < ¢ <t. O operador Ugs[z] satisfaz a equagdo de
Schrédinger

ih%UR[(t) = Hpr(t)Ugs(1), (4.14)

com Ugr(0) =1 e tem como solugao formal
Upi(t) = Te~tJo @ Hri(t) (4.15)
Usando a versao de interacao[19] este resultado pode ser escrito como
Upi(t) = e—z‘HRt/hTe—ifOt dt’fi;[m(t’)}/h’ (4.16)
onde Hy[z(t)] = RV H [x(t)]e~*rY/" Inserindo (4.16) em (4.13) temos
Flz(t'),y(t')] = Trg (pRTe" Jo & Hrly(@))/hipe=i Jy dt' Hile(t)/ h) ;

assumindo que o reservatério seja fracamente perturbado pela presenca do sistema de interesse

podemos expandir o produto cronolégico até segunda ordem em ﬁI[QO],

t/
_Zf dt’HI[IE(t’ ~1_ _/ dt H[ h2/ dt dSH[[iB(t/)]H[[iE(S)],
0

'Na referéncia [17] sdo descritos estados iniciais mais gerais.
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e, consequentemente, o funcional de influéncia até a mesma ordem pode ser escrito como

F [o(t),y(t)] ~ Tra

on (1—% /0 dt Fy (1] — 7112 / [ dstife )i fa(o)

+ % /0 dt' Hrly(t')] +%/0 dt//o dsHily(¢ ) Hilo (o)) - 7112/ & 0 dsg][y(s)]gl[y(t/)]ﬂ |

Agora tragamos as variaveis do reservatorio e obtemos

Pl = 1 [ [ s (et leto)) + (i)t
- <Hf[y< >1H1[x<s>]> — (Hily(s) Hile(t)]))

Como estamos considerando s6 os termos até segunda ordem em ﬁj[aj(t’)] o funcional anterior pode
ser obtido de

/ / 1 ! / v r7 / [ [ /
Flat),y()] = exp {—ﬁ /0 dt /0 ds ({Hlo(@)]Hile(s)]) + (Hily(s) Hily(@)])
— (Hily(®Hy[o(5)]) — (Frly() Hile(#)])) } (4.17)
Segundo o tipo de acoplamento escolhido podemos escrever as médias como
<ﬁz[x<t'>]ﬁz[:c<s>]>
=< Z (C_[z(t)]C_p[2(s)|Ri(t") Ry (5) + Cgx(t")]Chr [2()| Ry, (¢ ) R (5)
k k!

+ Crla(t)]C_p [2(s)| Rk (") Ry (s) + Ci[z(t")]Chr[2(8)| Rk (¢ )R- (5))

e evocando a invariancia translacional do banho temos que, (R (' )Ry/(s)) = 0, a menos que k' = —k,

o que nos permite simplificar a expressao anterior efetuando-se a soma em &/,
(H [ Hilw(s)] ) = Z {Calo(®)]Cla(s)] + Crla(t)|C—sla(s)]} (Re(t)R_k(5)) . (4.18)

Usando o teorema de flutuacao dissipagao, podemos relacionar as médias acima com a resposta linear

do banho (ver apéndice A.1),

—zw(t —s)
ar(t' —s) = (Re(t')R_ / dwImyy(w)—— T o=whB’ (4.19)

onde Y (w) é a susceptibilidade dindmica do banho considerado. Entao, as médias em (4.17) podem
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ser escritas como

(o)) Hila(s)]) = 5 Z {C_ e (®)|Crla(s)] + Crle(®)Cpla(s)]} an(t —s),  (4.20)

(Hily() rly(¥)]) =—Z{c_ W)+ CulyS)C 4y} ol —5),  (421)

(Bly(s)Frle()]) = 5 3 AC kO] + Chly()Cala@)} ol —5), (4.22)

k

(g ALfa(s)]) = 5 S AC @Ok )] + CulyENC ke (o)]} ot ). (4.23)
k

Substituindo os termos acima no funcional de influéncia e usando o coeficiente de acoplamento
Crlz(t)] = ke ® | temos

Fla(t'),y(t)]

= exp{ / dt’ t ds Kk/{ g (cosk[z(t) — z(s)] — cos kly(t') — z(s)]) aw(t’ — s)

+ Kiki—k (cos kly(t') — y(s)] — cos kly(s) — z(t)]) aL(t’ — )] } (4.24)

Agora, é necessario conhecer a resposta linear do sistema e para isso, vamos supor que a parte

imaginaria da susceptibilidade dinamica do banho tenha a forma definida em (3.13)
Imyg(w) = f(k)wh(Q — w). (4.25)

Esta dependéncia funcional foi estudada anteriormente para ambientes fermionicos [21, 20] e no
nosso caso permite separar as escalas de tempo e comprimento associadas & interacdo com o banho.
A linearidade em w fornece um efeito instantaneo (caso 6hmico) e a funcao f(k) é responsavel pela
nao localidade da interagao.

Usando a paridade de Imx(w), a correlagdo ag(t' — s) pode ser escrita como
ag(t' — s) / dwImyy(w) (cosw(t’ — s) coth(hfw/2) — isinw(t’ — s)) , (4.26)

e podemos ainda separar esta expressao na sua parte real e imaginria para reescrever o funcional

de influéncia como
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Fla(t'),y(t')]
= exp{—% /0 dt'/o ds Z kpki—i | (cos k[z(t') — x(s)] — cos k[y(t') — z(s)]) a,(fR) (t' —s)
k

+i (cos k[z(t') — x(s)] — cos kly(t') — x(s)]) ol (' — 5)
+ (cos kly(t') — y(s)] — coskly(s) — x(t)]) af™ (t' — 5)

— i (coskly(t') — y(s)] — cos k[y(s) — z(t')]) oz,(f) ' —s)] }, (4.27)
onde
oz,(QR) (t' —s5) = % /000 dwImyy,(w) cosw(t’ — s) coth(hBw/2) (4.28)
a,(f) (t'—s) = _h /OO dwImyy(w)sinw(t’ — s). (4.29)
T Jo

Usando a forma (4.25) podemos escrever a parte imaginéria de ag(t' — s) como

Q
a](gj)(t/ —5) = —Zf(k‘)/o dw% cosw(t' — s).

Substituindo esta expressao na integral da parte imaginaria do expoente em (4.27) e integrando por

partes com respeito a s temos

R R Y § Ay

t t’ Q !
/ dt' | ds sin i 5) j [t s]} ,
0 0 S S

[t',s] = cosklz(t') — x(s)] — cos k[y(t') — x(s)] — cos k[y(t') — y(s)] + cos k[y(s) — z(t")].

No limite de tempos longos, t > Q~!, podemos aproximar

1sinQ(t — s)

=) ~ ot —s);



CAPITULO 4. OPERADOR DENSIDADE REDUZIDO 32

0 que nos permite simplificar o nosso resultado

/Ot dt' /Ot/ dslt’, sl (' —s) = —hf(k:){g/ot dt'[t’ s = t'] —/Ot dt'[t, s = 0]5(t')

™

t / ¢ / d /
—/O [ ass(e =)

Q [t T 1 [ , d oy
_ —hf(k:){;/o dt[t,s_t]—g/o at L s:t,}.

A segunda integral em t’ anula-se porque estamos considerando que o acoplamento é ligado em
t=07%[22].

Da defini¢ao de [/, s] encontramos

[t s =t]=cosklx(t') —x(t")] — cosk[y(t') — z(t')] — cos k[y(t') — y(t')] + cos k[y(t') — z(t")] = 0,

—[t', 5] = ksink[z(t) — z(s)](s) — ksink[y(t') — x(s)]@(s)
—ksink[y(t') — y(s)]g(s) — ksink[y(s) — z(t')]j(s)
= —ksink[y(t) —z(t")] ((t') +5(t)),

e, portanto, o termo de renormalizacao do potencial cancela-se automaticamente e nao é necessario
incluir um contratermo na Hamiltoniana inicial. A razao fisica deste fato ja foi analisada anterior-
mente e reflete a invariancia translacional do nosso modelo.

Uma vez efetuada a integragdo na parte imaginaria da fase, o funcional de influéncia fica
: ¢
Flz(t),y#)] = exp{;—h Z /ﬁ:k/i_kf(k)k/ dt' sink[y(t') — x(t')] (#(t') + y(t'))
k 0
1 t t/
2 /0 dt//o ds zk: kpki—g [cosk[z(t') — z(s)] — cosk[y(t') — z(s)]

+ cos k[y(t') — y(s)] — cos k[y(s) — z(t')]] a,(CR) (t' — s)} (4.30)

Para simplificar ainda mais o funcional de influéncia, podemos supor que o movimento da particula
seja tal que as flutuacoes das trajetérias em torno da trajetoria do centro de massa do pacote estejam
restritas a uma regiao pequena comparada com algum comprimento caracteristico do banho, ko_l.

Assim, podemos assumir k(y(t') — z(t')) < 1 que nos permite aproximar

> rrhonf(R)ksinkly(t) — 2(t)] = n(y(t') — =(t)),
k
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com

n=> rpri_pf(k)k, (4.31)
k

como foi definido no capitulo anterior.
Dentro da mesma aproximagao, o integrando da parte real do expoente em (4.30) pode ser escrito

Ccomo

cos k[z(t') — z(s)] — cos k[y(t') — z(s)] + cos k[y(t') — y(s)] — cos k[y(s) — z(t')]
= Ka(t') — y(t")][x(s) — y(s)],

0 que nos leva diretamente a
Flalt).ott)] = exw {1 [ deu(e) ~ ) () + 310)
n ! ’ g * hfw / / /
—%/0 dt /0 ds/o dw w coth <T> (x(t") —y(t")) cosw(t' — s)(x(s) — y(s))} ,

que coincide com o funcional de influéncia obtido usando um banho de osciladores nao interagentes,

com densidade espectral J(w) = nw, acoplados linearmente & variavel de interesse.

4.2 Duas particulas

Introduzindo uma segunda particula no meio dissipativo encontraremos que, mesmo na aproximacao
instantanea (Imyy(w) o< w) o acoplamento nao linear induz termos nao - locais que dao conta da
interacao efetiva entre as particulas brownianas.

A Lagrangeana de nosso sistema composto é
L:LS—{—LR—{—L[, (4.32)

sendo Lg a Lagrangeana do sistema de duas particulas quando isoladas

1 1
Ls = §M¢§ + §M¢§, (4.33)

Lp a Lagrangeana do reservatorio definida na se¢do anterior e Ly o termo de interacao definido como

1

Li=—3 > UC_r(w1) + C_p(w2)) R + (Crl21) + Cr(2)) Ry . (4.34)
k

A evolucgao temporal do operador densidade reduzido do sistema de duas particulas é generalizada

diretamente como (4.11)

/3(331,332,y1,y2,t) = ////dx/ldw/ZdyidyéJ(xlax%ylay27t7x/17x/27yllayéaO)ﬁ(x/hxé?yiayé70) (435)
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e o superpropagador J para o sistema de duas particulas é dado por

T1 T2 Y1 Y2
J(w1,$2yy1,y2,t;x/17$/27yﬂyyéao)Z////Dxl(t/)Dl’z(t/)Dyl(t/)Dyz(t/)

1’ w2’ y1’ yo!

* eXp % {S() [:El(t/), :Eg(t/)] —So [yl (t/), yg(t/)] } x F [:El(t/), :Eg(t/), U1 (t/), yg(t/)] s (4.36)

onde Sy é a acao do sistema de duas particulas quando isolado e F' é o funcional de influéncia que

em termos de operadores pode ser escrito como

F [z1(t),z2(t), 51(t'), y2(t')] = Trg <pRU}T{][y1(t/)’y2(t,)]URI[$1(t/)v$2(t/)]) ; (4.37)

aqui Ugr[z1(t'), z2(t")] € o operador de evolugdo temporal unitario para a Hamiltoniana dependente
do tempo Hry = Hr + Hy[z1(t'), z2(t')], com um dado z1(t') e z5(t'), sendo 0 < ¢/ < t.
A generalizacao do funcional de influéncia para o caso de duas particulas é direta e, portanto, o

resultado considerando os termos até segunda ordem em Hjlz(t'), z2(t')] €

F [o(t).a2(t). 1 (1), ()] :exp{—ﬁ [ [ as
(CAiler (@), 2o (@) Hy o1 (), 22(5)] ) + (Hrlys (), yos) Frln (), yo(2)])

— (Hilyn (), yo () Hilos(s), 22(5)] ) = (Hilys (), w2 () Hi [ (), 22(2)]) ) }

As médias sao, como anteriormente, tomadas com respeito a matriz densidade do banho em equi-
librio e, usando o teorema de flutuacao dissipacao, podemos relaciona-las com a resposta dinamica
do banho

(B (t), s () il (5),2(5)] ) = 5 S AC 4l (), ea()] Culin (5), (5]

k
+Clz1 ('), 22 (t)]C_i[z1(s), 22(8)] } ke (t' — s), (4.38)
(il (), (o) il (), 126)] ) = 5 37 {C 4l (5),1a(s)]Ciln (), 210
k
Cilun (), 2(5)]C—ilyr (1), s (¥)]} o (#' = 5),  (4.39)

(Erlyn (), o ) s (), 2(2)]) = 5 S AC 4l (), 92 ()] Culin (1), (1)
k

+Cily1(5), y2(5)]Clr (), 22 ()] } af (' = 9), (4.40)
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(B (), o 0 s (5), e2()] ) = 5 S AC4ln (), 3o ()] Culin (5), ()]
k

+CkY (1), y2(t)]C_g[z1(5), 22(5)] } (' — s). (4.41)

Usando a forma explicita de Cy[z] = xze?*® obtemos

F [z1(t), z2(t), 11(Y'), y2 (t')] = ex —i/tdt//t/ dSZ/i K 22: [cos k[z;(t') — x;(s)]
1), X2(T ), Y1 » Y2 = €xp hzo ) kk—k i j

ij=1
+ cos k[yi(#)) = y;(s)] — cos klyi(t)) — 2;(s)] = cos klai(¥) = y;(s)]] o (' = 5) |
- v 2
* exp{—% /0 dt//o ds Zk: KkK_k sz:l [cos k[ (t') — x;(s)] — cos k[yi(t') — y;(s)]

— cosk[y;(t') — zj(s)] + cos k[z;(t') — y;(s)]] oz,(f) (t' — S)}, (4.42)

onde algR) (t'—s)e a,(f) (t' — s) sao as partes imaginaria e real de ag(t' — s), ja definidas em (4.29).

Inserindo a parte imaginaria da susceptibilidade dinamica do banho, Imyy(w) = f(k)wf(w — Q) e
repetindo o célculo feito para uma particula, podemos escrever a integral dupla da parte imaginéria
do expoente em (4.42) como

/ v ds[t',s]a,g”(t'—s):—hf(k;){@ / dt’ (cos k1 () — wa(t)] — cos kg1 () — v (&)
0 0 ™ Jo

- g/o dt’ (Sink’[fnl(t/) — z9(t")] [:1'72(75/) — i1(t/)] —sinkly1 (') — y2(t)] [y2(t’) — 1 (t’)]

+sink[z1(#') — y1(t)] [i‘l(t/) + y'l(t/)] + sin k[zo(t') — y2(t)] [i‘g(t/) + 9 /)]
— sinkly1 (t') — x2(t)] [d2() + 51(¢)] + sink[z1 (') — y2(t')] [£1(¢) + 92(')]) } - (4.43)
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A forma final do funcional de influéncia é entao
F ('), zo(t'), y1(t'), ya(t")]

= exp ——Zﬁk/{ wf(k /dt/ ds/ dwwz [cos kw;(t') — x;(s)]

i,j=1
+ cos kly;(t') — y;(s)] —coskly;(t') — :Ej(s)] — cos k[z;(t") — y;(s)]] cosw(t' — s) coth(hfuw/2)}

* ex L krk_kkf(k dt' ( sin k[z;(t') — y;(¢")] [#:(¢) + 9;(t")
p{ 2h§k: Kk / Z [ g (t')]

1,j=1
+ sinkfz1 (') — za(t')] [#2(t") — 21 ()] — sink[y1 (') — y2(t")] [92(t) — 1 (t)])

12Q Z kik—if(k / "(cosklzi(t') — zo(t')] — cos klyr (t') — ya(t')]) } (4.44)

O funcional acima estd escrito dentro da aproximacao instantanea (Markoviana) e contém a
influéncia nao - local do banho. Nosso interesse é estudar os termos que correspondem & interacao
mediada pelo reservatério e, para tanto, podemos repetir o mesmo argumento usado para o caso de
uma dnica particula e assumir que as flutuacoes quanticas das trajetérias de cada uma delas fiquem
restritas a regides de comprimento caracteristico, k‘o_l, em torno das trajetorias dos respectivos
centros de massa. Assim, podemos aproximar os termos de uma particula em nosso funcional até

segunda ordem em k[z;(t") — yi(s)] e obter
F oy, 22(t), 91 (1), 1o(t)] = F [21(t), 50 (0)] F [0 <t’) y2()]

*exp{——Z/{k/ﬁ wf(k /dt/ ds/ dww [cos k[z;(t') — x;(s)]

z;é] 1
+ cos kly; (t') — y;(s)] — cos klyi(t') — z;(s)] — cos k[z;(t') — y;(s)]] cosw(t’ — s) coth(hBw/2)}

. t 2
* exp{—;—h Z kpk_pkf (k) /0 dt' (> sinklwi(t)) — y; (¢)] [£:(t") + 9;(t)]
i#j=1

+sinkfzy (t) — 22(t)] [2(t') — &1(t)] — sink[y1 () — y2(t)] [g2()) — 51()])
ZQQ Z kik—if(k /0 dt’ (cos k[z1(t') — zo(t')] — cos k[y1 (') — y2(t')]) }, (4.45)

Fla(t) )] = exp {21 [t u) = o(0) a6 + )

/dt /t/ds/ dw w coth (hﬁ“>( ) — y(t))cosw(t/—s)(:n(s)—y(s))}. (4.46)

Flz(t"),y(t')], como esperado, coincide com o funcional de influéncia correspondente a um banho
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de osciladores harmonicos nao interagentes, com densidade espectral J(w) = nw, acoplado linear-
mente com as duas particulas.
Os dois primeiros termos na parte imaginéria de (4.45) podem ser integrados diretamente e assim

a forma final de nosso funcional é
Flay(t), z2(t), 1 (t'), 92 ()] = F [a1 (), pu(¢)] F [UC ("), y2(t")]
*exp{——Zﬁk/{ ef(k / dt/ ds/ dww cosk‘[xi(t')—:nj(s)]

i#j=1
+ cos kly;(t') — y;(s)] — cos k[y(t') — x;(s)] — cos k[z;(t') — y;(s)]] cosw(t' — s) coth(hBw/2)}

*exp{—% S ik f(R) Dife(0), ()]

Z/ﬁk/{ ckf(k / dt’ Z sin k[ (') — y; ()] [£:(t') + 9;(¢)]

i#j=1
Z2Q Z kik—kf(k / "(cosklz1(t') — zo(t')] — cos k[y1 (t') — ya(t')]) }, (4.47)

com

L o8 k1 (0) = 22(0)]

Dala(t), (1)) =  cos klaa(t) — 22(0)]

k

L cos k[y1(0) — 2(0)].  (4.48)

— L eoskln(6) — (0] + 1

k

O funcional (4.47) esta formado por trés partes claramente definidas; as duas primeiras correspondem
a influéncia direta do banho sobre cada particula e a terceira leva em conta a interacdo entre as
particulas mediada pelo banho. Para observar melhor esta interacao é necessario resolver somas do

tipo
L o0
E nkm_kf(k:)coskrz2—/ dk kxk_i f (k) cos kr
7r
k —00

L o

E nkm_kkf(k)sinm:?/ dk kik_ik f (k) sin kr, (4.49)
7r

k —0o0

onde fizemos a substituicao >, — % fdk. Da aproximacao local feita acima para os termos de

uma particula encontramos

n= £/ dk khi_g, f(k)k®
27 J_ o

Portanto, podemos supor

() = ng(K), (4.50)

e, como na segao (3.2), escolher

g(k) = Ae ¥k, (4.51)
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onde k‘o_l determina a escala de comprimentos do sistema e A = 1/(2k3) ¢ a constante de normali-
zacao definida por (3.30).

As somas em (4.49) podem ser escritas como

¢~ H/ko N1
/ dh gt f (k) cos kr = / g org TS e

—k/ko

r
/ dk kpk—pkf(k)sinkr =n / dk‘ sin kr = (147(2)7‘;77‘1‘1)2’ (4.52)

que substituidas no funcional (4.47) nos dao

P[220, 000) = F [130) (O] P[220

v 1 1
*exp{ %rk?/ o [[on o 3 [k%[n(t/)—xj(s)ml*ka[yxt')—yj(s)ml

] cosw(t' — s) coth(hﬂw/2)}

Ryt —xj(s)]2+1 [t )—yj( )2 +1
. . t 2 / INRE, gl
*eXp{—iD[:E(t),y(t)] o ﬂ/ dt’ } : [ (t) yj(t )] [xz(t)"i'yj(t )]

2h 2hdo G2y (Ra() — y;(0)]2 + 1)
s ) =
hrkg Jo © \Rm ) — @+ 1 ) — g +1) [ |
_n 1 _ !
Dlx(t), y(t)] = 202 <k2[$1( t) —axa(O)2+1  K2[x1(0) — 2(0)]2 + 1

1 1
SRy (t) — ()2 + 1 " k§ly1(0) — y2(0)]? + 1> .

Até aqui, fomos capazes de expressar, através da integragdo funcional, o operador que carrega
toda a influéncia do banho sobre o sistema de dois corpos. Nota-se que esta influéncia manifesta-se
temporal e espacialmente. Em geral estes fendmenos nao sdo independentes, o que se constata por
aparecerem juntos na susceptibilidade dindmica do reservatério. Porém, mostramos que no limite
de tempos longos é possivel estudar esses efeitos separadamente chegando assim a uma interacao

efetiva mediada pelo meio dissipativo.

4.3 Evolucao de dois pacotes simples

Finalmente, vamos obter a evolucao temporal da matriz densidade de um sistema de duas particulas
livres percorrendo um meio dissipativo. Cada uma delas sera representada por um pacote gaussiano.
Para facilitar o célculo vamos supor que as coordenadas que caracterizam o centro de cada pacote
tém valores muito préximos ou que estdao confinadas a uma regiao pequena comparada com ko_l.

Isto é, as particulas encontram-se no fundo do potencial efetivo que surge da influéncia do banho
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Figura 4.1: Potencial Efetivo

(figura 4.1) e, desta forma, podemos aproximar o funcional até segunda ordem em ko[z;(t") — y;(s)].

Fazendo isso chegamos a versao linearizada do super-propagador

r1 T2 Y1 Y2
J(z1,22,y1, Y2, t; 1, 5, Y1, ¥, 0) = // /Dl’l(t,)D@(t/)Dyl(t,)Dy2(t,)

x1’ w2’ g1’ y2!

* exp% {So [x1(t), z2(t")] =So [y1(t), y2(t)] } % F [1("), y1(t')] F [z2(t'), y2(t')]
n t , t/ 0
*exp{—ﬁ/o dt /0 ds/o dww

S ([ealt') — @) cosolt — s) (fas(s) — w;(5)) coth(fww/m}
itj=1

. N 2
coxp{ =52 DOl - 51 [0 3 ) =50 ) + 350

i#j=1

-2 [ (0a) = st - ) - el } (459
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Colocando a forma explicita do funcional para uma particula e rearranjando termos, temos

. r1 T2 Y1 Y2
J— exp{%mx,m} / / / / Dt (¢')Dara(t' YDy (€ YDy (1)
xl/leyllyzl
7

exp ﬁ{SO [z1(t"), 22 ()] — So [y1(t), y2(t)] — g/o (z191 — yr1)dt’ — g/o (2292 — yoia)dt’

N3

t / . . . . ’I’]Q ¢ / 2 2
dt' [x1y2 — y2&1 + x2y1 — Y1d2] — — dt [(1’1 —x2)" — (y1 — ¥2) ]
0 0

n “ ! / g - (N (4 r_ (s) — q1s
exp _h_/o dwwcoth(hﬂw/2)/0 dt/o dsZ[az,(t) yi(t')] cosw(t’ — s) [z;(s) — y;(s)]

70 =
i,7=1

com

WYY = (@1 4+ 22)? = (@ 4+ 05)° — (1 +)* + 0+ 10)°) (4.55)

Para simplificar o funcional faremos duas mudancas de coordenadas sucessivas, inicialmente usaremos

as que podemos chamar de coordenadas do centro e largura do pacote que sdo definidas como

qi(t) = (z:i(t) + vi(t))/2 §i(t) = xi(t) — yi(t) (4.56)

e o funcional fica

’ q1 g2 &1 &2
= {10} [ [ [ [Pawparivawpar)
a1’ a2’ &' &'

exp %{go [ (t), & ()] + So [a2(t), &(t)] — 28 [ (@) = a2(t)) (&1(t) — &(t)

™ Jo
t . .
=2 [t {l6) + @) + 200 - n@) + a)éE) + @(t’)]}}
0
Q t %
exp{—%/o dwwcoth(hﬂw/Z)/O dt//o ds cosw(t' — s) [G(t') + &(t)] [&1(s) + Ez(s)]} (4.57)
podemos simplificar ainda mais nosso funcional fazendo a substituicao

(4.58)

r e u podem ser interpretadas como o centro de massa e a coordenada relativa do sistema de
dois corpos respectivamente. As coordenadas x e v, embora ndo tenham um analogo classico, sao

introduzidas para facilitar a integracdo. Em termos destas coordenadas o funcional fica
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J—exp{ TX}////DT ¢)Du(t)Dx(#)Du(t)

r’ o x v

! X, U, V| — ar N —rt 2779
eXph{E[,x, =2 [ AR~ (O } [t

Q ,
exp{—;:—Z/O dw w coth(hfw/2) /Ot dt’ Ot ds cosw(t' — s)x(t/)x(s)} (4.59)
com .
S, 0] = / M (275 + i /2)dt (4.60)
0
e
h(r,x) = 2n(rx — 'Y (4.61)

A integracao funcional é desenvolvida em detalhe no apéndice C. Aqui apresentamos o resultado

escrito de forma simplificada com as defini¢oes

At) = 2 /Q dww coth(hfw/2)

T Jo
t t . / .
* / dt'/ ds cosw(t' — s) Smh(nt. /f\lé[() S;?;;?S/M) e~ 2/ M gn(s+t)/M (4 69)
sinh®(n

B(t) = ?77 /OQ dww coth(hfw/2)

t t . , . B
*/ dt’/ ds cosw(t/—s)smh(nt /Milzznlzﬁj\% 5)/M] e~ M/M gn(s+t)/M (4.63)
sinh”(n

Q
C(t) = 2?77/0 dww coth(hfw/2)

* ‘[ scosw(t — s sinh[n(t —t')/M]sinh[n (t—s)/M] (s+t)/

Com o auxilio desta defini¢des o propagador (4.59) pode ser escrito na forma

Y i My 1, _ / '
J =N(t)exp h{ h(r,x) + Y {(wv + w'v") coswot — (wv' + u'v)}
2,’7 (,,,,X/ent/M + Tlxe_nt/M)
2 'X') coth(nt/M) —
+2n(rx +1'X") coth(nt /M) Sh(yt/0)

; exp—% LAY + B + c(t)y) (4.65)
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onde w(z] = %.

A fim de estudar o acoplamento efetivo induzido pelo banho, vamos seguir a evolucao temporal

de um estado inicial formado por dois pacotes gaussianos bem localizados. Podemos supor que a

funcao de onda de cada particula seja

1 P xt?
- ) —= ) 2 _ 4
Vi) (2mo2)1/4 P {Z h } P { 402 } (4.66)

Ja que nao existe interagdo entre as particulas em ¢ = 0, o operador densidade inicial do sistema

aberto pode ser escrito como o produto de operadores de uma particula,
(e, 1, 75,5, 0) = p(2, 1) p(25, 5) (4.67)

e cada operador de uma particula esté definido como p(x, y;) = ¥(x;)¥*(y;). Substituindo em (4.67)

chegamos no operador densidade inicial do sistema de dois corpos

Py () — Py (!l — ol 2 2 2 2
P .5 35,0) = (2m0?) exp { LI | R =M o T E T H A0S |

h h 402
(4.68)

ou, em termos das novas coordenadas,

4r% + u? + 0% /4 + X2
402

p(r' X ul' v, 0) = } (4.69)

553 OXP % {(P1+ Py)x + (P, — P2)v/2} exp {—

Agora, devemos resolver a integral

~ 1
= (2r0®) "IN (1) //// dr'dx'du'dv’ exp -7 {A®#)X* + B(t)xx + c(t)x?}

exp % {—h(r, X) + _Mwo {(uv 4+ w'v") coswot — (wv’ + u'v) }

2sin wot
2n (rx’e"t/M + r'xe_"t/M) }

Iy -
+ 27](TX +7r'x ) COth(nt/M) s1nh(77t/M)

4r2+u2—|—v2/4+x2}

*exp%{(Pl + P)x + (P, — P)v/2} exp{— 102

Todas as integrais envolvidas sao gaussianas e podem ser calculadas diretamente. Porém, para

simplificar o resultado vamos apresentar apenas os termos diagonais obtidos fazendo y; — 1 e
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Y2 — T2 0 que ¢ equivalente a fazer v — 0, x — 0, u — (z1 — x2) e 7 — (1 + 22)/2. Assim temos

2. 2 )
p(r,0,u,0,1) Z/\/(t)exp{— N(t)o (T_P1+P2>

h? —4C(t)ho? + (K (t) + 2n)20* N(t)
4Q(t)o? < P - P2>2}
U— —— , (4.70)

B2 +160(t)201 2Q(1)

onde K (t) = 2ncoth(nt/M), N(t) = 2nent/1

b (i) Q(t) = 2420 cscwot, O(t) = 242 cot wot e o fator de

normalizacao é

N(@)™t = %QLN@\/W +160(t)20%) (h2 — 4C (t)ho?® + (K(t) + 2n)20%) /Q(t). (4.71)

A equagao (4.70) mostra que o operador densidade reduzido depois de evoluir sob a influéncia do
banho é formado pelo produto de dois pacotes gaussianos com larguras dependentes do tempo que
representam o centro de massa e a coordenada relativa respectivamente. Isso nos permite determinar
o movimento de ambos através das equacoes
:Pﬁvttfz N P12+17P2 sinh(nt/M e~ "M

pP-P P-DP
T 2Q() | Muwo

sin wot. (4.72)

ro(t) sai da sua posicao inicial e atinge rapidamente o valor (P} + P)/4n. Por outro lado o centro
do pacote que representa o movimento da coordenada relativa desenvolve um movimento peridédico
cuja freqiiéncia (wg = %) é determinada pelo coeficiente de atrito 7 e pela freqiiéncia de corte do
banho €. A coordenada relativa oscila sem decair, tal como foi explicado no final do capitulo 3. A
oscilagao é conseqiiéncia da aproximagao feita em (4.54) que supoe um potencial da forma
Q
Vi = —=— (1 — 2k3u2) + O (kou)?, (4.73)
2k
ou seja totalmente harmonico. Neste limite podemos deduzir que o valor médio de wu(t) oscila
livremente e a dissipagdo na coordenada relativa s6 entra na segunda ordem em kgu. No potencial

mais realista encontrado em (4.53), e que tem a forma

k2 (k2u2(t) +1)

Vers =

observa-se que a interacao decai para valores de u > ko_l deixando as particulas novamente livres.



Capitulo 5

Conclusoes

Neste trabalho estudamos a possibilidade da existéncia de uma interacao entre duas particulas
brownianas via banho de osciladores. O banho foi inicialmente modelado por osciladores harménicos
nao - interagentes acoplados linearmente ao sistema de interesse. Mostrou-se que, embora este
modelo seja muito bem sucedido no tratamento de particulas brownianas individuais, ele nao possui
os ingredientes necessarios para o estudo de uma possivel interagao entre as particulas mediada pelo
banho.

Desenvolvemos, entao, um modelo sistema - reservatério com acoplamento nao - linear na variavel
de interesse que permite, no limite adequado, recuperar os resultados conhecidos para o modelo
linear tanto na equacao classica de movimento quanto no calculo do operador densidade reduzido
do sistema. Neste modelo o coeficiente de dissipagao é diretamente expresso em termos de algumas
caracteristicas microscopicas do banho.

Apresentamos uma extensdo do banho de osciladores considerando que agora estes também
decaem e, portanto, a sua susceptibilidade dindmica ndo é mais uma funcdo delta centrada na
freqiiéncia de um modo particular, mas uma funcao lorentziana correspondente a resposta linear
de um oscilador harmonico amortecido. Na realidade, esta hipdtese ja era implicitamente usada no
modelo linear original quando a funcao espectral era modelada como J(w) = nwO (2 — w).

Posteriormente, centrando a nossa atencao na regiao de baixas freqiiéncias, ou tempos longos,
assumimos uma forma particular para a referida susceptibilidade ao desacoplar as suas dependéncias
em k e w. Como nesta regiao de frequéncias o comportamento da susceptibilidade dindmica de um
oscilador amortecido é sempre linear em w, pudemos generalizar a funcao espectral que passou a
ser modelada como J(w) = f(k)wO(Q —w) e, consequentemente, conseguimos separar as escalas de
tempo e comprimento caracteristicas de nosso sistema. Assim, foi possivel encontrar uma interacao
efetiva instantanea entre as particulas.

A interacao mediada pelo banho foi apresentada nos limites classico e quantico através da equa-
¢ao de movimento e da evolucao temporal do operador densidade reduzido, respectivamente. No
primeiro caso, além do acoplamento se manifestar na forma de um potencial efetivo, hd a preservacao
da forca dissipativa proporcional a velocidade assim como das forcas flutuantes representativas do

ruido branco. Agora, entretanto, estas forcas estdo também espacialmente correlacionadas. Outro

44
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resultado importante é que a dissipacao obtida depende da coordenada relativa do sistema de inte-
resse, isto é, a energia perdida por uma das particulas Brownianas esta relacionada com a presenca
da segunda particula e nao é exclusivamente produzida pela interagao com o banho. J& no caso
quantico, a fim de aplicar o formalismo integral desenvolvido, estudou-se a evolugao temporal de
um estado inicial formado pelo produto de dois pacotes simples dentro da aproximacao local do

funcional de influéncia.



Apéndice A

Resposta linear

A.1 Teorema de flutuacao-dissipacao

O teorema de flutuagao-dissipacao [23, 24| estabelece que a resposta linear de um sistema a uma
perturbacdo externa pode ser expressa em termos das flutuagoes do sistema em equilibrio térmico.
Para um tnico grau de liberdade, consideremos um sistema em equilibrio térmico sujeito a uma
perturbacdo fraca f(t) acoplada ao operador de posigao ¢q. Da teoria de resposta linear temos que o

deslocamento
Aq(t) = (q(t) — (a)s (A1)

satisfaz

sqt) = [ et — ) () (A2)

Aq(t) denota a diferenga com respeito a media térmica no equilibrio na auséncia da forga externa
e x(t) é a fungdo resposta também chamada de susceptibilidade generalizada, que esté relacionada

com as funcoes de correlacao em equlibrio térmico segundo

(1) = 0(0) (a(1)a(0) ~ a(0)a(1)5. (A3

onde a funcdo degrau 6(t) garante a causalidade. A respota de ¢ no tempo t é determinada pela
histéria do sistema.

Definimos agora as fungoes de correlacao e suas combinagoes simétrica e antisimétrica

Cilt) = (Do)
C(1) = (a0(r)

S() = 5 (a0)a(0) +(0)a(r)

AW = 5 {al0)a(0) — a(0)a(t) (A1)

46
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Assim,a (A.3) pode ser escrita como

e podemos separar a transformada de Fourier de x(¢) na sua parte real e imaginaria

X(w) = X'(w) +ix"(w). (A.6)

X"(w) € a parte dissipativa da susceptibilidade e pode ser expressa em termos da transformada de

Fourier de A(t) como

- ~ 1

V(@) = 7AWw) = 5= (Co @) = C-)), (A7)
onde C_(w) e C (w) estdo conectados através de

C_(w) =e M, (). (A.8)

Inserindo esta expressao em (A.7) e tomando a transforma inversa temos

e—zwt

C.(t) = % /_ - Ao ()7 (A.9)

Podemos também relacionar x”(w) com o espectro de poténcia da funcao de correlagio simetrizada

através de

S(w) = hcoth (wh3/2) X' (w). (A.10)

Esta é a versao quantica do teorema de flutuacao - dissipacao que relaciona as flutuacgoes descritas

por S(w) com a parte dissipativa ¥ (w) da funcio resposta’.

A.2 Susceptibilidade dindmica do oscilador harmoénico amortecido

Segundo o teorema de Ehrenfest’s [24], o valor médio da posi¢ao (g(t)) de um oscilador quéantico

amortecido obedece a equagao cléssica de movimento
(1)) +{d(0) + wi (a(t)) = —F (). (A.11)

A resposta de (g(t)) a forca F'(t) é dada por

() = / " dsxalt — $)F(s), (A.12)

—00

1 ~ , P, . . ~ . . . ~ . .
Esta relagdo ¢ vélida para sistemas lineares e nao - lineares. Para sistemas lineares, ¥"'(w) coincide com a parte
dissipativa da susceptibilidade dinamica classica Yo (w).
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onde yq(t — s) é a funcdo resposta classica que satisfaz y(t) = 0 para t < 0. A causalidade é

garantida quando a susceptibilidade dinamica
S .
Talw) = [ dte ) (A13)
—00

é uma funcao analitica para Imw > 0.
A susceptibilidade dindmica para o oscilador harmoénico amortecido tem a forma

.~ 1 1

Xe(w) = )Z,(w) +iXe(w) = Mm (A.14)
k

Para sistemas lineares a funcao resposta do sistema quantico coincide com a funcdo resposta

classica
X(W) = Xa(w)- (A.15)

Estamos particularmente interessados na parte imaginaria da susceptibilidade dinamica por estar

relacionada com as flutuagoes quanticas do sistema

(W) = e . A16
X ( ) - |:(w2 B wz)z n w2,72] ( )

No limite v — 0 (oscilador livre) esta func¢ao transforma-se em

lim Y (w) = (0(w — wg) — 0(w + wg)) (A7)




Apéndice B
Propriedades da forca flutuante

Neste apéndice estamos interessados em estabelecer o comportamento estatistico das forcas flutuan-

tes f(t)

= _% Zk: [ <C’_ ;) Ry (0) 4+ Cp(zi) R k(O)) cos wyt

Z

+ (C_k(xi)Rk(O) + Ck(xi)R_k(0)> sin “”ﬂ .

3

Supondo que o banho esteja inicialmente em equilibrio termodinamico e usando a invariancia

translacional do mesmo, temos, no limite classico,
(Ri(0)) = (Rr(0)) = (Rr(0)Rpe (0) ) = 0 (B.1)

<Rk(0)Rk’(0)> ZkB—TCSk( Ky e <Rk(0)Rk'(0)> _ ol 5k( k) (B.2)

mrgw

onde R, = Ry, + C’“(IO) Da mesma forma que no caso linear pode-se mostrar que as propriedades
estocésticas de f;(t ) satlsfa7ern (fi(®)) =0e (fi(t) fi(t")) = 2nkpTé(t —t').

Da equagao (B.1) é direto que (f;(t)) = 0 e para a correlacao temos

(fit) f:)) ! Z [<8C_k($i) k() + 9C (i) OC’_k(xg)> <Rk(0)R_k(0)> cos wyt cos wyt’

2 - ox; oz} ox; oz}
k(x;) OCk(x}) 8Ck(x2) OC_(zh) sin wyt sin wyt’
< axl oz oz; oz} <Rk(0)R (0)> w,%
2
Z ke Tk ki cos klx;(t) — xz;(t')] coswy(t — '), (B.3)

% mkwk

onde foi usado (B.2) e Cy(z) = rpe™®. Identificando a susceptibilidade dinamica do banho de

49
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osciladores nao interagentes temos
/ 2 2 ImX;fO) (w) / ’
(i) fi)) = / — E kgTk?kyk_,——"——= cos k[x;(t) — z;(t')] coswy (t —t'). (B.4)
o T A w

Sendo coerentes com nosso modelo fenomenologico substituimos Imx,(fo) (w) — Imyg(w) onde xx(w) =
f(B)wd(Q2 — w), o qual é valido para freqiiéncias muito pequenas comparadas com a freqiiéncia de

corte §2. Integrando em w chegamos em
(i) ;') =2 Z kpTk?f(k)kk_j cos k[z;(t) — x;(t)]o(t — t')
k
=2nkpgTo(t —t'), (B.5)

com

n=> K f(k)gr_. (B.6)
k

O termo de correlacao cruzado pode ser calculado em forma similar,

(f1(t) f2(t")) -1 Z K@C’_k(xl) C(x3) + 9C(1) 80_k($l2)> <}~2k(0)R_k(0)> cos wyt cos wyt’

2 - oy oz, ory oz
p(x1) OCk(xh)  OCK(z1) OC_j(xh) . . sin wgt sin wit’
< 83:1 oz + Oxy o <Rk(O)R_k(0)> w?
2
Z RETK ok cos k[x1(t) — z2(t')] cos wi(t —t') (B.7)
& mkwk

e usando a susceptibilidade dinamica temos
<f1 (t)fg(t,)> =2 Z kBTk2f(]€)/£k/€_k COS k:[a:l(t) — xg(t)]é(t — t,)
k
=2n[u(t)|kpTs(t —t'),

com o 1 R RO
nu(®)] =n ((kqu(t) +1)° (KBu2(t) + 1)3>

onde usamos (4.52) e (4.51).




Apéndice C
Aproximacao local do superpropagador

A integragao funcional em (4.59) pode ser feita divindo o intervalo de tempo em pequenos elementos
para obter um conjunto de valores ¢; com um pequeno espacamento ¢ entre eles e logo integrar todos
o0s possiveis valores da coordenada x; correpondente a cada elemento t;. Como todas as variaveis no
funcional aparecem apenas até segunda ordem, as integrais serao gaussianas e podem ser resolvidas
diretamente. Porém, o fato das varidveis entrarem no funcional no maximo até segunda ordem, nos
permite usar a proximacao da fase estacionéria, que consiste em definir os pontos de cada trajetoria
em termos da sua variagdo do caminho cléssico, isto é, cada coordenada serd escrita da seguinte

forma

2(t) = B(t) + 0z (t) (C.1)

onde Z(t) e a trajetoria classica obtida como solugdo da equagao de Lagrange e dx(t) é a variacao
do caminho classico. Assim, por exemplo no caso de apenas uma variavel, podemos escrever o

propagador que liga um ponto a com um ponto b como
b i ty i
K(b,a) = / exp {ﬁ / L(i . t)} Da(t) = f(tasty) exp {ﬁsd[b, a]} (C.2)
a ta

~ L. . t . _ , ~ 2 -
onde S, e a agdo classica obtida de ftab L(x,Z,t) e f(tq,tp) € uma fungao que depende s6 do intervalo
de tempo e cuja origem sao as flutuagoes de segunda ordem em torno do caminho cléassico|16].
Seguindo sucintamente o raciocinio indicado devemos encontrar a agdo classica de nosso sistema.

Para comecar apresentamos as equacoes de movimento classicas

— 2M#(t') — 4ni(t') = 0, (C.3)
—2MX(t) + dnx(t') = 0, (C.4)
%i}(t’) - @u(t’) =0, (C.5)

ol
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M) + 2wty = 0. ()

Comegaremos a integragao pelas variaveis u e v. As equagoes (C.5) e (C.6) tém como solugao

u — u' coswot

u(t') = v’ cos wot + —————— sinwpt’ C.r
(t) o ot 0 (C.7)
, , v —v coswpt . ,
v(t") = v’ cos wot + ———— sinwpt (C.8)
sin wot
onde usamos a convengio u(t) = u, v(t) = v e u(0) = v’ v(0) = v’ e definimos w2 = % A parte

da acao classica correspondente a estas variaveis é

Sulu] = 4 / ) — wu(t)o(t')) di’

ZSmw ; {(uwv + u'v") coswot — (wv’ +u'v) } . (C.9)
0

Assim, fazendo a sustituicao u = a+d0u e v = v+Jv a solugao da integral funcional correspondente

a estas variaveis é

/u /v Du(t’)Dv(t’)exp{
—exp{ Sulu, v} /O /O Dou('YDov (i )exp{% /0 t (Su(t)So(t') — wBou(t)su(r")) dt’}
00

= N(t)exp {%Scl[u, v]} : (C.10)

% / (@(#)o() — w2u(t)o(t)) dt’}

~

Substituindo este resultado em nosso funcional temos

7~ ) Mo.)o
°h z
h (r:x) + h 2 sinwot

j /X Dr(t')Dx(t) exp% {2[7’, X] =2 /O t dt'[x(t")r(t') — T(t’)x(t’)]}

Ul “ ! ' g ’ /
exp{——/0 dwwcoth(ﬁﬂw/2)/0 dt/o ds cosw(t’ — s)x(t )X(s)} (C.11)

J = N(t)exp {_ [ (w0 + o) coswt — (ur! + u') }}

onde N(t) é o termo proveniente das flutuagoes de segunda ordem que pode ser avaliado por nor-

malizacao.
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Da mesma forma podemos integrar em r e y. A solugao das equagdes (C.3) e (C4) é

1

F(t') = SanGni /a0 {re”t/M sinh(nt' /M) + ' sinh[n(t — t') /M]} e M (C.12)

1

() = eI { xe~ ™M sinh(nt' /M) + ' sinh[n(t — t') /M]} ent' /M (C.13)

e as derivadas destas funcoes sao

o (n/M)(r =) pi/nr_—oqe
1y = @D =) opns o C.14
r(t) sinh(nt/M) o ( )
) (/M) = X)
A n X —X) —nt/M 2t /M 1
X(t) st /) e e . (C.15)
Entdo, usando os novos caminhos r(t') = 7(¢') + dr e x(t') = x(t') + dx podemos escrever (C.11)
como
_N { il i Muwy /1 / /
J =N(t)exp - (r,x) + B el {(uv 4+ w'v") coswot — (wv’ + u'v) }

exp g {Irxl =20 [ @t k)it - )]

Q t
exp{—;;—Z/O dwwcoth(hw/2KT)/0 dt’ ds cosw(t' — s))Z(t/))Z(s)} (C.16)

0

onde, novamente, N (t) pode ser determinado por normaliza¢do. Entdo, podemos escrever o argu-

mento da segunda exponencial em (C.16) como

2(° /M) (r — ") (x = X)t
sinh?(nt /M)

20° /M /t{(r —7') [X sinh(nt' /M) + x'e™™ sinh[n(t — t')/M]] e MM
) Jo

* sinh? (nt/M

—(x=x) |:7‘ sinh(nt' /M) + r'e=™™ sinh[n(t — t')/M]] e_"tl/M}dt' (C.17)
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2P ==X 2P
sinh®(nt /M) sinh®(nt/M

+ sinh([n(t — t’)/M] <7=X/en(t—t’)/M _ Xr/e—n(t—t’)/M>

) /0 {—27‘)( sinh?(nt’ /M) — 2"y’ sinh?[n(t — ') /M]

+ sinh[nt’ /M| <7‘X/e"t//M - Xr'e_"tl/M) }dt'. (C.18)

Tomando cada termo do integrando separadamente e sustituindo convenientemente v = nt’' /M
ouu=n(t—1t)/M temos

00 10 S G N YLV NP Vo L LS,
B sinh?(nt /M) sinh2(nt/M){ 2+ rx) U] /0 o (u)d

oM nt/M
+— / sinh(u) (rx'e" — 'xe™) du (C.19)
nm Jo

Resolvendo as integrais chegamos em

22/ M) (r =) (x =Xt 20 (rx €™M 4 xem M) o2 /M) (r'x + X))t

_ sinh? (nt/M) sinh(ryt /M) sinh? (nt/M)
2(n* /M) (rx +r'X)t
2 o C.20
+2n(rx + r'x’) coth(nt/M) sinh?(nt /M) o
5 / nt/M / —nt/M
ot cothlat o) - (rx'em™/™M 4+ r'xe ) (C.21)

sinh(nt/M)
Na parte real de (C.16) precisamos de

x(t)x(s)
en(s-l—t’)/M

= W {Xze—znt/M sinh(nt’ /M) sinh(ns /M) + x'? sinh[n(t — t') /M] sinh[n(t — s)/M]

+xx sinh(nt' /M) sinh[n(t — s)/M]e”™™ 4 ' sinh(ns/M) sinh[n(t — t/)/M]e_”t/M}. (C.22)

Quando integrarmos em s e t’ podemos usar a simetria explicita na troca destas varidveis para

escrever a integral duplafg’ dt’ fg, dscosw(t' — s)x(t')x(s) como
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I t ,
-3 / dt’/ ds cosw(t! — s)y2e 21M sinh(nt’ /J\g) sinh(ns/M) s4ey/m
0 0 sinh*(nt /M)
+1 /td /t ds Cosw )X/zslnh[n(t —t )/M] Slnh[ (t — 3)/M] S-‘rt/)/M
2 Jo 0 sinh?(nt /M)
N /t dt// s Cosw )XX/SIHh(nt//M) Sinh[ (t — S)/M] —T]t/M n(s+t')/M (023)
sinh?(nt /M)
Para simplificar o resultado definimos
2n @
A(t) = - dww coth(hfw/2)
0
/t dt/ /t ds COSW(t/ _ ) —2nt/M Slnh(nt /M) Slnh(nS/M) n(s—l—t )/M (024)
0 0 sinh?(nt /M)

Q
B(t) = 4?77/0 dww coth(hpw/2)

t t / _
/ dt'/ ds cosw(t' — )smh(nt /M) th[ 0t — s)/M] e~ MM n(s+t)/M (1 95)
0 0 sinh*(nt/M)

Q
C(t) = 2?77/0 dww coth(hpw/2)

o [ e sinhln(t = #)/M]sinhlnt = 5)/M) ey an
/0 dt /0 d (' —s) 2t /1) n(s+ (C.26)

Usando as defini¢oes anteriores e o resultado (C.21) o propagador (C.16) pode ser escrito na
forma

J =N (t)exp % {—fz(r, X) + 2217% {(uv + V') coswot — (w’ +u'v)}

sinh(nt/M)

2 1t/ M In, o—nt/M
+2n(rx +7'x") coth(nt /M) — n(rx'e trxe )
1 2 2
*exp — {A@#)Xx* + B(t)xx + c(t)x*}

(C.27)
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