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ResumoUsamos o modelo "sistema-mais-reservatório" para estudar a dinâmia de um sistema de duas par-tíulas que interagem om um reservatório em equilíbrio térmio, mas não interagem entre si. Apre-sentamos uma extensão do banho de osiladores apaz de induzir um aoplamento efetivo entre aspartíulas brownianas dependendo da esolha feita para a função espetral dos osiladores que om-põem o banho. O aoplamento é não - linear nas variáveis de interesse e impomos uma dependêniaexponenial nestas variáveis para garantir a invariânia translaional do modelo. A interação efetivaresultante é apresentada usando as equações de movimento lássias e o limite quântio é estudadoatravés do operador densidade reduzido das duas partíulas. Mostramos que, no limite de temposlongos e distânias urtas, o nosso modelo reproduz os resultados do modelo linear para o aso deapenas uma partíula. Finalmente, alulamos a evolução temporal de um estado iniial formadopelo produto de dois paotes simples.
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AbstratWe use the system-plus-reservoir model to study the dynamis of a system of two partiles thatinterat with a heat bath in thermal equilibrium, but do not interat with eah other. We presentan extension of the bath of osillators apable of induing an e�etive oupling between the brownianpartiles depending on the hoie made to the spetral funtion of the osillators omponents of thebath. The oupling is non-linear in the variables of interest and an exponential dependene isimposed in order to guarantee the translational invariane of the model. The resultant e�etiveinteration is presented using the lassial equations of motion and the quantum limit is studiedthrough the time evolution of redued density operator of the two partiles. We �nd that, in thelimit of long times and short distanes, our model reprodues the results of the linear model for thease of only one partile. Finally, we desribe the time evolution of an initial state given by theprodut of two simple pakets.
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Capítulo 1IntroduçãoExistem muitos fen�menos físios nos quais alguma grandeza está onstantemente sujeita a pequenas�utuações aleatórias. O estudo destas �utuações, tanto no regime lássio quanto no quântio, temsido amplamente desenvolvido desde que Einstein apresentou a sua teoria quantitativa do movimentobrowniano em 1905 baseando-se nas idéias da teoria inétia dos gases. No regime quântio estaspesquisas têm enontrado variadas apliações em diversas áreas da físia da matéria ondensada ena físio-químia.Começando om o trabalho de Callen e Welton [2℄ que generaliza as relações de Einstein parainluir efeitos quântios, são muitos os esforços dediados a oniliar as equações dissipativas om oproesso de quantização. Estas pesquisas podem ser lassi�adas em dois grandes grupos.No primeiro, a idéia prinipal é prourar novos esquemas de quantização. Embora os mode-los empregados sejam de uma so�stiação matemátia admirável, eles apresentam problemas omrelação, por exemplo, ao prinípio de inerteza e ao prinípio de superposição [3, 4, 6, 7, 5℄.As pesquisas do segundo grupo, baseiam-se no fato de que nenhum sistema na natureza seenontra totalmente isolado e, portanto, onsidera o sistema de interesse aoplado a um reservatóriotérmio responsável pelas perdas de energia e mantém o esquema de quantização usual. A abordagemusada no último grupo tem sido a mais bem suedida [8, 9, 10, 12, 11℄ e será a adotada neste trabalho.Se a informação que possuimos do banho for su�iente podemos, dentro das aproximações ade-quadas para o aoplamento partiular que queremos estudar, enontrar a dinâmia efetiva do sistemade interesse partindo das equações mirosópias. Por outro lado, se não tivermos aesso a estasinformações ou não estivermos interessados nas araterístias mirosópias do banho nem nos de-talhes do aoplamento, podemos esolher um modelo simples que failite o tratamento matemátiosubsequente e imp�r sobre ele algumas ondições que nos permitam, no limite lássio, reuperar asequações fenomenológias de movimento.O movimento browniano quântio tem sido estudado através do aoplamento da partíula de inte-resse om um reservatório esolhido fenomenologiamente omo um onjunto de osiladores harm�-nios desaoplados entre si. O aoplamento é bilinear nas oordenadas de ambos os sistemas eesolhe-se uma função espetral que arrega a informação sobre a distribuição dos modos do banhoe uja forma determina o tipo de dissipação que queremos estudar. Este modelo tem sido usado om2



CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O 3suesso para desrever, no limite quântio, as propriedades de diferentes sistemas dissipativos de umgrau de liberdade sujeito a um potenial arbitrário. Porém, se inserirmos mais um grau de liberdadeindependente no sistema de interesse, ou seja, se oloarmos uma segunda partíula no mesmo meiodissipativo, as possíveis modi�ações induzidas na dinâmia de ada partíula não são evidentes. Oaoplamento efetivo entre partíulas imersas em um dado meio, onheendo-se o omportamento deada uma na ausênia das demais, pode ser o alvo de um estudo omo o aqui apresentado. Estasituação seria análoga à da riação dos pares de Cooper via a interação dos elétrons (partíulas deinteresse) om f�nons (modos do reservatório) em metais.Iniialmente apresentamos a abordagem onvenional, para o aso de apenas um grau de liber-dade, na qual o reservatório de osiladores não - interagentes é aoplado bilinearmente om a variávelde interesse. Analisamos ainda, rapidamente, a equivalênia entre os aoplamentos oordenada-oordenada e oordenada-veloidade. Posteriormente tentamos generalizar este modelo para o asode duas partíulas, evideniando as limitações deste proedimento e hamando a atenção para asmudanças a serem feitas no modelo.No tereiro apítulo abandonamos o aoplamento bilinear já que, omo será mostrado no segundoapítulo, este tipo de aoplamento não é adequado para estudar a interação entre partíulas brow-nianas e, em seu lugar, introduzimos um aoplamento que ontinua sendo linear nas variavéis doreservatório, mas agora é não-linear na variável da partíula. Devido à invariânia translaional domodelo, o aoplamento esolhido apresenta uma dependênia funional exponenial. A suseptibili-dade dinâmia dos osiladores do banho é substituída pela orrespondente a osiladores harm�niosamorteidos. Mostra-se que o modelo não - linear reproduz, para o aso de uma partíula, os mesmosresultados do modelo linear no limite de tempos longos e distânias urtas. Em partiular, podemosreproduzir a equação de Langevin e o funional de in�uênia - nos limites lássio e quântio, res-petivamente - do modelo linear de osiladores não interagentes om função espetral J(ω) = ηω.Quando inserimos uma segunda partíula no sistema, as modi�ações feitas no banho de osiladorespodem produzir o aoplamento efetivo que estamos prourando, assim omo orrelações espaiaisentre as forças �utuantes que agem em ada partíula.No apítulo quatro enontramos a evolução temporal do operador densidade reduzido do sistemade dois orpos dentro do formalismo das integrais de trajetória. Finalmente, fazemos uma apro-ximação loal no potenial efetivo induzido para alular a evolução temporal do estado iniial dosistema formado por dois paotes simples.Na parte �nal do trabalho apresentamos as onlusões e alguns apêndies neessários para amelhor ompreensão do texto.



Capítulo 2Modelo linearNeste apitulo será feita uma revisão rápida do modelo desenvolvido por Caldeira-Leggett para trataro problema da dissipação quântia usando o paradigma do movimento browniano. O problema seráabordado deduzindo a equação de Langevin para o sistema dissipativo partindo de uma Hamiltonianaque aopla o sistema de interesse a um reservatório modelado fenomenologiamente. Posteriormente,tentaremos estender o modelo para o aso de duas partíulas brownianas mostrando as modi�açõesque preisam ser introduzidas a �m de representar adequadamente o sistema e a interação mediadapelo banho.2.1 Equação de movimento para uma partíulaExistem na natureza muitos sistemas omplexos nos quais é difíil onheer a origem mirosópiada dissipação. Por outro lado, é possível desenvolver, no regime lássio, uma equação que agregaas araterístias dinâmias e estatístias dos efeitos dissipativos; a equação de Langevin. Portanto,é de grande utilidade onstruir modelos fenomenológios que no limite adequado se reduzam a umaequação de Langevin semi-lássia. A abordagem mais bem suedida para modelar estes sistemas é autilização do hamado modelo "sistema-mais-reservatório", no qual o sistema de interesse se aoplaa um banho térmio responsável pelas perdas de energia.Assumimos que qualquer grau de liberdade do reservatório seja fraamente perturbado para quepossamos usar um aoplamento sistema-reservatório que seja linear nas oordenadas do reservatório.Esta desrição é razoável quando o reservatório é marosópio. Embora a interação seja perturbativanas variáveis do banho, isto não quer dizer que o seu efeito sobre o nosso sistema de interesse sejafrao.Podemos então, de�nir a Hamiltoniana de nosso sistema omposto segundo,
H = HS +HR +HI , (2.1)
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CAPÍTULO 2. MODELO LINEAR 5onde
HS =

P 2

2M
+ V (x),

HR =

N
∑

k=1

(

P 2
k

2mk
+
mkω

2
kR

2
k

2

)

, (2.2)sendo HS a Hamiltoniana do sistema de interesse quando isolado, HR a Hamiltoniana do reservatórioformado por N osiladores harm�nios e HI a interação sistema-reservatório, que pode ser esritode diversas formas equivalentes.Segundo a presrição feita em [11℄, podemos esolher o aoplamento do tipo oordenada-oordenada. Neste aso deve ser introduzido um ontratermo ∆V (x) =
∑

k

C2

kx2

2mkω2

k
para anelaros efeitos induzidos pelo aoplamento no potenial V (x). Assim

HI =
N
∑

k=1

CkxRk +
N
∑

k=1

C2
kx

2

2mkω
2
k

, (2.3)e ompletando quadrados a Hamiltoniana total �a
H =
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+ V (x) +

1

2

N
∑

k=1

{

P 2
k

mk
+mkω

2
k

(

Rk +
Ck

mkω
2
k

x

)2
}

. (2.4)Esta Hamiltoniana tem sido estudada desde 1960 para sistemas fraamente aoplados aos grausde liberdade do ambiente. Somente depois de 1980 foi mostrado por Caldeira e Leggett [11℄ que estemodelo também é apliável a sistemas fortemente aoplados e pode ser usado para desrever, porexemplo, tunelamento dissipativo na físia do estado sólido e na físio-químia.Para entender melhor o sistema modelado por (2.4) introduzimos novas oordenadas Yk (e o seumomento onjugado P (y)
k ) para os osiladores e novas massas µk [13℄, tais que

Rk = −
Ck

mkω
2
k

Yk, e µk =
C2

k

mkω
4
k

. (2.5)Com essas de�nições temos
H =

P 2

2M
+ V (x) +

1

2

N
∑

k=1

{

P
(y)2
k

µk
+ µkω

2
k (Yk − x)2

}

. (2.6)Aqui, a dissipação é obtida através de osiladores de massas µk entrados na variável x. Fia, então,evidente que o ontratermo é fundamental para preservar a invariânia translaional do sistemaquando V (x) = 0.Também podemos de�nir um aoplamento do tipo oordenada-veloidade omo, por exemplo,em sistemas que inluem ampos eletromagnétios. No que segue mostraremos que esse aoplamentoé equivalente ao anteriormente apresentado.



CAPÍTULO 2. MODELO LINEAR 6A Lagrangeana om aoplamento oordenada-veloidade é esrita omo
L =

P 2

2M
− V (x) +

N
∑
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k
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−
mkω

2
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2
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2

)

−
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k

C̃kṘkx, (2.7)e a Hamiltoniana orrespondente a esta Lagrangeana é, então,
H =
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1
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2
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. (2.8)Efetuando a transformação an�nia
x→ x, P → P, Pk → mkωkRk e Rk →

Pk

mkωk
, (2.9)e de�nindo Ck ≡ C̃kωk, temos a nova Hamiltoniana

H =
P 2

2M
+ V (x) +
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2
mkω
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+

N
∑

k=1

RkCkx+

N
∑

k=1

C2
k

2mkω
2
k

x2, (2.10)que é idêntia a (2.4). Do apresentado aima é evidente que as três formas de esrever o aoplamento,(2.4), (2.6) e (2.7), são equivalentes.Assim, podemos desrever a dinâmia de qualquer um dos graus de liberdade do sistema ompostoa partir da Lagrangeana
L =

1

2
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x2, (2.11)que nos permite deduzir a equação do movimento dissipativo para a partíula omo mostraremos aseguir.Partindo da Lagrangeana anterior, temos
Mẍ+

dV (x)

dx
+
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CkRk +
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mkω
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x = 0,

mkR̈k +mkω
2
kRk +Ckx = 0, (2.12)Usando a transformada de Laplae das variáveis envolvidas podemos esrever as oordenadas doreservatório omo
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CAPÍTULO 2. MODELO LINEAR 7Usando a identidade 1
s2+ω2

k
= 1

ω2

k

{
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k

}, temos então
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stds. (2.14)Substituindo esses resultados nas equações de movimento para x temos
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x(t), (2.16)que anela o último termo deste mesmo lado da equação. O quarto termo da esquerda orrespondeà seguinte derivada
d
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0
cosωk(t− t′)x(t′)dt′

}

,onde usamos o teorema da onvolução e a transformada de Laplae da função cosωk(t− t′).A �m de transformar ∑
k

em ∫

dω de�nimos a função espetral
J(ω) ≡

π

2

∑

k
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k

mkωk
δ(ω − ωk), (2.17)que nos permite esrever
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2

π
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0
dω
J(ω)

ω
cosω(t− t′).A função espetral J(ω) está relaionada om a distribuição dos modos do banho e omo estesinteragem om a partíula browniana. Neste ponto é importante dar uma forma explíita à nossadensidade espetral. Para obter uma equação de Langevin markoviana e ohmia (força dissipativa



CAPÍTULO 2. MODELO LINEAR 8proporional à veloidade) esolhemos
J(ω) =

{

ηω ω < Ω

0 ω > Ω
, (2.18)onde introduzimos uma freqüênia de orte Ω na distribuição dos osiladores. A dependênia fun-ional de (2.18) pode ser deduzida onsiderando uma distribuição de freqüênia parabólia (tipoDebye) nos modos normais do banho[14℄. A forma esolhida para J(ω) é adequada para estudaro omportamento do sistema em tempos longos omparados om o tempo Ω−1 introduzido pelafrequênia de orte do banho.Para estudar sistemas dissipativos não - ohmios é onveniente onsiderar que, para baixasfreqüênias, J(ω) satisfaça uma lei de potênias, J(ω) ∝ ωs. Em geral, a únia propriedade quedeve ser postulada é que J(ω) deaia su�ientemente rápido em função de ω quando ω & Ω. A formaespeí�a da função espetral para frequênias altas ou intermediárias só é relevante se estivermosinteressados em efeitos de memória ( dinâmia não - markoviana).Depois de ter esolhido o tipo de dissipação de�nido por ?? podemos tratar adequadamente assomas em k. Assim, temos
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∫ Ω

0
dωη cosω(t− t′) ∼= 2ηδ(t − t′),onde �zemos Ω → ∞. Este resultado permite-nos esrever o quarto termo do lado esquerdo de (2.15)omo
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=
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∣
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+
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x(0) cos ωkt+ ηẋ(t). (2.19)Resolvendo expliitamente a integral do lado direito de (2.15) podemos reesrevê-la omo
Mẍ+
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mkω
2
k
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]

. (2.20)O termo do lado direito de (2.20) pode ser interpretado omo uma força f(t) que depende dasondições iniiais impostas aos osiladores do banho. A preparação iniial determina as propriedadesestatístias das variáveis do banho e dos graus de liberdade do sistema e torna f(t) uma funçãoestoástia. Supondo que o banho esteja iniialmente em equilíbrio termodinâmio temos, no limite



CAPÍTULO 2. MODELO LINEAR 9lássio (teorema da equipartição de energia),
〈

R̃k(0)
〉

=
〈

Ṙk(0)
〉

=
〈

Ṙk(0)R̃k′(0)
〉

= 0,
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〉

=
kT

mk
δkk′ e 〈

R̃k(0)R̃k′(0)
〉

=
kT

mkω
2
k

δkk′ ,onde R̃k = Rk(0) + 1
mkω2

k
Ckx(0). Isto nos permite mostrar, após algumas manipulações algébrias,que 〈f(t)〉 = 0 e 〈f(t)f(t′)〉 = 2ηkTδ(t − t′), onde as médias são tomadas om respeito à matrizdensidade que ontém os osiladores desloados, isto é,

ρbanho =
1

N
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∑
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i
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(
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)2
]}

. (2.21)Desta forma a equação para x �a
Mẍ+

dV (x)

dx
+ ηẋ(t) =f(t), (2.22)om

f(t) = −
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ωk
sinωkt Ṙk(0) −

N
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k=1

Ck cosωkt

[

Rk(0) +
1

mkω
2
k

Ckx(0)

]

.Esta equação desreve uma interação instantânea do reservatório om a partíula. Porém, emmuitos problemas de interesse é neessário levar em onta a história do reservatório e, neste aso, ooe�iente de dissipação não é mais onstante e a equação deve ser esrita omo segue
Mẍ+

∫ t

0
η(t− t′)ẋ(t′)dt′ +

dV (x)

dx
= f(t). (2.23)O oe�iente η(t−t′) introduz o efeito de memória. A média no ensemble da força �utuante ontinuasendo zero e a orrelação no tempo agora é

〈f(t)f(t′)〉 = 2kTη(t− t′). (2.24)A validade destas equações está limitada pelo seu aráter fenomenológio. É razoável usar estaequação quando queremos estudar o omportamento do sistema para tempos muito maiores que ostempos araterístios do reservatório a ele aoplado.2.2 Equação de movimento para duas partíulasNesta seção, o nosso interesse é introduzir a Lagrangeana do sistema fehado omposto por duaspartíulas independentes, mas que estão aopladas a um banho de osiladores. O termo de interaçãoserá modelado usando o aoplamento oordenada-veloidade para obter o ontratermo neessário deforma automátia.



CAPÍTULO 2. MODELO LINEAR 10A Lagraneana de nosso sistema ompleto pode ser esrita omo
L = LS + LR + LI , L1 = 1

2Mẋ2
1 − V (x1),

LS = L1 + L2, L2 = 1
2Mẋ2

2 − V (x2),

LR = 1
2

N
∑

k=1

mk(Ṙ
2
k − ω2

kR
2
k), LI = −

N
∑

k=1

C̃k (x1 + x2) Ṙk,

(2.25)onde LS é a Lagrangeana do sistema aberto, LR representa o banho formado por N osiladores e
LI é o termo de interação que é do tipo oordenada-veloidade.A Hamiltoniana orrespondente é

H =
P 2

1

2M
+
P 2

2

2M
+ V (x1) + V (x2) +

N
∑

k=1

[

1

2mk

[

pk + C̃k (x1 + x2)
]2

+
1

2
mkω

2
kR

2
k

]

, (2.26)que sob a transformação an�nia
x1 → x1, x2 → x2, P1 → P1, P2 → P2, pk → mkωkRk e Rk →

pk

mkωk
, (2.27)e om a rede�nição da onstante de aoplamento Ck ≡ C̃kωk pode ser esrita omo

H =
P 2

1

2M
+
P 2

2

2M
+ V (x1) + V (x2) +

N
∑

k=1

[

p2
k

2mk
+

1

2
mkω

2
k

(

Rk +
Ck

mkω
2
k

(x1 + x2)

)2
]

. (2.28)Esta Hamiltoniana pode ser obtida da seguinte Lagrangena
L =

1

2
Mẋ2

1 − V (x1) +
1

2
Mẋ2

2 − V (x2) +
1

2

N
∑

k=1

mk(Ṙ
2
k − ω2

kR
2
k)

−
N
∑

k=1

Ck (x1 + x2)Rk −
N
∑

k=1

C2
k

2mkω
2
k

(x1 + x2)
2, (2.29)que já ontém o ontratermo adequado para renormalizar qualquer efeito da modi�ação do poten-ial original. Seguindo o mesmo proedimento que o adotado para o aso de uma únia partíulabrowniana podemos, através desta nova Lagrangeana, esrever a equação de movimento para umadas duas partíulas omo
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Mẍ1 +

dV (x1)

dx1
−

N
∑

k=1

C2
k

2πimkω
2
k

∫ ε+i∞

ε−i∞
(x̃1(s) + x̃2(s)) e

stds

+

N
∑

k=1

C2
k

2πimkω
2
k

∫ ε+i∞

ε−i∞

s2

s2 + ω2
k

(x̃1(s) + x̃2(s)) e
stds

+

N
∑

k=1

C2
k

mkω
2
k

(x1(t) + x2(t)) =
−1

2πi

∫ ε+i∞

ε−i∞

N
∑

k=1

Ck

{

sRk(0)

s2 + ω2
k

+
Ṙk(0)

s2 + ω2
k

}

estds,(2.30)enquanto que a equação para a segunda partíula obtém-se simplesmente troando 1 por 2 na equaçãoaima.Convém notar que, se simplesmente adiionássemos um ontratermo para x1 e outro para x2na forma de�nida em (2.11), não teríamos onseguido a renormalização desejada para o potenial.Isto é, na equação para x1[x2℄, apareeria um termo proporional a x2[x1℄, que representaria o efeitode uma força externa (harm�nia) agindo no entro de massa do sistema. Esta força aree designi�ado físio pois não existe no modelo um potenial externo que possa produzí-la.Agora é evidente que o tereiro termo do primeiro membro de (2.30) anela-se om o últimotermo do primeiro membro e o quarto termo do primeiro membro pode ser esrito omo
d

dt

{

N
∑

k=1

C2
k

2πimkω
2
k

∫ ε+i∞

ε−i∞

s

s2 + ω2
k

(x̃1(s) + x̃2(s)) e
stds

}

=

d

dt

{

N
∑

k=1

C2
k

mkω
2
k

∫ t

0
cosωk(t− t′)

(

x1(t
′) + x2(t

′)
)

dt′

}

.Derivando om respeito a t enontramos
=

N
∑

k=1

C2
k

mkω
2
k

(x1(t) + x2(t)) −
N
∑

k=1

C2
k

mkωk

∫ t

0
sinωk(t− t′)

(

x1(t
′) + x2(t

′)
)

dt′,e �nalmente integrando por partes em t′ obtemos
=

N
∑

k=1

C2
k

mkω
2
k

cosωkt (x1(0) + x2(0)) +

N
∑

k=1

C2
k

mkω
2
k

∫ t

0
cosωk(t− t′)

(

ẋ1(t
′) + ẋ2(t

′)
)

dt′. (2.31)Usando de novo a densidade espetral de�nida em (2.17) podemos esrever
∑

k

C2
k

mkω
2
k

cosωk(t− t′) =
2

π

∫ Ω

0
dωη cosω(t− t′) ∼= 2ηδ(t − t′),



CAPÍTULO 2. MODELO LINEAR 12e a (2.31) �a
N
∑

k=1

C2
k

mkω
2
k

cosωkt (x1(0) + x2(0)) + ηẋ1(t) + ηẋ2(t).Finalmente as equações de movimento para as duas partíulas são
Mẍ1 +

dV (x1)

dx1
+ ηẋ1(t) + ηẋ2(t) = f(t),

Mẍ2 +
dV (x2)

dx2
+ ηẋ2(t) + ηẋ1(t) = f(t), (2.32)om

f(t) = −
N
∑

k=1

Ck

ωk
sinωkt Ṙk(0) −

N
∑

k=1

Ck cosωkt

[

Rk(0) +
Ck

mkω
2
k

(x1(0) + x2(0))

]

.Fazendo V (x) = 0, vemos que o movimento do entro de massa q = (x1 + x2)/2 do sistema égovernado por
Mq̈ + 2ηq̇(t) = f(t), (2.33)o que mostra que esta oordenada experimenta um movimento dissipativo onde o oe�iente dedissipação é duas vezes o enontrado no aso de apenas uma partíula. Este, por si só, já é umresultado inesperado. A equação de movimento para a oordenada relativa u = x1 − x2, é aindamais surpreendente. Para esta temos

ü(t) = 0, (2.34)o que india que u(t) exeuta movimento retilíneo uniforme, afastando ou aproximando as partíulassegundo o valor iniial de u̇(t). Analisando om mais uidado este movimento, podemos dizer que, seuma das partíulas é desloada em uma direção determinada, a outra responderá instantaneamenteomo se estivesse sob a ação de uma interação à distânia enarregada de manter uniforme a variaçãode u(t). Apesar de estarmos interessados em desrever uma possível interação entre as partíulasmediada pelo banho, os efeitos aqui apresentados não são �siamente plausíveis.De posse destes resultados observamos que o modelo apresentado nesta seção é inadequado paratratar o problema de duas partíulas brownianas em um mesmo meio. Portanto, é preiso esolherum aoplamento diferente do aqui adotado para se ataar este problema e esse será o tema da seçãoseguinte.2.2.1 Aoplamento linear om parâmetros diferentes.Da análise feita no apítulo anterior se faz neessário introduzir um tipo de aoplamento que dealguma forma diferenie as partíulas. Desta forma esperamos poder separar os efeitos loais dosnão - loais do banho sobre as partíulas. Os efeitos loais devem desrever a dissipação de energiade ada partíula enquanto que os não- loais mediariam a interação que busamos entre elas.A forma mais simples de representar este fen�meno é introduzir parâmetros de aoplamento



CAPÍTULO 2. MODELO LINEAR 13diferentes para ada partíula. Assim, o aoplamento proposto é
LI = −

N
∑

k=1

(

C
(1)
k x1 + C

(2)
k x2

)

Rk −
N
∑

k=1

1

2mkω
2
k

(

C
(1)
k x1 + C

(2)
k x2

)2
. (2.35)Neste aso, o efeito do aoplamento não é mais apenas sobre o entro de massa do sistema, mas afetatambém os seus graus de liberdade internos. O proesso de obtenção das equações de movimentoé exatamente o mesmo mostrado aima levando em onta as pequenas modi�ações que devem seronsideradas quando C(1)

k 6= C
(2)
k . Portanto, mostramos apenas os resultados �nais que são

Mẍ1 +
dV (x1)

dx1
+

N
∑

k=1

C
(1)
k

mkω
2
k

∫ t

0
cosωk(t− t′)

(

C
(1)
k ẋ1(t

′) + C
(2)
k ẋ2(t

′)
)

dt′ = f1(t),

Mẍ2 +
dV (x2)

dx2
+

N
∑

k=1

C
(2)
k

mkω
2
k

∫ t

0
cosωk(t− t′)

(

C
(1)
k ẋ1(t

′) + C
(2)
k ẋ2(t

′)
)

dt′ = f2(t), (2.36)om a força �utuante fi(t), om i = 1, 2, de�nida por
fi(t) = −

N
∑

k=1

C
(i)
k

ωk
sinωkt Ṙk(0)−

N
∑

k=1

C
(i)
k cosωkt

[

Rk(0) +
1

mkω
2
k

(

C
(1)
k x1(0) + C

(2)
k x2(0)

)

]

. (2.37)Se o banho representa um meio homogêneo, devemos esperar que o seu efeito sobre ada partíulaseparadamente seja em média o mesmo, o que nos permite de�nir a seguinte função espetral
Ji(ω) =

π

2

∑

k

C
(i)2
k

mkωk
δ(ω − ωk) = ηωθ(Ω − ω), (2.38)onde Ω é a freqüênia de orte araterístia do banho. Do mesmo modo é possível de�nir um tipode função espetral mista da forma

J12(ω) =
π

2

∑

k

C
(1)
k C

(2)
k

mkωk
δ(ω − ωk), (2.39)que pode representar o meanismo mediador da interação entre as partíulas. Supondo que o banhoesteja iniialmente em equilíbrio termodinâmio temos, no limite lássio,

〈

R̃k(0)
〉

=
〈

Ṙk(0)
〉

=
〈

Ṙk(0)R̃k′(0)
〉

= 0,

〈

Ṙk(0)Ṙk′(0)
〉

=
kT

mk
δkk′ e 〈

R̃k(0)R̃k′(0)
〉

=
kT

mkω
2
k

δkk′ ,onde R̃k = Rk(0) + 1
mkω2

k

(

C
(1)
k x1(0) + C

(2)
k x2(0)

). Isto nos permite mostrar, após algumas mani-pulações algébrias, que 〈fi(t)〉 = 0 e 〈fi(t)fi(t
′)〉 = 2ηkTδ(t − t′) om i = 1, 2, onde as médias são



CAPÍTULO 2. MODELO LINEAR 14tomadas om respeito à matriz densidade que ontém os osiladores desloados, isto é,
ρbanho =

1

N
exp

{

−β
∑

i

[

p2
i

2mi
+
miω

2
i

2

(

Ri +
1

miω2
i

(

C
(1)
i x1(0) + C

(2)
i x2(0)

)

)2
]}

. (2.40)Embora o aoplamento de�nido em (2.35) seja mais satisfatório do que o aoplamento omparâmetros idêntios, ainda não é laro omo modelar a função espetral mista J12(ω). Além disso,o modelo em questão não omporta uma esala de omprimentos assoiada à interação que estamosprourando. Outro problema é a orrelação ruzada entre as forças �utuantes, 〈f1(t)f2(t
′)〉 =

〈f2(t)f1(t
′)〉, que, em prinípio, por estar atuando sobre partíulas diferentes, poderia apresentar umadependênia espaial que dependeria da esolha de J12(ω). O modelo atual mostra-se insu�ientepara resolver estas questões e, portanto, no próximo apítulo será apresentada uma alternativa aesse problema.



Capítulo 3Modelo não - linear
3.1 Equação de movimento para uma partíulaEmbora o modelo do aoplamento sistema-reservatório totalmente linear seja satisfatório no aso deuma partíula, é interessante estudar um modelo não - linear que apresente uma evidente analogiaom os modelos mirosópios e nos permita enontrar os resultados apresentados em [15℄. Vamossupor que nosso sistema seja omposto pela seguinte Lagrangeana

L = LS + LR + LI , LS = 1
2Mẋ2,

LR = 1
2

∑

k

mk(ṘkṘ−k − ω2
kRkR−k), LI = −

∑

k

C̃k(x)Ṙk.
(3.1)Iniialmente é esolhido o aoplamento om a veloidade de ada osilador já que, omo foi mostradoem seções anteriores, um aoplamento do tipo oordenada-veloidade introduz automatiamenteo ontratermo neessário. A razão pela qual o banho de osiladores foi simetrizado em k, seráeslareida em breve.A Hamiltoniana orrespondente para este sistema é

H =
P 2

2M
+

1

2

∑

k

(

pkp−k

mk
+mkω

2
kRkR−k

)

+
∑

k

1

2mk

(

C̃−k(x)pk + C̃k(x)p−k

)

+
∑

k

C̃k(x)C̃−k(x)

2mk
, (3.2)que sob a transformação an�nia

x→ x, P → P, pk → mkωkRk e Rk →
pk

mkωk
,

15



CAPÍTULO 3. MODELO N�O - LINEAR 16e om as onstantes de aoplamento rede�nidas omo Ck(x) ≡ C̃k(x)ωk, pode ser reesrita omo
H =

P 2

2M
+

1

2

N
∑

k=1

(C−k(x)Rk + Ck(x)R−k)

+
N
∑

k=1

[

pkp−k

2mk
+

1

2
mkω

2
kRkR−k

]

+
N
∑

k=1

Ck(x)C−k(x)

2mkω
2
k

, (3.3)que, por sua vez, pode ser obtida da seguinte Lagrangeana:
L =

1

2
Mẋ2 +

1

2

∑

k

mk(ṘkṘ−k − ω2
kRkR−k)

−
1

2

∑

k

(C−k(x)Rk + Ck(x)R−k) −
∑

k

Ck(x)C−k(x)

2mkω
2
k

. (3.4)É importante notar que agora o aoplamento está simetrizado om respeito a k e que o on-tratermo surgiu naturalmente. Essa última Lagrangeana vai ser usada para deduzir uma equaçãodissipativa nas oordenadas da partíula. As equações de movimento para essa Lagrangeana são
Mẍ+

1

2

∑

k

(

∂C−k(x)

∂x
Rk +

∂Ck(x)

∂x
R−k

)

+
∑

k

1

2mkω
2
k

(

∂C−k(x)

∂x
Ck(x) +

∂Ck(x)

∂x
C−k(x)

)

= 0

mkR̈−k + C−k(x) + ω2
kR−k = 0 (3.5)Antes de ontinuar, é onveniente de�nir o tipo de aoplamento a ser usado. Para garantir ainvariânia translaional do sistema tomamos Ck(x) = κke

ikx. Assim, se a partíula for desloadade uma distânia d, por exemplo, o aoplamento transforma-se em
C−k(x+ d)Rk = C−k(x)e

−ikdRk,o que nos permite de�nir as novas variáveis do reservatório omo
R̃k = e−ikdRk,mantendo assim a Lagrangeana (3.4) invariante. Esta é a razão pela qual esrevemos o banho deosiladores de forma simetrizada em k. Outro fato importante é que om o aoplamento esolhido,a ontribuição do ontratermo à equação de movimento é identiamente nula, isto é,

(

∂C−k(x)

∂x
Ck(x) +

∂Ck(x)

∂x
C−k(x)

)

= 0,e, portanto, o nosso modelo não - linear não requer ontratermo. Isto também pode ser visto direta-



CAPÍTULO 3. MODELO N�O - LINEAR 17mente através da sua ontribuição na Lagrangeana (3.4) que, no aso do aoplamento exponenial,torna-se uma onstante.Agora, simplesmente devemos mostrar que a nova Lagrangena fornee uma equação de movi-mento dissipativa na variável x. Novamente usamos o método da transformada de Laplae pararesolver a segunda das equações de movimento em (3.5);
R−k(t) =

1

2πi

∫ ε+i∞

ε−i∞

{

sR−k(0)

s2 + ω2
k

+
Ṙ−k(0)

s2 + ω2
k

}

estds−
1

2πimkω
2
k

∫ ε+i∞

ε−i∞
C̃−k[x](s)e

stds

+
1

2πimkω
2
k

∫ ε+i∞

ε−i∞

s2

s2 + ω2
k

C̃−k[x](s)e
stds. (3.6)Substituindo na equação para x temos

Mẍ+
1

2

∑

k

∂C−k(x)

∂x

1

2πi

∫ ε+i∞

ε−i∞

{

sRk(0)

s2 + ω2
k

+
Ṙk(0)

s2 + ω2
k

}

estds−
∑

k

1

2mkω
2
k

∂C−k(x)

∂x
Ck(x)

+
1

2

∑

k

1

2πimkω
2
k

∂C−k(x)

∂x

∫ ε+i∞

ε−i∞

s2

s2 + ω2
k

C̃k[x](s)e
stds

+
1

2

∑

k

∂Ck(x)

∂x

1

2πi

∫ ε+i∞

ε−i∞

{

sR−k(0)

s2 + ω2
k

+
Ṙ−k(0)

s2 + ω2
k

}

estds −
∑

k

1

2mkω
2
k

∂Ck(x)

∂x
C−k(x)

+
1

2

∑

k

1

2πimkω
2
k

∂Ck(x)

∂x

∫ ε+i∞

ε−i∞

s2

s2 + ω2
k

C̃−k[x](s)e
stds = 0.Resolvendo as integrais e agrupando termos hegamos em

Mẍ+
∑

k

1

2mkω
2
k

∫ t

0

(

∂C−k[x(t)]

∂x(t)

∂Ck[x(t
′)]

∂x(t′)
+
∂Ck[x(t)]

∂x(t)

∂C−k[x(t
′)]

∂x(t′)

)

cosωk(t− t′)ẋ(t′)dt′,

= −
1

2

∑

k

∂C−k(x)

∂x

[

(

Rk(0) +
Ck(x0)

mkω
2
k

)

cosωkt+
Ṙk(0)

ωk
sinωkt

]

+
∑

k

Ck(x)

2mkω
2
k

∂C−k(x)

∂x

−
1

2

∑

k

∂Ck(x)

∂x

[

(

R−k(0) +
C−k(x0)

mkω
2
k

)

cosωkt+
Ṙ−k(0)

ωk
sinωkt

]

+
∑

k

C−k(x)

2mkω
2
k

∂Ck(x)

∂x
(3.7)que, om a substituição Ck(x) = κke

ikx, resulta em
Mẍ+

∑

k

k2κkκ−k

mkω
2
k

∫ t

0
cos k[x(t) − x(t′)] cosωk(t− t′)ẋ(t′)dt′

=
i

2

∑

k

kκ−ke
−ikx

[

(

Rk(0) +
κke

ikx0

mkω
2
k

)

cosωkt+
Ṙk(0)

ωk
sinωkt

]

−
i

2

∑

k

kκke
ikx

[

(

R−k(0) +
κ−ke

−ikx0

mkω
2
k

)

cosωkt+
Ṙ−k(0)

ωk
sinωkt

]

. (3.8)
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Ωk

Ω

Im ΧHΩL

Ωk

Ω

Im ΧHΩL

Γk®0

Figura 3.1: Suseptibilidade Dinâmia do Osilador AmorteidoO termo do lado direito pode novamente ser interpretado omo uma força �utuante ( que dependedas ondições iniias impostas ao sistema) e esrito omo
f(t) = −

1

2

∂

∂x

∑

k

{

(

C−k(x)R̃k(0) + Ck(x)R̃−k(0)
)

cosωkt

+
(

C−k(x)Ṙk(0) + Ck(x)Ṙ−k(0)
) sinωkt

ωk

}

. (3.9)Agora, vamos analisar a somatória em k do termo dissipativo de (3.8). Esta expressão pode seresrita omo
TD →

∑

k

∫ ∞

0
dω2k2κkκ−k

Imχ(0)
k (ω)

πω
cos k[x(t) − x(t′)] cos ω(t− t′), (3.10)onde χ(0)

k (ω) é a suseptibilidade dinâmia do k-ésimo osilador. Até este ponto, os osiladores têmsido onsiderados omo não interagentes e assimImχ(0)
k (ω) =

π

2mkωk
δ(ω − ωk). (3.11)É preiso modi�ar o modelo para poder estudar de forma adequada os efeitos loais e não loaisdo banho sobre o nosso sistema de interesse. Isto pode ser feito se lembrarmos que, a rigor, ososiladores estão aoplados de forma que o efeito líquido desta interação residual transforma obanho em um onjunto de osiladores harm�nios amorteidos. Obviamente o banho de osiladoresnão - interagentes seria reuperado tomando o limite γk → 0 nos osiladores amorteidos (ver �g:3.1), onde γk é o oe�iente de amorteimento do k-ésimo osilador do banho. Para ada um dososiladores do novo onjunto teremos a suseptibilidade dinâmia χk(ω), dada porImχk(ω) =
γkω

mk

[

(

ω2 − ω2
k

)2
+ ω2γ2

k

] . (3.12)
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Figura 3.2: Imχk(ω) no limite de tempos longosNosso interesse prinipal é estudar o sistema no limite de tempos longos, ou seja, freqüênias peque-nas omparadas om a freqüênia araterístia de orte Ω. Nesse limite Imχk(ω) ∝ ω, omo podeser visto na �gura (3.2), e, portanto, podemos assumirImχk(ω) ≈ f(k)ωθ(Ω − ω), (3.13)onde f(k) ≈ γk

mkω4

k
. Esta modi�ação permite-nos esrever a somatória em k omo

∑

k

k2κkκ−k

mkω
2
k

cos k[x(t) − x(t′)] cosωk(t− t′)

=

∫ ∞

0
dω
∑

k

2k2κkκ−k

πω
f(k)ω cos k[x(t) − x(t′)] cosω(t− t′)

=
∑

k

2k2κkκ−kf(k) cos k[x(t) − x(t′)]δ(t − t′),que substituida no termo dissipativo de (3.8) e integrada em t′ nos dá
Mẍ(t) + ηẋ(t) = f(t), (3.14)onde de�nimos
η =

∑

k

k2κkκ−kf(k). (3.15)Convém notar que om esta pequena modi�ação obtivemos uma relação mais estreita entre aonstante de dissipação e os parâmetros mirosópios do banho de osiladores.Para �nalizar a desrição de (3.14) é importante disutir as propriedades estoástias da força�utuante f(t). Supondo que o banho esteja iniialmente em equilíbrio termodinâmio e usando ainvariânia translaional do mesmo, temos, no limite lássio,
〈

R̃k(0)
〉

=
〈

Ṙk(0)
〉

=
〈

Ṙk(0)R̃k′(0)
〉

= 0, (3.16)
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〈

Ṙk(0)Ṙk′(0)
〉

=
kBT

mk
δk(−k′) e 〈

R̃k(0)R̃k′(0)
〉

=
kBT

mkω
2
k

δk(−k′), (3.17)onde R̃k = Rk + Ck(x0)
mkω2

k
. Assim omo no aso linear pode-se mostrar que as propriedades estoástiasde f(t) satisfazem 〈f(t)〉 = 0 e 〈f(t)f(t′)〉 = 2ηkBTδ(t− t′).O modelo apresentado nesta seção nos permite reproduzir os resultados obtidos no aso doaoplamento sistema - reservatório ser da forma oordenada - oordenada om a densidade espetralohmia, J(ω) = ηω. É importante salientar que om as modi�ações introduzidas na resposta lineardo banho é possível de�nir separadamente esalas de tempo e omprimento, o que nos permitirá, naseção seguinte, enontrar uma interação efetiva mediada pelo reservatório quando se introduz umasegunda partíula no meio dissipativo.3.2 Equação de movimento para duas partíulasNa seção anterior foi mostrado que, para o reservatório de�nido em (3.4) e o aoplamento do tipo

Ck = κke
ikx, a invariânia translaional do sistema faz om que não seja neessário introduzir umontratermo na Lagrangeana. A generalização do modelo para o aso de duas partíulas é direto,sendo representado pela Lagrangeana

L =
1

2
Mẋ2

1 +
1

2
Mẋ2

2 +
1

2

∑

k

mk(ṘkṘ−k − ω2
kRkR−k)

−
1

2

∑

k

[(C−k(x1) + C−k(x2))Rk + (Ck(x1) + Ck(x2))R−k] . (3.18)As equações de movimento obtidas desta Lagrangeana são
Mẍ1 +

1

2

∑

k

(

∂C−k(x1)

∂x1
Rk +

∂Ck(x1)

∂x1
R−k

)

= 0, (3.19)
Mẍ2 +

1

2

∑

k

(

∂C−k(x2)

∂x2
Rk +

∂Ck(x2)

∂x2
R−k

)

= 0, (3.20)e
mkR̈−k + C−k(x) + ω2

kR−k = 0. (3.21)



CAPÍTULO 3. MODELO N�O - LINEAR 21O proesso de obtenção das equações dissipativas é o mesmo que apresentado anteriormente. Usandoa transformada de Laplae podemos esrever
R−k(t) =

1

2πi

∫ ε+i∞

ε−i∞

{

sR−k(0)

s2 + ω2
k

+
Ṙ−k(0)

s2 + ω2
k

}

estds

−
1

2πimkω
2
k

∫ ε+i∞

ε−i∞

(

C̃−k[x1](s) + C̃−k[x2](s)
)

estds

+
1

2πimkω
2
k

∫ ε+i∞

ε−i∞

s2

s2 + ω2
k

(

C̃−k[x1](s) + C̃−k[x2](s)
)

estds, (3.22)e substituindo na equação para x1 temos
Mẍ1 +

∑

k

1

2mkω
2
k

∫ t

0

(

∂C−k[x1(t)]

∂x1(t)

∂Ck[x1(t
′)]

∂x1(t′)
+
∂Ck[x1(t)]

∂x1(t)

∂C−k[x1(t
′)]

∂x1(t′)

)

cosωk(t− t′)ẋ1(t
′)dt′

+
∑

k

1

2mkω
2
k

∫ t

0

(

∂C−k[x1(t)]

∂x1(t)

∂Ck[x2(t
′)]

∂x2(t′)
+
∂Ck[x1(t)]

∂x1(t)

∂C−k[x2(t
′)]

∂x2(t′)

)

cosωk(t− t′)ẋ2(t
′)dt′

−
∑

k

1

2mkω
2
k

(

∂C−k[x1]

∂x1
Ck[x1] +

∂C−k[x1]

∂x1
Ck[x2] +

∂Ck[x1]

∂x1
C−k[x1] +

∂Ck[x1]

∂x1
C−k[x2]

) (3.23)
= −

1

2

∂

∂x1

∑

k

[

(

C−k(x1)R̃k(0) + Ck(x1)R̃−k(0)
)

cosωkt

+
(

C−k(x1)Ṙk(0) + Ck(x1)Ṙ−k(0)
) sinωkt

ωk

]

,om R̃k = Rk + Ck [x1(0)]+Ck [x2(0)]
mkω2

k
. Usando agora Ck(x) = κke

ikx enontramos
Mẍ1 +

∑

k

k2κkκ−k

mkω
2
k

∫ t

0
cos k[x1(t) − x1(t

′)] cosωk(t− t′)ẋ1(t
′)dt′

+
∑

k

k2κkκ−k

mkω
2
k

∫ t

0
cos k[x1(t) − x2(t

′)] cosωk(t− t′)ẋ2(t
′)dt′

+
∑

k

kκkκ−k

mkω
2
k

sin k[x1(t) − x2(t)] = f1(t), (3.24)onde
f1(t) = −

1

2

∂

∂x1

∑

k

{

(

C−k(x1)R̃k(0) + Ck(x1)R̃−k(0)
)

cosωkt

+
(

C−k(x1)Ṙk(0) + Ck(x1)Ṙ−k(0)
) sinωkt

ωk

}

. (3.25)



CAPÍTULO 3. MODELO N�O - LINEAR 22Usando novamente a suseptibilidade dinâmia do banho de�nida em (3.13) podemos esrever assomas em k omo
∑

k

k2κkκ−k

mkω
2
k

cos k[xi(t)−xj(t
′)] cosωk(t−t

′) = 2
∑

k

k2κkκ−kf(k) cos k[xi(t)−xj(t
′)]δ(t−t′) (3.26)e

∑

k

kκkκ−k

mkω
2
k

sin k[x1(t) − x2(t)] =
2

π

∫ ∞

0
dω
∑

k

kκkκ−k
Imχk(ω)

ω
sin k[x1(t) − x2(t)]

=
2Ω

π

∑

k

kκkκ−kf(k) sin k[x1(t) − x2(t)]. (3.27)Da seção anterior vimos que é possível de�nir o oe�iente de dissipação η omo função daspropriedades mirosópias do banho através da soma
η =

∑

k

κkκ−kf(k)k2, (3.28)e, omo de hábito, a soma pode ser transformada em uma integral através da substituição ∑k →
L
2π

∫

dk, onde L é a dimensão araterístia do sistema. Podemos, então, de�nir a função
ηg(k) =

L

2π
κkκ−kf(k). (3.29)A forma exata de g(k) só pode ser estabeleida se partirmos de um modelo mirosópio para oreservatório, sendo neessário onheer a resposta linear do banho e o tipo de interação que existeentre a partíula externa e o reservatório para podermos determinar os parâmetros de aoplamento

κk. Entretanto, há inúmeras situações que podemos analisar nestes sistemas através de modelagensfenomenológias de g(k).A prinipal araterístia de g(k) é deduzida de (3.28), isto é,
∫ ∞

0
g(k)k2dk = 1. (3.30)Existem muitas funções que satisfazem essa propriedade. Por exemplo, podemos esolher

g(k) = Ae−k/k0, (3.31)onde k−1
0 determina a esala de omprimentos do sistema e A = 1/(2k3

0) é uma onstante de normali-zação de�nida por (3.30). Usando esta função, as somas em (3.26) e (3.27), podem ser transformadas
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∑

k

k2κkκ−k

mkω
2
k

cos kr cosωk(t− t′) = 2ηδ(t − t′)

(

1
(

k2
0r

2 + 1
)2 −

4r2k2
0

(

k2
0r

2 + 1
)3

)

∑

k

kκkκ−k

mkω
2
k

sin kr =
2Ωη

π

r
(

k2
0r

2 + 1
)2 , (3.32)A equação de movimento para a segunda partíula é obtida seguindo o mesmo proedimento ehegando �nalmente a

Mẍ1(t) + ηẋ1(t) + η

(

1
(

k2
0 [x1(t) − x2(t)]2 + 1

)2 −
4[x1(t) − x2(t)]

2k2
0

(

k2
0 [x1(t) − x2(t)]2 + 1

)3

)

ẋ2

+
2Ωη

π

[x1(t) − x2(t)]
(

k2
0 [x1(t) − x2(t)]2 + 1

)2 = f1(t) (3.33)e
Mẍ2(t) + ηẋ2(t) + η

(

1
(

k2
0 [x1(t) − x2(t)]2 + 1

)2 −
4[x1(t) − x2(t)]

2k2
0

(

k2
0 [x1(t) − x2(t)]2 + 1

)3

)

ẋ1

−
2Ωη

π

[x1(t) − x2(t)]
(

k2
0 [x1(t) − x2(t)]2 + 1

)2 = f2(t) (3.34)om
fi(t) = −

1

2

∂

∂xi

∑

k

{

(

C−k(xi)R̃k(0) + Ck(xi)R̃−k(0)
)

cosωkt

+
(

C−k(xi)Ṙk(0) + Ck(xi)Ṙ−k(0)
) sinωkt

ωk

}

. (3.35)Para melhor analisar o efeito do reservatório sobre o sistema de duas partíulas vamos reesreverestas equações usando as variáveis do entro de massa e oordenada relativa. De�nimos
q =

x1 + x2

2
e u = x1 − x2 (3.36)e obtemos as equações

Mü(t) + ηu̇(t) − η[u(t)]u̇ +
4Ωη

π

u(t)
(

k2
0u

2(t) + 1
)2 = f1(t) − f2(t) (3.37)e

Mq̈(t) + ηq̇(t) + η[u(t)]q̇ =
f1(t) + f2(t)

2
, (3.38)om

η[u(t)] = η

(

1
(

k2
0u

2(t) + 1
)2 −

4u2(t)k2
0

(

k2
0u

2(t) + 1
)3

)

. (3.39)



CAPÍTULO 3. MODELO N�O - LINEAR 24Como é onheido no movimento Browniano [1℄, a in�uênia do reservatório pode ser representadapor uma força efetiva F (t) que �utua rapidamente no tempo e possui um per�l totalmente irregulare outra ujo omportamento sistemátio depende da veloidade média. Este termo é o responsávelpela perda de energia e leva a partíula ao seu estado de equilíbrio om o banho. Entretanto, emnosso aso, este termo ontém a in�uênia pura do banho (η) e a in�uênia da segunda partíulamediada pelo banho (η[u(t)]).O entro de massa apresenta um movimento dissipativo no qual o oe�iente de dissipação não émais onstante, mas depende da posição relativa das partíulas. Nota-se que para distânias relativastais que k0u → ∞ as partíulas não se enxergam e tanto o entro de massa quanto a oordenadarelativa exeutam movimentos Brownianos puros.Na equação para a oordenada relativa, além da dissipação, observa-se uma interação efetivaentre as partíulas, induzida pelo banho, que é derivada de um potenial do tipo
V (k0u) = −

2Ωη

πk2
0

(

k2
0u

2(t) + 1
) . (3.40)O fato de ter uma interação laramente atrativa deixa em aberto a possibilidade de riar estadosligados de partíulas Brownianas, esta questão não será respondida neste trabalho mas sem duvidafará parte de pesquisas posteriores.No limite de urtas distânias, ou k0u≪ 1, temos um potenial harm�nio

V (k0u≪ 1) = −
Mω2

2k2
0

+
Mω2u2(t)

2
, (3.41)onde

ω =

√

4ηΩ

Mπ
, (3.42)é a freqüênia de osilação que depende do oe�iente de dissipação η e da freqüênia de orte Ω.No limite oposto, k0u≫ 1, o potenial efetivo (3.40) reproduz um potenial de longo alane

V (k0u≫ 1) = −
2Ωη

πk4
0u

2(t)
. (3.43)Além da interação induzida pelo banho, é também importante estudar as propriedades estoástiasdas forças �utuantes f1(t) e f2(t). No apêndie B mostra-se que, dentro do modelo exposto nesteapítulo, as forças �utuantes possuem as araterístias típias do hamado ruído brano, isto é,

〈fi(t)〉 = 0 e 〈fi(t)fi(t
′)〉 = 2ηkBTδ(t − t′). Além disto existe uma propriedade adiional que dizrespeito à distribuição espaial do sistema. As forças f1(t) e f2(t) são orrelaionadas espaialmente(ver �gura 3.3), isto é,

〈

f1(t)f2(t
′)
〉

=2η[u(t)]kBTδ(t− t′),
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Figura 3.3: Correlação Espaial de f1(t) e f2(t)om
η[u(t)] = η

(

1
(

k2
0u

2(t) + 1
)2 −

4u2(t)k2
0

(

k2
0u

2(t) + 1
)3

)

.É interessante notar que a equação (3.37) para a oordenada relativa está sujeita à força estoástiaefetiva fu(t) ≡ f1(t)−f2(t) tal que 〈fu(t)〉 = 0 e 〈fu(t)fu(t′)〉 = 4kT (η−η[u])δ(t− t′). Consequente-mente, vemos que à medida que o termo dissipativo de (3.37) possa ser desprezado, quando k0u≪ 1,o mesmo oorre para a �utuação de fu(t) e a dinâmia resultante é a de um osilador harm�nioom a frequênia de osilação dada por (3.42). No limite oposto, k0u ≫ 1, esta mesma equaçãorepresenta o movimento browniano de uma partíula livre de massa reduzida M/2. Para valoresintermediários de uk0 a oordenada relativa estará sujeita tanto à dissipação quanto a �utuaçõesdependentes de posição.A oordenada do entro de massa está sujeita à força estoástia fq(t) ≡ (f1(t) + f2(t))/2 quesatisfaz 〈fq(t)〉 = 0 e 〈fq(t)fq(t
′)〉 = kT (η + η[u])δ(t − t′). É fail ver que no limite k0u ≫ 1 aequação (3.38) representa o movimento de uma partíula Browniana de massa 2M omo era de seesperar.



Capítulo 4Operador densidade reduzidoNos apítulos anteriores, obtivemos a equação de movimento dissipativa para o sistema. Emboraa abordagem usada tenha sido desenvolvida lassiamente, as equações resultantes tem a mesmaforma no aso quântio, sendo neessário simplesmente pensar em termos de operadores e levar emonta os efeitos deorrentes das diferentes trajetórias possíveis. Porém, a �m de fazer uma desriçãomais ompleta do sistema, alularemos neste apítulo o operador densidade reduzido do sistema deinteresse usando a ferramenta das integrais funionais introduzida originalmente por Feynman[16℄.4.1 Uma partíulaEstamos interessados em uma desrição reduzida do sistema que nos permita estudar apenas aevolução temporal da partíula browniana. Por onseguinte, devemos eliminar os graus de liberdadedo reservatório. Iniialmente usaremos a representação integral da meânia quântia para obter opropagador que ontrola a evolução temporal do operador densidade reduzido em termos do funionalque ontém toda a informação do banho. Em seguida enontraremos a forma explíita deste funionalusando uma abordagem operaional dentro da versão de interação.A evolução temporal do operador densidade do sistema omposto é dada por
ρ(t) = exp (−iHt/~) ρ(0) exp (iHt/~) , (4.1)que na representação de oordenadas se esreve

〈x,R| ρ(t) |y,Q〉 =

∫∫∫∫

dx′dy′dR′dQ′K(x,R, t;x′,R′, 0)

∗
〈

x′,R′
∣

∣ ρ(0)
∣

∣y′,Q′
〉

K∗(y,Q, t; y′,Q′, 0), (4.2)onde R é um vetor de N omponentes que representa ada grau de liberdade do banho e K é arepresentação de oordenadas do operador de evolução temporal
K(x,R, t;x′,R′, 0) = 〈x,R| exp (−iHt/~)

∣

∣x′,R′
〉

, (4.3)26



CAPÍTULO 4. OPERADOR DENSIDADE REDUZIDO 27que, por sua vez, admite uma representação de integral de aminho
K(x,R, t;x′,R′, 0) =

x
DxDR exp

(

i

~
S[x,R]

)

. (4.4)As integrações são feitas sobre aminhos x(t′), y(t′), e R(t′), Q(t′) om pontos extremos
x(0) = x′, x(t) = x; y(0) = y′, y(t) = y; (4.5)

R(0) = R′, R(t) = R′; Q(0) = Q′, Q(t) = Q. (4.6)A ação em (4.4) é dada por
S = SS + SR + SI =

∫ t

0
dt′(LS + LR + LI), (4.7)onde

LS =
1

2
Mẋ2,

LR = LR[Rk, Ṙk],

LI = −
1

2

∑

k

(C−k(x)Rk +Ck(x)R−k) , (4.8)são as Lagrangeanas do sistema de interesse, do reservatório e de interação respetivamente. Comofoi mostrado anteriormente, para o tipo de aoplamento esolhido os termos de renormalizaçãoinduzidos anelam-se automatiamente e, portanto, não é neessário inluir um ontratermo.A grandeza que ontém a informação do sistema dinâmio sob a in�uênia do banho é o operadordensidade reduzido. Integrando então as oordenadas do banho temos
ρ̃(x, y, t) ≡

∫

dR 〈x,R| ρ(t) |y,R〉

=
x

dx′dy′
y

dR′dQ′dRK(x,R, t;x′,R′, 0)

∗
〈

x′,R′
∣

∣ ρ(0)
∣

∣y′,Q′
〉

K∗(y,R, t; y′,Q′, 0). (4.9)O operador densidade reduzido no instante t depende do operador densidade iniial do sistemaomposto. Para simpli�ar o problema podemos supor que o operador densidade total em t = 0 é
ρ(0) = ρ̃(0)ρR(0), (4.10)onde ρ̃ é o operador densidade do sistema de interesse e ρR(0) = Z−1

R exp(−βHR) é o operadordensidade an�nio do banho térmio não perturbado. O estado iniial (4.10) signi�a que nãoexiste interação entre o banho e o sistema de interesse em t = 0−, isto é, o aoplamento é ligado de



CAPÍTULO 4. OPERADOR DENSIDADE REDUZIDO 28repente1 em t = 0+.Substituindo (4.10) em (4.9) obtemos
ρ̃(x, y, t) =

x
dx′dy′J(x, y, t;x′, y′, 0)ρ̃(x′, y′, 0), (4.11)onde J(x, y, t;x′, y′, 0) é hamado de superpropagador, o qual desreve a evolução temporal dooperador densidade reduzido. Expliitamente, o superpropagador pode ser esrito na representaçãode integrais de aminho omo

J(x, y, t;x′, y′, 0) =

x
∫

x′

Dx(t′)

y
∫

y′

Dy(t′) ∗ exp
i

~

{

S0

[

x(t′)
]

− S0

[

y(t′)
]}

F
[

x(t′), y(t′)
]

, (4.12)sendo S0 a ação da partíula quando isolada e F [x(t′), y(t′)] o funional que ontém toda a in�uêniado banho sobre o sistema de interesse. Este é o hamado funional de in�uênia e foi introduzidooriginalmente por Feynman e Vernon[18℄ e pode ser esrito em termos de operadores;
F
[

x(t′), y(t′)
]

= TrR (ρRU
†
RI [y(t

′)]URI [x(t
′)]
)

, (4.13)onde URI [x] é o operador de evolução temporal unitário para a Hamiltoniana dependente do tempo
HRI = HR +HI [x(t

′)], om um dado x(t′) para 0 ≤ t′ ≤ t. O operador URI [x] satisfaz a equação deShrödinger
i~
∂

∂t
URI(t) = HRI(t)URI(t), (4.14)om URI(0) = 1 e tem omo solução formal

URI(t) = Te−i
R t
0

dt′HRI (t′). (4.15)Usando a versão de interação[19℄ este resultado pode ser esrito omo
URI(t) = e−iHRt/~Te−i

R t
0

dt′H̃I [x(t′)]/~, (4.16)onde H̃I [x(t
′)] = eiHRt/~HI [x(t

′)]e−iHRt/~. Inserindo (4.16) em (4.13) temos
F
[

x(t′), y(t′)
]

= TrR (ρRTe
i

R t
0

dt′H̃I [y(t′)]/~Te−i
R t
0

dt′H̃I [x(t′)]/~

)

;assumindo que o reservatório seja fraamente perturbado pela presença do sistema de interessepodemos expandir o produto ronológio até segunda ordem em H̃I [20℄,
Te−i

R t
0

dt′H̃I [x(t′)]/~ ≈ 1 −
i

~

∫ t

0
dt′H̃I [x(t

′)] −
1

~2

∫ t

0
dt′
∫ t′

0
dsH̃I [x(t

′)]H̃I [x(s)],1Na referênia [17℄ são desritos estados iniiais mais gerais.



CAPÍTULO 4. OPERADOR DENSIDADE REDUZIDO 29e, onsequentemente, o funional de in�uênia até a mesma ordem pode ser esrito omo
F
[

x(t′), y(t′)
]

≈ TrR [ρR

(

1 −
i

~

∫ t

0
dt′H̃I [x(t

′)] −
1

~2

∫ t

0
dt′
∫ t′

0
dsH̃I [x(t

′)]H̃I [x(s)]

+
i

~

∫ t

0
dt′H̃I [y(t

′)] +
1

~2

∫ t

0
dt′
∫ t

0
dsH̃I [y(t

′)]H̃I [x(s)] −
1

~2

∫ t

0
dt′
∫ t′

0
dsH̃I [y(s)]H̃I [y(t

′)]

)]

.Agora traçamos as variáveis do reservatório e obtemos
F
[

x(t′), y(t′)
]

≈ 1 −
1

~2

∫ t

0
dt′
∫ t′

0
ds
(〈

H̃I [x(t
′)]H̃I [x(s)]

〉

+
〈

H̃I [y(s)]H̃I [y(t
′)]
〉

−
〈

H̃I [y(t
′)]H̃I [x(s)]

〉

−
〈

H̃I [y(s)]H̃I [x(t
′)]
〉)

.Como estamos onsiderando só os termos até segunda ordem em H̃I [x(t
′)] o funional anterior podeser obtido de

F
[

x(t′), y(t′)
]

= exp

{

−
1

~2

∫ t

0
dt′
∫ t′

0
ds
(〈

H̃I [x(t
′)]H̃I [x(s)]

〉

+
〈

H̃I [y(s)]H̃I [y(t
′)]
〉

−
〈

H̃I [y(t
′)]H̃I [x(s)]

〉

−
〈

H̃I [y(s)]H̃I [x(t
′)]
〉)}

. (4.17)Segundo o tipo de aoplamento esolhido podemos esrever as médias omo
〈

H̃I [x(t
′)]H̃I [x(s)]

〉

=
1

4

∑

k,k′

〈

C−k[x(t
′)]C−k′ [x(s)]Rk(t′)Rk′(s) + C−k[x(t

′)]Ck′ [x(s)]Rk(t′)R−k′(s)

+ Ck[x(t
′)]C−k′ [x(s)]R−k(t

′)Rk′(s) + Ck[x(t
′)]Ck′ [x(s)]R−k(t

′)R−k′(s)
〉e evoando a invariânia translaional do banho temos que, 〈Rk(t

′)Rk′(s)〉 = 0, a menos que k′ = −k,o que nos permite simpli�ar a expressão anterior efetuando-se a soma em k′,
〈

H̃I [x(t
′)]H̃I [x(s)]

〉

=
1

2

∑

k

{

C−k[x(t
′)]Ck[x(s)] + Ck[x(t

′)]C−k[x(s)]
} 〈

Rk(t
′)R−k(s)

〉

. (4.18)Usando o teorema de �utuação dissipação, podemos relaionar as médias aima om a resposta lineardo banho (ver apêndie A.1),
αk(t

′ − s) =
〈

Rk(t
′)R−k(s)

〉

=
~

π

∫ ∞

−∞

dωImχ̃k(ω)
e−iω(t′−s)

1 − e−ω~β
, (4.19)onde χ̃k(ω) é a suseptibilidade dinâmia do banho onsiderado. Então, as médias em (4.17) podem
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〈

H̃I [x(t
′)]H̃I [x(s)]

〉

=
1

2

∑

k

{

C−k[x(t
′)]Ck[x(s)] + Ck[x(t

′)]C−k[x(s)]
}

αk(t
′ − s), (4.20)

〈

H̃I [y(s)]H̃I [y(t
′)]
〉

=
1

2

∑

k

{

C−k[y(s)]Ck[y(t
′)] + Ck[y(s)]C−k[y(t

′)]
}

α†
k(t

′ − s), (4.21)
〈

H̃I [y(s)]H̃I [x(t
′)]
〉

=
1

2

∑

k

{

C−k[y(s)]Ck[x(t
′)] +Ck[y(s)]C−k[x(t

′)]
}

α†
k(t

′ − s), (4.22)e
〈

H̃I [y(t
′)]H̃I [x(s)]

〉

=
1

2

∑

k

{

C−k[y(t
′)]Ck[x(s)] +Ck[y(t

′)]C−k[x(s)]
}

αk(t
′ − s). (4.23)Substituindo os termos aima no funional de in�uênia e usando o oe�iente de aoplamento

Ck[x(t)] = κke
ikx(t), temos

F [x(t′), y(t′)]

= exp

{

−
1

~2

∫ t

0
dt′
∫ t′

0
ds
∑

k

[

κkκ−k

(

cos k[x(t′) − x(s)] − cos k[y(t′) − x(s)]
)

αk(t
′ − s)

+ κkκ−k

(

cos k[y(t′) − y(s)] − cos k[y(s) − x(t′)]
)

α†
k(t

′ − s)
]

}

. (4.24)Agora, é neessário onheer a resposta linear do sistema e para isso, vamos supor que a parteimaginária da suseptibilidade dinâmia do banho tenha a forma de�nida em (3.13)Imχ̃k(ω) = f(k)ωθ(Ω − ω). (4.25)Esta dependênia funional foi estudada anteriormente para ambientes fermi�nios [21, 20℄ e nonosso aso permite separar as esalas de tempo e omprimento assoiadas à interação om o banho.A linearidade em ω fornee um efeito instantâneo (aso �hmio) e a função f(k) é responsável pelanão loalidade da interação.Usando a paridade de Imχ̃k(ω), a orrelação αk(t
′ − s) pode ser esrita omo

αk(t
′ − s) =

~

π

∫ ∞

0
dωImχ̃k(ω)

(

cosω(t′ − s) coth(~βω/2) − i sinω(t′ − s)
)

, (4.26)e podemos ainda separar esta expressão na sua parte real e imaginária para reesrever o funionalde in�uênia omo
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F [x(t′), y(t′)]

= exp

{

−
1

~2

∫ t

0
dt′
∫ t′

0
ds
∑

k

κkκ−k

[(

cos k[x(t′) − x(s)] − cos k[y(t′) − x(s)]
)

α
(R)
k (t′ − s)

+ i
(

cos k[x(t′) − x(s)] − cos k[y(t′) − x(s)]
)

α
(I)
k (t′ − s)

+
(

cos k[y(t′) − y(s)] − cos k[y(s) − x(t′)]
)

α
(R)
k (t′ − s)

− i
(

cos k[y(t′) − y(s)] − cos k[y(s) − x(t′)]
)

α
(I)
k (t′ − s)

]

}

, (4.27)onde
α

(R)
k (t′ − s) =

~

π

∫ ∞

0
dωImχ̃k(ω) cosω(t′ − s) coth(~βω/2) (4.28)e

α
(I)
k (t′ − s) = −

~

π

∫ ∞

0
dωImχ̃k(ω) sinω(t′ − s). (4.29)Usando a forma (4.25) podemos esrever a parte imaginária de αk(t

′ − s) omo
α

(I)
k (t′ − s) = −

~

π
f(k)

∫ Ω

0
dω

d

ds
cosω(t′ − s).Substituindo esta expressão na integral da parte imaginária do expoente em (4.27) e integrando porpartes om respeito a s temos

∫ t

0
dt′
∫ t′

0
ds[t′, s]α

(I)
k (t′ − s) = −

~

π
f(k)

{
∫ t

0
dt′Ω[t′, s = t′] −

∫ t

0
dt′[t′, s = 0]

sin Ωt′

t′

−

∫ t

0
dt′
∫ t′

0
ds

sin Ω(t′ − s)

(t′ − s)

d

ds
[t′, s]

}

,om
[t′, s] ≡ cos k[x(t′) − x(s)] − cos k[y(t′) − x(s)] − cos k[y(t′) − y(s)] + cos k[y(s) − x(t′)].No limite de tempos longos, t≫ Ω−1, podemos aproximar

1

π

sinΩ(t′ − s)

(t′ − s)
≈ δ(t′ − s);
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∫ t

0
dt′
∫ t′

0
ds[t′, s]α

(I)
k (t′ − s) = −~f(k)

{

Ω

π

∫ t

0
dt′[t′, s = t′] −

∫ t

0
dt′[t′, s = 0]δ(t′)

−

∫ t

0
dt′
∫ t′

0
dsδ(t′ − s)

d

ds
[t′, s]

}

= −~f(k)

{

Ω

π

∫ t

0
dt′[t′, s = t′] −

1

2

∫ t

0
dt′

d

ds
[t′, s]

∣

∣

∣

∣

s=t′

}

.A segunda integral em t′ anula-se porque estamos onsiderando que o aoplamento é ligado em
t = 0+ [22℄.Da de�nição de [t′, s] enontramos
[t′, s = t′] = cos k[x(t′) − x(t′)] − cos k[y(t′) − x(t′)] − cos k[y(t′) − y(t′)] + cos k[y(t′) − x(t′)] = 0,e

d

ds
[t′, s]

∣

∣

∣

∣

s=t′
= k sin k[x(t′) − x(s)]ẋ(s) − k sin k[y(t′) − x(s)]ẋ(s)

−k sin k[y(t′) − y(s)]ẏ(s) − k sin k[y(s) − x(t′)]ẏ(s)

= −k sin k[y(t′) − x(t′)]
(

ẋ(t′) + ẏ(t′)
)

,e, portanto, o termo de renormalização do potenial anela-se automatiamente e não é neessárioinluir um ontratermo na Hamiltoniana iniial. A razão físia deste fato já foi analisada anterior-mente e re�ete a invariânia translaional do nosso modelo.Uma vez efetuada a integração na parte imaginária da fase, o funional de in�uênia �a
F [x(t′), y(t′)] = exp

{

i

2~

∑

k

κkκ−kf(k)k

∫ t

0
dt′ sin k[y(t′) − x(t′)]

(

ẋ(t′) + ẏ(t′)
)

−
1

~2

∫ t

0
dt′
∫ t′

0
ds
∑

k

κkκ−k

[

cos k[x(t′) − x(s)] − cos k[y(t′) − x(s)]

+ cos k[y(t′) − y(s)] − cos k[y(s) − x(t′)]
]

α
(R)
k (t′ − s)

}

. (4.30)Para simpli�ar ainda mais o funional de in�uênia, podemos supor que o movimento da partíulaseja tal que as �utuações das trajetórias em torno da trajetória do entro de massa do paote estejamrestritas a uma região pequena omparada om algum omprimento araterístio do banho, k−1
0 .Assim, podemos assumir k(y(t′) − x(t′)) ≪ 1 que nos permite aproximar

∑

k

κkκ−kf(k)k sin k[y(t′) − x(t′)] = η(y(t′) − x(t′)),
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η =

∑

k

κkκ−kf(k)k2, (4.31)omo foi de�nido no apítulo anterior.Dentro da mesma aproximação, o integrando da parte real do expoente em (4.30) pode ser esritoomo
cos k[x(t′) − x(s)] − cos k[y(t′) − x(s)] + cos k[y(t′) − y(s)] − cos k[y(s) − x(t′)]

= k2[x(t′) − y(t′)][x(s) − y(s)],o que nos leva diretamente a
F [x(t′), y(t′)] = exp

{

iη

2~

∫ t

0
dt′(y(t′) − x(t′))

(

ẋ(t′) + ẏ(t′)
)

−
η

~π

∫ t

0
dt′
∫ t′

0
ds

∫ ∞

0
dω ω coth

(

~βω

2

)

(x(t′) − y(t′)) cosω(t′ − s)(x(s) − y(s))

}

,que oinide om o funional de in�uênia obtido usando um banho de osiladores não interagentes,om densidade espetral J(ω) = ηω, aoplados linearmente à variável de interesse.4.2 Duas partíulasIntroduzindo uma segunda partíula no meio dissipativo enontraremos que, mesmo na aproximaçãoinstantânea (Imχk(ω) ∝ ω) o aoplamento não linear induz termos não - loais que dão onta dainteração efetiva entre as partíulas brownianas.A Lagrangeana de nosso sistema omposto é
L = LS + LR + LI , (4.32)sendo LS a Lagrangeana do sistema de duas partíulas quando isoladas
LS =

1

2
Mẋ2

1 +
1

2
Mẋ2

2, (4.33)
LR a Lagrangeana do reservatório de�nida na seção anterior e LI o termo de interação de�nido omo

LI = −
1

2

∑

k

[(C−k(x1) + C−k(x2))Rk + (Ck(x1) +Ck(x2))R−k] . (4.34)A evolução temporal do operador densidade reduzido do sistema de duas partíulas é generalizadadiretamente omo (4.11)
ρ̃(x1, x2, y1, y2, t) =

∫∫∫∫

dx′1dx
′
2dy

′
1dy

′
2J(x1, x2, y1, y2, t;x

′
1, x

′
2, y

′
1, y

′
2, 0)ρ̃(x

′
1, x

′
2, y

′
1, y

′
2, 0) (4.35)



CAPÍTULO 4. OPERADOR DENSIDADE REDUZIDO 34e o superpropagador J para o sistema de duas partíulas é dado por
J(x1, x2, y1, y2, t;x

′
1, x

′
2, y

′
1, y

′
2, 0) =

x1
∫

x1
′

x2
∫

x2
′

y1
∫

y1
′

y2
∫

y2
′

Dx1(t
′)Dx2(t

′)Dy1(t
′)Dy2(t

′)

∗ exp
i

~

{

S0

[

x1(t
′), x2(t

′)
]

−S0

[

y1(t
′), y2(t

′)
]}

∗ F
[

x1(t
′), x2(t

′), y1(t
′), y2(t

′)
]

, (4.36)onde S0 é a ação do sistema de duas partíulas quando isolado e F é o funional de in�uênia queem termos de operadores pode ser esrito omo
F
[

x1(t
′), x2(t

′), y1(t
′), y2(t

′)
]

= TrR (ρRU
†
RI [y1(t

′), y2(t
′)]URI [x1(t

′), x2(t
′)]
)

, (4.37)aqui URI [x1(t
′), x2(t

′)] é o operador de evolução temporal unitário para a Hamiltoniana dependentedo tempo HRI = HR +HI [x1(t
′), x2(t

′)], om um dado x1(t
′) e x2(t

′), sendo 0 ≤ t′ ≤ t.A generalização do funional de in�uênia para o aso de duas partíulas é direta e, portanto, oresultado onsiderando os termos até segunda ordem em HI [x1(t
′), x2(t

′)] é
F
[

x1(t
′), x2(t

′), y1(t
′), y2(t

′)
]

= exp

{

−
1

~2

∫ t

0
dt′
∫ t′

0
ds

(〈

H̃I [x1(t
′), x2(t

′)]H̃I [x1(s), x2(s)]
〉

+
〈

H̃I [y1(s), y2(s)]H̃I [y1(t
′), y2(t

′)]
〉

−
〈

H̃I [y1(t
′), y2(t

′)]H̃I [x1(s), x2(s)]
〉

−
〈

H̃I [y1(s), y2(s)]H̃I [x1(t
′), x2(t

′)]
〉)

}

.As médias são, omo anteriormente, tomadas om respeito à matriz densidade do banho em equi-líbrio e, usando o teorema de �utuação dissipação, podemos relaioná-las om a resposta dinâmiado banho
〈

H̃I [x1(t
′), x2(t

′)]H̃I [x1(s), x2(s)]
〉

=
1

2

∑

k

{

C−k[x1(t
′), x2(t

′)]Ck[x1(s), x2(s)]

+Ck[x1(t
′), x2(t

′)]C−k[x1(s), x2(s)]
}

αk(t
′ − s), (4.38)

〈

H̃I [y1(s), y2(s)]H̃I [y1(t
′), y2(t

′)]
〉

=
1

2

∑

k

{

C−k[y1(s), y2(s)]Ck[y1(t
′), y2(t

′)]

Ck[y1(s), y2(s)]C−k[y1(t
′), y2(t

′)]
}

α†
k(t

′ − s), (4.39)
〈

H̃I [y1(s), y2(s)]H̃I [x1(t
′), x2(t

′)]
〉

=
1

2

∑

k

{

C−k[y1(s), y2(s)]Ck[x1(t
′), x2(t

′)]

+Ck[y1(s), y2(s)]C−k[x1(t
′), x2(t

′)]
}

α†
k(t

′ − s), (4.40)
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〈

H̃I [y1(t
′), y2(t

′)]H̃I [x1(s), x2(s)]
〉

=
1

2

∑

k

{

C−k[y1(t
′), y2(t

′)]Ck[x1(s), x2(s)]

+Ck[y1(t
′), y2(t

′)]C−k[x1(s), x2(s)]
}

αk(t
′ − s). (4.41)Usando a forma explíita de Ck[x] = κke

ikx obtemos
F
[

x1(t
′), x2(t

′), y1(t
′), y2(t

′)
]

= exp







−
1

~2

∫ t

0
dt′
∫ t′

0
ds
∑

k

κkκ−k

2
∑

i,j=1

[

cos k[xi(t
′) − xj(s)]

+ cos k[yi(t
′) − yj(s)] − cos k[yi(t

′) − xj(s)] − cos k[xi(t
′) − yj(s)]

]

α
(R)
k (t′ − s)

}

∗ exp

{

−
i

~2

∫ t

0
dt′
∫ t′

0
ds
∑

k

κkκ−k

2
∑

i,j=1

[

cos k[xi(t
′) − xj(s)] − cos k[yi(t

′) − yj(s)]

− cos k[yi(t
′) − xj(s)] + cos k[xi(t

′) − yj(s)]
]

α
(I)
k (t′ − s)

}

, (4.42)onde α(R)
k (t′ − s) e α(I)

k (t′ − s) são as partes imaginária e real de αk(t
′ − s), já de�nidas em (4.29).Inserindo a parte imaginária da suseptibilidade dinâmia do banho, Imχ̃k(ω) = f(k)ωθ(ω − Ω) erepetindo o álulo feito para uma partíula, podemos esrever a integral dupla da parte imagináriado expoente em (4.42) omo

∫ t

0
dt′
∫ t′

0
ds[t′, s]α

(I)
k (t′ − s) = −~f(k)

{

2Ω

π

∫ t

0
dt′
(

cos k[x1(t
′) − x2(t

′)] − cos k[y1(t
′) − y2(t

′)]
)

−
k

2

∫ t

0
dt′
(

sin k[x1(t
′) − x2(t

′)]
[

ẋ2(t
′) − ẋ1(t

′)
]

− sin k[y1(t
′) − y2(t

′)]
[

ẏ2(t
′) − ẏ1(t

′)
]

+ sin k[x1(t
′) − y1(t

′)]
[

ẋ1(t
′) + ẏ1(t

′)
]

+ sin k[x2(t
′) − y2(t

′)]
[

ẋ2(t
′) + ẏ2(t

′)
]

− sin k[y1(t
′) − x2(t

′)]
[

ẋ2(t
′) + ẏ1(t

′)
]

+ sin k[x1(t
′) − y2(t

′)]
[

ẋ1(t
′) + ẏ2(t

′)
])}

. (4.43)



CAPÍTULO 4. OPERADOR DENSIDADE REDUZIDO 36A forma �nal do funional de in�uênia é então
F
[

x1(t
′), x2(t

′), y1(t
′), y2(t

′)
]

= exp







−
1

~π

∑

k

κkκ−kf(k)

∫ t

0
dt′
∫ t′

0
ds

∫ ∞

0
dωω

2
∑

i,j=1

[

cos k[xi(t
′) − xj(s)]

+ cos k[yi(t
′) − yj(s)] − cos k[yi(t

′) − xj(s)] − cos k[xi(t
′) − yj(s)]

]

cosω(t′ − s) coth(~βω/2)
}

∗ exp

{

−
i

2~

∑

k

κkκ−kkf(k)

∫ t

0
dt′
(

2
∑

i,j=1

sin k[xi(t
′) − yj(t

′)]
[

ẋi(t
′) + ẏj(t

′)
]

+ sin k[x1(t
′) − x2(t

′)]
[

ẋ2(t
′) − ẋ1(t

′)
]

− sin k[y1(t
′) − y2(t

′)]
[

ẏ2(t
′) − ẏ1(t

′)
])

+
i2Ω

~π

∑

k

κkκ−kf(k)

∫ t

0
dt′
(

cos k[x1(t
′) − x2(t

′)] − cos k[y1(t
′) − y2(t

′)]
)

}

. (4.44)O funional aima está esrito dentro da aproximação instantânea (Markoviana) e ontém ain�uênia não - loal do banho. Nosso interesse é estudar os termos que orrespondem à interaçãomediada pelo reservatório e, para tanto, podemos repetir o mesmo argumento usado para o aso deuma únia partíula e assumir que as �utuações quântias das trajetórias de ada uma delas �quemrestritas a regiões de omprimento araterístio, k−1
0 , em torno das trajetórias dos respetivosentros de massa. Assim, podemos aproximar os termos de uma partíula em nosso funional atésegunda ordem em k[xi(t

′) − yi(s)] e obter
F
[

x1(t
′), x2(t

′), y1(t
′), y2(t

′)
]

= F
[

x1(t
′), y1(t

′)
]

F
[

x2(t
′), y2(t

′)
]

∗ exp

{

−
1

~π

∑

k

κkκ−kf(k)

∫ t

0
dt′
∫ t′

0
ds

∫ ∞

0
dωω

2
∑

i6=j=1

[

cos k[xi(t
′) − xj(s)]

+ cos k[yi(t
′) − yj(s)] − cos k[yi(t

′) − xj(s)] − cos k[xi(t
′) − yj(s)]

]

cosω(t′ − s) coth(~βω/2)
}

∗ exp

{

−
i

2~

∑

k

κkκ−kkf(k)

∫ t

0
dt′
(

2
∑

i6=j=1

sin k[xi(t
′) − yj(t

′)]
[

ẋi(t
′) + ẏj(t

′)
]

+ sin k[x1(t
′) − x2(t

′)]
[

ẋ2(t
′) − ẋ1(t

′)
]

− sin k[y1(t
′) − y2(t

′)]
[

ẏ2(t
′) − ẏ1(t

′)
])

+
i2Ω

~π

∑

k

κkκ−kf(k)

∫ t

0
dt′
(

cos k[x1(t
′) − x2(t

′)] − cos k[y1(t
′) − y2(t

′)]
)

}

, (4.45)om
F [x(t′), y(t′)] = exp

{

iη

2~

∫ t

0
dt′(y(t′) − x(t′))

(

ẋ(t′) + ẏ(t′)
)

−
η

~π

∫ t

0
dt′
∫ t′

0
ds

∫ ∞

0
dω ω coth

(

~βω

2

)

(x(t′) − y(t′)) cos ω(t′ − s)(x(s) − y(s))

}

. (4.46)
F [x(t′), y(t′)], omo esperado, oinide om o funional de in�uênia orrespondente a um banho



CAPÍTULO 4. OPERADOR DENSIDADE REDUZIDO 37de osiladores harm�nios não interagentes, om densidade espetral J(ω) = ηω, aoplado linear-mente om as duas partíulas.Os dois primeiros termos na parte imaginária de (4.45) podem ser integrados diretamente e assima forma �nal de nosso funional é
F
[

x1(t
′), x2(t

′), y1(t
′), y2(t

′)
]

= F
[

x1(t
′), y1(t

′)
]

F
[

x2(t
′), y2(t

′)
]

∗ exp

{

−
1

~π

∑

k

κkκ−kf(k)

∫ t

0
dt′
∫ t′

0
ds

∫ ∞

0
dωω

2
∑

i6=j=1

[

cos k[xi(t
′) − xj(s)]

+ cos k[yi(t
′) − yj(s)] − cos k[yi(t

′) − xj(s)] − cos k[xi(t
′) − yj(s)]

]

cosω(t′ − s) coth(~βω/2)
}

∗ exp

{

−
i

2~

∑

k

κkκ−kkf(k)Dk[x(t), y(t)]

−
i

2~

∑

k

κkκ−kkf(k)

∫ t

0
dt′

2
∑

i6=j=1

sin k[xi(t
′) − yj(t

′)]
[

ẋi(t
′) + ẏj(t

′)
]

+
i2Ω

~π

∑

k

κkκ−kf(k)

∫ t

0
dt′
(

cos k[x1(t
′) − x2(t

′)] − cos k[y1(t
′) − y2(t

′)]
)

}

, (4.47)om
Dk[x(t), y(t)] =

1

k
cos k[x1(t) − x2(t)] −

1

k
cos k[x1(0) − x2(0)]

−
1

k
cos k[y1(t) − y2(t)] +

1

k
cos k[y1(0) − y2(0)]. (4.48)O funional (4.47) está formado por três partes laramente de�nidas; as duas primeiras orrespondemà in�uênia direta do banho sobre ada partíula e a tereira leva em onta a interação entre aspartíulas mediada pelo banho. Para observar melhor esta interação é neessário resolver somas dotipo

∑

k

κkκ−kf(k) cos kr =
L

2π

∫ ∞

−∞

dk κkκ−kf(k) cos kr

∑

k

κkκ−kkf(k) sin kr =
L

2π

∫ ∞

−∞

dk κkκ−kkf(k) sin kr, (4.49)onde �zemos a substituição ∑k → L
2π

∫

dk. Da aproximação loal feita aima para os termos deuma partíula enontramos
η =

L

2π

∫ ∞

−∞

dk κkκ−kf(k)k2.Portanto, podemos supor
L

2π
κkκ−kf(k) = ηg(k), (4.50)e, omo na seção (3.2), esolher
g(k) = Ae−k/k0, (4.51)
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0 determina a esala de omprimentos do sistema e A = 1/(2k3

0) é a onstante de normali-zação de�nida por (3.30).As somas em (4.49) podem ser esritas omo
L

2π

∫ ∞

−∞

dk κkκ−kf(k) cos kr = η

∫ ∞

−∞

dk
e−k/k0

2k3
0

cos kr =
η

2k2
0

1

k2
0r

2 + 1

L

2π

∫ ∞

−∞

dk κkκ−kkf(k) sin kr = η

∫ ∞

−∞

dk
ke−k/k0

2k3
0

sin kr =
ηr

(k2
0r

2 + 1)2
, (4.52)que substituidas no funional (4.47) nos dão

F
[

x1(t
′), x2(t

′), y1(t
′), y2(t

′)
]

= F
[

x1(t
′), y1(t

′)
]

F
[

x2(t
′), y2(t

′)
]

∗ exp

{

−
η

2~πk2
0

∫ t

0
dt′
∫ t′

0
ds

∫ ∞

0
dωω

2
∑

i6=j=1

[

1

k2
0[xi(t′) − xj(s)]2 + 1

+
1

k2
0[yi(t′) − yj(s)]2 + 1

−
1

k2
0[yi(t′) − xj(s)]2 + 1

−
1

k2
0[xi(t′) − yj(s)]2 + 1

]

cosω(t′ − s) coth(~βω/2)

}

∗ exp

{

−
i

2~
D[x(t), y(t)] −

iη

2~

∫ t

0
dt′

2
∑

i6=j=1

[xi(t
′) − yj(t

′)] [ẋi(t
′) + ẏj(t

′)]
(

k2
0 [xi(t′) − yj(t′)]2 + 1

)2

+
iηΩ

~πk2
0

∫ t

0
dt′
(

1

k2
0[x1(t′) − x2(t′)]2 + 1

−
1

k2
0 [y1(t′) − y2(t′)]2 + 1

)}

, (4.53)om
D[x(t), y(t)] =

η

2k2
0

(

1

k2
0 [x1(t) − x2(t)]2 + 1

−
1

k2
0[x1(0) − x2(0)]2 + 1

−
1

k2
0[y1(t) − y2(t)]2 + 1

+
1

k2
0[y1(0) − y2(0)]2 + 1

)

.Até aqui, fomos apazes de expressar, através da integração funional, o operador que arregatoda a in�uênia do banho sobre o sistema de dois orpos. Nota-se que esta in�uênia manifesta-setemporal e espaialmente. Em geral estes fen�menos não são independentes, o que se onstata porapareerem juntos na suseptibilidade dinâmia do reservatório. Porém, mostramos que no limitede tempos longos é possível estudar esses efeitos separadamente hegando assim a uma interaçãoefetiva mediada pelo meio dissipativo.4.3 Evolução de dois paotes simplesFinalmente, vamos obter a evolução temporal da matriz densidade de um sistema de duas partíulaslivres perorrendo um meio dissipativo. Cada uma delas será representada por um paote gaussiano.Para failitar o álulo vamos supor que as oordenadas que araterizam o entro de ada paotetêm valores muito próximos ou que estão on�nadas a uma região pequena omparada om k−1
0 .Isto é, as partíulas enontram-se no fundo do potenial efetivo que surge da in�uênia do banho
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localFigura 4.1: Potenial Efetivo(�gura 4.1) e, desta forma, podemos aproximar o funional até segunda ordem em k0[xi(t

′)− yj(s)].Fazendo isso hegamos à versão linearizada do super-propagador
J(x1, x2, y1, y2, t;x

′
1, x

′
2, y

′
1, y

′
2, 0) =

x1
∫

x1
′

x2
∫

x2
′

y1
∫

y1
′

y2
∫

y2
′

Dx1(t
′)Dx2(t

′)Dy1(t
′)Dy2(t

′)

∗ exp
i

~

{

S0

[

x1(t
′), x2(t

′)
]

−S0

[

y1(t
′), y2(t

′)
]}

∗ F
[

x1(t
′), y1(t

′)
]

F
[

x2(t
′), y2(t

′)
]

∗ exp

{

−
η

~π

∫ t

0
dt′
∫ t′

0
ds

∫ ∞

0
dωω

2
∑

i6=j=1

(

[xi(t
′) − yi(t

′)]
)

cosω(t′ − s) ([xj(s) − yj(s)]) coth(~βω/2)







∗ exp

{

−
i

2~
D(0)[x(t), y(t)] −

iη

2~

∫ t

0
dt′

2
∑

i6=j=1

[xi(t
′) − yj(t

′)]
[

ẋi(t
′) + ẏj(t

′)
]

−
iηΩ

~π

∫ t

0
dt′
(

[x1(t
′) − x2(t

′)]2 − [y1(t
′) − y2(t

′)]2
)

} (4.54)om
D(0)[x(t), y(t)] =

η

2

(

[y1(t) − y2(t)]
2 − [y1(0) − y2(0)]

2 − [x1(t) − x2(t)]
2 + [x1(0) − x2(0)]

2
)

.



CAPÍTULO 4. OPERADOR DENSIDADE REDUZIDO 40Coloando a forma explíita do funional para uma partíula e rearranjando termos, temos
J = exp

{

−i

~
h(X,Y )

}

x1
∫

x1
′

x2
∫

x2
′

y1
∫

y1
′

y2
∫

y2
′

Dx1(t
′)Dx2(t

′)Dy1(t
′)Dy2(t

′)

exp
i

~

{

S0

[

x1(t
′), x2(t

′)
]

− S0

[

y1(t
′), y2(t

′)
]

−
η

2

∫ t

0
(x1ẏ1 − y1ẋ1)dt

′ −
η

2

∫ t

0
(x2ẏ2 − y2ẋ2)dt

′

−
η

2

∫ t

0
dt′ [x1ẏ2 − y2ẋ1 + x2ẏ1 − y1ẋ2] −

ηΩ

π

∫ t

0
dt′
[

(x1 − x2)
2 − (y1 − y2)

2
]

}

exp







−
η

~π

∫ Ω

0
dω ω coth(~βω/2)

∫ t

0
dt′
∫ t′

0
ds

2
∑

i,j=1

[

xi(t
′) − yi(t

′)
]

cosω(t′ − s) [xj(s) − yj(s)]





om
h(X,Y ) =

η

4

[

(x1 + x2)
2 − (x′1 + x′2)

2 − (y1 + y2)
2 + (y′1 + y′2)

2
]

. (4.55)Para simpli�ar o funional faremos duas mudanças de oordenadas suessivas, iniialmente usaremosas que podemos hamar de oordenadas do entro e largura do paote que são de�nidas omo
qi(t) = (xi(t) + yi(t))/2 ξi(t) = xi(t) − yi(t) (4.56)e o funional �a

J = exp

{

−i

~
h(q, ξ)

}

q1
∫

q1
′

q2
∫

q2
′

ξ1
∫

ξ1
′

ξ2
∫

ξ2
′

Dq1(t
′)Dq2(t

′)Dξ1(t
′)Dξ2(t

′)

exp
i

~

{

S̃0

[

q1(t
′), ξ1(t

′)
]

+ S̃0

[

q2(t
′), ξ2(t

′)
]

−
2ηΩ

π

∫ ∞

0
dt′
(

q1(t
′) − q2(t

′)
) (

ξ1(t
′) − ξ2(t

′)
)

−
η

2

∫ t

0
dt′
{

[ξ1(t
′) + ξ2(t

′)][q̇1(t
′) + q̇2(t

′)] − [q1(t
′) + q2(t

′)][ξ̇1(t
′) + ξ̇2(t

′)]
}

}

exp

{

−
η

~π

∫ Ω

0
dω ω coth(~βω/2)

∫ t

0
dt′
∫ t′

0
ds cosω(t′ − s)

[

ξ1(t
′) + ξ2(t

′)
]

[ξ1(s) + ξ2(s)]

} (4.57)podemos simpli�ar ainda mais nosso funional fazendo a substituição
r(t) = (q1(t) + q2(t))/2 u(t) = q1(t) − q2(t)

χ(t) = (ξ1(t) + ξ2(t))/2 v(t) = ξ1(t) − ξ2(t)
(4.58)

r e u podem ser interpretadas omo o entro de massa e a oordenada relativa do sistema dedois orpos respetivamente. As oordenadas χ e v, embora não tenham um análogo lássio, sãointroduzidas para failitar a integração. Em termos destas oordenadas o funional �a
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J = exp

{

−i

~
h̃(r, χ)

}

r
∫

r′

u
∫

u′

χ
∫

χ′

v
∫

v′

Dr(t′)Du(t′)Dχ(t′)Dv(t′)

exp
i

~

{

Σ[r, χ, u, v] − 2η

∫ t

0
dt′[χ(t′)ṙ(t′) − r(t′)χ̇(t′)]

}

−
2ηΩ

π

∫ t

0
dt′u(t′)v(t′)dt′

exp

{

−
4η

~π

∫ Ω

0
dω ω coth(~βω/2)

∫ t

0
dt′
∫ t′

0
ds cosω(t′ − s)χ(t′)χ(s)

} (4.59)om
Σ[r, χ, u, v] =

∫ t

0
M(2ṙχ̇+ u̇v̇/2)dt′ (4.60)e

h̃(r, χ) = 2η(rχ− r′χ′) (4.61)A integração funional é desenvolvida em detalhe no apêndie C. Aqui apresentamos o resultadoesrito de forma simpli�ada om as de�nições
A(t) =

2η

π

∫ Ω

0
dωω coth(~βω/2)

∗

∫ t

0
dt′
∫ t

0
ds cosω(t′ − s)

sinh(ηt′/M) sinh(ηs/M)

sinh2(ηt/M)
e−2ηt/M eη(s+t′)/M , (4.62)

B(t) =
4η

π

∫ Ω

0
dωω coth(~βω/2)

∗

∫ t

0
dt′
∫ t

0
ds cosω(t′ − s)

sinh(ηt′/M) sinh[η(t− s)/M ]

sinh2(ηt/M)
e−ηt/M eη(s+t′)/M , (4.63)e

C(t) =
2η

π

∫ Ω

0
dωω coth(~βω/2)

∗

∫ t

0
dt′
∫ t

0
ds cosω(t′ − s)

sinh[η(t− t′)/M ] sinh[η(t− s)/M ]

sinh2(ηt/M)
eη(s+t′)/M . (4.64)Com o auxílio desta de�nições o propagador (4.59) pode ser esrito na forma

J =Ñ(t) exp
i

~

{

−h̃(r, χ) +
Mω0

2 sinω0t

{(

uv + u′v′
)

cosω0t−
(

uv′ + u′v
)}

+2η(rχ+ r′χ′) coth(ηt/M) −
2η
(

rχ′eηt/M + r′χe−ηt/M
)

sinh(ηt/M)

}

∗ exp−
1

~

{

A(t)χ2 +B(t)χχ′ + c(t)χ′2
} (4.65)
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0 = 4ηΩ

Mπ .A �m de estudar o aoplamento efetivo induzido pelo banho, vamos seguir a evolução temporalde um estado iniial formado por dois paotes gaussianos bem loalizados. Podemos supor que afunção de onda de ada partíula seja
ψ(xi) =

1

(2πσ2)1/4
exp

{

i
Pix

′
i

~

}

exp

{

−
x′i

2

4σ2

} (4.66)Já que não existe interação entre as partíulas em t = 0, o operador densidade iniial do sistemaaberto pode ser esrito omo o produto de operadores de uma partíula,
ρ̃(x′1, y

′
1, x

′
2, y

′
2, 0) = ρ̃(x′1, y

′
1)ρ̃(x

′
2, y

′
2) (4.67)e ada operador de uma partíula está de�nido omo ρ̃(x′i, y′i) = ψ(xi)ψ

∗(yi). Substituindo em (4.67)hegamos no operador densidade iniial do sistema de dois orpos
ρ̃(x′1, y

′
1, x

′
2, y

′
2, 0) = (2πσ2)−1 exp

{

iP1(x
′
1 − y′1)

~
+
iP2(x

′
2 − y′2)

~

}

exp

{

−
x2

1 + x2
2 + y2

1 + y2
2

4σ2

}(4.68)ou, em termos das novas oordenadas,
ρ̃(r′, χ′, u′, v′, 0) =

1

2πσ2
exp

i

~
{(P1 + P2)χ+ (P1 − P2)v/2} exp

{

−
4r2 + u2 + v2/4 + χ2

4σ2

} (4.69)Agora, devemos resolver a integral
ρ(r, χ, u, v, t) =

∫∫∫∫

dr′dχ′du′dv′J(r, χ, u, v, t; r′, χ′, u′, v′)ρ̃(r′, χ′, u′, v′)

= (2πσ2)−1Ñ(t)

∫∫∫∫

dr′dχ′du′dv′ exp−
1

~

{

A(t)χ2 +B(t)χχ′ + c(t)χ′2
}

exp
i

~

{

−h̃(r, χ) +
Mω0

2 sinω0t

{(

uv + u′v′
)

cosω0t−
(

uv′ + u′v
)}

+ 2η(rχ+ r′χ′) coth(ηt/M) −
2η
(

rχ′eηt/M + r′χe−ηt/M
)

sinh(ηt/M)

}

∗ exp
i

~
{(P1 + P2)χ+ (P1 − P2)v/2} exp

{

−
4r2 + u2 + v2/4 + χ2

4σ2

}

.Todas as integrais envolvidas são gaussianas e podem ser aluladas diretamente. Porém, parasimpli�ar o resultado vamos apresentar apenas os termos diagonais obtidos fazendo y1 → x1 e
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y2 → x2 o que é equivalente a fazer v → 0, χ→ 0, u→ (x1 − x2) e r → (x1 + x2)/2. Assim temos

ρ(r, 0, u, 0, t) =N (t) exp

{

−
N(t)2σ2

~2 − 4C(t)~σ2 + (K(t) + 2η)2σ4

(

r −
P1 + P2

N(t)

)2

−
4Q(t)σ2

~2 + 16O(t)2σ4

(

u−
P1 − P2

2Q(t)

)2
}

, (4.70)onde K(t) = 2η coth(ηt/M), N(t) = 2ηeηt/M

sinh(ηt/M) , Q(t) = Mω0

2 cscω0t, O(t) = Mω0

2 cotω0t e o fator denormalização é
(N (t))−1 =

π

2σ2N(t)

√

(~2 + 16O(t)2σ4) (~2 − 4C(t)~σ2 + (K(t) + 2η)2σ4) /Q(t). (4.71)A equação (4.70) mostra que o operador densidade reduzido depois de evoluir sob a in�uênia dobanho é formado pelo produto de dois paotes gaussianos om larguras dependentes do tempo querepresentam o entro de massa e a oordenada relativa respetivamente. Isso nos permite determinaro movimento de ambos através das equações
r0(t) =

P1 + P2

N(t)
=
P1 + P2

2η
sinh(ηt/M)e−ηt/M

u0(t) =
P1 − P2

2Q(t)
=
P1 − P2

Mω0
sinω0t. (4.72)

r0(t) sai da sua posição iniial e atinge rapidamente o valor (P1 + P2)/4η. Por outro lado o entrodo paote que representa o movimento da oordenada relativa desenvolve um movimento periódiouja freqüênia (ω2
0 = 4ηΩ

Mπ ) é determinada pelo oe�iente de atrito η e pela freqüênia de orte dobanho Ω. A oordenada relativa osila sem deair, tal omo foi expliado no �nal do apítulo 3. Aosilação é onseqüênia da aproximação feita em (4.54) que supõe um potenial da forma
Vlin = −

ηΩ

2πk2
0

(

1 − 2k2
0u

2
)

+O(k0u)
3, (4.73)ou seja totalmente harm�nio. Neste limite podemos deduzir que o valor médio de u(t) osilalivremente e a dissipação na oordenada relativa só entra na segunda ordem em k0u. No potenialmais realista enontrado em (4.53), e que tem a forma

Veff = −
Ωη

πk2
0

(

k2
0u

2(t) + 1
) ,observa-se que a interação deai para valores de u≫ k−1

0 deixando as partíulas novamente livres.



Capítulo 5ConlusõesNeste trabalho estudamos a possibilidade da existênia de uma interação entre duas partíulasbrownianas via banho de osiladores. O banho foi iniialmente modelado por osiladores harm�niosnão - interagentes aoplados linearmente ao sistema de interesse. Mostrou-se que, embora estemodelo seja muito bem suedido no tratamento de partíulas brownianas individuais, ele não possuios ingredientes neessários para o estudo de uma possível interação entre as partíulas mediada pelobanho.Desenvolvemos, então, um modelo sistema - reservatório om aoplamento não - linear na variávelde interesse que permite, no limite adequado, reuperar os resultados onheidos para o modelolinear tanto na equação lássia de movimento quanto no álulo do operador densidade reduzidodo sistema. Neste modelo o oe�iente de dissipação é diretamente expresso em termos de algumasaraterístias mirosópias do banho.Apresentamos uma extensão do banho de osiladores onsiderando que agora estes tambémdeaem e, portanto, a sua suseptibilidade dinâmia não é mais uma função delta entrada nafreqüênia de um modo partiular, mas uma função lorentziana orrespondente à resposta linearde um osilador harm�nio amorteido. Na realidade, esta hipótese já era impliitamente usada nomodelo linear original quando a função espetral era modelada omo J(ω) = ηωΘ(Ω − ω).Posteriormente, entrando a nossa atenção na região de baixas freqüênias, ou tempos longos,assumimos uma forma partiular para a referida suseptibilidade ao desaoplar as suas dependêniasem k e ω. Como nesta região de frequênias o omportamento da suseptibilidade dinâmia de umosilador amorteido é sempre linear em ω, pudemos generalizar a função espetral que passou aser modelada omo J(ω) = f(k)ωΘ(Ω− ω) e, onsequentemente, onseguimos separar as esalas detempo e omprimento araterístias de nosso sistema. Assim, foi possível enontrar uma interaçãoefetiva instantânea entre as partíulas.A interação mediada pelo banho foi apresentada nos limites lássio e quântio através da equa-ção de movimento e da evolução temporal do operador densidade reduzido, respetivamente. Noprimeiro aso, além do aoplamento se manifestar na forma de um potenial efetivo, há a preservaçãoda força dissipativa proporional à veloidade assim omo das forças �utuantes representativas doruido brano. Agora, entretanto, estas forças estão também espaialmente orrelaionadas. Outro44



CAPÍTULO 5. CONCLUSÕES 45resultado importante é que a dissipação obtida depende da oordenada relativa do sistema de inte-resse, isto é, a energia perdida por uma das partíulas Brownianas esta relaionada om a presençada segunda partíula e não é exlusivamente produzida pela interação om o banho. Já no asoquântio, a �m de apliar o formalismo integral desenvolvido, estudou-se a evolução temporal deum estado iniial formado pelo produto de dois paotes simples dentro da aproximação loal dofunional de in�uênia.



Apêndie AResposta linear
A.1 Teorema de �utuação-dissipaçãoO teorema de �utuação-dissipação [23, 24℄ estabelee que a resposta linear de um sistema a umaperturbação externa pode ser expressa em termos das �utuações do sistema em equilíbrio térmio.Para um únio grau de liberdade, onsideremos um sistema em equilíbrio térmio sujeito a umaperturbação fraa f(t) aoplada ao operador de posição q. Da teoria de resposta linear temos que odesloamento

∆q(t) ≡ 〈q(t)〉 − 〈q〉β (A.1)satisfaz
∆q(t) =

∫ ∞

−∞

dt′χ(t− t′)f(t′) (A.2)
∆q(t) denota a diferença om respeito à media térmia no equilíbrio na ausênia da força externae χ(t) é a função resposta também hamada de suseptibilidade generalizada, que está relaionadaom as funções de orrelação em equlíbrio térmio segundo

χ(t) =
i

~
θ(t) 〈q(t)q(0) − q(0)q(t)〉β , (A.3)onde a função degrau θ(t) garante a ausalidade. A respota de q no tempo t é determinada pelahistória do sistema.De�nimos agora as funções de orrelação e suas ombinações simétria e antisimétria

C+(t) ≡ 〈q(t)q(0)〉β

C−(t) ≡ 〈q(0)q(t)〉β

S(t) ≡
1

2
〈q(t)q(0) + q(0)q(t)〉β

A(t) ≡
1

2i
〈q(t)q(0) − q(0)q(t)〉β . (A.4)

46



APÊNDICE A. RESPOSTA LINEAR 47Assim,a (A.3) pode ser esrita omo
χ(t) = −

2

~
θ(t)A(t) (A.5)e podemos separar a transformada de Fourier de χ(t) na sua parte real e imaginária

χ̃(ω) = χ̃′(ω) + iχ̃′′(ω). (A.6)
χ̃′′(ω) é a parte dissipativa da suseptibilidade e pode ser expressa em termos da transformada deFourier de A(t) omo

χ̃′′(ω) =
i

~
Ã(ω) =

1

2~

(

C̃+(ω) − C̃−(ω)
)

, (A.7)onde C̃−(ω) e C̃+(ω) estão onetados através de
C̃−(ω) = e−ω~βC̃+(ω). (A.8)Inserindo esta expressão em (A.7) e tomando a transforma inversa temos

C+(t) =
~

π

∫ ∞

−∞

dωχ̃′′(ω)
e−iωt

1 − e−ω~β
. (A.9)Podemos também relaionar χ̃′′(ω) om o espetro de potênia da função de orrelação simetrizadaatravés de

S̃(ω) = ~ coth (ω~β/2) χ̃′′(ω). (A.10)Esta é a versão quântia do teorema de �utuação - dissipação que relaiona as �utuações desritaspor S̃(ω) om a parte dissipativa χ̃′′(ω) da função resposta1.A.2 Suseptibilidade dinâmia do osilador harm�nio amorteidoSegundo o teorema de Ehrenfest's [24℄, o valor médio da posição 〈q(t)〉 de um osilador quântioamorteido obedee a equação lássia de movimento
〈q̈(t)〉 + γ 〈q̇(t)〉 + ω2

k 〈q(t)〉 =
1

mk
F (t). (A.11)A resposta de 〈q(t)〉 à força F (t) é dada por

〈q(t)〉 =

∫ ∞

−∞

dsχcl(t− s)F (s), (A.12)1Esta relação é válida para sistemas lineares e não - lineares. Para sistemas lineares, χ̃
′′(ω) oinide om a partedissipativa da suseptibilidade dinâmia lássia χ̃

′′

cl(ω).



APÊNDICE A. RESPOSTA LINEAR 48onde χcl(t − s) é a função resposta lássia que satisfaz χcl(t) = 0 para t ≤ 0. A ausalidade égarantida quando a suseptibilidade dinâmia
χ̃cl(ω) =

∫ ∞

−∞

dteiωtχcl(t), (A.13)é uma função analítia para Imω > 0.A suseptibilidade dinâmia para o osilador harm�nio amorteido tem a forma
χ̃cl(ω) ≡ χ̃′(ω) + iχ̃′′

cl(ω) =
1

M

1

ω2
k − ω2 − iωγ

. (A.14)Para sistemas lineares a função resposta do sistema quântio oinide om a função respostalássia
χ̃(ω) = χ̃cl(ω). (A.15)Estamos partiularmente interessados na parte imaginária da suseptibilidade dinâmia por estarrelaionada om as �utuações quântias do sistema

χ̃′′(ω) =
γω

mk

[

(

ω2 − ω2
k

)2
+ ω2γ2

] . (A.16)No limite γ → 0 (osilador livre) esta função transforma-se em
lim
γ→0

χ̃′′(ω) =
π

2mkωk
(δ(ω − ωk) − δ(ω + ωk)) (A.17)



Apêndie BPropriedades da força �utuanteNeste apêndie estamos interessados em estabeleer o omportamento estatístio das forças �utuan-tes fi(t)

fi(t) = −
1

2

∂

∂xi

∑

k

[

(

C−k(xi)R̃k(0) + Ck(xi)R̃−k(0)
)

cosωkt

+
(

C−k(xi)Ṙk(0) + Ck(xi)Ṙ−k(0)
) sinωkt

ωk

]

.Supondo que o banho esteja iniialmente em equilíbrio termodinâmio e usando a invariâniatranslaional do mesmo, temos, no limite lássio,
〈

R̃k(0)
〉

=
〈

Ṙk(0)
〉

=
〈

Ṙk(0)R̃k′(0)
〉

= 0 (B.1)e
〈

Ṙk(0)Ṙk′(0)
〉

=
kBT

mk
δk(−k′) e 〈

R̃k(0)R̃k′(0)
〉

=
kBT

mkω
2
k

δk(−k′) (B.2)onde R̃k = Rk + Ck(x0)
mkω2

k
. Da mesma forma que no aso linear pode-se mostrar que as propriedadesestoástias de fi(t) satisfazem, 〈fi(t)〉 = 0 e 〈fi(t)fi(t

′)〉 = 2ηkBTδ(t− t′).Da equação (B.1) é direto que 〈fi(t)〉 = 0 e para a orrelação temos
〈

fi(t)fi(t
′)
〉

=
1

2

∑

k

[(

∂C−k(xi)

∂xi

∂Ck(x
′
i)

∂x′i
+
∂Ck(xi)

∂xi

∂C−k(x
′
i)

∂x′i

)

〈

R̃k(0)R̃−k(0)
〉

cosωkt cosωkt
′

(

∂C−k(xi)

∂xi

∂Ck(x
′
i)

∂x′i
+
∂Ck(xi)

∂xi

∂C−k(x
′
i)

∂x′i

)

〈

Ṙk(0)Ṙ−k(0)
〉 sinωkt sinωkt

′

ω2
k

]

=
∑

k

kBTk
2κkκ−k

mkω
2
k

cos k[xi(t) − xi(t
′)] cos ωk(t− t′), (B.3)onde foi usado (B.2) e Ck(x) = κke

ikx. Identi�ando a suseptibilidade dinâmia do banho de
49



APÊNDICE B. PROPRIEDADES DA FORÇA FLUTUANTE 50osiladores não interagentes temos
〈

fi(t)fi(t
′)
〉

=

∫ ∞

0

2

π

∑

k

kβTk
2κkκ−k

Imχ(0)
k (ω)

ω
cos k[xi(t) − xi(t

′)] cosωk(t− t′). (B.4)Sendo oerentes om nosso modelo fenomenológio substituimos Imχ(0)
k (ω) → Imχk(ω) onde χk(ω) =

f(k)ωδ(Ω − ω), o qual é valido para freqüênias muito pequenas omparadas om a freqüênia deorte Ω. Integrando em ω hegamos em
〈

fi(t)fi(t
′)
〉

=2
∑

k

kBTk
2f(k)κkκ−k cos k[xi(t) − xi(t

′)]δ(t − t′)

=2ηkBTδ(t− t′), (B.5)om
η =

∑

k

k2f(k)κkκ−k. (B.6)O termo de orrelação ruzado pode ser alulado em forma similar,
〈

f1(t)f2(t
′)
〉

=
1

2

∑

k

[(

∂C−k(x1)

∂x1

∂Ck(x
′
2)

∂x′2
+
∂Ck(x1)

∂x1

∂C−k(x
′
2)

∂x′2

)

〈

R̃k(0)R̃−k(0)
〉

cosωkt cosωkt
′

(

∂C−k(x1)

∂x1

∂Ck(x
′
2)

∂x′2
+
∂Ck(x1)

∂x1

∂C−k(x
′
2)

∂x′2

)

〈

Ṙk(0)Ṙ−k(0)
〉 sinωkt sinωkt

′

ω2
k

]

=
∑

k

kBTk
2κkκ−k

mkω
2
k

cos k[x1(t) − x2(t
′)] cos ωk(t− t′) (B.7)e usando a suseptibilidade dinâmia temos

〈

f1(t)f2(t
′)
〉

=2
∑

k

kBTk
2f(k)κkκ−k cos k[x1(t) − x2(t)]δ(t − t′)

=2η[u(t)]kBTδ(t− t′),om
η[u(t)] = η

(

1
(

k2
0u

2(t) + 1
)2 −

4u2(t)k2
0

(

k2
0u

2(t) + 1
)3

)onde usamos (4.52) e (4.51).



Apêndie CAproximação loal do superpropagadorA integração funional em (4.59) pode ser feita divindo o intervalo de tempo em pequenos elementospara obter um onjunto de valores ti om um pequeno espaçamento ε entre eles e logo integrar todosos possíveis valores da oordenada xi orrepondente a ada elemento ti. Como todas as variáveis nofunional apareem apenas até segunda ordem, as integrais serão gaussianas e podem ser resolvidasdiretamente. Porém, o fato das variáveis entrarem no funional no máximo até segunda ordem, nospermite usar a proximação da fase estaionária, que onsiste em de�nir os pontos de ada trajetóriaem termos da sua variação do aminho lássio, isto é, ada oordenada será esrita da seguinteforma
x(t) = x̄(t) + δx(t) (C.1)onde x̄(t) e a trajetoria lássia obtida omo solução da equação de Lagrange e δx(t) é a variaçãodo aminho lássio. Assim, por exemplo no aso de apenas uma variável, podemos esrever opropagador que liga um ponto a om um ponto b omo

K(b, a) =

∫ b

a
exp

{

i

~

∫ tb

ta

L(ẋ, x, t)

}

Dx(t) = f(ta, tb) exp

{

i

~
Scl[b, a]

} (C.2)onde Scl e a ação lássia obtida de ∫ tb
ta
L( ˙̄x, x̄, t) e f(ta, tb) é uma função que depende só do intervalode tempo e uja origem são as �utuações de segunda ordem em torno do aminho lássio[16℄.Seguindo suintamente o raioínio indiado devemos enontrar a ação lássia de nosso sistema.Para omeçar apresentamos as equações de movimento lássias
− 2Mr̈(t′) − 4ηṙ(t′) = 0, (C.3)
− 2Mχ̈(t′) + 4ηχ̇(t′) = 0, (C.4)
M

2
v̈(t′) +

2ηΩ

π
v(t′) = 0, (C.5)51
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M

2
ü(t′) +

2ηΩ

π
u(t′) = 0. (C.6)Começaremos a integração pelas variáveis u e v. As equações (C.5) e (C.6) têm omo solução

u(t′) = u′ cosω0t+
u− u′ cosω0t

sinω0t
sinω0t

′ (C.7)
v(t′) = v′ cosω0t+

v − v′ cosω0t

sinω0t
sinω0t

′ (C.8)onde usamos a onvenção u(t) = u, v(t) = v e u(0) = u′ v(0) = v′ e de�nimos ω2
0 = 4ηΩ

Mπ . A parteda ação lássia orrespondente a estas variáveis é
Scl[u, v] =

M

2

∫ t

0

(

u̇(t′)v̇(t′) − ω2
0u(t

′)v(t′)
)

dt′

=
Mω0

2 sinω0t

{(

uv + u′v′
)

cosω0t−
(

uv′ + u′v
)}

. (C.9)Assim, fazendo a sustituição u = ū+δu e v = v̄+δv a solução da integral funional orrespondentea estas variáveis é
u
∫

u′

v
∫

v′

Du(t′)Dv(t′) exp

{

i

~

M

2

∫ t

0

(

u̇(t′)v̇(t′) − ω2
0u(t

′)v(t′)
)

dt′
}

= exp

{

i

~
Scl[u, v]

}

0
∫

0

0
∫

0

Dδu(t′)Dδv(t′) exp

{

i

~

∫ t

0

(

˙δu(t′)δ̇v(t′) − ω2
0δu(t

′)δv(t′)
)

dt′
}

= N(t) exp

{

i

~
Scl[u, v]

}

. (C.10)Substituindo este resultado em nosso funional temos
J = N(t) exp

{

−
i

~
h̃(r, χ) +

i

~

Mω0

2 sinω0t

{(

uv + u′v′
)

cosω0t−
(

uv′ + u′v
)}

}

r
∫

r′

χ
∫

χ′

Dr(t′)Dχ(t′) exp
i

~

{

Σ[r, χ] − 2η

∫ t

0
dt′[χ(t′)ṙ(t′) − r(t′)χ̇(t′)]

}

exp

{

−
4η

~π

∫ Ω

0
dω ω coth(~βω/2)

∫ t

0
dt′
∫ t′

0
ds cosω(t′ − s)χ(t′)χ(s)

} (C.11)onde N(t) é o termo proveniente das �utuações de segunda ordem que pode ser avaliado por nor-malização.



APÊNDICE C. APROXIMAÇ�O LOCAL DO SUPERPROPAGADOR 53Da mesma forma podemos integrar em r e χ. A solução das equações (C.3) e (C.4) é
r̄(t′) =

1

sinh(ηt/M)

{

reηt/M sinh(ηt′/M) + r′ sinh[η(t− t′)/M ]
}

e−ηt′/M (C.12)e
χ̄(t′) =

1

sinh(ηt/M)

{

χe−ηt/M sinh(ηt′/M) + χ′ sinh[η(t− t′)/M ]
}

eηt′/M (C.13)e as derivadas destas funções sãȱ
r(t′) =

(η/M)(r − r′)

sinh(ηt/M)
eηt/Me−2ηt′/M (C.14)e

˙̄χ(t′) =
(η/M)(χ − χ′)

sinh(ηt/M)
e−ηt/M e2ηt′/M . (C.15)Então, usando os novos aminhos r(t′) = r̄(t′) + δr e χ(t′) = χ̄(t′) + δχ podemos esrever (C.11)omo

J =Ñ(t) exp

{

−
i

~
h̃(r, χ) +

i

~

Mω0

2 sinω0t

{(

uv + u′v′
)

cosω0t−
(

uv′ + u′v
)}

}

exp
i

~

{

Σ[r̄, χ̄] − 2η

∫ t

0
dt′[χ̄(t′) ˙̄r(t′) − r̄(t′) ˙̄χ(t′)]

}

exp

{

−
4η

~π

∫ Ω

0
dω ω coth(~ω/2KT )

∫ t

0
dt′
∫ t′

0
ds cosω(t′ − s)χ̄(t′)χ̄(s)

} (C.16)onde, novamente, Ñ(t) pode ser determinado por normalização. Então, podemos esrever o argu-mento da segunda exponenial em (C.16) omo
2(η2/M)(r − r′)(χ− χ′)t

sinh2(ηt/M)

−
2η2/M

sinh2(ηt/M)

∫ t

0

{

(r − r′)
[

χ sinh(ηt′/M) + χ′eηt/M sinh[η(t− t′)/M ]
]

e−ηt′/M

− (χ− χ′)
[

r sinh(ηt′/M) + r′e−ηt/M sinh[η(t− t′)/M ]
]

e−ηt′/M

}

dt′ (C.17)



APÊNDICE C. APROXIMAÇ�O LOCAL DO SUPERPROPAGADOR 54
=

2(η2/M)(r − r′)(χ− χ′)t

sinh2(ηt/M)
−

2η2/M

sinh2(ηt/M)

∫ t

0

{

−2rχ sinh2(ηt′/M) − 2r′χ′ sinh2[η(t− t′)/M ]

+ sinh[η(t− t′)/M ]
(

rχ′eη(t−t′)/M − χr′e−η(t−t′)/M
)

+ sinh[ηt′/M ]
(

rχ′eηt′/M − χr′e−ηt′/M
)

}

dt′. (C.18)Tomando ada termo do integrando separadamente e sustituindo onvenientemente u = ηt′/Mou u = η(t− t′)/M temos
=

2(η2/M)(r − r′)(χ− χ′)t

sinh2(ηt/M)
−

2η2/M

sinh2(ηt/M)

{

−2(rχ+ r′χ′)
M

η

∫ ηt/M

0
sinh2(u)du

+
2M

η

∫ ηt/M

0
sinh(u)

(

rχ′eu − r′χe−u
)

du

} (C.19)Resolvendo as integrais hegamos em
=

2(η2/M)(r − r′)(χ− χ′)t

sinh2(ηt/M)
−

2η
(

rχ′eηt/M + r′χe−ηt/M
)

sinh(ηt/M)
+

2(η2/M)(r′χ+ rχ′)t

sinh2(ηt/M)

+ 2η(rχ+ r′χ′) coth(ηt/M) −
2(η2/M)(rχ+ r′χ′)t

sinh2(ηt/M)
(C.20)

= 2η(rχ+ r′χ′) coth(ηt/M) −
2η
(

rχ′eηt/M + r′χe−ηt/M
)

sinh(ηt/M)
. (C.21)Na parte real de (C.16) preisamos de

χ̄(t′)χ̄(s)

=
eη(s+t′)/M

sinh2(ηt/M)

{

χ2e−2ηt/M sinh(ηt′/M) sinh(ηs/M) + χ′2 sinh[η(t− t′)/M ] sinh[η(t− s)/M ]

+χχ′ sinh(ηt′/M) sinh[η(t− s)/M ]e−ηt/M + χχ′ sinh(ηs/M) sinh[η(t− t′)/M ]e−ηt/M

}

. (C.22)Quando integrarmos em s e t′ podemos usar a simetria expliita na troa destas variáveis paraesrever a integral dupla∫ t
0 dt

′
∫ t′

0 ds cosω(t′ − s)χ̄(t′)χ̄(s) omo
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=1

2

∫ t

0
dt′
∫ t

0
ds cosω(t′ − s)χ2e−2ηt/M sinh(ηt′/M) sinh(ηs/M)

sinh2(ηt/M)
eη(s+t′)/M

+
1

2

∫ t

0
dt′
∫ t

0
ds cosω(t′ − s)χ′2 sinh[η(t− t′)/M ] sinh[η(t− s)/M ]

sinh2(ηt/M)
eη(s+t′)/M

+

∫ t

0
dt′
∫ t

0
ds cosω(t′ − s)χχ′ sinh(ηt′/M) sinh[η(t− s)/M ]

sinh2(ηt/M)
e−ηt/M eη(s+t′)/M (C.23)Para simpli�ar o resultado de�nimos

A(t) =
2η

π

∫ Ω

0
dωω coth(~βω/2)

∫ t

0
dt′
∫ t

0
ds cosω(t′ − s)e−2ηt/M sinh(ηt′/M) sinh(ηs/M)

sinh2(ηt/M)
eη(s+t′)/M , (C.24)

B(t) =
4η

π

∫ Ω

0
dωω coth(~βω/2)

∫ t

0
dt′
∫ t

0
ds cosω(t′ − s)

sinh(ηt′/M) sinh[η(t− s)/M ]

sinh2(ηt/M)
e−ηt/Meη(s+t′)/M , (C.25)e

C(t) =
2η

π

∫ Ω

0
dωω coth(~βω/2)

∫ t

0
dt′
∫ t

0
ds cosω(t′ − s)

sinh[η(t− t′)/M ] sinh[η(t− s)/M ]

sinh2(ηt/M)
eη(s+t′)/M (C.26)Usando as de�nições anteriores e o resultado (C.21) o propagador (C.16) pode ser esrito naforma

J =Ñ(t) exp
i

~

{

−h̃(r, χ) +
Mω0

2 sinω0t

{(

uv + u′v′
)

cosω0t−
(

uv′ + u′v
)}

+2η(rχ+ r′χ′) coth(ηt/M) −
2η
(

rχ′eηt/M + r′χe−ηt/M
)

sinh(ηt/M)

}

∗ exp−
1

~

{

A(t)χ2 +B(t)χχ′ + c(t)χ′2
} (C.27)



Referênias Bibliográ�as[1℄ Seleted Papers on Noise and Stohastis Proesses, Nelson Wax, 2 ed. (Dover, New York, 1954)[2℄ H. B. Callen and T. A. Welton, Phys. Rev. 83, 34-40 (1951)[3℄ E. Kanai, Prog. Theor. Phys. 3, 440 (1948)[4℄ M. D. Kostin, J. Chem. Phys. 57 (1972) 3589[5℄ E. Nelson, Phys. Rev. 150 (1966) 1079[6℄ K. Yasue, Annals of Physis 114 (1978) 479[7℄ H. Dekker, Phys. Rev. A 16 (1977) 2126[8℄ I. R. Senitzky, Phys. Rev. 119 (1960) 670[9℄ R. Zwanzig, J. Chem. Phys. 33 (1960) 1338[10℄ R. H. Koh, D.J. Van Harlingen and John Clarke, Phys. Rev. Lett 45 (1980) 2132[11℄ A. O. Caldeira and A. J. Leggett, Phys. Rev. Lett. 46, 211 (1981); A. O. Caldeira and A. J.Leggett, Ann. Phys. (N.Y.) 149, 374 (1983); ibid. 153, 445(E) (1983)[12℄ P. Ullersma, Physia (Utreht) 32, 27 (1966); ibid. 56; 74; 90[13℄ V. Hakim and V. Ambegaokar, Phys. Rev. A 32, 423 (1985)[14℄ R. Zwanzig, J. Stat. Phys. 9 (1973) 215.[15℄ A. O. Caldeira and A. J. Leggett, Phys. Rev. A 31 (1985) 1059[16℄ R. P. Feynman and A. R. Hibbs, Quantum Mehanis and Path Integrals, MGraw-Hill, NewYork, (1965)[17℄ H. Grabert, P. Shramm, and G. L. Ingold, Phys. Rep. 168, 115 (1988)[18℄ R. P. Feynman and A. F. L. Vernon, Ann. Phys. (N.Y.) 24, 118 (1963)[19℄ A. L. Fetter and J. D. Waleka, Quantum Theory of Many Partiles Systems, MGraw-Hill(1971) 56



REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 57[20℄ P. Hedegard and A. O. Caldeira, Physia Sripta. Vol 35, 609-622 (1987)[21℄ F. Guinea, Phys. Rev. Lett. 53, 1268 (1984)[22℄ A. O. Caldeira, Alguns Aspetos da Dinâmia Quântia de uma Partíula Browniana, Notasde Físia IFGW/UNICAMP (1994)[23℄ Hänggi P. and Ingold G. Chaos 15, 026105 (1005)[24℄ U. Weiss, Quantum Dissipative Systems, Series in Modern Condensed Matter Physis, vol. 2,World Sienti� (1993)


	Introdução
	Modelo linear
	Equação de movimento para uma partícula
	Equação de movimento para duas partículas
	Acoplamento linear com parâmetros diferentes.


	Modelo não - linear
	Equação de movimento para uma partícula
	Equação de movimento para duas partículas

	Operador densidade reduzido
	Uma partícula
	Duas partículas
	Evolução de dois pacotes simples

	Conclusões
	Resposta linear
	Teorema de flutuação-dissipação
	Susceptibilidade dinâmica do oscilador harmônico amortecido

	Propriedades da força flutuante
	Aproximação local do superpropagador 

