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Resumo

Neste trabalho, estudamos de que maneira e sob que condi¢oes um sistema
cadtico com apenas dois graus de liberdade produz efeitos irreversiveis como dis-
sipagao, termalizacao e, do ponto de vista quantico, perda de coeréncia em um
sistema simples a ele acoplado. Na formulacao classica do problema, descreve-
mos analiticamente o comportamento do fluxo de energia em Resposta Linear e
apontamos o ingrediente talvez principal que um sistema cadtico possui para cau-
sar irreversibilidade: correlacoes que decaem exponencialmente. Mostramos que é
possivel descrever o equilibrio assintotico inclusive com uma temperatura, o que é
nao-intuitivo em se tratando de sistemas pequenos. Esse tltimo resultado completa
o paralelo entre o movimento Browniano usual e o modelo proposto.

Formulamos o problema do ponto de vista quantico via o formalismo de Fun-
cionais de Influéncia. Mostramos que este formalismo é mesmo adequado pois a
influéncia do sistema cadtico é descrita pelas contrapartidas quanticas das mesmas
fungoes que encontramos na Resposta Linear cléssica. Calculamos semiclassicamente
essas fungoes e mostramos que os termos em mais baixa ordem da aproximacao se-
miclassica evoluem conforme a dinamica classica cadtica. As escalas de tempo da
analise classica se mostram fundamentais para a resolucao dos cédlculos assim como a
andlise semicldssica das fungoes de correlacao. Mostramos que efeitos de dissipacao
e perda de coeréncia, no contexto quantico, sao possiveis devido ao carater cadtico

do sistema.
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Abstract

We study here how and under which conditions a chaotic system with only
two degrees of freedom can produce irreversible phenomena such as dissipation,
thermalization and, from the quantum point of view, decoherence in a simple system
coupled to it. In the classical formulation of the problem, we describe analytically
the behavior of the energy flux in Linear Response regime and we point the main
ingredient for a chaotic system to produce irreversible effects: correlations with
exponential decay. We show that it is possible to describe the asymptotic equilibrium
even with a temperature, which seems to be a counter intuitive result for systems
with few degrees of freedom.

We formulate the problem from the quantum point of view using Influence Func-
tionals approach. We show the formalism is very adequate since the chaotic system
influence is described by quantum analogues of the same functions we obtain in the
Linear Response approach to the classical problem. We calculate those functions
semiclassically and we show the lowest order terms of the semiclassical approxima-
tion evolve as given by classical chaotic dynamics. The time scales of the classical
analysis are shown to be very important for the resolution of the quantum problem
as well as the semiclassical analysis of the correlation functions. We show that dis-
sipative and decoherence effects, in the quantum regime, are possible due to the

chaotic dynamics of the system.
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Capitulo 1

Introducao

Nesta introducao, apresentamos as problematicas que julgamos relacionadas ao
assunto da tese. Na secao 1.1, iniciamos com uma discussao geral da Mecanica Es-
tatistica procurando situar o assunto da tese no contexto desta teoria. Na secao 1.2,
a relagao entre os processos irreversiveis e o limite termodinamico é brevemente dis-
cutida. Na secao 1.3, a questao da instabilidade na Mecanica Quantica é apresentada
e, na secao 1.4, abordamos a questao da necessidade de uma Mecanica Estatistica
para poucos graus de liberdade. Na secao 1.5, apresentamos entao os objetivos deste

trabalho e, na secao 1.6, a estrutura da tese.

1.1 Mecanica Estatistica

Podemos afirmar que a Mecanica Estatistica nasceu com os trabalhos de J.C.
Maxwell, L. Boltzmann e J.W. Gibbs com o objetivo de estabelecer uma ponte
entre o comportamento dinamico microscopico e o termodinamico. Em outras pa-
lavras, nos primoérdios, a principal motivacao era explicar o comportamento ter-
modinamico, tao bem conhecido dos experimentos e da fenomenologia, a partir do
comportamento microscépico subjacente. Também na época de seu nascimento,
a Mecanica Estatistica se preocupava com sistemas de muitas particulas, cuja des-
crigdo microscépica, ou seja, do estado dinamico, é (ou era) impossivel de ser feita ao
contrario da descricao em termos de grandezas macroscopicas como pressao, volume
e temperatura feita pela Termodinamica.

Um dos conceitos mais importantes da Mecanica Estatistica é de equilibrio ter-

modinamico. O equilibrio termodinamico é um estado em que um sistema se en-
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contra tal que suas varidveis de estado termodinamicas nao mudam no tempo, ou
seja, apesar de cada molécula de um gas, por exemplo, ter sua velocidade e posicao
mudando no tempo, no equilibrio termodinamico, isso acontece de tal forma que as
grandezas macroscopicas praticamente nao mudam. Nesse regime, a Mecanica Es-
tatistica conseguiu grande sucesso na proposta de fundamentar a Termodinamica. A
formulagao da Mecanica Estatistica do equilibrio termodinamico diz que as grande-
zas termodinamicas sao quantidades associadas ao comportamento médio do sistema
como um todo, obtido através do método dos ensembles de Gibbs. No espirito deste
método, construimos uma cole¢ao de copias do sistema fisico em questao de tal forma
que cada cépia possui um estado microscopico diferente, porém, respeitando alguns
vinculos termodinamicos como, por exemplo, o de terem todos a mesma energia.
Nessa perspectiva, os valores das grandezas termodinamicas no equilibrio passam a

ser interpretados como os mais provaveis e, por isso, constantes ao longo do tempo.

Podemos concluir dos comentéarios acima que a abordagem estatistica introduzida
para tratar a Termodinamica se deve ao fato de nao conhecermos a solugao das
equagoes de movimento microscopicas de um sistema de muitas particulas e, mais
do que isso, de nao termos acesso ao estado inicial de cada particula do sistema
para podermos resolver essas equagoes. Além disso, num certo sentido é irrelevante
ter toda essa informacao microscopica. No entanto, podemos afirmar que esse tipo
de estratégia da Mecanica Estatistica nao estd limitado a tratar sistemas de muitas
particulas. De um modo mais geral, sempre que nos falta informacao sobre um
sistema, como no caso de um sistema de muitos corpos, em que nao sabemos o
estado inicial de cada particula ou no caso de um sistema cadtico, cuja grande
sensibilidade as condigoes iniciais implica numa imprevisibilidade da evolucao do

estado, podemos aplicar o enfoque da Mecanica Estatistica.

Apesar do sucesso no regime de equilibrio, a situacao na qual os sistemas estao
fora do equilibrio ainda requer muita compreensao e esfor¢co na elaboracao de abor-
dagens tedricas (para introdugoes estimulantes sobre os problemas da Mecéanica Es-
tatistica ver [1, 2]). A preocupagao com fenémenos fora do equilibrio vem desde
Boltzmann com a elaboragao de sua célebre equacao de transporte. No caso destes
fenomenos, procura-se descrever a evolucao temporal dos valores médios, calcular
coeficientes de transporte e encontrar regimes em que ocorrem fluxos constantes,
também chamados de regimes estacionarios. Portanto, a Mecanica Estatistica se

divide em duas grandes partes: a de equilibrio e a de nao-equilibrio. A situacao
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de nao-equilibrio pode ter diferentes origens: desde acoplamentos do sistema a in-
fluéncias externas a preparacao inicial do sistema numa condicao fora do equilibrio.

O assunto que abordaremos nessa tese se encaixa no contexto de nao-equilibrio.

1.2 Irreversibilidade e o Limite Termodinamico

A irreversibilidade dos fenomenos de nao-equilibrio, presente mesmo em um sis-
tema isolado, sempre causou um certo desconforto por representar uma quebra de
simetria que nao decorre das equacoes de movimento microscopicas. A assim cha-
mada ”seta do tempo”, representada pela segunda lei da Termodinamica, tornou-se
um impecilho para aqueles que tentavam, desde os primordios da Mecanica Es-
tatistica, dar uma fundamentacao essencialmente dinamica para a Termodinamica
e seus principios ou leis. Dentre estes, o proprio Boltzmann. Na sua tentativa de
explicar a segunda lei da Termodinamica, Boltzmann formulou o chamado Teorema
H [3]. Para um sistema isolado constituido de um gas diluido de volume V', contendo
N moléculas que interagem entre si via forgas centrais repulsivas, Boltzmann mos-
trou que existe uma quantidade dependente do tempo, H(t), que nunca aumenta no
decorrer do tempo e que seu valor minimo estd ligado ao estado de equilibrio ter-
modinamico do gés. Essa quantidade H(t) é proporcional a densidade de particulas
por unidade de volume espacial e de velocidade. Boltzmann derivou esse resultado
usando, aparentemente, apenas resultados da Mecanica Classica. Ele assumiu em
sua derivagao que as colisdes no gas nao teriam correlagoes entre si. Essa hipdtese
ficou conhecida como hipdtese do caos molecular e foi apontada como o ingrediente
nao-mecanico colocado por Boltzmann.

Muitas criticas foram feitas a esse trabalho de Boltzmann. Em particular, a mais
contundente foi feita por Zermelo [4] usando um resultado de Poincaré. Poincaré
havia mostrado que um sistema limitado no espago e em energia deve ter uma propri-
edade de recorréncia. Em outras palavras, praticamente todo estado de um sistema
mecanico isolado e limitado ira, depois de um certo tempo, voltar arbitrariamente
préximo a sua condicao inicial. Logo, se em parte desse movimento H (¢) diminui, na
outra parte H(t) aumenta. Boltzmann contra-argumentou que, para sistemas com
muitas particulas, esse tempo de recorréncia é muito maior que a idade do Universo
e, portanto, nao seria observado.

A derrota do enfoque dinamico de Boltzmann levou a uma interpretacao es-
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tatistica da irreversibilidade. O limite termodinamico (grande ntimero de particulas)
passou a ser o responsavel pela maior ocorréncia de processos em que a entropia au-
menta do que processos em que ela diminui. Nesse contexto, o papel da dinamica
ficou praticamente de lado até que surgissem a Teoria de Sistemas Cadticos e a
Teoria Ergdédica. Essa ultima, formalizou conceitos como ergodicidade e mixing,
propostos inicialmente por Boltzmann e Gibbs, a partir da dindmica e mostrou que,
ao contrario dos estados, as distribuigoes ou densidades de certos sistemas mecanicos
isolados e limitados nao evoluem de forma recorrente no espago de fase [5]. Estes
resultados deram um novo impulso a abordagem dinamica iniciada por Boltzmann
e questionaram o papel do limite termodinamico como tnico responsavel pela ir-
reversibilidade. Discussoes recentes sobre o papel da dinamica em processos de

termalizagdo podem ser encontradas em [6].

1.3 Caos na Mecanica Quantica

Se, por um lado, a Mecanica Estatistica Cléssica sofre influéncia de uma abor-
dagem dinamica através da Teoria Ergddica, do ponto de vista quantico, a situacao
ainda é bem diferente [7]. Uma Teoria Ergddica no contexto quantico ainda esta
no seu comego e a instabilidade dos estados classicos ainda nao tem (se tiver) um
analogo quantico formulado. No contexto classico, esta instabilidade presente nos
sistemas cadticos é a fonte de propriedades como mixing e correlagoes que decaem
no tempo. Estas propriedades sao cruciais nos trabalhos que procuram encontrar
uma origem dinamica para processos dissipativos e irreversiveis [8, 9, 10, 11, 13, 12].
Portanto, se considerarmos esse ingrediente dinamico crucial na descrigao de pro-
cessos irreversiveis, ao mesmo tempo deve ser crucial poder formula-lo no contexto
quantico.

A area de estudo de caos em Mecanica Quantica geralmente se concentra no re-
gime semicléssico onde distribuicoes de niveis de energia, cicatrizes de autoestados
e aproximacoes em termos de érbitas periddicas mostram uma influéncia da caoti-
cidade do andlogo classico. As questoes das evolucoes temporais e da instabilidade
foram deixadas um pouco a margem. Porém, hd alguns anos, uma proposta feita
por Peres [14] para a formulagao da instabilidade no contexto quantico deu novo

impulso a esse assunto.
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1.4 Mecanica Estatistica na Mesoescala

Como ja foi apontado anteriormente, a Mecanica Estatistica nao estd limitada a
tratar sistemas de muitos graus de liberdade apenas. Além disso, atualmente, existe
um enorme interesse em sistemas em meso e nanoescala cujo nimero de graus de
liberdade envolvidos pode ser da ordem de centenas. Logo, existe uma demanda por
um tratamento estatistico desses sistemas. A relaxacao e descoeréncia de spin [15]
e a relaxacao intramolecular de energia em moléculas poliatomicas [16]sdo alguns
exemplos de situacoes que requerem uma Mecanica Estatistica aplicada a poucos
graus de liberdade. Nessas situacoes, o reservatério ou ambiente externo ao qual um
certo grau de liberdade de interesse esta acoplado possui poucos graus de liberdade
e portanto é influenciado pelo acoplamento. No caso macroscdpico, assumimos em
geral que o reservatorio é grande o suficiente para nao ser perturbado pela interagao
com o sistema. O ensemble canonico, escolha natural no contexto macroscopico, deve
ser substituido por outro ensemble como, por exemplo, o microcanéonico. Alguns
trabalhos ja comecaram a abordar essas questoes [17, 18, 19, 20] mostrando que
efeitos geralmente associados a sistemas de muitas particulas também estao presentes

no contexto de poucos graus de liberdade.

1.5 Objetivos da Tese

Motivados pelas problematicas apresentadas nas secoes anteriores, procuramos

aqui dar uma contribuicao para o entendimento das seguintes questoes:

1. E possivel que um sistema de poucos graus de liberdade, atuando como uma
espécie de reservatoério, provoque efeitos dissipativos tanto no contexto classico

como quantico? Se sim, quais s@o as condigdes para que isso ocorra?

2. Como formular esse problema, tanto classicamente quanto quanticamente, de

forma a explicitar o efeito da dindamica e do nimero de graus de liberdade?

3. Existe algum tipo de termalizagao para sistemas de poucos graus de liberdade?
Se sim, quais seriam suas propriedades em comparacao com o caso usual de

muitas particulas?

4. Do ponto de vista puramente quantico, quais sao os efeitos que esse sistema

de poucos graus de liberdade produz? E possivel que ele induza processos de
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perda de coeréncia como no caso de reservatorios de muitos graus de liberdade?
Se sim, quais seriam as grandezas que determinariam a escala de tempo desses

processos?

Para estudar essas questoes, escolhemos o seguinte modelo
H = Hy(2) + He(x,y) + Vi(x, 2),

na qual, H,(z) é um oscilador harmonico e V;(z, z) é um potencial de interagao entre
H, e H. que, por fim, como sera apresentado no préximo Capitulo, sera um sistema

caotico de dois graus de liberdade que fara o papel de reservatorio.

1.6 Estrutura da Tese

Nos proximos capitulos, apresentaremos de que maneira as questoes acima foram
abordadas, quais os resultados obtidos e a discussao dos mesmos. Antes, porém,
julgamos necessario apresentar alguns resultados ja bem conhecidos na literatura
como motivacao mas, sobretudo, com o objetivo de introduzir o enfoque adotado
para as questoes especificas da tese.

No Capitulo 2, discutimos alguns conceitos preliminares como a Teoria da Res-
posta Linear e as relacoes que se pode estabelecer entre Caos e Mecanica Estatistica.
No Capitulo 3, abordamos o protétipo de um processo irreversivel: o movimento
Browniano classico. Fazemos isso de duas maneiras: uma abordagem fenomenologica
via processos estocdsticos e outra a partir das equagoes de Hamilton de um modelo
microscépico. Na primeira, procuramos derivar aqueles resultados com os quais
queremos comparar nossos resultados. Na segunda, apresentamos como o modelo
classico formulado por Caldeira e Leggett [21, 22] descreve o movimento Browniano
a partir de uma esquema ”sistema de interesse+reservatério” que também adota-
remos na seqiiéncia. Do Capitulo 4 em diante, abordamos as questoes, métodos e
resultados da tese propriamente dita. No Capitulo 4, apresentamos nosso modelo
de um oscilador harmonico acoplado a um sistema caodtico de dois graus de liber-
dade que faz o papel de reservatério. Apresentamos a abordagem classica e seus
resultados, comparando-os com os do movimento Browniano usual. No Capitulo 5,
apresentamos a abordagem quantica do mesmo modelo. Mostramos nesse capitulo

que a formula¢do de Feynman e Vernon [23] explicita a influéncia da dinamica do
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reservatério de poucos graus de liberdade na evolucao temporal do oscilador. No
Capitulo 6, na linha do foi discutido na secao 1.3, procuramos mostrar em que
medida fungoes de correlagao quanticas apresentam efeitos da dinamica cadtica sub-
jacente. No Capitulo 7, abordamos a evolugao temporal do oscilador quantico sob a
influéncia do sistema caotico. Efeitos de dissipagao e perda de coeréncia sao discuti-
dos. Em seguida, apresentamos nossas conclusoes. No apéndice F', apresentamos um
resumo do trabalho fruto do estdgio no exterior realizado durante o doutorado sobre
transporte semiclassico em sistemas mesoscépicos. Apesar de ser um assunto corre-
lato, nao esta diretamente relacionado com o tema da tese e por isso foi colocado

como apéndice.
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Capitulo 2

Conceitos Preliminares

Neste capitulo, conceitos preliminares necessarios para o entendimento da pro-
posta da tese serao apresentados. Na secao 2.1, apresentaremos a Teoria da Res-
posta Linear do ponto de vista classico e a relacdo entre flutuacoes e dissipacao
provocada por essa teoria: o Teorema Flutuacao-Dissipacao. Na secao 2.2, apre-
sentaremos alguns conceitos relacionados a sistemas caoticos e a relagao entre estes
sistemas e alguns problemas fundamentais na Mecanica Estatistica de equilibrio e

nao-equilibrio.

2.1 Teoria da Resposta Linear

Uma das situagoes mais simples que poderiamos pensar de nao-equilibrio é a
de um sistema que, inicialmente em equilibrio, ¢é ligeiramente perturbado por uma
influéncia externa. Essa situacao tipica descrita pela Teoria da Resposta Linear,
dentre tantas motivacoes, é a situacao usual da medida feita no laboratorio. Apre-
sentaremos aqui uma versao simplificada da teoria e remetemos o leitor a [24, 2]

para mais detalhes. Consideramos uma Hamiltoniana Hp tal que:
Hr =H + Hy, (2.1)
na qual H; é uma perturbacao em H geralmente tomada como
Hy = —A(q,p)X (1), (2.2)

na qual A é alguma fungao das coordenadas e momentos (¢,p) de H e X(¢) é uma

funcao do tempo. A equagao dinamica para qualquer distribuicao p é a equacao de

11
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Liouville

ap@—(f) AL+ Lu(b)]p(t), (2.3)

na qual, considerando a mecanica classica, os operadores de Liouville sao dados por

_—_— OHOp OHOp\
sz—Z(a—qa—p 8—p8_q>_{H’p}

itap =3 (P o - S — (0.0} (2.4

sendo que a soma é feita sobre todas as varidveis canonicas.

A equacgao (2.3) pode ser escrita na forma
. t .
p(t) = L p(t) + / ds e L0, (s)p(s). (2.5)
to

Considerando que p(tg) é uma distribuigao de equilibrio (canénica ou microcanénica,
por exemplo), ela permanece invariante com respeito a evolugdo sob H somente.

Portanto, tomando os termos de ordem zero e primeira ordem em Ly, (2.5) leva a

P00 1) = pel@,p) + / ds I L (5), pu(ap)}- (2.6)

to

onde p, é a distribui¢do inicial de equilibrio e p(q,p;t) é a distribuicao fora do
equilibrio até primeira ordem em H(t).

O valor médio de alguma fungao B(q, p) pode ser dado por

(B)(t) :/dqdppe(q,p)B(q,p)+/tdS¢BA(t—s)X(s), (2.7)

to

na qual, a funcdo ¢pa(t — s) é dada por
Ppa(t —s) = /dqdp B(q,p)e" " {=A(g,p), pe(a, p)}- (2.8)
Reescrevendo a equacao acima,

opa(t) = /dqde(q,p)e“L{—A(q,p)ype(q,p)}

_ / dadp {pe(,p). Alq, )} Bla(t), p(t)), (2.9)
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na qual ¢(t) = e¢fq e p(t) = e*Lp. Finalmente,

bpalt) = / dgdp pe(a, p) {A(q,p), Bla(t). p(t))}
= ({Alg,p), B(q(t),p(t))})e- (2.10)

¢pa(t) é chamada de fungao resposta.

O nome ”funcao resposta” é um nome sugestivo ja que (2.7) tem a forma das
solugoes via fungao de Green que estamos acostumados em Mecanica ou Eletro-
magnetismo, sendo ¢pa(t) andloga a resposta do sistema a uma forga impulsiva, no
caso da Mecanica. A func¢ao ¢pa(t) é o principal objeto dessa teoria pois, de (2.7),
percebe-se que, conhecendo ¢p4(t), conhecemos a evolugao temporal do valor médio
de B. Além disso, de (2.7) e (2.10), vemos que nosso problema de nao-equilibrio é
inteiramente formulado em termos do estado de equilibrio inicial e essa é a grande
vantagem dessa teoria. Apesar da elegancia do formalismo apresentado acima, a
tarefa de calcular ¢pa(t) pode ser muito dificil. Na secdo 2.1.1, entre outras coisas,
apresentaremos uma maneira de solucionar esse problema.

A Teoria da Resposta Linear, assim como a Mecanica Estatistica, usualmente é
apresentada no contexto da descri¢ao de sistemas de muitas particulas. No entanto,
nao ha nada que impeca sua aplicacao em sistemas de poucos graus de liberdade. A
seguir, pretendemos discutir a relagao dessa teoria com sistemas mecanicos lineares
e nao-lineares de poucos graus de liberdade. Isso serd tutil em capitulos posteriores.

Como prototipo de um sistema mecanico linear, tomemos um oscilador harmonico

perturbado
2 2.2
P mw?r
H=— t). 2.11
o Ty T za(t) (211)
Usando as equagoes de Hamilton, encontramos que z(t) é dado por
p(0) . /t sin [w(t — s)]
t) = 0 t — t) — ds ———=
x(t) x(0) cos (wt) + ——sin (wt) — i s —— 2(s),

x(t) = xd(t)—'y/O ds x(t — s)z(s), (2.12)

em que z4(t) é a solugdo sem a forga externa e o segundo termo diz respeito a
influéncia da forga externa. x(t) é a fungao de Green do oscilador harménico definida

como sendo a solucao de

i(t) + w?z(t) = ——6(t), (2.13)
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quando z(0) = 0 e p(0) = 0. A Hamiltoniana (2.11) tem a forma de (2.1) sendo
Hy; = ~vzz(t). Entao, podemos aplicar o formalismo da Teoria de Resposta Linear

para calcular a evolugao do valor médio de z(t) quando o oscilador é perturbado por
~vxz(t). Portanto, de (2.7) e (2.10) temos

<x(t)>:/dx(O)dp(O)pe(x(O),p(U))fU(O) - /Odwm(t—S)W(S)a (2.14)
Par(t —5) = ({@als), za(t)})e (2.15)

Definindo p, como a distribuicao microcanonica

8(E — H(x(0),p(0)) _ O(E — Ho(2(0),p(0))) (2.16)
0

P TS H (2(0),p(0) [ de(0)dp(0)6(E — H,((0), p(0)))’

2 2.2
onde H, = - + ™% tem-se

/dx(O)dp(O) pex(0) =0, (2.17)

pois H,(—x) = H,(x). Para ¢,.(t), tem-se

Ozq(s) Oxq(t)  Oxa(s) Oza(t) sm[ (t—9)]
dz(0) dp(0)  9p(0) Ox(0) mw '

{za(s), za(t)} = (2.18)

Logo,

Gua(t — 5) = sin (Wit = 5)] (2.19)

Portanto, tem-se

mw

(2(8)) = — /0 as =9 (2.20)

A eq.(2.20) mostra que ¢, (t) é igual a x(t). Como x(t) foi obtida para qualquer
valor de 7, concluimos que, apesar do carater perturbativo da Teoria da Resposta
Linear, nesse caso, ela nos dd a resposta exata e completa do sistema mesmo na
situagdo em que yxz(t) nao é perturbativo. Pretendemos com isso exemplificar o
fato de que, para sistemas cuja dindmica microscopica é linear (e com um numero
arbitrario de graus de liberdade), a Teoria da Resposta Linear fornece o resultado
exato da reposta do sistema mesmo fora do regime perturbativo. Além disso, o

calculo da fungao de Green é equivalente nesses casos.
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A situacao é diferente para sistemas nao-lineares como, por exemplo, o péndulo

forgado cuja equacao de movimento é

0(t) + w?sin [0(t)] = —vy2(t). (2.21)

Nao é dificil ver que a resposta do péndulo depende qualitativamente da intensi-
dade da perturbagao. Sabemos que, para amplitudes de oscilacao suficientemente
pequenas, o péndulo se comporta como um oscilador harmonico. Logo, se a forca
externa induzir apenas oscila¢oes dessa forma, o péndulo respondera como um osci-
lador harmonico. Porém, a medida que aumentarmos a intensidade da forga externa,
efeitos nao-lineares terao influéncia na resposta do péndulo. Além disso, técnicas
como a da funcao de Green, apesar de conceitualmente serem ainda validas, nao per-
mitem o calculo da resposta completa de um sistema nao-linear. O cédlculo analitico
da fungao de resposta via (2.10) requer o conhecimento da solugao das equagoes de
movimento, o que também nao é possivel para todo sistema nao-linear, o que mostra
que a questao da resposta de sistemas nao-lineares é bem mais complicada que o
caso linear.

Abordamos até agora um aspecto da Teoria da Resposta Linear que é a descricao
tedrica de um processo de nao-equilibrio (evolugao temporal de valores médios) dado
uma dinamica microscépica. Através dessa teoria, portanto, podemos prever o com-
portamento de valores médios e comparar com experimentos. O outro aspecto que
gostariamos de mencionar esté relacionado com o processo inverso do mencionado
acima. Imaginemos que temos um sistema cuja dinamica nao conhecemos. Aplica-
mos entao a esse sistema um estimulo externo e medimos o valor médio de algum
observavel. Pela teoria apresentada até aqui, sabemos que, se a intensidade do
estimulo for pequena o suficiente, o sistema respondera de forma linear e, uma vez
que conhecemos o estimulo e medimos a evolugao temporal do valor médio de um
observavel, podemos obter a funcao resposta do sistema e, portanto, ter acesso a
sua dinamica.

Nas situagoes experimentais, podemos controlar apenas algumas condicoes de es-
tado macroscépico como temperatura, pressao e volume e nao o estado microscopico
particular. Logo, somente uma média sobre vérias realizagoes experimentais, todas
com os mesmos vinculos macroscépicos, tera sentido, ja que uma tnica realizacao
depende de um estado microscopico particular. Nesse espirito, a funcao resposta
obtida serd sempre uma grandeza média mesmo para sistemas com dinamica linear

ja que, de (2.12), o efeito de um estado microscépico particular estd sempre presente.



16 CAPITULO 2. CONCEITOS PRELIMINARES

2.1.1 Teorema Flutuacao-Dissipacao

Sejam as fungdes resposta classica, ¢(t), e quantica, ®(t), dadas por

8() = ({A0), AW (2.22)
2(6) = = (A©), AW (2.23)

na qual A(t) sao operadores na representacao de Heisenberg, e as funcoes de cor-

relacdo cléssica, c(t), e quantica, C(t),

o
~
<~
~—
I
—~

A(0)A(t))e, (2.24)
(A(0)A(t) + A(t)A(0))., (2.25)

N —

O Teorema Flutuagao-Dissipagao [24, 2] diz que (ver apéndice A para uma de-

rivagao simplificada)

kBT "

ow) = ) (2.26)
Clw) = g coth <2Z:T)q>”(w) (2.27)

nas quais f(w) é definido por
for= [, (2.28)

e f'(w) é a parte imagindria de f(w).

Como as fungoes (2.24) e (2.25) estao relacionadas com as flutuagées do sis-
tema no equilibrio e as fungbes resposta com a dissipacao [24, 2], o nome Teorema
Flutuagao-Dissipac¢do resume bem o sentido das relagoes (2.26) e (2.27). Esse teo-
rema é uma conseqiiéncia direta da Teoria da Resposta Linear. Apesar de toda a
importancia desse teorema [25, 26, 27], vamos nos ater apenas ao fato de que ele re-
presenta uma maneira mais simplificada de se obter a fungao resposta. Do ponto de
vista quantico, pode nao representar um avango pois conhecer a funcao resposta ou
a funcao de correlagao implica no conhecimento dos mesmos observaveis. Do ponto
de vista classico, porém, a funcao resposta envolve o calculo do valor médio de um
paréntese de Poisson, o que é muito mais complicado do que o valor médio de um

produto. Esse tltimo pode ser obtido por calculos numéricos em certas situacoes.
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2.2 Caos e Mecanica Estatistica

No contexto de sistemas Hamiltonianos, podemos afirmar que caos é o comporta-
mento extremamente irregular e instavel que ocorre em sistemas nao-integraveis tais
que trajetorias inicialmente vizinhas no espaco de fase se afastam exponencialmente.
Um resultado muito importante dessa area é o Teorema KAM [28] que afirma que a
medida que perturbamos um sistema Hamiltoniano integravel de maneira a deixa-
lo nao-integravel, as regioes de estabilidade vao sendo destruidas gradativamente
a medida que a intensidade da perturbacao cresce. Para exemplificar este tipo de

comportamento, apresentamos as secoes de Poincaré dos sistemas abaixo

2 2 2\ 2 2
pm py x x

H - BB T 1z 2.2
2+2+(y 2) +0.15, (2.29)
2 2 2.2

H = &4_&4_&4_9(1'44—?/4), (2.30)

2 2 2 4
A Hamiltoniana (2.29) é conhecida como Sistema Nelson (SN) [29] e vamos nos

referir a (2.30) como Sistema Quartico (SQ)[30]. As segdes de Poincaré sdo planos
que seccionam o espago de fase de maneira a ”tirar um retrato” sem ambigiliidades
do espago de fase [28]. Na figura 2.1, mostramos algumas se¢oes de Poincaré de
SN. Vemos na figura 2.1a, que SN exibe um espaco de fase muito regular com
uma estrutura de téros ainda presente. Este caso, como mencionamos acima, seria
aquele em que os termos de (2.29) responséveis pela nao-integrabilidade ainda nao
conseguem, aparentemente, destruir as constantes de movimento da parte integravel.
Na figura 2.1b, temos um situagao intermedidria em que regioes de instabilidade
(regides pontilhadas) e regides de estabilidade coexistem. Chamamos essa situacao
de dinamica mista. Ja na figura 2.1c, o espago de fase todo parece ter sido tomado
por trajetérias instaveis. O SN exibe comportamento praticamente regular para
energias tais que E <0.05, fortemente cadtico para E 2 0.3 e misto para valores
intermediarios. Na Figura 2.2, o mesmo ¢ apresentado para SQ. O SQ é invariante
sob uma transformacao de escala das coordenadas e do tempo, o que implica que
a dinamica é equivalente para qualquer valor de energia. O SQ é integravel para
a = 1.0, fortemente caético para a < 0.1 e misto para valores intermediarios de a.

A importancia desses sistemas para a Mecanica Estatistica remonta a Boltzmann
e Gibbs. Tanto o primeiro, com as hipoteses ergdédica e de caos molecular, quanto o
ultimo, com o conceito de mixing, nos primérdios da Mecanica Estatistica, inaugura-

ram uma area hoje chamada de Teoria Ergddica que procura, basicamente, justificar
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e fundamentar as bases daquela em termos de propriedades, digamos, estatisticas de
sistemas dinamicos (ver [7] para uma introducao sobre o assunto). Essecialmente, a
Teoria Ergddica estuda a evolugao temporal de distribuicoes ou densidades submeti-
das a uma certa dinamica. Ou seja, dado um sistema dinamico, ao invés de estudar a
evolucao temporal de um estado particular, o que é muito dificil no caso de sistemas
caoticos, estuda-se a evolucao temporal de distribuicoes ou densidades de estados.
Freqiientemente, para sistemas instaveis do ponto de vista da evolucao dos estados,
as distribui¢oes evoluem de maneira muito regular. Os sistemas dinamicos que sa-
risfazem rigorosamente, por exemplo, o critério de levar um tempo t4 proporcional
a area 14 para percorrer uma regiao A do espaco de fase sao chamados de ergédicos.
A eles podemos, rigorosamente, aplicar a hipétese da Mecanica Estatistica de que
todos os estados microscopicos tém o mesmo peso estatistico. Outra categoria de
sistemas é a daqueles que apresentam mixing (todos esses sistemas também sao
ergddicos). Nesse tipo de sistema, qualquer distribui¢do inicial no espago de fase
evolui para uma distribui¢ao uniforme [5]. Este tipo de evolugao parece imitar o
processo de tendéncia ao equilibrio amplamente observado na natureza, justificado
pela segunda lei da Termodinamica mas pouco fundamentado e entendido do ponto
de vista tedrico. Existem ainda outras categorias mais elaboradas tentando justificar
a origem dinamica do aumento da entropia [5].

E importante mencionar alguns desdobramentos decorrentes dessa interacao en-
tre Mecanica Estatistica e sistemas dinamicos. Prigogine, diante do fato de que a
maioria dos sistemas Hamiltonianos sao cadticos e, portanto, instaveis, argumenta
que devemos desistir da descricao tradicional em termos da evolucao de estados in-
dividuais e adotar uma descri¢ao em termos de distribuigoes apenas [13]. Para Pri-
gogine, a instabilidade dinamica dos estados associada a um tratamento estatistico
é o que da origem a irreversibilidade. Outra area recente de estudo tem se dedicado
a conectar propriedades dinamicas de um sistema, como expoentes de Lyapunov
e entropias de Kolmogorov-Sinai, com quantidades macroscopicas de transporte,
realizando uma abordagem dinamica para tratar situagoes fora do equilibrio [31].
E por ultimo, gostariamos de mencionar a abordagem de Tsallis a problemas de

nao-extensividade em Mecanica Estatistica via sistemas dinamicos [32].
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Figura 2.1: Segoes de Poincaré para SN. (a) £ = 0.01, (b) £ = 0.08 e (c) £ = 0.38.
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Figura 2.2: Segoes de Poincaré para SQ. (a) a =

1.0, (b) a =0.5 e (c) a = 0.01.



Capitulo 3
O Movimento Browniano Classico

Neste capitulo, o movimento Browniano classico sera abordado sob dois pontos
de vista. O primeiro, na secao 3.1, tem o intuito de apresentar as idéias mais
bésicas e alguns dos resultados fundamentais relacionados ao movimento Browniano
e que serao necessarios posteriormente. Na secao 3.2, o modelo classico de Caldeira-
Leggett ¢ apresentado como uma tentativa de descricao do movimento Browniano
a partir de uma dinamica subjacente. Uma revisao recente sobre a importancia do

movimento Browniano e seus aspectos atuais pode ser encontrada em [33].

3.1 Movimento Browniano como um Processo Es-

tocastico

O movimento Browniano, observado primeiramente pelo botanico R. Brown [34]
em graos de pélen suspensos em um fluido e posteriormente estudado inclusive por
A. Einstein [35], tem uma histéria de grande importancia na Fisica. Em parti-
cular, tornou-se o protétipo de um processo irreversivel, ajudando a compreender
fenomenos mais complicados de nao-equilibrio.

Vamos nos ater ao caso mais simples que é o unidimensional. A equacao que
descreve a dinamica da coordenada da particula Browniana é a equacao de Langevin
[36]

mi + 2mryx + V'(x) = F(t), (3.1)
na qual m é a massa da particula Browniana, x a coordenada desta e V() o potencial

21
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externo. Essa equagao nos diz que a intera¢do com o fluido produz dois efeitos: (1)
uma forga dissipativa 2m~yi e (2) uma forga chamada flutuante F(t). Fica claro
que tanto v quanto F(t) estdo associadas ao fluido. Essas duas quantidades sao
modeladas de maneira a descreverem o que se observa, e por isso, chamamos esse
modelo de fenomenoldgico. Em geral, F'(t) é modelada como um processo estocastico

Gaussiano estaciondrio [37, 38, 39] tal que

(F(t)) = 0, (3.2)
(FOFE)) = dmykpTo(t —t). (3.3)

na qual kp é a constante de Boltzmann, T a temperatura e (.) a média estatistica.
Como veremos na seqiiéncia, o coeficente de (3.3), 4m~vykgT, assume que a particula
interage com um sistema em equilibrio térmico. Considerando um potencial externo
harmonico, V(z) = mwiz?/2, e uma situagao de sub-amortecimento, a solugao de
(3.1) é dada por

z(t) = z(0) [e"yt cos (wt) + %e‘“’t sin (wt)]

sin [w(t — s)] F(s), (3.4)

mw

2(0 . !
+ me‘“’t sin (wt) + / dse (=2
0 mw

na qual w? = wg — 2.

Como F(t) é uma forca aleatdria, s6 tem sentido observar o comportamento de

grandezas médias em F'(t) como, por exemplo, (x(t))

(z(t)) = z(0) | cos (wt) + %eﬂt sin (wt)] + %eﬂt sin (wt), (3.5)

que vai a zero quando t — co. A variancia de z(t) é outra grandeza importante pois

define o grau de incerteza na posicao da particula

(22(1)) — (2 (t))? =
kT e 2 {ew _ {1 + 7_2] + Z—Zcos (2wt) — 7 gin (2wt)} o (36)

m 2+ w? w? w

que assintoticamente fica

Jim [(2(0)) = (@()7] = 125, 1)

e que para tempos curtos, ou v/w < 1, é dada por

(22(1) — (w(t)? ~ 2278 (3.8)

mw?
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vkgT
na qual -2

faz o papel de constante difusiva.
E interessante analisar também o comportamento da energia da particula Brow-

niana. De maneira a simplificar os célculos, seja x(0) = 0. Entéao, tem-se

o) = walt)+ [ dsx(e—F) 3.9
pel) = pa)+ [ dsTl—9)FG) (3.10)
nas quais
1q(t) = %e‘”tsin(wt), (3.11)
Pea(t) = pu(0)e™" [cos (wh) — Lsin (wt)] (3.12)
x(t—s) = e‘”’“‘s)w, (3.13)
D(t—s) = et {cos[w(t—s)]—%sin[w(t—s)]}. (3.14)

A energia é dada por

Bit)="2 ;(7? + m”gf(ﬂ. (3.15)
Logo,
Bt) = (t)+px;£t> / dsT(t — 5)F(s) + mu? /0 dsy(t — 5)F(s)
+ /Ods/o dr % t—s)0 t—7)+%x(t—s>x(t—7)} F(s)F(7),
(3.16)
na qual,
Pr,(t) | mwiai(t)
Eat) = = -+
= FE(0) _2“{1+2781n(wt) %sin(wt)—cos(wt)”, (3.17)

pois p,(0) = (2mE(0))">.
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Figura 3.1: Evolugao temporal de (E(t)) dada por (3.18) para v/w = 0.005.

Nota-se que E(t) é constituida por um termo que decai a zero, E4(t), e por outros
dois que dependem da forca flutuante. Logo, s6 o comportamento dos seus valores
médios tém sentido. Tomando a média na for¢a flutuante em (3.16) e usando (3.2)

e (3.3), a energia média é dada por

(B(t)) = Ey(t) + kgTe " [Z—Z cos (2wt) — <1 + 1—22 - 62'”)} : (3.18)

Como FEy(t) tende a zero, (E(t)) tende assintoticamente a kpT. Na figura 3.1,
pode-se observar o comportamento de (3.18) para diferentes valores de F(0). Dize-
mos que para qualquer valor de £(0), a particula Browniana sempre termaliza numa
energia kpT. Em outras palavras, a particula inicialmente com E(0) # kgT estd
em uma situacao de nao-equilibrio e o efeito da dissipacao e das flutuacgoes é leva-la,
irreversivelmente, a um estado de equilibrio.

Cabe aqui um comentério sobre o papel da média. Como ja foi dito, o compor-
tamento aleatério de F'(t) nao permite compararmos (3.16) a uma tnica realiza¢ao
experimental de E(t). As quantidades que podemos e devemos comparar sao (FE(t))
e a média sobre varias realizagoes experimentais de E(t) todas com o mesmo valor de
E(0). Para que fique mais claro, tomemos o exemplo de um péndulo macroscépico
de massa 50g preso a uma corda de 30cm e oscilando com pequenas amplitudes de

forma que o movimento seja harmonico. Coloquemos este péndulo num ambiente
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com ar a uma temperatura de 300K . Podemos descrever o movimento desse péndulo
usando (3.1), admitindo que o contato com as moléculas de ar provocarao uma forga
dissipativa e uma flutuante. Porém, sabemos da experiéncia diaria que nao precisa-
mos de muitas realizacoes para observar que, depois de algumas oscilacoes, o péndulo
"péara” na posicao vertical. Como reconciliar este fato com os resultados obtidos de
(3.1) descritos acima? Ora, calculemos a velocidade que este péndulo teria quando

termaliza em kT

2 2kpT\ "/
—m; :kBT:>v:< ﬂi ) . (3.19)

Usando os valores 50g, 300K e o valor de kg, tem-se
v 44, (3.20)

que é muito menor que a velocidade tipica de oscilacgao do péndulo. Ou seja, para o
péndulo descrito acima, as flutuagoes devido a F'(t) sdo tao pequenas comparadas
as grandezas tipicas do péndulo que os respectivos termos em (3.4) e (3.16), por
exemplo, sao despreziveis e observamos apenas Fy(t) e z4(t). Contudo, se reduzirmos
a massa de tal forma que ela seja comparavel a massa tipica das moléculas do ar
ou aumentarmos a temperatura de tal forma que kgT seja compardvel a F(0), as
flutuagdes devido a F'(t) serdao muito mais relevantes e ndo observaremos, em uma
Unica realizagao experimental, um movimento regular e monotonico do péndulo.
Sera necessario uma média em varias realizagoes para podermos observar o processo
de termalizacao.

Como foi comentado anteriormente, a dissipacao e as flutuagoes sobre a particula
Browniana sao fundamentais para produzir termalizacao. Na verdade, como ja foi
mostrado, em um certo regime, esses dois efeitos estao ligados. Essa relacao é cha-
mada de Teorema Flutuacao-Dissipacao. Discutiremos agora uma outra abordagem
do Teorema Flutuacao-Dissipacao que envolve a generalizacao da equacao de Lan-
gevin. Como apontado por Kubo em [39], a formulagdo do movimento Browniano

em termos de (3.1) envolve trés hipGteses
1. F(t) é um processo estocdstico estacionério e Gaussiano.

2. Ele possui um tempo de correlagao infinitamente pequeno, isto é

(F(t1)F(t2)) o< 6(t1 — ta). (3.21)
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3. O movimento Browniano se d4 num meio em equilibrio térmico.

Esta ultima hipétese leva a definigao de (3.3). Kubo aponta que podemos flexi-

bilizar essas hipoteses da seguinte maneira:

(a) A forga aleatéria F(t) pode ndo ser necessariamente Gaussiana.

(b) O tempo de correlagdo de F'(t) pode ser finito, ou, em outras palavras, ter um
espectro que nao seja constante para todas as freqiiéncias (chamado espectro

branco).
(b’) A fricgao pode depender do tempo.

(c) A equagao pode ser nao-linear.

Kubo mostra que (b) implica em (b’) e essa é uma das formas do Teorema
Flutuacao-Dissipacao. Isto é feito a partir da equacao de Langevin generalizada
com V(x) =0

F(t)

Z(t) + /Ot dsy(t —s)i(s) = — t > 0. (3.22)

Assumindo que (F(t)) e (£(0)F(t)) = 0 para t > 0, tem-se

(W) = / Tttty = / T dt e (0 (1)), (3.23)
0 mkgT" Jo

que mostra a relacao entre a dissipacao e a forga flutuante. Remetemos o leitor a [24,
25] para mais detalhes. Dessa forma, nota-se que uma forca dissipativa dependente
do tempo nao pode ser introduzida sem ao mesmo tempo abandonarmos a hipdtese
de espectro branco para F(t) e vice-versa. A eq.(3.22) aparecerd novamente nos
préximos capitulos em uma situagao similar.

Com isso encerramos essa breve introducao sobre o movimento Browniano e
remetemos o leitor a [39, 37, 38] para mais informagoes e detalhes sobre esta abor-
dagem estocastica. Na proxima secao, retomamos o movimento Browniano de um

ponto de vista menos fenomenoldgico.
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3.2 Banho Térmico de Osciladores

Nos modelos fenomenoldgicos como os descritos anteriormente nos quais usamos
a equacao de Langevin, nao temos um entendimento claro da origem microscépica
da dissipacao. Sabemos apenas que a particula interage com algum sistema em
equilibrio térmico. Uma possibilidade é tentar modelar de forma simples o reser-
vatério térmico e a particula Browniana escrevendo suas Lagrangeanas (Hamiltonia-
nas) de forma que as equagoes de movimento resultantes gerem um equagao similar a
de Langevin para a dinamica da particula. Apresentaremos aqui um modelo que faz
isso desenvolvido por Caldeira e Leggett [21, 22, 62] para o tratamento do movimento
Browniano quantico.

A fim de que o problema seja tratdvel, iremos impor a restricao de que qualquer
grau de liberdade do reservatério seja fracamente perturbado pela interacao com
a particula. Isto nos permite descrever o reservatério na aproximagao harmonica,
na qual o consideramos como um conjunto de osciladores. No caso de um reser-
vatorio com um numero de graus de liberdade bem maior que o da particula, esta
restricao é razoavel, porém, nao implica que a dissipacao seja fraca. Neste sentido,
como discutido no Capitulo 2, estamos considerando somente a resposta linear do
reservatério. No proximo capitulo discutiremos a Teoria de Resposta Linear e esse
comentario ficard mais claro. Além disso, restringeremo-nos ao caso em que 0 aco-
plamento sistema-reservatério é linear nas coordenadas do reservatério. Sob estas

condigoes, o sistema composto sera decrito pela seguinte Lagrangeana

L=Ls+ L;+ Lg, (324)
com
1,
Lg = gmd” = Vo(z), (3.25)
Lp=— Z C 2qx, (3.26)
k
e

1 . 1
Lp= Z {;mqi - imkwgqi} ) (3.27)
k

onde Lg, Lr e Lj sao, respectivamente, as Lagrageanas da particula, do reservatério

e de interacao. A interacao é do tipo coordenada-coordenada em que cada oscilador
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k interage com a particula através de uma constante de acoplamento C}. Esperamos
obter uma equacao para o sistema com a forma da equacao de Langevin, a partir
da Lagrangeana proposta. Na equacao de Langevin, a dissipacao ¢ dada por -,
que é uma caracteristica do reservatorio, necessitando assim ser relacionada com os
parametros do banho de osciladores.

Derivando as equacoes de movimento da Lagrangeana proposta, obtemos

mi(t) + Vg (@ ZCk qr(t (3.28)

My (t) + mywiqe(t) = _Ck z(t). (3.29)

Estamos interessados na dinamica efetiva do sistema L, devido ao acoplamento
com o banho de osciladores. Por isso, vamos resolver as equacoes dos osciladores do

banho. Aplicando a transformada de Laplace em (3.29), tem-se

4(0) sin(wyt) — G / ds sinfwy( — s)]z(s),
(3.30)

/0 dssinfwg(t — s)]z(s) (3.31)

ar(t) = qr(0) cos(wit) +

Ch

MEWg

a(t) = q¢i(t) -

na qual, ¢¢(t) chamamos de solugao desacoplada e reconhecemos

Xk(t) =

como a fung¢ao resposta ou susceptibilidade dinamica do oscilador k devido a forca

sin(wyt) (3.32)
miWi ’

externa Cyx(t). Podemos reescrever (3.31) integrando o ultimo termo por partes
qr(t) =

qi(t) — s2(t) + cos(wkt)x(O) + Ci 5 /0 ds cos[wg (t — s)]z(s).

(3.33)

Dessa maneira, a equagao de movimento para o sistema L, fica

mi) + Vi) = 30 -ty + kawk [ dscostntt = )1(s) =

Zquk chk%u cos(wgt)z(0).
(3.34)
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Vemos, portanto, que o acoplamento com o banho de osciladores causa trés
efeitos: uma correcao harmonica ao potencial Vj, um termo de convolucao com a
velocidade #(t) e uma forga dependente do tempo. Se reescrevermos a Lagrangeana

do sistema todo como

kW

1 C. 17
L= gmi* ~Vi(a +Z{ mydy — mkwk [qk—l—mk2z] } (3.35)

podemos cancelar o termo de correcao harmonica, deixando os outros termos inal-
terados, e considerar Vy(z) como o potencial efetivo que atua na particula e que ira
modelar o potencial real de um possivel sistema fisico que seja comparado com a
descricao desse modelo. Existem, porém, outras formas de contornar essa correcao
harménica [22].

Reescrevendo a equacgao (3.34), temos

mi(t) + V(z) + /0 dsy(t — s)i(s) = f(1). (3.36)
na qual
N C,?
Yt—s)=>_ - cos|wy(t — )] (3.37)

ZC’qu Zmii cos(wyt)z(0) (3.38)

Chegamos, entao, a uma equagao na forma da equacao de Langevin generalizada
com a forga f(t) dependendo das condigbes iniciais do reservatério e da posi¢ao
inicial z(0). Vamos mostrar agora que a fungao 7(t) estd relacionada com uma

grandeza fisica importante do banho e que chamaremos J(w) definida por

J(w) =Im[F{x"(t — 9)}], (3.39)

na qual Im[.] denota a parte imaginaria de, F{.} a transformada de Fourier e x" (t—s)
é, como comentado na secao 2.1, a susceptibilidade dinamica retardada ou funcao

resposta do banho dada por

X(t=s) = =0t =s)({D_ Crai(t), D Craib(s)}), (3.40)
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em que (.) denota o valor médio no ensemble canodnico, {, } o paréntese de Poisson
e ¢(t) a solugdo do oscilador harménico livre, dada por (3.30) e (3.31). Por estar
relacionada com a resposta do banho a uma perturbacao externa, J(w) pode ser
obtida experimentalmente e através dela podemos fazer a conexao com o sistema
fisico que estamos modelando. Podemos reescrever J(w) em funcao da resposta
(3.32) de cada oscilador do banho, pois, como os osciladores sao independentes, de
(3.40) temos

X(t=s) = —6(t—s) ) Ci{ai®).ai(s)}) (3.41)
k=1

N
= O(t—ys) ZC’th—s (3.42)
k=1
Logo, J(w) fica (ver apéndice B)
N <N o2
Jw)=Y Cilp(w)== P 5w —wy), 3.43
(€)= 32Ol = § 30 ot =) (3.43)
na qual,
Je(w) = Im[F{O(t — s)xx(t — s)}] (3.44)

Portanto, podemos escrever (¢ — s) como

Yt —s)= Z mck’fuz cos|wi(t — s)] = % /OO dw JE:u) cos|w(t — s)]. (3.45)
k=1 k 0

Vamos agora assumir que o reservatério tem um continuo de osciladores. Dessa
maneira podemos assumir uma forma funcional continua para J(w). Essa forma

J(w) = nw(w. —w). (3.46)

A freqiiéncia w., chamada de freqiiéncia de corte, estabelece a escala de tempo do
problema. Estaremos interessados em tempos muito maiores que w;!. Esse corte é
necessario para evitar algumas divergéncias, ja que, fisicamente, J(w) deve ir a zero
no limite w — oo [41]. Substituindo (3.46) em (3.45), e admitindo que w, > w,

temos

v(t—s) = % /Owc dwn coslw(t — s)] = 2nd(t — s). (3.47)



3.2. BANHO TERMICO DE OSCILADORES 31

Logo,

/0 dsy(t — s)x(s) ~ 277/0 dsd(t — s)@(s) = 2ni(t). (3.48)

Vemos, portanto, que a forma (3.46) gera um termo de dissipac¢do simples inde-
pendente do tempo. Além disso, vamos mostrar que esta forma para J(w) também

reproduz os resultados fenomenolégicos para a forga f(t). Lembrando que

(@ (0)) = (4(0)) = (g1 (0)dx(0)) =0, (3.49)
(ar(0)aw (0)) = 250k e {(di(0)di (0)) = 1 kT, (3.50)

o primeiro termo de (3.38), F(t) = Sn_, Crql(t), 6, usando (3.45), tal que
(F(t)) =0 e (F(t)F(s)) =2nkgTd(t — s), (3.51)

nais quais, (.) denota a média no ensemble canonico. Vemos que F'(t) tem justamente
as propriedades fenomenolégicas da forca flutuante definida na segao anterior. Ja o
segundo termo fica, usando (3.45) e (3.47),

2(0) ) m(,jfug cos(wyt) &~ 2nz(0)d(t) (3.52)

Podemos mostrar que esta forga impulsiva apenas muda uma fase na solugao
na equacao de movimento e, além disso, ela pode ser anulada escolhendo x(0) = 0
(para maiores detalhes sobre esta questao ver [22, 40]). Portanto, o modelo proposto
mais a forma funcional assumida para J(w) nos permite mostrar que a dinamica do
sistema de interesse é dada por uma equacao de movimento tipo Langevin. Apesar
de termos ido além dos modelos fenomenoldgicos da secao anterior na questao da
modelagem microscépica da dissipagao, a escolha da forma funcional de J(w) foi
uma escolha fenomenoldgica. Em outras palavras, nao derivamos da dinamica esta
forma funcional. No entanto, evidenciamos qual grandeza do reservatorio térmico é
responsavel pela dissipacao e que tipo de forma funcional deve ter para gerar este
efeito. Além disso, pela equacao (3.39), podemos pelo menos ter acesso de modo

experimental, via medi¢ao da resposta do reservatério térmico, a forma funcional de

J(w).
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Capitulo 4

Abordagem Classica

4.1 O Modelo

Vimos no Capitulo anterior que o movimento Browniano é muito bem des-
crito fenomenologicamente por processos estocasticos e pelo modelo microscépico
de Caldeira-Leggett. Porém, esta tltima abordagem, ao mesmo tempo em que trata
a dinamica do reservatério de maneira fenomenoldgica, evidencia, através de (3.46),
(3.47) e (3.51), a importancia que ela tem para a descrigao do movimento Brow-
niano. Portanto, motivados também pelo que foi apresentado nas secoes 1.2 e 2.2,
perguntamos que tipo de dinamica pode gerar os efeitos apresentados no Capitulo
3. Propomos um modelo em que um sistema caodtico de dois graus de liberdade faz
o papel do reservatorio. Nosso principal objetivo, entao, é saber como a energia
de um sistema de interesse evolui no tempo quando este sistema interage com o
sistema cadtico quando nao controlamos a condicao inicial deste exceto pelo valor
de energia que ela deve satisfazer. Em outras palavras, estamos interessados no
comportamento da energia de um sistema acoplado a um sistema cadtico quando
tomamos a média das varidveis dinamicas do sistema cadtico em um ensemble ini-
cialmente microcanonico, porém, perturbado no decorrer do tempo pela interacao
com o outro sistema. Chamaremos esta energia de energia média. Tomamos como

modelo a Hamiltoniana abaixo
Vi(z, 2) = yuz, (4.2)

33
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mwaz?

2
HO(Z> _ P

4.3
2m + 2 (43)
e H. sera um sistema caotico de dois graus de liberdade.
4.1.1 Potencial Nelson
O primeiro sistema que estudaremos é chamado de Sistema Nelson
2 2 2\ 2 2
Py | Dy x T
H.(x,y)="+-= - — 0.1—, 4.4
e =+ (=) +oa} (1.4

introduzido na segao 2.2. A figura 4.1 mostra as fungoes de correlagao (x(0)x(t)).
e (pz(0)x(t))., obtidas numericamente, para E. = 0.38. (.). significa média em um

ensemble de equilibrio microcanonico, ou seja

(A), = /dxdydpmdpy pe Az, Y, s, Dy),

S(H.— E.) §(H.— E,)
pe p— p—
Y(E.) f dzdydp,dp, 0(H. — E,)

Estas fungoes sao obtidas da evolugao temporal numérica simplética de um con-
junto de condigdes iniciais tomadas sobre a superficie de energia de E. = 0.38. Estas

ot coswt e

fungoes de correlagdo podem ser bem ajustadas por (z(0)z(t)). = oe”
(p(0)x(t))e = Be *sinQt, onde 0 = 1.865, a = 0.0418, w = 0.1963, B = 0.409,
k= 0.0456 ¢ 2 = 0.2043, com x? ~ 107%. Este comportamento é observado em
sistemas cadticos em geral [42]. Essa perda de correla¢ao é uma conseqiiéncia da alta
instabilidade do SN (lembremos que, para E. = 0.38, SN é fortemente caético). Sis-
temas regulares, ao contrario, exibem correlacoes quasi-periddicas. Portanto, essas

funcoes refletem aspectos importantes da dinamica subjacente.

4.1.2 Potencial Quartico

Obtemos resultados anédlogos utilizando, agora, como sistema interagente, o cha-

mado potencial quértico, apresentado na secao 2.2,

<N

b

2 ZIJ'2 2
Ho(w,y) = 2+ 2+ -+ 1 (@' +y) (4.5)

a
4
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a 0 40 80 120 16% .

0 40 80 120 160

Figura 4.1: Fungoes de correlagao (p,(0)z(t)) (a) e (x(0)x(t)) (b) para E. = 0.38.

A linha cheia corresponde ao resultado numérico e a tracejada ao ajuste.
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a o 10 20 30 b 0 10 20 30

Figura 4.2: Fungoes de correlacao (p,(0)z(t))e (a), (z(0)x(t)). (b) e (p(0)pz(t))e
(c) para E. = 5.0 e a = 0.1. A linha cheia corresponde ao resultado numérico e a

tracejada ao ajuste.

Ao contrario do sistema Nelson, a dinamica deste sistema sé6 muda por uma
escala quando mudamos a energia. Usaremos esse fato mais adiante. A figura 4.2
mostra as fungoes de correlacao (z(0)x(t))e, (p2(0)z(t))e € (p(0)px(t))e para a = 0.1
e B, = 5.0, regime em que SQ ¢ fortemente cadtico. Estas fungoes foram obtidas
da mesma maneira que as do sistema Nelson e, como podemos observar, possuem o
mesmo comportamento. Estas fungoes de correlagao podem ser bem ajustadas por
(2(0)z(t))e = o™ coswt, (p,(0)x(t))e = Be *sin Qt, (p.(0)p.(t))e = pe™" cos vt,
onde o = 2.268, a = 0.207, w = 1.1027, § = 3.67, k = 0.208, Q2 = 1.1481, p = 4.10,
k= 0.206 e v = 1.189, com y? ~ 1073,
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1.06

1.04 4

10° <E (1)>

Figura 4.3: Resultado numérico para a evolugao temporal de (Ey(t)) para Ey(0)
/E.(0) = 1.0 e E.(0) = 0.01 para o sistema Nelson. Os parametros do modelo sdo
m = 200.0, wg = 0.005 e v = 0.006. Ty = 1/wy ~ 1260. Usamos cerca de 3000

condicoes iniciais.
4.2 Resultados Numéricos

Obtemos a energia média do sistema de interesse numericamente tomando um
ensemble de condicoes iniciais uniformemente distribuidas na superficie de energia
E. = 0.38, para o sistema Nelson, e . = 5.0, para o sistema Quartico. Para o sis-
tema de interesse, tomamos s uma condigao inicial: z(0) =0 e p,(0) = /2mEy(0)
(a razao desta escolha ficard mais clara posteriomente). Entao, evoluimos, usando
um integrador numérico simplético [43], as condigdes iniciais de H. com (z(0), p.(0))
de Hy. Calculamos Hj para cada instante, para cada condicao inicial, e tomamos a
média.

Na figura 4.3, podemos observar a evolugao temporal de Ey(t) com o sistema
Nelson como reservatorio. A energia inicial foi escolhida de tal forma que o sistema
Nelson fosse regular (ver figura 2.1a). Vemos que a energia média evolui de forma
oscilatéria e verificamos que isso acontece inclusive para tempos muito maiores que
os mostrados na figura. Ja na figura 4.4, foram escolhidas duas condigoes iniciais
distintas na superficie de energia F.(0) = 0.38. Vemos, portanto, que para uma tnica
realizacao, a energia do oscilador flutua devido a interacao com o sistema cadtico.
Como discutimos no Capitulo anterior sobre o movimento Browniano, quando as

flutuagoes sao consideraveis, nao é possivel observar efeitos dissipativos em um tnica
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0.6 0.6 0.6 0.6

0.4 Lo.4 0.4 Lo.4
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Figura 4.4: Resultados numéricos para a evolugao temporal de Ey(t) para Ey(0)
/E.(0) = 1.0 para duas condi¢bes iniciais distintas do sistema Nelson (a e b), com
E.(0) = 0.38. Os parametros do modelo sao m = 200.0, wg = 0.005 e v = 0.006.
Ty = 1/wp ~ 1260.

realizacao. A figura 4.4 mostra que esse pode ser o caso aqui.

As figuras 4.5 e 4.6 mostram os resultados da energia média para valores di-
ferentes de Ey(0). Vemos que o efeito médio da interagdo com o sistema caético
¢ uma "termalizagao”da energia média, o que nao é um resultado 6bvio para um
sistema de poucos graus de liberdade. Mostraremos mais tarde que, considerando
um regime de resposta linear, para o sistema caético, Fy(0)/E.(0) definird a taxa
inicial da variagao da energia com o tempo. Vemos que o comportamento da energia
média é muito semelhante ao da particula Browniana usual num potencial externo

harmonico, como apresentada na figura 3.1.

4.3 Resposta Linear

Podemos tentar descrever o comportamento de (Ey(t)) em escalas pequenas de
tempo e acoplamento fraco através da Teoria de Resposta Linear. Esta teoria, como
mencionado anteriormente, pode ser encarada como uma teoria de perturbacao para
as distribuicoes de equilibrio.

Vamos calcular (Ey(t)). De (4.1) temos

2(t) + wiz(t) = ——x(t), (4.6)
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a 0 2 4 6 8 10 b 0 3 6 9 12 15
0.15 L L L L 0.15
0.40 F0.40
0.12 Fo.12
0.36 ] Lo.36
A A 0.09 10.09
= =
% 0.324 Fo.32 5
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v V' 0.06 Fo.06
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Figura 4.5: Resultados numéricos para a evolugdo temporal de (Ey(t)) para Ey(0)
/E.(0) =1.0e Ey(0)/E.(0) =0.1 (aeb), com E.(0) = 0.38, para o sistema Nelson.
Os parametros do modelo sao m = 200.0, wy = 0.005 e v = 0.006. Ty = 1/wy ~ 1260.

a 0 10 20 30 40 50 b 0 5 10 15 20 25 30
28 . . . . 28
24 24
24 L24
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A 20 k20 A
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w L1 16
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16 16 v
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12 12
. . . , 08 . . . . . Los
0 10 20 30 40 50 0 5 10 15 20 25 30
-2 -2
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Figura 4.6: Resultados numéricos para a evolugdo temporal de (Ey(t)) para Ey(0)
J/E.(0) = 5.0 e Ey(0)/E.(0) = 0.2 (a eb), com E.(0) = 5.0 ea = 0.1, para o
sistema Quartico. Os parametros do modelo sao m = 10.0, wy = 0.01 e v = 0.01.
Ty = 1/wy ~ 628.
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cuja solucao é

2(t) = zq(t) — L [0 dsx(t — s)a(s) (4.7)
X(t . S) _ sin [wi))(()t—s)] ‘

Derivando a expressao acima para z(t), temos

po(t) = poy(t) — v [7 dsT(t — s)x(s) (4.8)
[(t — s) = cos [wo(t — s)].

24(t) e ps,(t) sdo as solugdes desacopladas com a escolha z(0) = 0. Entao

2q(t) = 2% sin (wot)  ps,(t) = p2(0) cos (wot) (4.9)
p.(0) = \/2mEy(0).

Portanto, podemos calcular (Fy(t))

(p2(t)) = p2,(t) — 292, (¢ )/ dsI'(t — s)(2(s)) +

/dS/duFt—s (¢ — u){r(s)e(w) w1)
(z*(t) = za(t) _Ezd( )/0 dsD(t — s)(x(s)) +
:1—22 /0 ds /0 Qul(t — )t — u)((s)z(w). (4.12)

Da Teoria de Resposta Linear

(1)) = (x(t))e — 7 / dsdu(t — 8)2(s). (4.13)

(x(t))e = 0 pois H.(—x) = H.(z). Considerando V; perturbativamente para H,
usaremos (4.13) em (4.11) e (4.12), tomando somente termos menores ou iguais a
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ordem ~2. Portanto, temos
W) = P+ 27%0) [ @sti—s) [ dubnls et +
/ds/ dul’(t — s)I'(t — u){x(s)z(u))e (4.14)
0 = 0+ a0 [ asnie—s) [ Qs )zt +
T s [ dute = e - atsget. (115

As expressoes (4.14) e (4.15) sao validas para o oscilador harmoénico interagindo
com qualquer outro sistema através de um potencial perturbativo V;. Estas ex-
pressoes mostram que, depois de tomar a média, toda a informacao sobre o sistema
interagente estd contida nas fungoes (z(0)z(t)). e ¢.(t). Se o sistema interagente
é integravel, com poucos graus de liberdade, as fungoes mencionadas acima serao
funcoes oscilatérias. Para um sistema cadtico, no entanto, essas funcoes caem expo-

nencialmente com o tempo, levando a resultados qualitativamente distintos.

4.3.1 Potencial Nelson

A funcao resposta ¢,(t) é dada por (ver Capitulo 2)
o:(t) = ({x(0),2(t)})e = /dxdydpxdpype{x(()),x(t)}
= / dedydp,dpy{pe, ©(0)}x(t)

dzdydp,dp, x(t) d(H.— E.(0))

1 0
S (E:(0)) / 9p2(0)

O S(H,— E,0) (4.16)

drdydp,dpy z(t)p.(0) 77 O

)
S(E:(0))
{.} é o parénteses de Poisson. Esta integral pode ser feita explicitamente mudando

para uma variavel ortogonal a superficie de energia, H,., e outras ao longo da su-

perficie de energia, &, 6 e

(
— <px(0)x(t)aj/ch>e+<3i[c(px(0) (t))> ’ (4.17)

e
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na qual, © = (£,0, ), J = J(H.&,0,p) é o Jacobiano da transformagao e a derivada
¢ calculada em E.(0) (ver apéndice C). Para o sistema Nelson J = H.fy(0©), ¢ a

funcao resposta simplifica em

outt) = L 4 (L p0)at)) (419

Faremos a aproximacao

(550t} ~ P, (1.19)

o que significa uma dependéncia linear com E préximo a E.(0). Entao

2

¢x(t) = m<px(0)x(t)>ea (420)

que ¢ similar a func@o resposta canonica [39].
Tomando os ajustes dos resultados numéricos de (z(0)z(t))e e (p.(0)z(t)). e
considerando 2 &~ w e k =~ «, obtemos de (4.10), (4.14) e (4.15) o seguinte resultado

(Eo(t) = Eol0) + (B + At + (1) + g(t). (1.21)

—at

onde f(t) é uma funcao oscilatéria, ¢g(t) é proporcional a e~ e B é uma constante.

O resultado importante é o coeficiente A

o FEo(0
m(wé +w?+a?) — —E‘)Eoi]

[(wo — w)? + a?][(wo + w)? + 2]

A =4pwa (4.22)
Se A > 0, o sistema de interesse absorve energia do sistema cadtico. Se A < 0 ocorre
o inverso e se A = 0 temos uma situacao de equilibrio.

A eq.(4.21) descreve qualitativamente a evolugao temporal, para escalas curtas
de tempo, como uma funcao oscilatoria mais uma funcao linear. Além disso, A de-
termina que, dada E.(0) (e, como conseqiiéncia, dados o, 3, w e o) e wy, Fo(0)/E.(0)
é responsavel pelo aumento ou diminuicao da energia média. A condicao

E(](O) g

E.(0) = M—w(wg + w? + a?) (4.23)

¢ a condicao de equilibrio.
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Agora, vamos considerar a equagdo de movimento para z(t) sob o efeito médio

da intera¢do com o sistema caético. De (4.6) e (4.13)

5(1) + wia(t) = —%(x(t}), (4.24)
E(t) + wiz(t) = %/0 dsg,(t — s)z(s). (4.25)

Integrando por partes o termo de convolucao de (4.25)
5(t) + (wg - 722 <0)) A(t) + %2 /0 CAsF(t — $)3(s) + %((»F(t) ~0 (426)

F(t—s) = /dsgbx(t—s)

2ﬁe—k(t—s) '
= B0 o reos [ m sl +ksin[Q(e )]} (4:.27)

De (4.26), observamos que o efeito médio da interagdo produz uma corregao
harmonica no potencial original, um termo de dissipacao e uma forca externa que
pode ser anulada com a escolha z(0) = 0. Com esta escolha, (4.26) tem a forma
de uma equagao de Langevin média (pois nao hé forga flutuante). Gostariamos de
salientar a analogia e as diferencas entre os passos para a deducao de (4.26) e os
da secao 3.2. Aqui, a resposta linear do reservatorio nao é a resposta total. A
funcao F'(t), assim como 7y(t) na segao 3.2, também estd ligada a fungao resposta do
reservatorio. Aqui, porém, a expressao da fungao resposta foi tirada da dinamica
caotica.

Na figura 4.7, estao as comparagoes entre os resultados numéricos para (Ey(t))
(com e sem a corre¢ao harmonica —l;F (0)2?) e a expressao (4.21) mas conside-
rando somente os primeiros dois termos. Na figura 4.7a Ey/E. = 1.0, em 4.7b
Ey/E. = 0.25, em 4.7c Ey/E. = 0.1 e E. = 0.38 em todos os casos. Na escala
de tempo mostrada, o comportamento linear no tempo descreve muito bem os re-

sultados numéricos. A figura 4.7b mostra a situacao de equilibrio dada por (4.23).

Devido a corre¢ao harmonica, algum cuidado deve ser tomado na escolha dos
parametros livres do modelo para que o potencial harmonico efetivo nao seja ne-

gativo. Para a comparacao do resultado analitico com o numérico, os parametros



44 CAPITULO 4. ABORDAGEM CLASSICA
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Figura 4.7: (Ey(t)) para escalas curtas de tempo. A linha tracejada corresponde
ao resultado numérico sem a correcao no potencial harmonico, a linha pontilhada
corresponde ao resultado numérico com a correcao e a linha cheia corresponde a
(4.21) apenas com os termos constantes e o termo linear. Os parametros do modelo
para estes resultados sao m = 200.0, wy = 0.005 e v = 0.006 para SN. Ty = 1/wy.

Usamos cerca de 40000 condigoes iniciais.
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foram escolhidos a fim de que o termo ¢(t) de (4.21) va a zero rapidamente, isto é,
e~*/“0 ~ 107, e entdo, os termos linear e oscilante sdo as mais importantes contri-
buigoes. wy é escolhido entao por comparacao com «. Além disso, com F.(0) fixo

em (.38, os parametros «, (3, 0 e w estao fixos e escolhemos v e m de maneira que:

2

W — %F(O) > 0. (4.28)

4.3.2 Potencial Quartico

Da mesma maneira que no caso anterior, a funcao resposta do sistema Quartico

é dada por

00(0) = (0225 + (G 0)s(0) (4.29)

Porém, aqui J = Ho/” fo(©) (ver apéndice C). Portanto,
107 11 fo®)
TOH. 2 gyl 1

e ¢.(t) fica

outt) = LR 4 (S 00t (4:30)

No caso do potencial Quartico, podemos calcular explicitamente o segundo termo

pois a dinamica ¢é escaldvel com a energia [30] de tal maneira que

o= () 0 0= (gfy) 0 = ()

Portanto,
0 o H, \**
(5i57)  PhO0)

a—Hc(px(O)x(t)) = oL
3/4 2 (1
= S0+ (g ) 0 g s

O dltimo termo da equacao acima é dado por

E.(0) . oH, E.(0 e dH,
_ He \"' p(0)p,(#) ¢t _ o (0 (1)
E.(0) 4 BMoHEM! AE.(0) -
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Figura 4.8: (Ey(t)) para escalas curtas de tempo. A linha tracejada corresponde
ao resultado numérico sem a correcao harmonica, a linha pontilhada ao resultado
numérico com a corregdo harmonica e a linha cheia a Eq.(4.35) sem ¢'(t) e f'(¢).
(a)Eo(0)/E.(0) = 0.2 e (b) Ep(0)/E.(0) = 5.0. E, = 5.0, a = 0.1 m = 10.0,
wp = 0.01 e v = 0.01 para SQ. Ty = 1/w. Usamos 40000 condigoes iniciais.

Logo,

< 6iHc (.0 (t>)>6: 3 (pe(0)z(0))e , Hpe(0)pa(t))e (4.33)

E a funcao resposta fica

5 (pa(0)(t))e | 1pa(0)pa(t))e
4 E.(0) TR, 0 (4.34)
)

0)z(t))e, (Px(0)2(t) =(0)

Je € (P
pz(t))e para o potencial quértico, e calculando (FEy(t)) na aproximagao o = k =

Px(t) =

Tomando os ajustes dos cédlculos numéricos de (z(

mas w # () # v, temos

2

(Eo(t)) = Eol0) + L(B'+ &'t + £/(6) + 4'(1), (4.35)

na qual B’ é uma constante, f’(t) é uma fungao oscilatéria e ¢'(t) é uma soma de

at at

termos proporcionais a e~ e te~*. Como no potencial Nelson, o coeficiente linear

A’ é uma funcao da razao das energias iniciais

5000 | B8R +ut+a?) - n 2]
2 [(wo—w)?+ a?] [(wo + w)? + a?]

A = , (4.36)
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na qual
_ w0 =92+ ] [(wo + ) + 7]
A [(wo — w)? + a?] [(wo + w)? + a?] (4.37)
R (4.38)
p[(wo — Q)% + ] [(wo + Q)? + o] [(wi + £2)% 4 2% (wo + K) (wo — k) — 311

59 (o — v + 2P [(wo + v + 7T

Vemos que quando p = 0 (que significa nao ter o termo ¢(p,(0)p.(t))e/4E.(0))
e w = (), temos a mesma forma do coeficiente do potencial Nelson. O fator n, que
aparece devido ao ultimo termo de (4.34), pode ser menor que zero, impossibilitando

que (Ey(t)) decresga com o tempo. A condigao de equilibrio ocorre quando

Eo(0) _ 2A0 (w? +w? +a?)

A =0
~ E(0) 550 "

. (4.39)

Temos também uma equagao igual a (4.26) para o movimento do oscilador sob

efeito médio do sistema Quértico. Porém, a fun¢ao F(t) é dada por

Fli—s) = / dsou(t — s)

_ §)ek(t—9)
— 51(;0(0)()]{52 ) {kcos[v(t — s)] — vsin[(v(t — 9)]}
e—k(t—s)
_ 4Ec(lz))(k2 T 2)2 {(v* — k?) cos[v(t — 5)] + 2vksin[v(t — 5)]}
5ﬁe‘k(t—8) ‘
+ {Qcos[v(t — s)] + ksin[v(t — s)|} (4.40)

AE.(0)(Q2 1 k2)

Na figura 4.8, estao as comparagoes entre os resultados numéricos de (Fy(t))
(com e sem a correcao harmonica —XF(0)z%) e a expressio (4.35) considerando
apenas os dois primeiros termos. A concordancia entre os resultados analiticos e
numeéricos é razoavel. As oscilagoes tem amplitude maior que no caso do potencial
Nelson pois a escala de energia é diferente: E.(0) = 0.38 no caso do potencial Nelson
e E.(0) = 5.0 no caso do potencial Quartico. A condigao de equilibrio prevista nao

concorda com os resultados numéricos: na aproximagao o = k =k e w # Q # v,

A=0= gggg; = 0.35, e a figura 4.9 mostra que a razao de equilibrio esta entre 2.0

e 3.0. Se considerarmos w = Q # v, A/ =0 = g‘zgg; = 0.45, e no caso w = v # (),
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A =0= g‘zgg; = 0.55, ou seja, a condicao de equilibrio é bastante sensivel as
variagoes nas freqiiéncias. Portanto, se compararmos os resultados para o potencial
Nelson e Quartico, percebemos que, apesar do calculo analitico da funcao resposta
ser exato para o Quartico e aproximado para o Nelson, o ajuste das fungoes de
correlagao é muito mais preciso para o caso Nelson do que para o caso Quartico
(Xpn. ~ 107" e X} ~ 107%) e este pode ser o motivo da melhor concordancia
entre os resultados numérico e analitico para o potencial Nelson.

Assim como no potencial Nelson, os parametros escolhidos foram tais que ¢'(t)
vai rapidamente a zero. Para isso, wy foi escolhida de forma que e=*/“0 ~ 1077,
Com E,(0) fixo em 5.0, os parametros das fungoes de correla¢ao ficam determinados

e restam v e m que sao escolhidos de forma a satisfazer:

wp — EF(O) > 0. (4.41)

4.4 Tempos Longos e Equilibrio Térmico

Para tempos longos, o oscilador e o sistema cadtico atingem o equilibrio, no sen-
tido de que as energias médias correspondentes tendem a valores constantes. Isto
pode ser visto nas figuras 4.5 e 4.6 para o sistema Nelson e Quartico. A razao
entre as energias no equilibrio, a tempos longos, nao é necessariamente relacionada
a razao de equilibrio para tempos curtos, pois, efeitos nao-lineares sao certamente
importantes no primeiro. De maneira a caracterizar o equilibrio, é importante en-
tender a distribuicao de energia para cada sub-sistema. Devido ao nimero de graus
de liberdade envolvido, o oscilador nao deve seguir a distribuicao de Boltzmann.

Para obter as distribuicoes de energia numericamente, construimos histogramas
nos quais os valores de E, e FE. sao extraidos de cada trajetéria do ensemble para
um instante fixo longo. Os valores de energia sao divididos em intervalos e o niimero
de trajetorias do ensemble para as quais a energia do oscilador cai em cada intervalo
é contado. O mesmo processo é feito com respeito a energia do sistema cadtico. A
figura 4.10 mostra as distribuicoes de energia obtidas para o oscilador e para os siste-
mas cadticos. O eixo vertical mostra as contagens em porcentagens do niimero total
de trajetorias. Em ambos os casos, ¢ claro que o oscilador nao segue a distribuicao

de Boltzmann. Isto nao é surpresa, na verdade, pois o sistema caodtico é pequeno
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Figura 4.9: (Ey(t)) para escalas curtas de tempo. A linha tracejada corres-
ponde ao resultado numérico sem corre¢ao harmonica, a linha pontilhada ao re-
sultado numérico com corre¢do harmonica e a linha cheia a (Fy(t)). = Ep(0). (a)
Eo(0)/E(0) = 2.0, (b) Eo(0)/E.(0) = 2.5, () Eo(0)/E.(0) = 3.0 e Ey(0)/E.(0) =
3.5. E.=5.0,a=0.1,m=10.0, wg = 0.01 and v = 0.01 para SQ. Usamos 40000

condicoes iniciais.
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contagem (%)
contagem (%)

0 6 12 18 24 30 0 6 12 18 24 30
Energia Energia

Figura 4.10: (a)Histograma de Fy e E. no instante 8.10°, na situacao da figura 4.5a,
para 30000 condigoes iniciais. A linha tracejada corresponde ao histograma de Fj,
a linha pontilhada ao de E, e a linha cheia ao ajuste. (b)Histograma de Ej e E.
no instante 16.10°, na situacao da figura 4.6b. A linha tracejada corresponde ao
histograma Fj, a linha pontilhada ao de E, e a linha cheia ao ajuste. A energia esta
em unidades de E7/30.

(com dois graus de liberdade apenas) e sua energia é comparavel a do oscilador. A
distribuicao de Boltzmann surge naturalmente quando o sistema de interesse esta
em contato com um reservatério de muitos graus de liberdade [44], condigao que nao
é satisfeita aqui. Nesse contexto, nao é claro se uma temperatura pode ser definida
no presente caso. Retornaremos a essa questao mais adiante.

A distribuicao de energia dos sub-sistemas pode ser totalmente compreendida em
termos das densidades de estados. Para mostrarmos isso, assumimos duas hipdteses
que sdo comuns na fisica estatistica de sistemas de muitos graus de liberdade [44, 1].
A primeira é considerar que, no equilibrio, todos os estados do sistema total, eq.(4.1),
sao igualmente provaveis, isto é, a hipdtese de probabilidades iguais a priori. A
segunda hipdtese é assumir interacao fraca entre os sub-sistemas. O numero de
estados dN(E) do sistema todo, para o qual o oscilador tem energia entre F e

E + dE, pode ser escrito em termos da densidade de estados

n(e) = /dV 0(H(x,y,z) —e€), (4.42)

na qual H(z,y,z) é dada pela eq.(4.1) e dV = dadp,dydp,dzdp,. Desprezando o



4.4. TEMPOS LONGOS E EQUILIBRIO TERMICO 51

potencial de interacdo V; na eq.(4.1), podemos escrever dN(F) = n,(E)n.(Er —
E)dE, na qual n, e n, sao, respectivamente, as densidades de estados do oscilador
e do sistema cadtico, e Ep é a energia total.

Baseados nessas duas hipdteses, podemos calcular a probabilidade de que o osci-
lador tenha energia entre E' e E+dFE. A densidade de probabilidade p,(FE) é, devido

a primeira hipdtese, proporcional ao nimero de estados dN(E):
Po(E)dE x dN(E) = no.(E)n.(Er — E)dE. (4.43)
Da mesma forma, a densidade de probabilidade para o sistema cadtico é
pe(E)dE x n.(E)n,(Er — E)dE. (4.44)

Encontramos que n,(F) é uma constante e que n.(EF) o< E para o sistema Nelson e

n.(E) o< EY2 para o Quértico (ver apéndice C). Portanto, obtemos

o(E) o< (Ep — E
{ p EEi X é T ) para o Nelson (4.45)
DPe X
(§]
{ D EE)) X (Elj; ) para o Quéartico (4.46)
yZ¢ X

Estas expressoes s6 tem sentido no intervalo 0 < £ < Erp.

As linhas cheias da figura 4.10 mostram um ajuste linear, para o caso do sistema
Nelson, e um ajuste raiz quadrada para o caso do sistema Quartico. Os ajustes
concordam muito bem com os resultados numéricos. O decréscimo repentino das
distribuicoes dos sistemas cadticos para altas energias se deve ao vinculo de Ep ser
fixa.

Finalmente, com as eqs.(4.45) e (4.46), nés podemos também calcular a energia
média do oscilador no equilibrio e comparar os resultados com os valores das figuras
4.5 e 4.6. Temos

Er
E, = / ap B g (4.47)
; Z

na qual a constante de normalizagao é

7z - / Y AE p(B) (4.48)
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é Z = E2/2 para o Nelson e Z = 2E;/2/3 para o Quéartico. Obtemos entao
E, = Er/3 para o Nelson e E, = 2E;/5 para o Qudrtico. Das densidades de
probabilidades p., obtemos E, = 2E7/3 e E. = 3Er/5, respectivamente, para o
Nelson e para o Quéartico. Para os parametros das figuras 4.5a e 4.5b, obtemos,

respectivamente,
e £.(0)=0.38¢e E,(0)/E.(0) =1.0 = E, = 0.253,
e E.(0)=0.38e E,(0)/E.(0) =0.1 = E, = 0.139,
e para as figuras 4.6a e 4.6b, obtemos, respectivamente
e E.(0)=50c¢ E,(0)/E.(0)=5.0= E, =12,
e E.(0)=5.0e E,(0)/E.(0)=02= E, =24,

Em todos os casos, os valores numéricos das energias de equilibrio do oscilador sao
muito proximas a essas previsoes estatisticas.

Retornamos agora a questao da temperatura. Mostraremos que além de ser
possivel definir uma temperatura para nossos sub-sistemas, o equilibrio definido
pela igualdade dessas temperaturas resulta na mesma particao das energias médias
preditas pela analise estatistica acima. Primeiro, consideramos a definicao usual de

temperatura dada por

1 oS
na qual
S =kplnn(E), (4.50)

é a entropia e n(FE) é a densidade de estados dada por (4.42). O equilibrio térmico
entre o oscilador e o sistema cadtico implica que 9S,/0FE, = 0S./0E.. Contudo,
porque n,(E) nao depende de E, tem-se T, = T, = 0o, e a condi¢ao de equilibrio
fica sem sentido.

Estudos recentes [45, 46] propuseram modificagdes no célculo da entropia que,
apesar de irrelevantes para sistemas grandes, fazem muita diferenca para sistemas pe-

quenos. A ref.[45] sugere corre¢oes dinamicas do principio de Boltzmann (eq.(4.50)).
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Por outro lado, a ref.[46] argumenta que a entropia nas eqs.(4.49) e (4.50) deveria

ser modificada por

S@ = ]CB hlq)(E), (451)

onde n(F) = dq;SEE). E possivel mostrar que as eqs.(4.50) e (4.51) levam a resultados

idénticos no limite termodinamico, o que nao acontece para sistemas pequenos, onde

(4.51) é capaz de descrever bem os resultados de simulagoes numéricas.

Para o modelo em questdo, temos ®,(F) oc E, ®ys(E) x E? e ®g5(E) ox E3/2.
A condicao de equilibrio pode ser obtida igualando as temperaturas do oscilador
e do sistemas cadtico, calculadas com a entropia modificada na eq.(4.51). Para o

sistema Nelson, encontramos

O0ln (I)O(Eo) OJln (I)NS(EC) EO 1
_ o= 4.52
OF, OE, B2 (4.52)
e para o sistema Quartico
Oln (I)O(EO) . Oln (I)Qs(Ec) EO o 2
aEO = 8EC — E — g (453)

Estes resultados estao em completada concordancia com aqueles obtidos via den-
sidades de probabilidade. Considerando que nossas energias de equilibrio tedricas
descrevem muito bem os calculos numéricos e a concordancia entre essas energias
e as condicoes de equilibrio térmico, podemos concluir que a temperatura 7® é na
verdade um bom parametro para caracterizar o equilibrio.

Gostarfamos de mencionar também que nao é esperado que a funcao de distri-
buicao inicial, que é microcanonica somente nos graus de liberdade cadtico, evolua
para uma distribuicao completamente microcanonica sobre o sistema todo. Isto por-
que a dinamica do sistema todo é provavelmente mista, nao ergédica. Entretanto, a
concordancia entre as distribuicoes de energia para tempos longos com os célculos
acima sugerem que a dinamica é, pelo menos, aproximadamente ergédica, no sentido
de que trajetérias tipicas exploram grande parte da superfice de energia disponivel.

E interessante notar que ambas as analises para tempos curtos e longos permi-
tem uma determinagao das energias iniciais F,(0) e E.(0) tais que nenhuma troca
de energia ocorra entre os sub-sistemas, em média. Para tempos curtos, isso é
dado pela condigao A = 0, eq.(4.22) para o sistema Nelson. Para os parametros
da figura 4.5, essa condigao fornece E,(0)/E.(0) ~ 0.25. Para tempos longos, como
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Figura 4.11: (a) (E,(t)) para E.(0) = 0.38 ¢ E,(0) = E.(0)/2 = 0.19 para SN. (b)
Aumento do intervalo de tempo de 0 a 2 x 10° mostrando a dissipacao inicial de

energia.

E, = Er/3, impondo E, = E,(0) e Er = E,(0)+ E.(0), obtemos E,(0)/E.(0) = 0.5.
As duas estimativas claramente discordam, o que significa que, para tempos inter-
mediarios, correcoes nao-lineares a teoria linear se tornam importantes e mudam o
comportamento da energia média. Em outras palavras, a dinamica a tempos curtos é
completamente determinada pelas propriedades do sistema cadtico isolado enquanto
que o comportamento a tempos longos é ditado pelas propriedades estatisticas do
sistema completo. A mesma discussao se aplica ao sistema Quartico. A figura 4.11
mostra (E,(t)) para E.(0) = 0.38 e E,(0) = E.(0)/2 = 0.19. Esta é a condi¢ao para
nenhuma troca de energia em tempos longos, mas corresponde a uma situagao que
o oscilador deveria perder energia em tempos curtos. E é examente o que acontece:
o comportamento a tempos longos na figura 4.11a mostra que a energia média do
oscilador é, na verdade, aproximadamente a sua energia inicial. Entretanto, para
tempos curtos, figuras 4.11a e b, o oscilador claramente perde energia, reabsorvendo-
a mais tarde. A discordancia entre as condi¢oes de equilibrio em tempos curtos e

longos pode também estar relacionada a baixa dimensionalidade do sistema cadtico
[47].



Capitulo 5

Abordagem Quantica

5.1 Formulacao em Funcionais de Influéncia

Passemos agora a abordagem quantica do modelo proposto no Capitulo anterior.
Vamos considerar, primeiro, a situacao geral em que temos dois sistemas quais-
quer acoplados mas que somente um deles nos interessa. (Queremos uma descri¢ao
quantica desse sistema elimando, de alguma maneira, as coordenadas do sistema que
nao nos interessa. Uma forma de fazer isso ¢ usando o formalismo desenvolvido por
Feynman e Vernon[23] que trata esse problema de maneira eficiente, como ja foi mos-
trado em outros trabalhos importantes [21]. Nosso objetivo é considerar o modelo
do Capitulo anterior do ponto de vista quantico e mostrar que, da mesma maneira
que no caso classico, H,. pode influenciar a dinamica de Hy de maneira semelhante
a um sistema de muitos graus de liberdade. Assim como no caso classico, a escolha
de Hy como oscilador harmonico facilita os calculos. A escolha de V; também se
deve a sua simplicidade e a sua relevancia na modelagem do acoplamento de varios

sistemas fisicos.

Uma maneira de introduzir o formalismo de funcionais de influéncia criado por
Feynman e Vernon é construir a equacao de movimento do operador densidade
reduzido de H a partir do operador densidade de H. Denotando as coordenadas do
sistema cadtico por (z,y) = X e do oscilador por z e sendo () a funcdo de onda

do sistema todo, temos

AT = |(T))(H(T)| = e HT/4p(0)) (16(0) e T/ =

25
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= p(2(T), X(T), /(T), X(T)) =

= (2 XM (T, X')

= / dz(0)d='(0)dX (0)dX"(0) (=, X [e~7/%2(0), X(0))(=(0), X (0)[12(0))
((0)]='(0), X'(0))('(0), X'(0)[ 7", X)
/ dz(0)dz'(0)dX (0)dX"(0)K (2(T'), X (T), 2(0), X (0))¢(2(0), X (0))
E2(='(T), X'(T), 2(0), X'(0))¢" (+'(0), X'(0)), (5.1)

onde
K(z(T),X(T),=(0),X(0)) = /Dz(t)DX(t) exp [%S[z(t),X(t)]}, (5.2)
é o propagador de Feynman em termos de integrais de caminho [49] e
SE0.X(0] = [ dLE0.X(0)

= /0 di(Lo(2(1)) + Le(X (1)) + Li((1), X (2)))- (5-3)

Logo,
p(=(T), X(T),2(T), X(T)) =
= / dz(0)d2'(0)dX (0)dX'(0)Dz(¢t)D2'(t)DX (t)DX'(¢)
exp [% (S[=(t), X (1)] = S[='(t), X"(1)])| p(=(0), X(0),2'(0), X"(0)), (5.4)
onde

p(2(0), X(0),2'(0), X'(0)) = (2(0), X(0))y* (< (0), X'(0)). (5.5)

Vamos supor que, inicialmente, os dois sistemas estavam desacoplados e que o

estado inicial pode ser escrito como

p(2(0), X(0),2'(0), X'(0)) = po(2(0), 2'(0))pe(X (0), X'(0)). (5.6)

Definindo a densidade resuzida como

po(2(T), 2 (T)) = /dX(T)p(Z(T),X(T), Z(T), X(T)), (5.7)



5.1. FORMULACAO EM FUNCIONAIS DE INFLUENCIA o7

temos
po(2(T),2'(T)) = /dz(O)dz'(O)Dz(t)Dz/(t)
{ / dX (0)dX"(0)dX (T)dX'(T)DX (DX (1)5(X(T) — X'(T))
exp {%(SC[X(t)] — SJX' ()] + Si[2(t), X(t)] — S[[z’(t),X’(t)]
), X0 fexp [ 1 (Sa00] - S OD| 00200 639
onde

S = S0+ 8.+ 57

— /dtL0+/dth+/dtL1. (5.9)

Definimos entao o chamado funcional de influéncia

Flz, 2] = / dX (0)dX'(0)dX (T)dX'(T)DX () DX'(t)5(X(T) — X'(T))

h
pe(X(0), X'(0)), (5.10)

mﬂﬁwmm—MX®H&mew—&V@W%m

e a expressao para po(z(7T),2'(T)) fica

po(2(T),2(T)) = [ dz(0)dz'(0)J (2(T), #'(T), 2(0), 2'(0)) po(2(0), #'(0)),  (5.11)

onde
J(2(T),2(T), 2(0),2'(0)) = / Dz(t)D2'(t) F2(t), #'(¢)] exp[%(So[z(t)] — Solz'()])]
(5.12)
Primeiramente, vemos que a equagao (5.11) fornece o operador densidade re-
duzido no instante T'. Portanto, ela descreve a dinamica quantica do sistema de
interesse sob influéncia de um outro sistema. Justamente por isso, esse formalismo
também pode ser enquadrado na categoria da Mecanica Estatistica de nao-equilibrio.
Toda a informacgao sobre o sistema interagente estd contida no funcional F e
J (que chamaremos de superpropagador) é a integral de caminho do produto de

duas amplitudes: uma que guarda a informacao do sistema interagente e outra que
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da a evolucao usual do sistema de interesse quando desacoplado. Dessa maneira,
vemos que quando nao existe interacao entre os sistemas, 7 = 1 e J é o propagador
de Feynman usual para a evolucao temporal do operador densidade. Nosso obje-
tivo agora sera calcular J, ja que nele estd contida toda a dinamica do sistema de

interesse.

5.2 Calculo do Superpropagador

Vamos assumir que, inicialmente, o sistema interagente estd num autoestado de

energia ¢,(X). Isto implica que

pe(X(0), X'(0)) = ¢a(X(0))d5(X'(0)). (5.13)

Esta condicao inicial é o andlogo quantico da condicao inicial classica escolhida
para o sistema cadtico, ou seja, tanto classicamente quanto quanticamente, o sistema
caotico estd num ensemble microcanonico.

Outro fato importante de se mencionar é que L. nao é quadratica, logo, teremos

que tratar F de maneira perturbativa. Reescrevendo F, temos que

Flz, 2] = / dX(0)...DX'()8(X(T) — X'(T)) exp F(SC[X] - SC[X’])] x

h
; T
e [ ([ atteta(0) - 20/ 0)) [ aux O r 0D, (510
0
Expandindo até segunda ordem o termo de interagao, temos

Flz, 2] = /dX(O) .DX'(t)6(X(T) — X'(T)) exp [;(S [(X] — [X’])}

{1+ (_7?)/0 dt[z(B)a(t) — 2/ ()2’ (t)] (_”) / dt/ ds|z
()7 (t)][z(s)z(s) — 2/(s)7' (s )]}cba( (0))¢5(X'(0)). (5.15)

Esses termos podem ser calculados introduzindo conjuntos completos de autoestados

de H.. O resultado, que pode ser acompanhado em Feynman e Vernon[23], é

Flo, 2] =1— (%) X, /0 " dtle(t) — 20

_ (V_;) /0 ' dt /0 t ds[z(t) — 2'(t)][z(s)F; (t — s) — 2/ (s)Fu(t — s)], (5.16)
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onde
F,(t—s)= Z @ expliwpe (t — )], Wha = £y ; Ea, (5.17)
b
Xia = [ AX05(X)00,(X). (5.18)

e FEj sao as auto-energias do sistema interagente e x a coordenada de H,. presente
em V7.

Vamos desprezar os termos com X,, pois o efeito que eles causam é adicionar
um potencial V(z) = 7X,,z ao sistema de interesse. Além disso, todos os sistemas
caoticos de nosso interesse sao simétricos em x, o que implica que X,, = 0. Portanto,

a forma final para F é:

Flz, 7] =1— |z, 7], (5.19)

Qulz,2'] = —®[z, 7]

= 7—; /OT dt /Ot ds[z(t) — 2/ (t)][z(s) Fi (t — s) — 2'(s) Fu(t — 5)](5.20)
Considerando que o acoplamento é pequeno
Flz, 2" =1 = aulz, 2] = exp —ayz, 2] = exp {—%@[z, z']] (5.21)
Portanto, de (5.12), podemos escrever

J(z(T),2'(T), 2(0),2'(0)) = /Dz(t)Dz'(t) exp {%(S’O[z,z'] + i@[z,z'])] , (5.22)

Solz, 2'] = Solz] — So[#]. (5.23)
Definindo uma agao efetiva como
Seslz, 2] = Solz, 2] +i®]z, 2], (5.24)

vamos reescrevé-la em termos de novas varidveis r(t) = (z(t) + 2'(¥))/2 e y(t) =

z(t) — 2/(t) [41]
Serlr(t), y(t)] :/ dtmlr(t)y(t) — wir(t)y(t)]
iy / dt / dsy(Oy(s)F(t — s) — 2ir(s)Fl (E— Y], (5.25)
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onde separamos as partes real e imaginaria de F, como

F,(t—s) = F.(t—s) +iF, (t — s). (5.26)
Definindo
Slr(t), y(t)] = /OT dt {m[f“(t)y'(t) —wor(t)y(t)] + 297y(t) /Ot dsF, (t — S)T(S)} ,
(5.27)
= / dt/ dsy(t) "t —s) (5.28)
Temos que

J(r(T), y(T),7(0),y(0)) =
[ preyee {30000 e { o)} 529
Vamos resolver esta integral de caminho extremando S[r(t), y(t)] que é quadratica.

Consideramos um caminho vizinho ao caminho (r.(t),y.(t)) que extrema S. Esse

caminho pode ser escrito como

r(t) = re(t) + 0r(t) = re(t) + e17(t) (5.30)
y(t) = ye(t) + 0y (t) = ye(t) + e29(t) (5.31)
onde 7(T) =7(0) =0 e g(T) = y(0) = 0.

Logo,
g[re(t> + GIf(t)v ye(t) + 62@@)] =

/0 dtm|(Fe(t) + €17 (1)) (Ge(t) + €29) — wi (re(t) + 17 (1)) (ye(t) + €27)]

+272/0 dt/0 ds(ye(t) + e5(t))(re(s) + e17(s))F, (t — s) = (5.32)

= Slre(t) + ar(t), ye(t) + e2g(t)] = Slre(t), ye(t)] =
€1 {/0 dt m[7 (). (t) — w2 (t)ye(t)] + 272/ dt/ dsy.(t)7(s)F, (t — s)}

+éo {/OT dt m[r.(t)g(t) — wire(t)j(t)] + 29 / dt/ dsj(t)re(s)F, (t — s)}

+O(€1€2)
dAS dAS

= € + €9 de
2

d€1 + 0(6162). (533)
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Extremando, temos que

55 {sm) T af(t), ye(t) + eaff(t)] - S[re<t>,ye<t>1} _o (5.
€1 0U €9
S A
quando €y, €5 — 0 = dAs =0e dAS =0. (5.35)
dEl d€2

Para dAS/de; temos

dcils = /0 dtm[?(t)ye(t)—w%f(t)ye(t)]+272/0 dt/0 dsye(t)7(s)F, (t — s)

= (mi(t)ge(t))]o —/ dt m[7(t)jje(t) + wor (t)ye(t)]

+7/ dt/ ds 7(t)ye(s)F, (s — 1)

= - /0 dtr(){ [Ge(t) + wiye(t)] — 297 / tdsFa”(s—t)ye(s)}, (5.36)

0

onde usamos 7(T) = 7(0) =0 e fOT dt fOT ds =2 fOT dt fot ds
Como 7(t) é qualquer (satisfazendo as condigoes de contorno especificadas)

dAS 22 [
S_0o o)+ wle(t) — 21 | dsE(s — t)ye(s) = 0. (5.37)
dEl m Jo
Analogamente:

AS r :
ddeS = / dt m[r,(t)j(t) — wire(t) +27/ dt/ dsgi(t)re(s)F, (t — s)
2 0

= (i) - / at mlf (1 (t) + wlro(D)i(®)

1242 /0 " /0 Casi(t)r()E (t— $)
- - Carie) {0+ wir0) - 2 [ dsE(t o} 639

usando y(7') = g(0) =
Como §(t) é qualquer

dAS
d€2

2~2 [t
_ 0 = () + wln () — 2 / dsF," (t — s)ru(s) = 0. (5.39)
m Jo
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(5.37) e (5.39) sdo as equacoes que determinam o caminho que extremiza S[r(t), y(t)].
Vamos calcular ¢[r(t), y(t)]

Are(t) + ar(t), ye(t) + e2y(t)] =

= 1 / at / Aslye(t) + e (D)][ue(s) + 2 ()| (¢ — 5)

—%7/ dt/ dsye(t)ye(s

tore / at / As[G(E)yelt) + ye()F() Lt — 3)

+622 /dt/ dsy(t)

Portanto, de (5.12), temos:

J(r(T),y(T),(0),4(0)) =

Z i

0
et Slreyel o= h¢[yeye]/ Doy (t)Dér(t)e 5
0

FJ(t =)

E(t —8) = ¢[Ye, ye] + 20[0, ve) + @[, 7](5.40)

S[0r,8y] o~ 7 210v.ye] o~ 7 210Y,0Y]

(5.41)

Vamos mostrar que a integral de caminho de (5.41) é uma fungao dos instantes
inicial e final apenas, o que nao é ébvio devido & dependéncia funcional em y,(t).
Para isso, vamos discretizar os caminhos e reescrever a integral em (5.41) como

usualmente se faz com as integrais de caminho[49]:

exp { =S, 5y]}

- 5.%’—1)

exp {% {jv: €m<(57’j - 57“]-_1)56%-

j=1

—woérj 10y, — 1)

+7%€ Z ZéyjérkFa( k)} } (5.42)
j=1 k=1
onde or; = or(t;) e Fa( . = F, (t; — ty),
1 1« .
N L 2,2 _ !

exp {—ﬁw[éy, 5@1]} A exp { h ; 27 ;5%59’@(“)} ’ (5.43)

2 1o S
exp {_ﬁ¢[5y7 ye]} ~ exp { ﬁ Z Z yjyek ag— k)} (544>
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Agrupando as fases temos

- 1 .

exp {%5[57’, 5y]} exp {—ﬁap[éy, 5y]} A exp {—%UTMU}, (5.45)
T _ _ (0 p

U= (0ry...0ry0y1...0yN) M = , (5.46)
pr

onde p e r sao matrizes NxN.

Para a fase restante, temos a forma
2 T
exp —ﬁap[éy,ye] ~ exp [—A U], (5.47)

onde AT = (0 a) e a é um vetor N-dimensional.

Portanto, podemos escrever a integral de caminho em (5.41) como
./\//dUexp [-U"MU] exp [-A"U], (5.48)

onde dU = ddry ...ddry ddy; ... dynx € o elemento de volume. A solucao da equacao
acima é [22, 50]

1

1.

Como M tem o bloco superior esquerdo nulo, sua inversa terd o bloco inferior
direito nulo, logo, o produto AT M~'A serd nulo. Como toda a dependéncia com as
posicoes iniciais e finais estd em A, vemos que realmente o resultado da integral de
caminho em (5.41) é uma fungao s6 dos instantes final e inicial.

Dessa maneira, podemos escrever o superpropagador J como

o)., r0),4(0) = G 0) exp { 15Tl oo { bl . 550)

e G(T,0) pode ser obtida impondo que o operador densidade reduzido seja nor-
malizado. Para obtermos a expressao completa de J, s6 nos falta portanto, obter
os caminhos 7.(t) e y.(t) das equagoes (5.37) e (5.39). No caso de um sistema
integravel, podemos obter a fungao F, analiticamente pois conhecemos o espectro
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analiticamente. Faremos isso para o caso de um oscilador harmonico unidimensional.

Da definigao de F,, temos:
bla 2
Fy(t — ) = }b : %exp liwpa(t — 5)] | (5.51)

onde {|n)} sdo os autoestados de energia do oscilador harmoénico e & é o operador

posigao associado a coordenada x. Reescrevendo o elemento de matriz

(blzla) = \/5—(bl(@a+a")la)

Y %W@Ia — 1)+ (a+1)"*(bla+ 1)]

- 2mw [al/Qéb,a—l + (a + 1)1/25b7a+1] =

= [(b&]a)|? = ——[adpa_r + 2a72(a + 1)26y 0 104041 + (@ + 1)para], (5.52)

2mw
onde m e w sao a massa e a freqiiéncia do oscilador, respectivamente. Fazendom = 1
e substituindo (5.52) em (5.51) temos

1 .
Fot—s)=)_ ot + 2012 (a + 1)Y26 011 + (a + 1)0pq41] exp [iwpa(t — 5)]
b

- % {aexp [iwg—14(t — s)] + (a4 1) exp [iwat1.4(t — )]}

_ % {aexp {iM(t - 3)] + (a+1)exp {@'M(t - s)} }

h h
(5.53)
Lembrando que
E, 1 E, 1
= _z 1= %4 - 5.54
Tz T Tty (5.54)
a equagao (5.53) fica
1 (E 1 i 1 (E 1 i
F(t — N e W F Y ) () ) I (e A B L B ()
(t=9) 2w<hw z)eh T\ T2
1 | | 1 ( eliwtt=s)] _ gl=iw(t—s)]
— E. {liw(t=s)] [—iw(t—s)] -
e Bt e R 2
B, cos[w(t — s)] N i sin [w(t — s)]
C hw w 2 w

= FE(t—s)+iF, (t —s). (5.55)
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Substituindo a expressdo obtida acima para F, na equacao (5.39) temos

) +ira) - 2 [ {B M g

= fe(t)+w§re(t)—% sl =)l

.(s) = 0. (5.56)

O analogo classico do caso de termos um oscilador harmoénico unidimensional
como sistema interagente é descrito pela Hamiltoniana
2,2 W22

2
P mw p wx

H === = 5.57
2m+ 5 + yzz + 5 + 5 (5.57)

que fornece as seguintes equacoes de movimento

(1) + wiz(t) = —%x(t), (5.58)
F(t) +wia(t) = —yz(t). (5.59)

A solucao de (5.59) é

w

_ xd(t)—'y/otdswz(s). (5.60)

w

2(t) = {x(m cos (wt) + 229 i (m)} —y /0 t St =9l

Como no caso do oscilador harmonico a resposta linear é a resposta total do

oscilador sob efeito de uma perturbacao, temos que, no ensemble microcanonico
b sin[w(t — s)
w0) = o) [ 4T
0 w
t : t _
= —'y/ dswz(s), (5.61)
0

w

onde (z(t)). = 0 devido a simetria do oscilador.

Portanto, sob o efeito médio do oscilador:

A(t) + wiz(t) = ——(z(t)) =

= Z(t) +wiz(t) — %2 tds—sm [WS —s)]

2(s) = 0. (5.62)

Considerando que no limite cldssico, 7.(t) — z(t) [41], vemos que (5.56) é idéntica

a (5.62). Apesar do calculo quantico ser perturbativo até segunda ordem, no caso do
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oscilador harmonico, cuja Lagrangiana é quadratica, isso equivale ao calculo exato.
Mostramos, portanto, que o calculo quantico esta correto.

Assim como nos resultados cldssicos, vemos que integrando o termo de convolugao
de (5.39) por partes, obtemos uma equacao de Langevin que descreve um movimento
dissipativo para r.(t) quando F, (t—s) é uma funcdo que decai com o tempo. No caso
classico, vimos que isso é possivel para um sistema cadtico. Queremos agora saber
se em regime semicldssico, a funcio F, (t—s) para um sistema caético apresenta este
comportamento, diferentemente do que acontece, como vimos no caso do oscilador
harmonico, com um sistema integravel.

Podemos reescrever a funcao F, como
_ ({a]z(0)i(t)|a)

E,(t) = - = F.(t) +iF, (t). (5.63)
Para a parte real, temos
Q) = Fu(t)+ Er(l) = <a\ir(0f(t)la> n <a\ir(0):(t)|a>*
_ (al2(O)i(®)|a) | (al2®)2(0)]a) _ {al{2(0),2(t)} @) _
h S h h
S F() = (al {9:(0)27;(0} a)j (5.64)

onde {.} é o anticomutador. Para a parte imaginaria, temos:
(al2(0)z(t)|a)  (alz(0)(t)|a)"

2F, (t) = F,(t)—F:(t) =

h h
_ (af2(0)2@®)la) _ (al@(®)2(0)]a) _ (al [2(0), &(t)]|a) _
h h h
v {al[2(0), 2(t)] a)
= I, ()= o5 : (5.65)

onde [.] é o comutador.

As partes real e imagindria sao, respectivamente, os andlogos quanticos da funcao
de correlacao posigao-posicao e da fungao resposta. Vemos, entao, que o problema
quantico fica escrito em termos das versoes quanticas das mesmas fungoes do caso

classico. Nosso objetivo passa a ser o cdlculo semicldssico de F,(t).

5.3 Funcoes de Correlacao Semiclassicas

Como apresentado na segao anterior, para podermos finalizar o calculo do opera-

dor densidade reduzido, necessitamos de uma expressao semiclassica da fungao F,(t)
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que incorpore os aspectos da dinamica classica subjacente do sistema interagente.
Segundo (5.63), F,(t) pode ser encarada como um elemento de matriz semiclassico
de um operador. O céalculo de elementos de matriz semiclassicos é um assunto com
grande progresso [51, 52] e que formula seus resultados em termos de quantidades
da dinamica cldssica. Da mesma maneira, ja existem formulacoes semiclassicas da
Teoria de Resposta Linear [53, 54] com grande sucesso. Em particular, Richter [54]
calcula, para um sistema num ensemble canonico e com desordem, que os dois termos
mais importantes da transformada de Fourier da funcao resposta semiclassica sao,
primeiro, um termo suave que envolve uma funcao de correlacao puramente classica
da variavel dinamica do acoplamento e, segundo, um termo oscilante que fornece
a primeira correcao quantica que involve, como de praxe, as Orbitas periddicas do
sistema, seja ele integravel ou cadtico. Devido a estes resultados, esperamos que,
ao calcular as funcgoes semicldssicas de correlagao e resposta no ensemble micro-
canonico, encontremos também uma expansao dessa forma, na qual, basicamente,
tenhamos um primeiro termo simplesmente classico e uma corre¢ao em termos de
orbitas periddicas. Isso seria exatamente o que precisariamos para incorporar os efei-
tos do caos no cédlculo do operador densidade reduzido ja que, como vimos, as formas
classicas das funcoes resposta e de correlacao ja sao fundamentalmente diferentes
das respectivas no caso integravel.

Existem pelo menos duas abordagens principais para calcular F,(¢) semiclassi-

camente e que serao descritas a seguir.

5.3.1 Abordagem via Matrizes Aleatodrias

Da expressao (5.63) para [, temos

E,(t) = w => M exp (iwpat), (5.66)

que reescreveimos como

Fu(t) =)

{iwt] . (5.67)

‘xab|2 ex
n P n

Se admitirmos que estamos em regime semiclassico e que, portanto, os niveis de

energia sao muito proximos uns dos outros, podemos passar a expressao acima para
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o continuo da seguinte maneira
2:—*/dEﬂE>eww—%ﬁE—l%% (5.68)
b
na qual d(E) é a densidade de estados. Logo,

Fu(t) = % /0 T ABIg(E — E)Pd(E) exp [Z(E‘ihE)t} | (5.69)

A expressao acima pode ser explorada da seguinte maneira: tanto a densidade de
estados d(E) quanto o comportamento de g(F — E,) e E— E, podem ser obtidos via
os resultados de Matrizes Aleatorias para elementos de matriz e espacamento entre
niveis quando o sistema possui analogo classico cadtico. Esse método foi adotado

por Esposito e Gaspard [17, 18] em problemas similares e nao o abordaremos aqui.

5.3.2 Abordagem via Integrais de Trajetoria

Para calcular F,(t) via integrais de caminho, notamos que podemos reescrever

(5.63) da seguinte forma

(a]#(0)i

O Rt P COEOLTS (5.70)

sendo
p = la)(al, (5.71)

que é uma representacao da distribuicao microcanonica quantica na base dos auto-

estados de energia. Portanto, F,(t) pode ser escrita como

1

FMOZ%E:WﬂmﬂﬂWDZﬁﬁO@ﬁZ (O), (5.72)
b

St =

na qual, (.) denota a média no ensemble microcanénico quantico.

Embora no caso do ensemble canonico, as médias via integrais de caminho sejam
facilmente formulaveis devido a similaridade do peso de Boltzmann, e—PH , com o
operador de evolucao temporal, e—iflt/ " para o ensemble microcanonico, quando nao
conhecemos os auto-estados de energia (que é o caso aqui), temos uma complicagao

devido a forma geral do operador densidade microcanonico

p=0(E—H), (5.73)
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que temos que usar para calcular a média de um operador O qualquer
Tr Op = / deda! (2|0)2') (&'|6(E — H)|z). (5.74)

No entanto, Lawson [55] contornou essa dificuldade utilizando a seguinte repre-
sentagao integral para (5.73),

(2'|6(E — H)|z) = /00 dzeP* (/e 21 |), (5.75)

—00

na qual o elemento de matriz (z/|e~*#|z) tem a forma de um propagador com
z=t/h.

Utilizando (5.75), Lawson calculou com sucesso as expressoes para (x'|0(E —
H)|z), via integrais de caminho, no caso da particula livre e do oscilador harménico
exatamente, além de calcular correcoes para casos anarmonicos. Nossa intengao
é, utilizando (5.75), calcular as expressoes semicldssicas para as médias micro-

canonicas.
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Capitulo 6

Funcoes de Correlacao

Semiclassicas

Como foi mostrado no Capitulo anterior, F(t) e F, (t) sdo dadas por
/ (al{2(0), £(t) }|a) z (a|[2(0), £(t)]|a)
F. (t) = F (1) = q
0 L L) ). 20kl (6.
na qual {.} é o anticomutador, [.| é o comutador, |a) é um autoestado de energia

do sistema cadtico e Z(t) é o operador de posigdo na representacao de Heisenberg.

! . .
Podemos reescrever, por exemplo, F,(t) da seguinte maneira

ry = HIOLIING LS 00), 2001
b

2h

s ()
= 5 T(f(0p) = =5~ (6.2)

sendo p = |a)(a| uma representacdo da distribuigdo microcanonica quantica na base
dos autoestados de energia.
Seguindo Lawson [55], vamos escrever p como (a menos de uma normalizagao)
0o R 1 0 A
p= / dzexpli(E, — H)z] = 7_1/ dsexpli(E, — H)s/h], (6.3)

— 0o — 0o
na qual escrevemos z = s/h, tendo s dimensao de tempo. Devido a correspondéncia
que queremos estabelecer com os analogos classicos dessas fungoes, optamos por
escrever os tragos usando a representacao de Wigner-Weyl[56], na qual, um trago

como aquele em (6.2), pode ser escrito como

(05 = [ Gha H@EOW D, (6.4

71
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onde (¢, p) sao coordenadas canonicamente conjugadas, D é o nimero de graus de
liberdade, f(q,7;t) é a transformada ou simbolo de Weyl do operador f(t) e W (g, p)
é a fungao de Wigner associada a p.

Vamos mostrar como podemos chegar a (6.4). Como p diz respeito ao sistema
caotico que possui 2 graus de liberdade apenas, podemos expandi-lo nos autoestados

de posicao da seguinte forma
ft) = [ adad )15 01d) ). (6.5)

Inserindo as completezas dos momentos temos

— — — — —

1 A e A exco L L1 - o T N T (o
F0) = g [ WP exo {7 - 7 O (66)

pois
e (6.7
= _—exp| =p- .
jd que ¢ = (¢z,qy) € D= (P, Py)-
Fazendo,
2=p'+p  T=p —p
20=q"+q¢ d=q—q |, (6.8)
tem-se
peod—p ¢ =pi-q7 (6.9)
e portanto
f(t) =

ﬁ / dgdy / di exp (gp u) (@— @/2 ()T + /2) x

o T, S\ o S o o
[avew (ﬁq-v) 15— 325+ /2]
1

- G JRLT NG ) (6.10)
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Portanto, com f(t) dado por (6.10) e como o traco independe da base, temos
Tf ()] =
1 1Apf (q, p; Fdor
W/dqdpf(q,p; t)/dvdv exp(

?

7- v) (15— 5/2)(5 + 7721510,

(6.11)

>t

Como,
(WP —/2) = 60" — p+7/2), (6.12)

implica que

(0] = s [ G0 [ avesp (17-0) (4 072007 - 2. (6.13)

Podemos mudar de representacao de tal maneira que

, [ , U L\ s aniae
/dvexp (ﬁq‘v) (p'+v/2|plp — v/2) = /dueXp <ﬁp-U) (q—u/2|p|q + u/2)
= W(q,p) (6.14)

¢ a fungao de Wigner associada a p.

Feito isso, temos agora que calcular semiclassicamente f(q, p;t) e W({, p). Come-

caremos por f(q,p;t)

fant) = [ diew (1) @ a2liela+ a2 (6.15
No caso de f(t) = —i[£(0), 2(t)], tem-se
fapn = [ dvew (35- u) (- @2(E (1) — 2T+ T/2)

— o0

- S

= [ aiew <%ﬁ_ u) (—ua) (T — 2060 |7+ /2)

_ h;i { /_ Zdﬁexp (%ﬁﬁ) (cf—ﬁ/2!i:(t)|c7+ﬁ/2>}. (6.16)

O termo entre chaves fica

/ dil exp <%ﬁﬁ)/ dF(q — @ /2|7 (Flae M G+ 7/2)

[e.e] e}

= / dﬁexp(%ﬁ-ﬁ)/ dr e K*(r, ¢ — u/2;t) K (7, ¢+ @/2;t)  (6.17)

[e.e] (e}
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na qual 7= (z,y) e K(7,r;t) = (Fle"A/"|17) é o propagador de Feynman.

Como foi dito anteriormente, nao temos acesso, analiticamente, as grandezas
quanticas exatas do sistema cadtico, ou seja, nao temos a expressao analitica para
K. Por isso, a integral em 7 em (6.17) sera feita semiclassicamente (ver apéndice
E). Primeiro, substituimos os propagadores K por suas formas semicldssicas K.
Em seguida, calculamos a integral em 7" por fase estaciondria. A condicao de fase
estacionaria nos impoe que os caminhos que contribuirao mais serao os que partem

de ¢— /2 e + 1/2 e chegam a ¥ num tempo t, de tal maneira que
ViR (T, q — 1@/2) — VeR/(T, ¢+ 1/2) =0, (6.18)

na qual Ry, e R, sdo as funcdes principais de Hamilton que aparecem nas fases de K
e K*. Como os gradientes dessas funcdes correspondem aos momentos finais, (6.18)
impoe que os momentos finais tém que ser iguais.

Se o ponto final da propagacao é o mesmo e os momentos finais também, isso
significa que os pontos iniciais também devem ser iguais. Portanto,

/ A7 e K*(F, § — @/2; ) K (F, §+ @/2; 1) =~ x(q, p t)0(—1), (6.19)

o0
na qual x(q, p}t) é o caminho estacionario.
Voltando em (6.16) temos que

0

(g pit) = Zhapx

Z(q, pi t). (6.20)

Relembrando que o parénteses de Poisson {z(0),x(t)}, em termos das condigoes

iniciais, é dado por

~—

~ 0x(0) Ox(t)  0x(0) Ox(t)  Ox(t
{2(0),z(t)} = 02(0) 9p=(0)  Ipa(0) 9x(0) ~ Ip.(0)’ (6.21)

reconhecemos que
F(@ p;t) =~ ih{xz(0), z(t)}, (6.22)
ou seja, em ordem mais baixa, f é proporcional ao parénteses de Poisson.

No caso de O(t) = {X(0), X(t)}, tem-se

rane = [ ates (§5a) (6 @20XX0 + XD+ a/2)

e}

= / di exp (

SIe

7. u) 20, (i — /2K (1|7 + 7/2). (6.23)
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Substituindo (6.19) em (6.23) tem-se

F(@, 7 t) = 2q0 2(q, pi ) = 2x(0)x(t). (6.24)
Resta calcular a fun¢ao de Wigner semiclassicamente. De (6.14) e (6.3), tem-se

L[>~ . '
W(q.p) = ﬁ/ dtelEt/h/dﬁexp <%ﬁ- ﬁ) K(G+i/2,§—11/2;t). (6.25)

Para fazer o célculo semicldssico, seguimos Berry [57], substituindo K por sua ex-
pressao semiclassica e, em seguida, realizando as duas integrais por fase estacionéria.
Como sempre, ha dois tipos de contribuigoes, a classica, que fornece uma funcao delta

sobre a superficie de energia, e a de drbitas periddicas, ou seja:
W(q,p) = 6(E — H(q.p)) + Wi(q. pi E), (6.26)

na qual WW; representa a correcao de orbitas periddicas na superficie de energia F.
Voltando ao calculo do trago, podemos escrevé-lo agora em termos de uma ex-

pansao semicléssica

e [ A5 1)
+ g | VTR OW @5 ) (6:27)

Usando as expressoes semicldssicas de f(q, p;t), vemos que o primeiro termo de (6.27)
nos da expressoes, a nao ser por uma normalizacao, idénticas as fungoes de correlacao
e resposta. Ja no segundo termo, é apropriado usar as coordenadas utilizadas no

céalculo do trago da funcao de Wigner semicldssica. Seguindo [57], tem-se

/ AGapY (. )W ZA cos (S,(E) /B + ;) ]4 dr F(5(7). (7))
(6.28)

na qual, A; é um constante que depende de propriedades da érbita j, S;(E) é a
acao da drbita j com energia F, v; ¢ um ntimero que contabiliza os pontos focais da
orbita e a integral fechada significa a integral em um periodo da 6rbita periddica j.

Resultados andlogos a este podem ser encontrados, por exemplo, em [52].
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Para calcularmos <O(t)), temos também que calcular o trago de p, ou seja

Twmzzaﬁggfdaww«@m, (6.29)

que é o traco da fungao de Wigner. Fazendo isso semiclassicamente temos [57]

Tr(f) =

[ne(E) + ng(E3 R)],
(6.30)

1 s =
s [ ARFS(E — H@) + 0, (Eih) -

(2mh) (2mh)?

ou seja, o primeiro termo ¢é a densidade cléssica e o segundo a densidade de niveis

semiclédssica de Gutzwiller. Calculando a média

_ TO®)p _ fUE ) + fFUE )

OON =0 ™ B+ By (031

na qual denotamos
f%&wz/ﬂﬁW@ﬁw&E—H@m> (6.32)
f%Eﬁ%=/ﬂﬁwﬂ@ﬁOWM@ﬁE) (6.33)

No denominador de (6.31), n, é menor que n, pois é de ordem i menor. Logo,

reescrevendo o denominador como

o(E) + nyg(E; )] ™! = no(E)~ {1 + TE))] . ne(E)™! {1 - ”Z(;EE?)] (6.34)

Substituindo (6.34) em (6.31), temos

Ao L FUED) T ng(BsR)] L FUE Y [, ng(E5h)
ow=LER i-n P LG - e
ou, de outra forma, retendo sé6 os termos de ordem mais baixa em A,
A (= _ ng(E; h) fH(E;) _ ng(E;h)
Oy = (@ e [1- “LEN] L LED _mlBU)

na qual,
(f(@.0t)a. = [ dgdpf(q.p;t)6(E — H(4.p))/ [ dGdpd(E — H(q, 1))
fUE hit) = 32,5 Ajcos (S5(E)/h+ ;) Fy(t)
Fy(t) = $ dr f(q;(7), pj(7); 1) (6.37)
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Vemos que Fj(t) é uma func@o periédica no tempo pois é calculada sobre a j-ésima
orbita periodica.

Podemos finalmente calcular as expressdes semiclassicas para F, () e F(t). Co-
mecemos por F.(t). De (6.1) e (6.24), temos

|
Q

+ ZA cos ( /h+%)%d7%(7’)%(7+t)~
(6.38)

Para F, (), de (6.1) e (6.22), temos

v (0®)  ({2(0),2()})a. ng(E; h)
Foh) =55 = 2 {1_ nc(E)]

ZA cos ( /h—l—%)%dT{Qj(T)yq]'(T*‘t)}

(6.39)

2nc

Vemos de (6.38) e (6.39), que as expressoes semicldssicas de F., (t) e F,(t) sdo,
essencialmente, em mais baixa ordem em /, suas contrapartidas cldssicas mais duas
corregoes: uma em aplitude, dada pelo termo ng,(E;h)/n.(E), e outra em O6rbitas
periddicas. A dependéncia temporal da primeira correcao é dada pela dinamica
classica e, como vimos no Capitulo 4, decai exponencialmente, enquanto que a se-
gunda correcao é a soma de fungoes oscilantes calculadas nas dérbitas periddicas.
Portanto, as expressoes semicldssicas de F,, (t) e F,(t) carregam em si a dependéncia

temporal caracteristica de um sistema regular ou cadtico.
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Capitulo 7
A Dinamica Quantica

De posse dos resultados derivados nos dois Capitulos anteriores, pretendemos
mostrar, finalmente, qual é a dinamica quantica do oscilador devido a interagao com
o sistema cadtico. Em especial, mostraremos que dissipacao e perda de coeréncia sao
efeitos resultantes dessa dinamica. A situacao em que sistemas cadticos fazem o pa-
pel de ambientes que, do ponto de vista quantico, induzem dissipagao e descoeréncia
tem sido abordada com freqiiéncia na literatura recente[59, 60, 61]. Como foi mos-
trado no Capitulo 5, é necessério resolver duas equacgoes integro-diferenciais para se
calcular o superpropagador, objeto principal da dinamica quantica no formalismo

adotado aqui. Essas equacoes sao

2’}/2 t "
Po(t) + wire(t) — - / dsF, (t — s)re(s) =0, (7.1)
2’}/2 Ot "
G (1) + waye(t) + o dsE, (t — s)y.(s) =0, (7.2)
0

Vamos aqui fazer o calculo mais simples, considerando apenas o termo de or-
dem zero de F, (t), ou seja, ¢,(t)/2. Substituindo isso em (7.1) e (7.2), podemos

reescreve-las como
2 t 2
2

Fo(t) + Q2o (t) + w ) dsF(t — s)ie(s) = —Ere(O)F(t), (7.3)
)b - 1 [asFu- i) = Tu@F@, (1)
na qual, Q2 = wg —v?*F(0)/m e x3 = w2 +v*F(0)/m e F(t) é

F(t) = / ds(t — 5). (7.5)

79
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Obtemos (7.3) e (7.4) integrando o termo de convolugao de (7.1) e (7.2) por partes.

Lembrando que ¢, () vai como e~ sin (wt) (para o caso do sistema Nelson que
¢ mais simples), as equagoes (7.1) e (7.2) s@o mais convenientes para achar r.(t) e
Ye(t) com a forma citada acima para ¢,(t). Se fizermos alguma aproximacao para
$.(t) como, por exemplo, desconsiderar a oscilacio em w, tal que F(t) ~ e~

entdo, as egs. (7.3) e (7.4) sdo mais convenientes.

7.1 Equacoes de Movimento

Vamos, portanto, resolver (7.1) e (7.2) para o caso do sistema Nelson apenas.

Tomando a transformada de Laplace de (7.1), obtemos

(s +Q2) — %ém(s) 7o(s) = sr(0) 4+ 7(0). (7.6)
na, qual
Fs) = £{f (1)} (.7
¢ a transformada de Laplace de f(t). Como ¢,(t) é muito bem descrita por
6.(0) = g7 o O)e(). = A=V sim ), (7.5)

(7.6) pode ser escrita como

s[(s + a)? + w?r(0) + [(s + a)? + w2]7'"(0)‘

) S T @ B)l(s + )7 + 7] T s

(7.9)

O teorema de Heaviside estabelece que se P(s) e Q(s) s@o polindomios tais que

P(s) é de ordem mais baixa que Q(s), entao
P "~ P(s
E—l |: (8):| _ Z (Sl) esit’ (710)
Q) I

s) Q'(si)
na qual s; sdo as raizes de Q(s) = 0 e Q'(s) é a derivada de Q(s) com relacdo a s.

Portanto, temos que encontrar as raizes de

(s> + w))[(s + a)® + w?] — ;Aw =0. (7.11)
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Escalando (7.11) por «, obtemos

[x2 i (@)2} {(x T1)?2 4 (f)z] _ A 0, (7.12)

« o m ol

com z = s/a. Da segao 4.1.1,

2 2 2 A
(ﬂ) ~1.6x 1072 (f) ~25 Ll x3x1072 (7.13)
a a m o
e as raizes de (7.12) séo
1 = —1.00 —i5.00 x9 = —1.00 + ¢5.00
T3 = —4 x 107° —40.12 Ty = —4 x 107° 440.12, (7.14)
Multiplicando essas raizes por a, obtemos
S1 /R —a — W So R —a + tw
S5~ —N — iwg sy~ —A + wp. (7.15)

O mesmo procedimento pode ser aplicado a (7.2). A transformada de Laplace de
(7.2) é dada por

s[(s + @) + wy(0) + [(s + @) + w?y(0)

ju(s) = Lt bt (7.16)
{(s2+D)[(s + a)? + w?] + T Aw}
e as raizes sao
S1 R —a — W S R —a + iw
53~ A — 1w sS4~ A+ iwp. (7.17)

Antes de apresentarmos a expressao para A, gostariamos de chamar a atencao
para as duas primeiras raizes de (7.15) e (7.17). Como estamos interessados em
escalas de tempo tais que t ~ 1/wq, s1 e sy s@o solugoes transientes e somente s3 e
s4 sdo importantes. Se voltarmos para as equagoes (7.3) e (7.4) e considerarmos que

re(t) e y.(t) variam na escala de tempo ¢ ~ 1/wp, podemos reescrevé-las como

Fe(t) + 207 (1) + Qgre(t) = 0, (7.18)
Jje(t) — 2A9e(t) + Xgye(t) = 0, (7.19)
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nas quais os termos proporcionais a F'(t) foram desprezados (pois eles vao a zero

para t ~ 1/wg) e os termos de convolugao foram aproximados da seguinte forma

t t
/ ds F(t — 8)7e(s) & 7¢(t) tlim dsF(t — s). (7.20)
0 —>Jo
Portanto, A é dado por
2 t
A= 3 tlirgo/o dsF(t — s). (7.21)
Aplicando a transformada de Laplace em (7.18) e (7.19), obtemos
s+ 2A 1
S(e) — : 22
") s2 +2As + Qg’"m) T 2As Qgr(o)’ (7.22)
s —2A 1
y(s) = 0 7(0 7.23
9(s) s2+2As+ng( )+s2+2As+ng( ) (7.23)
cujas raizes dos denominadores sao, respectivamente,
S1 — —A— iwo SS9 = —A + iWQ, (724)
e
S1 — A— in SS9 = A + iWQ, (725)

pois Q2. x2 > A e Q2 ~ x2 ~ w?. Portanto, comparando (7.24) e (7.25) com
(7.15) e (7.17), concluimos que as equagoes (7.18) e (7.19) descrevem muito bem o
comportamento de (7.1) e (7.2) para t ~ 1/wy.

As solugoes de (7.18) e (7.19) séo

re(t) = {e_m cos (Qot) + QAOe_At sin (Qot)] r(0) + e_At%?Ot)f(O),
Ye(t) = {eAt cos (xot) — %em sin (Xot)} y(0) + eAtSinf(%t)y(O). (7.26)

Reescrevendo (7.26) em termos de (1), r(0), y(T') e y(0), fica
ro(t) = e {Sin [Qo(T —t)] F(0) + AT sin (Qot) T)} |

sin (Q207) sin (QoT") "
_ M sin [xo(7 — 1) AT sin (xo?)
R e e R ey o ey SR (0

que sera util para o calculo do superpropagador.
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7.2 O Superpropagador

Comecaremos por calcular a acdo S[r., y.] dada por

N 2

el = [ Atmli (0.0 = O ®) + Topele) [ asFLe = 9]
(7.28)

Fazendo a integracao por partes do tltimo termo, desprezando termos do tipo e~

e admitindo que F. (t — s) = ¢(t — 5)/2, (7.5) e (7.21), S[re, ye] fica

S[T& ye] = A dtm {rf’e(t)ye(t) - wgre(t>ye(t> - 2Aye(t>rfje(t>} . (729>

Portanto, (7.29) é consistente com as aproximagoes feitas para obter r.(t) e y.(t) em
(7.27) que, por sua vez, serao usadas na propria expressao (7.29).

Calculando 7.(t) e 9.(t) a partir de (7.27) e inserindo em (7.29), tem-se

Slre;ye] = (mwi K (T) —mA)r(T)y(T) + (mwg K (T) + mA)r(0)y(0)
—mwi L(T)r(0)y(T) — mwiN(T)r(T)y(0), (7.30)

na qual,

B 1 sin[(Q0 + x0)7]
K(T) = o o sl sin(xoT)’ (7.:31)

e AT [sin(QoT) + sin(xoT)]
(Qo+ x0) sin(QT) sin(xoT)
AT [sin(QT) + sin(xoT)]

NT) = o) sl sin(oT) (7.33)

(7.32)

Temos que calcular também ¢[y., y.] dada por

ol =" [ dtute) [ s FL(t — s)uu(s). (7.34)

. . " . .
Assim como feito para F,, vamos tomar somente o primeiro termo de (6.38), ou

seja, consideraremos

Fi(t) = @ (t))a. = %e‘o‘t cos (wt), (7.35)
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na qual, B é uma constante. Sendo assim, devido a escala de tempo que estamos

interessados
t , t , B/
/ a5 Ey(t = $)yels) ~ e(t) Fim [ s Fi (6 — ) = () - (7.36)
0 —>Jo
o que implica que
2Bl T
o) =55 [ ano. (7.37)
0
Usando (7.27) em (7.37), tem-se
2B/
OlYe: vel = Vh [A(T)y*(T) + B(T)y(T)y(0) + C(T)y*(0)], (7.38)
na qual,

.\ 2,-2AT 2 1 12) _ A2 _ :
A(T) = [—xge + (A" +x5) — A 00? (22X0T) Axosin (QXOT)’ (7.39)
4A (93 + A?)sin® (xoT)
[—x2 sinh (AT) cos (xoT') + Axo cosh (AT) sin (xoT)]

B(T) = A4
(T) A2 + A2)sin? (xoT) ’ (7.40)
2 2AT 2 2 2 _ ‘
oT) = Ixge™™ — (A + x§) + A cos §2§0T) Axpsin (2X0T). (7.41)
4N (Q2 + A?)sin® (xoT)

Portanto, tendo calculado S [T, Ye] € OlYe, ye| € definindo

Ky(T) = mwy K (T) £ mA L(T) = mw3L(T) N(T) = mwiN(T)
an="Pary  so=2sr)  am =",
(7.42)

o superpropagador fica

D) ()70, 5(0) = GT0) exp { 15Tl exp{ ol

— G(T,O)exp{%ffg(T)r } { % }x
exp{% [Kl(T)T(O)y(O)—L(T)T(O (1) - (T)T(T)y(O)]} X

exp { =L BIOWTI0) - LETR0) | (7.43

Esta forma em (7.43) é muito parecida com o resultado de Caldeira-Leggett [22]
inclusive na forma funcional de alguns dos coeficientes como K (T') e L(T'). Portanto,
as aproximagoes feitas permitirdo uma primeira comparagao (a mais simples que

poderia ser feita) entre o nosso modelo e o de Caldeira-Leggett.
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7.3 Escalas de Tempo e Descricao Fisica do Mo-
delo

Nessa secao, vamos abordar duas questoes que, embora nao tao técnicas quanto o
conteudo apresentado até agora, sao de muito importancia para a justificacao da for-
mulacdo quantica apresentada. Essas questoes sao:(I) dadas as aproximagoes feitas
(teoria de perturbacdo, aproximacao semicldssica etc), qual é o regime de validade
dos resultados obtidos e (II) qual é a situacao fisica que esse modelo descreve. Na
verdade, essas duas questoes estao ligadas. Os limites de validade impostos pelas
aproximacoes acabam colocando vinculos em algumas grandezas do modelo, o que

acaba determinando a situacao fisica que este descreve.

E importante colocar também que regimes gostariamos de descrever. Como as
aproximagoes feitas limitam, essencialmente, a escala de tempo na qual os resultados
sao validos, gostariamos que os efeitos que estamos interessados, como dissipacao e
perda de coeréncia, acontecescem dentro da escala de tempo vélida e numa situagao
fisica plausivel para os dois subsistemas. De nada adiantam os resultados obtidos

se esse critério minimo nao for satisfeito.

Feitas essas consideracoes, vamos responder as questoes enumeradas. Para a
primeira questao, gostarfamos primeiro de comentar sobre a solugdo e=* de r.(t)
e Y(t) que foi desprezada. Da maneira como solucionamos as equagoes integro-
diferenciais na secao 7.1, assumimos que nos interessa tempos da ordem de alguns

87

periodos 1/wy e que a influéncia do termo e~ é produzir um transiente, ou seja, um

efeito que decai numa escala muito menor que 1/wy. Para verificar isso, incluimos o

termo e~

no céalculo da acao do superpropagador. Infelizmente, os calculos ficam
muito mais pesados e nao temos como inclui-los aqui. Inclusive, a ajuda de softwa-
res como o Mathematica foi altamente necessaria e verificamos pela comparagao
dos gréficos das novas funcoes com as antigas que os termos e~ ** produzem um
transiente. Agora vamos abordar a conseqiiéncia da aproximagcao feita nas fungoes
F/(t) e F/ (). Nas secoes anteriores, consideramos apenas os primeiros termos da
aproximacao semiclassica, que sao, na verdade, as contrapartidas classicas daquelas
fungoes, ou seja, consideramos a dinamica do sistema cadtico como classica. Isto

é vélido somente numa escala de tempo chamada de tempo de Ehrenfest [58], que
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para sistemas cadticos é dada por

1 S,
~—In(|== 44
tE )\Ln<h), (7 )

na qual \j, é o expoente de Lyapunov do sistema e S. é uma agao tipica do sistema,
por exemplo, a acao da dérbita periddica mais curta. No nosso caso, podemos colocar
a no lugar de Az, pois, este expoente que mede a perda de correlacao é uma espécie
de expoente de Lyapunov médio. Queremos, portanto, que tg seja da ordem de

alguns periodos do oscilador. Isso implica em

n 1 Se Se o}

No caso do sistema Nelson, o/wy ~ 8 e (7.45) nos dd um primeiro vinculo de modo
a satisfazer tg. Esse vinculo nos diz que o sistema cadtico deve ser bem classico.
Portanto, na medida em que nao incluirmos corregoes quanticas em F,(t) e F. (t),
nosso modelo descreve a situacao fisica dada por (7.45) na escala de tempo tp.

Discutimos a teoria de perturbacao no apéndice D.

7.4 Propagacao de Estados

Finalmente, de posse de (7.43), podemos propagar alguns estados e analisar o
efeito do sistema cadtico na dinamica dos estados do oscilador. Relembrando, a

equacao de propagacao é

po(T(T),y(T))Z/dr(o)dy(()) J(r(T),y(T),7(0),4(0)) po(r(0),y(0)). ~ (7.46)

Faremos, na seqiiéncia, a evolucao de dois estados que ilustram efeitos interessan-
tes da dinamica presente em J e que permitem uma comparagao com os resultados
de Caldeira-Leggett.

7.4.1 Dissipagao Quantica

Seja

po(2(0), 2'(0)) = 4" (2(0))¥(2(0)), (7.47)
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tal que
]_ T 2 2
_ ip2(0)/h,—22(0)/do
'QD(Z(O)) = W €hp (& (748)
¢ um estado Gaussiano.
Podemos reescrever po(z(0), 2/(0)) usando r = (2 + 2')/2 e y = z — /. Entao, po

fica
1 i 2 o2 g2 o2
po(r(0),4(0)) = WWW(O)@ 07207 =y O)f87, (7.49)
Colocando (7.43) e (7.49) em (7.46) e fazendo as integrais (que sdo gaussianas),
tem-se
21 h? 12
r(T),y(T)) =G(T,0 = =
D). 9D) = GO0 | e T
N2(1) ?
X eXp {_2[2hél<T>+o2f<f<T)} (T(T) B ﬁ) }
AT) | o2L%(T) (02K (T)L(T)—hB(T))
XeXp{_[ ot T e >+o2K2<T>}] J (T)}
i T 1 \O 1 h
xexp { LR (T)r(T)y(T) — § SOOI N(T) (1(T) - 325 ) (D)}
(7.50)
na qual,
~ h
CU(T) = C(T) + — 7.51
(1) = O(T) + ooy (751)

Apesar da quantidade de termos em (7.50), estamos interessados em po(r(7"),0),
que é o que nos da a densidade de probabilidade, pois, quando y = z— 2z’ = 0, temos

sO os elementos diagonais da matriz densidade,

27h? 2
po(r(T),0) = G(T0) [2hél(T)+02k%(T)]

N*(T) p \’
X exp {_2[2hé'1(T) n 021~(12(T)] (r(T) — W) } (7.52)

Normalizando (7.52), temos

1/2

N*(T)
21[2hCy(T) + 02 K2(T)]

N2(T) 2
S {_Q[Qhé’l(T) + 02K2(T)] (T(T) - W) } (7.53)

Po (T(T)7 0)
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Vemos em (7.53) que o centro do pacote segue a trajetoria

p e Mxo+ Qo)sin (xoT)sin (WT)  p

= —AT _:
N(T)  mwilsin (xoT) + sin (7)) P mwoe sin (woT'), (7.54)

considerando 0y = wy e Yo &~ wy. Este é um dos resultados importantes desse calculo
pois evidencia o efeito dissipativo que o sistema cadtico tem sobre o oscilador.

Vejamos a evolugao da largura do pacote dada em (7.53) por

_ ®*K}(T) + 2rCy(T)

o*(T) = e (7.55)

Assumindo que Qy ~ wy e xg & wy, para simplificar, temos que

) _ ) (1+€2)€_2AT
o) = {T

N ['[1 — e 2AT(1 4 2esin (wT) cos (woT) + 2€2 sin? (woT))] }7 (7.56)

1+ €
na qual
A E(0)
¢ wWo © th ( )

Vemos que, devido a expressao para I' em (7.57), sé a opgao I' > 1 é possivel,
pois, em regime semiclassico E.(0) > hwy. A expressao para I' vem das seguintes

consideracoes: de Cy(T),

2/
_ 7B
= ok (7.58)
Como
2 t 2 A7 /
_ 0y g 2B
A= thlg?o i dsF(t —s) = o =1 = P A (7.59)
Como a massa de SN ¢ igual a 1, [41]
0
(pa(0)2(t))e = =5, (2(0)2(t))e = F(t =) = /dscbx(t — ) = A{z(0)x(t))..(7.60)
Portanto,
t t
A'=1lim | dsF(t—s)=Alim [ ds(z(0)z(t)).. (7.61)

t—o00 0 t—o00 0
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Como
B = 1lim [ ds(z(0)z(t))e, (7.62)

de (7.59), (7.61) and (7.62)

% _ Ec2(0) T Ehc:]g) (7.63)
Vemos da figura 7.1 que, essencialmente, podemos escrever o2(T') como
o} (T) = o?[e™ M + T(1 — e M), (7.64)
que, para tempos da ordem 1/wy, se comporta como
o*(T) = o?[1 + (I — 1)2AT). (7.65)

As expressoes (7.64) e (7.65) sao outros resultados importantes que gostariamos

de apresentar. Em (7.65), 0%(I' — 1)A faz o papel de uma constante difusiva como

% em (3.8) na segao 3.1. Considerando que I' > 1 e que 02 = hi/2muwy,

h
I'A = E:(0)
2mwo 2mwo

o?(T — 1)A = A (7.66)

Aqui, o pacote Gaussiano se alarga, ao passo que no modelo Caldeira-Leggett,
isso sé acontece com temperaturas diferentes de zero. A temperatura zero o pacote se
estreita em posicao. Isso mostra que a constante I' seria o andlogo da razao kgT'/hw
do modelo Caldeira-Leggett. Porém, é importante lembrar que nosso resultado é
perturbativo e semicldssico, o que implica que os resultados derivados dele s6 tem
sentido para escalas de tempo da ordem de n/wy. Portanto, podemos afirmar que,
inicialmente, o pacote se alarga. Para tempos maiores, outros efeitos se tornam
importantes e a evolugao de o?(T) pode mudar.

E interessante também saber como evolui a largura em momento. Temos, por-
tanto, que calcular a matriz densidade no espago de momentos e olhar a distribuicao
de probabilidade nesse espago. No caso de uma funcao de onda, a relagdao entre a

representacao de posicao e momento é

Y(p) = W /_: dz ¢ (x) e/l (7.67)
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Portanto, no caso de um estado puro
) =00 ) = 5 [ e [ dd vt @ I (6s)
ou seja,
plp.p) = % /_ Z dz /_ Z da’ p(x, 2’ )e " wrr e/, (7.69)

que ¢é o andlogo de (7.67).

Reescrevendo em termos de r = (x + 2')/2 e y =  — 2/, temos

Py 1 - > —i(Kr
APK) =5 [ ar [yt (7.70)

na qual P = (p+p')/2e K =p—p'. Como estamos interessados na distribui¢ao de

probabilidade em momento, somente os elementos p(P,0) importam,

~ 1 00 oo .
p(P7 0) = %/ d’f’/ dy p(T’, y>e Py/h) (771>

Usando (7.71) para po(r(T'),y(T)) calculado em (7.50), tem-se

" 1 [P(T) = (Ky(T)/N(T))p]?
P(T = — . 72
O centro do pacote, segue a seguinte trajetoria em momento
I]%((g))p =p {e‘AT cos (woT") — %e‘AT sin (on)} : (7.73)

Isso mostra que a posicao média e o momento médio do pacote evoluem conforme
as solucgoes das equacgoes de movimento de um oscilador harmonico classico com
dissipagao com condigdes iniciais (z(0), p.(0)) = (0,p), que sdo condizentes com a
posicao média e o momento médio do pacote inicial.

A largura 02(T') é dada por

o(T) = @6_2[&71{ [1+ 3€®sin (woT) + €* sin®(wyT') — 2esin (wp) cos (woT)]
+ DM =1 —2¢?sin®(wyT') + 2esin (woT') cos (woT)] }, (7.74)

que, assim como o2(T') podemos escrever como

oA (T) = o2[e™ M + T(1 — 2], (7.75)

p

que mostra que a incerteza em momento também aumenta com o tempo.
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o
N
IS
o
oo

o 4 8 12 16

o 4 8 12 16
107 T/T,

Figura 7.1: 0%(T)/o? dada por (7.56). Em (a) temos I' = 1.0, em (b) I' = 0.5 e em
(¢) T = 2.0.
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7.4.2 Perda de Coeréncia

Tomemos agora um estado inicial como (7.47) mas com

$(2(0)) = NY2[1(2(0)) + v2(2(0))]
- N1/2{exp {—ZQ(O)}pr [—M” (7.76)

402 402

Portanto,

po(2(0),2°(0)) = N [p1(2(0), 2'(0)) + p2(2(0), 2'(0))
+ p12(2(0), 2(0)) + p21(2(0), 2(0))], (7.77)

na qual, transformando para r(0) e y(0), tem-se

p1(2(0), 2/(0)) = 1 (2(0)9; (2(0)) = Ne (02 = (0)/s0, (7.78)
pa(2(0), 2/(0)) = 1a(2(0))¢3((0)) = Ne (027 = (0)/87% caor(0)/o*

x e %/%7 (7.79)
pr12(2(0), 2(0)) = U1 (2(0))13(2'(0)) = Nem(0/27 (087 aor(0)/207

x e—qoy(O)/4U2e—q3/4U2’ (7.80)
p21(2(0), 2/(0)) = Un(2(0))05(2'(0)) = Ne O =v*(0)/87" aor(0)/20°

x  e10v(0)/40” o—g/40” (7.81)

Vemos de (7.80) e (7.81) que a tnica diferenga entre pio e pa; é 0 sinal do expoente
y(0)qo. Portanto, vamos escrever as duas expressoes numa s6 introduzindo o simbolo
0 = £ e definindo

A 0),0) = Noxp { -0 2 IO WO _ B

Assim como foi feito em (7.50), vamos evoluir py, pa e ply. Da mesma forma que

em (7.52), s6 nos interessa os elementos de matriz com y(7) = 0. Temos entao as
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seguintes expressoes

B 2roh exh 4 ~2(T)T2
p(r(T),0) = NG(T,O)[%@( e p{ o <T>}<7.83>
2noh

p2(r(T),0) = NG(T,

St

27@01(T + a2K2(T)]1/2

(T
1 (i -52) | .

5 B 2roh ox KS(T)QS 4
p12(r(T),0) = NG(T,0) [thﬁl( )+a2f(2(T)]1/2 P [ (T) 802]
" ]\72(T)r2 2(T) Kl(T)
R ey () N
ihd  N2(T) 1(T) i 2
X {402 GG (r(T) N(T) ) —r (T):| } (7.85)
onde
f(T) = 2[20Cy(T) + > K(T)], (7.86)
KX(T) = KXT)+ 4h—2 (7.87)

Impondo que po(r(7),0) seja normalizado, tem-se

N 1/2
> B 2roh 7w f(T)
/_w (@) pol(r(D).0) = NGO e T i) <N2(T)>

x 21+ e<—q3/8"2><1+9<T>>] ~ 1. (7.88)
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Logo,
- 1/2 -
_ 1 N*(T) _NAT)
- 1/2 -
1 N*(T) N%(T) 2
(T)) exp{— Fory @) - QD) } (7.90)

p(r(T),0) +

p2(r(T),0) = 21 + h(T)] (Wf

. 1/2
21 _ 1 N*(T i N*(T) ,
N0 = g me) exp | (1) exp{— fmr(T)}
N*(T) 2
x exp{— o [r(T)—@(Tn}
hN?(T) 2
X 2008{4a2f(T)f(1(T) (r(T) = Q(T))" —r (T)}}, (7.91)
nas quais
h(T) = exp{—q?gz[l—l—g(T)]}, (7.92)
QT) = [];1((;)(10, (7.93)
9(T) = 2h0(T) (7.94)

2hCY(T) + o2 K3(T)
Comparando o termo de interferéncia (7.91) com (7.90) e (7.89), vemos que ele tem
a seguinte forma
pr2(r(T),0) + pau(r(T),0) = 2cos [a(T)((r(T) — Q(T))* — r*(T))]

2

< P2 (T), 0)pY2(r(T), 0) exp [—%gm} . (7.95)

Logo, a interferéncia é atenuada por exp [—(¢2/8¢%)g(T)].
A expressao (7.95) nos mostra que a interagao do oscilador com o sistema cadtico
provoca perda de coeréncia nos estados incialmente superpostos do oscilador. A
expressao (7.95) tem a mesma forma que a do modelo Caldeira-Leggett [62]. Porém,
aqui, a fun¢ao ¢(7T') nao tem dependéncia com a temperatura. Podemos reescrever
a funcao ¢(7') da seguinte forma
ro(T
I =g (+ 1)“b(T)’

(7.96)
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com
WT) = e — 1 — 2esin (woT) cos (woT) — 2€?sin? (woT) (7.97)

e € = AJwy, e vemos que
gI'=0=0 e gT—-00)—1 (7.98)

que sdo os mesmos limites assintéticos do modelo Caldeira-Leggett [62].

Para I" > 10, percebe-se que (ver figura 7.2)

2I'AT

9(T) = 11 oTAT (7.99)

descreve muito bem o comportamento de (7.96). Essa expressdao mais simplificada
nos ajuda a fazer uma estimativa mais simples da taxa de perda de coeréncia. Por

exemplo, usando (7.99) podemos estimar o tempo 7" tal que

2
exp {—%Q(T/)} ~ 1072 (7.100)

Definindo n = ¢2/80% (n é o niimero médio de quanta de energia fiwy do oscilador
no instante inicial) e como estamos interessados em ¢g > o, ou n > 1, temos que
(7.100) implica

[n — In(10) (7.101)

PAT' = alAT = 1= T’ =
31n(10) } " -

nl'A’
Vemos que o tempo de decaimento 7" é muito menor que 1/A, que é a escala de
tempo de dissipacao, pois, tanto n quanto I' sao muito maiores que 1 no regime

semicléassico.
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0.0 T T T T T T T
0 4 8 12 16

10~ T,

Figura 7.2: A linha cheia mostra ¢g(7") dada por (7.96) e (7.97) para I' = 10.0. A linha
pontilhada mostra ¢(7") dada por (7.99) com I' = 10.0. Vemos que (7.99) reproduz

muito bem o comportamento de (7.96) e possui os mesmo limites assintdticos.



Conclusoes e Perspectivas

Do ponto de vista classico, concluimos que um sistema de poucos graus de li-
berdade, desde que tenha uma dinamica caotica, é capaz de produzir efeitos ir-
reversiveis como dissipagao e termalizacao. Os resultados obtidos para a energia
média do oscilador é que nos levam a essa conclusao. Isto ja havia sido notado
em outros trabalhos [8, 9, 10], porém, através de uma abordagem adiabatica. Esse
papel da dinamica pode ser evidenciado através do calculo da resposta linear. Nesse
calculo, as funcgoes de correlagao do sistema que faz o papel de reservatério sao o
ingrediente mais importante. Essas fungoes tém um comportamento qualitativa-
mente distinto para dinamicas regulares e cadticas, sendo quasi-periédicas para a
primeira e decaindo exponencialmente para a segunda devido a alta instabilidade
das trajetorias. Esse decaimento é responsavel, como mostrado em resposta linear,
pela dissipacao produzida. A termalizagdo que ocorre, apesar de qualitativamente
analoga a do movimento Browniano, apresenta diferencas importantes com relacao
a ocorrida neste. Uma delas é o fato de o reservatério, por possuir poucos graus
de liberdade, ser influenciado pelo sistema de interesse. Isso é evidenciado nos va-
lores diferentes em que a energia termaliza mostrados nas figuras 4.5 e 4.6. Outra
diferenca é o comportamento das distribuicoes de energia no equilibrio. Apesar de
terem sido derivadas usando as mesmas hipoteses aplicadas ao movimento Browni-
ano usual, o comportamento daquelas distribui¢oes é muito diferente da distribuicao
de Boltzmann, dependendo diretamente das densidades de estados cldssicas. Alias,
essas hipdteses se confirmaram validas para esse caso a posteriori. Em principio, o
sistema total, composto por oscilador e sistema cadtico, tem uma dinamica mista e,
portanto, nao-ergddica, o que nao permitiria a aplicacao da hipdtese de propabilida-
des iguais para os estados. Esta questao, juntamente com a defini¢ao de temperatura
feita no Capitulo 4 para descrever o equilibrio, apontam que estes modelos de pou-

cos graus de liberdade tém grande potencial no estudo de questoes importantes de
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Mecanica Estatistica de equilibrio e nao-equilibrio. Uma questao ainda aberta que
gostariamos de investigar é se a dinamica do sistema cadtico sob o efeito da interacao
com o oscilador apresenta um atrator. Essa seria uma outra maneira de mostrar
o efeito dissipativo do sistema caodtico do ponto de vista dinamico ja que o atrator

representa um reducao do espago de fase acessivel devido a dinamica.

Do ponto de vista quantico, a formulacao em termos de Funcionais de Influéncia
foi muito adequada pois pudemos explicitar o efeito da dinamica na descricao da
dissipacao e da perda de coeréncia. Concluimos que, na medida em que o sistema
caotico ¢ suficientemente cldssico, a dinamica cadtica, através dos andlogos quanticos
das fungoes resposta e de correlagao, é responsavel pela descricao de efeitos dissi-
pativos e de descoeréncia. A andlise cldssica do modelo se mostrou essencial para
a formulacao quantica. Em particular, as escalas de tempo estabelecidas classica-
mente sao muito importantes na derivagao da dinamica do oscilador sob a influéncia
do sistema cadtico. Entretanto, nao foi possivel analisar a termalizacao no contexto
quantico pois nossos calculos sao perturbativos. Por outro lado, os resultados obti-
dos mostram grande analogia com a descri¢ao em termos de reservatorios de muitos
graus de liberdade. Os resultados das secoes 7.4.1 e 7.4.2 sao qualitativamente si-
milares aos do modelo Caldeira-Leggett [21, 22, 62] no regime de alta temperatura
e sub-amortecimento. O regime de amortecimento forte nao é possivel aqui por
ser uma situagao nao-perturbativa. O andlogo da temperatura alta é a constante
I' = E.(0)/hwy que é muito maior que um no regime semiclassico. Deixar o sistema
cadtico mais ou menos quantico é analogo a aumentar ou diminuir a temperatura
no caso dos reservatorios térmicos. O regime semiclassico foi determinado pelo
nivel de aproximacao nas funcoes resposta e correlacao quanticas. As expressoes se-
miclassicas para essas fungoes nao foram totalmente exploradas. Porém, a primeira
correcao, por alterar a amplitude apenas, pode ser facilmente incluida. No entanto,
da eq.(7.59), vemos que ela ndo tem influéncia no valor de I'. Por sua vez, a taxa
de dissipacao A e, por conseqiiéncia, a constante de difusao e a taxa de perda de
coeréncia dependem dessa correcao. As correcoes em Odrbitas periddicas parecem
fornecer uma contribuicao que evolui de forma peridédica no tempo e que, portanto,
nao levaria a dissipacao. Isso nos levaria a pensar que, do ponto de vista puramente
quantico, nao haveria dissipacao usando o formalismo adotado. Isso ja foi notado
por Berry[9] considerando o sistema cadtico como puramente quantico mas intera-

gindo em regime adiabatico com um sistema de interesse. Berry mostrou que, até
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segunda ordem na aproximagao adiabética, o sistema cadtico nao causa dissipacao
devido a correlagoes quasi-periddicas decorrentes do espectro discreto. Diante disso,
poderiamos pensar que uma formulacao apropriada da instabilidade cadtica no con-
texto quantico é altamente necessaria para que a abordagem dinamica dos processos
irreversiveis possa ser sustentavel. Alguns esforcos tém sido feitos no estudo dessa
instabilidade no contexto quantico seguindo a linha do que foi proposto por Peres
[14]. Acreditamos que o tipo de abordagem apresentada tenha grande aplicacao em
sistemas mesoscopicos como mostrado em [17, 18, 19]. Sistemas como o do apéndice
F, permitem um estudo da relaxacao e descoeréncia de spin devido ao seu acopla-
mento com graus de liberdade orbitais cujo movimento é cadtico. Nesses casos, o
spin faz o papel de sistema de interesse, os graus de liberdade orbitais funcionariam

como reservatorio cadtico pequeno e a interagao spin-orbita como acoplamento.
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Apeéendice A
Teorema Flutuacao-Dissipacao

Seja o operador de Heisenberg
At) = et Aot

e o operador densidade do ensemble canonico

na qual 3 = 1/kgT e Z é a fungao de partigao.

Definimos entao a seguinte funcao
S(t—t) = Te{pA)A(t)}

e sua transformada de Fourier

S(t—t)= / g—:S(w)e_i“(t_tl).

A seguinte relacao nos sera util

oA N H. A~ . H
e‘ﬁHA(t) = e PHRt femint

e%(t+iﬁh)f{A€—%(t+iﬁh)H€—BH
= A(t +iBh)e "1,
De (A.7), tem-se

Tr{pA()A[#)} = Tr{A(t+ish)pA(t')}
= Te{pA()A(t +iBh)},
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ede (A.3) e (A4), definindo 7 =t — t/, tem-se

S(—w) = / T ar S(r)el=) (A.10)
_ / " dr S(=r)er (A11)
= / T ar Te{pA(t)A(t) e . (A.12)
Definindo t” =t +ifh e 7 = 7 — i[Sh, tem-se
/ T4 T {(pAMA(H +iph)}e™™ = (A.13)
= / T4 Te{pAt)A(t") el ¢ i) (A.14)

= o [ A TpAD AR = e PS). (M)

De (A.9)
/_ Z dr Te{ pA() A(F + iph)}e™ — /_ Z dr Te{ pA)A(t)} e = S(—w). (A.16)
Logo, de (A.15) e (A.16)
S(—w) = e S(w). (A.17)

A funcao de correlacao quantica é definida por
1 A A 1
Cit—t)= §Tr{ﬁA(t)A(t') + pAHA[)} = §[S(t —t)+ St —t)]. (A.18)
Logo,

Clw) = /_ T dr O = %[S(w) + S(—w)] (A.19)

(I4e ™)

. (A.20)

A funcao resposta quantica é definida por

Ot —t) = %Tr{[)fl(t’)/l(t) — pPADA)} = ,i[—S(t — )+ St —1)]. (A.21)

ih
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Logo,
D) =~ [S(w) — S(-w)] =~ S()(1 - ). (A.22)
Portanto, como
2Re[®(w)] = PB(w)+ P (w)=0 (A.23)
2Im[P(w)] = P(w)— P*(w) = 20(w) = 2P (w), (A.24)

tem-se de (A.20) e (A.22)

Cw) = i—;coth (ﬂThw)CDN(w), (A.25)

que relaciona a funcao de correlacao com a funcao resposta e é uma das formas do

Teorema Flutuacao-Dissipagao. No limite classico em que A — 0, tem-se

ow) = ﬁiw¢” (). (A.26)
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Apeéendice B

Calculo de Ji.(w)

Nesse apéndice, a expressao (3.43) serd derivada. A funcao resposta retardada

de um oscilador é dada por

sin (wyt)

Xi(t) = 0(t){{gi(0), gi(1)}) = (1)

mewy,

Portanto, sua transformada de Fourier fica

Xi(w) = / dt e\ (t) = / et S @rt).
N 0

[es) MW

cuja parte imaginaria é dada por

Im(yy(w)] = Im [hm / dt a@mnM] .
e—=0 Jo MeEwr,

Logo, como wy > 0,

Jp(w) = Im[F{O(t — s)xu(t — 5)}] = Im [ (w)]
T 1
= 3 d(w — wg).
mrWi
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Apeéendice C

Mudanca de Coordenadas para SN
e SQ

Nesse apéndice, mostramos as mudangas de coordenadas para SN e SQ que
possibilitaram o calculo das fungoes resposta e da densidade de estados. Para SN,

a transformacao é a seguinte

x:(ﬁ)l/z\/[—[ccosgcose y=%2+\/HcSin§cosgp
pz = V2H.cos{sing py = V2H_sinEsin @

naqual 0 <& <7/2,0< ¢ <2me0 <6 < 2w Logo, o Jacobiano da transformacao
fica J = H.fn(0©).
Para SQ, a transformagao segue abaixo

2 2H. cos 0 sin 6 :
rm = cos 26 [m + m:| sm§
2 _ 2H. cos 0 sin 6 :
vy = cos 26 [m o \/ﬁ:| sm§ (Cl)
Pr = V2H.cospcos
Py = V2H.sinpcos{

na qual 0 < 6 < 6y < 7/4 e tany = /(1 —a)/(1 +a). O Jacobiano ¢ dado por
J = H.?fo(0).
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Apeéndice D
Teoria de Perturbacao

A teoria de perturbacdao em segunda ordem feita na secao 5.2 também limita
o tempo de validade dos resultados. Lembremos que na abordagem de Feynman-
Vernon de funcionais de influéncia, o potencial de interacao entre os subsistemas é
considerado como uma perturbacao no sistema caédtico. Em termos do propagador,
podemos formular a questao da seguinte maneira: seja o propagador do sistema
caotico perturbado dado por
Xf 'l t
K.( X5, Xist—tg) = / DX (t') exp {ﬁ/ dt' (L X ()] — VU[X(t’),t’])}, (D.1)
X; to
na qual L. é a Lagrangiana, por exemplo, do sistema Nelson e

VXX, 1] = ya(t)z(t), (D.2)

que temos usado como interacao. E claro que, devido a interagao, z(t') passa a
depender das coordenadas do sistema caodtico. Porém, nessa andlise, basta pensar
z(t") como uma fungao do tempo, fruto da dinamica do oscilador harmoénico isolado.
Seja S. uma acio tipica do sistema cadtico. Reescrevemos (D.1) como
b's ia ([t qpLdX(# t L UX ()Y
Ko(Xp, Xt —to) = [/ DX(t)exp {45, (Ji) ar LB — 5 fp ar X020 |

= [ DX (e {4 (SX@) +SX@)) ) (D3)

na qual definimos i = i/S, e as agdes S. e S, que incorporam S.. Dessa maneira,

com grandezas admensionais, podemos definir a seguinte expansao: S, é de ordem

1, seja §u < 1, entao
i i\ (i)’
s (28)  (48)
h h h

exp {% (S, + s;)} — exp (%s) (D.4)
109
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Truncando a série acima estamos fazendo teoria de perturbacao e, conseqiiente-

mente, limitando de alguma forma os resultados. Podemos estimar essa limitacao

comparando os termos da série. Como se trata de uma série complexa, temos que

comparar termos reais e complexos entre si. Por exemplo, se truncarmos em segunda

ordem em .S, e quisermos garantir um erro €, impomos que

N
—5 - € e ——— <€
| S. /h? | | Su/h |

Para analisarmos as condigoes acima, definimos

3 §Qz
Il
VRS

3 g(Q,
Il
VRS

R
'S

g &Ik klk

7|&
I
RS

onde At =t —tye

U X (), 1] = UX(®{),t] /t/ dt,U[X (t1), 1] /t1 dtoU[X (t2), ta] X
/ " e UIX (he), o]
WIX(W).1) =z [ AWGIXE).0)

S AP [ e el )]
S e oy S T A S gy
S/ QPO [ e 2 O]
SRl e )] ST A s

(D.10)

(D.11)

(D.12)

(D.13)
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Logo, dado 7, € e uma trajetéria X (t'), podemos calcular (D.12) e (D.13) para um

intervalo At. Como queremos que At ~ n/wp, n inteiro

() =t o (5) =i (D14

Estas desigualdades devem ser satisfeitas para a escolha de parametros do nosso

modelo de maneira a podermos validar os calculos feitos.
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Apeéendice E

Elemento de Matriz Semiclassico

Queremos calcular semiclassicamente a quantidade

(x| X ()]2) = /OO duuK*(u, z;t) K (u, 2'; t)

na qual, K (u,z;t) = (ule /).

Tomemos, portanto as expressoes semiclassicas dos propagadores [71]

- , i
R 2'0) = (oo 3 IR’ exp ')~ T,

s // s
R w30) = s 2 Ay O exp [0+ B
nas quais,

Ry(a”, a's1) = / ds [p(s)i(s) — H(p(s), (s)

¢ a funcao principal de Hamilton com as condigoes ¢(0) =z’ e q(t) = 2" e

LN/ 82R'($”,SL’/;T,)

(E.1)

(E.4)

(E.5)

Substituindo (E.2) e (E.3) em (E.1) e fazendo a integral em fase estaciondria,

obtemos

/ du uf(*(u, ) K (u, 2’5 t) ~

|R;;<a,x';t>—R”<u )2 i) |

1/2
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na qual @ é o ponto estacionario. A condicao de fase estacionaria fornece

OF  ORo _ oy pf i, (E.7)

onde p£ e p{; sao os momentos finais. Da condigao acima, os momentos finais devem
ser iguais. De (E.2) e (E.3), vemos que K e K* propagam pontos iniciais diferentes
para o mesmo ponto final u. Como os momentos finais e as posi¢oes finais sao os
mesmos, implica que = = 2’. De fato, o termo entre conchetes em (E.6) é o mesmo

que se obteria de

/OO du K*(u, z; 1)K (u, 23 t). (E.8)

[e.9]

Porém, do ponto de vista quantico, (E.8) fica

/ du K*(u, 2;8) K (u, 25 t) = / du (2| u) (e H/h 1)

- = <a;\o;’> =z — ). (E.9)
Logo,
/OO du K*(u, 2 ) K (u, 2’3 t) ~ 6(x — 2'). (E.10)
Portanto, de (E.11)
/OO duuK* (u, z;t) K (u, 2';t) ~ 06(z — o). (E.11)



Apeéndice F

Bilhares de Andreev

Neste apéndice, discutiremos o trabalho desenvolvido durante o estagio no Ins-
tituto de Fisica Teorica da Universidade de Regensburg, de Agosto a Dezembro de
2005, sob a supervisao do Prof. Dr. Klaus Richter e em colaboragao com Dr. Oleg
Zaitsev. Como veremos a seguir, os resultados sao preliminares e mostram que até
certo nivel de aproximagao temos um resultado trivial. Apesar dessa trivialidade,
foi essencial mostrar que nao ha efeito nesse nivel de aproximacao. O projeto foi de
grande valia pois o aluno pode ter uma experiéncia com as abordagens semiclassicas

a teoria de transporte em sistemas mesoscopicos.

F.1 Introducao

Nosso principal objetivo aqui € incluir a interagao spin-6rbita na dinamica de
bilhares de Andreev [63] e entao calcular a densidade de estados. A expressao
para a densidade de estados é derivada na abordagem semicldssica da matriz S,
seguindo W. Thra et al.[64]. Sem o grau de liberdade de spin, a densidade de estados

semicldssica é dada por [64]

4(E) - Ll Ls@se). e
na qual
S"(E) = S*(—E). (F.2)

e S° é a matriz S para elétrons e S" para buracos.
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Incluindo o grau de liberdade de spin, temos que generalizar (F.1) de maneira a
levé-lo em consideragdo. Basicamente, temos que incluir a parte de spin em S¢(E)
e generalizar (F.2) para o caso com spin.

Podemos duvidar da validade de (F.1) quando o spin é incluido. Esse ndo parece
ser o caso pois em um trabalho recente [65] uma expressao ligada a esta foi usada
no calculo dos niveis de energia de Andreev em uma jungao supercondutor-normal-

supercondutor, incluindo interacao spin-érbita.

F.2 Matriz S Semiclassica com Spin

Seguindo O. Zaitsev et al.[66], tomamos a mesma expressao semiclassica para a
matriz S como a derivada por eles para as amplitudes de transmissao incluindo spin

(eq.(19) de [66]). Portanto, podemos escrever os elementos de matriz de S como

Snomor = 3 (fg)wl A, exp (%57), (F.3)

y(R,m)

onde a soma se da sobre todas as trajetérias y(n,m), de energia F, que entram
(saem) no bilhar em um certo amgulo 6, (6;) medido em relagdo a normal da segao
transversal do canal.

A expressao acima foi derivada da funcao de Green semiclassica calculada como

a transformada de Laplace do propagador semiclassico em aproximacao de fase es-

tacionaria
G(E) = —% /0 Car exp [i(E + 0N T/ kU (T) =
= Gor (@ @i E) = (K,)  Fyexp {%SS@, it E)}, (F.4)
gl
na qual 0,0’ = —s, ..., s (indices de spin), v é a trajetéria cldssica da Hamiltoniana

H° = E com agdo Sy =[,p-dq, T,(E) = 9S]/0E e (K+)gor é 0 elemnto de matriz
(0| K4(T(E))|o") do propagador em spin.
E importante mencionar que Uy (T) e (F.4) foram derivados em [66] assumindo

o seguinte Hamiltoniano

~
—

H=H°+hs-C(G,p), (F.5)
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na qual H° é independente de spin, 5 ¢ o operador de spin, e considerando a parte de-
pendente de spin como uma perturbacao. Portanto, nas aproximacoes semiclassicas,
as trajectérias estaciondrias sao 6rbitas do Hamiltoniano H° sem spin. Nesse caso,

os elementos de matriz do propagador de spin, para spin 1/2, sdo dados por

[IA{W(TA,(E))]M, - exp{—%’f'&’~ /0 e dsciy(s)}

l

= exp {—55 : ﬁV(T)}. (F.6)

na qual T éo operador de ordenamento temporal.

F.3 Densidade de Estados Semiclassica

Seguinto [64], comegamos com a eq.(F.3) expandindo a fase S,(E) em torno da
energia de Fermi como S,(£F) ~ S,(0) £ ET,(0), entao

Sonr e ZA exp{ (S, + ET. )} [K(Ty)} . (F.7)

Assumindo que a matriz S para os buracos é dada por [67]
SME)=TS(—E)T, (F.8)

na qual 7 é a representacao matricial do operador de reversao temporal dado por
z'ay(f (com C sendo a operacao de conjugacio complexa), temos de (F.8) e (F.7)
SME) = TS

nama(

_ ZA;,exp {—%(SV/—ETV/)] (7 [IA((TV/)]M/ 7). (F9)

E)YT!

Escrevendo [ (1! )] como

oo’

(K(Ty)| = 1cos(6y) = i(5 - 7iy) sin (), (F.10)

g,0’

é facil ver que



118 APENDICE F. BILHARES DE ANDREEV

Na aproximagcao diagonal, temos

[SE(E>Sh(E>:|:LnU,n’U’ -
" 4 > m
Gt Z ; A, (n — n")]? exp (27—imET,Y) [KQ(T,Y)LW/ ,
(F.12)
na qual

[IA(Q(TV)] = {[A(QW(TV)} = Los(2me,) = i( -, sin (2me,).  (F.13)

Finalmente, é possivel calcular o trago em (F.1)
T [$4(E)S"(E)] = Tr, [S(E)S*(—E)]™ Tr, [(Kﬁ)gg,} , (F.14)

na qual, agora S(F) denota a parte orbital da matriz S dada por (F.3). O traco em

spin fica
Tr, [([A(,%)TJ,] = [cos (2m¢s) — im, sin (2me.)]
+ [cos (2me.) + im, sin (2me.,)] (F.15)
= 2cos (2mg.,),

onde m, é a componente z de 7, = (my, m,, m,).

Nesse ponto, é possivel escrever (F.1) na forma

d(E) = dn(E)

. (=1)™ F.16
Ly B0 i smys cmpaeoseme .

que podemos comparar com o caso sem acoplamento spin-orbita.

Seguindo [64], no limite semicldssico temos

Tr,[S(E)S* (—E)|"2cos (2me,) =

ke [ w i (F.17)
— [ d(sin®) dy exp | 2-=mET (y) |2 cos (2m¢(y)).
2r )4 0 h
Se nao ha dependéncia com a energia em ¢
8% {Tr,[S(E)S*(—E)|"2cos (2me,)} =
(F.18)

];_71“;/_11 d(sin ) /Ow dy?%mT(y) exp (%mET(y))?COS (2mo(y)).
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Usando (F.18) e (F.1)

d(E) = dn(E)

et S [asne) [ ayr) s [pEmer)] cos motn)

2
m2h
m=1 1

(F.19)

Usando a relagao cos (a + b) + cos (a — b) = 2 cos (a) cos (b), podemos reescrever
(F.19) como

d(E) = dn(E)

[e.e]

(-1 / d(sino) [ aur)cos [2%mET<y> - 2m¢<y>}

1

(F.20)

[e.e]

52 m:1(—1)m2 /_1 d(sin 6) /Ow dy T(y) cos [%mET(y) + 2m¢(y)} :

1

Eq.(F.20) é bem parecida com o caso considerado em [64] com um campo magnético

externo.

F.4 Calculo Numérico de d(F)

Como nao conhecemos a fungdo ¢, uma opgao é calcularmos d(E) numerica-
mente. Para fazermos isso, escrevemos (F.19) em termos de quantidades admensio-

nais

d(E) = dn(E)

L dn(E) ;i(—wmz / atsing) 2 50 cos lm 2 50 cos mos),

—1 w LT

(F.21)

na qual dy(E) = mA/mh? é a densidade de estados média do bilhar isolado com spin
1/2, Ly = mA/w (A é a area do bilhar e w o tamanho do canal) e Er = hvg /2Ly
(vp é a velocidade de Fermi).

Agora, podemos expressar as integrais em (F.21) como uma média sobre o en-

semble de condigoes iniciais que pode ser calculado numericamente como

N M
d(E) 14 2 Z (—1>m%COS (m€%) coSs (ngzﬁj), (F22>
- T T
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na qual e = £/Ep, N é o nimero de trajetérias, M é o m méaximo, L; é o compri-
mento da j-ésima trajetéria e ¢; ¢ a fase devido a interacao spin-érbita da j-ésima
trajetoria.

O célculo numérico de (F.22) foi feito para o bilhar de Sinai assimétrico de [66]
escolhendo aleatoriamente condicoes inciais no canal e propagando cada uma até que
ela retornasse ao canal. A fase ¢; foi obtida dos elementos de matriz do propagador
em spin calculado como o produto dos propagadores de cada pedaco da trajetoria.

Os resultados sao mostrados na figura E.1. A figura mostra em linha cheia,
um teste numérico de (F.22). Colocamos cos (2m¢;) = 1 para todas as trajetdrias
apenas para reproduzir os resultados de [64] para os bilhares cadticos de Andreev.
A linha pontilhada mostra (F.22) com a fase devido a spin-6rbita. Para estes re-
sultados numéricos, escolhemos o m maximo igual a 100 e a intensidade /27 do
acoplamento Rashba igual a 0.2. O tamanho w do canal foi definido como P/w = 60,

onde P é o perimetro do bilhar.

F.5 Discussao.

Encontramos um certo desacordo na literatura sobre os efeitos da interagao spin-
orbita em sistemas balisticos do tipo normal-supercondutor. Basicamente, os artigos
falam sobre efeitos na condutancia, nao na densidade de estados, mas essas duas
quantidades estao relacionadas. Por exemplo, em [65], os autores mostram, usando
a abordagem da matriz S relacionada com a apresentada aqui, uma quebra de
degenerescéncia dos niveis de Andreev em uma jungao pequena bidimensional do
tipo supercondutor-normal-supercondutor devido a interagao Rashba. Por outro
lado, eles mostram que nao ha efeito na condutancia devido a interagao spin-orbita se
a simetria de reversao temporal é preservada. Em [68], os autores estao interessados
também na condutancia em juncgoes do tipo normal-supercondutor. Eles calculam
as corregoes quanticas a condutancia classica e, como em [66], falam sobre corregoes
devido a caminhos revertidos temporalmente (chamada de diagonal) e a caminhos
idénticos (chamada de loop). Eles argumentam que hé efeito na condutancia devido
a interagao spin-érbita mas que ele vem dos caminhos idénticos somente. A correcao
diagonal nao contribuicao alguma. Eles explicam isso da seguinte maneira: a rotacao
do spin de um elétron percorrendo uma certa trajetoria cancela exatamente aquela

de um buraco percorrendo a trajetdria revertida temporalmente (essas trajetorias



F.5. DISCUSSAO. 121

d(e)/d,

o 1 2 3 4
8=E/ET

Figura F.1: Densidade de estados semiclassica para o bilhar de Sinai assimétrico
calculada numericamente via (F.22) com (linha pontilhada) e sem (linha cheia)
interacao spin-érbita. O nimero maximo de trajetérias no ensemble foi escolhido
igual a 3x 10°, 0 m méximo igual a 100, a intensidade da interacao Rashba igual a 0.2

e o tamanho do canal igual a w = P/60. O ponto em € = 0 deve ser desconsiderado.
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revertidas sao devido a reflexdo de Andreev na fronteira entre o condutor normal
e o supercondutor). Em outras palavras, a contribuicdo dos caminhos revertidos
temporalmente é proporcional a Tr, [K’ K = Tr,1. A situacdo é diferente para os
loops, dizem os autores, porque nesse caso elétron e buraco percorrem a mesma
trajetoria e no mesmo sentido (caminhos idénticos) e tem a mesma rotagao de spin.
Portanto, a contribuicao de caminhos idénticos é proporcional a Tro[f( K ].

O motivo da aparente discordancia dos nossos resultados com esses da literatura
se deve ao seguinte. Em (F.12), devido a (F.11), deverfamos tomar as trajetorias
temporalmente revertidas, e por isso teriamos Tr, [f( K fl= Tr,1 ao invés de Tr, [K K ]
como obtivemos. Procuramos, portanto, incorporar correcoes de loop e corregoes
nao-diagonais no formalismo apresentado aqui e calcular o efeito devido a interacao

spin-érbita.
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