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Resumo

Fizemos estudos de uma nova técnica proposta para amostrar o ensemble
canonico [H. Dammak et al., Phys. Rev. Lett. 103,190601 (2009)], capaz de amos-
trar flutuagoes quanticas através de Dinamica Molecular(DM) cléssica. Esta técnica
¢ baseada nos termostatos estocasticos classicos, que se baseiam nas equagoes de
Langevin, com a diferenca de usar um ruido com correlagao temporal, ao invés de
ruido branco.

Aplicamos esta técnica para o calculo de grandezas termodinamicas de sistemas
cuja solucao analitica (ou numérica) é conhecida. Mais especificamente, focamos o
estudo no calculo de energias livres através de integracao termodinamica fora do
equilibrio.

Neste trabalho também desenvolvemos um método que nos permite alterar a
temperatura do termostato ao longo da simulacao. Este método é baseado no
reescalonamento do ruido aleatorio que constitui este termostato quantico.

Mostramos aqui que, apesar de termos excelentes resultados para o caso do
oscilador harmonico, esta técnica apresenta falhas no que se diz respeito a potenciais
anarmonicos, amostrando distribui¢oes fundamentalmente incorretas.



Abstract

We study a new method devised to sample the canonical ensemble [H. Dammak et
al., Phys. Rev. Lett. 103,190601 (2009)], which includes quantum fluctuations by
means of classical Molecular Dynamics. This method is based on classical stochastic
thermostats, except that it uses colored noise, instead of a white one.

We apply this method to compute thermodynamical properties of systems whose
analytical (or numerical) solution for the Schrédinger equation is known. Specifi-
cally, we focus on free-energy calculations using non-equilibrium thermodynamics
integration.

In this work, we also develop a technique that allows one to change the ther-
mostat’s temperature during the simulation. This technique is based on rescaling
the random noise sequence that constitutes the thermostat.

We show that, although we have excelent results for the harmonic oscillator
case, problems arise while studying anharmonic potentials, in which the method
sample distributions that are fundamentally incorrect.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Simulacao Atomistica

Durante as ultimas décadas, o uso de computadores para estudos de proble-
mas em fisica tornou-se fundamental. O fato de podermos resolver numericamente
equacoes diferenciais sem solucao analitica conhecida com alto grau de precisao,
aliado a possibilidade de simular processos estocasticos, entre outras possibilida-
des, fez possivel a andlise de muitos sistemas que antes nao eram acessiveis. Com
isto, surgiu um novo ramo dentro da fisica: a Fisica Computacional [1, 2].

Fisica Computacional é descrito como a area da fisica onde se estuda a andlise
numérica de modelos matematicos que representam um problema fisico. Den-
tro deste ramo, existe uma parte conhecida como Simulagao Atomistica [3, 4, 5],
que, em poucas palavras, é o conjunto de técnicas para se fazer Fisica Estatistica
numérica. Estas técnicas sao capazes de nos fornecer informacoes termodinamicas
de um sistema dado seu Hamiltoniano.

A ideia de se utilizar Simulagdo Atomistica surge em varios casos. Em ter-
mos de teoria, muitas vezes queremos estudar sistemas cuja solugao analitica nao é
conhecida. Estas técnicas sao capazes de fornecer valores numéricos para grande-
zas que procuramos simplesmente sabendo o Hamiltoniano destes sistema. Como
outra aplicacao, podemos utilizé-las para testar a validade de algum modelo ma-
tematico que criamos para descrever um fenomeno. Os resultados obtidos podem
ser comparados com dados experimentais, e assim validamos ou rejeitamos este
modelo. Em termos da parte experimental, podemos simular sistemas submetidos
a condicoes extremas de temperatura e pressao, que seriam impossiveis de se fazer
num laboratério.

As técnicas de Simulacao Atomistica podem ser divididas, basicamente, em
dois grupos: Monte Carlo e Dindmica Molecular [3, 4, 5]. Monte Carlo é uma
técnica onde se amostra diretamente o ensemble desejado, ou seja, as densidades de
probabilidade dos estados. Em outras palavras, é um método estocastico. E muito
utilizado para se estudar modelos de magnetismo em matéria condensada, como é



Figura 1.1: Estudo de transi¢do de fase da dgua utilizando Dinamica Molecular Cldssica.
Pontos vermelhos representam dtomos de oxigénio, pontos azuis sGo os dtomos de hi-
drogénio, e os bastoes azuis representam pontes de hidrogénio. Apesar da escala de tempo
mostrada nas figuras, o tempo necessdrio para uma simula¢ao deste tipo (da ordem de
1077s) chega a meses.

o caso do modelo de Ising. Dinamica Molecular consiste em, dado o Hamiltoniano
do sistema, obtemos e integramos numericamente as equagoes de Newton, sendo
que ao longo da simulacao vamos extraindo médias de observaveis que desejamos
estudar. A ideia aqui nao é analisar a dinamica do sistema literalmente, mas sim
fazer uma amostragem de ensembles. Diferente do Monte Carlo, este método é
deterministico.

Como um exemplo de estudo feito com Dinamica Molecular, podemos citar a
solidificagao da dgua [6]. Neste trabalho, Matsumoto et al. conseguiram visualizar
o fenomeno de nucleacao da agua, que segundo eles ocorria devido a formagao
de um numero suficiente de pontes de hidrogénio numa mesma regiao do espago,
formando um pequeno ntucleo de gelo. Nao s6 isso, eles conseguiram analisar a
forma com que estes nicleos evoluiam até a formacao de cristais maiores.

Apesar do grande sucesso que estas técnicas tém obtido ao longo dos anos,
certas dificuldades comecam a surgir quando queremos estudar sistemas onde efeitos
quanticos tornam-se significantes. Existem diversos casos onde é necessario levar
em conta tais efeitos, como em sistemas a baixas temperaturas, sélidos abaixo de
sua temperatura de Debye (estudo da transigao de fase diamante-grafite [7]), He-4



sélido [8], ete. O fato é que a teoria que a Simulagao Atomistica tenta resolver é a
Fisica Estatistica Classica. Seria necessario adaptéa-la para levar em conta efeitos
quanticos.

Quanto ao caso do Monte Carlo, existe uma técnica conhecida como Path-
Integral Monte Carlo [9], que consiste na amostragem de ensembles usando o for-
malismo de integrais de trajetéria de Feynman para a Mecanica Quantica. Apesar
de ser uma técnica bastante eficiente, temos que a mesma possui um custo com-
putacional elevado, o que torna seu uso invidvel para se estudar varios casos. A
questao que surge é: existe outra alternativa para se fazer amostragem de estatistica
quantica?

No fim de 2009, H. Dammak et al. propuseram o uso de Dinamica Molecular
Classica para a amostragem do ensemble candnico tal que fossem incluidas flu-
tuagoes quanticas [10]. Este método consiste em alterar as equagoes de Newton,
adicionando um ruido com uma certa correlagao temporal, e um termo de arraste.
Apesar desta técnica nao levar conta estatisticas relacionadas a férmions ou bdsons,
seria possivel fazer amostragem das flutuagoes quanticas.

1.2 Objetivos

O principal objetivo desta tese é o estudo desta nova técnica para amostrar
flutuagoes quanticas. Para isto, buscamos estudar propriedades termodinamicas
de sistemas cuja solugao analitica (ou numérica) é conhecida. Das propriedades
termodinamicas escolhidas, daremos énfase ao estudo das energias livres, que sao
grandezas termodinamicas de extrema importancia para varios estudos, como es-
pontaneidade de reagoes quimicas e transicoes de fases.

No capitulo 2 falaremos brevemente de Dinamica Molecular Classica, para con-
textualizar o trabalho desta tese. No capitulo 3 apresentaremos o formalismo por
tras dos chamados termostatos estocdsticos, que sao um dos tipos de ferramenta
para se amostrar o ensemble canonico a partir da Dinamica Molecular. No capitulo
4 discutiremos sobre os métodos computacionais usados nos calculos de energia
livre. Em seguida, no capitulo 5, apresentaremos alguns dos resultados obtidos nos
nossos estudos. Por fim, concluiremos no capitulo 6, discutindo sobre os sucessos e
falhas do método que utilizamos ao longo deste trabalho.



Capitulo 2

Dinamica Molecular

2.1 Introducao

Desde 1738, com o trabalho de Daniel Bernoulli sobre hidrodinamica (primeira
aparigao da teoria cinética dos gases), cientistas buscaram explicar comportamentos
termodinamicos de sistemas de muitas particulas usando o formalismo da mecanica
classica. Nestes estudos, buscava-se compreender o comportamento termodinamico
de sistemas através de como a dinamica do coletivo se dava, nao sendo importante
saber localizacoes ou momentos de cada particula especificamente. A partir dai,
as variaveis termodinamicas comecaram a ganhar interpretegoes estatisticas, o que
deu origem a mecanica estatistica.

Um dos postulados fundamentais da mecanica estatistica diz que, para um sis-
tema de N particulas em uma regiao de volume V', onde a energia E se conserva,
existe uma quantidade gigantesca de configuragoes (ou microestados) que este sis-
tema pode assumir, sendo todos estas com iguais probabilidades de serem encon-
trados. Partindo desta ideia, se somos capazes de resolver as equagoes de Newton
para um numero grande de particulas, sabendo como as mesmas interagem entre
si, a principio podemos analisar como as posicoes, velocidades, niimero de colisoes
entre as particulas e paredes de um recipiente, entre outras quantias evoluem es-
tatisticamente e, assim, é possivel observar a evolucao termodinamica do sistema,
sem se importar com o microestado em especifico. Isso implicaria que, quaisquer
que sejam as condigoes iniciais de um sistema que tenham em comum as mesmas
medidas termodinamicas, podemos predizer o comportamento do coletivo apenas
integrando as equacoes de movimento de cada particula.

Chamamos de Dinamica Molecular (DM) a técnica de simula¢ao computacional
que envolve a integracao das equagoes de Newton para muitos corpos. A ideia da
DM nao é ser usada para avaliarmos a evolucao dinamica do sistema em si, mas
sim de servir como ferramenta para amostragem de ensemble. Este tipo de técnica
¢ muito utilizado, por exemplo, na simulagao de varios tipos de sélidos, liquidos,
gases e até mesmo grandes moléculas. Para medirmos grandezas termodinamicas



usando esta técnica, é preciso que as mesmas sejam escritas em funcao das posigoes
e momentos de cada particula. Se quiséssemos, digamos, medir a energia interna
de um sistema de particulas, poderiamos calcular as energias de cada particula
individualmente para obteé-la. Desta forma:

N 2
E(t) = Z ZW—FV(Tl,Tg,...,T]\/) (21)
a=x,Y,z ;=1
onde kp é a constante de Boltzmann, V (ry, rg, ..., 7y) é uma forma geral de potencial
de interacao entre as particulas, e v,; € m; representam a velocidade e a massa da
particula 7, respectivamente.

Como estas medidas tem carater estatistico, temos erros associados. Uma
mesma, observavel deve ser medida varias vezes para se ter uma nocao das flu-
tuagoes as quais esta ficara sujeita. Os erros sao dados pelo desvio-padrao das
grandezas cujas médias estao sendo computadas dividido pela raiz do ntimero de
medidas independentes.

Em suma, o que precisamos para estudar a termodinamica de um sistema seria
especificar a interacao entre as particulas e integrar as equagoes de Newton. A
questao a se responder agora é: qual a melhor forma de integrar estas equacoes?

2.2 Integracao das Equacoes de Movimento

Existe uma vasta literatura que discute sobre maneiras de se integrar as equacoes
de Newton [1, 3]. Porém, devemos nos preocupar de que forma um procedimento
numérico ira interferir na dinamica do sistema. Consideremos um caso bem simples:
o uso do método de Euler de primeira ordem,

To(t + At) = r4(t) + va(t) At + O(AL?), (2.2)
fa(t)

m

Vo (t + At) = v, (t) + At + O(AP), (2.3)

aplicado ao caso do oscilador harmonico simples(r,, v, € f, s@0, respectivamente, as
componentes a(x, y ou z) da posigao e da forga resultante agindo sobre a particula
estudada.

Simulagoes mostram uma instabilidade na energia total do sistema, como mostra
a Figura 2.1. Uma das solucoes para este problema seria utilizar um procedimento
mais preciso, como o método de Runge-Kutta de segunda ordem, ou ordem superior
[1].

Apesar de existirem métodos de grande precisao(da ordem de até At?), nao
sabemos se havera conservacao do Hamiltoniano do sistema? Os algoritmos citados
acima nao tém origem do estudo de sistemas Hamiltonianos, logo nao podemos dizer
em que casos a energia do sistema se conservara. De fato, existem os chamados
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Figura 2.1: Grdfico da amplitude do movimento e da energia de um oscilador harmaénico
simples em funcao do tempo, obtidos a partir do método de Euler. Observe o aumento
na amplitude, assim como o crescimento da energia.

algoritmos simpléticos!, que sao aqueles que respeitam a estrutura das equacoes
de Hamilton, tendo assim a garantia de um ”pseudo-hamiltoniano” conservado, que
depende da discretizacao do passo temporal?.

Como exemplo de algoritmo simplético, apresentaremos o algoritmo de Verlet,
que é um procedimento simples de ser obtido, além de ser amplamente usado nas
simulacoes de DM.

2.3 Algoritmo de Verlet

Comecemos a partir da série de Taylor de r, em torno de ¢t. Até segunda ordem,
temos que a expansao a direita sera

1
To(t + At) & 1o (t) + Fo(t) At + 57'";,((15)&2, (2.4)
e a expansao a esquerda sera
1
Tt — At) & 1o(t) — Fo(t) At + 57’~'O((75)A152. (2.5)

Somando (2.4) e (2.5), e trocando as derivadas por varidveis dinamicas, ficamos
com

IN#o entraremos na explicacio de como se obter este tipo de algoritmo. Para mais in-
formagdes, consultar M. E. Tuckerman, Statistical Mechanics: Theory and Molecular Simulation,
Capitulo 3 (Oxford University Press, New York, 2010).

2Para passo temporal tendendo a zero, o pseudo-Hamiltoniano tende ao Hamiltoniano exato
do sistema. Um exemplo de pseudo-hamiltoniano pode ser encontrado no livro citado na nota
acima, segao 3.13.
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Figura 2.2: Grdfico da amplitude do movimento e da energia de um oscilador harmaénico
simples em funcdo do tempo, obtidos a partir do método de Verlet. Aqui temos uma
grande estabilidade das oscila¢oes do sistema, assim como da energia. A energia do
oscilador apresenta pequenas flutuacdes, impercepctiveis no grafico.

ro(t + At) & 2r,(t) — ro(t — AL) + Athfoé(t). (2.6)

Note que nao hé necessidade em calcularmos as velocidades para integrarmos as
equacoes de movimento neste caso. Se nds as quisermos, podemos obté-las através
de

ot +AL) — 1o (t — Al)
Vo= 2At
O fato de nao necessitarmos das velocidades para integrar as equagoes faz com que
este algoritmo se destaque em termos de desempenho.

Uma das desvantagens deste algoritmo esta no fato de precisarmos da posicao
da particula anterior ao presente momento. No caso de iniciarmos uma simulagao,
seria necessario fazer algum tipo de chute. Mesmo assim, este algoritmo apresenta
grande estabilidade e um erro da ordem de At* no calculo das posicoes (precisao
maior que Runge-Kutta de segunda ordem) [1], o que faz dele uma opgao viavel
para DM.

O gréfico acima mostra os resultados obtidos para a mesma simulagao que
fizemos anteriormente, desta vez utilizando o algoritmo de Verlet. Observe que
agora nao temos mais a divergéncia da energia no sistema.

. (2.7)



Capitulo 3

Termostatos de Dinamica
Estocastica

3.1 Introducao

No capitulo anterior apresentamos as ideias por tras da DM classica. Dentre
as ideias, introduzimos o algoritmo de Verlet, que é um algoritmo que respeita a
estrutura das equacao de Hamilton. Isso nos garante que haverd conservacao de um
hamiltoniano no sistema, ou em outra palavras, conservacao de energia. No caso
de o nimero de particulas e o volume da regiao que estamos simulando nao mudar,
o uso da integracao de Verlet nos da automaticamente o ensemble microcanonico.
Neste caso, é preciso implementar um reservatério térmico que realiza a troca de
calor com o sistema fisico na temperatura desejada.

O fato de haver um reservatério para injetar ou retirar calor altera a dinamica
do sistema que queremos estudar. Neste caso é possivel mostrar que, alterando
as equagoes de Newton, conseguimos amostrar temperatura constante no nosso
sistema (ensemble canonico). Uma das chaves para isso estd nas equagoes de Lan-
gevin.

3.2 Equacao de Langevin

Quando falamos em equacao de Langevin geralmente remetemos ao problema
do movimento Browniano, onde temos o caso de uma particula macroscopica sus-
pensa em um meio fluido. O movimento apresentado por tal particula é bastante
irregular devido aos impactos incessantes que esta sofre das moléculas do fluido.
Em 1908, trés anos apo6s o famoso artigo de Einstein, ” On the motion of small par-
ticles suspended in liquids at rest required by the molecular-kinetic theory of heat”,
onde foi apresentado um modelo discreto do problema (particulas sofrendo colisées
em intervalos de tempo bem definidos), Paul Langevin propés um novo modelo.



O objetivo seria descrever o movimento através das equacoes de Newton para a
particula suspensa sem levar em conta a dinamica de interacao entre a particula
macroscopica e os constituintes do fluido em detalhes. Farfamos isso utilizando as
seguintes forgas:

e Forca de arraste: uma forca que se opoe ao movimento da particula, sendo
proporcional a sua velocidade

e Forca aleatéria: responsavel por "representar’os impactos incessantes da
particula Browniana com as moléculas do fluido.

Com isso, teriamos que a equacao de movimento da particula Browniana com
a seguinte forma:

Miy, = Ry — My, (3.1)

onde R, representa a forga aleatéria, v é o coeficiente de arraste e & as componentes
T,y e z.

E importante enfatizar aqui que a forca aleatéria nao representa fielmente os
impactos incessantes que a particula Browniana sofre, mas sim um artificio para
reproduzir as irregularidades presentes no movimento da particula, e assim nos
possibilitar a amostragem de um ensemble de particulas sujeitas a esta dinamica.

O problema agora estd em entender que tipo de termo estocastico estamos
lidando e em como resolver a equacao diferencial com este termo. Vamos nos focar
primeiramente na equacao. Em geral, adotamos o procedimento de fazer médias
sobre um grande ntmero de experimentos, de tal forma a substituirmos o termo
estocdstico pela sua média (ou correlacao) [11], e assim, elimind-lo da equagao!. A
equagao para a velocidade pode ser escrita como:

bot) = Tu(t) — el (3.2)

T

onde 7 = 1/ é conhecido como tempo caracteristico. A solugao pode ser usada
para construir v2(¢), e assim teremos:

2t

t t u
vi(t) = 03(0)6_27—}—26_7 [va(O)/ eTF(u)du]
0
2t ot (ugtug)
+e T//e 7 D(up)T(u2) duy dus (3.3)
0 Jo

Faz sentido tomar a média da forca aleatoria sendo nula, como se ela represen-
tasse colisoes ocorrendo com iguais probabilidades para todas as direcoes. Assim,
tomando a média da equacao acima, ficamos com:

'De maneira mais formal, utiliza-se cdlculo de It para se resolver equacdes diferenciais es-
tocasticas, mas nao abordaremos este método, pois foge do escopo deste trabalho



W2(1) = 02 (0)e % +e % / / S D)D) dus dus,  (3.4)

que, apés uma mudanca de varidveis, e considerando t suficientemente grande?,
pode ser escrita de uma maneira mais simples:

(WB(1)) = v2(0)e ¥ + - (1—e %) / (DO (E + s)) ds, (3.5)

—0Q

Agora lembremos que a teoria cinética dos gases nos diz que, para um sistema
em equilfbrio térmico, devemos ter que (v*(t)) = (vi(t) + v (t) +v3(t)) = 3kgT /M.
Se considerarmos que a particula entra em equilibrio com o sistema para t — oo,
devemos ter que a fungao de autocorrelagao de I'(t) seré:

| PO+ 9)ds = 57—

Esta relagao é conhecida como Teorema de Flutuagao-Dissipagao [12], nome
dado devido a relagao entre a correlagao das forgas aleatérias (flutuacao) e o termo
de arraste (dissipagao). Temos, pois, que para uma forga aleatéria de média nula
e funcao de autocorrelacao cuja integral em todo seu dominio é dada pela equagao
acima, conseguimos montar equacoes de Newton para o movimento Browniano que
sao capazes de reproduzir os mesmos resultados obtidos por Einstein, mas através
de uma visdo mais deterministica. Esta expressao acima implica que I'(¢) é um
ruido branco, isto é, ruido sem correlagao temporal ((I'(¢;)['(t2)) = 6(¢; — t2).

As equacoes de Langevin possuem uma propriedade bastante relevante. Temos
que as suas solugoes possuem uma distribuicao de probabilidades que é solucao das
chamadas equagoes Fokker-Planck [12]. Considerando a equagao de Langevin numa
forma mais geral, isto é,

/00 2kgT (3.6)

(t) = ——+T1(t) — —= 3.7
1) = =5 +T(0) (37)
A equacao Fokker-Planck associada tem a seguinte forma:

Op _ _0p) 9 0V Oyvp) k5T Pp

ot or dp Or v m  Ov?’

cuja solucao estacionaria (% =0) ¢

mu?

p(r,v) = Cexp l—kBlT (2 + vm)] . (3.9)

2Por suficientemente grande, entenda ¢ muito maior que o tempo médio entre colisdes que a
particula sofrerd. Se pensarmos que a correlagao entre as forgas aleatérias apds este tempo médio
vai a zero, tanto faz integrarmos em intervalos pequenos ou grandes
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A expressao acima é exatamente a forma da densidade de probabilidade do en-
semble canonico classico. Isto nos mostra que as equagoes de Langevin sao capazes
de amostrar este ensemble no caso classico.

Para casos onde flutuagoes quanticas tornam-se insignificantes, este procedi-
mento apresenta otimos resultados. Entretanto, vale lembrar que sé levamos em
conta resultados classicos até o momento. Para levarmos em conta flutuacoes
quanticas, obviamente devemos analisar o problema do ponto de vista da Mecanica
Quantica, isto é, analisando a equacao de Schrodinger. Antes de entrarmos nesta
discussao, apresentaremos a ideia por tras do termostato estocastico classico.

3.3 Termostato Classico

Em 1978, Schneider e Stoll [13] amostraram o ensemble candnico a partir
de simulagoes de DM usando equagoes de Langevin com ruido branco (correlagao
do ruido é uma delta de Dirac) pela primeira vez. Este tipo de termostato é
muito vantajoso no sentido de ser eficiente para simulagoes que requerem tempos
longos, pois precisa de poucos parametros, e o fato de haver uma forca dissipativa
para estabilizar a velocidade das particulas do sistema nos permite utilizar passos
temporais maiores, possibilitando longas simulagoes de maneira eficaz.

Como implementar computacionalmente um procedimento de integracao neste
caso, ou seja, como gerar um ruido tal que

(DTt + 5)) = 6(s), (3.10)

e, com isto, resolver numericamente as equacoes de Newton?

Felizmente esta implementacao é bastante simples. Bastaria utilizarmos um ge-
rador de niimeros aleatérios contido em qualquer biblioteca de programacao. Exis-
tem, entretanto, procedimentos computacionais que nos garantem que o teorema de
Liouville seja respeitado. Em outras palavras, existem procedimentos simpléticos
para se realizar a integragao das equagoes de Langevin com ruido branco [14]. Este
possui a seguinte forma:

ro(t+ At = ro(t) + T; [exp(—’vAt/ 2)pa(t) + \/mksT[1 — exp(—6)¢i (1)

L A (3.11)

Palt+ At) =

[fa<r(t + AtQ) - fa(’f’(t»At —l—pa(t)] exp(—’yAt) +

+\/mkT(1 — exp(—70) [G1 () exp(—7At/2) + Go(1)], (3.12)
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Figura 3.1: Simulacao de um sistema de 256 particulas com potencial interatomico do
tipo Lennard-Jones. Temperatura ajustada para 0.2 (em unidades de DM).

onde (1 (t) e (3(t) sdo pares de nimeros aleatdrios gaussianos que podem ser gerados,
por exemplo, por uma amostragem Box-Muller [3].

Antes de prosseguirmos com o trabalho, fizemos um teste simples para verificar
o funcionamento deste termostato, como mostra a Figura 3.1. Aqui aplicamos este
termostato num gas monoatomico que interage através de um potencial Lennard-
Jones.

Hoje em dia muitos softwares profissionais de DM (LAMMPS; por exemplo [15])
utilizam este termostato devido a sua conveniéncia. Entretanto, devemos lembrar
que no presente caso s6 conseguimos amostrar o ensemble canonico cléssico, ou seja,
nao somos capazes de amostrar flutuacoes quanticas do sistema estudado. O fato é
que moldamos as equacoes de Langevin para que elas fossem capazes de respeitar
o teorema de equiparticao, resultado este da mecanica estatistica classica. Para
trabalharmos em um regime quantico, é imprescindivel levarmos em conta efeitos
quanticos, e eis que surge uma questao: como fazer um termostato para isso?

3.4 Teorema de Flutuacao-Dissipacao Quantico

Originalmente, o Teorema de Flutuagao-Dissipagao surgiu no trabalho intitulado
Thermal Agitation of Electric Charge in Conductors em 1928, por Harry Nyquist,
onde foi deduzida uma expressao flutuagoes na forca eletromotriz em condutores
devido a energia térmica dissipada. Esta expressao também permitiu obter o es-
pectro de frequéncias das flutuagoes. Baseado neste trabalho, Callen e Welton [16]
deduziram uma expressao para o espectro de frequéncias das flutuacoes em siste-
mas quanticos lineares dissipativos. Reproduziremos aqui, de maneira resumida,
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as ideias por tras deste trabalho.
Tomando como analogia o caso dos circuitos elétricos, vamos definir que a
poténcia dissipada nos sistemas quanticos que estudaremos é proporcional ao qua-

drado da magnitude das forcas que perturbam estes sistemas?.

3.4.1 Dissipacgao

Vamos supor que o sistema estudado seja perturbado por um potencial elétrico
V(t) = Vosinwt. Fazendo analogia aos sistemas elétricos, escrevemos o hamiltoni-
ano perturbado como sendo:

H:HO+V(t)Q(QIaq2a"'7p17p27"')7 (313)

onde Hy é o hamiltoniano do sistema nao perturbado e () representa uma carga
efetiva que dependera das coordenadas do sistema . Sendo ¥, (n = 1,2, ...) as auto-
fungoes da equacao de Schrodinger sem perturbagao, com autovalores E,,, podemos
escrever a solucao geral do problema nao perturbado como

U(t) =) an(t)tn (3.14)

Usando a teoria de perturbacao dependente do tempo, podemos analisar como o
sistema evolui, absorvendo ou emitindo energia.

Para calcularmos a poténcia dissipada no sistema, devemos analisar todas as
transicoes que nele ocorre ao longo do tempo. Dado que o potencial oscila somente
com uma frequéncia w, podemos calcular a taxa de probabilidade de transicao de
estados do sistema usando a regra de ouro de Fermi. Temos entao que esta taxa é
dada por:

TV 2
+(En — hw|Q|En)p(E, — hw) (3.15)

A partir deste resultado, podemos calcular a probabilidade de haver uma mu-
danga de energia no sistema apenas multiplicando (3.11) por Aw, ou seja, a taxa de
energia que entra ou sai do sistema. Esta taxa é exatamente a defini¢ao de poténcia
dissipada pelo sistema.

Com esta definicao, aliado ao fato que consideraremos o sistema numa dada tem-
peratura fixa (ensemble canonico), e considerando todos os autoestados possiveis,
podemos calcular a poténcia média dissipada pelo sistema. Usando o fato de que
a poténcia dissipada em média é

3Para circuitos P = V2R/|Z|?, onde P é a poténcia, V a forca eletromotriz, R a resisténcia
e Z a impedancia do sistema

13



V2
P= %R/\ZP, (3.16)

podemos calcular o termo responsavel pela dissipacao no sistema. Assim:

R/|Z)* = W/O p(E) exp(=BE)[(En + hw|Q|Ey) [ p(E, + hw)
~(Ey — heo| Q| Pl By — heo)] dEE (3.17)
Apesar deste resultado ser obtido somente para perturbacao senoidal, qualquer

outro potencial V' (¢) onde seja possivel a expansao em séries de Fourier nos dard o
mesmo resultado.

3.4.2 Flutuacao

Agora vamos analisar a flutuacdo das correntes de carga efetiva no mesmo
sistema em equilibrio térmico, desta vez sem perturbacao. Para isso, estudaremos
a variancia nas correntes desta carga. Temos que 02 = (E,|Q% E,) — (E,|Q|E,)?.
Agora calculemos cada um destes termos.

(BalQIE,) = (ih) ™ (Eu|[Ho, Q)| Ex) = 0 (3.18)

m

= h_Q Z<En|[H07 Q”Em)(Eml[HOa Q]|En>

=10 (En = En)*[(EalQ|Em)[? (3.19)

Com isso, consideremos a média feita para todos os autoestados possiveis. Transfor-
mando a soma acima em integral, e trabalhando para todas as frequéncias possiveis

(w=|E, — Enl/R):

@) = "] p(B) exp(—BE)|(E + hw|QIE) Ep(E + hw)
+{(E — hw|Q|E)*p(E — hw)] dE) dw. (3.20)

E usando a lei de Ohm (V' = Z(w)@), podemos obter a variancia para uma forca
flutuante (V?2).
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3.4.3 Relagao entre Flutuacao e Dissipagao
Usando as expressoes (3.13) e (3.16) conseguimos a seguinte relagao:

v =2 | R, 1) d, (3.21)

7

onde

O(w,T) = h; + hwlexp(hw/kpT — 1]7*. (3.22)

O(w, T) representa o espectro de frequéncias das flutuacoes do nosso sistema?.

Observe que para kgT >> hw, que corresponde a efeitos térmicos muito maiores
que quanticos (temperaturas altas), temos 0(w,T') =~ kg7, que nos permite obter o
Teorema de Flutuagao-Dissipacao classico.

3.5 Termostato Quantico

Apesar de DM ser uma técnica baseada em mecanica classica, Dammak et al. [10]
propuseram um método para utiliza-la na amostragem de ensembles de sistemas
onde flutuagoes quanticas tornam-se significantes. A ideia consiste em fazer um
termostato baseado no apresentado anteriormente. Ao invés de usar ruido branco,
este utilizara forcas aleatérias gaussianas tendo um espectro caracterizado pelo
teorema de flutuagao-dissipacao quantico. A equacao de movimento para a i-ésima
particula de massa m; serd dada por:

MiTia = fia + Ria — MiVTia, (3.23)

O que caracterizard o termostato serao as forcas aleatorias gaussianas R;, € 0
coeficiente de arraste 7. Do teorema de flutuagao-dissipagao quantico, define-se que
o espectro da forca serda dado por:

IR Ry (W) = 2miy0350050(lw], T), (3.24)

onde O(|w|,T) serd dado por (3.18) e as deltas sdo os simbolos de Kronecker. A
partir do espectro, utiliza-se o teorema de Wiener-Khinchin [11] para obter a fungao
de correlagao temporal das forcas aleatorias:

1 +00
(Ria(t)Rjg(t + 1)) = p /_OO IR R (w)exp(—iwT) dw. (3.25)

Como temos agora um ruido colorido (com correlagao temporal), ndo podemos
gerar numeros aleatérios individualmente. E necessario gerarmos uma sequéncia
que respeite esta relacao. Felizmente, existe um procedimento numérico sugerido

4Observe que sua forma coincide com o espectro do oscilador harménico quéantico.
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por Maradudin [17] para gerar sequéncias de dados com uma correlagao desejada.
Este envolve o uso de varidveis aleatérias Gaussianas e transformadas de Fourier que
resultarao em arrays de dados contendo uma sequeéencia de valores que representarao
as forgas em diferentes intervalos de tempo, possuindo correlacao desejada.

ty | ta | t3 | ta| ts | te | t7 | Tg | to | tio| t11

O esquema acima mostra a ideia desta sequéncia. Cada dado corresponde a uma
forca aleatoria que agird num dado tempo t; a partir do momento inicial quando
esta sequéncia foi gerada. Essas forgas podem ser geradas a partir da seguinte
formula:

_ 0 Ea| . 1/2 e

R(tk) = \/m l:z_:L \/§(Ml + ZNl)Q (]wl|, T)e s (326)
onde At é o passo temporal usado na dinamica, t;, = kAt representa a discretizacao
do tempo, w; = 27wl/2LAt, 2L representa o tamanho da sequéncia dos ruidos,
d = /2m;y, e M; e N; representam um par de varidveis aleatérias Gaussianas
de média zero e desvio-padrao um. Estas varidveis gaussianas podem ser obtidos
utilizando transformacoes de Box-Muller em numeros aleatérios de distribuicao
uniforme, por exemplo. Informacoes sobre como chegar a estar férmula encontram-
se no Apéndice A desta tese.

O ideal seria gerar uma sequéncia de ruido do tamanho do niimero de passos
necessario a simulacao, para assim nao perdermos a correlacao dos ruidos em ne-
nhum momento. Entretanto, este termostato requer muitos passos para atingir o
equilibrio térmico e para se obter médias satisfatérias das observaveis medidas®.
Para um sistema com muitas particulas seria impossivel gerar sequéncias de forcas
muito extensas, devido a problemas de memoria computacional. Logo, torna-se
necessario encontrar um comprimento para a sequéncia gerada que seja razoavel-
mente curto, mas que também nao comprometa a correlacao temporal das forcas
aleatorias. Como mostraremos mais adiante, é necesséario fazer um estudo de con-
vergéncia do tamanho do ruido todas as vezes que utilizarmos este termostato.

3.6 Propriedade de Reescalamento do Ruido

Muitas vezes desejamos estudar problemas onde ha mudanca na temperatura
de maneira dinamica. A sequéncia de ruido gerada para este termostato deve
ser suficientemente grande, assim garantimos a amostragem do ensemble canonico

5Este ntimero grande depende do tipo de problema a ser atacado, variando da ordem de
milhares em alguns casos, até milhdes em outros, como mostraremos mais adiante.
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na temperatura desejada. Este fato faz com que, aparentemente, este termostato
apresente uma dificuldade para realizar alteracoes na temperatura. Entretanto, é
possivel mostrar que, dada uma sequéncia de ruido gerada para uma dada tempe-
ratura, existe uma maneira de reescalar os elementos da sequéncia de tal forma que
esta represente os ruidos de uma temperatura diferente.

Para A > 0, observe que (3.22) tem a seguinte forma:

0| \wl, AT) = A0(|w|, T). (3.27)

Usando esta relagao, podemos reescrever (3.26) como

5 L-1 1 )
R(ty) = M, + iN))OY2 (| \w]|, NT) et 3.28
( k) \/ml:Z_L \/5)\< l l) (| w‘ ) ( )
Reescalemos At e T da seguinte forma:
At = At/N — t, = tp /N, W), = wi /A (3.29)
e
T = \T. (3.30)

Com isso, a expressao para o ruido sera

1 s L=
S - — (M, +iN)OV? (||, T") et 3.31
AMV2ALAY Z:Z—L \/5( 1Tt l) (‘wl| )6 ( )

Finalmente, chegamos que

R(ty)

R(t)'\“, AT) = AR(t, T) (3.32)

Portanto, se quisermos aumentar a temperatura do sistema ao longo da si-
mulacao, podemos reescalar a temperatura do termostato ao longo das sequéncias
de ruido (lembrando de reescalar o At também) , poupando esfor¢go computacional
desnecessario. S6 devemos tomar cuidado que este reescalamento nao pode aumen-
tar muito o tamanho do At, pois isso poderia prejudicar a integragao das equacgoes
de movimento.
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Capitulo 4

Calculo de Energia Livre

4.1 Integracao Termodinamica - Processos Re-
versiveis

Energias livres sao grandezas termodinamicas que nos permitem ter acesso
a diversas informacoes sobre um sistema termodinamico. Entre elas, podemos
destacar transicoes e coexisténcia de fases.

Apesar de algumas grandezas como energia interna e entalpia de um sistemas
serem de fécil cdlculo quando trabalhamos com DM, entropia e energias livre sao
grandezas muito dificeis de se calcular. Dentre os motivos esta o fato de, no caso
do ensemble microcanonico, a contagem de microestados acessiveis do sistema é
possivel apenas para casos bem simples. No caso do ensemble canonico, temos o
problema do célculo da funcao de particao, que envolve integrais de grande dimen-
sionalidade. Apesar disso, é possivel calcular a energia livre de maneira indireta.
Este calculo indireto é conhecido como método de Integracao Termodinamica [3, 5],
e é feito dentro do ensemble canonico. Aqui, o que se faz é calcular a diferenca de
energia entre diferentes sistemas, sendo que se sabemos calcular a energia livre de
um (sistema de referéncia), obtemos a do outro (sistema de interesse).

Como vamos calcular uma diferenca de energias livres, necessitamos definir um
caminho termodinamico entre um sistema de referéncia e o sistema onde queremos
realizar os cdlculos. Consideremos um sistema cujo Hamiltoniano depende de um
fator A, chamado de parametro de switch entre um sistema de referéncia e o sistema
onde se deseja medir a energia livre. Tomemos o caso mais comum:

H(\) = (1= NHyy + AH,ep, A €0, 1], (4.1)

sendo que, para A = 0 estamos no sistema de interesse, e A = 1 no de referéncia.
Fagamos agora o cédlculo da energia livre de Helmholtz F(X\; N, V,T) para este
Hamiltoniano. Para o caso do ensemble canonico, temos que:
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F(\) = —ksTIn Z(\) = —ksTIn [ / exp (—H(A) ks T) dl“} (4.2)
para o caso classico, e

F(\) = —kpTn [Trexp (—H(\)/kpT)] (4.3)

para o caso quantico, sendo que Z(\) representa a fungao de partigao, H representa
o operador para o hamiltoniano(no caso cldssico é apenas uma funcao) e a integral
é feita sobre todo o espago de fase I'. Dado que os resultados finais deste proce-
dimento sao equivalentes, trabalharemos usando a forma classica, para facilitar a
visualizacao.

Se derivarmos F' com relagao a A, teremos:

OF(\) [ (DH(N)/ON) exp (—H(N) /kgT) dT

N Z(\) ’ .
OF(\) Tr {exp (—]:I(/\)/k’BT> 8]:1()\)/3)\} o <8ﬁ> (4.5)
ox Tr exp <—H<)\)/kBT) S\ |

onde () indica uma média de ensemble para um valor fixo de A = X'. Integrando
a equacao acima de um intervalo A\; a Ay resultara:

F(\o; N,V,T) — F(\; N,V, T) = /AQ dX<aH> = Wyen, (4.6)
Y O\ N
onde W,., representa o trabalho para um processo reversivel.
Com isso, calculamos a integral acima realizando médias de ensemble para varios
valores de A entre os estados de interesse e referéncia, e realizamos uma soma de
Riemann.

4.2 Integracao Termodinamica - Processos Fora
do Equilibrio

Para o procedimento apresentado anteriormente existe um certo problema. A di-
ficuldade reside no fato de serem necesséarias diversas simulagoes para se obter
<%>x’ assim como varias médias para efetuarmos a integral acima. Uma maneira
de evitar tal procedimento custoso seria fazer com que A dependesse do tempo,
ao invés de varia-lo entre varios estados de transicao em equilibrio. Esta variacao
deve ser suficientemente lenta para que as distorcoes do espaco de fase nao alterem
o volume final do mesmo. Um processo deste tipo é conhecido como Adiabatic

Switching [18]. Isso nos permite o uso de somente uma simulacao para obtermos o
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trabalho necessario para levarmos nosso sistema do estado de referéncia ao estado
de interesse. Teriamos entao:

tsim AN OH

W@n:/) a2 (4.7)
0 dt O\

onde tg;,, ¢ o tempo total de simulacao.

Contudo, estaremos trabalhando com processos fora do equilibrio e isso nos
forga a lidar com dois tipos de erro: o estatistico, associado as diferentes condigoes
iniciais do sistema, e o sistematico, associado ao modo como se da o processo de
transicao (energia dissipada durante o processo), sendo esta sempre positiva por
ser oriunda da geracao de entropia desta transicao, que se da fora do equilibrio.

A maneira de resolver o problema do erro estatistico é simplesmente realizar
varias vezes o mesmo processo, € obter uma média. Com isso, ficariamos com:

<Wdyn> - Wrev + A-E‘aliss- (48)

Um fato interessante a se observar ¢ que a distribuicao que se obtém dos Wy,
se aproxima da forma de uma gaussiana para um processo em regime linear, isto é,
suficientemente lento [19]. Quanto mais rapido for o processo, mais larga serd esta
distribuicao, assim como mais distante o pico ficard do valor de W,.,. Para tempos
infinitos de simulagao, que representam processos quase estaticos, temos dissipacao
nula, como mostra a Figura 4.1.

Para descobrir o erro sistematico, basta lembrar que este é unicamente asso-
ciado ao processo realizado, independente dos microestados das condigoes iniciais.
Usando este fato, observe que os processos de ida e volta terao a seguinte forma:

<Wdyn(]- - 2>> = Wr‘ev + A-Eoliss (49)

(Wayn(2 — 1)) = =Wiep + AFuiss (4.10)

Lembremos que estas relacoes sao vélidas somente no regime linear, onde AFE ;s
tera o mesmo valor na ida e na volta, além de ser positivo sempre.

Assim podemos somar as médias dos dois trabalhos dinamicos e dividir por
dois para obter a dissipacao de energia, ou entao subtrai-las e dividir por dois para
encontrar o trabalho reversivel, e assim, a diferenca de energia livre de Helmholtz.
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Dirac. Figura extraida de [19]
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Capitulo 5

Aplicacoes

5.1 O Oscilador Harmonico

Um dos casos quanticos cuja solugao analitica é conhecida ¢ o oscilador harmonico.
Para fazermos uma analise do funcionamento deste termostato, realizamos varios
estudos onde calculavamos propriedades para este sistema. Estes estudos foram
feitos no regime de baixas temperaturas, onde as flutuagoes quanticas tornam-se
significantes. Desejamos verificar se tais flutuagoes sao amostradas corretamente.

5.1.1 Energia em fungao da temperatura

Como primeiro caso estudado, analisamos a energia de um oscilador harmonico
em funcao da temperatura. O objetivo aqui era verificar se o termostato é real-
mente capaz de amostrar as flutuagoes quanticas do sistema (a curvatura presente
nas regioes de baixa temperatura). Aqui fizemos, primeiramente, uma anélise de
convergéncia da energia do oscilador em 7" = 0. Os parametros escolhidos nestas
simulagoes foram At = 0.01, v = 0.001, 2 = k = 1 e w = 1. Cada medida de
energia realizada foi feita como média de 107 valores de energia em sequéncia.

Para este caso, queriamos realizar 2000 medidas da energia do nosso sistema.
Entretanto, sabemos que o termostato possui um ruido com correlagao temporal,
o que faz com que nossas medidas sejam corelacionadas. Como esta correlacao
temporal decai com o tempo, precisamos descobrir o tempo necessario para descor-
relacionarmos totalmente as medidas feitas atuais com relacao a medidas feitas no
passado.

Existe um procedimento para andlise de erros de sistemas que possuem cor-
relagao temporal, conhecido como Data Bunching [9]'. A ideia aqui é analisar
toda uma sequéncia de dados obtidos e verificar a convergéncia do erro conforme
forcamos uma descorrelacao com toda essa sequéncia. Esta descorrelacao é criada
conforme comecamos a agrupar dados adjacentes, tiramos médias destes grupos, e

1Este método, a principio, foi desenvolvido para andlise de erro em cadeias de Markov.

22
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Figura 5.1: Procedimento de Data Bunching realizado mo estudo de um oscilador
harménico para T = 0, com ruido de tamanho 5 x 10%.

calculamos o erro associado a estas médias de grupos. Sendo repetido este processo,
ocorre que os dados se descorrelacionam, e obtemos uma convergéncia do valor do
erro estatistico. Consulte o apéndice B deste trabalho para mais informagoes.

A Figura 5.1 mostra um dos graficos desta andlise de erro, que foi feita para este
caso que estamos estudando. Neste caso, rodamos a simulacao por 2 x 10® passos,
onde analisamos 2048 pontos (médias de energia feitas em grupos de 105. Como foi
a partir de um bunching de 256 que o erro ja estabilizou, podemos deduzir que os
dados se descorrelacionaram apdés, aproximadamente, um décimo desta simulacao,
que corresponde a 2 x 107 passos. Logo, se quisermos descorrelacionar uma medida
da outra, bastaria rodarmos mais de 2 x 107 passos de dinamica molecular entre os
processos de medida.

A partir desta andlise, optamos por utilizar um tempo muito maior para des-
correlacionar os dados (2 x 10%), e este tempo foi utilizado toda vez que queriamos
descorrelacionar medidas durante os casos que foram aqui estudados.

Agora vamos aos primeiros resultados obtidos neste caso. Queriamos, antes
de mais nada, analisar o efeito do tamanho do ruido nas medidas de energia. A
Figura 5.2 mostra os dados obtidos para o oscilador harmoénico em 7" = 0. Observe
que para ruidos muito curtos, os valores obtidos nao correspondem ao resultado
analitico (curva em vermelho).

Para este caso de andlise de energia do oscilador harmonico em temperatura
constante, convém utilizar o tamanho do ruido L > 10* para garantirmos a amos-
tragem das flutuacoes quanticas do nosso sistema. Tomando L = 5 x 10%, fizemos
a analise da energia do mesmo oscilador harmoénico, s6 que para temperaturas di-
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Figura 5.2: Andlise da energia de um oscilador harménico a T = 0 em func¢do do tamanho
do ruido.

ferentes, como mostra a Figura 5.3.

Lembremos que esta andlise deve ser feita toda vez em que estudaremos um
novo caso, pois para diferentes casos, pode ser necessario utilizar um tamanho de
ruido maior para se obter maior precisao.

Grafico E x T - Oscilador Harménico: Ruido 50k

i
\
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v v b v by b byvva baraa |
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0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 a.5 4
Temperatura

Figura 5.3: Andlise da energia de um oscilador harmonico em funcdo da temperatura
para L =5 x 10%. Barra erro parece imperceptivel devido & escala de energia do grdfico,
mas a barra de erro dos dados cobre a curva tedrica (vermelho).
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5.1.2 Mudanca na frequéncia

Utilizando o método de Integracao Termodinamica fora do equilibrio descrito no
capitulo 3, foram realizadas simulagoes de processos onde se alterava a frequéncia
de um oscilador harmonico. Em termos da equacao apresentada deste método,
fizemos:

.732
I

2
com K correspondendo a energia cinética e A(t) sendo uma funcéo linear do tempo
que ia de 0 a 1.

Buscamos realizar este processo de maneira vagarosa, para que trabalhdssemos
no regime linear. Calculamos a média de Wy,,, para processo de ida e volta, e assim
obtivemos a diferenca de energia livre entre osciladores nestas duas frequéncias. Os
parametros de simulagao utilizados foram os mesmos adotados no estudo da energia
do oscilador em funcao da temperatura, sé que usando ruido L = 5 x 105. Neste
caso, fizemos uma anélise de convergéncia do AF' para tempos distintos de switch
entre os estados. Para cada tempo de switch obtivemos 2000 dados para anélise
estatistica.

A Figura 5.4 mostra os trabalhos nos processos de ida e volta, e o trabalho
reversivel obtido dos mesmos. Note que os valores para o trabalho dinamico con-
vergem, havendo muita pouca dissipacao para o tempo de 5 x 107.

H\) =K+ (1= At)z* + A\ (5.1)

Mudanega na frequéncia (1->1.41421)
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Figura 5.4: Andlise de convergéncia do trabalho realizado para levar um oscilador de uma
frequéncia w = 1 até w = /2. Simulacdo feita em T = 0. Valor esperado para AF era
0.2071.
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5.1.3 Mudanca na temperatura

Agora vamos analisar a energia livre do sistema em funcao da temperatura, utili-
zando a propriedade de reescalamento do ruido apresentada no Capitulo 3 desta
tese e o método fora do equilibrio, apresentado no Capitulo 4. Da definicao de F
(F=U—TS, onde U é a energia interna do sistema e S a entropia), temos que

OF/T) _
W =U (5.2)
de onde tiramos que
A(FVT)::jzledU/TU::/ijé;gb)dzy)dt (5.3)

Como a temperatura foi reescalada, temos que os passos temporais também foram.
Portanto, a expressao acima ficara

U dA(t)
A@ﬂU:L e o (5.4)

Vamos supor que a temperatura varie linearmente, assim como foi feito o switch
entre os hamiltonianos dos sistemas de referéncia e de interesse para a Integracao
Termodinamica. Neste caso, T(t) = A(t)Tp. Durante a simulagao, a sequéncia
sera reescalada, de forma a corresponder a temperatura no tempo. E preciso lem-
brar sempre de reescalar o passo temporal da simulagao. Para analisar a funcao
F(T), tomamos o valor da mesma numa dada temperatura e vamos alterando. O
procedimento foi feito da seguinte maneira:

1 200 milhoes de passos para equilibrar em temperatura 7.

2 10 milhoes de passos passando da temperatura T' para T'/2.
3 200 milhoes de passos na nova temperatura.

4 10 milhoes de passos volta da temperatura T/2 para T.

5 Voltar ao passo 2 (repetir 1000 vezes).

As temperaturas T usadas foram 0.015625, 0.03125, 0.0625, 0.125, 0.25, 0.5
e 1. O processo comecou em 7' = 0.015625, onde tomamos o valor de F(T =
0.015625) analitico como valor de referéncia. A partir dai, o F(T = 0.03125)
foi obtido numericamente e, em seguida, utilizado como referéncia para calcular
F(T = 0.0625), e assim por diante.

A Figura 4.5 mostra o formato da curva que obtivemos usando esta técnica. No-
vamente, conseguimos fazer a amostragem correta dos efeitos quanticos nas regioes
de temperatura proximas de zero.
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Figura 5.5: Curva F x T obtida utilizando método fora do equilibrio descrito no capitulo
3. Curva pontilhada representa dados obtidos e curva vermelha, os dados teoricos.

5.2 Outros potenciais

Nesta secao mostraremos mais resultados de célculo de energia total e energia
livre, mas desta vez utilizando potenciais diferentes do harmonico. Nesta secao
mostraremos algumas das dificuldades que encontramos ao trabalhar com este ter-
mostato.

5.2.1 O potencial de Morse

Ao tentar resolver as equagoes de Schrodinger para moléculas diatomicas, muitas
vezes utiliza-se o chamado potencial de Morse para analisar as vibracoes dos niicleos
destas moléculas [20]. A grande vantagem de utilizar-se este potencial estd no fato
deste ser um modelo capaz de amostrar dissociacoes destas moléculas. A Figura
4.6 mostra o formato do potencial de Morse.

Este potencial possui a seguinte forma:

V(r)= DIl —exp(—a(r — re)]2 , (5.5)

onde D é uma constante que representa a profundidade do potencial, o também é
uma constante, representando alargamento do potencial, e . é a posicao de minimo
do potencial.

Este potencial é um dos poucos em que é possivel obter solugao analitica para
a equacao de Schrodinger. O espectro de autoestados é constituido por estados
ligados e estados continuos. Para o caso dos estados ligados, temos que as energias
associadas sao dadas por
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Figura 5.6: Formato da curva do potencial de Morse usando os parametros D = 20,
a=1er. =3. Grdifico feito no software Mathematica 8.

E(n) = ha(n +1/2)(2D/p)"/? — h?a*(n + 1/2)%/2u, (5.6)

onde p representa a massa reduzida para um sistema de duas particulas, e n é um
niimero inteiro tal que 0 < n < (k — 1)/2, sendo k = (8uD)"/? /ha.

Neste caso aplicamos novamente o método de integracao termodinamica. Desta
vez, a equacao para o Hamiltoniano ficou:

2,.2

H() = K 4 (1= A0 WVatorae (1) + A0 >0 (5.7)

Os parametros escolhidos para o potencial de Morse foram D = 20, a = 0.5. O
potencial harmonico de frequéncia de w = 3.162 e m = 1 corresponde ao potencial
com a mesma curvatura do minimo do potencial de Morse usado aqui. Outros
valores utilizados foram 7" = 1, A = 0.1, At = 0.01 e u = 1. A escolha destes
parametros se deu, primeiramente, pelo fato de que para simulagdes com D menores
e h = 1 ocorria dissociacao da particula no potencial, o que nos forcaria a levar em
conta estados continuos, e tornaria o calculo mais complicado; a escolha de uma
temperatura maior foi devido ao fato de, para temperaturas muito proximas de

zero, a diferenca de energia livre seria muito pequena (da ordem de 107%), ordem

menor que a precisao que obtemos com este termostato (1073). O tamanho do
ruido utilizado foi L =5 x 10°.

A Figura 5.7 mostra uma andlise de convergéncia do trabalho realizado entre
os potenciais estipulados. Note que o resultado convergiu e ficou sempre acima do

resultado analitico. Entretanto, neste caso, os resultados ainda concordam com o
valor analitico dentro da barra de erro.
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Figura 5.7: Andlise de convergéncia do trabalho realizado para levar um sistema de um
potencial harmoénico de frequéncia w = 3.162 até um potencial de Morse de D = 20,
a = 0.5. Simulacao feita em T = 1. Valor esperado para AF era 0.0269.

5.2.2 O Oscilador Quartico

O potencial de um oscilador quértico possui a forma V(z) = % A equacao
de Schrodinger para este potencial possui solucao numérica com precisao muito
grande, e é um resultado bastante consolidado. O resultado de energia obtido para
o estado fundamental é 0.5301 [21] (para h = m = 1).

Para estudarmos este caso, fizemos varias simulagoes, usando tamanhos de ruido
e até At diferentes. A tabela abaixo mostra alguns dos valores que obtivemos.

L At Energia | Erro
5x 10 | 0.01 | 0.549 0.008
5x10% | 0.01 | 0.55 0.003
5x 10% | 0.001 | 0.548 0.002

Observamos que, neste caso, os resultados ficaram fora da barra de erro, sendo
que o desvio do valor numérico é de mais de 2%, sendo que este parece ser sis-
tematico. Este foi um resultado que era inesperado a principio.

Para analisarmos melhor este problema, estudamos o que este termostato de-
veria fazer: amostrar as distribuigoes espaciais e de momento do sistema (|1(z)|* e
|6(p)|?). Fizemos os graficos destas distribui¢oes tanto no caso do potencial quartico
quanto para o harmonico.
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Figura 5.8: Distribuicao espacial e de momento para o caso do oscilador harmonico.
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feita para T = 0, num total de 200 milhoes de passos de DM apds atingir o equilibrio
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Figura 5.10: Mapa do espago de fase. Cores mais claras representam densidade maior
de probabilidade. Figura mais acima representa valores numéricos exatos. Figura mais
abaizo representa dados obtidos em nossas simulacoes.
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Observe aqui que as distribuicoes espaciais e de momento, apesar de serem muito
bem respeitadas para o caso do oscilador harmonico, é amostrada incorretamente
para o caso do oscilador quartico. Como obtivemos um resultado acima tanto no
caso quartico, quanto no potencial de Morse, isso indica uma falha no método para
potenciais anarmonicos. Um comment reportando este problema no método foi
submetido ao jornal Physical Review Letters(vide Apéndice C) em agosto de 2011.

33



Capitulo 6

Conclusoes

Nestes dois anos de trabalho, buscamos entender o funcionamento desta nova
técnica de amostragem de ensemble canonico em regime quantico. Devido ao fato
de a técnica ser muito recente, foram necessarios varios testes para avaliar o quao
eficiente esta era. O artigo que descreve o método [10], entretanto, nao deixa
muito claro os motivos pelos quais certos procedimentos foram escolhidos, ou como
escolher os parametros, como é o caso da constante de arraste ~.

Nao somente isso, o artigo afirma coisas que nao foram testadas pelos autores.
Nas palavras deste artigo: “The method is valid at any temperature and for any
interatomic potential as well as for ab initio schemes”. De fato, mostramos que
esta citacao do artigo nao é verdadeira.

O tnico caso onde obtivemos efetivamente resultados precisos foi o caso do
oscilador harmoénico. No caso do potencial de Morse e do oscilador quéartico, as
medidas mostram valores acima do valor analitico ou numérico. Este fato foi con-
firmado analisando as distribuicoes espaciais e de momento nos casos do oscilador
harmonico e quartico.

O que explicaria o fato de funcionar para potenciais harmonicos, e falhar na pre-
senca de anarmonicidades? Qual seria a causa deste problema? Estas sao questoes
ainda em aberto.
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Apeéendice A

Procedimento para Gerar o Ruido
Utilizado no Termostato Quantico

Na secao 3.5 introduzimos um tipo de termostato capaz de amostrar o ensemble
canonico, conseguindo levar em conta efeitos quanticos. Neste apéndice mostrare-
mos a maneira com a qual geramos o ruido necessario para este termostato.

Primeiro vamos considerar a discretizacao do tempo, dada por t, = kAt. Que-
remos numeros aleatérios da forma

o0
R(ty) =0 > WX, (A.1)
j=—o0
onde 6 = /(R(t)?), X,k representa variaveis aleatdrias gaussianas de média nula
e correlagao unitaria ((X;X;) = d;;), e W, representa o peso dado a cada varidvel
aleatoria, sendo esta a responsavel por moldar a correlacao desejada. Com isso,
teremos que

(R(t) = 0 (A2
(Rt Rt} =6 3 WiV, =8Pl (A3

Escrevendo a funcao para o peso em termos de uma transformada de Fourier inversa,
ficarifamos com:

1 )
Pl = 5 [ eg(ju]) do. (A4)
Agora, aproximando a somatéria para passos temporais muito pequenos:
oo 1 00
> WilWise = 5 / W ()W (t + kAt) dt (A.5)
j=—00 —oo
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Observe que temos uma convolucao aqui. Usando a famosa propriedade de trans-
formadas de Fourier para uma convolucao, e o fato de termos a expressao de uma
transformada inversa em (2.17), calculemos a transformada da expressao acima:

1
() = g(lo)) (A.6)
onde '
W, = / w(|w])e ™ dw. (A.7)
Finalmente, temos que:
eiwtj
Wy = (A0 [ g2l dw (A8)
T

Temos que a fungao g(|w|) é a transformada de Fourier da fungao de correlagao
das forgas aleatérias. Voltando as equagoes (2.11), (2.12) e (2.13), temos que
g(lw]) = O(lw], T).

Com este resultado, podemos comecar a montar o procedimento computacional
para o céalculo do ruido. Para adaptarmos as transformadas de Fourier acima para
o uso de Fast Fourier Transform(FFT), vamos supor que nosso ruido possua um
tipo de periodicidade longa de 2T passos, ou seja, R(t;1o7) = R(t;). Se desejamos
que tal suposigao seja satisfeita, devemos fazer com que W; e X; possuam a mesma
periodicidade. Escrevemos entao

1] Tl -
W, = —— w 62(27rl]/QT) A9
J /5T ot l (A9)
€
1 T—1 ] )
X, = — 1,6/ 2m/2T) (A.10)

TOVRT

Para a expressao da inversa w;, temos que

1 I . onlj
W = —— We (), A1l
! 5T j:ZT J ( )

ou aproximando para uma integral para " — oo e At — 0,

1 o0 S 2mit
W = ——— W (t)e~"(=rar) dt. A2
L VaTAt /j:oo ) (8.12)
Da expressao (A.8), ficamos com
= 02 (), (A13)
V2T At
onde w; = 22T72t.

36



Agora vamos para a inversa Xy

Z X; e_z(mJ

]*—T

(A.14)

Reescrevendo-a separando a exponencial complexa da transformada de Fourier

1
= —(M; +1N;),
l \/5( l l)
onde
1= 27l
7= X Xjeo s = My
]*—T
e
2mly
ZX ﬂ——N,l.
J_*T 2T

Com tudo isso podemos agora montar o ruido, que sera dado por:

5 T—1

1 ZUJ
V2T AL > (Mz +iNp) 02 (Jwy | )",
=—T

R(ty) =

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)

Das propriedas de X;, vemos que M; e N; sao varidveis Gaussianas de média nula
e correlagao unitaria. Portanto podemos gera-los, por exemplo, por transformagoes

Box-Muller de varidveis aleatdrias de distribui¢ao uniforme [3].
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Apeéendice B
Data Bunching

Ao fazermos uma anélise do tempo necessario para descorrelacionarmos medidas,
como mostramos na secao 4.1, utilizamos um procedimento que é conhecido como
Data Bunching [9].

Ao fazermos uma andlise de erro para uma simulacao cujos dados possuam
uma correlagao temporal, obviamente nao podemos tratar os dados obtidos como
independentes. Neste caso, nao podemos aplicar a anélise de erro usual (célculos
de desvio-padrao direto, por exemplo).

A ideia deste procedimento é analisar uma simulacao bem longa, onde coleta-
mos varios dados. Valores calculados em tempos distantes um do outro vao se
tornando cada vez mais descorrelacionados. O que se faz é juntar os valores em
grupos(bunches), de dois em dois. Calculamos a média dentro destes grupos e ob-
temos uma nova sequéncia, com metade do tamanho. Repetimos o processo com
esta nova sequéncia, que equivaleria a pegarmos a sequéncia inicial e juntarmos
valores em grupos com quatro dados. A Figura B.1 mostra a ideia por tras deste
procedimento.

I11111000000011111110001 11111100011 11111000111111100011111110000
lr1T1o000451 1010580011051 110511105111 00
L 05 0 07 1 025 1 05 075 1 025 1 05 075 1 0
.75 0375 .625 .75 0.875 .625 0.6G25 (.5

(.56G25 0.G875 0.75 (.56G25

Figura B.1: Exemplo de como o procedimento é executado. Figura extraida de [9].
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Data Bunching - Oscilador Harménico (L = 50k)

. .
0.0085 ® Erro associado .
0.008 .

0.0075
0.007
0.0065 .
0.006
0.0055
0.005
0.0045
0.004 .
0.0035
0.003 .
0.0025
0.002 .
0.0015 .
0.001 .
0.0005
0 | T T T T | T T T 1 | T T T T | T T T T |
1 10 100 1,000 1e+04
Bunching

Erro

Figura B.2: Data Bunching aplicado no estudo do oscilador harménico em temperatura
nula. Cada valor de energia foi obtido apds 10° passos. Note a regido do plateau, que
indica 0 momento em que os dados se tornaram descorrelacionados. Isto mos dard o
tempo para descorrelacionar as medidas.

Conforme os dados vao se tornando descorrelacionados, o erro aparente aumenta
até convergir num dado valor. Nesta regiao onde o erro estabiliza indica que os
dados ja estao descorrelacionados. Em termos de um grafico do erro em funcao do
tamanho dos grupos, a regiao de plateau indica o erro associado da simulacao.

Como um exemplo de grafico, observe novamente o grafico obtido em uma de
nossas simulagoes:
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Apeéendice C
Publicacao Submetida

Neste apéndice apresentamos o que foi submetido até agora do nosso trabalho ao
periédico Physical Review Letters.
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Comment on "Quantum Thermal Bath for Molecular Dynamics Simulation"

Alexandre H. Barrozo and Maurice de Koning
Instituto de Fisica Gleb Wataghin, Universidade FEstadual de Campinas,
UNICAMP, 13083-859, Campinas, Sao Paulo, Brazil

The recent Letter by Dammak et al. [1] proposes a
Langevin-type quantum thermal bath (QTB) for sam-
pling quantum fluctuations in classical molecular dynam-
ics (MD) simulations. Although only in the case of the
harmonic oscillator a comparison was made with exact
data, the authors claim that the thermostat “is valid at
any temperature and for any interatomic potential as well
as for ab initio schemes”. In this Comment we challenge
this assertion by showing that the method fails for an-
harmonic models. Furthermore, the QTB is inconsistent
with the second fluctuation-dissipation theorem [2].

The QTB is a stochastic thermostat based on the
Langevin equation [2]

mi = =90 G (), (1)
where z is the position, v is the velocity, V' (z) is an inter-
action potential, (p is the friction coefficient and n(t) is
a random noise. Usually, 7(t) is a Gaussian white noise
satistying (n(0)n(t)) = kg T (o d(t) by virtue of the sec-
ond fluctuation-dissipation theorem [2] in the classical
limit. To incorporate quantum fluctuations, Dammak et
al. modify only the random noise, imposing its autocor-
relation function to satisfy

n(O)n(t)) = %/: %‘”coth <QZ:T> e tdw. (2)

Unfortunately, the resulting colored-noise Langevin
equation produces incorrect results for anharmonic po-
tentials. To illustrate this we apply the method to a
quartic oscillator (with potential energy V(z) = 1z* and
a ground-state energy of 0.53018104 [4]), for T = 0. We
use m = h = 1, an integration time-step At = 0.01 and
a frictional constant (y = 0.001. The random noise se-
quences obeying Eq. (2) were generated in bunches of
1 x 107 MD steps using the method of [3]. Equilibrium
averages were obtained along a series of 2 x 10° integra-
tion steps for 100 independent oscillators.

While correct for the harmonic oscillator, the QTB re-
sults systematically overestimate the ground-state energy
of the quartic oscillator by ~ 2%, giving 0.541 4 0.002.
Similar overestimates were also observed for other anhar-
monic potentials, with the magnitude of the deviation
growing with increasing degree of anharmonicity.

The origin of the discrepancies lies in the incorrect
sampling of the ground-state probability-density func-
tions. This is clearly illustrated in Fig. 1, which shows

a comparison between the quantum-mechanical ground-
state probability densities of the quartic oscillator in the
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Figure 1. (Color online) Comparison between the position
(panel a) and momentum (panel b) representations of the
ground-state probability densities of the quartic oscillator
(lines) and the distributions generated by QTB (histograms).

position and momentum representations, respectively,
and the distributions generated by the QTB method.

Finally, it is relevant to note that the QTB equations
are inconsistent with the second fluctuation-dissipation
theorem 2], by which the presence of a colored noise must
be accompanied by a corresponding time-dependent re-
tarded frictional kernel {(¢) [2]. In the classical limit, for
instance, the friction kernel is related to the colored-noise
correlation function by (n(0)n(t)) = kpT'¢(t). Thus, in
case of any colored noise, the Langevin equation based
on a constant friction coefficient {y, must be replaced by
a generalized Langevin equation [2]

mi= =50~ [ =t ae) @)

with a time-dependent friction kernel ((t).
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