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Resumo

Usamos o modelo "sistema-mais-reservatério" para estudar a dinamica quéntica de um sistema de
duas particulas imersas em um reservatorio em equilibrio térmico. Analisamos as consequéncias, para
o caso de duas particulas, de usarmos uma extensao direta do modelo usado para uma particula.
Em particular, enfatizamos que uma modelagem adequada do contratermo é fundamental para
obtermos a dindmica apropriada no limite classico. Usamos uma extensao do banho de osciladores
capaz de induzir um acoplamento efetivo entre as particulas brownianas dependendo da escolha
feita para a funcao espectral dos osciladores que compoem o banho. O acoplamento é ndo - linear
nas varidveis de interesse e impomos uma dependéncia exponencial nestas varidveis para garantir a
invariancia translacional do modelo. A dinamica quantica é estudada através do operador densidade
reduzido das duas particulas. Obtivemos a evolucao do operador densidade para dois sistemas de
interesse: o primeiro deles é formado por duas particulas livres preparadas em um estado inicial
gaussiano e o segundo é formado por dois osciladores harménicos preparados inicialmente em um
estado ndao gaussiano formado pela superposi¢do de pacotes de onda gaussianos. A influéncia do
ambiente foi observada através da evolucdo do emaranhamento. Nosso modelo fornece um critério
de distdncia para identificar em que casos um ambiente comum pode induzir emaranhamento.
Trés regimes foram encontrados: o regime de distidncias curtas, equivalente ao encontrado no
modelo sistema-mais-reservatério com acoplamento bilinear, o regime de distancias longas em que
as particulas atuam como se estivessem acopladas com reservatérios independentes, e o regime de
distancias intermediarias em que existe uma competicdo entre os efeitos de decoeréncia e inducgao

de emaranhamento.
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Abstract

We use the system-plus-reservoir model to study the dynamics of a system of two particles that
interact with a heat bath in thermal equilibrium. We analyze the effects, for the two particle case,
of a direct generalization of the usual model for one brownian particle. We particularly call for
attention to the fundamental role of the counterterm in order to obtain the proper dynamics in
the classical limit. We use an extension of the bath of oscillators capable of inducing an effective
coupling between the brownian particles depending on the choice made to the spectral function
of the oscillators components of the bath. The coupling is non-linear in the variables of interest
and an exponential dependence is imposed in order to guarantee the translational invariance of the
model. The quantum dynamics is studied through the reduce density operator of the two particles.
We obtain the evolution of the reduce density operator for two systems of interest: the first one is
composed by two free particles initially prepared in a gaussian state and the second one is composed
by two harmonic oscillators prepared initially in a non-gaussian state formed by superposition of
gaussian packets. The environment influence is observed through the evolution of entanglement.
Our model provides a criterion of distance for identifying in which cases a common environment
can induce entanglement. Three regimes are found: the short distance regime, equivalent to a
bilinear system-reservoir coupling, the long distance regime in which the particles act like coupled to
independent reservoirs and the intermediate regime suitable for the coexistence between decoherence

and induced-entanglement.
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Capitulo 1

Introducao

Desde suas origens em 1827 com o trabalho do bidlogo Robert Brown sobre o movimento de graos
de pélen imersos em agua e a posterior descri¢ao da teoria quantitativa deste fenémeno desenvolvida
por Einstein em 1905, o movimento browniano tem apresentado grande interesse tanto na pesquisa
teodrica e fundamental, por exemplo em questdes relacionadas a como estender a mecéinica quantica a
sistemas abertos |2, 3, 4, 5, 6, 7], quanto nas aplica¢oes mais diversas na fisica da matéria condensada,
a fisico-quimica e mais recentemente na teoria de informagédo e computagdo quantica.

No regime quantico o movimento browniano tem sido modelado considerando que nenhum
sistema na natureza se encontra completamente isolado e, portanto, o sistema de interesse é acoplado
a um reservatorio térmico responsével pelas perdas de energia, mantendo o esquema de quantizacao
usual [8, 9, 10, 13, 14]. Em geral, os detalhes microscopicos do reservatorio e a forma como este
se acopla ao sistema de interesse sdo muito complexos ou simplesmente ndo sdo relevantes para
a dinamica particular que se deseja estudar. Por esta razao, o Hamiltoniano que representa o
reservatorio e a forma explicita do acoplamento sdo escolhidos atendendo critérios fenomenolégicos
que nos permitam, no limite classico, recuperar a dinamica browniana. Quando o sistema de interesse
tem um tnico grau de liberdade por exemplo, a dindmica classica deve estar representada por uma
equagao tipo Langevin, com um termo dissipativo que pode incluir ou nfo efeitos de memoria e
uma for¢a flutuante cujo comportamento estatistico estd determinado pela preparacao inicial do
sistema [13]. O modelo mais amplamente usado para descrever o movimento browniano de um
grau de liberdade é formado por um conjunto de osciladores harmoénicos independentes acoplados
bilinearmente (coordenada-coordenada por exemplo) ao sistema de interesse e com uma fungao
espectral J(w) cuja forma explicita esté relacionada com a distribui¢ao dos modos do banho e como
estes interagem com a particula browniana. Em particular, para obter uma equagao de Langevin
markoviana e 6hmica (forca dissipativa proporcional a velocidade) é usada uma func¢io espectral
que depende linearmente da frequéncia dos modos do banho e que exclui da dindmica todas as
frequéncias maiores do que um valor de corte definido pelo tempo de relaxacao do reservatoério.

Para duas particulas podemos seguir critérios similares. Em geral, o centro de massa do sistema
de interesse deve continuar se comportando como uma particula browniana e estar sujeita a acao de

uma forca estocastica no limite classico. J4 o movimento relativo pode ter caracteristicas adicionais,
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podemos esperar por exemplo a existéncia de algum tipo de interagdo mediada pelo reservatorio além
do termo dissipativo usual. Em um trabalho prévio [12] mostramos que o modelo dos osciladores ndo
interagente acoplados bilinearmente ao sistema de interesse ndo é apropriado para tratar um sistema
dissipativo em que temos dois graus de liberdade. A generalizacdo do modelo usual é desenvolvida
permitindo que o acoplamento seja ndo linear nas variaveis de interesse e modificando a funcao
espectral de tal forma que lembre o limite de baixas frequéncias da funcéo resposta de um banho
de osciladores interagentes. O novo modelo consegue comportar adequadamente a interagao efetiva
entre as partes do sistema de interesse assim como reproduzir a dindmica dissipativa adequada para
um e dois graus de liberdade.

A primeira parte deste trabalho se concentra em descrever os detalhes do modelo generalizado
para duas particulas brownianas, comparando sempre que possivel com o modelo de osciladores
nao interagentes e acoplamento bilinear. Especial atencdo é dada ao papel desempenhado pelo
contratermo, analisamos as implicagoes que tem para o sistema de duas particulas fazer uma extensao
direta do contratermo usado para uma particula e mostramos como as inconsisténcias podem ser
resolvidas usando um acoplamento nao linear nas variaveis de interesse.

A dindmica quantica é apresentada através do operador densidade reduzido. A eliminacdo das
variaveis do reservatorio é feita dentro da formulacdo integral da mecanica quéntica, o resultado
deste processo nos fornece um propagador responséavel pela evolucdo do estado inicial e que contém
toda a influéncia do reservatério. Devido ao acoplamento ndo linear, a acdo do sistema também
é nao linear e a integracdo funcional nao pode ser resolvida em forma exata. Isto nos obriga a
introduzir aproximagoes e consideragtes fenomenolégicas adicionais para podermos obter expressoes
matematicamente mais trataveis.

Grandes esforgos sdao atualmente realizados para encontrar esquemas de processamento e
armazenamento de informagdo que permitam manter os efeitos negativos da interacao com o
ambiente em niveis baixos. Igualmente a transmissao de informagdo ao longo de distancias
macroscopicas também apresenta um grande desafio na area de informacao e computagdo quéntica.
Isto faz com que um melhor entendimento da interacdo com o ambiente de sistemas que possuem ao
menos duas partes distinguiveis seja de grande interesse fundamental e pratico. Na segunda parte
deste trabalho nosso objetivo serd usar o propagador obtido do modelo nao linear para estudar
a evolucao das correlagdes quénticas em um sistema bipartite cujo estado inicial corresponde a
um estado comprimido de dois modos. Por ser um estado com funcio de Wigner gaussiana seu
tratamento matematico é bastante simples e o seu grau de emaranhamento pode ser completamente
determinado usando critérios e medidas facilmente aplicaveis, como o critério de transposicao parcial
positiva e a negatividade, respectivamente, que serdo brevemente introduzidos no corpo deste
trabalho. O efeito da interacdo com o reservatério é observada na evolucao de sistemas preparados
inicialmente tanto em estados emaranhados como separaveis, podendo identificar desta forma a
competicao existente entre os processos de decoeréncia e indugao de emaranhamento.

Finalmente, pretenderemos estender o estudo da evolucdo do emaranhamento para estados nao

gaussianos. O sistema de interesse é formado por dois osciladores harmoénicos e o estado inicial sera
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preparado como a superposicao de dois pacotes de onda gaussianos. Devido a presenga dos potenciais
harmoénicos o propagador nao linear pode ser simplificado de modo que a dindmica efetiva seja de
novo linear e facilmente tratavel. Para este caso sdo apontadas algumas particularidades encontradas
na interacao com o reservatorio.

A intencdo principal deste trabalho é mostrar que a interacdo com o ambiente, considerada
geralmente como inimiga dos processos quéanticos, pode ser vista também, sob determinadas
condicbes, como fonte de correlagdes e coeréncia quantica. Esta visdo dual faz com que o estudo dos
sistemas dissipativos adquira uma importancia dupla. Por uma parte devemos entender e aprender a
controlar os efeitos de decoeréncia e por outra podemos aprender a aproveitar os efeitos de correlagao

induzida.



Capitulo 2

Movimento browniano quantico

Neste capitulo serd feita uma revisdao rapida do modelo bésico que serd usado para descrever o
problema da dissipagdo quantica usando o paradigma do movimento browniano. O problema serd
abordado deduzindo as equagdes de movimento e o operador densidade para o sistema dissipativo
partindo de uma Hamiltoniana que acopla em forma nao linear o sistema de interesse a um
reservatorio modelado fenomenologicamente. O modelo serd desenvolvido para uma e duas particulas
brownianas distinguiveis. Posteriormente, faremos uma comparagdo com o tratamento original
desenvolvido por Caldeira e Leggett chamando a atengdo para as caracteristicas essenciais que
surgem quando o sistema de interesse tem mais do que um grau de liberdade acoplado com o

ambiente dissipativo.

2.1 Equacoes de movimento para uma particula browniana

Usualmente o movimento dissipativo de uma varidavel dindmica é descrito através do acoplamento
da dita variavel (sistema de interesse) com um sistema maior responsével por sua perda de energia.
Este tilltimo é chamado genericamente de ambiente, quando o seu ntimero de graus de liberdade tende
a infinito podemos chama-lo de reservatdrio e finalmente se, prévio ao acoplamento, o ambiente se
encontra no estado de equilibrio termodindmico & temperatura T é chamado de banho térmico ou
simplesmente banho. Neste trabalho sempre consideraremos um meio dissipativo com infinitos graus
de liberdade e inicialmente em equilibrio termodindmico. Portanto usaremos de forma indiscriminada
os termos descritos acima sem nos preocuparmos pela sua rigorosa definigdo.

O Hamiltoniano do sistema completo pode ser definido na forma
H:HS+HR+H[, (2.1)

onde Hg é o Hamiltoniano do sistema de interesse, Hr é o Hamiltoniano do reservatério e Hj
é o acoplamento. Em geral os detalhes microscopicos do reservatério e do acoplamento nao sao
importantes ou sao muito complexos para serem escritos explicitamente em (2.1), isto faz com que o

procedimento mais adequado seja modelar o Hamiltoniano do reservatério e o termo de acoplamento
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de forma que a dindmica reduzida do sistema de interesse reproduza os efeitos dissipativos esperados.
Em particular, no que diz respeito ao movimento browniano nosso modelo deve nos conduzir a uma
equacao tipo Langevin no limite classico [1].
Consideraremos o sistema de interesse governado pelo Hamiltoniano
P2

Hg = oM + V(x). (2.2)
Por outra parte, se o reservatorio é fracamente perturbado pela acao do sistema de interesse, o seu
Hamiltoniano pode ser aproximado por um conjunto de osciladores harmonicos. A forma explicita
de escrever esse Hamiltoniano apresenta um certo grau de flexibilidade sempre que o postulado
de infinitos graus de liberdade e perturbacdo fraca seja respeitado, usualmente na literatura

encontramos a expressao

N
P2 i 2R2
HR—Z( L T ’f) (2.3)

1 ka 2

mas também pode ser escrito na forma simetrizada [11]

1 -
HR = = Z <pl:skk + mkw,%RkRk> s (2'4)
k

que permite um tratamento mais geral e deixa em evidéncia a analogia com alguns Hamiltonianos
encontrados no estudo de sistemas de muitos corpos, como por exemplo o reservatério de féonons
presente nas excitacoes de um sélido cristalinol.

A parte do Hamiltoniano que requer mais atenc¢ao é o termo correspondente ao acoplamento. Se
consideramos que cada grau de liberdade do reservatorio é fracamente perturbado, de tal forma que
é possivel desprezar os efeitos ndo lineares nas variaveis do reservatoério, podemos escrever com total

generalidade o acoplamento na forma

> Culx)Ry,
k

ou, na forma simetrizada
1

Hi =5 > (C_r(@)Ri + Ci(x)R_y) (2.5)
P

onde Ci(x) é uma fungdo nao linear da variavel de interesse que serda definida mais adiante.
A interacdo pode conter também um termo extra, chamado usualmente de contratermo, usado
para cancelar possiveis efeitos de renormalizagao do potencial V(x) induzidos pelo acoplamento
com o reservatorio e que na maior parte dos casos de interesse carecem de sentido fisico [13].
O contratermo serve também para garantir a invaridncia translacional do Hamiltoniano quando

V(xz) = 0. Observemos inicialmente a situacao de acoplamento bilinear amplamente usado na

! Quando o Hamiltoniano é escrito na forma, (2.4), o indice k adquire um carater mais geral, representando nesse
caso a varidvel de momento associada a cada modo de oscilagao.
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2.2
literatura [27], neste caso o contratermo tem a forma AV (z) = > 2%’“;2 e o termo de interacao fica
k k

C’,zxz
H; =) CraRy, +Zﬁ, (2.6)

e completando quadrados o Hamiltoniano total pode ser escrito como

p? 1L [ P2 ) G\’

onde usamos o Hamiltoniano do reservatorio escrito na forma (2.3). A invariancia translacional deste

sistema, quando V(x) = 0, fica evidente se redefinimos as variaveis do reservatério [15],

Cy, C?
Rp=——"5Y,, e  pp=—tg (2.8)
MEwi; MWy,
Com essas defini¢oes e considerando P]gy) sendo o momento conjugado & varidvel Y temos
P2 1L [ P2 ) )
H = Wi +V(z)+ 3 ; { o + ppwi; (Y — )% 5. (2.9)

Aqui, a dissipag@o é obtida através de osciladores de massas uy centrados na varidvel x. Como
veremos mais adiante no caso de termos mais de um grau de liberdade, acoplados com o reservatorio,
o contratermo adquire uma relevincia maior ao estar também relacionado & possivel interacao,
mediada pelo reservatorio, entre as varidveis de interesse.

No caso mais geral, com um acoplamento dado por (2.5), o contratermo deve ser escrito na forma

2
2mgwy

Um contratermo desse tipo pode ser derivado diretamente, através de transformacoes canonicas,
~ 2
de um acoplamento tipo eletromagnético ﬁ [Pk + C’k(:n)] . Assim, nosso sistema dissipativo sera

descrito pelo Hamiltoniano

N N
pep—k 1 9 Cr(x)C_g(x)
— RiLR_ —_— 2.11
+) [2 = gy k:|+k§:1 dm? (2.11)
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ou equivalentemente pela Lagrangiana:
L= 202+ 1S my(Refe s — wofRAR )
5 22 k(LT 2k et Rk

- 5 (Cal R+ Gl = Y I
k k ;

Para garantir a invariancia translacional do sistema tomamos Cy(z) = ke*®, onde kj, pode ser
interpretado como a transformada de Fourier do poténcial de interacao entre o sistema de interesse e
o reservatorio. Assim, se a particula for deslocada de uma distancia d, por exemplo, o acoplamento

transforma-se em

C_k(x+d)Ry = C_k(l‘)efidek,

0 que nos permite definir as novas variaveis do reservatério como
o —ikd
Ry =e Ry,

mantendo assim a Lagrangiana (2.12) invariante. Observe que com esse tipo de acoplamento a
questao da renormalizacao do potencial, devida ao acoplamento com o reservatorio, fica igualmente
resolvida, ja que o contratermo contribui para a Lagrangiana (ou Hamiltoniano) com um termo
constante que obviamente ndo produz nenhum efeito na dindmica do sistema.

Depois de eliminar as varidveis do reservatoério, a equacao de movimento do sistema de interesse

pode ser escrita como (o procedimento detalhado pode ser consultado na referéncia [11])

2 o o [t
Mi + Z km:ka/ cosklz(t) — x(t)] coswy(t — )i (t)dt' = f(t). (2.13)
k k J0

O termo do lado direito pode ser interpretado como uma for¢a flutuante ( que depende das condicoes

inicias impostas ao sistema) e escrito como

10

flt) = 39 Z{ (C_k(x)];?k(O) + Ck(x)R_k(O)> cos wit
k

sin wyt

+ (C,k(x)Rk(m + Ck(a:)R,k(O)> } (2.14)

Wk
A expressao (2.13) claramente é uma equagdo do tipo Langevin, com um termo dissipativo
totalmente geral e com memoéria completa, ou seja, o coeficiente de atrito contem informacao de por
onde e em que instante a particula esteve. Aproveitando o comportamento linear do reservatoério

podemos escrever o segundo termo de (2.13) na forma:

00 Tmv'? (w
TD — ) / dw2k:2nkm_kxk7() cos k[z(t) — z(t")] cosw(t — t'), (2.15)
k 0

W
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Im y(w) Im y(w)

Wy Wy
Figura 2.1: Susceptibilidade Dindmica do Oscilador Amortecido

onde X,(CO) (w) & a susceptibilidade dindmica do k-ésimo oscilador nao interagente e a sua parte

imaginéria corresponde a

Como foi mostrado em [11, 12|, a susceptibilidade dindmica (2.16) pode ser generalizada para uma

funcao da forma
Imyg(w) = f(k)wh(2 — w), (2.17)

onde incluimos a frequéncia de corte €2 que define o tempo caracteristico de relaxacao do banho. A
dindmica markoviana é atingida quando tomamos o limite 2 — 0o, 0 que significa que 0s tempos
de interesse sempre serdo muito maiores do que o tempo de relaxacdo do banho. Por outro lado,
a funcao f(k) é responsavel pela influéncia nao local do reservatorio e nos permite introduzir, em
analogia a ), um comprimento ky ! caracteristico do reservatorio. A expressio (2.17) pode ser obtida
substituindo a susceptibilidade dindmica do oscilador livre pelo limite de frequéncias baixas (tempos
longos) da susceptibilidade dindmica de um oscilador amortecido, com coeficiente de amortecimento
vx- Obviamente o banho de osciladores nao-interagentes seria recuperado tomando o limite v, — 0
(ver fig: 2.1). A forma funcional (2.17) para a resposta dinimica tem sido usada, por exemplo, para
modelar reservatorios fermionicos [24, 23].

Esta modificagdo permite-nos escrever a somatoria em k do termo dissipativo como

k2kik_ ’ ’
Z ————cosk[z(t) — z(t")] coswg(t — )

/OO QkQFLkﬁ,_k / /
= ; deTf(k:)wcosk[x(t) —z(t')] cosw(t — t')
k

= 2k kpk_pf (k) cosk[x(t) — z(t)]o(t — '),
k

que substituida em (2.13) e integrada em t’' nos da

M(t) +ni(t) = f(1), (2.18)
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onde definimos o coeficiente de dissipacao

n=> krik_pf(k). (2.19)

k
Para completar a descricdo da equacdo de Langevin (2.18) é necesséario estudar as propriedades
da forca flutuante f(¢). Para isto, observemos primeiro que, considerando o banho inicialmente
em equilibrio termodindmico e usando a invariancia translacional do mesmo, podemos escrever, no

limite classico,

(Rr(0)) = (Fx(0)) = { Fi(0)Few (0)) =0, (2.20)

. . kBT ~ ~ kBT
ROR,0>:—5_, <R OR/0>: S, 2.21
(B RO) =" ia e (RuORW(O) = Fob (2:21)
onde Ry, = Rk—i—%. Desta forma, assim como no caso linear, pode-se mostrar que as propriedades

estocasticas de f(t) “satisfazem (f&)y = 0e (f(O)f(t)) = 2nkpTé(t — t') (veja equacdo A.5 do
apéndice A), que sdo expressoes caracteristicas de um reservatério sem memoria. Em geral, dependo
da modelagem que fizermos da resposta linear do reservatorio poderiamos ter casos mais gerais com
coeficiente de atrito n(x,t) e forcas flutuantes temporalmente correlacionadas.

O resultado apresentado em (2.18) coincide com aquele obtido acoplando o sistema e o
reservatorio na forma bilinear (coordenada-coordenada) e usando uma densidade espectral linear
em w|13]

T C’,%

Jwy=2Y §(w — wy) = nwb(Q — w), (2.22)
2 MEWE

k

No caso de termos um tnico grau de liberdade no sistema de interesse, o modelo com acoplamento

bilinear é completamente satisfatorio mas, como veremos mais adiante, mostra-se inadequado para

tratarmos com dois ou mais graus de liberdade e esse é o motivo de termos introduzido a generalizagao

apresentada neste capitulo.

2.2 Equacoes de movimento para duas particulas brownianas

Neste capitulo apresentaremos o modelo generalizado que nos permite lidar adequadamente com dois
ou mais particulas imersas em um meio dissipativo. Comecaremos a nossa analise estudando alguns
modelos lineares que tem sido usados na literatura [16, 48], em particular a nossa intenc¢ao é chamar
a atencao para a pouca analise que tem sido dada & inclusao ou nao de contratermos na parte do
Hamiltoniano que acopla o sistema de interesse com o reservatério. A anélise seguinte é apresentada

para duas particulas sendo totalmente direta a generalizacao para NN particulas distinguiveis.

2.2.0.1 Acoplamento linear

Foi mostrado anteriormente [13, 11| que, no caso de um particula, um Hamiltoniano de acoplamento

na forma ﬁ [Pk —i—Cka:} produz automaticamente o contratermo adequado. Se usarmos um
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procedimento similar no caso de duas particulas chegaremos, via transformacgoes candnicas, a seguinte

Lagrangiana de interagao

Lr==Y (e + ) R =Y 2m2w,2c (Ve + c}f)mf . (2.23)
k k

Inicialmente consideraremos que os coeficientes de acoplamento s@o diferentes. Observe-se que,
embora nossa intengdo seja estudar sistemas de interesse com graus de liberdade desacoplados
para nos concentrar nas possiveis interacoes mediadas pelo reservatoério, o contratermo presente
na expressdo (2.23) produz uma Lagrangiana que, pelo menos formalmente, é equivalente a
considerarmos os graus de liberdade x; e x2 acoplados desde o comegco e um contratermo
independente para cada grau de liberdade. Desta forma, o contratermo em (2.23) leva em conta
adequadamente o efeito de renormalizacao do potencial externo mas nao permite afirmar com clareza
se a interacdo entre as variaveis de interesse € um efeito induzido pelo reservatério ou foi introduzido
ad hoc.

Para tornarmos a discussdo um pouco mais geral escreveremos a Lagrangiana de interagdo com

um contratermo genérico Lo (21, x2), assim,

Li==Y" (CVa1+ ¢Pws) Ry — Lo (2.24)
k

Vejamos a dindmica representada por essa Lagrangiana. As equagdes de Euler-Lagrange neste caso

sao
() OL¢ dV(JU,') .
mi;(t) + Zk: C, Ry + e + e 0
my Ry + mkw,%Rk + C,il);rl + C’,(f)xg =0. (2.25)

O procedimento para eliminar as varidveis do reservatorio é totalmente padrdo. Por exemplo,
podemos resolver a equacdo de movimento para R usando o método da transformada de Laplace.

Fazendo isso obtemos,

100 - 300 1) ~ 2) ~
Ru(t) = —— / TR0 | O gL / e i (s) + 7 (s)
k 2mi J. s+ wi 2 +wl 2iME e oo s+ w? ’

—100

e usando a identidade Sinz = W—IQ {1 — ﬁ}, temos entao
Rut) = L /8“’00 SB(0) - Bi(0) | ey 1 / e (Ciir(s) + O3 (s) ) s
b 210 Jejoo | 2 Hwi  S24w? 2mimyw? Jo i kol ko2
1 e+100 82 (1) 2)
— oWz Cia(s)) eds. 2.26
2mimyw? /g_ioo SQ—i—w,%( p T1(s) + O Fa(s) ) eds (2:26)
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Observe que o segundo termo da direita é simplesmente mklwg (Clgl)xl(t) + 0152)3;2@))_ Quando
k

substituimos esta expressao na equacao de movimento para x; temos,

. dVi(x; c
Mz; + (z:) — Z k 5 (C,gl)m(t) + 0,22)952(75))

dx; W

C(z) e+i00 82 _ 5
+Z%’f/ 2(0(” 1(s) + CPia(s) ) eds

imw? Je i 82t w
L OLc _ “tico 5By Ri(0) | w
- ds. 2.27
8:1:z z:2772/5 {s2+w +52+wz c (2:27)

O lado direito pode ser considerado como uma forca flutuante que depende da distribuicao inicial

das variaveis do reservatério e o quarto termo da esquerda é o responsavel pelo comportamento

dissipativo do sistema. Este termo pode ser reescrito como

d C]gi) etico . o 8
dt {Z W /e—ioo s 4 w? (Ck 1(s) + Cy, 5U2(5)> eds

d c )
_ dt{ mka/ coswy(t — t/ (C() () + ¢ ):Eg(t/)) dt’},

onde usamos o teorema da convolucdo e a transformada de Laplace da funcao coswg(t —t'). A

derivada em relacao ao tempo nos da

_ Clii) W (¢ (2) ! /
_kawﬁ (C 1(t )+C kawk/ sin wy, (C’ z () + Cy wg(t)) dt

e integrando por partes

ey (1) (2) c) 1) . 2) .
- Z mksz (Ck 21(0) + Gy, 3U2(0)> + Z m:wz /0 coswg(t —t') <C’k i (t") + Cy xg(t’)) dat’.
(2.28)

O primeiro termo pode ser adicionado & forgca flutuante ja que depende unicamente das condicoes

inicias e dos parametros do reservatério. As somas em k do segundo termo serao reescritas usando

a funcdo espectral definida em (2.22):

2
Z k 5 cos wy(t — ') / dw cosw( —t),

MWy

onde esta implicito que a ag@o do reservatério é idéntica para as duas particulas. Da mesma forma,

definindo uma funcao espectral de correlacao

Jij(w) = T Z 7’“5(0.1 Wk )5 (2.29)
k

mrWg
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poderiamos escrever

cD o) 9 [ J(w
Z kil; coswy(t —t') == / de cosw(t —t').
MWy T Jo w
Em geral, as fungdes espectrais estao relacionadas com a distribui¢do dos modos do banho e como
estes interagem com as particulas brownianas.

Para obtermos uma dindmica markoviana e 6hmica, assumimos uma funcao espectral da forma

(2.22) que introduz a frequéncia de corte e o coeficiente de dissipagdo n e analogamente, através

de (2.29), podemos introduzir o coeficiente n;; = 7;;. Com estas definicoes a equacdo de movimento

fica
Lo dVi(z) 22 2mQ . OLo
Mi; + i el + nid; + Mijdy + e fi(®) (2.30)
com
-~ G, S L (A @)
() =—) —k t Ry.( t|R C 0)+C 0))|. (231
fi(t) ; o sin wyt Ry (0 kz:: B ) cos wi, [ k(0 )—l—msz( L 21(0) + CL 7 o ))] (2.31)

Como caracteristica geral da equacao (2.30) podemos observar que ela comporta um termo
correspondente a dissipac¢ao esperada no caso de uma particula (n;%;) e um termo de dissipagao que
depende da velocidade da segunda particula, que também é um termo em principio esperado. Para
observar melhor o papel que desempenham os outros termos presentes introduziremos as varidveis

de centro de massa e coordenada relativa do sistema
q=(r1+ 22)/2; u =T — T9, (2.32)

com essas varidveis podemos escrever as equagoes

Mc'j+% <dV(m1) + dV(x2)> L (m+m2)g++m2)q+3 <%ic + %ig) fo(t)  (2.33)

dxl d$2
e
.. dV(zy)  dV(zz) 20 _ OLe  OLo\
Mu+< de oy = (m—m2)u+m—m2)i+ 0z O = fu(t), (2.34)

com as forgas flutuantes fo(t) = & (f1(t) + fa(t)) e fu(t) = fi(t) — f2(t). As equagdes (2.33) e (2.34)
contém termos proporcionais as velomdades (¢ e 1) como esperado, mas também aparecem termos
proporcionais as proprias variaveis de interesse (¢ e u). Analisemos esses termos considerando por
simplicidade os potenciais V(z;) = 0. Na coordenada relativa o termo —== (77 712) u representa,
pelo menos em principio, uma interagao entre as particulas mediada pelo reservatorio. J4 na
coordenada do centro de massa o termo —=- (17 + m2)q, quando V(x;) = 0, funciona como se
existisse um potencial externo atuando sobre o centro de massa do sistema, efeito que, em se tratando

de modelar um sistema dissipativo de particulas livres, ndo tem explicagao plausivel. A solucao para
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este impasse provém do contratermo. Para cancelar o efeito indesejado sobre o centro de massa, o

contratermo deve assumir a forma

_ 1 (1) (2) 2
Lo = zk: T (ck () + C! xg(t)> : (2.35)

assim,

oL o
C =3 ks (efMa(t) + 6P wa(h))

ox; W

21;€2 21,82

(1), (2.36)

onde usamos de novo as densidades espectrais (2.22) e (2.29). A contribuicdo ao centro de massa

pode ser escrita como

1<8LC 6LC> 20 (n+mn12) q(2),

2 81’1 8%2 m
que cancela a forca indesejada e desta forma a equacao de movimento do centro de massa adquire o
seu carater dissipativo esperado para particulas livres.

Vejamos agora o efeito do contratermo na equacdo da coordenada relativa, nesse caso temos

OLc OL¢ _ 2Q) _
<8:1:1 - 6902) . (77 7712) U(t)a

que automaticamente cancela também o termo de interagdo induzido. Entdo, resumindo, o
contratermo que nos garante a dindmica esperada no centro de massa do sistema também impede
a presenca de um potencial de interacdo entre as particulas. Porém, continua existindo correlagao

entre elas através do termo dissipativo, as equacdes finais para este caso sdo

Mg+ (n+n12) ¢ = fo(t) (2.37)

Mii+ (n —m2) @ = fu(t) (2.38)
)

Observe aqui a importancia de manter os coeficientes de acoplamento C,gi) #* C,gj , pois se eles fossem
iguais também o seriam os coeficientes de atrito ) e n12 deixando a dindmica da coordenada relativa
sem sentido ja que, em média, representaria um sistema de duas particulas sendo afetadas por algum
tipo de acdo a distancia que, dependendo das condigoes inicias, poderia produzir um afastamento
das particulas com velocidade constante. Por exemplo, se uma delas é levemente perturbada em
uma determinada dire¢do, a outra reagiria instantaneamente de tal forma que a condigao u = cte
fosse satisfeita.

Embora a dindmica representada por (2.37) e (2.38) parega satisfatoria, ainda permanecem alguns
detalhes que podem incomodar quando vistos mais de perto. Por exemplo, nao é muito claro como

justificar a definicdo de 712 0 que este representa e porque é diferente de 1?7 Serd que a definicdo do
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coeficiente 712 é governada pela mesma escala de tempo que define o ? Poderia ser incluida uma
escala de distancias de forma que fosse possivel caracterizar a separacao entre as particulas? Estas
questoes encontrardo resposta na seguinte secdo quando apliquemos o modelo com acoplamento nao

linear ao caso de duas particulas.

2.2.0.2 Acoplamento nao linear

Na secdo (2.1) anterior foi mostrado que, com um acoplamento do tipo Ci(x) = ke’ ®, a invariancia
translacional do sistema faz com que nao seja necessario introduzir um contratermo na Lagrangiana.
Usaremos esse fato para estudar a dindmica de duas particulas acopladas a um reservatoério térmico.
A generalizagdo do modelo para o caso de duas particulas é direta, sendo representado pela

Lagrangiana

1. 1. 1 Lo
L= 5Mx% + §Mx§ +5 > mi(RpR_ — wiReR_y)
k
1
) D (Cpl@1) + C_p(w2)) Ric + (C(z1) + Cr(w2)) Ry] . (2.39)
k

As equagbes de movimento obtidas desta Lagrangiana sdo

L1 OC_1,(x) IC(z:) _
Mi; + 5 zk: < 5, Ry + B, R.,)=0 (2.40)
e
mpR_j + C_p(z) + wiR_j, = 0. (2.41)

O processo de obtengao das equagoes dissipativas é o mesmo que apresentado anteriormente (ver
detalhes em [11]). Usando a transformada de Laplace para resolver a equacao para Ry e substituindo

em (2.40) podemos escrever, usando Ci(z) = ke™*®, a equacio para z; como

. kQ’@k"\?fk t / IN o (N gl
Mi; + Z ————— | cosk[z;(t) — z;(t")] coswy(t — ")z, (t)dt
% msz 0

2’{‘.’ K t
+ w / cos klzi(t) — a;(t")] coswy(t — ')i; (') dt’

mkwk 0

+ Z m sinkfx;(t) — x;(t)] = fi(t), com i # j (2.42)
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onde

,k(O)) cos wyt

e
=
I
|
|
—
/N
R
ES
&8
jae]

e
(e}
S~—
_l’_
2
—
8
N
noll

sin wyt

+ (Cal@) ul0) + Cle) R 4(0)) } (2.43)

Wk

com Ry = Ry + C [m(ogl:f;’“ 2200 Usando novamente a susceptibilidade dinAmica do banho definida
k

em (2.17) podemos escrever as somas em k como

k

3 sinklan() — 0] = 7 [ o 3 ey O ki) ()
k

:? Z kkik i f(k)sinklzy(t) — x2(t)]. (2.45)
k

Da primeira parte da se¢ao (2.1) vimos que é possivel definir o coeficiente de dissipagdo 1 como

funcao das propriedades microscépicas do banho através da soma
n=Y_ krk_pf(k)k?, (2.46)
k

e, como de habito, a soma pode ser transformada em uma integral através da substituicao ), —

% [ dk, onde L é a dimensao caracteristica do sistema. Podemos, entdo, definir a funcio

ng(k) = %nkmkf(k). (2.47)

A forma exata de g(k) s6 pode ser estabelecida se partirmos de um modelo microscépico para o
reservatorio, sendo necessario conhecer a resposta linear do banho e o tipo de interacao que existe
entre a particula externa e o reservatério para podermos determinar os parametros de acoplamento
Kki. Entretanto, ha indmeras situagoes que podemos analisar nestes sistemas através de modelagens
fenomenologicas de g(k).

A principal caracteristica de g(k) ¢ deduzida de (2.46), isto &,

o0
/ g(k)k*dk = 1. (2.48)
0
Existem muitas funcoes que satisfazem essa propriedade. Por exemplo, podemos escolher

g(k) = Ae F/ko, (2.49)



CAPITULO 2. MOVIMENTO BROWNIANO QUANTICO 17

onde ky' determina a escala de comprimentos do sistema? e A = 1/(2k}) é uma constante de
normalizagao definida por (2.48). Usando esta fungao, as somas em (2.44) e (2.45), podem ser

transformadas em integrais e resultam em

k? _
Z L'zk cos kr coswy(t —t')
k

1— 3r2k?
Mmé(t —t) <(1 Yy 2§3>
OT

_ 2Q
Z kLK; sinkr = il - 5 (2.50)
e kW m (k?ﬂ“? + 1)

mEwy

chegando finalmente & equagao

i 0 1 — 3la(t) — a;()]°k3 i;
Mii(t) +nii(t) +1 <(1 + kg lzi(t) — xj(t)]2)3> J
20 [i(t) — @;(1)]

™ (kli(t) — i (D)2 + 1)

5 = fi(t) com i#j (2.51)

Para melhor analisar o efeito do reservatorio sobre o sistema de duas particulas vamos reescrever
estas equacOes usando as varidveis do centro de massa e coordenada relativa definidas em (2.32).

Com essa substituicdo obtemos as equacoes

M0+ =) 10+ 5o = ) a0 (252
Ou
Mi(t) + (n + nfu(®)) (e) = 2O, (2:53)

w(t)] — 1 — 3u?(t)k}
()] = ((1 i W) . (2.54)

Como é conhecido no movimento browniano [1], a influéncia do reservatorio pode ser representada
por uma forga efetiva F'(t) que flutua rapidamente no tempo e possui um perfil totalmente irregular
e outra cujo comportamento sistemético depende da velocidade média. Este termo é o responséavel
pela perda de energia e leva a particula ao seu estado de equilibrio com o banho. Entretanto, em
nosso caso, este termo contém a influéncia pura do banho (1) e a influéncia da segunda particula
mediada pelo banho (n[u(t)]).

O centro de massa apresenta um movimento dissipativo no qual o coeficiente de dissipagdo néo é
mais constante, mas depende da posicao relativa das particulas. Observe que, a diferenga do caso com
acoplamento linear, ndo aparecem termos espurios que possam ser confundidos com contribuicoes
de potencias externos. Nota-se que para distancias relativas tais que kou — oo as particulas nao se
enxergam e tanto o centro de massa quanto a coordenada relativa executam movimentos brownianos

puros.

2Por exemplo, em reservatorios fermionicos ko é proporcional ao nimero de onda de Fermi kg .
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Na equacao para a coordenada relativa, além da dissipagdo, observa-se uma interacao efetiva

entre as particulas, induzida pelo banho, que é derivada de um potencial do tipo

20
Vkou) = — . 2.55
No limite de curtas disténcias, ou kpu < 1, temos um potencial harmonico
Mw?  Mw?u?(t
Vikou < 1) = ——— wru(t) (2.56)

oz T2

472
p— —_— 2.57
Y=\ (2.57)

é a frequéncia de oscilacdo que depende do coeficiente de dissipacdo n e da frequéncia de corte €.

onde

No limite oposto, kou > 1, o potencial efetivo (2.55) reproduz um potencial de curto alcance

2Qn

(2.58)
Por outro lado, as forgas flutuantes f1(t) e f2(t), dentro do modelo exposto neste capitulo, satisfazem
as propriedades estocasticas tipicas do chamado ruido branco, isto é, (fi(t)) = 0 e (fi(¢)fi(t)) =
2nkpT(t—1t'). Além disto existe uma propriedade adicional que diz respeito a distribuicao espacial

do sistema. As forgas fi(t) e f2(t) sdo correlacionadas espacialmente (ver figura 2.2), isto &,

(A () =2n[u(®)]kpTd(t —t'). (2.59)

E interessante notar que a equacao (2.52) para a coordenada relativa est4 sujeita & forca estocdstica
efetiva fu(t) = fi(t) — fa(t) tal que (fu(t)) = 0 e (fu(t)fu(t)) = 4KT(n — nu])o(t — t').
Consequentemente, vemos que a medida que o termo dissipativo de (2.52) possa ser desprezado,
quando kou < 1, 0 mesmo ocorre para a flutuacao de f,(t) e a dinAmica resultante é a de um
oscilador harménico com a frequéncia de oscilagao dada por (2.57). No limite oposto, kou > 1, esta
mesma equagao representa o movimento browniano de uma particula livre de massa reduzida M /2.
Para valores intermediarios de ukg a coordenada relativa estard sujeita tanto & dissipacdo quanto a
flutuacoes dependentes de posicao.

A coordenada do centro de massa estd sujeita & forga estocéstica fq(t) = (f1(t) + f2(t))/2 que
satisfaz (f,(t)) = 0 e (f,(t)f;(t")) = kT(n + n[u])d(t — ¢'). E facil ver que no limite kou > 1 a
equacao (2.98) representa o movimento de uma particula browniana de massa 2M como era de se

esperar.
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ko)

n
1

.2

Figura 2.2: Correlagao Espacial de fi(t) e fa(t)

2.3 Operador densidade reduzido

Agora que as bases fenomenolédgicas do nosso modelo ficaram claras, apresentaremos a dinamica
quantica do sistema de interesse em termos do operador densidade reduzido. Trataremos diretamente
o problema de dois graus de liberdade dissipativos. As expressdes para um tnico grau de liberdade
serao obtidas da expressao mais geral como um limite particular.

A Lagrangiana de nosso sistema composto foi definida em (2.39)
L=Lg+Lgr+ Ly, (2.60)

sendo Lg a Lagrangiana do sistema de duas particulas quando isoladas, Lr a Lagrangiana do
reservatorio e Ly o termo de interacdo, que como ja foi discutido ndo precisa de contratermo.
A evolucao temporal do operador densidade reduzido do sistema de duas particulas é obtido

tracando as varidveis do reservatorio
p(t) = Try {exp (—iHt/h) p(0) exp (iHt/R)} (2.61)

onde H e p(0) s@o, respectivamente, o Hamiltoniano e o operador densidade inicial do sistema
composto. O estado inicial pode ser considerado separavel, isto é, assumimos que a interagdo entre

o sistema, de interesse e o reservatorio é ligada em ¢ = 0". Assim,

p(0) = 5(0)pr(0), (2.62)

onde ((0) é o operador densidade inicial do sistema de interesse e pr(0) = Z;'exp(—BHER) ¢ o
operador densidade canoénico do banho térmico nao perturbado.
Na representagao de coordenadas, introduzindo a notagao vetorial x = (z1,22) e y = (y1,92), 0

operador densidade reduzido pode ser escrito como

Py t) = || da'dy J(x,y, t:x, 5, 0)5(x',y',0) (2.63)
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e o superpropagador J para o sistema de duas particulas é dado por
X Yy Z
Ty, tx.5'0) = [ Dx(e) [ Dy(e)exp {80 [x(®)] - So [y(€)]} F [x(E).v(¢)] (264
xl y/

onde Sy é a acao do sistema de duas particulas quando isolado e F' é o funcional de influéncia de

Feynman-Vernon [21] que em termos de operadores adquire a forma

F [x(t), y(t)] = Ter (prUly [y (Ui [x(¢)] ) (2.65)

aqui Ugr[x(t')] € o operador de evolugdo temporal unitario para o Hamiltoniano dependente do
tempo Hry = Hi + Hy[x(t')], com um dado z1(t') e z2(t'), sendo 0 < ¢/ < t. Isto significa que um
dado par de trajetorias z1(t') e x2(t') atua como um termo de forga sobre o ambiente. O operador

de evolugao temporal é descrito pela equacao de Schrodinger

Ui (1) = i (U (1), (2.66)

com a condicdo inicial Urr(0) = 1 (onde 1 é o operador identidade) e tem como solucdo formal

Upi(t) = Te~tJo @ Hri()/h (2.67)

onde T é o operador de ordenamento cronolégico. Na versao de interagao este resultado pode ser

escrito como [22]
Upi(t) = o~ iHRt/hp i I dt’HI[x(t’)]/h’ (2.68)

onde Hj[x(t")] = eHrt/VH [x(t')]e~#Hrt/M Inserindo (2.68) em (2.65) temos
F[x(t),y(t)] = Trg (pRTei Jo At Hrly(")]/hpo—i [y dt’fh[X(t’)}/ﬁ> _ (2.69)

O grande namero de graus de liberdade do reservatério nos permite assumir que o sistema de interesse
induz apenas uma perturbacdo fraca no ambiente e podemos expandir o produto cronolégico até

segunda ordem em H;[23],

t o , . t B t t _ N
TetJo dHrxWI/h 1 % / dt' Hr[x(t)] —% / dt’ / dsHy[x ()| Hy[x(s)]. (2.70)
0

Substituindo em (2.69) e tragando as variaveis do reservatério encontramos

Fx(t),y(t)] ~ 1_% Otdt’ /0 " (<@ rlx(s)]) + (Arly (o) Hily (1))

~ (Aly@ V() — (Aily () A x(@)]))

como estamos interessados somente nos termos até segunda ordem em Hj[x(t')] o funcional de
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influéncia acima é equivalente a

Flx(t),y(t)] = exp{ o Ot 0 " s (e i) + (Bl ()t ()
— (Hily ()} [x(s)]) - < [(snﬁf[x(t’m)}. (2.71)

Agora, escreveremos explicitamente as médias em (2.71) considerando o acoplamento Cy,(z) = kpe*®

e invocando a invaridncia translacional do sistema. Assim, temos que (Ry(t')Ry/(s)) = 0 a menos

que k' = —k, o que nos permite escrever
(Hifx(#) Hifx(s)] ) = Z {Culx(®)]Crlx(s)] + Crfx(E)]Cifx()]} (Ri() R 4(s)) . (2.72)

A expressdo (Ri(t')R_i(s)) pode ser escrita em termos da resposta linear do banho através do

teorema de flutuagao dissipagdo. Definimos por simplicidade a funcdo ag(t' —s) = (Ri(t)R_k(s)) e

, B[ ~ e—zw(t s)

- 1

onde Xj(w) é a susceptibilidade dinamica do reservatorio. Assim, as médias em (2.71) adquirem a

forma final
(A Erx(s))) = § 37 {C-ke(]Cklx()] + GO sx(s)]} onld —5), (274
k

e temos expressoes similares para os outros termos. Com estes resultados encontramos o funcional

de influéncia nao linear

t t
F[x(t),y(t)] =exp{—; /0 d /0 ds > ki Kifx, v, 1, slof (¢ — s)
k

. t t/ ~
_f;/o dt'/o dsznkn_kKk[x,y,t’,s]a,(f)(t’—s)}, (2.75)
k

onde foi definido o kernel nao linear

2
f(k[x,y,t’, s] = Z [cos klzi(t') — zj(s)] — cosky;(t') — y;(s)]
ij=1
—coskly;(t") — x;(s)] + cos k[z;(t") — y;(s)]] , (2.76)

e as funcgoes a,(CR) (t'—s)e a,(f) (t' — s) sao, respectivamente, as partes real e imaginaria da fungao
a(t' — s),

™

a,(CR) (t' —s) = h /OOO dwlmyy(w) cosw(t' — s) coth(hfw/2) (2.77)
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™

(I) (t' —s) = _n /000 dwImyy (w) sinw(t’ — s). (2.78)

Usando a relagao (2.17) para a susceptibilidade dindmica, podemos escrever a parte imaginaria

de ag(t' — s) como

S

Q
O‘/g)(t/ —5) = —:f(k:)/o dwdi cosw(t' — s).

Esta expressao, quando substituida na integral da parte imaginaria do expoente em (2.75) e integrada

por partes com respeito a s, nos leva a

¢ t
/ dt'/ dsKy[x,y,t', s]ag)(t' — )
0 0

t B t B Q/
f—f( ){/ dt' QK}[x, y,t’,s:t’]/ dt' Ki[x,y,t S—O]Smt t
0

/— ~
o [0St )

No limite de tempos longos, t > Q~!, podemos aproximar

1sinQ(t — s)

P (i ~I(t —s);

0 que nos permite simplificar o nosso resultado

t %
/ dt'/ dsz[x,y,t’,s]a,gI)(t' —s)
0 0

= —hf(k ){Q/ At Ki[x,y,t', s =t] — /tdtlkk[xa}’7t175:0]5(t/)

0

t/
/dt'/ dsé(t' — s) Kk[x y,t, ]}

Q ~ 1 d
——hf(k){/ dt’Kk[x,y,t’,s—t/}—/o dt’ %Kk[x y,t, s]

™ Jo 2

s=t’ }

A segunda integral em ' anula-se porque estamos considerando que o acoplamento é ligado em
t=0%[25].

Da definicao de K}, [x,y,t, s] encontramos
Kix,y,t',s=t]=2 (cosklz1(t') — a(t')] — cos k[ (t') — y2(')]) -

Observe que no caso de uma tnica particula browniana este termo seria identicamente nulo. Temos
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também,

d ~
%Kk’ [Xa Yy, t,7 S]

= / dt'( Z sin ki (') — y;(8)] [:(t) + 9;()]

s=t ij=1

+sink[z1(t') — x2(t)] [#2(t) — 21(t)] —sink[y(t') — y2(t)] [92(t') — 91(¢)]).

Assim, o termo associado a renormalizacdo do potencial, que surgiria naturalmente do kernel
Kilx,y,t',s = t], cancela-se automaticamente e nao é necessario incluir um contratermo no
Hamiltoniano inicial. A razdo fisica deste fato ja foi analisada anteriormente e reflete a invariancia
translacional do nosso modelo.

Usando as expressoes anteriores podemos escrever a parte imaginaria do expoente em (2.75), na

forma compacta

2Q [!
'L — ' ' 2.

onde definimos o kernel instantianeo

Lix,y,t Zﬂkl‘é ik f(k <Z sinkla; (t') — y; ()] () + 9;(t')]

1,j=1

tsin Kl () — ao(#)] [2(t') — 1 (#)] — sim ks () — (2] [i(t)) — i <t'>]) (2.80)

Vix,y,t Z kik_if (k) (cos klzi(t') — z2(t')] — cosk[yi (') — y2(t')]) - (2.81)

Os bem entendidos efeitos de dissipacao e difusao estao incluidos em L[x y,t']. Note que este termo
contem uma contribui¢do que provém diretamente do ambiente e outra induzida através da segunda
particula. Por outra parte, a func¢ao V[x,y,t'] introduz um efeito novo que pode ser interpretado
como uma interacao efetiva mediada pelo ambiente e cuja forma explicita depende da modelagem
feita da funcao f(k).

Neste ponto o funcional de influéncia tem a forma
F ¢ N = 1 tdt/ v d f{ Y (R) "
[X( )’y( )] = exp _ﬁ 0 SZRkK/_k k[X,}'U 7S]ak ( - S)
k

/ 7’29 t / /

dt Lix,y, ']+ — [ dt'Vix,y,t]}. (2.82)
2h h'ﬂ' 0

O funcional acima, escrito na aproximagao markoviana, contém toda a influéncia nao linear do

reservatorio sobre o sistema de interesse. Para observar mais claramente os efeitos de interacao

e correlacdo entre as particulas, a expressao acima pode ser reescrita separando os termos que

correspondem a cada particula individualmente dos que estao formados por varidveis que pertencem
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a particulas diferentes. Isto nos da o funcional de influéncia como produto de trés fatores
Fx(t),y(#)] =F [21(t), 51 (t)] F [2(t)), y2(t))]

1 t t B
X exp (—hz/O dt//o dska&,kKk[x,y,t’,s]a,(cR)(t’ —5) (2.83)
k

R . "
—;—h ; dt'L[x,y,t'] + Z;S/O dt'V[x,y,ﬂ)
onde K}, e L estdo definidos em forma andloga a (2.76) e (2.80), respectivamente, mas excluindo
os termos com i = j. O fator F [z;(t'), yi(t')] corresponde ao funcional que contém a influéncia do
reservatorio sobre a particula i quando a particula j ndo esta presente e o terceiro termo de (2.83)
responde exclusivamente por efeitos inter-particula.

O propagador (2.64), com o funcional (2.83), determina completamente a evolugao temporal
(para tempos longos comparados com o tempo caracteristico de relaxa¢ao do ambiente) do operador
densidade inicial do sistema de interesse. A din&mica aqui descrita é altamente nao linear, essa
caracteristica faz com que obter o operador densidade reduzido final, partindo de uma distribuicdo
inicial dada, seja uma tarefa bastante complexa. No que segue trataremos de estudar mais de perto
cada fator da expressdo (2.83), com o objetivo de extrairmos informagoes que nos permitam escrever

o mencionado funcional em uma forma mais amigavel.

2.3.1 Comparacao com o modelo original

O funcional de influéncia (2.83) ainda é muito geral e podemos fazer algumas consideragoes

adicionais. O fator F [z;(t'),yi(t')] pode ser escrito explicitamente como

Flz:(t), ys(t)] = exp{;h Z nkn_kf(k:)k:/ dt' sin k[y; (t') — x; ()] (:'U,-(t/) + yi(t/))
k

0

1ot , .
[ /0 dszk:mkn_k [eos ke (t') — 2i(s)] — cos klyi(t') — 24(s)]
+ cos klyi(t') — yi(s)] — cosk[yi(s) — z;(t)]] a,(CR) (t' — s)} (2.84)

Ja que a expressao corresponde a uma unica particula omitiremos o indice ¢ na analise seguinte.
Este é o funcional que obterfamos se considerarmos uma tnica particula interagindo com o banho
térmico dentro do modelo definido em (2.11). Observe que, em contraposi¢cdo a dindmica classica,
existe uma influéncia nao local sobre o sistema de interesse apesar de termos um tnico grau de
liberdade.
A dinamica browniana usual é obtida quando assumimos que o movimento da particula esta

restrito a uma regiao pequena quando comparada com algum comprimento caracteristico do banho,



CAPITULO 2. MOVIMENTO BROWNIANO QUANTICO 25
ko', Assim, podemos assumir k(y(#') — 2(t')) < 1 que nos permite aproximar
> wrkopf(k)ksinkly(t') —a(t)] = n(y(t') — ("),
k

com

n=>Y_ kpr_pf(k)k?, (2.85)
ks

como foi definido anteriormente.
Dentro da mesma aproximacao, o integrando da parte real do expoente em (2.84) pode ser escrito

como

cos kla(t') — 2(s)] — cos kly(t') — e(s)] + cos kly(t') — y(s)] - cos kly(s) - (¢
— K[a(t') — y(t)]a(s) — y(s)),

0 que nos leva diretamente a
Fla(t).u(®)] = exp g [t (t) = () (a(¢) + ()
2h
dt'/ ds/ dw w coth ( Bw) (x(t') —y(t')) cosw(t' — s)(x(s) — y(s))} . (2.86)

A express@o acima coincide com o funcional de influéncia obtido usando um banho de osciladores nao

interagentes, com densidade espectral J(w) = nw, acoplados linearmente & variavel de interesse[13].

2.3.2 Tratamento das nao linearidades para o caso de uma particula

Em casos mais gerais, podemos realizar simplificagoes menos fortes. Por exemplo, se escrevemos o

propagador markoviano para uma particula, em termos das coordenadas

q(t) = (2(t) +y(t)/2; §(t) = x(t) — y(t), (2.87)

que representam, respectivamente, a coordenada do centro e da largura do pacote de onda, temos

Ta.6.1:4,€.,0) /Dq /D€ oo {01 [ atawiect - 1 [ avat) il

- dt / ds falg t’)—q<>s<t>s<s>]K<t'—s>}. (2.88)

Nesta equacao usamos as defini¢oes

N =Y krkpf(k)ksinkE(E)], (2.89)
k
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Pola(t') = a(s),£(t'),€(5)] = Y krkrf(k)4cosk[q(t)) — q(s)] sin k[E(t') /2] sin k[E(s) /2], (2.90)
k

Kt —s)= /OOO dww cosw(t’ — s) coth(hBw/2). (2.91)

A suposicao principal na atual abordagem ¢é assumir que k€ < 1 para qualquer tempo. Observe que
esta condicao nao diz nada em relacao & coordenada do centro do pacote que até agora continua
arbitraria. O suposto anterior restringe o nosso problema a evolugado de pacotes de onda cuja largura

é muito menor que o comprimento caracteristico do reservatério. Assim,

= kpkof(k)ksink[E(t)] ~ nE(t) (2.92)
k
e
fola(t') —a(s), € Z Kk f (k)E? cosk[g(t') — q(s)]E(t)E(s), (2.93)
na expressao (2.93) podemos resolver a soma em k fazendo Y kgk_if(k) = n [ dkg(k) com g(k) =
k
ﬁe_kﬂ“o, isto nos da

1 3k a(t") — a(s))”
(14 K la(t) - a(s)P?)

fala(®) = a(s), £(t), &(s)] =n 5E()E(s)- (2.94)

Substituimos essas expressoes na equagao (2.88) e chegamos em

70,6 8:4,€.0 /Dq /Df exp{ v [ atirée) - o [t

1—3k§ (t/) - Q(S)] / /
dt 0 EEK(t — s)g(s)}. (2.95)
T /0 (1+ K2 la(t) — a()?)”

As integrais funcionais podem ser resolvidas usando a aproximacao de fase estacionaria, que é

definida pelas seguintes equacdes de movimento
ME(t') —ng(t')
M(t') + ni(t)

0
0.

(2.96)

Ja que as equacgoes sao lineares e homogéneas, a solucao é direta e pode ser escrita em termos de

funcdes hiperbélicas. A solucdo para £(t') é

1

(') = sinb (nt /20 {ésinh (nt' /2M) e MM L ¢l sinh (n(t— t')/QM)} ent'12M (2.97)
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e para q(t') é

1

q(t') = sinb (nt /200 {q sinh (nt'/2M) e"/PM 1 ¢ sinh (n(t — t’)/ZM)} e M /2M (2.98)

Os valores ¢, £ e ¢/, & correspondem, respectivamente, aos pontos final e inicial das trajetorias. As

trajetérias no superpropagador sao reescritas em termos das trajetorias classicas

a(t) = qt) +oq(t) e &) = &) + ()

e desta forma obtemos o propagador

el oY / i n(g—4¢) —nt/2M o mt/2M
J(q,s,t,q,g,O)—N(q,q,t>exp{mSmh(nt/QM) & gem/a1)

- % (A(q,q',t)€* + B(q, ¢, t)é€' + C(q, ¢, t)€?) } (2.99)

onde

0 0
. t . . t
N(q,q,t) = /D(Sq (t') /D&g (t') exp{ZM/O dt'5q(t)E(H) — ;n/o dt'5q(t') o€ (1)

1-— 3k ( ) B Q(S)}Q / !
dt ds 0 SE(K (t —3)55(5)}, (2.100)
L A (1+ 83 ae) — a(s))”

aqui foi assumido que as flutuacoes em dq sdo aproximadamente iguais para qualquer tempo, isto é,
dq(t') = dq(s). Por outro lado, as fungoes A, B e C' comportam a dependéncia com a temperatura

e tem, explicitamente, a forma

1—3k2 [G(t') — q(s)]?) en+9)/2M ginh (22 sinh (222
Alq,q',t) =1 /dt/ds ) <2M> (QM)K(t’—s)e_”t/M
7

1 + k2 ) _ Q(S)F)S Sinh2 (Ut/QM)
(2.101)
— 3k N — et +5)/2M ginh (25 sinh ((2¢=t)
. /ﬁ/®@30u>«n2 i (47 (C5) oo
(1 + K2 [q(t) — cj(s)]2) sinh® (nt/2M)
(2.102)
1-3Kk2[q(t) —q et +8)/2M ginp (10D Gy (1)
Clq,q ,t) = /dt/d8< o lat¥) — e )]2 - g M > ( M >K(t/—s).
T 1+ k2 [q(t) — q(s)]2> sinh® (nt/2M)
(2.103)

Com a aproximagao aqui desenvolvida a dindmica da largura do pacote é completamente gaussiana,
enquanto a dindmica do centro do pacote apresenta flutuacdes altamente nfo lineares.

O caso em que a dindmica do centro do pacote também é gaussiana é obtido assumindo, de forma
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anéloga, que k (q(t') — q(s)) < 1. Isto é equivalente a dizer que todo movimento da particula esté
restrito a regides muito pequenas em relagdo ao comprimento caracteristico do reservatério. Neste
caso, o resultado coincide com o obtido na referéncia ([13]) e as expressoes relevantes podem ser
deduzidas de (2.99,2.101,2.102 e 2.103) tomando o limite k (¢(¢') — ¢(s)) < 1 e mantendo termos
até segunda ordem no expoente do propagador. O resultado de este processo serad referido no que

segue como aproximacao local.

2.3.3 Tratamento das nao linearidades para o caso de duas particulas

Quando tratamos o sistema de duas particulas, o nosso interesse principal serd estudar os possiveis
efeitos mediados pelo reservatério e nao a dindmica individual de cada particula, é por isso que
podemos assumir que as trajetérias de cada particula estdo confinadas em uma regidao pequena
comparada como o comprimento caracteristico do reservatorio. Isto leva a aproximagdo k[x;(t') —
yi(s)] < 1 para i = 1,2 e mantendo termos até segunda ordem, o funcional de influéncia pode ser
escrito como feito em (2.83) mas com F [x;(t'), y;(t')] escrito na aproximacao local (2.86).

Para chegar a um melhor entendimento do fator de interacao em (2.83), é importante estudar
os limites em que as particulas se encontram ou muito perto ou muito longe, obviamente esses
limites sao definidos em relagdo ao comprimento caracteristicos do reservatoério kg L Para comecar,
assumimos k[x;(t') —x;(s)] < 1 para ambas particulas e em qualquer instante, isto quer dizer que as
particulas estdo muito perto e que a dinimica é essencialmente local. Nesta aproximacao, o funcional

se reduz a,

. x Yy . t
J = exp {—hlh(X, Y)} / / Dx(t)Dy(t') exp ;{50 (x(t)] = So [y(t)] — g /O (191 — yrde1)dt!
y

X/

N3

Lo . ¢ . . . . Q [
/ (w292 — yod2)dt’ — g/ dt' [x199 — Yoy + Tay1 — Y1) — 777T/ dt' [(xl —x9)" — (11 — y2)2} }
0 0 0
n [t t/ 2
cexpd g [ [as 37 [at) =) KU =) fay() =)
ij=1
onde a funcdo dependente da temperatura K (t' — s) foi definida em (2.91) e introduzimos a fungéo

WX,Y) = 7 [(@1 +22) = (2] +23)? —(y1 +12)* + (y1 +12)%] - (2.104)

=3

Agora, para tornar a discussdo mais simples, vamos a efetuar duas mudancas de varidveis sucessivas.
A primeira é definida como ¢;(t) = (z;(t) + vi(t))/2, &(t) = zi(t) — yi(t) e pode ser interpretada
como as variaveis do centro e da largura de cada pacote, respectivamente. A segunda introduz as

variaveis de centro de massa e coordenada relativa definidas, respectivamente, como

r(t) = (q1(t) + q2(1))/2, e wu(t) =aq(t) — q(t) (2.105)
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e as variaveis auxiliares

X(t) = (&) +&(1)/2 e v(t) =&i(t) = &(1). (2.106)

Com estas substituigoes a versao local do superpropagador é

- TX}////DT o uoutyed 28 [ [ - o

rox u v

exp;{E[r, X, U, V] — 277/ dt' [x(t)r(t') — r(t")x ()] — 229 dt'u(t' v (t')dt’}, (2.107)
0 0
Xry x,u,v] = /t M (2% + uv/2)dt’ (2.108)
0
h(r,x) = 2n(rx — r'x’). (2.109)

Do funcional local (2.107) podemos observar as seguintes caracteristicas. Primeiro, a trajetoria
estacionaria de r(t) deduzida da agdo no expoente do propagador, descreve a dinamica dissipativa
de uma particula com massa 2M que representa o centro de massa do sistema de duas particulas
brownianas. O segundo, e mais importante resultado é que, a coordenada relativa u(t) nesta
aproximacao descreve a dindmica livre de dissipacao de uma variavel sujeita ao efeito de uma forca
que induz a interacdo entre as partes individuais do sistema de interesse. Este efeito coincide com
o apresentado anteriormente nas equacoes de movimento e aparece também em alguns trabalhos
em que a evolucdo quéntica foi estudada usando equagdes mestras e acoplamento bilinear entre o
sistema e o banho[48, 16].

No limite de distancias longas assumimos que as particulas estdo restritas a se mover em regies
separadas. Neste caso, a distancia L entre as regides é considerada muito maior do que o comprimento
caracteristico do reservatorio e é possivel aproximar k[z;(t') — y;(s)] > 1. Quando essa condigio é

satisfeita os termos de interacao sao despreziveis e o superpropagador se reduz a

_ / / /X / Dr(t’)Du(t')DX(t')Dv(t’)exp{; /0 Cae M <(t')2<t')+2f<t’>x<t’>)}

7./ u/ Xl UI

exp {—Z;Z /Ot dt’ <u(t’)21)(t’) + 27 (1) ) P / dt’ /tl ds ( o(t) + 2x(s)x(t’)> Kt — s)} .

(2.110)

Obviamente, no limite de longas distancias a dindmica é completamente equivalente ao caso de duas
particulas desacopladas interagindo com dois reservatorios independentes mas idénticos.
A seguinte etapa da nossa analise é encontrar uma abordagem adequada para distancias

interparticula que se encontrem entre os dois limites acima mencionados. O desenvolvimento
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subsequente nao representa uma solu¢ao exata nem mesmo uma aproximacdo ao problema que
estamos tratando. O que pretendemos na verdade é substituir o funcional exato (2.83) por uma
versao linear que satisfaca o comportamento local no limite de distancias curtas entre as particulas
e que seja equivalente ao acoplamento com reservatérios independentes no limite de distancias
longas. Desta forma esperamos obter alguma informagao do que aconteceria na regido de distancias
intermedidrias sem resolver o problema nao linear exato.

Para atingir o nosso objetivo, consideraremos as varidveis insensiveis & distancia interparticula
despreziveis em relagao ao comprimento caracteristico kg 1, isto é, as varidveis v e x, que estao
relacionadas & largura dos pacotes de onda, podem ser consideradas muito pequenas quando
comparadas com k~! e a aproximagao cos [kx(t')] = 1, sin [kx(¥')] =~ kx(t'), sin [kv(t') /2] =~ kv(t')/2
seria adequada nesta situacdo. Por outro lado, os termos néo lineares envolvendo as variaveis r e u
serdo substituidas por uma funcao fenomenolégica parametrizada pela relagdo entre o comprimento
caracteristico do banho e a distincia média entre as regioes fisicamente permitidas para as trajetorias

das particulas. Desta forma o superpropagador pode ser escrito como

Jzexp{éﬁ(r,xu,v)} / /u /X / Dr(#'YDu('YDx () Do(t')

!

ru ox v
- eXp% {M /0 at (2 +i/2) + /O dt’ (4x(#)r () + o(tyut) — it )o(t') — 4 (¢")x(¥))
_g /t dt' (D(koL)i}(t/)u(t/) + 4D(k0L)f’(t/)X(t’)> _ @ tdt/D(koL)u(t/)v(t/)}
0 T J

77 ! / g / / 1 /
X exp {hw/o dt /0 dsK(t' —s) {2 (1+ D(koL)) x(t')x(s) + 3 (1 = D(koL))v(t )v(s)}} ,

(2.111)
onde redefinimos
h(r, x,u,v) = g (4r'x" — drx + vV —wv) — gD(k:OL) (W' —wv), (2.112)
e introduzimos a funcdo
D(koL) = exp (—koL), (2.113)

com o parametro L sendo definido como a distdncia média entre as regioes onde as particulas se
movem. O pardmetro L poderia ser considerado também como a distncia inicial entre os centros
dos pacotes de onda uma vez que, ao considerarmos a dindmica de cada particula restrita a regides
diferentes, podemos esperar que nao exista sobreposicao ao longo do movimento.

As integrais funcionais em (2.111) podem ser calculadas diretamente ja que todas as variaveis
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aparecem no maximo até segunda ordem. O resultado da integracao é

_ 3 7 M / —’Y+t/2 / ’7+t/2
J =N (t)exp h{h(r, X5 U, V) — b3 fiys /2] {% (r — r) (Xe —x'e )

— 7 (rx —7'X/) sinh [t%r/?]} - {t M } {\/’yz — 4w? (u've_”t/g + u’u'e”tﬂ)
4 sinh 5\/73 — 4w?
. l t
—(y==7) (uv - u’v’) sinh [2 \/’yz - 4wtz} —\/ﬁ — dw? (uu + u’v’) cosh [2 \/m} }}

X exp —%{D+ (Ay()x2 + By (XX + Cy()X2) + D (Ay(£)0? + By(t)ov’ + Co(t)?) } (2.114)

Nesta expressdo usamos as definiges w? = %, v+ = v(1+ D[koL]), D+ = (14 D(koL)), D_ =
(1—D(koL)), w? = w?D(koL) e as seguinte fungdes do tempo e da temperatura (Veja detalhes deste

célculo no apéndice B).

t t inh 2] sinh 2
A(t) = n/ dT/ dsK(T—s)e_Wtsm [s74+/2] sin [;'YJr/ ]e'y+(s+7')/2 (2.115)
™ Jo 0 sinh [ty /2]

t t . . .
BX(t) — 2ﬂ / dT/ dSK(T _ S)ef’y+t/2 sinh [7-7-1-/2} sinh [(t - S)’Y+/2] efy+(s+7)/2 (2116)
T Jo 0 sinh [ty /2]

[ . ! sk (7 — SR = 8)ve /2] sinh [(E = T)74 /2] 5 (o4r) /2
Cx(t)—ﬂ/o d /OdK( ) P /2 (2.117)

t ¢ sinh |£4/7% — 4w?|sinh | T (/7% — 4w?
A(t) = 4’7/ dT/ dsK (1 — s)e~ - E ! E . Heo-6+n2 (2118)
™ Jo 0 sinh [% M}
t t sinh |Z,/92 — 4w?| sinh |52, /42 — 40?2
B,(t) = 277/ dT/ dsK (T — s)e_%t/2 [2 t} [ 2 5 t] 1= (547)/2
T Jo 0 : Lo [a2 g2
sinh [2\/77 4%} o0

t t sinh | 42 /42 — 402 ] sinh |57 /42 — 4w?
C’U(t):f/ dT/ dsK (7 — s) [ 2 t} { ? He-6+n/2(2.120)
T Jo 0

2
sinh {% 2 — dw?

N(t) ¢ o coeficiente temporal resultante das flutuacdes em torno do caminho classico e sera
determinado exigindo que o operador densidade reduzido final seja normalizado.

O propagador (2.114) nos fornece todas as ferramentas necessarias para estudar a evolucao do
operador densidade reduzido de duas particulas no regime de distancias intermediarias. No seguinte
capitulo usaremos este propagador para estudar a evolucio das correlagbes quanticas em um sistema
bipartite em contato com um reservatorio térmico. Em particular, o estudo serd focado na evolugao
do emaranhamento e no papel que desempenha o reservatério como mediador destas correlagoes sem

esquecer o seu conhecido papel como fonte de decoeréncia.



Capitulo 3

Evolucao do emaranhamento em um

sistema bipartite

3.1 Introducao ao conceito de emaranhamento

O conceito de emaranhamento surge de aplicarmos o principio de superposicdo a um sistema
composto. Em termos gerais, o vetor de estado para um sistema quéntico puro formado por N

subsistemas pode ser escrito como

¥) = Zci i), (3.1)

onde i = 11,49,...,75 é um indice coletivo que comporta todos os niimeros quanticos que definem
o sistema e i) é formado pelo produto tensorial de vetores base correspondentes a subsistemas
individuais, isto €,

i) = li1) ® |i1) ® - @ |in) - (3.2)
Porém, nem sempre é possivel escrever o estado do sistema completo como um produto tensorial

dos estados dos subsistemas individuais

) # Y1) @ [2) @ -+ @ [Yw) (3-3)

quando isso acontece podemos afirmar que as partes do sistema se encontram emaranhadas. A
mesma idéia, mas com uma adequada redefinicio pode ser estendida a estados mistos, neste caso
obviamente a grandeza relevante é o operador densidade. Se tivermos um sistema formado por
N subsistemas e descrito pelo operador densidade p, podemos dizer que p representa um estado

emaranhado quando nao pode ser escrito como a soma de produtos diretos:
p# > vl @p) @@ pY, (3.4)

com p; > 0e >, p; = 1. O lado direito de (3.4) corresponde ao estado mais geral que pode ser

preparado usando apenas operagoes locais e comunicacao classica (LOCC).

32
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As implicacoes da existéncia de estados emaranhados, longe de serem triviais, motivaram grandes
debates em torno dos fundamentos da mecénica quantica e mais especificamente em relacio a sua
completeza como teoria fisica da realidade.

Einstein, Podolsky e Rosen (EPR), em 1935 [28], usaram o principio de superposi¢ao (junto com
uma razoavel defini¢do de realidade e a hipotese de localidade) aplicado a um estado composto para
demonstrar que a mecéanica quintica era uma teoria incompleta, apesar do bom acordo existente
entre as suas previsdes e os resultados experimentais. Este brilhante artigo motivou uma resposta
por parte de N. Bohr [29], em um artigo com o mesmo titulo que o publicado por EPR. Nele, Bohr
mantém a hipdtese de localidade e concentra as suas criticas na definicdo de realidade usada por
EPR. No mesmo ano, E. Schrodinger[30] publicou um artigo em que é usado pela primeira vez o
termo emaranhamento (Verschrinkung em alemao). Schrédinger, se afastando da posicao de EPR,
enfatiza que o emaranhamento é a principal caracteristica da mecanica quantica e explora no seu
trabalho as implica¢des mais paradoxais quando imagina um sistema macroscépico sujeito as regras
da mecénica quéantica. Mas foram necessarios muitos anos ainda para poder termos uma previsiao
quantitativa que pudesse ser testada experimentalmente. John S. Bell [31], usou um sistema de dois
niveis (muito mais simples que o sistema usado por EPR) para analisar os argumentos de EPR e
obter pela primeira vez uma previsao quantitativa, os seus resultados levam a concluir que (mantendo
a hipotese de realidade ) existe algum tipo de mecanismo na mecéanica quéantica que permite que o
efeito de um instrumento de medicao influencie a leitura feita por outro instrumento que se encontra
fisicamente afastado e independente do primeiro. Esta caracteristica é chamada de nao localidade e
teve as primeiras evidéncias experimentais nos trabalhos de Aspect e colaboradores|33, 34|. Embora
a influéncia a distincia parece violar o principio da relatividade especial permitindo mediante a
utilizacao de estados emaranhados a transmissao de sinais superluminais, tal violagdo ndo acontece,
pois se nao existe comunicacao entre os observadores que permita comparar as suas leituras, cada
um deles s6 conseguird ver uma sequéncia aleatoria de resultados que nao carregam informacao |32].

Atualmente, o emaranhamento é estudado ndo simplesmente com o interesse de entender os
fundamentos da mecénica quantica mas como um importante recurso, e sua aplicabilidade pratica
para resolver problemas complexos, em que os recursos classicos nao sao suficientes, constitui uma
area de pesquisa de rapido desenvolvimento[35].

Embora muitos dos grandes avancos na teoria de informagao quantica foram apresentados usando
variaveis discretas, por exemplo qubits, o conceito de amaranhamento teve a sua primeira apari¢cao
em termos de variaveis continuas. Em particular, o estado usado por Einstein, Podolsky e Rosen é

simplesmente uma func¢io delta definida em forma integral
00 .
(21, 29) = / i —ratzop gy, (3.5)
—0o0

que descreve posicoes e momentos perfeitamente correlacionadas (1 — xe = zg e p1 + p2 = 0).
A funcao de onda (3.5) nado é uma fun¢ao normalizavel e o seu significado é apenas formal, sendo

impossivel de reproduzir experimentalmente. Porém, esta funcao pode ser considerada como o limite
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de uma fungdo de onda regular, adequadamente normalizada e com clara interpretagao dentro da
Otica quantica. Isto é, para o campo eletromagnético quantizado, o estado comprimido de dois

modos é representado pela funcdo de onda

1 o, (T1 4 T2)? L (21 — x9)?
W(x1, 22) = — exp{_e 2 ( 18(72 2)” 2 1802 2) }’ (3.6)

que ¢é proporcional a 6(x; — x2) quando o parametro de compressdo z ¢ muito grande (z — 00),
reproduzindo assim o estado EPR. Na funcao de onda (3.6) e na correspondente representacao de
momento, as variaveis = e p representam as quadraturas do campo eletromagnético[36]. Nesta tese,
utilizaremos um estado como o definido em (3.6) para estudar a evolu¢do do emaranhamento em

um sistema bipartite de varidveis continuas em contanto com o ambiente.

3.2 Medidas de emaranhamento para sistemas continuos

Na secao anterior foi dada uma definicao bastante geral do que significa que um sistema composto
se encontre em um estado emaranhado. Porém, as expressdes (3.3) e (3.4), embora importantes do
ponto de vista formal, ndo sdo operacionais. Por isso, é necessario introduzir formas de determinar
quando um estado se encontra emaranhado e de quantificar, quando possivel, esse emaranhamento.
Nesta se¢ao apresentaremos critérios (para determinar se temos um estado emaranhado) e medidas

de emaranhamento (para quantificar o emaranhamento).

3.2.1 Critério de transposicao parcial

Da equagao (3.4) temos que, o estado quantico de um sistema bipartite ¢ separdvel, se e somente se

o operador densidade pode ser escrito como

p=> pin{’ @Y, (3.7)

)

onde pgi) e pg) sao operadores densidade de cada subsistema individual. Necessariamente, a
transposicao parcial (PT) do operador p em relacdo ao subespaco de Hilbert 2 (ou 1 analogamente),
transforma o operador p em um operador positivo semidefinido, ou seja os seus autovalores sdo nao-
negativos. Asher Peres [37] mostrou que este critério é uma condigido necessaria de separabilidade
mas sua suficiéncia ficou reduzida a sistemas discretos de dimensoes 2 X 2 e 2 x 3 como foi mostrado
por Pawel Horodecki|38]. Posteriormente, R. Simon|[39] observou que, no limite de sistemas de
dimens&o infinita, quando o critério de transposicao parcial é aplicado a um sistema bipartite, a
condigdo de separabilidade imp6e nos momentos de segunda ordem uma restricdo mais forte que o
proprio principio de incerteza.

A operacao de transposicdo do operador densidade representa uma transformacgao de inversao
temporal e pode ser interpretada geometricamente como uma reflexdo que leva p — —p no espaco

de fase. Usando a fungdo de Wigner de um estado de dois modos a operagao de transposic¢ao parcial
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pode ser representada como

1Y — PPT = W(Q17p17q27p2) - W(QlapvaZa 71)2)7 (38)

onde PT indica transposi¢do parcial em rela¢do ao modo 2 (transpondo o modo 1 o resultado é
totalmente equivalente). Assim, se p é separavel, a sua funcao de Wigner necessariamente continua
sendo uma fungdo de Wigner depois de uma inversao temporal local. Em particular, os momentos
de segunda ordem devem satisfazer o principio de incerteza. Este altimo pode ser escrito em forma
matricial se definimos o quadrivetor X cujas componentes satisfazem as relagbes de comutagao
adequadas

X = (x1,p1,T2,p2); [(Xo, Xp] =ihOqp, «a,f=1,2,3,4. (3.9)

(Q o) [0 1
o (20) er(n) -

Assim, o principio de incerteza pode ser escrito como

com

h
A+%®ZO, (3.11)

onde A é chamada matriz de covaridncia e suas componente sao
1
Ao = 3 (AXAXg + AXgAX,), (3.12)

onde AX, = X, — (X,) e osimbolo (---) indica Tr{p---}. A igualdade (3.11), deve ser entendida
em termos dos autovalores da matriz A + %@. Isto é, uma matriz é positiva semidefinida quando
todos seus autovalores sdo maiores ou iguais que zero.

Em geral, a matriz de covariancia tem a seguinte estrutura

(e 313

onde A, C e B sao matrizes 2 x 2. Simon|39] mostrou que a condigao de incerteza (3.11) pode ser

escrita aproveitando a estrutura (3.13) como

(det A +detB), (3.14)

=~ =

1 2
det A det B + <4 — det C> ~Tr (AQCQBQC’Q) >

onde todos os termos envolvidos sdo invariantes sob transformagoes simpléticas. Chamando Ty =
diag (1,1,1,—1) a matriz que representa a transposicdo do modo 2, a transformacgao da matriz
de covariancia sob transposicdo parcial corresponde & transformacdo ToATs. A nova matriz de
covaridncia deve satisfazer a condicao de incerteza para que a correspondente funcao de Wigner

represente adequadamente um estado fisico. Para que a matriz de covaridncia transformada satisfaca
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o principio de incerteza além de (3.14) os invariantes simpléticos devem satisfazer também a relacao

1 2 1
det A det B + <4 — |det C|> ~Tr (AQCQBQCTQ) > i (det A + det B). (3.15)

Esta condicao, invariante sob transformacoes simpléticas, constitui um descricdo do critério de
separabilidade de Peres-Horodecki escrito em termo dos momentos de segunda ordem. A relacdo
(3.15) é uma condicao necessaria de separabilidade para qualquer sistema bipartite e se torna uma

condigao necessaria e suficiente para estados bipartite gaussianos.

3.2.2 Negatividade

O critério de transposigao parcial positiva (PPT por sua sigla em inglés) anteriormente descrito é
util para sabermos se um estado quantico bipartite se encontra emaranhado. Porém, para podermos
comparar (entre estados diferentes) ou para seguir com precisdo a evolugdo do emaranhamento,
precisaremos de um quantificador de emaranhamento.

Para estados gaussianos de dois modos, a matriz de covariancia (3.13) pode ser reescrita através

de uma transformagao simplética local S; = S1 @ S, como

0 c
STAS, = ¢ 1, (3.16)
Cyt b 0
0 c- 0 b

os elementos a, b, c1 e c_ sdo determinados pelos quatro invariantes simpléticos locais det A =
(ab—c%)(ab—c?), det A = a?, det B = b? e det C = c;c_. Com esses invariantes, é possivel construir
uma grandeza, chamada de autovalor simplético que permite escrever a condicao de separabilidade

em uma forma simples. Isto é, o autovalor simplético do operador densidade parcialmente transposto

1T _ 1/2
6i:\/§[DAi\/D?\—4detA] , (3.17)

onde Dy = det A +det B —2det C, ¢ o critério PPT se reduz a uma simples desigualdade que deve

¢é definido como

ser satisfeita pelo menor autovalor

G- > 1. (3.18)

O autovalor 6_ comtém todas as caracteristicas qualitativas do emaranhamento para estados
gaussianos arbitrarios de dois modos, além de ser o componente fundamental do quantificador de

emaranhamento conhecido como negatividade N [42, 41] e definido como

"], — 1
2 )

N(p) (3.19)

onde pP'? & a matriz densidade parcialmente transposta e ||A|, = Tr(VATA) i1 o; (o



CAPITULO 3. EVOLUCAO DO EMARANHAMENTO EM UM SISTEMA BIPARTITE 37

sao os valores singulares da matriz A) representa um tipo especial de norma da matriz A de tamanho
m X n.

Também é 1til definir a negatividade logaritmica
Eyx =In|p"", . (3.20)

Estas duas grandezas podem ser escritas em termos do menor autovalor simplético da matriz

densidade parcialmente transposta

1—0_
20_

N(p) = max [0, } e En(p) =max[0,—In25_]. (3.21)
Para estados gaussianos de dois modos a negatividade e a negatividade logaritmica quantificam
apropriadamente o emaranhamento determinando o quéo forte é a violagao da desigualdade (3.18).
Para estados mais gerais, a negatividade ainda pode ser usada para determinar emaranhamento mas

nao pode ser considerada uma medida conclusiva.

3.2.3 Determinacao do emaranhamento em estados nao-gaussianos

As pesquisas desenvolvidas na &area de informacdo e computacdo quantica, envolvendo estados
de variaveis continuas, parecem ter dado ao longo dos anos um carater fundamental aos estados
gaussianos. Essa tendéncia é devida tanto a simplicidade do formalismo matemético necessério para
o seu tratamento, quanto a alta precisao atingida na sua realizagdo e controle experimental. Porém,
em muitas aplicacOes praticas é necessario abrir o leque de estados de variaveis continuas disponiveis.
Por exemplo, no problema da estimacao 6tima de perdas em canais bosénicos quando se quer
implementar uma rede de comunicagdes, o uso de estados nao-gaussianos (como estados de prova),
além de superar em eficiéncia aos estados gaussianos, representa uma simplificacio tecnoldgica, ja
que a determinacio 6tima do parametro de perdas requer unicamente de contagem de fotons[43]. E
por isso que é importante nesta secao apresentarmos brevemente critérios adequados para determinar

o emaranhamento em estados nao-gaussianos.

3.2.3.1 Critério entropico

S. P. Walborn e colaboradores [45], desenvolveram um critério para determinar o emaranhamento
em sistemas de varidveis continuas baseado na entropia de Shanon. Este critério mostrou-se capaz
de determinar emaranhamento em estados ndo-gaussianos, além de ndo representar maiores desafios
experimentais. Na continuac¢ao resumimos suas principais caracteristicas.

Primeiro é necessario considerar os operadores globais

re=r1ET9 € St = 81k 89, (3.22)
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onde r; e s; sdo definidos através dos operadores candnicos usuais,
r; = x; cosB; + p; sin;, s; = p;cosB; — x; sin 6, (323)

onde x; e p; satisfazem as relagdes de comutacgao [x;, p;| = id;; (h = 1) e 6; representa rotacdes locais
de ditos operadores!. O critério entrépico de Walborn e colaboradores estabelece que todo estado

separével (incluindo estados mistos) deve satisfazer a desigualdade
H [Ri]+ H [S+] > In(2me), (3.24)

onde
H[R| = —/drR(r) In R(r), (3.25)

é a entropia associada a uma medigao da varidvel r e Ry e S+ sdo as distribuicoes de probabilidade

associadas & medigao de r4 e s, respectivamente.

3.2.3.2 Critério de Shchukin e Voguel

Outro interessante formalismo que permite determinar apropriadamente o emaranhamento em
estados nao-gaussianos foi desenvolvido por Shchukin e Voguel e posteriormente refinado por
Miranowicz e Piani [46]. O formalismo baseia~se no critério de transposigao parcial positiva. Os

autores mostram que para qualquer estado separavel p, a desigualdade

PT
(rir)  =rr(s"711f) 20, (3.26)
deve ser satisfeita para qualquer operador f que possa ser escrito em forma normal. Assim, o

operador f pode ser expandido como

o0

f= Comiral " a™bTFB 3.27
2

n,m,k,l=0

e com esta expressao a desigualdade (3.26) pode ser escrita em termos dos momentos da transposicao

parcial
PT © pr
<fo> = Z C;qrscnmklMpqrs,nmkl(p ) > 0, (328)
n,m,k,l,p,q,r,s=0
com
PT
Mpqrs,nmkl(pPT) = <aTqapaTnamstbrkabl> . (329)

Assim, o estado p é PPT se e somente se a matriz M(p"7) ¢ positiva semidefinida. Este critério

pode ser escrito na forma
pé PPT &VYr: detM~ (p"l) >0,

!Para utilizar satisfatoriamente o critério entrépico é necessario encontrar uma rotacio adequada das quadraturas,
parametrizada pelos angulos 61 e 0s.
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onde M", com r = (r1,...,ry), denota a matriz obtida eliminando todas as linhas e colunas com
excecdo daquelas etiquetadas com 71, ...,rx2. Por exemplo, o critério de Simon[39] que s6 envolve

momentos de segunda ordem é obtido do determinante

1 (a) <aT> <bT> (b)

(af) (a'a) (a®) (aldT) (alb)

Ds=| (a) ({(a*) (aa') (abl) (ab) |, (3.30)
(b)  (aby {aTb) (blb)  (b?)
(1) (abl) (aldl) (b7%)  (bbT)

onde o determinante Dj é obtido tomando as cinco primeiras filas e colunas da matriz M (,op T).

3.3 Aplicacoes

Na teoria da informacao quéntica, o emaranhamento tem se caracterizado como um fenémeno de
grande interesse. Grandes esforcos continuam sendo feitos com a intengao de resolver questoes
fundamentais relacionadas, por exemplo, & detecdo tedrica e experimental do emaranhamento e
como caracterizi-lo e quantificid-lo. Embora mais relacionado com as possiveis aplicacoes préticas
¢ também de interesse fundamental aprender a diminuir, reverter ou, no melhor dos casos,
aproveitar a influéncia do ambiente sobre os sistemas emaranhados. Na presente secao pretendemos
contribuir modestamente a solucdo da ultima destas questdes mediante & analise da dinamica do
emaranhamento de um sistema bipartite que interage com um reservatério térmico. Mostraremos
como além do sempre esperado efeito de decoeréncia, a interacdo com o ambiente pode também

induzir novas correlacoes quinticas entre os subsistemas.

3.3.1 Estado gaussiano comprimido

Comecaremos estudando um sistema bipartite descrito por um estado gaussiano comprimido de dois

modos, a funcdo de onda correspondente pode ser escrita como

1 Lo (@14 m2)® o (w1 — a9)?
Y(w1,72) = oot exp {—e 2 oz e? 552 : (3.31)

manipulando o parametro de compressdo z é possivel controlar o grau de emaranhamento inicial. O
estado puro representado por (3.31) é separavel quando z — 0 (neste caso o valor de o representa a
largura do pacote de onda correspondente a cada modo) e emaranhado para qualquer outro valor de
z. Como foi comentado anteriormente, este estado constitui uma formulagao regularizada do estado

EPR (3.5), reproduzindo este ultimo no limite z — oo.

2Isto & conhecido como o critério de Silvestre. Vide por exemplo: Matriz Theory and Applications, editado por R.
C. Johnson (American Mathematical Society, Providence, 1990)
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A matriz densidade para o estado comprimido pode ser escrita usando as variaveis (2.105,2.106)

—2z 2z
(4 4+ x?) - zi;? (u? + 0" /4)} , (3.32)

- 1 e
p(r', X' v, 0) = 553 OXP {— 107
onde ' = r(0), ¥’ = x(0), v = u(0), v = v(0). Nesta representacao a matriz densidade pode
ser separada em cada uma das varidveis e em particular pode ser escrita como o produto de um
pacote de onda representando o centro de massa (variaveis r e x) e outro representado o movimento
relativo. Evidentemente as variaveis 7, x, u, v “escondem” o emaranhamento do estado (3.31) mas
serdao usadas devido a grande simplificacdo obtida ao desenvolvermos a evolucdo temporal.

Outra forma de representar o estado do sistema é através da fungdo caracteristica, que pode ser
vista como a transformada de Fourier quintica do operador densidade

W (A v)=Tr{pexp(—iAj/h—ivp/h)}, (3.33)

ou também como a transformada de Fourier classica da funcao de Wigner
W) = [ [ W) exp (—ixa/n— ivp/h) dadp, (334

= /Z /Z exp (—iAzx/h) <X— g

onde A = (A1, \2) e v = (11, 12) s@o variaveis analogas as de momento e posi¢do, respectivamente. A

~

p

x+g>d2x

funcdo caracteristica faz parte de uma familia de quase-distribuicoes de probabilidade introduzidas
na mecanica quantica com o intuito de calcular probabilidades, associadas a observaveis, de uma
forma classica. A analogia com a forma classica de tratar as probabilidades tem, obviamente, seus
limites, ja que ditas distribui¢des podem se tornar negativas ou mal comportadas em algumas regides
do espago de fase [47]. Por outra parte, a fun¢do caracteristica apresenta-se em uma forma muito
simples quando se trata de estados gaussiano. Para estes estados, a matriz de covariancia surge em
forma direta da propria estrutura da funcao caracteristica. Isto é, para estados gaussianos podemos

escrever

W(X) = exp {—;XAXT} , (3.35)

onde X = (11, \1, 12, A2) e A & a matriz de covariancia com elementos definidos pela expressao (3.12).

Por exemplo, a funcdo caracteristica inicial do nosso estado comprimido (3.32) é

—2z [H2 2 4z,,2 4 4z\2 2
- {_e (7% (402 + e%02) + do* (4e*2) +)\T)]}’ (3.36)

W (N A\, v, 1) = exp 61202
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aqui, em analogia com (2.105) e (2.106) a fungao acima estd escrita nas variaveis

v= (1 +19)/2 Vp =V —
: (3.37)
A= (M +A)/2 A=A

672z 26220'2 eZz 672z 2

Z ), que quando

2027 K% 8027 2h2

reescrita na base X = (x1,p1, 2, p2), apresenta a estrutura (3.13) com

e a matriz de covariancia na base (v,\, v, \) € A = diag(

cosh(22z) 0 . sinh(QQz) 0
A=B= 46 o2 cosh(2z) C= El)a o2 sinh(2z2) : (338)
h2 h2

As expresstes correspondentes depois da evolugao temporal sdo bem mais complexas mas podem ser
obtidas diretamente ja que a evolugdo é resultado da integral (2.63) com o propagador definido em
(2.114) e todas as integrais envolvidas sdo gaussianas. Como ja foi observado anteriormente, este
propagador representa uma tentativa de incluir os efeitos esperados da influéncia do ambiente no
sistema de duas particulas quando a separacao entre elas é comparavel ao comprimento caracteristico
do reservatorio.

Na continuacao apresentaremos os resultados obtidos para a negatividade logaritmica utilizando
diferentes combinacdes dos pardmetros dos sistema comecando com a situagdo em que as duas
partes do sistema de interesse se encontram na regiao de distancias pequenas comparadas com o
comprimento caracteristicos do reservatorio.

Na figura 3.1 temos a negatividade logaritmica como fun¢do do tempo para baixas temperatura
e trés valores diferentes para o parametro de compressao z. A dependéncia em relacdo ao
emaranhamento inicial é evidente nesta figura. Para um estado inicial separavel (z = 0) o ambiente
rapidamente induz correlagoes quanticas e em média o emaranhamento induzido se mantém em um
valor mais alto do que para sistemas inicialmente emaranhados, nos quais o processo de decoeréncia
reduz drasticamente a negatividade logaritmica. O comportamento oscilatorio é devido ao potencial
de interagao efetivo induzido pelo ambiente [12], que neste limite é uma funcdo quadratica da
distancia entre as particulas. E importante observar que em todos os casos graficados na figura
3.1 existe um emaranhamento finito remanescente.

A figura (3.2) mostra que o fato de existir um emaranhamento remanescente é um efeito associado
4 baixa temperatura do reservatério e quando aumentamos a temperatura o emaranhamento sempre
cal a zero com o tempo. Porém, de novo neste caso, o estado inicial separavel se mostra mais robusto
e mantém o emaranhamento induzido por mais tempo [49].

Quando as particulas estdo muito préximas, a influéncia mais importante do reservatério é
a interagdo efetiva induzida entre elas e o efeito de decoeréncia s6 se torna importante quando
a temperatura aumenta. Na figura 3.3 a negatividade logaritmica é graficada para trés valores
do coeficiente de dissipacao . A andlise é feita considerando unicamente o valor médio do

emaranhamento devido a que o eixo temporal foi parametrizado usando diferentes valores da
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Figura 3.1: Negatividade logaritmica para particulas préximas como funcdo do tempo. Os
parametros usados foram: v = 1.0; kT = 10™%; kgL = 0; Q = 10
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Figura 3.2: Negatividade logaritmica para particulas préximas como funcdo do tempo. Os
pardmetros usados foram: v = 1.0; kT = 10.; koL = 0; Q = 10.

frequéncia de oscilagdo w. A quantidade média de emaranhamento cresce com o aumento de -,
ou seja, a medida que a interacdo com o reservatério aumenta as correlagoes induzidas entre as
particulas se tornam mais fortes. Resultados similares a este, mas seguindo um formalismo baseado
em equacgoes mestras e considerando sempre o acoplamento bilinear entre o sistema de interesse e o
reservatorio foram apresentados por outros autores na referéncia [48].

Até aqui, mostramos os resultados correspondente & evolugdo da negatividade logaritmica para
um estado bipartite gaussiano em que é possivel definir uma distdncia média L entre as partes e
dita distancia é considerada muito pequena quando comparada com o comprimento caracteristico do
reservatorio, kg 1 Nesta aproximacio, a evolucio do estado é determinada pelo propagador (2.107),
o qual equivale a considerar que a coordenada relativa u estd completamente livre de qualquer
influéncia dissipativa.

Em uma situacdo mais realista, esperamos que exista uma dinamica dissipativa tanto para

o centro de massa quanto para a coordenada relativa do nosso sistema e é esperado também
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Figura 3.3: Negatividade logaritmica para particulas proximas e temperatura finita como funcao do
tempo. Os parametros usados foram: z = 0.; kKT = 5.; koL = 0.; Q = 10.; w = \/47vQ /.

Figura 3.4: Influéncia da distancia entre as particulas na evolucao da negatividade logaritmica para

temperatura baixa. Os parametros usados foram: v = 1.0; z = 0.; kT = 10~%; Q = 10..

uma reducao mondtona do emaranhamento remanescente quando a distancia entre as particulas
aumenta. Na figura 3.4 podemos observar a influéncia que a distancia entre as particulas tem
no emaranhamento. Como esperado, o emaranhamento remanescente se reduz com o aumento da
distancia mas parece existir uma competicdo entre os processos de inducao de emaranhamento e
decoeréncia. Em particular, quando a distdncia aumenta o emaranhamento médio se reduz e as
oscilacOes ficam amortecidas. Na curva para kgL = 2.0 observa-se que o sistema tarda mais em ficar
emaranhado. Este tempo de atraso no estabelecimento das correlagdes quénticas tende ao infinito
no limite kgL — oo e para distancias finitas sempre temos um estado assintoticamente emaranhado

quando a temperatura é suficientemente baixa.

Se o estado inicial se encontra emaranhado, o que antes percebiamos como um atraso na aparicao
do emaranhamento pode ser interpretado agora como um tempo de ressurreicdo do mesmo. O
emaranhamento inicial é perdido pela decoeréncia devido a acdo do ambiente e posteriormente

o sistema ganha emaranhamento devido & interagdo induzida. E importante esclarecer que este
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efeito s6 & apreciavel quando as temperaturas sao suficientemente baixas. Em altas temperaturas a
decoeréncia domina completamente a dindmica do sistema. O efeito mostrado na figura 3.5 sugere a
possibilidade de controlarmos o processo de inducao de emaranhamento modificando os parametros

e, em particular, controlando a distincia entre os subsistemas.

Ey

Figura 3.5: Influéncia da distancia no ressurgimento das correlagbes quanticas. Os parametros
usados foram: v = 1.0; kT = 107%; 2 = 0.3; Q = 10..

3.3.2 Par EPR

Na secdo anterior, o inico limite ndo considerado foi aquele em que as particulas se encontram muito
afastadas. Este limite porém, tem uma interpretacdo interessante quando consideramos a evolugido
de um estado gaussiano na forma (3.31). Como ja foi indicado, o estado (3.31) reproduz o estado
utilizado por EPR, que possui correlagoes perfeitas, no limite z — oo. Portanto, se introduzimos
adequadamente momentos de primeira ordem em (3.31), podemos ter uma versao regularizada de
um par EPR onde suas componentes viajam em sentidos contrarios, neste caso, a fun¢do de onda

pode ser escrita como

1 o, (21 + 12)? (z1 — 2 —d)?
Yppr(T1,x2) = 5 2exp{—e 2: ( 1802 2) —e? (21 8022 ) +Z];;]($1—£2)}, (3.39)
To

e em termos das variadveis, (r, x, u, v), o operador densidade inicial é

N AN 1 e % 2 2 % / 2 2 .Po
PEPR(T7X7UaU>— 271'0'2 exXp _40_2 (4T +X )— pu (U —d) + v /4 +'Lf"(} . (340)

Devido as particulas se afastarem rapidamente, a evolucao do estado pppr é determinada pelo
propagador (2.110), que descreve o efeito de dois reservatorios independentes atuando em cada
particula separadamente. Vejamos como se comporta a negatividade logaritmica neste caso.

Na figura 3.6 observamos a evolucao da negatividade logaritmica quando o estado inicial é
definido por (3.40), nesta situagdo, independente de qual seja o valor do emaranhamento inicial,

o efeito do ambiente é destruir as correlagoes quanticas do sistema de interesse, produzindo o efeito
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Figura 3.6: Negatividade logaritmica para o estado EPR como funcao do tempo. Os parametros
usados foram: v = 1.0; kT = 1074 Q = 5..

conhecido como morte subita do emaranhamento [44].

3.3.3 Estados nao-gaussianos

O estudo da evolucao do emaranhamento feito anteriormente, pode ser estendido a estados nao-
gaussianos. Essa categoria de estados apresenta varios desafios no momento de se determinar o
emaranhamento de um estado particular. Nas primeiras secoes deste capitulo apresentamos varias
medidas que, pelo menos em principio, parecem ser adequadas para o estudo de estados mistos
nao gaussianos. Porém, em nosso estudo estas medidas se mostraram eficientes unicamente na
determinacao do emaranhamento do estado inicial, depois da evolucdo o critério de Simon e a
negatividade logaritmica foram as unicas ferramentas que apresentaram resultados confidveis, mas
vale lembrar que para estados nao-gaussianos o critério de separabilidade de Simon é necessario mas
nao suficiente.

Em geral, a negatividade logaritmica servird para medir unicamente a quantidade de
emaranhamento gaussiano que possui o nosso estado, por essa razao, os resultados aqui apresentados

correspondem a estados que ainda mantém fortes caracteristicas gaussianas.

3.3.3.1 Consideracoes sobre o propagador para dois osciladores brownianos

O sistema de interesse que consideraremos aqui é composto por dois osciladores harmonicos

representados pela Lagrangiana

1 o 1 of LN*> 1 ., 1 ./ L\’
L5:§M:U1—§Mw0 <x1+2 —|—§M:r —§Mw0 ro— =), (3.41)
o termo de acoplamento e a Lagrangiana do reservatério sao os mesmos que tem sido usado desde o
comeco (confira a equagdo 2.39).

A figura 3.7 é um esquema dos pacotes de onda usados para construir o estado inicial do

sistema. Cada particula individualmente serd representada por um estado deslocalizado formado
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pela superposigao de dois pacotes gaussianos, um deles centrado na posi¢ao de equilibrio do potencial

harmoénico e o outro ligeiramente deslocado de uma distancia a.

1.0~
0.8
0.6 -

04r

-15 -10 -5 0 5

Figura 3.7: Estado inicial

Na representacao de posicao o estado escolhido pode ser escrito como

Ys(1, x2) = No {wo (xl + > Yo <a:z - §> + 4o (zl + % + a> Yo (m - g - a> } o (3.42)

com

—z2 1
Yo(x) = exp <402> , e No= : (3.43)
\/47r02 (l + e—a2/402)

A evolugdo temporal do operador densidade reduzido continua sendo definida pelo propagador
(2.64) com o funcional de influéncia (2.83). Este tultimo precisa ser reescrito para tratarmos
adequadamente a dinamica do estado inicial (3.42). Nas variaveis ¢; = (z; + vi)/2 e & = z; — yi,

anteriormente introduzidas, as func¢oes nao lineares (2.76, 2.80 e 2.81) podem ser escritas como

Ki[x,y,t, 5] Z 4cosklq;(t') — q;(s)] sink[& () /2] sin k[¢;(s) /2], (3.44)
4,571
Vix,y,t' Zann wf (k <2sink[q1(t’) — qo(t)] sink {’WD (3.45)

L[X Y, ] l_X Yt + an"‘" kkf )Dk[xvy’tl] (346)
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I[x,y,t Z Kk ik f(k {(5‘1(t’) — &) sink [q1(¥) — ga(t)] cosk [W}
+ 2 (t) + @t cosk [ () — ao(t)] sink {W} } (3.47)
Dy[x,y,t] :% <2 sin k[q1(0) — ¢2(0)] sink [&(0);&(0)] (3.48)

—25in kg1 (t) — go(t)] sink [WD .

As varidveis € relacionadas com a largura do pacote de onda podem ser desprezadas quando
comparadas com k™! e os termos envolvendo a distancia entre os centros dos pacotes podem ser
expandidos ao redor de L (L corresponde a distancia entre os pontos de equilibrio dos potencias

harmonicos). Isto é,
cosk[g;(t') — qj(s)] ~ cos(kL) — ksin(kL) (¢;(t') — g;(s) — L)

sin kg1 (t') — qa(s)] = sin(kL) — kcos(kL) (¢1(t') — q2(s) — L),

essa aproximacao é justificada pelo fato das trajetérias de cada particula estarem confinadas
pelo potencial harmoénico fazendo possivel definir uma distdncia media L entre elas. Com estas
aproximacoes e usando agora as varidveis (2.105 e 2.106) para facilitar a integracdo, temos até

segunda ordem

Kilr,u, &,t', 5] = k? cos(kL) <2X(S)x(t’) B v(s)v(t’)> 7

2

o termo instantaneo
Ir,u, x, v an kkf(k) {o(t') (sin(kL) + kcos(kL) (u(t') — L))
+ 47 (t)kx(t') (cos(kL) — ksin(kL) (u(t') — L))}
e o termo de contorno

Di(u, v) = % (2sin(ku’) sin(ke!/2) — 2sin(ku) sin(kv/2))

= (v' = v) (sin(kL) — kL cos(kL)) + k cos(kL) (v'v' — uv)

onde usamos v’ = u(0), v/ = v(0) e u = u(t), v = v(t).

Calculando as somas em k e reagrupando termos chegamos no propagador (ver apéndice C para
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obter os detalhes)

////p \Du(#)Dx(#)Du(t)

exo g {35 [0 HORE) +00) =5 [ (@i Ot) + oL Pue o) + (L1}
e {1 [t [r-@™ D 2, )|
exp{—hlw [ [ s [ @™ o) K(t’—s>}, (3.49)

onde foram introduzidas as funcoes

_ 212 _ 2712
77+(L)=77(1+$Hi](2j0;;);)5> n(L)=n<1—m>> (3.50)

40y (1 — 3k3L?) F(L) = WBL + 40y 4KEL?

2 _ 2
AT ey T )

(3.51)

As variaveis envolvidas no propagador (3.49) aparecem no méximo até segunda ordem e portanto
todas as integrais funcionais sdo gaussianas, o resultado é direto e os detalhes sdo apresentados no

apéndice (C). O resultado final da integracao é

J = N(t) exp % {Qr(t, L) (r’x’ + rx) — Oy (t, L)' x — Ny.(t, L)rY' +m~y. (L) (r’x’ - rx)
mF(L)y_(L) , , F F(L ,
250()2)2() (v =) + i(()) 1(2)3 (NW(t, L)Y + Oy (t, L)v)

+ Qu(t, L) (v 4+ wv) — Oy(t, L)u'v — Ny(t, L)v'u + mfi(L) (u'v' — uv)}

1 2
exp—3 { Ax(t, LI+ Bylt, L + Colt, DX + Ault, L)o? + Bo(t, Lyew' + Co(t, L
(3.52)

Qu(t, L)(v' +v) —

onde a forma explicita das fungdes Q;.., Ory, Ny, dependentes do tempo e as funcoes Ay, By v,
Cy,» dependentes do tempo e a temperatura nao é colocada aqui por questoes de espaco mas ¢ dada

no apéndice C paginas 68 e 69.

3.3.3.2 Evolucao do emaranhamento

O estado inicial (3.42) é claramente nao separavel. Para caracterizar o emaranhamento deste estado

utilizaremos as ferramentas descritas na segao (3.2.3).



CAPITULO 3. EVOLUCAO DO EMARANHAMENTO EM UM SISTEMA BIPARTITE 49

I I I | L q
2 3 4 5

_01 [
_02 [
=031 .

H Critérios
-0.4 - .

r — Simon

Entropic

Figura 3.8: Comparagao de critérios para caracterizar o emaranhamento do estado inicial (3.42).
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Figura 3.9: Funcao de Wigner para uma particula. Os graficos correspondem aos valores do
parametro a = 0, 2, 3 respectivamente.

Na figura 3.8 graficamos as expressoes

1 1
C’S:detA—Z(detA+detB+2\detC])+E, (3.53)

CE =H[Ry|+ H[S-] — In(27e), (3.54)

que podem ser obtidas dos critérios de separabilidade de Simon [39] e de Walborn e colaboradores
[45], como fungado do pardmetro a que determina a separagao entre os centros dos pacotes de onda
que definem cada particula separadamente. Ambas expressdes C'S e CE devem ser maiores ou
iguais que zero para estados separaveis. Como pode ser visto, o critério de Simon s6 consegue ver
o emaranhamento para valores de a < 4, ou seja é confiavel s6 quando o estado é quase-gaussiano.
Para ver isso, observe o grafico comparativo (3.9). Quando o valor de a aumenta o estado inicial
perde a suas caracteristicas gaussianas e se faz necessario usar o critério entropico para mostrar que
existe emaranhamento para qualquer valor deste parametro.

Depois da evolugao desenvolvida com o propagador (3.52), apresentamos o comportamento
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Figura 3.10: Negatividade logaritmica como fun¢ao do tempo. Os pardmetros usados foram, wg = 1,
koL =107, kT =5, Q = 10 e kpa = 0.3 a esquerda e kpa = 0.15 & direita.

temporal da negatividade logaritmica. Na figura 3.10 observamos a variacao da negatividade
logaritmica para dois estados iniciais com parametros a diferentes e para temperaturas finitas,
nesta figura os centros dos potenciais harmonicos coincidem. No grafico da esquerda da figura
3.10 o estado inicial se encontra emaranhado mas é altamente nao-gaussiano, por isso o valor
inicial da negatividade é zero. O potencial induzido pelo ambiente tende a aproximar os pacotes de
onda e como resultado deste efeito o estado se torna mais gaussiano e a negatividade logaritmica
aumenta, o processo é mais forte quando a interagdo com o ambiente é maior, ou seja para valores
grandes da constante de dissipagdo v. Com o passar do tempo e com o efeito da temperatura, a
decoeréncia domina a situagdo e o emaranhamento desaparece, ou pelo menos a sua parte gaussiana
ja que a medida usada s6 nos fornece resultados conclusivos para valores maiores do que zero.
No lado direito da figura 3.10 graficamos a negatividade logaritmica para um estado inicial que é
aproximadamente gaussiano (kpa = 0.15) e por essa razdo o seu estado inicial de emaranhamento
é adequadamente determinado através da negatividade logaritmica. Porém, nao existem diferencas
qualitativas apreciaveis no comportamento desta medida em relagdo ao previamente relatado. Para
outros valores de a o comportamento é o mesmo. Pela proximidade das partes, o ambiente induz
emaranhamento gaussiano e este sd é perdido por causa da temperatura.

Vejamos agora a evolugao das correlagbes quanticas no estado (3.42) com koa = 0.4 (veja
figura 3.11) a temperatura zero para acoplamentos com o reservatorio de diferente intensidade e
diferentes valores de kgL. O emaranhamento do estado inicial ndo é detetado por critérios baseados
em segundos momentos, mas de novo a interacdo mediada pelo reservatério induz emaranhamento
gaussiano. A medida que os centros dos potenciais harménicos se afastam, a influéncia do ambiente
é menos forte, até o ponto em que para distdncias comparaveis com o comprimento caracteristico
do reservatorio surge um atraso na formagao das correlagoes gaussianas completamente analogo ao
apresentado na secao (3.3.1). Porém, no lado direito da figura 3.11 (onde v = 1) observamos uma
inversdo no comportamento da negatividade para as distancias inter-pogo de kgL = 0.5 e kgL = 0.8
em relagdo ao grafico da esquerda (com v = 0.3). Parece existir uma distancia na qual a influéncia

do reservatério apresenta um minimo local, o emaranhamento induzido diminui com o aumento de
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Figura 3.11: Negatividade logaritmica como fun¢do do tempo. Os pardmetros usados foram, kga =
0.4, wo =1, kT =0,Q2=10e v=0.3 & esquerda e v =1 & direita.

koL atinge o minimo e depois cresce de novo. Na figura 3.12 esse fendmeno é analisado com maior
detalhe.

Com o objetivo de observar mais claramente o efeito de inversdao no comportamento da
negatividade apontado na anélise da figura 3.11, graficamos na figura 3.12 a evolucdo da negatividade
logaritmica para um estado inicialmente separavel (kga = 0) e diferentes valores da distancia entre os
centros dos potenciais harmoénicos. Nesta figura, observa-se claramente trés intervalos de distancias

relevantes. O primeiro corresponde a distancias para as quais kgL < neste intervalo quando

I
a distancia inter-po¢o aumenta o emaranhamento remanescente induzido diminui, o que se explica
pelo aumento da func¢ao dissipativa v_ (L) (veja a figura 3.13) que esté ligada a coordenada relativa.
Este efeito se reflete na figura 2.2 e representa a perda de correlagao entre as forcas flutuantes fi(t) e
f2(t). O segundo intervalo corresponde & regiao % < koL < 1.0, nesta situagao, o aumento de kgL
produz um aumento no emaranhamento induzido. Dentro deste intervalo, as fungdes v4 (L) e y—(L),
assim como a correlacao entre as forcas flutuantes (equacao 2.59), sofrem uma importante transi¢ao
(figura 3.13). A funcdo v4 (L), responsavel pela dissipa¢ao na coordenada do centro de massa, passa
a ser menor do que y_ (L), efeito que se reflete na inversao de sinal na correlacao entre as forgas
flutuantes. O emaranhamento induzido é minimo quando a correlagao (f1(t)f2(t)) = 0 e cresce com
o aumento do valor absoluto de dita correlacdo. Todos esses fen6menos caracterizam a competicdo
entre a inducao de emaranhamento e a decoeréncia, que no intervalo % < koL < 1.0 tem como
vencedor o primeiro. No tltimo intervalo considerado kgL > 1.0, observamos que o emaranhamento
remanescente decresce de novo até desparecer quando kgL — oo. Nestas condicdes, as fungoes
dissipativas graficadas na figura 3.13 se igualam e as forgas flutuantes perdem a sua correlacio
reproduzindo o comportamento encontrado no limite dos reservatérios independentes atuando sobre

cada particula separadamente.
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Figura 3.12: Negatividade logaritmica como funcao do tempo. Os pardmetros usados foram kga = 0,

wo=1,kT'=0,Q2=10e~v=0.3.
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Figura 3.13: Fungoes v4 (L) = n4(L)/m e v—(L) =n_(L)/m como fungao de koL.



Capitulo 4

Conclusoes

Neste trabalho estudamos a dindmica quéntica de duas particula brownianas imersas em um meio
dissipativo. O meio foi modelado, considerando o limite de infinitos graus de liberdade, como um
conjunto de osciladores harménicos cuja susceptibilidade dinimica satisfaz a relacdo Imyg(w) =~
f(k)wh(Q2—w), esta forma particular permite analisar em forma separada o comportamento espacial
e temporal da resposta linear do reservatorio. A dindmica markoviana é obtida quando tomamos o
limite da frequéncia de corte {2 — oo eliminando assim a memoria do reservatorio. Por outro lado
a fungao f(k) permite introduzir uma escala de comprimentos que é de grande interesse quando o
subsistema é formado por mais de uma particula browniana. No caso mais geral, a influéncia do
banho é muito mais complexa do que aquela que gera o movimento browniano, inclusive no caso de
uma particula. Portanto, para uma particula o comprimento caracteristico estabelece as condicoes
de preparacao para que esta siga uma dindmica browniana.

FEstudamos a importancia de incluir um contratermo no termo de acoplamento do Hamiltoniano
e mostramos como uma andlise completa desta parte do Hamiltoniano é necessaria para obtermos
a dinamica adequada. No limite classico e no caso de termos uma Ttnica particula browniana, o
acoplamento mais o contratermo deve nos garantir uma equagao tipo Langevin para a varidvel
de interesse e a0 mesmo tempo um Hamiltoniano invariante sob translagoes quando consideramos
particulas livres e ambientes homogéneos. (Quando inserimos uma segunda particula no ambiente
o contratermo adquire ainda mais importancia ja que os possiveis efeitos de interacdo mediada
pelo reservatorio podem ser ocultados ou mal interpretados devido a uma modelagem errada. A
dindmica classica obtida com o modelo de acoplamento sistema-reservatorio aqui apresentado, nos
permite encontrar uma equacao tipo Langevin sem potencial externo para a coordenada do centro
de massa com um termo dissipativo que, em geral, depende da distancia entre as particulas. Para a
coordenada relativa, além do termo dissipativo, temos uma interacao que pode ser derivada de um
potencial efetivo induzido pelo acoplamento com o reservatorio.

A dindmica quéantica de particulas brownianas livres foi analisada considerando trés situagoes
relevantes. Primeiro assumindo que as partes do subsistema se encontravam em regides espaciais
muito pequenas em comparagao com o comprimento caracteristico do reservatoério, neste caso a

dindmica é local e a coordenada relativa evolui livre de dissipagao. A segunda situagao considerada,

93
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2

corresponde a assumir que a distdncia entre as particulas é muito grande quando comparada
com o comprimento caracteristico do sistema, neste caso, a dindmica é equivalente a de duas
particulas acopladas a dois reservatoérios independentes, ou seja duas particulas brownianas que
nunca interagem. Finalmente, foi considerada a situacao intermediaria em que as distancias entre
as regioes fisicamente permitidas para as particulas sao da mesma ordem de grandeza do que o
comprimento caracteristico do ambiente.

Nas trés situagOes anteriormente expostas estudamos a evolucdo do emaranhamento de um
estado gaussiano comprimido variando os parametros do sistema (parametro de compressdo,
coeficiente dissipativo, temperatura e distancia entre as particulas). Encontramos que existe uma
competicao entre a decoeréncia e o efeito de inducao de emaranhamento. Para pequenas distancias
e baixas temperaturas este ultimo é o mais importante e nos casos analisados em estas condicdes
sempre achamos um emaranhamento remanescente. Porém, quando o estado inicial se encontra
emaranhado, a evolucdo do sistema é menos sensivel as correlagoes induzidas e mais sensivel
aos efeito de decoeréncia. Para grandes distancias ou altas temperaturas, a decoeréncia domina
destruindo rapidamente as correlagoes quénticas. Para disténcias interparticula comparaveis com
o comprimento caracterfstico do reservatorio, observamos a perda do emaranhamento inicial e
posteriormente o aparecimento do emaranhamento induzido, este fenémeno se apresenta com um
intervalo de tempo entre os dois eventos cuja duracao é controlavel manipulando os parametros do
sistema, em particular a distancia entre as particulas.

Finalmente, aplicamos o nosso modelo & evolugao de um sistema formado por dois osciladores
harmonicos preparados em um estado inicial ndo gaussiano formado pela superposi¢ao de dois pacotes
de onda gaussianos. Para este estado foi estudada também a evolu¢ao do emaranhamento. Para
esta situacao os resultados ndo sao conclusivos devido ao fato de termos usado uma medida de
emaranhamento (negatividade logaritmica) que, para estados nao gaussianos, s6 fornece resultados
confidveis quando o seu valor é positivo. Porém, foi possivel determinar trés regides espaciais em
que a influéncia do reservatorio apresenta comportamentos qualitativos diferentes. Em particular,
para um estado inicial separével e baixas temperatura, com o aumento da distancia L entre o centro
dos potenciais harménicos: o emaranhamento diminui para valores de 0 < kgL < %, aumenta para
valores de % < koL < 1.0 e diminui de novo para valores de kgL > 1. Este comportamento, uma vez
mais sugere a possibilidade de obtermos o grau de emaranhamento desejado mediante a manipulagao
dos parametros do sistema. O efeito de perda e ganho de correlagoes é uma manifestagdo, no limite
quantico, da dependéncia espacial das propriedades estatisticas das forcas flutuantes presentes na
dinamica classica.

Os resultados apresentados neste trabalho sdo relevantes para um melhor entendimento da
evolucao dos sistemas bipartite quando a influéncia do ambiente nao pode ser desprezada, por
exemplo no contexto da teoria de informacdo quéntica. A extensdo ao caso de mais de duas
particulas brownianas distinguiveis é direta e pode contribuir para estudo das correlagoes quénticas
de sistemas multipartite. Para particulas indistinguiveis e interagentes o formalismo apresentado

aqui, embora aplicdvel, ndo é o mais adequado ja que permutar as trajetorias nas integrais funcionais
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para garantir a estatistica adequada levaria a um resultado de dificil interpretacao, sendo necesséario
usar ferramentas préprias da teoria de campos. Apesar da complexidade, essa tarefa se encontra

atualmente em estudo devido & sua aplicabilidade em sistemas gerais de muitas particulas.



Apéndice A
Propriedades da forca flutuante

Neste apéndice estamos interessados em estabelecer o comportamento estatistico das forgas
flutuantes f;(t)

= % zk: [ (C'_ (i) Ry (0) + Ck(xl)é_k(0)> cos wyt

’L

+ (C,k(xi)Rk(O) + Ck(xi)R,k(O)) sin “’ﬂ .

Wk

Supondo que o banho esteja inicialmente em equilfbrio termodinamico e usando a invaridncia

translacional do mesmo, temos, no limite classico,
(Ri(0)) = (Re(0)) = (Re(0) R (0) ) = 0 (A1)

kgT kT

(RO ) =250y e (e Ri(0)) = F0 k) (A.2)

onde R, = Ry, + C’“(xo) Da mesma forma que no caso linear pode-se mostrar que as propriedades
k:
estocasticas de f;(¢ ) satisfazem, (fi(t)) =0 e (fi(t)fi(t))) = 2nkpTo(t —t').

Da equagao (A.1) é direto que (f;(¢t)) = 0 e para a correlagdo temos

(fi®) ;) 1 Z [(00_/@(3%) OCk(x;) + 9C(x1) ac_k(%)) <Rk(0)}~3_k(0)> cos wyt cos wyt’

2 - ox; o, ox; o,
k(x;) OCk(z}) 80;9(351) 0C_(zh) sin wyt sin wyt’
( (9331 ox! ox; o, <Rk(0)R (0)> w,%
2
Z hpTk Hkn F cos klz;(t) — x;(t")] coswy (t — t'), (A.3)
- myw

onde foi usado (A.2) e Cr(x) = rpe*®. Identificando a susceptibilidade dinamica do banho de

o6
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osciladores nao interagentes temos

(0) (w)

O F(H)) = /OO S L G
o T

cos klx;(t) — x;(t')] coswy (t — ). (A.4)

w

Sendo coerentes com nosso modelo fenomenologico substituimos Imx,(co) (w) = Imyg(w) onde xx(w) =

f(kE)wd(Q —w), o qual é valido para frequéncias muito pequenas comparadas com a frequéncia de

corte §2. Integrando em w chegamos em
(i) ;') =2 Z kpTk? f(k)kk_, cos k[z;(t) — x;(t)]o(t — t')
k
=2nkgTd(t —t'), (A.5)

com

n=> krpk_f(k). (A.6)
k

O termo de correlacdo cruzado pode ser calculado em forma similar,

(fit)f2(t')) ! Z K@C’_k(azl) Ci(x3) + 9C(1) 8C_k(x/2)> <Rk(0)]~%_k(0)> cos wyt cos wyt’

2 0z oz, 0z oz
80_ (x1) OCk(2h)  OCk(x1) OC_k(2h) . . sin wyt sin wt’
< 0xy o + 0x1 oz <Rk(0)R7k(0)> w?
2
Z FeTk Kkt cos k[z1(t) — z2(t)] coswy(t —t') (A.7)
% mkwk

e usando a susceptibilidade dindmica temos
(A f2(t)) =2 kpTE f(k)krki_k cos kla (t) — z2(t)]5(t — t')
k
=2n[u(t)]kpTo(t - 1),
com

o 1 I R OLs
7][ (t)} =" <(k%u2(t) + 1)2 (k‘SUQ(t) + 1)3>

onde usamos (2.49).
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Propagador para o estado gaussiano

comprimido

Neste apéndice apresentamos o desenvolvimento que nos leva da equacdo (2.83) a equagao (2.111).
Para isto, consideremos primeiro a parte imaginaria do exponente do superpropagador (2.64) com
o funcional (2.83) numa situagao em que a distancia media entre as particulas é comparavel com o

comprimento carateristico do ambiente. Na forma mais geral temos (a menos do fator 1/h)

Solz1(t"), x2(t")] — Soly1(t'), ya(t')] +Z/ dt’ (y1(t') — 21(t)) (@1(') + 91(1))
+;7/ at’ (ys(t)) — as(t)) (ia(t) + ot —fzmm ek () Dl (1), y(0)]

S IR ) [ sk ) - ) )+ 350

i£j=1
+ 7 Zk: kik_if(k) /0 dt’ (cos kfxy (t") — 22(t')] — cos klyi (t') — ya(t')]) },

Dylz(t),y(t)] = = cos k[z1(t) — za(t)] — 1 cos k[x1(0) — x2(0)]

k k
— 2 cosKln (1) — 1a(0)] —  cosklyi(0) ~ 3(0)] (B)

o8
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e Splz1(t'),z2(t’)] e a agdo do sistema de interesse quando isolado. Colocando na forma explicita

estes dois primeiros termos e usando as variaveis r, x, u, v temos
Z (4r'X" — Arx + v — w) — % g kik—kkf(k)Dglu,v] + M/o dt’ (27(¢)x (') + a(t)o(t')/2)
n [t
+ 1 /0 dt’ (4)’((75’)7’(75') +o(tu(t") —u(t (') — 47'“(t’)x(t’))
_ %Z Hkﬁ—k:kf(k?)/o dt’ (o(t') sin [ku(t')] cos [kx(t')] + 47(') cos [ku(t')] sin [kx(t')])
- Z nkn_kf(k;)/o dt’ (2sin [ku(t')] sin [kv(t')/2]),

onde
Dy[u,v] = %sin[ku'] sin[kv' /2] — %sin[ku(t)] sin[kv(t)/2]. (B.2)

Desta expressao é evidente que as equacoes de movimento correspondentes sdo nao lineares o que
dificulta o calculo das integrais funcionais. Para resolver esse problema aproximaremos a expressao
acima de tal forma que os dois limites (kou < 1 e kou > 1) com solugao exata conhecida sejam

respeitados, assim, a parte imaginaria do exponente do superpropagador sera substituida por

(4rx — dry + u'' —uv)—fD(koL) (v —uwv +M/ dt’ (27 (t")x(t') + u(t)o(t")/2)

4
+ Z / dt’ (4x()r(t') + ot )u(t') — a(t)v(t') — 47t )x (')
0
-5 /0 dt' (D(koL)o(t yu(t') + 4D (koL)i-(¢')x(t')) — 2:19 |t DikoLyult)u(),

onde o fator D(kgL) = exp (—koL), introduz o comprimento carateristico do reservatério k; ' e a
distancia L que é interpretada como a distancia média entre as regides fisicamente permitidas a cada

particula. Na expressdo acima foi feita a aproximacao

ann kk f(k)Dglu,v] ann kkf(k) (v sin[ku'] — vsin[ku])
D(koL) (v'u' — vu.)

A mesma aproximagao deve ser aplicada & parte real do expoente do superpropagador. Obtemos

Assim, em termos das variaveis auxiliares x(t) = (£1(¢) +&2(¢))/2 e v(t) = &1(t) — &2(t), a expressao

t/
hn dt/ ds/ dww coth(hfw/2) cosw(t’ — s)
7r

{2014 DOuE) X x(5) + 5 (1= DR o0l }.
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Colocando todo junto, podemos escrever o superpropagador como

J:exp{;ﬁ(r,x,u,v)} / /u /X / Dr(#'YDu(t')Dx (') Do(#)

rou x v

exp — { /dt (2rx + uv/2) + /dt dx(tr(t) +o(t )u(t')—zl(t')v(t')—41'"(t’)x(t'))

_2/ dt' (D(koL)o(t")u(t') + 4D(koL)r(t')x(t")) — 2 dt D(koL)u(t')v (t’)}
0 T Jo
n ! / g * /
exp{—hﬂ/o dt/o ds/o dww coth(hpw/2) cosw(t’ — s) (B.3)

(2004 DI XN + 5 (1= DlkaL) w(t)e(e) ) }.

onde,
h(r, x,u,v) = g (4r'x" — drx + vV —wv) — gD(koL) (v —wv) . (B.4)

Equacoes de movimento

Do propagador (B.3) podem ser deduzidas as equagoes de movimento

2M7 + 2 (14 D(koL)) # = 0 (B.5)
2M Y —2n(1+ D(koL))x =0 (B.6)
? - g (1 — D(koL)) 0 + %uﬂD(/{oL)v =0 (B.7)
]\? g (1 - D(koL))u + %wQD(k:gL)u =0, (B.8)

com w? = %. A solucao das equagdes (B.5, B.6, B.7, B.8), com as defini¢des v+ = v(1 £+ D[koL])
e w? =w?D(koL), &

677+t//2

F(t) = m {7"67”/2 sinh [%t'} + 7’ sinh [%(t — t’)} } (B.9)
X)) = siri:f;;t] {Xe_wrt/Q sinh [%t'} + X' sinh [%(t - t')} } (B.10)
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y-t'/2
o(t') = ¢ {Ue_'y‘t/Q sinh Pz_t/\ /1 — 4w?/’y%]
sinh [%t\ /1 —4w?/y2
+v’ sinh [’Yz‘(t —1')y/1 — 4wt2/72] } (B.11)

—y_t'/2
a(t') = ¢ {uew‘t/2 sinh [%t’\ /1 — 4%2/74
sinh [%t, /1— 4wt2/73} 2
+u' sinh [72‘(:: —1')4/1 — 4wt2/72] } : (B.12)

Acao classica

O fato das variaveis entrarem no funcional no maximo até segunda ordem, nos permite usar a
aproximagao da fase estacionaria para calcular as integrais funcionais. Esta aproximacdo consiste
em definir cada trajetéria em termos da sua desviacao do caminho classico, isto é, cada coordenada
seré escrita da seguinte forma

2(t) = B(t) + 0z (t) (B.13)

onde Z(t) e a trajetoria classica obtida como solugao da equagao de Lagrange e dx(t) é a variacao
do caminho cléssico. Assim, por exemplo, no caso de apenas uma varidvel podemos escrever o
propagador que liga um ponto a com um ponto b como

] 1

K(b,a) = /abexp {h /ttb L(d, 2, t)} Da(t) = f(ta, ty) exp {hScl[b, a}} : (B.14)

onde S e a acao classica obtida de ﬁff L(z,7,t) e f(tq,tp) ¢ uma fungao que depende s6 do intervalo

de tempo e é originado pelas flutuagoes de segunda ordem em torno do caminho cléssico[19].
Seguindo o raciocinio indicado devemos encontrar a a¢ao classica de nosso sistema. Observemos

primeiro a parte imagindria do expoente em (B.3) correspondente as variaveis r e x, o integrando

tem a forma
2M7(T)x(7) + n (X (7)r(7) = #(7)x(7)) — 2nD(koL)7(7)x(7),

substituindo r(7) e x(7) pelas respectivas trajetorias classicas (B.9,B.10) e integrando de 0 até ¢
obtemos finalmente
-M {'Y-i— (r’xe’”t/z + TX/e'y+t/2>
sinh [%qq_]

t t
+ (v+ =) (rx — r'x/) sinh [274 —74 (rx +7'X) cosh [2'y+] } . (B.15)
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Da mesma forma podemos integrar a parte imaginéaria do exponente em (B.3) correspondente as

variaveis u e v. Assim, o resultado de substituir as trajetorias classicas nos da

—M {\/72 — 4w? (u've_%t/2 + uv'e%tﬂ)
4 sinh [%\ /72 — 4Wﬂ
t t
— (v~ —7) (uv - u’v’) sinh [2 M} —\/72 — dw? (uv + u’v’) cosh [2 v2 - 4wf] } .

Na parte real precisamos da expressao

X(T)x(s) Zﬂ {x’2 sinh [(t ; 8)7+] sinh {(t ; 7)74

t —
+ Xzef’y‘*'t sinh [%’}q_} sinh [%7.&.} -+ 677+t/2XX’ sinh [%7+:| sinh |:( 5 5) ’Y+:|

t —
+ e +/2y\' sinh E'y_,_} sinh [( 5 T)'y_k} } , (B.17)

Quando integrarmos em s e 7 podemos usar a simetria explicita na troca destas varidveis para
escrever a integral dupla ) dr [ dsK (1 — )2 (1 + D(koL)) X(1)X(s) como

2 [Car [ dsk(r = 5201+ DnL) R(I) = (15 Do) (A0 + By’ + Cr 1)

(B.18)
com as defini¢des
t t inh [2 inh [
A (t) = 77/ dT/ dsK (1 — s)e_'”tsm [27—4 o 2[274 eI+ (s+7)/2 (B.19)
T Jo 0 sinh [%'y_,_}
t t sinh [17+] sinh | {52 Y+
By(t) = 277/ dT/ dsK (1 — s)e +/2 2 [ 22 } e+(5+7)/2 (B.20)
T Jo 0 sinh [%%]

t t sinh | Y52~ | sinh | 2,
cx(t)—”/ dT/ dsK(r — ) 5] 2[ 2 Lw(w)/?. (B.21)
T Jo 0 sinh [%qq_]

Da mesma forma temos

n / “ir / " dsK (r — s)% (1 - D(koL)) v(t'o(s) = (1 — D(koL)) (Ao(t)0® + Bu(t)yor! + Co(t)0?) .
T (B.22)
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com as defini¢oes

Au(t) = i;/oth/OtdSK(T—s - [3/72 — et s [;; _4%} (472 (B 23)
Wi

sinh [% e
t ¢ sinh [I V2 - 4%2} sinh [(tfs) 72 — dw?
By(t) = B dsK (1 — s)e /2 2 2 5 V- (s+7)/2
27 Jo 0 sinh {% 72 — 4"%2}
(B.24)

Colocando as expressoes (B.15, B.16, B.18 e B.22) no superpropagador temos

_ i) _ M 'y~ T+t/2 /oY +t/2
J = N(t) exp h{h(hx,u,v) e ] {7+ (7’ xe +rxe )

[57+

t t
+ (v =) (rx — r'X’) sinh [27+] 74+ (rx +7'x’) cosh [274 }

M {\/’yz — 4w? (u'veiﬂy‘t/2 + uv’ev‘fﬁ)
2

4 sinh {% . h
[FRARSE t 2 2 1,0 t 2 2
— (7= =) (uwv — w'v') sinh 5\/7,—4% \/7 — 4w} (uv + u'v’) cosh 3 vZ — 4wy

X exp —;{DJF (Ax(t)x2 + By (t)xx' + Cx(t)x'Q) + D_ (Av(t)v2 + By (t)vv' + Cv(t)v/Q) }, (B.26)

onde N (t) ¢ um coeficiente dependente do tempo, produzido pelas flutuagdes em torno do caminho

classico e que é determinado exigindo a normalizagdo da matriz densidade final.



Apéndice C
Propagador para dois osciladores

Quando o nosso sistema de interesse é formado por dois osciladores harmoénicos com pontos de
equilibrio fixos, podemos aplicar algumas aproximacoes ao propagador (2.64) de tal forma que os
aspectos mais importantes da dindmica sejam mantidos e que as expressoes matematicas sejam
tratdveis analiticamente. Estas aproximacoes sao baseadas na ideia de que os potenciais harmonicos
tendem a confinar as trajetérias em uma regiao proxima ao ponto de equilibrio e portanto os termos
nao lineares em (2.83) podem ser expandidos em torno da distancia média que separa os centros dos
potenciais. Como resultado destas consideragoes, o funcional de influéncia até segunda ordem em

todas as varidveis pode ser escrito como
Flr(t'),u(t"),x(t'),v(t)] = F [r(t), u(t'), x(t'), v(t")]
1 ! / v 2 / /
exp _fm/o dt /0 dsgnkn_kk‘ f(k)cos(kL) <2x(s)x(t ) — 2> K(t' —s)

_ 2271 Z Kk f(k)E [(sin(kL) — kL cos(kL)) (v — v) + kcos(kL) (u'v' — uv)]
k

-5 [t S s f () [5(0) (sin(kL) + b cos(EL) (u(t) = L)) + 4k cos(EL)/(1)x(¢)]
k

- % ; dt’ Z kik—if(k) [ksin(kL)v(t') + k? cos(kL) (u(t') — L) v(t")] } , (C.1)
k

onde, o fator F[r(t'),u(t’),x(t'),v(t')] resulta de se escrever o produto F [x1(t'),y1(t)] X

F [z2(t"), y2(t')] nas novas variaveis, e sua forma explicita corresponde a

F[r(), u(t'), x(#), o(t')] = exp {—27;7 /0 v (““l);(t/) + 2f(t’)x(t’)>

n ¢ ' g v(s)v(t') ' /
=) dt /0 ds (2 + 2x(s)x(t )) K(t' - 3)} . (C.2)

Para encontrarmos a forma final do propagador é necessario calcular as somas em k. Isto é feito
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através da substitui¢ao usual ) |, — % [ dk, onde L ¢ a dimensdo caracteristica do sistema completo

e usando a prescrigao [12, 11],

L 1
ng(k) = %Rkﬁ—kf(k) com g(k)= 27]{:86716/1607

onde ky 1 determina a escala de comprimentos relevantes do sistema. Assim, temos as somas
2
> krkorf(R)E = 7
k

n 1
Z Kkpk_pf(k)cos(kL) = 2T 122
0 0

k
1—3k3L?
Z kik_pf(k)k? cos(kL) = n%
k (1+K3L?)
L

S s RS =

Substituindo estas expressoes em (C.1) e colocando todos os termos na expressao do propagador

(2.64), chegamos na equacao (3.49),

J = /T/T /: /; /U/U Dr(t"YDu(t')Dx (' )Dv(t)

exp {”; /0 dt’ (4i()X(E) + alt)o(t) — 5 [t (1 () + o LPult ot + F(L)v(t’))}

{1 | Lt - 12O g )|

eXp{—hl Car [ as oo™ 4 2nmone)] K(t’—s>},

com as definigdes (3.50 e 3.51).

Equacgoes de Movimento

Procedemos agora com o célculo das integrais funcionais no propagador (3.49). As trajetorias que

minimizam a ac¢ao em (3.49) satisfazem a equacao de Euler-Lagrange

oL doL

Até segunda ordem na acdo, a variavel r. deve satisfazer a equacao

Pe(t') + wire(t') + 71 (L)ie(t') = 0, (C4)
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onde definimos os novos coeficientes

A solucdo da equagdo (C4) é

, . # . ¢
et = e 0 o exp (<Gl =4 ) + € e Gy - asf) | (co)

as constantes sao facilmente encontradas usando as condigoes de contorno r(0) =" e r(t) =r,

' exp (5 (L = &) — rexp (57:(L)
2sinh <% v+ (L) — 4w8>

rexp (574(1)) =+ exp (—5 /45 (1) — 43

2 sinh (WMLV——%%)

depois de substituir as constantes e simplificar a equacao (C.6) obtemos a forma final da trajetoria

cin = , (C.7)

oy =

)

classica para a variavel r

=+ (L)t /2 t—+¢
re(t) = : te - . {r’ sinh [( 5 ) Y4+ (L)% — 4w(2]}
sinh (5 v+ (L) —4w0>
t/
+ rev+ (B2 inh [2 v4 (L)2 — 4w3] } . (C.8)
Para a variavel auxiliar y temos
Xe(t') + wixe(t') = 14+ (L)Xe(t') = 0 (C.9)

e a solucdo correspondente é

e+ (D)t /2 (t—t)
el = {isimn | VL = 4]
sinh (% v4+(L)? — 4w(2)> 2
/
+ xe # B2 giny {'; v (L) — 4w(2)} } . (C.10)

A equacdo de movimento classica para a coordenada relativa e a sua respectiva solucao sao

iie(t) + w(L)?uc(t') + - (L)ic(t') + F(L) = 0, (1)
ue(t') = e~ - (D)t'/2 {Cf“) exp <—t2/\/f7(L)2 _ 4w(L)2> + CSU) exp (g\/7 (L) = 4w(L)2> }—ﬂ%l,
(C.12)
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onde definimos (@)
v (L) = 122 (C.13)

Aplicando as condi¢oes de contorno temos

o) _ L)exp ( V- (L L)2> —u(L)exp (57-(L))
' 2sinh (5\/7,@)2 - 4w(L)2) ’
u(L) exp (4v_(L)) — /(L) ex w(L)?
o _ (L) exp (57-(L)) = w(L)exp (=5 /74— (L (L) ) .10

2sinh (5\/7,(L)2 . 4w(L)2)

onde u(L) = u + F(L) u(L) = o + BUL) o = u(0), u = u(t). Substituindo as constantes na

WLy 4 w(L)?
equacao para u. temos
—v-(L)t'/2 ¢
() = ¢ {u’(L) sinh [(t Y) S D = (L)
smh( V(L L)2) 2
+u(L)e’- B2 inh [ V- (L L)2] } . (C.15)
Finalmente a equacao para v é
Bo(t') 4+ w(L) v (t') — v—(L)0e(t') = 0 (C.16)
e a sua solucao
~y—(L)t' /2 oy
ve(t') = ¢ {v sinh [(t t) V- (L)2 — 4w(L)?
smh( V- (L L)2> 2
+ve™ -2 ginh [ V- (L L)Q] } , (C.17)

Acao classica correspondente as variaveis r e y

Para encontrar a agdo cléssica, isolamos primeiro os termos da parte imaginiria do expoente de

(3.49) que dependem s6 das variaveis r e x e substituimos pelas trajetorias classicas (C.8 e C.10)

B | ()t — e et — A (e (£)
0

{—F+(L) (Tlxef'Y-‘r(L)t/Z + rX/e’Y+(L)t/2>

“sinh [T (L)t/2]
+ ("X = rx) v+ (L) sinh [[ 1 (L)t/2] + ("X + rx) T+ (L) cosh [T+ (L)t/2]}
=Q,(t, L) (r’x' + rx) — O (t, L)r'x — N.(t, L)rx' +m (r’x’ — rx) v+ (L), (C.18)
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onde definimos I'; (L) = v/v4+(L)? — 4w} e as fungdes
Qr(t,L) = mI'(L) coth [['4(L)t/2] (C.19)

T (Lot (D12
Or(t, L) = SEJ}E?+(L)t/2] Ne(t, L) =

mI 4 (L)er+ /2

sinh [ (L)t/2] (€-20)

Também é necessério substituir a trajetoria classica na parte real no expoente de (3.49). Primeiro

observe o produto

e+ (L) (s+7—1)/2
 2sinh [[(L)t/2]?
+ 42+ W2 6inh [0, (L) (t — ) /2] sinh D (L) (t — 7) /2]
+4xx’ (sinh [['4(L)s/2]sinh [[ (L) (t — 7) /2] + sinh [T (L) (t — s) /2] sinh [[(L)7/2])},
(C.21)

2xe(8)xe(T) {4e*V+<L>t/ 22 sinh [T} (L)s/2] sinh [Ty (L)7/2]

quando integramos em s e 7 podemos usar a simetria na troca dessas varidveis para escrever a

integral dupla como

t T 1 t t
/0 dr /0 ds (2x(s)x(7)) K(7 = 5) = 5 /0 dr /0 ds (2x(s)x(7)) K (7 — s). (C.22)

Usando o resultado acima na parte real correspondente & variavel x do exponente do propagador
(3.49) obtemos

am / dr / " s (Lxe(s)xe (MK (7 — 5) = Ay(t, L)X + By(t. Dxx(' + Cu(t. L)y?  (C.23)
™ Jo 0

com as definicoes

)

_mys (@) [C e SR (L)7/2)sinh [Ty (L)s/2] o (ny v (1)),

Aty =" /0 d /0 dsK(r — s) SRR Bty o
.24

By(t, L) = Qm’Y;(L) /Ot dr /Ot dSK(T—S)Sinh [F+(LS);/h?][FSi:1(hL[;72(]L2)(t - 3)/2]e—7+(L)t/2€7+(L)(s+T)/2’

(C.25)
_m(L) [ . ! K (7 — oS [T (L) (E —7)/2]sinh [y (L)(2 — 8)/2] 5, (L)(s+r)/2
Ot L) = —— /0 d /0 dsK(r =) sinh [y (L)t/2) T

(C.26)
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Acao classica para u e v

A acgdo classica correspondente as varidveis u e v é obtida de forma completamente analoga, o

resultado é

5 | a7 (ieeyilr) = w(LPuclrr) = F(E)uel) = - (L)

:W (v —v) + fﬂfﬁ@v@, L)(v' +v) — ngé)Lg (Ny(t, L)v" + Oy(t, L)v)
+ Qu(t, L) (W'v' + wv) — Oy(t, L)u'v — Ny(t, L)v'u + m74(L) (u'v — wv) , (C.27)
onde introduzimos as defini¢oes
Qut 1) = =) en (D)2 (C.28)
Ou(t, L) = ml'_(L)e™ (117 Ny(t, L) = ml_(L)er (D172 (C.29)

Asinh [[_(L)t/2] 4sinh [[_(L)t/2]

e a fungdo I'_ (L) = v/7-(L)2 — 4w(L)2.

A parte real correspondente & variavel v é calculada comecando pelo produto

v(s)v(7) e’Y(L)(S+T—t)/2] { —~y_(L)t/2 251nh[ _(L)s/2]sinh [I'_(L)7/2]

2 2sinh[[_(L)t/2
+ 2= 2ginh [D_(L) (t — s) /2] sinh [T (L) (t — 7) /2]
+ v’ (sinh [T (L)s/2] sinh [[_(L) (t — 7) /2] + sinh [[ (L) (¢t — s) /2] sinh [[_(L)7/2])} .

Integrando em s e 7 podemos usar a simetria explicita na troca dessas varidveis para escrever

[ [ (B0 ke = [ [ (U e,

e a forma final da parte real do expoente de (3.49) que depende da variavel v pode ser escrita como
t T
;n/ dT/ dsy_(L)v(s)v(T)K (T — 5) = Ay(t, L)v? + By(t, L)vv' + Cy(t, L)v', (C.30)
T Jo 0

onde foram usadas as defini¢des

s smh[ _(L)r/2]sinh [I"_ (L )8/2]6_7 (L)t gy (L)(s+7)/2
Au(t. L) / /d R sinh [D_(L)t/2]? » ;)1)
But.L) / /dSK smh[ —(L)7/2]sinh [_(L)(t = )/2] (L)t/27- (L) (s47)/2
sinh [T ()t/Z]

(C.32)
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_my- () [T [ el SR (L)(t = 7)/2]sinh [T (L)(t = $)/2]  (1)(sr)/2
Colt, L) 4mr /0 d /0 dsK (7 =) sinh [[_ (L)t/2)? ( ')
C.33

Usando as expressoes (C.18, C.23, C.27 e C.30), chegamos ao resultado da integragao funcional em

(3.49), que corresponde a equacao (3.52)

J = N(t) exp % {Qr(t, L) (r'X 4+ rx) — On(t, L)r'x — Ny(t, L)rx' + mvy,(L) (r'X = rx)
mF(L)y_(L) 2F(L) _2F(L)

20(L)? (v —v) + (L) Qu(t,L)(v' +v) o(0)?

(Ny(t, L)v" + Oy(t, L)v)

+ Qu(t, L) (W'v' 4+ wv) — Oy(t, L)u'v — Ny(t, L)v'u + m'y4(L) (u'v' — uv)}

1 2
exp = { A\t LI+ By(t, XX + Oyt LIX? + Au(t, D)0? + Byt Lo’ + Co(t, Lo}
(C.34)
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