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REesumo

Neszta trabalhc nos desenvolvemos - apllcamos uma
ganeralizasdo da aproximagio de Feyrnman e Vernon para o caso da um
o=scllador quaAntico dissipativoe. Nés desenvolvemcsz um mélndo
variaclonal para tratar a integral de trajetsria gue controla a
dinfimica do opsredor dens.dode reduzide dagquels siobema gquands ele
esta sujeltc a uma condig8c ipdeclal  arbitraria O metodo &
completamants independents das simeirlac especificaa envoelvidas no
problema = sambora hds o Lenhamces aplicadn para o oscllador
harménlico nds acreditamos que ele poderia ser eslendlds para

slstenmas mais complewos.



Abgstract.

In thie work woe apply and develop a generalizatlon of the
Feynman-Vernon approach te the case of a quantum mechanical damped
oxcillator. We develop a variational method Lo tLreal. Lhe path
intogral thal controls the dynamics of Lhe reduced dansity
operator of that sSystem once thiz iz subjectk to an arbitrary
initial condition. The method is completely indepsndent of Lhe
specific symmetries involved 1In the proklem. Although we have
particulary applied it Lo Lhe harmonic oscillator we balievs it

could be ext.ended to more complax =ystems,
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1. INTRODUGXO

0 problema da descriglic de um  sistema gquanlico
diggpipativo tem despertade grande ipterezee nos wlbtimos anom. A
gquaniizacBo de sistemar digslpatives & um problema dificil, uma

vez gque a formulag@o usual da quantizagiio candnlca nAo pode =ser

aplicada. Este Impasse pode =sar resolvido de duas maneiras,  OQu
tentamos mofificar o esquema canddnlcoe de quantizagio, ou enlLio,
mantemo-lo inalt_.er-adu e modificamas o sistema.

Namia trabaiho adotaremos sala Wtima abordagem, que S
bageia no fato de oz =sistemas dissipativos nEo  serem lIsolados.
Acapla-se entio o sistema a um reservatério para depols efelunr-ra
a guantlzagio do s=sistama composto Ee piiksde o processa wital
Posteriormente elimnam-se as varlaveis do banhc e  obbLém-seo o
dinAmica do miztema de Interesse.

Ezte praoblema fol primordlialmente esludadc por Feynnur: o

Vernon, atraves da Lécnica de inlegracio funcional  Eles=
ext.udaram o comportamento quanilco de s=istemas a temperaturas
arplitrariamente balxng e dissipacic arblitrariamente forte.

Caldeira e Legretl apresentaram um estudo detalhado do
Moviment.o Brownlano gquAntico mo case de disslpagSo dhrdca,ou =eja,
Qo & fungéo deroidade eapeot.ral do ressrvatoric varia
Unea~mentes com a Treguéncia.

Entretanto, da mesma forma que Feyrman e« Vernon, eles
admitidram uma condigBo inleial fatorizéivel para o problama,
Supondo que ipdcialments a paprticula =« o reservatério sestavam
degacoplados, eles podiam fatorizar o operador densidade lIniclal
em duss partes, uma gque dependis aperaws de particula & oulra qua
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continhs Informaclies referentes apenas ao reservatorio. Apesar de
zimplificar enormemanta o problemn, tal suposig&o n&o> corresponde
a uma descrigio multo adequada da realldade, ¢ maig natural seria
ronsiderarmos inicialmente [+ siztema e o regervatario o
aquilibrie & ndoc desacoplados.

Nest.a linha, Hakim e Ambegackar estudaram a evolugiin neo
tempon de estados inleiais nfo fatorizéavels de uma particola lvre
com desipagiio dhmica Ne entanto, o formallsme adolado por ole=s
explora a invarisincia translaclional da Hamilteniana tobal e nio
pode ser generalizadoe para qualguar sistema.

E=zte trabalho viza tratar a condlgao inicial nao
fatorizavel segurlo o formalismo de Feynman & Vernon ¢ deste modo
obter resultados mals gerals do que o= oblidox por Hakim e
Ambegacksr. Aswmim, a8 correlag@es antre o banho B o Fletema de
interegse no estado inlcdal 530 descrltas por uma intezral
funcional Fuclideana adicionat. 0x resultado=s s3c desenvolvidos
para um modelo gquintico sspecifico, que ¢ o de uma particula
quntica e movendo num campo potenciad 2 interaginde linearmente
com um rezervatédrio representadc per um conhjunto de N osclladores
harménicoa N & um namerc inflndto we comparado gom as dmenzdes
do problemad. Partinde de um tratamento geral com o formallsmo de
integrads funcionala resolvemos esaxatamente o case dea uma particula
sujeits a um potencial harmdnicoe & no limite deste, o caso da uma
particula livre. Em ambhas as situagies, a particula esta acoplada
& um reservaldric com diassipacio 4Shmica O processe utliizade é
vAlids Lambém para casos maie gerais, onde & fungio densidade
espectral do reservatério J{w) tem a forma nmi, coom 1 = Z2,3,ebe.

0 casc da 1| = 3 ¢ obtlde quando =& estuda uma parlicula carregada
+m movimento interaginds com o meu prdpric camps de radlagio no
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limite de baixas frequéncleay. Tel estude fol desenvelvida por
Barone o Caldeira [0], dentro do mesmo formalimmo.

Ne segundo capituls deste trabalho spregenlaremos: o
modelo & discutiremos zetrs aspectos mals gerals. Anallzaremon o
comportamenio do modelo propost.o no Hmite clas=slco e
verificaremos que aje & adequado. Em sepulda, passaremos ac lindte
quantico. Yamosz entBo escrever o operador densidade do sistema
Lotal {aigtoems de intereEse + reservaléric?, gue como sabemos hos
permite obter qualquer Informaciio relerente a exte sistoma,

Fosteriormente, eliminaremos a informacfo concernente aos
oeciladorea do hanhoe, pela tomaremos o trago do operador donsldade
com relacHe As  variavels do reservatdric e assim obteremos o
cperador densidade reduzido, que contém informag8esz referentez
apanas aa  slst.eme de intoresso,

Entretanto, como este operador densidade reduzido akin
particula depende do  operador denmidada do  sistema total Lo
inotLanto indolal, Yvamos aspacifioar = condl 8o inlcial do
proplema. Em sepulds, adotaremos a representacic em inlegrais
funclonala dom propagadores  gue regem a avolugic do slstema
aompoats [ Sietema de intaresses + reservatdric 3 @ dafind ranmog
o suparpropasador ] em termos oo chamado "Funclonal de Influéncia"
sdgulhdo as mesmaa direblrizea de Feynman a Vernon, aalvo gus
nko faremcs a zupo=igidc do operador densidade indcial do slglema
composto ser fatorizAvel. Escrevareamos entico o npove Tunclonal de
inflncia ¢ o compararemos ao anteriormente obtide por Caldeira
" Leggeil com - condl c#a indciad fal,arizaval.

No Lerceliro capltule aplicaremos o5 resultados do
capitulns 2 N case especifico de uma particula sujeita a um

potencial harménico. NSe calcularemos as trajetdrias de minima

a



a::ﬁo. comegando pela integral no caminho  “tédrmice” Ctenpo
aomplexo? qua val de ¥ o ¥ @ efeluando postericsrmente ar ocutraa
ncs camiphos realz, de x' a x e de ¥y a y. Foderemoz entio
sHcrevar a eSxXpressgc para © 2 opereador densldade reduzido  do
gigtema, que come =sabemos, nos permite obler qualquer Informagio
sobre este mezmo siztema. Em segulda, compararemos of nopsos
rasuilados com agueles disponivels na literat.ura.

No gquartoe ocapitule calocularemcse o wvalocresz médlos & o=
valores guadraticos médics da pozighe e do momentoe de  vma
particula em termos da posici & do momento inlcials. Um estads
comparative =mera felte entre o oscllador harménice & a particuln
livre, considerando-se as diferentes condigdes iIndclals.

0 guinitc caplitulo sers deatinado a4z conclusles advindas

dos recultadoes cobtidos.



II. © MODELO

A} LIMITE CLASSICO

1. A Equacz8c de Langsvin

Noe Umite alissico, & descrigio da dindmica de uma

particula Brownianas & feita através da sgquacio ds Langevin:

M q + n q + Vi@ = Py 25

onde M & = massa da particuls, n ¢ a constante de dissipoagio,
Vig) & o potencial sxternc a0 qual a parttcula egta =sujeltr =

FiLl & uma forge fluluants, puwamente asloatdria, tal que:

< FdL>» > = £ FCL3 FCL™> > = 3 I-t. T & {L-L'}
2.2

Agud, { » roprosenta a médis satatimtica =cbre um
conjunto de sist.eman ldenticamente preparados.

Como a equagBc de Langevin se basela numa descrigfo
rfenomesncligioa, ola eotd sujeits & siguvmes roectrigBes. A mas=a M
da particula deve mar multc malor do que a massa m das moléculas
do fluido # aldém dissc, devemos astudsr o movimehto 2m tempos
longes gquandoe comparados ogom o 2 tbempo médic entre ao colleles
molacularan.

No tratamento de um sistoma dissipativo, ac decldirmos



conziderar expliclitamente o acoplamento do slstema de inberezce a
um reosarvatdries, devaemoo conbocor o miglema gue =erve de
reservatdrio para o primeira e também a maneira como cle=
interagem esntre =i

Em wmuites <asoz, isto poda =mer complicado. Entrat.anto,
zistamas compogtog diferentes podem ter o subslstema apresentando
¢ mesmo movimento brownlano clissico. lst.o nos permite assumir que
diferant.ee reservaldrios possam apregeniar caracleristicas  em
comum e nog Jlevea & adotar um modelo que seja =implag & que
reprodura o limite classico nas condiglies apropriadas.

Vamox supor gque o© wsistoms composto sela desorite pela

sepuint.e Lagrangenns:

L= L + L + L 2.3
[ -] 1 b
onde
L2
Lﬂ-i.-"'EHq - Voilqd .4
LI--E C_aaq 25
k
L, =3y |12 22 - 1.2 2 .2 2.6
n ™y N ™ “k '
k

&0 respactivamente as Lagrangeanas do =istema g, de interagio 1
¢ do reservatdéric n. 0 reservatérico & formado por wn conjunto de N
opclladoras da mMoanoag mos ao-or-de v Q. - = conetanles da

accplamento Gk'

O conjunlo de ogsciisdorez deva ter certar caracterizticas



de modo a =e comportar como um reservatdrio real Sabemos, por
exemplo, qua um reserval.orio real deve ter Lamanho Infindto poara
que a energla perdida pelo sistema de inleresse ndo retorne o ole
mesme num intervals de Lempo Cindto.

Mas consideéersr o Umite de walumae Infipnitoc & andlozoe a
considerar frequéncias permitidas continuas para o oscllador.

Azzim, definiremoz uma densidade eagpectral do meio

através da:

a2

J{m}:z k $ Cw - @) Z.7
" 2 my oy

fgue por hip&te=e =e comporta coma:

T oW b 2 5 02
Jlwy = 2.8
a e w > [l

onde 0 & uma frequéncia de corte, bem maior do que as frequénclas

tipicas do sietema = A conztanle de diszipagfec n pode s=er

relardonads oomnm o pardmetros miorosadpicos do mlztema:

ng« n

a Emk 3

de onde conclhadmos que



n-z:anc::.fzmkﬁa 2.9

k

Comegaremns estudando a equacio de movimento classica da
variavel q (4t} quando a particula e o reseyrvatario sdo descritos
por 24, 25 e 24,

Escrevende sam aquacles de Euler-Lagrange pars o sistoma

composto temos!

1= - V_* - 210
M q v, E C, 9
K
m oq = - w?q - C q 211
k U ™ “k k

Tomande & Lranaformia de Laplace destas equaghes obtemos

Me® g -Me q - Kgw=- Joe - § ¢ 4,0

k
212

y

2 3 , - 2 - qe=d
m, = q, (&> - m = q 0> - m_q, Wy = -m qk{s} C, 4q¢E

213

-=t

onde qerw [ e q <L) di



ey
L

Ty

s> = | a5t q <Ly dt

(]

(= a])
ﬁﬂ’{s} - ‘[‘ -
0D

-=t v.'( > ) dt

Admitiremos enlido asx smaguintes condigies indclals:

q 03 = 0O q* 03 =m O
214

g, 0> ™ q qf <03 = g °

onde o simbolo Mnha (') representa a derivada da fungao,

Subgslitulnde s condicd@ies 214 em 212 & 213 cbhlemos:

Ma® g ¢ad m - 3; =) - z oy Ekﬁs:: 215
k
~ 2 2 o - -~
mqu{s}[s +mk}hmk5qk+mqu-ﬂkqﬁﬂ} 216

Igclande Ekfs} na equac3o 216 e szsubstitulndo o re=ultado

am 2. 1% oblemos:

¢ ¢ a°+ g% qkz q Cad
Hsz?icn::--?;t-:--z 3 5 +Z-— 5 >
(=" + f.dk ) mk{s + mk >
k K
247



O dltime Lermo da equacBo 247 acilma peode ser reesorila:

T a - 2 A m
Z {:k q fad LU - e, &# 9q =23
- _ E _
2 2 Z 2 2, 2 2
. l'nk(il + iy b " mop - m oW (= +wk 2

For wua wvez, o dliimo termo da aqueglo 2Z.16, com o

auxille da definlgdc de J (wd em 27 » 28 torna-se:

2 2 ~
G & q a3 -2 Py ety aw

- [ ] - =
z 2 2 2 I 'r to " {m’3+ 92)
k

Mo 9y G0ty 2

&

e | ’2 E(n'} 0 h) dis? n nz -
- J > 2-[-ns+:}[ n]]q(s}
n o w'” + =
219
52
Deaprezandn of termos da {}[ " ], pole 00 » 0 W, =&
$]
usando a8 equacies 248 » 219, podemos resscraver 2.17:
2~ e, 2 § > . G <= qf + ql>
M s q{5}+\';{53*z""-T+nﬂqfslu—z—2——z
(g + b
oo Gy - i
Z.20

Hogso objetdve & identificer eete rmesullade com uma

Equag.ﬁu do tipo 2Z4. Entdo, aplicande a tramsformada de Laplace na

10



aquacio de Langevin { 2.1) temos:

Malq + ¥ +nagied)m P 2,21
Comparando 220 com 221, vemois gque
o, - O
C‘.k (= q, - q, 3
Pter = - Z 220
'l:s:2 + wkz}
k
Tomando w antitraneformads de F (=) taemas:
F (1) = - E C, qy cos G td - z K qp men (wyt> 2,23
k K
Maz do teorema de aqtﬂpax:t.iqzn da energlia sabemos que:
k. T kT
<q:=>-—'ﬁk— {qzzb-‘*. = 2.24
e Yy

< PCL) FEL'S 5> = z a2 COR mk{ t -t m
k
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2 kT J Cwd

— e ¥ 0 SEPASNE G A M T X 225
In b

Usando 28 e conslderando 0 muitoe malor do que os

epcolon do frsgqudnoion do interesse € 0 - o > temos

27 k! T sen [ (L-t."3
M b=t 2

CFL)Y FIL™' > = L knT HLL=-1"2

£ 25

o
Quantc ac valor médio de Fiil, »le dependersd de o 9, Lo

da < q: 3. Se eles se anularem,

< FC(L3 > m D 2.27
2. A E-mrmalizaqﬂa do Fotencial

Na comparacz@co des esquagBesa 220 e 224, vimos que o
tercelre termo da eguacgin 220 nfo encontrou similar na equagbo

a4.21. Ele repressnia uma corragio M (bu}z & parte harmdnlos o

potancial Vﬂ(q}. Ao  acoplarmos wma particula  sujeita o
petencial ?n(q) A um banho de ozclladores, este potencial &

rencormaligsds por um terms heacmdndoo da forma:

1
AVem- —MCswd g 2,28
2

12



ﬂil

ande M €A e m Z -k 2 2.29
My Y3
4
MNa pratica. ost.as mrre.;ﬁeﬁ: nao =8 mnuto fmpoebeay
Pold e moedor panrts des alstemes om gue estamoa Interaocoados wooeree

impossivel observar o potencial nfo renormallzado V. 9> 0 que
realments importa & o potenclal efetivoe ¥V (@0 = \FO{q} + A V.

Ha algure sxemplow onde Vigd = V_{Se ac invés de con-

derarmos a Lagrangeana de interagio 2.5 adotarmes um modelo onde:
L.j--z & aaq 2.30
k

nidc haverd difersnga entrs Vﬂ(q} & ¥V g} Ialbo pode mar facilments
verificade. De gqualquer forma & oconvenlente conslderarmos a
exizténcia do contra~termo na Lagrﬁn.;nam cujo acoplamente & do
tipo coordanosdo-ccardenada para que pogssames, desde o inicio, usan
o potancial original ‘-I'D{q) e Lagrahgoana total

Agzim, um regarvatderlio COMpoB Lo de N ceolladores
harméniocos sooplados & wume partigula Brownlana o dasecoplados
entre gl o regime de dizsipagioc ohmlca nos permite recuperasr a
equacio de Langevin que  descreve a  dinAmica de uma particula
brownlana na limite olédseico.

Vemos portantc que o modelo adotado, apesar de gimples, &
convenlente pole descreve de manselra apropriada a dinAmica do

Probloams ro  limits aléoolosa Vamos entBo ac Umite quintioo.

13



B} LIMITE QUANTICO

1. O Operador Densidade Reduzido

Pagsaremos agora as tretamentc da dinamica de uma
particula Browniana no Hmite quantico.

Seia o =istema composto descrito pela Hamiliondana:

H = l-lﬂc P >+ HI{ q.9, > + B P9y, 3 vt § |
2
P
aocm Hn - 2 n + \Fﬂ{q} 2.32
| F 2
k 2 2
Hy = ) 5 [ oy 9 9 ] 2.3%
k My
2 2
ﬂk q
o= 3 (Gewa v T ] 234
k k 'k

ol HS' HI -] H‘ repragentam rsapactivamenie as Hamiltonleanas do

slot.ema de Interesse, de intereagio « 4o regervatérie Podeaos

computar o operador densidade do slstema composto através de:

-1 Ht . 1Ht
—-—-—-—-—-—-] p(ﬂ}-ﬁ-ﬂp[

o L3 m aMp [ ] 3%

Como mabemosn, toda infoermagfiio referente a um determinudo

14



zubzistema quintico pode =mer obtida através do opaerador dencidade
reduzide do wistema, gque por sua vezr & obtide tomando-s& o Lrago
parcial do opearador denmsidade do =iziams compostc com respeltc as
varldvelr do regervatario acoplado ao subsistema

Ageim, o8 O = O { p,q > & un ocperador goenérico:
L L Ll sy a
<G(P-qﬁiihrlﬂ{ptt}ﬂ}-trﬂ{[trlp{t.}]{}}-

- tr_ { 5 LY O } 2.36

onde (L) = tr  pit) & o opsrador densidade reduzide do sistema

de intearssse.

Ent.&c, introduzindo o vetor B = ¢ R, R., .. R, > onde

: A
Rk € o valor assumido pela coordensia q, ® usando a relaglc de

aomp le b asm:
‘r‘l‘dxr dRr* I u* E}}{xl ﬁll-i 237

podaman sacrever o oparador dengidede do slelema compombo ;(LJ‘- (71

representagio de doordenadas como :

CxR | pady | y@>= [ [[[dedy ot o obla oo

» LR |;a:n} |98 <y’ ;-”Ht“"’h R 2,36

18



Reconheoendes o alamantc de matriz {xﬁia_‘iﬂt’ix'ﬁ’} conn o
propagsdor de Foyruman K u, ﬁ, ty =R ,00 doe clobtoema composbo

podaemas GEcrever:

CxR | oty | yd>a] ][] dedydRed Kex, R, L0 R,05 »

o K0 8, 0 <t B o f o @D 230

Vamoa agora sliminar as varldvels doe banhs, uma vaz qua
volamos interesesdos apoTan no acmportamanto da particula

brownliarm,

Tomande o trago parcial com respeito Az varlavel: de
rewervatdrie { fomende R = 0 @ inbLegrando am B 3 temoa g1 o

operador densldade reduzido =s sscreave:

Foytre [dRCxR | p> [yR>=

= [ [ ]I faf dcayafrad Konftor, 0,00 K¥%y R, 0y,8"05 »
x < xR o €03 | v > 2.40

demo podemoa notar, < operador densidade reduzide da
particuls no Lempne € depende do operador densidade tolal no tempo
waro. Portants, pracisemos agors sapecificer & condicfs indclail do

problema.
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2. 0 egtado inlcial:

Caldeira e Leggeti assumiram que o siztema de Interezze a

¢ regearvatéric eatavam ilniclalmonte desacoplados & que a inlLaracgiio
+
e bhruccsamenie lgada em 4. = 0, Jeto Jhes permitia fatorizar o

cperador densidade inicial do Fistema compoato na orma

e - wh o i
{u’ﬁ_‘lp([)}!y'a*} - #(H’:ﬁ':?’:i}'rﬂ} - PECH’EY’JD) P'{E’Jﬁ’rﬂ}

2. 41

-~ -~
onda Pe = Fy g83e raspactivameante, operadores densidade do mict e noa
¢ do regsrvatdrio qguando izolados. Além dis=soe, seles conwidoersciam

~

que p repregentava o regervatdrlo em egullibrio.

Moeeto trabalbhe, cornglderaremoda quoe indoiadmente o sistonm
da inpteresse, ou eeja, & particula Brownlana, asta om oquilibric
tom o reservatério, quande ent3o o sistema ¢ perturbado.

Podemoa oonaiderar trdée diferentes pocalbllidadoea:

Or=o (1)

Py BB = pi FETLIRILLY ,:.‘:;E:u’,:..-',ﬁ’,ﬁ’) 243

Aqui, p: ¢ uma fungHo arbitraria gue depende apenan
varisveis do =iztema de Inleresse, enquanio gque '”e;B FEpe e e o
oparador densidede no equilibric do wnhiversn ceompleto formodo podo
Sistema e pele reservatdripo. Esta primeira condigio =significa qus
A particula e o reservaltiric est3c em equilibrio térmico em t = O
e entio se efetua uma medida d. posigdo da particula. No apéndica

1 mostramocs que a expressic 242 realmente cerresponde a esta

17



intarpretasdic lNelaa.

Caso {11}

pn{x',}",ﬁ’,ﬁ’} = aq'm LGN =L i 18 2.47

Agqui, quﬂ ¢ o eoperador dansldade o egulliledss o
slztema total gquando a parlicula eszté sujeita a um potencial ;'u;'ﬂﬁqj
gue & abruptamente modificadce para ‘-'u(q) em t = (I, {ﬁ‘j(q) o
polencial de preparagido). Quando esta modificagdic ocorre, ,;:-;fln'q
delxa de Ear O estado de equilibrio do gistema Lotz
Uonsequentemente ele relaxa para um nova estado de equilibric

——

pnqltﬁ (H,y,ﬁ,a}, que @ o estade de aquildbric do slstema Lolol

quands a particula de interesse esla sujelta a '.'u{q}.

Caso {11i)

] ] ] r = » ’ -/ A& »
Py RLGTD - g, W e TR T 30 1 2.44

Este cazo & uma camblnagho dos dols anterviove-. B o "
a particula de interes=e eslad sujeita a um potenclal de prepaoase o
Fﬂ-::q::. Ent3o efetua-se uma medida da posigie da particuls =
glmultaneamenle altera-se o poteancial de preparagio para VG(q}. Y
analigarmoa o apéndlce 1, podemos facllment.e verlfloa- apas o
continua a ser descrito pela equagic A{1Z

Una vez que esle & ¢ caso maiz geral, a partic deo oyraa
trabalharemos axplcil.amante ogom <le. Vamose desanvolver o @ nnwvoe
funcional de influéncia apenas para o gaso  i1> e quande
necessario, vamos particulariza-lo para oz casos (1) e (i),

Vamos agora proceder aog céloculos Substitulnde 244 em

iB



240 temps:

;;; Cx,p, L3 w _r _r dy’ dy" J ¢, v L o xLytl0d pi LY | .45
onde Jo, v, iy 0w [ J' dR7 G dalt Wox, B, t: xR ,00

h —_—
x I{ {?.l ﬁ.l L‘; vjrﬁl.ln} 'DE'q'F {I?r'!r"?-ﬁ’p'j’) 244

e nio houvassa int.&ra.g;ﬁn ent.ra 7t mRistema = ¥

reserval.orio, a equazdoc 246 reduzir-ze-la a:

J @, v, t; W,¥'0 m I{E{x, L oxt 00 Ii{:{y, Loy’ =

ol B w1 T- L T ufncﬁ, t,) 703 g: &, v B0 ;;“(ﬁ’,ﬁ',ll}

247

A Integral do lado direltla da equacio 2.47 [ Fowchlo -l

reconhecida comoe Lr o (L) = 1, 0 que nos leva a:
J e, v, 4 x'y.0) = K _Cx, t; %',0) K;{y, t,; v 103 2 4R

Vemoz assim gque J x, y, t; x' ¥ 00 funclona uanmo um
suparpropagador que rege a evolugdo de PR, ¥, LD e que no oo
de gimtoemna 8 eslar lsalado &e reduz a um produte de propoegaeioeoo

gue rTegem a evolugio de y b} e w-{y,t} separadameni.e

1%



3. Representacic em Integrale Funcionais.

Rest.anox agora calcular o propagador K (x, B, xR0
do =istema composto. Para isbo devemos conhecer os aubo-cisobad-o o
glgt.oma compesto, o que nem sempre & acil. Assim, acdotoeoue -
nobagaoc de Integrals de Ltrajeldrls de Feyrinnan -3t nee
propagadores e evitaremoa o ume de fungfes  de  onda N

dimensicohal=.

a) Integral Funcional para Tempo Real

Em Lermos de inLegrals funcionals o propagadior

K ¢x, R, tm R0 se escreve:

x B )
K ¢, B, t; ', B'0> = J J DuCL'Y DRCL'D exp —— 5 [nCL'3, RG]
h
& Bt 2. 40
L )
ande S Ix(t'y, Rl = [ L [x LR L (LR (L'}] de’
D

¢ a acBo correspondente 4 Lagrangeana do eigtoma RS No nonso
case, R & um banha de N ogoiladores o L ¢ dada pela equogioe 27,
A intograle am 249 =3n efetuadas gobre ox camiphos = (L2

e B <t tals gfule

¥ (0) w x',x€t) w x, R m B &8 RK>= R

20



by Integral Funcicnml BucHdeana

¢ operador densidade pode mer visto como um operador de
avolug@io em tempoe imagindrio t = -l A mudanga paras Lompn
imaginério altera o inal da eanergia oindtica e  transforma

1 S xR 1em -8, [z, 2

r F
— e x' R
p&q O,y RLE7,00 - J- J-D'z{u} DR'C(u) exp -St[z{uj,ﬁ'{uJ]’f h

y' O 2.50
onde S [zCu),R'(WI & a aglBio Eucldeana do sistema composto.

4. 0 Novo Funcional de Infludncia
Subgtiluinde entde as reprezmentagies &m integrals
functonais 249 ¢ Z50 em 244 temos:

J <, v, L; ¥y 03 m j J- J-D L'y DylL'> Dzdud F[[x] [y],.l'.z.'l]
%’ y'

o axp — { Sxd - Syl - S, [+ S_ Iyl } .

" exp T { Eﬂtlz.l + Sﬂ: [z] } 251

21



ande

¥

Fo{Dayuiz)] = f ] [ dfe ol ai

Py Fph

o —

I

B
Jbﬁcu:: DALY DRCur »
g

i
daxp —— EI[H,E] + En[ﬁ] - Elfy,él - Sn['j] } *
t

-1

* oNp {S = z.B1 + 5 F [R] } 252
™ ER A
¢ o funclonal de iIinfluéncla na acepgio  proposta poar Fevooooo
¢ Yarnon e onda:
t
S 1 _|' dt.* L (x, %, t'> 25A
= =
0
L .
S xRl = [ 4t Lx R % R 9 2 54
(]
1 .
S IRl = [ dt’ L <R, R, L' 2.55
n ]
1

aom LE, LIG [..l definldos raeaspectivaments e aguaciea 24, 245 o

28 . Teamos tambéam que

hyd i .
§.5 =) = [ du { — Mz @’ + ¥ @ } 256
2
1

22



£ . . e
Sﬂl [ﬁ J = J- du { E ﬂk . Rk } R
] k = 4
hi & 1 1
o e o — - 2 .2 i
E" Iﬁ] J' du { E [ Z mk Rh‘. + > rl'lk t_.Jk Hk ] } ol
0 k = 4
t. o c 2
s_Ixl = [ e’ { z k > } xZ 2.5
0 k= 2 my W,
Ty oo o 2
F k 2
S, Zm [ du { E 3 } z 2.60
0 k = 4 k Tk
E importante notar que em 256 \_?ﬁ{z.'l & o pobencial b

preparagao, enquantc que em 253 'l-"n{q) & o potencisl modif oo,
No caso  partlcoylar da condigico: inicial 242, o1 (s R EE N TP
substitulr V_<z) por V_(z> om 256

Obzervando a equagdce 252 vemos que o Dot
infludncla  desmcreve o produbo dea  propagedores  de 1. - 0
quands sujeltog As forgas eMlernas xOLY o wltd o aldw Ala-e F
um outro propagador =zuleito 4 forga z(u)? onde v 2 um Ttoaamn
complexc',

Calculando ag inlegraisr nas  varlavels  do  resorval ol
na equagida 252 e definindo U = & 7 obtemos a seguinte expres o

para o fynclional de Influénola ((Ap&ndlce 23

L
F [x,v,2) = F [x,vl I1 1.2 cossech {wkl].fz) aNp { k ]- du »
k

23



vorh W fI - gt I - U a2 ¢ A
: . L- 1
« [ du z{ud =lu'y + - =
o zenh mku,»-'z < Mooy
t n

[ I di? J“ du zlud Ixdt'd - yit'3) [[::::ut.gh mkaz sernh O Een mkt’--
0 0

= aocah ukl.'l e mkt.‘]-l- i[t:ﬂl.gh mkU.-"'E coah -mku oo -'..Jkl.’ - o= mk‘L’t

*» sanh ts, U ]] } 2.4

onde
- ckz rrat.eh ukl.].r-"? t v
F Iyl w1 exp — ot deixeiy - yettole
k 2 homy e o o
L sz 1 t
® [nCL"3 - y(L") cos o (b - 677D 4+ [ avr J oaer «
a4 h mk_ uk o 0
e [eefh '~ b P3] [ ' + wlb'?2] aen mk{t.-'—t.”} } 2.42

& o funcional de infludncia cobhtido por Caldelra e« Leggetl com a

condicie  indelal fatorizavel Observande a equagho  2.81 noblanos

24



que o funcional de influéncia obtldo no caza  da corillafio Andedal
néo falorizavel nada malse & do que o antigoe funcional de Califaicn
e Legzelt [ Ixy]l mulliplicado por um noeve termo, Agora, addm e
F Ixy] que carrega um tipo de acoplameanto retardado &  owiin: ole
antre Lrajetdériam que e movem para frante a para tide: oo tarpe,
Lemes dols novos termos; um que representa uma aulo-intera:" . -
una trajetoria térmica & outro que acopla a trojetdria L4 o
Z{u? am bLrajetdrliac dinfmlceas wit> & »{L).

Podemos alnda escrever a expressfo 261 para o funcicnol
de infludncia de uma forma mals compacta Para isto, definlmos am

cont.orne no plane complexe para tempe imaglogrio (figura 13 Lal

gque:
N F iE para 0 <A =t
z OO m ] B - A - 1e para L £ A < 24 2.63
1 LA - Zt> para 2t £ A < 24L+47
Agsim, podemoz defindir F [w,v,z] como:
Fm aup ¢~ !
Som
1
¢ IR = — far [do [:I"nf.'r @+ sgn, (1,00 f'I{T,{'.'r'}] | {H(w}—}-ﬂn}]
o P
245
onde
™ cl,-;
fR(T.E—I‘) - 2 - COs r.-ak(‘r = o) cotgh mkUKE 2406
2 myoay

29



fI{'r,cr} = —Z - BE0 uk{'r = o2 .07
o mk uk
_ 1 =1 T » or sohre
SErn_ = 208
¥ -1 e T ¢ & sobre r
1 [mr; - ncm] = [RCv> - Reod 2.40

e onde R{x) & tal que:

R {x + 41z D m % (A3
R()m { Rt - A~ 53 = y €2t - A D 2.70
R G4 (A -2t = 2 (A - 2L

A verificagio de que ax expressles 264 e 261
equivalenteas anvolve um cécule tedicsce que omltiremos aqul.

Ratorpoando A expressfdo 2.41, s usarmor a identidade

miur m{u'> = 1.3 { n{u}z + ziu')z - [=Cu> - ﬂ(u'}lz } A |
Laranke:
wy, U “kz
Fix,yzl m [ [x,y1 N 172 cos=sech [— —-'-"'] 2Xp »
k 2 4 mow

Z6



u 1

co=sh mk{|u - u'j. - Usz2 ?,{u‘}z + z{u'}z

L] J- duy I du’ [ S — J _
O 0 Sanh (wk iz 2
P A
ﬂk u u cosh wk{lu - u’l - U2 2 [=fu> — =it 17
- —rmai—- - J' du j‘ dut . '
4 h mk W 0 senh {mk L e 2
c z i, U
k
+ — J“ dt.* J" du 2Cud Ixft'> - ]..ru,-}][ i coteh [mku.-":-'!J *
< hom ooy g c

¥ oo ukl:t.' + {ul) - men mk{t" + iu)] 272

9 primsiro  terms na  exponencial 272 pode TS o
Lrivialmente integrede @ noe fornooo gomo resultade & corrs et
harméniea anteriormenlte menclonada, anulande assim o contra-tarnw
(exp _S:::: [z} / h » que aparece na exponencial r©eal  ewm TN
CApdndice 3. Aldm diescs, e dafiplomos a Funciio win} .

Intervale 0 £ u £ h? como sendo periddica de perlod, 1.7

escrever (referdncisa AI;

3
= ) - Ck
F lu,y,2] = F [8%,41 1 4.2 cossech [ —_— s ] M) - *
k 2 4 h my ey
o u 2 t.
<oyl - v e, .
* I du'-r du & [zfud — O A2 + — === J- dil %
- m 31 2 h ™ "k 0
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t

L _r du z0u) [x(L*) - y{t.*)J'[ 1 cotgh [mka"E] GO mk(L' + judx -
a

-  men wk(t’ + iu}] } o

Usando ent3o a densldade egspectral deflnldda em 27 Les

gue a furglonal de intludhoie S SETCaVa!

oy & « JHta>
F y,z] = [F [x,41 N 12 coossech [— ] exp 4~ [ dw -
ke 2 2N+
4}
@ u - @ |u - > L J€w? t
» [ du'[ du & [y - meud1%02 -~ f do [ dLre
- m 0 0 nh )
u
] Jﬂ du zdu» Ix{t’> - y(t.’)][ = 1 cotgh [-:.a U#’Z] cos w CLP o+ g2 +
o
+ =sen w (L7 + iu}] } 2.5
aem b Iyl dads por
t. L
£ J Ceod v U
F ois,yl = exp 4 = [ dw ~— colgh == [ dLr [ dL* %
a nh 2 " O
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[
® [xCE*D — O3] [nCL'D = wILM3 com o wdt” - L% + iJ L IR
a

J{[L".}
- K

I

t. L’
o [ dt? [ dtr Dbty - w1 IxKLPY 4+ yCb*2] gsen wllt - -.-r;]
0 &

cporaLt
ol !

S Lomamos 0 cass particular em gue o resprvatdrio bem
dissipagio ohmica (Jlw} » nw) e consideramos f} + @ podemos  aindn

eZCrevern!

&1

b, i 1w
F Ix,y,zl = F [x, vl I /2 cossech [ — ] exp - J" i *
[ ] 2 11 1
a
o L s (] 1
= [ ll..l. = u I . Tt
» ] 2 —_ ]
* _r duj du e fz€ud - z{u?Il"2 I duw At %
- = (4] 8 1nm i
1
» [ du =y [ait> - }'(L'}][ - 1 cotegh [w ll.-".’.:':] con e LR 2w
o
+ men w (LY + j,u}] } 20
onde [ Ix,v] agora, conforme referéncia [11, & dado por
a oLt w U t L
F (x,y] m exp { - j' de ——— cotgh ———— I dait [ dat” =
4] nh 2 0 ¥

i)



o [xCE"™> = wOL'2] [t - vit"2] coz wlth - L2 = | -———- »

2 i
* . . inn ¥ ,
o [ AUIxCLy - yoedl Ixely 4yl =~ [odtecty”
o nhog
t
2 tn
= ¥yt - 2" + w*] J- g InCL ) = Lt SR
*
0

E {mporlante notar que o pandaltimoe Lerma de 277 cancelo
exat.amente o acontra-termo Jexp 1L-h {SGT[},-']- SGT[}:]}} ha  eXpress-3o
251, donforme jJa nmenclonamos, saste cohbtra-bermo ol Introdozdds
devido & ronsrmaligagie do potenclal,

Alédm digso, sabemos que

Mas

£ - r.u-lu - u’l - d 3 —wlu - I._J'I

_r do w e = _I du e B

0 d|u - u"" a

1 i
| z | - - '_""_? .-l'|
fu - u‘| fu - ut

o Ju = ur

puis + 0, vma ver que [ & matte msadonr o doo oo

[u —
az frequéncias tipleas do sisztema.

Substituindo entdo 278 am 276 & definindo
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I = N 12 cossech [m l.lfz] 279
o X k

1 {1 t
f{u) = Jdw 0w Jdvr xcen - }r{t.-’}][' 1 cotgh [u u,x::.]:
T q o
* CoB w (L* + jud + gen w (LY + ‘.I.u}] 2HU

podemoa flnalmente emcrever:

"
FIxy,zl m [F [x.v] 10 &Hp - SEff/ * o 81
onde
. i ® u [=z{u> - z{u"}]2 u
Sert ™ an 4 9 [ du o - ury? + [ du z€ud fow

o Q wou -+ 2 HZ

Negte ponto =eria iplerezsantie substitulrmes o resullacdo
da equazic 281 na equacis 281 para melbor compreendermos
ag alteragBer ocorridas na descrigie da dindmica da particula
BErowniana devido A consideracio da condicio irdcial nio

fatoriziavel Fazendo isto Lemos que a equagio 251 se torna:

X ¥

* F

i)
N

J oy, b wy'0) = I J Dx(t’> Dyct'> Dzu? F Dyl I_»
N v"

e

ax



i -1 -1
 exp ——— { Sslx] - Ssiy] } exp —— SEE Izl exp — 3

. " y oo et

283

=& observarmos a expressio obtlda por Caldeira e Leggott

para & superpropagador ] com a condigfic indcial fatorizavel:

Ny
J O, v, Ly Xyt 00 = J- J- DxCL'Y DyCt?> T Ix,y]l »
H. yr

1
* axp —— { SB[H{'L’}] - SE[}I'(L'}] } 2.84
th

poedemos noltar que a Unlco efelte da condig8&o Indcial  niEao

ratorizavel & acrescentar o tLermo:

-1
— 5
I -[ Dziu) exp Sﬂ-ff 240
¥

Lz curl,

=
onde S o= S pe * S,

Este tLermoc & jugstaments a representagic do acoplamenlo
entre o5 caminhos Teals x('} e wWiL'ld & o caminho térmico z{ul, o
gue rasulta do fTato de estarmosr considerands inlclalmente A

particula Brownlana am equilibrio téermico Crim 1 LEEITH J T 1es

acaclladores. S& definir-mo= um novo funclonal de 10 luéncia ITN

az



RI‘

-1
F {m, [yl, x*,y* ] “« I F Ixy] J- Dzlu} exp — S

¥' h

el f

& B

podemcs conbtinuar a usar a aXNpressdc 284 para repregentar o
superpropagador gue rege a evalugio de uma particula Browniana
inicialmentes em squillbric com um reservaldrio, basta sub=sLitidr-
mog F por [FN. Convém notar que F & apenag am funclonal dos cound-
phos reale x{L> & it} enguanto gque I]-'N & noe apenas um funcclonal
degt.es caminhos, maz tambéam uma funzac das varlaveiz x' = LA [ 1)
rapresentam nn. pontog Inicial & final da trajstdria Ldrmics,

Devemos enfatizar novamente que em SS.' o potenclal & V.}{'I}
engquant.o qua am EEE utilizamos o polenclal de preparagac if:G{q} Em
ambos o cagca af contrlbulg¥ez devidas ao contra-termo & forom
eliminadaz. No caso partlcular da condigie  indclal 242 e
devemos gubgtitudr EEE por SEEa' aplicar 2383 oam 2459 Fara o
caso iy devemos auhstltundrs 283 em 248, mas Ssam uzar pjf#'.}")
na equagao 245,

Fara cohclulr, gueremos =alisnlar que fomos ocapazes da
#ECraver & expregsdio para o funclonel de influéncla no cara desla
condlc&o inicial mais geral sem fazer qualquer hip&lese
restritiva Apezar de no floal termos calculado o nove Tunclunal
da Influwéncla no casc especifico de dissipacgie ohmica, of
regultados obtides =dc bastante germls e podem fer aplicados para
um reservatdric com fungdc Jlw) gqualquer. Além disso, o potenacial
"ii’c_{q} ar gqual a particula agtéd gujelta também nio ol eogpecif e e
e a prlorl pode ser qualquer. A segulr, efetuaremos uma Apblooa: o
desta Leorla o case do  oscllador harménodee diszipative om
aquilibric com um regervatdrlc com dizgipagic chmica.
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III. & OSCILADDR HARMOGNICO DISKIPATIVO

Yamnos Brcra examplificar a taoria desenvolvida T1ch
capitule anlericr aplicando-a rmm caso especifico. Tomaremos a

condigio inicial d4ada pela equagio 242, em  que v, = "’-r_: e
estudaremos o cagc de uma particula sujelta a wum  potencial

harménice do tipo:
2 2 -
V iz m 12 M w zlud 1
O [
Neste casa, o models ¢ representade pela figura 2

A> & NOVE FUNCIDNAL DE INFLUENCIA

Mo capitule anterior obtivemos a exdpressac para © LOwvo
funcional de infludncia IFN no casc em que Jlwd & dado pela equagio

28 <dissipacic ohmica»

H"

-1
- —_— e I
r I.:, an(u} BRD N Serf[z(u}] F I,
-?P

Vamoe sagora resclver esta Inlegral da trajetdérla o

caminho t&rmice =z0ud Para tanto, vamos definir

L

e
F = I¢ F L=x,v] I a.

oryle

a4



-1

e -
Iu - J-Dz{ull aMp —— Sﬂfflzf.‘.u}] 34

y* h
e onde

- c 7 * h (zCu) - 2du’ 31"
Saer ™ Sepp * 5, (Gl = —— [ 4o du = > 1
4 0t o a {u - u'l

U U
+ J‘ du few =z + | [
0 0

M 2

ziud

|

-l-?{z}}du 3.
2 o

com 'v'ﬂ(z.} dade pela equag3e 3.1
Agud, Sﬂ_frlzl ¢ a agio avallada ac longo da trajotdrla
z{u) que comega em ¥' no tempo Zero @ termina em x* ne Lempo U
Temos portanta que resclver a equacio 34 com Mt
descrito  pela  eguagie 35 A rezolugfc desta integral de

trajetdria 4 uma tarefa a pricri poaszivel e que pareace simples,

¢ quadrallca na wvarlavel =dur

ums veZ que a apgdoe efetlva S

Bazta Lomarmos a derivada funcional de Eef{_ e esncontrarmnor a

trajetdria =2, que extremiza a agic efativa:

&=
- 4} N
H =ZEud

Uma wvez gque Lenhamos feito 1lsto, calculamos a sepurcta
darivada ffunclonal de Seff em zﬂ{u} e Desolvemas G problema de

aut.ovalor e

a5



s
J‘ S Sapr

& ZtuX 5H =zCu'> T = zﬂ(u}

B oziuy du' m A S Fiyd 30

O resullado final para 34 & entio

onde N & wuma constante de normallzasZa a {}-,u} & o canjunlo de
autovalores de 3.7

Entraetanto, na pritizcsa isto niao ocerre, pole o expreoeho
4 & uma Squagio integro-diferencial linear inhomogénea gques nio &
facil de =er resclvida. Por iste, vamos resolver 2 equagia 34 de
uma outra manelra. Vamos aplicar aqul o mesmo método desepvolvlds
por Caldeira » Leggett no apéndlce B da referdncla [2], uma  voem
que all eles re=zolveram a meszma Intesral funcion:s! gue fo
a menos 4o termo forcante 1u?,

0 mélodo oconsiste em fazer uma oxpansfha e '
gqualguer Tungdo definidas dent.ra tloy Intervalo g, i I T
podemos  expandir as fung¥es =zdu) e £lud em sérle= de Foarler o
aRCrever a acic ofativa em termos dos doeficlentes da  expan e
Deste modo, transformamcs o problema que antes era conlinue naw
problema varlaclonal discretlo.

Como sabemosm, A contribulcfico dominante para uma integral
funcicnal wvem de Lrajetdrlas para as gquals a agfo efebiva &
extrema. Entretanto, antes de extremizar a agBo, vamos =epara-la

om duas partaes, waa parte real o oulra imagindcla. Istc eimplfica
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de manelira eonsiderave! oz nossox  cgAlculos, pois  nsora bl il
diferonclarmos a parte real ocu & parte imaglniaela da =00 1 oo
cbtermos oz coellcientes da expansde. As condloBen de contoas
determinam os pontos iniclal e final da trajetarla s€od o o0

@ ZCU} = %' 3} warfo Lambém escritoas em Lormoz dos coelicioenr- o
aexpansio e &3s5im consideradas como  vihculos do nosso peecddd e
variacional Este ¢ wum problema padrie de multiplicadores de
Lagranga.

Uma vezr oblidos ox coeficlentes, podemos substlitul-los wa
eNpresssio da agfic e com esta agio ndnimizada temos vesolvids a
lnt-egral de trajeldria térmica Na realldades, resta ainda  amas
Integral de fraletdria com a =segunda derivada funclonal de Sﬂf.f '
mas como veremos adlante ela n3a  preclsa ser rasudvlda

explicitamanta.

ApHz esba breve explinagio do gque faremos., vamos pasar

efetivamenie ap <cilculo deo In.' Conegaramos efeluando  umea
I"ﬁdafin.lqﬂﬂ de warlaveis para centrar a lnbegral em u na origem. A
razao de tal procedimento geTa esclarecida a1 brave o doirlws

da necasgidade de contornarmoes o problema da desconbtloablici o

trajetoria nom limitea do intervalo de Integragio.

Defllndndo:
X mou - u--2 o ;E’ P R e
tamos
ZCuY m Zix + 1722 = 2 £xD A0
Ll - el
i = iy "+ U2) m 2 {x ) 311



e - o
Flu> = f{x + L2 = © x 3 N

ande
- ™ @ L -1 cos wiL? + kxd
!' l;: } —_— ¥ ¥ - ] —_—_— e ——
X 3= - _[dmmjdt. IxCLr> !,-EL}][ cerh LS5 ]
n 0
413
Podemes enlic sscrever, subalituindo > porr ol
L — -
e = [zCud - z{u")]z _ -
S pp =21 = [ au T [ du : N + flud zZlur +
-U-2 —eo oo
M. M
b o—— w3 b —— o 2 Zcwd? 214
2 z
onda
1 t
- - m
f (ud = J dw w [ dt? [x(473 - pt23] cossech Cull-2)
d a 0
» { i co=s wl' cogsh wu + 5en wh’ senh mu} I I

Expandinds agera 2 $u) @ T (u? em sérlas do Fourdsr Lomos
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- —iu:“u —io}:u
- - - 1
zZ {u) = E z o f {uy = E 1, a 346
o —o o= oo
onde z waz M4yt r mf M+t
In 13 n n n m
@ w m@nmsU

Deste modo, temos que of coeflcienles fn da expansic o

dados por{conforma apéndice 43

_ zip 1M b e b

fom ——— [ dt’ (L' - gt w_ e 0 o+ D' se n 0

mn n i

[}
0
AT
f m £ =13 £ 0 a1y
n o ik T s
_ 219 *

e fom J" dt." [x{L™) -~ yi{t'2] &L a1

¢ o

no limile em gue 7 + m

Vamos apgora  escrever . a.;ﬁu alfaetlva am Lermo=s rlnea
coellclentes da  sexpansBo. Descovolvendo o primeiro termo da

efquacgic 314 temos, cordorme apéndice 5

an



n [ZCw - zCuwd1® MU ° o
-I. du 4 n J. du* ¢ '}2 - o E 2 ¥ Iwnl z]’x ?-—]':l
=12 — o u-u n = —h
a.zxn
onda r - noS 2 M
Analdogamente temos que:
U M . . MU ah o ) )
J' du —— = (u2 . — E W T T 321
> > n no-n
—U--"'.-'E n W o=
ure M 2 - 2 M U - 2 - =
_|_ da  ——— i = {ud - ——— E ¥ = = L
2 o 2 L] nn =T
-2 n o =
- =)
jdur oz wm u ) f =z g
n =n
= L3 moE —
Subsfitulnde 320,321,322 & 323 em 314 Lemox:
i )
ot [z] = i 2{m2+2}f|m|+w3};? +UE;’-‘z
eff n 1 o o I i N
2 - —
n o= =) n tx
3.24

ou alnda, traneformands os Umilas da somatdrds, temos:
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m [34]

s [z]-MUE{mz+zr}m|+mz)EE ruUyT e e
alff n n Fal N —n " =
. m 4 n B
2 -2
- MU w2 oo
+sz1=+— 2 + Ufr = o
“n n 0o
2
m B 4
onde agora
- - R - 1
+ i
z_ =z z_
r =1"® + 17!
-1 -n -n
Lembrando ent3oc que o= coeficlentexs inn ' inl, ;_:LI e

- 1 .
Z podem ser nameros complexcs; escrevé-los-emos come

AN

-n
R R R It
- R an + 1 I:"n. = R a“ - ___i _ki“ -
z D — = _ - -
" 2 . 2
1 1 I I
e | nh + 1 hn = I 1] A I:.:Il'l
= - - z - —_
n 2 n 2
R I I
onde & ", E ,a ,e b e [F
b n n

Além digso, sabemos que I &  um  imaginaric

Defininde entBo
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f m-irf f m - 1f T.a7

n n %) )
& aubatituinds: .24 &« .27 em F25 podamos Separmsrc a aqﬁcn FYET I R TR
R 1
partes, uma parie real Seff e uma parle Imaginiria F:f-I g
- T-F JREE 1
MU uf a u =
] ] ] "
Saff - .FLO {a; - a.; ¥ - o_0__ —z fn(b: - a:} +
g 2 2 1
™ = ’
o - an
M U or
+ E A £ a“ 2 + b“ 2 a'.l 2 b] z 5 o_ E 15" »
n n r
4 2
™ = i - = i
w b "+ aly REEE
[} n
. M 1 ur a: u *® . :
S op " A At a4+ — s — Foa® vt o
a 4 O O r o 2 I [ A ] It
m = 1
MU o uf it
+ E A < a &l + b BT o« o_ z 13" e
n 11 n n n
p 2
m = 1 o= 1
ta ™ - b 1 45.20
n n
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-c-nd-i-.t.;mz-l-ﬂrimlﬂl-mz « A = 1
n n T O ] (]

Una o2 4qué  Soeparamcd @ sghiao numa parte Teal o am
out.ra imaginfiria escritas em Lermos dom coaficientes da exponsio,
vamoa Lraber ae ocondlgiss de sontorna. Para loto, vemos defbnde

um povo conjunto de variavels:

NEL*D 4+ Lt
AL’y = e FOL'D m x{t’D - y(to}
2

3.30

do moda gque

HJ+}". “4.?
qt - q w T Et om oxt - oyt I mx - ¥

onde y* - wiD>» , - 30D s ¥ = yiLl) , & N = w3
Agora gqualguer trajetérla z(ud salnds de ¥y no  “Lempo”

U2 o chegandoa & %' ne "tempo”™ U2 pode ser decomposta  na momna

de wma parte simé&élrlca ;El’.’u},unda

_ z€ud + z(-u? at o+ oyt
7 Lu) = g waria do qt m e  ald '
“ 2 2

com uma parte apti-zimétrica Eg{u), cnde

_ z(u) - zl-ud - x=' - ¥ L
z fu) = e varia de - atd -
- 2 2 2 2
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iata dolorming se condlgles de  contorno, bt toadnirdn

ent.do o8 coeficlentes da expancHo tamos:

Wl o+ oy ZC-U 2> + zCUs2Y O
q' - - - - E = {_1)" -
I 2 n
= =0k
_ jn iy _ a -4 + 1 a I i} N .
-z +z(z +z -1 - —" “—+Z[a +1aJc-1;'
u ] n 1 2 n
mn = 1 o= 4

a3

Identificandc ac partes real e Imaginidria de cada lada da

equacao 3.31 temos:

a R s )
] a R n -, ]
q - —"— + E a l 1 Wonn
2
= i
I 0
- I
g m —%— & E nnl =53 TR
2

A parte oanti-aimédtiloa Zz tur deve @er analsada  com oo ke
culdade. A descontinuldade da trajelériam am zerc a em I exige e
ge laca um desloccamento na origem do  eixe "tempo™ de  modee oy
“U~d 5 u =5 UAE [ete Ffol felto anterdormante sem que  Llwdroso ey
Juatificade a razio de tal procadimento.

As=sim, substitulimos as condigies de conlornm U2y s
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m - z{-Us23 m F'/2Z exstipulando que z<{u) =eja periddica de pea o

I mais & nnnd.i.;ﬁf:r:

_ u- e _e = U - 3
- [_........_F.._F] - :-.[ ] - T
2 2
ohde £ ¢ uma guaniidade posgitiva e pequena que tenderd a zera o

final dos calculos. Egstag condigdes produzem  umaH trajetdarla
semiclassica que ¢ suave na reglido de lntegtacgho, mas Lem um solto
nas extremtdades (com 1ncl.ina;;ﬁ'n o F'eer gque no Illmite de o0 0 O
tande & uma linha reta,

Desse modo, obtemos os vinculos:

U - & - €U - g3 =

. R -
z[ 2 } z[ > ]-231{1: €z -z deen w £/Z =

mn = 1

- ,:*-E 21 ¢D" gen © 242 U b_ - b F

n

b LRI

ldentificande as parles real 8 2 imsgindria am aanbos o

lados da equagio 335 Lemos:

m
F*' m - 2 Z B " o1 men w_es2 KL I
L £ T
™ = ]
EX
0= - 32 E hnl 1" =sen w £/2 3.9y
™ = 4
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Como (& menclonamoz, a contribulgdoc domdnante para a

Integral funclonal 2.4 van do trajetdrias para as guols o aciio
Sary 9 axtrema Minimizande entBc a parte real da agio Cequagio
AZB} ou a parte im-zinasria {equagfc 329> sujeilas acs vinrnlns
232, 333, 935 e 337 e ugando o método de mulliplicadores  de

Lagrange oblemos (conflolme apéndlce 63

. - b ]
2 QA -1

a e — 2 AHA
n B A
L 3]
Zgr
F=% R m 2L
o B
2 T - 17" 1 E’n
a' = [-—-—“—+A P]—-—-——- 3.98c
n =3
MR 2 "fh M An
3 T
ale —— [P—f 'J] 7 11l
o M B [n
a ] . (-13"
h - [ 4R - 4 fﬂ Tic} = 2 M E"} m——— g {mnz?.f'z_} -
n M OCc) A
n
{ T f ¢-13"
- — e, e .38
! A M A
n] T
b ' =D b " wo b * aop 3.a0f
[ 4§ ir o
Lonuda

4G



3930
mn o= 4
IR R S
P - — - 3.40
L
Ly | T
= 4}
B =2 A [Eixa]+1 3,41
[ ] n
n = 4
bt gen f{uw £o28)
r .
TCc> = .E A
A
n = 1 I
. o F, <1 sen Ko es2)
Rie) = E .43
A
n = i n
_ o Sﬁnn2 f...'rn.d:r"?r
Q<ar = 4 z .44
A
m o= i Ta

Substitulnde 338 em 3128 e 3.27 cbtemas (apéndice T

_ MU q’% MUZ'2 U F'RG> U P2 U RCadZ
5" . . . - L et
“ 2 4 Qe QCe) 2 M M ¢
LI B
—_ g’ F -
S r = —-rH +u g F 444

Hnde
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I
x m z - 3.47
n
L] - ll = =
_ . N o f -13"
Pe P -1 Y m E —_— S48
o
A
n = 4 L 1
_ = ;' (-“‘.l}n Een Cwu £22
e R{c) m R{gy - i"ﬂ TCe) = E —hn LI
A
n = I h
249
com
N L znen" b .
T - - e _ }
n =T f-:: (-1 m oL txce yeria e
U
0
A 501

Agui. S .y

repregenta a acgho minlndzrada sojella oo
vinculos 3932, 333, 3.30 e 3.37.

— = [ ] = I
_I. L
Como Sef.f - Saf'f 1 Sﬂ.ff Lomosg:

. MU §2 U RCs3F* MU 1P .z
o - —— - — + [q‘ - ] = 00 gt !
eft 4 Q=) Qo 2 » M v
U Rees
+ —— 2,51
M Qs>

0 ditimo peassce para obt.ermos o wvaler floal de ';;g-['f

48



tomarmoz o Umite £ + 0 na equacBo 351 Faremos isto da mesma
manaira que Caldelra & Leggetil {apfrndice B - raferéncia (2], i

# dificl]l mostrar que

i}(c}-—[ﬂ-q!¢:2+{3(£2}] REF
A
o Tacle
1 o mnz
Q, = E [ 1 - —2 ] .53
u A
n o= -5 I

Deste modo, ao esubstituwirmos 3852 eam 351 ootamos gqus o

primeiro Lermo de SG”, diverses comc £t Como £ argumanlado emn

[2], izslo & devidoe ao decilive abrupto da trajetdria nos coxtrenos
do  intarvale -2, U2 @ wma wvez2 gua 1ste & 2 conmedquéncia do
expansac de uma funcao descentinua em termos de outraz continnneg,

esta conlribulgde divergente nido deve ser lavada em conla. Assim,

= i
t :. o e
amos que o primeiro termo da aqﬁn ofativo 5, > Lorna- =

§ . w Mo 2, 2 254

Além disso, temos gue R(c> se escreve:

2 1 & = @ exp (—mht. "} =men {w £nr23
[ dt’ IxCt> - yetn z — > "
v G n = 1 “n 2y Imnl * “a

R(zY m

i85
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E=st.a série varla Unearmente com £ Se w for multo
grande, & axponendial hegativa anula ow termogs da sarie. Far- outta
lado, =& mn ndo & grande, podemos escrever sen(mne:.fzj > mn.r:f:-: £
as=im verificamos a lnearldade em &,

Degt.a Torma, notamos que o Uldmoe tarmoe de 351 5o adula,
pols o numerador & preoporcional a £!,enquanLn que o denominador 6

proporclonsl & z. Além disso, ¢ segundos Lermo de 351 {E;" b

pode ent8c ser secrito como:

— (25 U RCeOE? -2 ¥ e F
Saer ™= ° - — J" dt.” [xCL*D — ywit’ 3] =
Qix2 e €1 - &>
z a
x i 2 exp C-w t'3
L z nz n > -
-2 ni ¢ bl W zﬂxp {—m“t.‘}
- T _[ dl.r [xCL'y = ¢CL'3] E e By e e
" 0 oom f? Ay 1':'“! t oL
Flanlment.e, temos gque a agdo se reduz o
= = 1 = LZ} MU i 2 -
- . » —_— 1 '
Serr = Zerr t Serr * [':l * ] + i g r
2 = M



onde -E';;f;_“e E;f;z} 580 dados respectivamenlie pelas equagfes
4.54 e A58,

Podemocs alnda auxpraeassar E;!T na forma inlegial,
utillzando para Islec os contornos apropriados  de  integrigao

tconforme apéndice B Temos entio que a agSc efeliva se escreve:

t
- L & wa coth [m u . 2 ] 2
- - ' d¢.* LL'2
eff 2Tl I o Lo 2 - m2}2+ 4 zm 2 ¢ : J ; i
0 [} ¥ g
2-‘.:(.12- Ly 2) a7 M 1 P
[ - gan wh' - —— cog wh’ + g+ — " .
L M 2 T
* a w coteh [ w [~ 2 ] 2 2
-j“dt.."rdmtz_ 5.2, o 573 £ ] e T - w ™) ons wtt -
D 0 Yo w oo
2
L)
- w Ean wkt ] } -inqg & a.E8
M

E ilmporteants wallentar que ne casn de particula Hyvrs

w, - De x + o pols & a {qz}. Megie caso, a eguacdc J5B torna-se

t.
- ¥ J’ dt’ ¥ oLy ow
0

T ﬁ wnath[mﬂfﬂ][ 2
:)
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[ 2 w gan o wl” - cos mt.‘] -1 75 g ¥ At

¢ colnclde exatamente com a segunda exponenclal da equagzEo (573 da
referéncla (V) Oonwveém ainda not.ar que o wbtime termo de L2
cancela paturalmente um  Cermoe imagindrlo que surge om F[wowl,
coms veremos adiante.

Oulro limlte intereszsante ¢ guando negldgenciamos A
dependéncia ne tempo am 358 FLL'> = D) Neste cago, a5la
expressio Lorna-se, como era de se esperar, o expoente do operador
dengldade reduzido da oscilador em aequilibrio com = Y|
regarvatédrio {equacic B15 do apéndice B da referdancia [Z213.

Ent3o, temoz que ‘IvﬂL Tinalment.e se ezxcreve:

TD = Oty exp ————— & 3.00

onde S__ & dado pela squaghc 258 e U(L) & o resultade de ouu

Integral de {rajetdrla gaussiana 9que devemos resalver oo

zemtitnda derivads funcional de Se_ff' Entretante, [NiAb s

resolveremos egta intagral ewplicitemants & delxkaramos Geny ;
ser determinadeo pela hnormalizagio no final dos  chloealo: e ot
rslivermos Lratesndo do operador denslidade reduzldo

Agora fque ja rescolvemos a Integral funcionol o
térmico, e=stamos aploz a resclver as  Inbegraiz Tonndae.
Lrajetdrias reals e amaslin obbermos uma nova exXpres=io o

superpropagader J Istc & exatamente o gue farsmoz a =saguin.
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E> 0 SUPERFPROFAGADOR ]

Uma vez que Tegolvemos a Integral de

caminho  térmlco, podemos sgubstituir este resultado

antao obt.ermos uma nova expreseSc para o Euperprapagador |

x
JOow, Lt vh 02 m Q0L J Dxctd Dyt Fix,vl =
H.l

¢ —

¥

1
* exp — 45 Ixitf2] - & [y{t.’}]} axp
b & =

-1

h

onde Sm‘.‘f 4 dads peala equacioc A57 e

GiL> = GCLY 1,

Uzande entdc as novas trajetérliaz  definldas

podemos reescrever a equagio 277

|95 L TER PR B P

Rt

.81

D 4] ]

362

-n ¥ w ) L
F [q.f1 = exp { — = [ du w cotgh J ateJ durEcy ot

rho, 4 0

in L .
" cos w (BT o~ LV - | att retty qaury -

"o

21n4q “

- [ dt' ey s
h 0

53
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Voltande a coneidarar a squagics 2481, Lemos quea parn

oscllador harménice quiantico com dissipagao

¢ 1 ) 4 1 2z 2
Skl = J' dat.’ [ — M x(L'y =~ — M uw L P :| a.na
8 O
2 2
Q
Ent.So,
L
1 i} A ) z
s -S[x]-S[}F]-J' dt! {—H [x(t'}— w2 ]“
o = a
2
o
1 = 2 2
- — Muw [x(t.'} = w(L'} :} ] 3.054
2 i)

Em termos de q » de I temos:

L
» ; » . r -— 2 ¥ *
5, = S Ig¥r= | di [ M get’> ZCb™> - M w7 glu'> It :m]
a

Escrevendo entdc J em termos das novas varlavels tenos

g L
i

J Dgit™> DFCL'YY exp — { -1 I di.'w
h

L

q
J €Q.¥,tiq%87,00 = GLLD J
q ! (i}

’
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t. i
L™y get’> + M [ dt’ qoe's oty - M mﬂz [ dtr qeum> foem -

0 o
v -1 by & w1
-2 n a4 _‘[‘ dit FOLt)y S4u’d } ® exp ~———— {~——=~- J‘ dey o cotgh - o
o h 0, .
t. it
. Ly # ik o r Y
L _I-dLJ' dtVE LY I4LMy cos w (L L' +Seff +
0O 0
— M U 1P 2 .
+ 5 + : [ q’ * ] + 1 U g r 206
o 2 M o
Como podemos notar, o terme i U g ‘fn cancela exatzments

o ultimo termc da exponencial imaginaria em 346 Este Lermo fol
negiigenclade por Caldelra & Leggett am (1] por wn  argumento
arrdnec. Agust, CO ua referédncisa 71, aia dasapiiraca

naturalmente.

Podemos sinde esorever:

4

1 Sl - S2 - =
IDq(L’} DXLty axp ~——— —
¥

I €q,7,49°,0',0> = B(L)

il »

a— A

onde
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t.

. oy 2
S, = [ dat' [Hq{t’}{{t}—ﬂwﬂ
o

qet’> F{t') =~ 1 qit'> FiL'3

9 65
- 14 - 1 & "} ﬂ ur u t‘ -
S, = Sgpp *S.pe * ; | dw @ cotgh , JdL dew
T o0 0 o
* FLL'D) FOL™Y com w (L' - '3 3 60
M i 1 P 2
S m-— [q‘-l-—— ] 370
3 2w M

InLlegrande alguns termos de Si por partes, chegamos o
t.

Sinl'-lq{'-Mq'f’-nq{+nq*f’—jdb'q{t'3t
¥

. [H T - n I 3+ M m: ¥ cu:}] 371

onde o ponto achre a fungdo ¥ represenia & derivada temporai
Como 52- Sz [¥it.*2l ) Su- SI IFCLY], temos que apenas

51 & um funclonal de gCt.'> Ent3n temaos:
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-5 -5 i
JEquE bt 20D = (LD J DECLD axp ——— ———"— aup -
h 1
t’ ]
q
_ _ - 1
!{Hq!{'Hq’{’"nqt+nq’E’} Jl}q{t’}exp—-—-'- *
ql.l f.
L
o [ dt' qee [ M FCL'Y - £ CL*> + M m-nz ¥ oL ] 372

0

A  integral funcional em q(t"> pode =er trivialmenle

efetyuada & fornece como recultads &0F - ?_'c), ondle EC 4 Lal gue:

ME @I-nf D+ Ma’l W =0 3,79

Jdelculandn ¥ enconl-ramos:

1 _ .
FAL'r m ——— {: e ¥t cen vt + ¥*ogen il - L'y } e¥
© sen vt

274

orde

u;ifrz-wz e w o F 3.76
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v ow | ¥ =e W= 0 {(particula Uvre?

A intoagral furclonal em ! do squagdco 3.72 torne—aw Looolaim

elementar devido a exdsténcla da fungdo delta no lntegvarvlo Tooees
Mnalmente:
L] . .
Jcq,:,tm*,z*,n:-ﬂcmam—{uqt - Mg £ -mat
B c c s
-1
..'. k] F r -r|
noq fc}te:ep N {SE{EG]-FSSI:GI} 471
Mas:
fom gty my
¥ o= X 0> m ¥t
. . v et
F m F (trw ¥ uocotg v - —— -0 o+ F
< = sen vt
; ; L e_rL
F' m ¥ Q) m ——— == = ¥FFow ocoteg v+ £
c a
wen i

Y

o8



Subgtitminde 379 em 378 Ltemox:

"
I € €, L1g" W05 = GCt> anp — KEL}[q z - q'f’] - Let> gt b -
h

- i

“N{t}qf'—Mr[qE-q*!f‘]}axp {52[£E]+Sg[{n]}

h
3.80
onde
Kty = M » colg vt At
M EFL
NCLY m» — e bt 2 %
sen i
- M s E-TL
Lt} = aas
=en it
ym 7oL EM 4 854

Fodemos ainda transformar as series de S’ em inlegrai=z

(Apéndice BY Fazendo isto, podemos sscrever

N t. L
LI
5,12 1= j‘d-:a w cotgh [m u,fz] jdt.- [ at* SRS IR SO R
2 11 0 (¥ a
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T 2 ma cotgh Lmu,fzj .

f cos wit! = L' + ey —— — - m e e A _ 2
2 I1 -'ﬂr {mﬂz - -:.335124- 4 ¥ Ew 4
t. Z Z
&0 = W 2 2y
- ¥ J" dur -"'_":{tr"} [ Ban wh? = — coo wL']
] w H
b J2LE

Subgtitulnde ent.3o 374 em 385 temos:
2 2
S CEET m ALY 2% 4 B £ 2 4 oK § 386

ohde ACLY, BILY e OOL} 5850 da Forma;

(]
Moy
jou> = —— [ du o cotgh [m u /2 ] PR 267
n
0

onde
-2rt. L t.
- A RETALY
A.m{t,.‘.\ - 2— IdL'Id.L-"ﬂ-nn ut.” oo it gan 1oL t'e
gen v o 0
2.AH
4 .-¥t Lt
B (L) = > Idt’jdt”ﬂ&n vl com wit’=-L"3 gmen ¢ (L - L7 ®
L sarn1 i

D 1

&0



2 -yt L

4 ¥ w =
F+ FE
. G?"ﬂ- L™ . j dt.' sen vi? w
2 &2 2 2
LA — w3 4+ d T Wy [ =17 o T W
Q 4]
L 2w fw = W 2) E—;rt. t
* oo ol Gr - - I Ak ey 10 -
Z 2.2 2 2
L - w3 4+ 4 7w =en b
0 0
r
* sgan ot &rt T.HY
{ t.
ﬂm{".-} - T I dt.’J di*'aen wit-4L'3 gcom iL'~L*3 goan -G e
L.
Eeh |- 0 n
2 t.
4 ) 1
CLI+LY o )
. 8l + [ dt’ sen vii-t"> =
2 2.2 2 2
C iy = w3 o+ 4 owm soen L
o 4]
L 2w {r...:2 - 2) 1 t
w coa whk* Er - = e o 3z J dt.' =ocr: ol e
Lo - Ly + 4 § tat =an vt
o 0
" 2
[
*» mon wlb-t &Y 4 = 33 53 SRt
L - ) + 4 £
)
uanLo » e DO O MESMO MNodd eSCIeveIn I 11.1 I AL
Q | A Sg pod d Fal b t

integral. Asgim, Ltamoa:
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MU 214, Q man;h[wU.—"E]
s, - -~ q + -—u—-—n _rdt..’ _[dm 3 7.7, 4 72 E L
1] (] o ¥
2
2 L
Lol - T doa bt - L Ben Wkt 3.
M

Substituinds explicitamente o valor de F o Lemos:

MU

2
{ q + 1 DEL> £+ 4 ECL) z*} 202
Z M

onds DCLY o EL) =50 da forma FOL) com

2 &7t 1 ' t poo
D <t) = di.* sen ' -~ *
w M sen vk £ tan 2 - mz}z + 4 ;vz mz ‘I-
o Q
2 2z oW
» [ e - W com bt - — san wl' ] 32
o
M
2 L i
E (> = J dt’ sen v(t-t'> o' T u
[A] 2 2.2 zZ 2
M gan vt Cw - w2 o+ 4w
o Q
2 2 n oW
" [ {wﬂ - w ¥ sog wlt - Ean wil' ] S04
M

(¥4



Finalmente, substituwinds 386 & 392 em 380 temos:

3
Jiq, 2, ) 98’03 m QL3 axwp — {[H(t.-') - M ;-f] aq ¥ o+ [ Koty +
th

M U B M U DCL
+Hr*—]‘i’f'-ﬁ|(t}qf"[—'_"““"'l-ﬂ-:'] q 7 +
3

2

-1 M U 2 M U Dt 2
.« oxp [ ]q-+[;.m-—]g+
H a2 M 2 =

2

MU D{tL> Bt M U ECL) o
+ [nn.:u - ] ¥ oE o4 [c:ct.) - ] re
» 2 X

3058

Neste ponto, & interessante compararmog nossos resullados

Sy sjueles cobtidoe por Caldeira & Laggatt (1L Corerl derarda o
ool oSN inicial fatorizavel, eles obtinham & ssguinle exprensio

para o superpropagador! {(equacio 615 da referéncia t2.

i
Jiq, ¥, 3 g0y = QLY anp ——- {[l{{trll - M r‘] q ¥ — NCL> g ¥" +
h
-1 L 2
. [ch - Moy ] qQ’ £' - LCb) g f oNp ACLY ¥5 &
Ly

&3



+ BOLY ¥ £7 + Gl g2 } 2.96

onde IEL), EL) - EL) 230 da forma

0
J de @ cotgh [m U~ 2 ] PAR a.97
Q

M

FLD =
n

com

-2yt t 0t
— e FOL L)
Am{t.-} - Idt.-"J-dt”ﬂnn ri* oocm wlt’~L**) gan viL'te

gap Wt a o
a.e8
. a B'}"‘L L 1
B bty m ——— Idt.‘fdh”nan »h! ocm wlt-E*> man v L = L' =
w senz vt
D D
- ﬁr(t-"l-t,”) e
i 1 1.
E;{L} - 3 _l- dt.-‘_l' dt-*man plt-L') com wit'=4'' @man peCbt-1""e
1t
a0 0 f
»
o @ BT 3,100



£ imporiants notar que ACLY = ACL) CoqE 883, cropnlo
e EL} -] Et) conlém apenas o primeiro Lermo de BHOL)Y e G012
respecilvamente {eqs.3.8% ¢ 3.902

Varificamca portanto gue no ¢aso do oscllador  hoarndebon
com a condicfc inlcial fatorizével a expressdo 367 que desoros o
superpropagadoer ne casoe da  condigio  Inlclal nda  fatorinivel
continua vallda, salve que asgora 5 = 0 & L dave ger tomado  com

B{L) =& G_{t.:l no lugar de B(L) & CC(L),pals agora temozx guea

%] t t
stltcl - 2 1 _|' dw w cotgh [u u.-fz] J‘ dt.’ I de’’ ¥ e’ L e =
(i} 0 v}
ey 2 — 2
# cog bkt = L") o= ACL) FU 4+ BILX F N o+ QO X a1

Um outre Hmite intereszante & aquele om que o @ Y Pt
‘b'o'f.q) m 1. Oalculando entic o valer do superpropacador paaa o
da particula lvre { w = 0, v = 1y > com a condlgfio  inladal o7
atorizavel devemos obter os mesmos resultados obtidos por 1E33m
e Ambegaokar. Neste caso, 0 modelo & descrito pela fTigura 3.

Teremos ent3oc Jdy, r, L; q"¥"02> dado pela exprooiao

3.47 onde agora

L
S = [ av [ Mg L) £ L) - 1 q (WY F @D ] 3102
0
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Q t t

w U
SZ - 2 J- dw ) Cotgh R J‘dt”jdt”zc(t,’) zc(t’!!)cos Wl - L+
0 0 o
n a w cotgh (w U/22 { > t
+ | dw & +g'_]‘dt,'gct.*>-
2 2 2 <
+
2 n 0 Cw n oM 0
2 7
* [ — coms wt’ - 2 w sen m‘b’] 3.103
M
S =0 3.104

pois 2 a €q 2) e para a particula Hvre <q 2) + w .
Este resultado é idéntico A expressio 57 da referéncia
[71.
No caso da particula Illvre com a condigdc inicial
fatorizavel, basta fazermos v = iy e w, - 0 nos resultados obtidos
para o oscilador harménico. Temos entido que J é representado pela

equagdc 3.87 com:

<
S‘ = J‘ dt’ [ Mg’ f L) - ng LD F WD ] 3.105
4]
n O wuy Y ¢
‘.:»"2 - _r dw w cotgh Idb’fdt.”fc(t’> Ec(t”)cos wlt'=-L’"
a0 2 o0 o

3.106

66



G> NORMALIZAGXO DO OPERADOR DENSIDADE REDUZIDO

Efetuando a transformag3o de varlavels na equagdo 245,

temos que o operador densidade reduzido do smistema se escreve:

p (Lt L> = J J dq* az’ J<q.g,t5q°,270> poscq’,z') 3.107

onde J{(q,f,t;q’,f’0>¢ dado por 395 ou 3.96, depende de qual
concu:;'ﬁo inicial estamos considerando.

Procederemos agora A normalizag@io do operador densidade
reduzido no caso da condig@o iniclal nfo fatorizavel. Sabemos qué

tr plq,f,t.> = 1. Ent3o
_r pPlq, 0, .2 dg = 1 3.108

Tomando ¥ = 0 em 3.95 temos que

i

p €q,0,t> = _|' _]’ dgq® d¥’ pch',z',m axp —— [ a q’f* - NCL g {"]t
h
_1 qu 2
¥ exp [ + A ] G 3.109
h 2 X

onde Gt é a fun;80 de L+ a mer determinada pela normalizagio e

Q= K +My -MUEW® / % 3.110
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ANmwx /MU 3111

Aw Q) - MUEMW? /2 x 3112
Entio
2
1 > q’¥? -1 q’ 5
J'J'dq’df’exp[——]exp [ +A{”]t
N n 2 A

-1 NCLY £’q

* p2¢q"0%0) [ dq exp [ ] 6 L) =
'
i ag’f’ -4 q»z 5
_[J'dq’d:’exp[—-*—]exp [ +:§{"]t
t h 2 A
° 2 nn h
« PT(@EN0 ———— 5D 6 (LD =
N LS
- q’z o 2 h
= { dg’ exp [ ] PUCQ,0,00  ——— G (&> = 1 3.3
2 h A N (LD
-— q’z
Mas [ dq’ exp [ ] pz(q’,ﬁ,()) - 1 3114
2 h X

Ent8o O (> = N (t> ~/ 2 n h e o operador densidade

reduzido normalizado Bn (q,f,t.) =e escreve:

NCLD
P, (A, = —"‘"“““‘*’2 N J J da® 40’ Jq,2,t59°,87,05 pz Q'3

3115
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No caso da condigiio inicial fatorizével, ao consldern viesy
que iniclialmente a particula e o reservatdédrio estido desacoplad o,

na realildade estamos dizendo que
s
| da’ P (q’,0,0> = 1 3.116

Assim, ao fazermos
J e€q, 0, £> dg = 1 3.117

temos que (fazendo ¥ w 0 em 3.96)

1
p q0,t> w [ [ dy df’ o <q’,E%,0> exp —— [ a g’ - NLY g g’]m
@ h

-1 .
* exp —— |CCL {"2 ] Gl 3.118
h .

onde agora o wm K{L) + My

CGomo antes, podemoas cbter trivialmente de 3.118 que
G L> m N LY /2 71 h 3.110

Finalmente, uma vez que obtivemos a expressioe final poon
o operador densidade reduzido da particula, podemos calcular o
valor médio de gualquer observavel.

No préximo capitulo anallsaremos os valores médios e om
valores dgquadraticos médios da posigdoc e do momentum para o
oscilador harménico dissipativo com a condigdo iniclal n3Jo
fatorizavel e compararemos nossos resultados com os disponiveis na
Hteratura.
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IV. VALORES MEDIOS

Newteoe capitule esareveremos os valores médios & osm

valores quadraticos médios da posigo e do momentum para am

instante t genérico. Ser3o anallsadog os casos de partinula

eujeita & wum potencial harmdnico @ particula livre, ambos
considerando-se as diferentes condigBes iniclais dfatorizavel e
nio fatorizaveld.

A> OSCILADOR HARMONICO

Do apéndice 9 tLemos que

1
P = —— [ KCL) + My - ECLDOAA ] (q’)o + <p >o 4.1
NCLD ’
5 a 2hA 1 )
g>, = Gptrtpagr + — + - <p>
vt N © NCLY2 NCED? "
o 2
+ > (q’)z 1.2
NOL>

Escrevendoc a equag3c de movimento classica pars o

omollador harménico diesipative temoa:

Mg +2Myq+Ma’qno 4.3
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onde y m 5 / 2 M.

Passaremos agora ao calculo de qdtd, admitinds -

seguint.es condigSes iniciais:

q0) = q, e q ) = P, s M 4.4

Supondo uma solug@o do tipo qty = e t e substitulndo

esta expressio na equacio 4.3 encontramos que
Mmooy 1w 45

onde v é dado pelas equagles 375 376 e 3.77. Temos ent3o que

vt -t

at> = A e e +B e ¥t ¥t

4.6

Usando as condigBes iniclais encontramos A e B e chegamos

a seguinte expressio:

rt

- - -4 t,
q{t.> = q, cos vt e rt +[qoy/v] sen vl e + [po/Mv] sen vt e !

4.7

Mos cubatituindo oe valores de K(t> e NtD na equagic 4.1

temos:
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sen vt e—rt E(L>
(q>t‘ - <p>_ + [M y + M cotg vt - — ] W’
© x NCLD !

48

Como podemos notar, no6s recuperamos a fungdo classica a

menoa do termo forgante:

BCL) aon 1L o_rt
- <q’>0
A NCLO M »

A primeira vista este termo parece errado, mas ele pode
ser entendide comoe uma influéncia da preparagio do sistema em
t = 0 no subsequente movimento do mesmo. Na verdade, pode-se
interpret.ia-lo como uma pecularidade do modelo empregada para

descrever o reservatério. Voltaremos a este ponte na proximo

capitulo,
Além disso, do apéndice 10 temos que
o [l((t) - My ] bt
P>, = —_ - [ e 4 LD ] <>+
NCLD N
[ KL> - My ]
+ - — <p 7 4.9
NCLD ©
5 DeL? 2 h DCLY ECL)
<p )t' 2 h [A(t.) - ] + [K(t,) - My] Bt - ——— |+
p* B N> A
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2 h A 2 o & 2 " DCLY 2
s [ KCtd> ~ My] +i—3 [K(t) - My] + + L) -
NCLD NCLD A
2
2 o DCLY 2 KCt> - My] -
- EK(t) - My] —— + L(LD Q>+ | <p“>+
NCLD A NCwd |
a 2 KCLD - My DCLD
+ "'__2" [K(L) - M;V] - + L{LD <gq'p + p 1';"}“
NCLD NCLD A
4.10

Derivando a fungdo posigho (equagic 4.7 obtemos =a

equacdo classica para o momento:

- M gq o-?‘t' -yt

aen vt . P e
pCL> = ° [,,2+ ,3] i —©

[v cos bl - ¥ =en vt-j

4.11

Da aquagdc 4.¢ temos, ao substitulrmos oz valores de

K(L2, NCtL) e L(tD:

- M o7 gan ut s 2 Ects o 7Y
<p>t. - [‘p + ] b —_ [;v sen vt - cos vt]-
v %
D<) p e 7t
- (q’)o + O [ v cos vt - ¥ men vt ] 412
X [
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Novamente, temos o5 termo forgante:

rt

ECt) o DCLD
—_— [y esen vh - com vt]-— —_— (q’)o 4.13
A A

que & um trago da influéncia do processo de preparagio na diniwing

da particula Brownlana.
No caso da condigdo iniaial fatorizmével am funglies D3 o

B(t) s=implesmente n3o existem e consequentemente <q>t, e <Lp>

t
obviamente coincidem com seus equivalentes classicos.

B> PARTICULA LIVRE

Tomande o limite de w - 0, A + o™ e v om iy nas

equagles 4.1, 4.2, 4.9 e 4.10 obtemos que:

M U E)
am KAL)+ My - ——— = Muvcotg vt + My m

= My [cotghyt+1]-My ert’/senhyt.-
rt
awMye /7 senh yt = N(D 4.14

Neste caso,
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senh yt
{g>, = <p > + Lg» 415
q M, n;vt P 7 T’s

Podemos verificar que este & exatamente o resultado
ocbtido por Hakim e Ambegackar, pols esta expressfio & Idéntica 4
67.a da referéncia 7. E preciso salientar que aqul } & definido de
como: ¥ - n 7/ 2 M ,enquanto que na referénia 7 temos ¢ - n - M

Quant.o ao valor de (qz), no limite de particula livre

temos:
o= N> m My o / senh »t e A m CCLD 416
Assim,
2
2 > senh yt > senh yt
<g™>, = <Lg"> + <p> # ———— <Kg’p + p q’> +
t. o M2 ?’2 0271, ) My oyt. o
2 h G
+ 5 417
NCLD

Novamente, esta equagic & idéntica A equagdo 47.b da

referéncia 7, pols

h gltd> = LD para £ = O
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2
- ¥
S, = &P

onde gtd) m —Fr—oer— e
£r2
0
n dw w cotgh (@ U/2D
Fdt> m @ —mm 4.18
2 H g wz + nz./ Mz

conforme definig&o da referéncia 7,

Quanto ao valor médio do momentum, lembramos gque no caso

da particula livre, além da expressSo 4.14d temos ainda que:

LCt) = K> - My 4.19

Lctd / Ny = o 27 4.20
Assim, teremos:

<p>, = e 2Tt <p>_ 4.21

Esta expressdo ¢ ldéntica a expressdo 7% da refersunain

Além disgo,

4yt vt 2,

=]

2

%> 2rt

BLD + e C(t)] + e

L™ 2h [ ACLY + e

4.22
Novamente, temos uma expressdc idéntica a equagdo Tob

referéncia 7, pois
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2 h [ ALY + o 27V peyy & oYY c:(w] -
Q
(w U/2> cotgh (o U/2) ot
4 Myl T [ do > 5 U - e T
-0 2N w® + 4 %

4.23

Aqui, o limite clAssico ¢é perfeito, pois oz termos
forgantes que apareciam no casc do oscilador harmdnico contém
todos a grandeza A no denominador e portanto v3c se anular.

No limite clAs=ico, (p2> para ambas as condigBes Inicials

s5e reduz a

p2>, = o Wt (p2>0 + MK TC1- ot

t > 4.24

ou se ja, a solugio dada pelo teorema de equipartigio da energi:

p> = M k, T 4t

é a soluglo estacionaria e também a solugio para tempos longos.
Além disso, comparando os resultados para as duas

e <p2> diferem,.

condig@es Iniclais, notamos que apenas <q2> L

t
E intercasante compararmos também nosaca resultados com o

caso de uma particula ndo interagindo:
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t

- * t
{q > <p )o + <qg >o 4.2¢

2
-m £ ?2> -+ _t__. & 2> -+ _t’...._.... Lat -+ » .
9>, P>, ap + p 9>, 4.27

M? M

<q2)t

Comparande 4.18 com 4.26 vemos que o meioc tem dols
efeltos: o tempo t em 426 serad substituido por uma a0
e ¥Y senh pt, ou seja, o alargamento do pacote de onda zpds um
tempo da ordem do tempo de relaxagdo yni se dara de forma s
lenta. Além disso, a difus3o domina para tempos malores que ' A
dependéncia linear no tempo descreve a difusfo cléssicx o 214

mostra que o coeficiente obedece a relagac de Eifr=tein

difusividade e viscosidade.
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V. QONCLUSBES

H& dois pontos importantes que gostariamos de eulati- -
neat.e capitulo. O primeirc é a discussdo mobre as vantagens ein o
utiuza:b a condigdc inilcial nSo fatorizavel e o segundo ¢ o
probloma do longe tempo de dedaimente da preparagdo inicial que
surge quando a condigfo inicial generallizada é usada.

Usando a condig8o iniclal n3o fatorizavel nés mostranmos
explicitamente que o toermo eepirio negligenciado por Caldeira e
Leggett desaparece naturalmente (veja argumento abaixo de 3.66).
Em [1] este termo fol negligenciado e a razidc pela qual isto foi
feito ndo & correta. Na realidade, pode-se argumentar gue Lermos
como ;o ¢ equagico 3.19> devem ser negligenclados, mas raciocinando
de uma outra maneira. Uma vez que ele envolve Integrais de uma
fungdo delta o néa estamoes interessados em emcalas de tempo muito
malores do que ﬂqi s Noés deveriamos interpretar estas integrais de
t’ = D+ até t’ = t . Desta maneira tais termos poderiam sor

abandonados meamoe no cago da condig@c indcial fatorizavel. e

mantivermos este termo, a condigdo de contorno

Mm Jix, v, L3 22,927,050 m Elu - WD SCy - v 5.1
t+ 0

ira divergir.

Outra vantagem de trabalhar com o estado inicial
genaralizado &4 que, na dindmica da particula Browniana, os termos
decaindo lentamente n3o mais dependerio da frequéncia de corte Q.

Um exemplo disto & a dependéncia no tempe da largura do pacote de
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onda de uma particula livre dissipativa,
Quando nés usamos a condig@o inicial fatorizavel, 0

comportamento para tempos longos de (q2>t ¢ dado por: (em T = 0>

¥y
< q° >y In — ¢ 6.2
2

enquanto que pode ser mostrado que para o caso ndo fatorizavel

£ q:I >t se comporta como:!

<qz>t'~ In » ¢ 6.3

Entretanto, ha uma colisa que preocupa o leitor quands &
generallzac8o de FV ¢ aplicada, ou seja, a presenga dos termor oo
fazem < q > e < p > se desviarem de seus  equival oo
classicos. Nossa intencgdo & mostrar que estes termos s3o esper:d !l
mesmo no limit.e cléssico ge - aongideramos um modelo o« fa
Lagrangeana ¢ dada por 2.3.

Da segdo A do capitulo 2 temos que a equagdo de movimento
classica de wuma particula Brownlana ¢é dada pela equagdo de

Langevin, com F(tL) descritc pela equagic 2.23, ou geja,

.. . c .
» - o - _k__ o
Mg +nq+ Vo {g> m z Ck q, co= (wkt,) z q, =en (wkt)
K kK “k

6.4

Se no6s considerarmos que < c-lko') m < qk°> » 0 & dGhvla
que < F)> > = 0. Entretanto, ao assumirmos que o reservatdirio
esta em equilibrio térmico com a particula na posigdo 4, © fato
que < F(t> > = 0 deixa de wmer verdadeiro. Isto & devido a forma da
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equagido 3.3, que pode ser reescrita como:

1 2 2 1 A
L m — M - - —_— -
q Vo(q) z my @ (qk q> + z medy
2 2 2
k k
6.5
ondo
b 2
a m _TE_SE__ e yoom — Gk o
b c L k R
k M “x
Ent3c esta é a Lagrangeana de um conjunto de osclladores
com suas posigfes de equilibrio centradas na posigde q da

particula sujeita a um potencial VO(q). Consequentemente,
< FCW > a < qk°> = q_ agora ¢ finito. Este ¢ um termo forgante
para 64 e ele vai gerar outra contribulgBc para a evolugio
temporal de gdt). Como podemos facllmente ver, ambos < (g >t, e
 p )t. dados por 41 e 4.9, respectivamente, tem contribulgies
extras dopendendo de < q > .

E importante salientar que estes termos nao aparecem no
caso de uma particula livre dissipativa ( Vo w 0 > Neste caso o
sistema é invariante translacional e ndo ha origem preferencial
para a posigio qt>. A condigdo 1inicial ¢é sempre expressa em
termos de (t.:;ko), o que implica que < F(L) > = 0,

Visando contornar este problema & necessario modificar
nosso modelo 23 de tal maneira que a particula sinta =eu
reservatéric apenas localmente. No nosso modelo z  partials

interage com o mesmo conjunto de osciladores, independentemento i

posicdo em que ela esteja. Entretanto, hA modelos mais realtstas
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para o reservatério onde este carater local é considerado.

Desta forma, 4 mals vantajoso trabalhar com a condigio
iniclal fatorizavel, uma vez qgque ela consilste em considers o
banho em equilibrio térmico rem olhar a posigdo da particula em
t = 0. Consequentemente, ( F{(L.2> > = 0.

Note que esta analise gqualitativa apenas se aplica no
Iimite classico. Para um estudo rigorosoc deste efelto, devemos
analisar culdadosamente as equagles 4.1 @ 4.9 no limite de altams e
de balxas temperaturas.

Finalmente, nés gostariamos de enfatizar qgue o fato de
estarmos trabalhando com a condig8c inicial generalizada 1implica
que para cada problema ha um propagador J(x, y, t; x,v,0
completamente novo a ser resolvido. No caso da condigdo inicisl
fatorizavel a unica modificagio que ocorre de um praobloma rors

outro ¢ o potencial externc Vo(q).

Concluindo, verificamos- que a0 admitirmo.:
inicialmente a particula e © reservatdrio est3o em eqguilibiio o
nio desacoplados, obtemos algumas corregles as expresstes

encontradas por Caldeira e Leggett com a condigac inicial
fatorizavel. No lmite em gue consideramos o potencial VO = 0D
(particula lvre) os nossos resultados s3oc compativels com aqueles
obtido@ por Hakim e Ambegackar e além disso o limlte classlco dos
nossos resultados & coerente. Apesar de algumas deficlénclas do
modelo, notamos que fomos capazes de generalizar o modelo propoesto
por Caldeira e Leggett e também o modelo proposto por Hakim e
Ambegackar © embora n&os tenhamos tratado um modelo exatamente
solavel, nos acreditamos que as técnicas aqui usadas possam ser
aplicadas para modelos mais complexos dentro das aproximagles
convenlentes.
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APENDICE 1

Neste apéndice vamos mostrar que a equagfio
po(x’ﬁ’,y’é’) -~ ‘F;t el ,y?D poq(x’,y’;ﬁ’,a’) Al11

pode ser interpretada como o resultado de uma medida da posigio da
particula de interesse quando infclalmente esta mesma particula e
o reservatdrio a ela acoplado est3oc em equilibrio térmico.

Vamos inicialmente considerar um estado puro |y > o
sistema t.otal, ie.,particula de int.eresse mals rezervatorio.

Ent.do,
 wo = [de dR yp B> x> o |[R> A1.2

onde IR) = ] q1> ® I q2> ® .. & | qN>. Uma medida da pomigio da
particula pode ser efetuada aplicando-se o operador [ definido

coOmo:;

4 s}
P = j' dx Foxd |x> <x| & DR Al

bl ¢}

onde f(x> ¢ uma fungdo arbitraria e ICB> 6 o operador identidade

no subespage do reservatério. Vamos chamar P um operador i~

medida. Quando estamos nos referindo a uma medida ideal, P & um

B3



opérador de projecio P?’= P>. Neste caso, para uma medida da

posicdo em x_ com incerteza Ax, fix> &
f(x)la(x-xo-l-M) e(xo-l-Ax/z-x) Al

onde 8 é a fungBo Heavyside. O estado depois da medida =er& entHo:

P ow>
| . > = ALS

° Y<y | P |y>

No caso de medida nSo ideal, (x> pode assumir qualguer
forma geral que seja centrada em X, com largura Ax, por exemplo,
uma gaussiana. A diferenga agora ¢ que PP n3c ¢ mais um operador de

projecSo. Ent3o, A15 deve ser modificada para

| w, > = ALG

Uma vez que esta forma é mais geral do que A1S5, a partir

de agora nés trabalharemos com ela.

Tudo o que temos dito pode ser generalizado para o caso
em que o Sist.ema total ndo ¢ mais um estado puro, mas uma mistura
_estatig‘ﬁca. Vamos considerar o sistema total iniclalmente em

equilibrioc térmico. EntHo,

84



fa) = z e n{ni) '!}) > Ly

| A17
nin. > nin, >
L L

onde {ni.} representa o conjunto de N naGmeros guanticos

in ,n ,.n Y dos osclladores do reservatérie e Iw > & um
172 N _ nn.>

- autocestado do sistema composto. Podemos portanto reescrever ALY:

BB _
: nony %
o=y o "V L[ [ ax avat ak oy ool oy, oo
n Ny
1
[ x| ® R > <R’| AlE

Agora, imediatament.e depols da medida o operador

densidade do sistema total pode ser escrito como:

P e P
P m rm—memem AlD
o tr EPzp

que ¢ uma generalizag8c de A1.6 para o caso de misturas. Usando

ent3o A1.3 para [P temos

K
PO Jf [ ax awdRk dR £GO £y xR %
L0
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-3k

| ﬁ‘.
] wﬁ{: }fx’,ﬁ’) IX) (x" - I§¢> <§;| / 2 o ““.! .

LA TR 4 ST
1

» [ f axdR ro0® |y }:cx,ib|2 At.10
1

nin

o que finalmente implHca que

£<x’> £Cy?> pequ’,ﬁ’ by” Q%0

pocx’,i-’e';y’,é'> - Al.11

J ax dR o’ peq(x,R;x,ﬁ)

Finalmente, a comparagdoc de A141 com A1l permite-nos

ident.ificar

- r{x’> £ly?’>
e KN?,p’> = AL D

[ ax ok fxd® peq(x,ﬁ;x,ﬁ)

com o operador densidade reduzido do sistema de intersssc 00
que depende do procedimento de medida ¢ ou preparagio .

Resta ainda mencionar que £(x) poderia ser o resutta’s n
uma sucesslo de medidas. Esta fungfo poderia representar, non
exemplo, o resultado de uma medida de posig3o com incerteza A oo
uma medida posterior de momentum com incerteza Ap. Nestle airmo,
x> » uma fungdo complexa (por exemplo, uma gaussiana de largura
Ax centrada em X, multiplicada por uma onda plana com vetor de

onda P, s h
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APENDICE 2

Célcule do funcicnal de influgncia F I[x,y,z]

Conforme referéncia 6, temos que a Integral funcional

para tempo real ¢ dada por:

B B ; t

i
J DRCL> exp ~—— {s x,R1 + S_IR) } - J DRCL> exp —— { [ dt’»
o H I R 3 t 0

m W im
2

= I /i-—k—k—-—- exp k_k { cos mkt,(ﬁ 2y % -
2rlih sen wkt. 2 h =sen wkt

t t
2 i 2 R
-a2B R - — J‘ dt.’ck w(L’> @an r.okt.’ - ——=— [ dt’C, xKtw

k
moo@ g meoWy g

t t

2
- ? J e —— » E Y M
* sen w (t-t”> 3 zjdt.jdt. C

My “% o 0

2 » r» . 33
K x<{t.'D x(L"'D msen wkt,. "

* san wk(t,—t,’) } Az

B7



Além disso, temos também que a integral funclonal

Eualldeana =se ascreve:

»
R -1 m, R’Z my wkz R]’(z .
J (i)
2
6’
T B S S
- —F— exp Jdu faw g” zao v
Pl canh e
L TR I | (= LS Y] ‘Jllwk h 4 mk wk 0 0
tz(u)exp[-mk|u-u’]] +—Tk—wk [-Zﬁ’(i’-i
2 menh ﬁ‘hwk
hw, hiw
+ @+ B> cosh [hew, + 2A <O’ K L B o+ 2on (B k 'y o+
Fhw
+(A2*Bz)o k —2)\9]} AZ2
_ Ck b3 —f.oku
onde Am—— ——— J' e z<{u) du A2.3
2 m @ 9
_ c, e ~ey (3=
B = e z{ud> du AZ2.4
2 mk wk 0

Substituindo estes resultados na equagdo 2.52, definindo
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m
U= hy3 » Dm S e efetuando as mudangas de variaveis:
2 h
R- @ = ¢ R+ =2 x obtemos:

D D 12

[x,y,z]-_rf_rdﬁ dy df E [ﬂsenmkt,] [nsenhmku] y

ol

iD 2ﬁck
* exp ;::—“F 2 ¥ com wkt. -2 R r - _'T‘k_q e Sen '*‘kt’ i

2y + > ¢ L
w [xCE"D> — wlt’D) di’ - J #<? sen o (L-L7 dt’ +

m w k
k 'k 0

2x - £> ¢, t - 2 ck2 t t
+ [ yt’> sen W (-t dt’ - T Jat’ [ at” e

m 2 2
k “k o me Y% o 0

- [ HCLT) k(LD - yULDYCLD ] sen wkt.” sen w, (t~L" ] +

ckz u u may, um | D [ ¢

- du du’ e z{u) zCu’d -
4 h mk wk I I senh wkU

o o

¢? u

2 2
e .'. -
2 x + 2y cosh wkU + > cosh wku 2A [x e

N|-"“
1
1

a
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4 w, U L oy 1
‘T]+2B[XBR+T9 -x-i-'---i——]+(A2+Bz)ek-2,'\u

| E—

Olhando para a equagZc A25, vemos que a integragfo ew [

pode =er trivialmente efetuada:

® 2D 2Dc t m
[ dR exp -IR |——— + — [ At/ IxCe >~y dIsen o t’
sean wkt m  w, sSen mkt. k
- 0
2 D¢ 2 DG t
-2 né + J’ dt’[uCt’> - yit’>] men w t'| =
sen w, t m o sen w t k
k k 'k k
0
2 t
T &en c.)kt Ck .
- — & | { + — " | dt/Ixt’> - yt’3] sen o t’
2D m,ow k
k 'k
4]
AZ
Eete resultado torna elemoentar a intogracgio em 7. A

altima integragdc em x tanbém & simples, uma vez que a fung e o
ser integrada ¢ uma gaussiana. EntZo, apés reagruparmor ol

termos, cbtemos a seguinte expressio para F ixy,zl

F Ix,y,z] = F [x,y) L] 172 cossech (wkll/z) exp { an :‘ J el

20



2

cosh «w | u - u'| - Us2> !
* J‘ du’ k =) zlu’d + ko
menh wku/‘z 2 hom o,
0 k d
t u
* » - » = ; ¢
- J‘ dt. f du zdud Ixdt’> y(t.7>] [[c:o'bgh mkU/z genh WY sen .okf
0 0
- 14 - 14
cosh w U sen wkt ]+ i[cot.gh wkU/Z cosh w U cos wkt cos mkt, ®

senh wku ]] } A2Y

onde
>
- Ckz cotgh ukl.l/‘z t t
F Ix,yl = 1 exp — J at’  ae”ixce> -y
2 h m
k k 0 0
' Ckz t t
» - » _ P S— > e
* [X(L7) - y<t2] cos w (b2 - ) + m o Joat’ [ dv” =

L) ¢

# [aCt’d ~ wt?3] [IxCL?*D + y(L7')] gen wk(t’-b”) }

A2.3
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APENDICE 3

Vamos provar que:

2 )

ck u u z(u)z + z(m’)2 cosh wk[lu - u’I - I_I/EJ
du? J- du -

4 h m c.ok o 0 2 senh wkU/Z
CkZ U R
- J' du z(ud A3
2 hm W 2
k "k 0
Para isto, usamos a referéncla 8 para escrever:

(o] 2 u U 2 pr.d '

k z{(ud) + zdu?d cosh w [Iu - u’ - U/';I-:]
Jar [d k )

u u
4 h mow, g o 2 senh wkU/Z
sz © v -y |u - u’ | >
- J_ du’J- = Zlud™ du +
8 h m.ow —o 0
u
@ —wk|u - u' 2
+ j du j e z{w’>” duw’ AT
-m 0

Defininde % = uw’ - u no primeiro termo e x = u AT

segundo termo obtemos:
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2 o

ol Y e x|
j dx j e ZCu)“ du + J‘ dx _[ e AN du'J-
8 h my W —oo o

AJd

ou se ja, oz dols termoa sdo iguals. Novamente fazendo x = u' -

temos:
sz (v 1) U kl“ _ u,l ,
J‘ du’j s lud du -
4 hmpoo -0 0
Ckz u u -wk(u - u’*d 2
- _f du f do’ e zZud +
4 H mk wk 0 -~
u © c.)k(u - u') 5
+ J- du f dw’ e z(ud -
4]
w, u’ u
sz u -wku > e k
- _f du e zlu)  —eme——— +
4 b mk uk 0 wk -
-w, u’ w
u +mku e k
+ I du o zlud
0 ™
u
sz u z{uld sz u
2 du - 3 j' du zdud
4 hm ey 0 Wy 2hm oo

A3.4
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AFPENDICE 4

Da expans3io em séries de Fourier temos que:

o0 e
- -iwnu _ _ —iwnu
[ - -
z {ud z zn = f Cud z fn =3
n = - n o= -
A4l
Dest.e modo, o coeficlente ;n da expans3io se escreve:
i . vz oo .y 0 t
f m j du f <ud e - [ do o [ dt’ Dt - gt
n U uUn
-U 2 0 0
U2
1wnu .
* cossach (WU 2) _r du e { 1 cos wt? cosh wu + sen ot.” senh mu}
-U- 2
Ad .2
U2 1o u 2 w ~1>" senh wU/2)
Masg J' du e cosh ¢u = > 5
+
-u/2 o+ w2
(1)
2 o - 21 @ €¢-1>™ senh CwU/2)
n n
J- du e senh wu = > 5 T T
-U-2 Cw™ + “n >
Assgim,
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) “n Q t 2 15"
» Ny - »
fn - I dw w ‘r dt’ [x{L y{t.*3] > > »
un (w + w3
O 0 n
L { 1 w com wt! - 1§ wn sen wt’} A4.3

Podemos agora efetuar a Iintegral em w. Integrande por

partes temos:

Q2
o :.oz cos wt? m2 sen wt’ Q sgen ot’
I dw > > - - I do — »
o Cw + w D Cw + w D t.’ t
n 0
4]
d mz

Entretanto, sempre estamos considerando o comportamesto
do sistema em tempos longos, e no lUmite em que 0 + o . -t

caso temos que o primeiro termo se escreve:

0 san Ot°’
iim - m [| & (L7
0 + w t.*

Deaste modo, temos que
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- Im |t-’
Q w? cos wt’ - o | e n

{ do — 5 = " + 1 & D A4

(& + o ) 2
0 n

Além digmo, temos que

- Iw Ibr
Q w sen wt’ ~d ad cos wt’ -d n
[ do - [ od -
w? + 0 dat’ w? +o® a2 e |
0 n 4] n n
ou se ja,
- e, it
& w Sen wt’ INe n
dw - A45
'r (ma + w 2) 2
0
Finalmente, substituindo A4.4 @ A4.B oem A4.3 temo=s:
_ 21 - b
f = J dt? [xct’> =yt
h un
0
-lmnl‘b’ -|wn|t’
-l'llw | e Nw e
{ - n + T 8CLD } A4.6
2 2

Calculande agora o valor de Fn para n = 0 temos:
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a t

- “2 17
f_ = ? f dw cos wt’ [ dt’ Ix(LD - y(t?>1 =
0 0
t
-2 1 n 1 =zen (L’
e J' dt.’ Ix(t’) - ydt?d) — -
1) n L
o
-2 1 n t
w [ 4t x> -yl S
u 0
A47
no limite em que NI + o
Portanto, se n > 0, temos que ;n e escreve:
_ 24y c-1>" b et n
f = J'dt.’ [XCL?D ~ yCtDl w_ e +f 1>
n n o
]
0
Adp
Além disso, se n é negativo lwn| - e e
f = D" A49
n O
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APENDICE 5

Temom que o primeiro termo da Ag3o Efetiva S

P )

et
eRcraeve!
U2 - - z
1 T ® (zCud - z(u’)]"3
Sere = J du T [ aw o - urs? ALY
U2 - vwou

Além dismo, temos que

_ © -iw u
Zlud = 2 z e O AS.2
n

n = -®

Note que uma wvez que zZ (W =™ z faw + 1oz T
coeficientes ;n podem ser decompostos como:
z = =z + {z! A5.3
n n n

Ent3o, substituindo A5.2 e AS5.3 em AS5.1 podemos escraovern

Soff em termos dos coeficlentes da expansio:
U2 w© w
1 Y 1 -t M
Seff - _r du T f du’ o - u,>2 z [ L4 z + 1z > e
-u2 -0 -

o8B



Além disso, coOmo as séries 830 absolutamente
convergentes, podemas inverter a ordem da somatéria com a=s

integrais. Assim, temos que:

u-2 w
1 n -i(mn+ wm)u R R I T
s - o e du’ z = -z > -
eff Z J- - 4 1 ® I u [ n _ m noon
n,m -Us2 -0
iy Cu ~u*> 1wy Cu —~u*d 1w Fwy D0y -t
R R m R R n - R n m
-z =z e -z 2z @ + =z )
n m n m n o m
fw CGa - u' {awx €u - u’
1 I m 1 1 n
+ =z = =] + z = e -
n m n m
1¢w +w dCu - u’d fw Cu-u*>
b I n m R I H | m
- = = - + 1 z = - = = a -
n m n m n m
1w Cu-u’d 1€ e dCu-u?d> leo Cu—u?d
R X n R 1 n m I R 1 R m
- Z Z @ + =z =z e + z° =z -2z = e -
n m n m n m n m
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1 R 1¢.>n(u-u’) 1 R i(wn—i-w W u-u’*)
-2z = e + =z =z a m ] ABE
n’ ' m n " m
U2 —i(mn-i-wm)u
Mas J‘ e du = &G +w OU A5.6
n o m
-U.2
Logo, temos que
‘ n U > R R I 1 R I 1 R
s -z—"“‘“—fdx z Z -z =z +iz = +1 2 = *
eff 4 n_ -n n -n n -n n -n |
n T _w
1w »n -fw x

onde fizemos x = u-uw’. No entanto,

e 3¢ -1w x
© 1 - e - e n+1 « (1-coswnx)
J ax 3 = foax2 > — =
- - *

o0 2

sen  y
= J2ay o} —5— =2nrn]s | A58
o 4
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onde y = mnx/2

Além disso,

Ent3o, finalmente temos que

zZ, 2., 27 lwnl - —2——22 ¥ lwn' z z_ A510
n
onde P = n 7 2 M

Lembrando ainda que uma vez que fad = f Rewy 411 Taw

os coeflclentes an também podem ser decompostos como

e procedendo de maneira an&loga podemos obter os outros termo:

agdo efetiva.
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APENDICE &

Temos que a parte real da ag¢do se escreve

Por outro lado, a parte imaginaria se escreve:

U n b 4 R MU - R
———Aaa+ui‘a/z+——-z;\ca A
(o TN « B & | o 0O n Hi ]
4 2
n = 1
01 . U?o o 4] o
2 f ¢a¥ +bf> + — z -1>" <¢a
N n
2
m 1 n= 1

Além disso, temos os vinculos:

102

MU 5 5 Mg
A[a" al ] uf al 24— 5 A =«
9 o O o [=2 n
nmi

R 2 1 2 I 2 u i ~ R 1

+ b - a - b ]+-——-E f «¢p* - a -
n n n n n T

2
n = 1

[ o]

- 2 " (bn"+a‘ p) A6
n =1

AS.2



o
g matsr2 o+ E a® -n" AG.3

[+ o]
Owal'l,/ 2 + E a®l " AG.4
O n
n = 1
a0
¥ owm - 2 2 b ® D" sen w /2> AGS
In N
n = 1
4]
0Om - 2 Z b I (-1)“ sen (W £-2) AG.6
n n
n = 1

Minimizando a parte real da agdo sujeita as condig@es de

cont.orno A6.3, A6.4, A6S5, A6.6 temos:

R
& S & v
eff + — X =m0 A
¢5nn 6nR 1
n n
R
& S &V
_e:'f_ + i X =0 AT
S a 6aR 1
o o

Aqui, )\‘ 4 um multiplicador de Lagrange e V’1 ¢ o primsiro

vinculo dado pela equago A6.3. N3o ¢ preciso usar oz outros

vinculos, visto que eles ndo dependem de alnn e a

Temos ent3ic que

MUA aX/2+x D" =m0 MUA a® /4+x/2=0
n n 41 O O 1
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ou =eja,

-2 xic-1>“ -2 2
o - -9 -— AsD

MUAn MUAO

Substituindo A6.9 em A6.3 teamos:

- A B @
q - ——t onde B m 2 A 2 1A +1 AGAQ
MUA o n
o n =1
Ent3o, A, =-MUGQA /B AGA1

Substituindo A6.11 em AL.9 temos:

2 q’A_ ¢-1>"

R O
an - a - — AG.12
B An

Agora, para obtermos anl e aol procederemos da mesma
maneira. A diferenca é gque agora utilisaremos o segundo vinsilo
(equagio A6.4 > e introduziremos um novo multiplicador de Lagyins

)\g, a segulr:

+ A= 0D A6.13
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eff + z A =0 A6.14
S5 o 1 5 a I 2
(o] O
Obtemos entdo:
2 xn ¢-1>" £f 1"
- . A6 A5
MUA M A M A
n n
2 n, 2 ?o
—F— . —— A6.15b
MUA : M A
O O
Substituindo A6.15 em A6.4 obtemos:
A mUT /B+UPA/B+UFf A V/B A6.16
F 4 fe) O O D
o0
onde Pm E £f D™ A
n n
n = 4
oD
V= 2 1 /A
n = 1
Finalmente, substitulndo A6.16 em A6.15 temos:
2 - f
e [f/2+.q.p]- — AGAT
MB A © © M A
n n
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Obt.emoa entlo:

4 A ¢-1O" sen Cw_&/2> T f 1"
b *om 2 n _ n 3 O e
" MU A M A M A
n n n
Substituindo A6.20 em A65 temos:
- MUZ’ U RCeD Uf T
)kg - + - o
2 QL&D Qs> Q<ed
goen {w £/2)
onde TCed = n
n = 1 An
® ?n (-1)n sen (mns/ZJ
R(s) = z —
n = 1 An
_ © seam2 (wns/‘Z)
QCed> = 4 2
. A
n=i1 n
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Finalmente, substituindo A6.21 em A6.20 obtemos:

¢-1>" =men Cw_£/2> :
b ® = [4R(s)-4f 'l‘(s)-ZM.f’J*
M QCed A ©

Fs ?o c-1> ™
S | S - B AG.22
M A M A
n n
Calculamos ent3o an
& S &V
“":f + ‘I-—- A, =0 AG.23
& b & b
n
Obtemoa aoaim:
n
A (1> =sen (wn.d:/Z)
bn‘ - —* AG.24
MUA
n
Substituindo A6.24 em A6.6 temos:
A QCed>
4 - 0
2 MU
Varificamos entdo que:
A =0 b!ao AG6.25
4 n

107



APENDICE 7

Substituinde os valores encontrados para ann, a x, b R,

n 1]

b, &, aot (apéndice 4> nes equagBes 3.28 e 3.29 temos:

— MUA 4 g2 4 p? 81 PV 4 f v
S o _ . o _ o _
eff 2 w2 p? 2 g2 W2 p2

B

U ¥ 2 MU (4q2aA%y 1
- o [P--?c V] + 20 +—M5—$
2 M B © 4 B M

© 7y [ 4 RG> - 4 F TCed - 2 M z']z
~ 2 o
* z £ /A + —O— 3
n n
L M2 , 4 M° Qeed
27 _vp 2 RCeD 2 f TCed
- — - [ 4RG> - 4T T -2 M z'] + 5° .
M? M2 QCed M Qled
. 4V ?62 . -
. [4 R ~ 4 F T -2ME| - ——— |—°—+F A P+ A° P‘| :
o MZBZ 4 o o g
4 P Fo 1 w~2 u ;DP
+ [ —C_ 4+ A P ] -—5 Y F 2o + o
M2 B 2 M n n 2 M
nwi

108



[ 4 RCcO> ~ 4 ?OTce> -2 M g’]

R<(e> 2 P f
M Q) M B 2 R
uf -2P 2V v
- o— — [ —C~ 4+ A P ] + —° +
2 M M B 2 @ M
[ 4 RG> - 4 f TCed -2 M z'] Tee>
AT 1
M Q<>
Apds um tedioso calculo obtemos gque
— uf?a v? UA f PV ua_ p? MU g’ %A
< R _ o o - o__o _ o + o,
ers 2 M B M B 2 MB 2 B
2 5
MU g’ U £’RCeD Uf £ T 2 UTf RG> T
0 o] .
+ — - ——— 4 - +
4 Q<D Qed Q<ed M Q<>
U RCoHZ U F 2 e’
+ e 4 o A7 .2
M Q<ed M Q<>
Entretanto, os tres primeiros termos da equagio A72

podem ser reagrupados e escritos como
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Ur?a v UA £ PV U A p? UA P2
_ (o] o + o__o _ o -
2 M B M B 2 MB 2 MB
AT O
m Ay
onde P = P-fV = z - F A AT.4
(o) n n
n =1
~ L. 291" —w t?
f mf -f D" = J v et -y o e
n n (] n
u
o
A7 5
Além disee, temos que
U Z’R<eD UFf ¥’ T<> - UZ’ RO
- m—— © - A7.6
Qs> QCed Q<ed
onde
m Ay
RCY = RCeY - £ TC¢e) = z O" T sen w es2> /A AT7
[»] n n n

nowm 9

12

e fn é dado pela equagio A75.

For outro lado, oz tres ultimos termos da

podem @er emaritom como:
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2 U ¥ RG> Teod U R u ?‘02 TCo>? URCe>?
- + + -

M Q<ed> M QCed M QCed M QCed

AT.0
Fianimente, temos que a agic se reduz a
— MU g2 MU g2 UZ#ReG UP? U R
R
Soer = + - - +
€ 4 QCed 2 % QCed 2 M x M QCed

AT

onde P e R(s) sio dados respectivamente pelas equaglies A7

A77 o x & definido como:

s o]
xmB/A = 2 1/A A7.10
o mn

n= = o

Quanto a parte imaginaria, temos que §e:‘f sSe escreve

— U g’A_ P 23U qAZpV U q’'f Uf A g’V
1 (o} o o
= " 2 * 2 + -y T
€ B B B B
A7 .11
Entretanto, os dois primeaeiros termos podem e TRl o
reagrupados:

111



»
Uq'A P
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B=w2 AV+1
o

» »
U g Ao p N 2 0 q Ao F V
Bz Bz
Assim, temos que
- - ¥ »
- 1 U q AO P U g ?Q
eff = * N
B B
No entant.o, temos ainda que
- — + ~a
P wPp 3 o v e
Deste modo, podemos e=mcrever:
— U gq’A P
I O o
Seff B +u fr_*: e’

A7z

A7 A3

AT 14



APENDICE 8

= Conversfo de Integrals em Séries:

o
1 dw 1
Im j- =
13 (moz - mz - 2yiwd eﬁhw -1
- 0
@
1 2 ¥y w dw 1
AB.1
n J Cw 2_ wz)z + 4 ;vz wz eﬁhw -1
Definindo:
- 2 )y w
gCwd> = . temoa que gl-w> m -—glwd
(mz—w)2+4y2w2
Agsim, temos :
o 0O
1 dw 1 1 ’ gl f
m | . [
" Co ® = w2 - 2p1ed &My n { ofhe g
- w ° -0
o« 0
glw) dw 1 ~gl~w’) do’ glwd dw
+ - = ; + ]- m
-[ er"hw- 1 n eﬁhw— 1 eﬁhw- 1
¢} ¢
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L) L6 ¢ ]
1 glwd dw glwd do 1
= - + = do glwd =
n -[ o 'th— 1 I aﬁhw - 1 n l-
w (4] 0

o
Jhws2

1
- Z - dw glwd cotgh [,Ghm/?,] -
e fhews 2 eﬁhw/z ] - J
0
an
1 J- 2 ¥ w .
- cotegh [(?hMZJ de AB.2
n Lo 2— Q2>2 + 4 72 wz

Ma=s, por outro lado,

had 0
1 dw 1 1 - de
Im J- - im J e e
n (w 2. wz ~ 2yiwd eﬁhw -1 fl Cw = o e -
- oo o - .
1
* AB.3
oﬂhw - 1
onde o, e w_ =30 as raizes da equagdo:
coz + 2iyw - 0002 = 0 AB.4
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e 530 dados por:

w, = -y + ¥ moz - 42 w = -iy - ¥[§°2 - 2 ABS

Analisando esta integral, verificamos que ela tem tres

polos: w, , w, e w onde :

_ 2 nni 1
w =ik = ———— ned é polo de AB.6
n n A f? ? gﬁhw - 1
Definindo:

fCw) = eﬁhm -1 temos que o residuc da fungao 1/f(w> no polo w

& dado por:
1 1
Res — —— m Reg ——— @ —_
w s W f{wd w QW flw 242 Cw dCw = w 24172 £ (w 2w =~ &
n n n n n n n

onde estamos desprezando og termos da ordem de (w - mn)s

» » 2

Agsim,
1 1
Res ——— = Res py 5 "
0= w wm o hw - w ) D2 v - w )
n n n n
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1
= Res - =
Cw - > 1 + -
w - M3 @ [ Ch3d 2 (o wn)]

1 1
= Rog [ 1 - h3r2 ( w - w D ] - ABY
wm e h3lw - mn) 13

Além disso, definindo f Cw) - o - W, - w_xef”“" - 13
temos que:
- 1 1 _1
Res -
w - fi(w) hy3 (con - w+)(wn - w_D
2
Mas: w, o_ = -w
- & ]
wnm—"'wn"’-p-r_zi?’“’n
Ent3o,
- -1 1 -i
Rew —_— = > > A8.8
- o+ -
it wn fi(w> h3 (mn 21y (n)n (.00 >

Portanto, efetuando a integral A8.3 através do caminho

especificado na rigura 4 temos:

4 #)
1 dw i 1 1
— Im J - Im n 1 Res R
n (moz - w2 - 2piw> & - g ” © = ey f W
- o
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1 -1
+ 2 i 2 ARG
h3 wnz + 2iy W, woz

onde w_wm wn para n = 0, ou seja, mo = 0

Assim,
©
1 do i 1 1
— Im J m Im i +
n Cw 2 - o2 - 2piw> oY L g 13 woz
® 1 -1
+ 2 1 z > -
N o= 4 b3 w + 21y w - ow
1 ® 1 -1
) B +2z hy3 ik >% + 24y Gk > - @ 2 Ao
(8] n = 1 n In [ &)
onde kn fol definido em AB.6
Ent.3o,
@ )
1 dw 1 1 1
— Irn J > 5 T - Z R e
n . (o ™ - o - 2yid e -1 hg _ o k © o+ 2r|k“| oo
AB.11
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Concluindo, temos que:

a0
1 J 2 ¥ w
cotgh [ﬁhw/Z] dw =
n Cw 2. mz)z + 4 ;vz wz
o)
0
a0
1 dw 1
] Im J =
n (w 2 _ w = 2yiwd eﬁhm -1
1 @ 1
- @ — 2 AB.12
2 2
+
hf3 - l(n zylkn' * “o
Analogamente, temos que:
_k -t"
1 ® koo 7 , 1 ® 1
— T
by T k + Zy]knl + W, 2 n oo 13
{w t.?
n o0
mn e 1 !
* > - Im 2ni z Res —
T + Alrw - w 2w AN A fri !
n [a] n = 4 I
» oo »
1 w eimt ) | dw 1w eiwh 1
. - Im J aho
Cw ~ w+)(w - w_ D A w - m+)(w - W ) & 1
bl ¢ ]

1

2
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dw (—1wd eiwt' 1
——— Im J
n (woz - W - 21y PRELL
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- 1 dw 1w {com wt? + 1 gen wt’?d (woz - wz + DIy 2
- Im J- e+
2 n [(w 2 coz)z + 4 yz wzl (eﬁhw - 12
-aD
® 2 . 2 '
-1 dw [—2 ¥y w cos wh’- w (wo - w )sen mt.’J
- Im J N
2 n zcmoz - w232 4 4 2 WP OREL RN
-
o
-1 dw i [-2 v wz sen ot'+ w (‘“’2 - mz)cos: wt,’]
+ Im —[ =
2 n [moz - w232 4 4,2 W4 e~ 1>
-
- 1 dww[—ﬁrw sen wt’ + (w —m)coswt’—l
[+]
- J- 2 2.2 2 2 Fheo T ABA3
2 n LCw - w > + 4 3y wl (e - 12
ocnde agora
s 2 2 ,
w -2 ¥y @ sen wt? + (w - w dcos wth
glwd = 3 55 20 5 A1
[(wo - w ) + 4y w]
Como podemos notar g(w) continua a ser uma fungdo imp -
Ent.30,
® 2 2
- 1 dw w [ -2 y» w =sen wt'! + (wo - W Jcos wt’] cotgh fFhow 2
2nj [Cw 2 -~ wBr2 4 4 32 %
o [}
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[

Novamente, da mesma forma temos que:

-% t°’
ke 2 ™ n

L

2

1wt.” i
=

i
> n 3 = Im 2ni
k + 2rfk | + w 2 n
n n o

2

2 jowt’
a

ABAS

L

1 dw w
- ————Im I At
Cw - w+)(w - w_ D 2 n {w - w+)(co - w_D el -

-0
w0 »
1 des (-wz) aimh 1
- —— Im I -
2 n Cw 2 wz - 21iywd eﬁhm -1
-0
o0 2 2 o
do w Ccos wt.” + 1 sen wt’?d (mo - w1
[(woz - w232 4 4,2 W% ™ - 15
-
o
dw [—2 ¥ 03 sen wt’+ wz(mi wz)cos wt.?
Im I
[(mﬂ2 - r.oz)z + 4 yz coz] (eﬁhm - 1>
-
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oo

-1 do 1 [ +2 ¥ ms cos wt’+ mz(wz - wz)sen mt’]
—'—**“-Im—" o
{

2 n w? - W2 442G el - 1>
-
®
1 I dow mz[ -2 ¥y w cos wt’ - (mﬁ - mz)sen wt’]
- —  AB1O
2 n tcw ? - o®>% + 4% ™ - 15
-
onde agora
mz[ 2 ¥y w cos wt’' - (wz ~ mz)sen wt’]
glw> = 3 573 2° 3 ARAY
[(wo - w D> + 4 3y w)]
Ent3o,
® 2 2 2
1 duw w [-2 ¥ w coa wt’ - §w° - w 2\en wt’] cotgh 3hae 2
2!1[ [(mz-w2)2+472w2]
o
(4]
_k t’)
1 ® knz e M
= z 3 3 A8.18
ML kT ] e,
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AFENDICE ©

Calculo de <g> e da (q2>

Nesta segidoc nés calcularemos o valor madio e o o T
quadratico médio da posig3oc de uma particula browniana sujelis o

um potencial harménico no caso da condigfo inicial ndo fatorizavel

Para uma fungdo genériocm da posigio temos que:
Fed, = [ dg P p(% & =0, L A9.1

No entanto, sabemos que p é dado pela expressao 1.573.

Substituindo ¥ = 0 nesta equagdo temos:

Nt
~ =5 .
O B> m ———— J [ da* 48’ JCa, 0, ;025,05 o <q’,87>
21 h
A .2
onde
1
Jq, 0, t; q,%'0> = oxp —— { a g* §'= NUD q {”} .
h
-1 q!z 2
* exp { + A Y’ } AR
h 2 A
e onde
o m KLY + My = M U BXLO/% AD.1
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A wax/ MU AO B
- 2 o
A= Gty - BEXWLY /7 2 A AT

Subgtituinde A9.2 e A9.3 em A9.1 temos:

N<LD i
<Fegd>, =———— [ [ { dq dg’ df’F(q> exp —— {a @¢’- NCt) q E’}t
21 h h

_1 ql 2 &
. oxp { +ag } P2 cqr g A9.7
h 2 A
Mas
~1 NCtD q &7
qu_[df’F(q)exp[ ]-
h
i h a -1 NCLY £7 g
s ersr [ e | |
NCLY 3 & h
{ K a NCLY £
- [dt’ F [ ] 216 [———- ]
NCL>Y 9 &7 h
i1 h a 20 h
= [a F [ ] SCED A9
NCL> 8 ¢ NCLD
As=zim,
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ih a
KFCd>, = [ dq’ [ de’ | F [ ] &> |
e~ I NCt> o ¥’

i »2
-1 9 2 s
* oxp — {a qQ’F’ exNp { + A X } e £q’,k*D A9 D
h N 2 A e
Temos portanto que:
_ i h a3 i
<@, = J aa | az’ SCE?D exp — {a q’{"} *
NCE> 3 ¢ h

*  Gxp { + A {92} P(S)(q’:{”l- At
b 2 X

Integrando por partes a equaglo A9.10 temos:

ih i agqg’
@, = - [ ag [ dgr — s8> § ———— P CaHE -

2 AE? a pn(q’,f’) 1
H i h
c1, gr2 ,
* exp { + A ¥ APt
h 2 A
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pois &K’ em 4w tende a zero. A exponencial imaginaAria oscila
muite rapido, mas continua sendo limitada e a outra exponencial
também tende a zero e + w ,devido ao termo -E’z.

Efetuando entdo a integral em £’ temos:

ih i agqg’ 3 p Cq*,E)
“Pyo= - ] o Lt + ° - *
NCLD H 3
§'m O
- q,Z
* exp [ ] AD A
2 h M
a - o~
Mas -i h - p
3y’
Ent.do,
o —(‘l’2
<, = ——— [ dq’ q’ p_€q’,0> exp [ —_— ] +
t NCLD 'r © 2 1 A
1 _q,2
+ J 9@’ p o <@’0> oxp [ e ] AD 12
NCLD 2 h XA
ol 1
>, = <Q’> + <p > A9.14
t NCLD e NCLD ©
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1
dgp, m ——— [ KCLD + My - E(t.)/k] Kq>  + <p > AD.1S
NCLD b o

Quanto ao valor quadratico médio da posiglo, temcs que:

. 1 h 2 52 i
<q >‘L - J' dq’ f dz’ 2 SCED exp —— -l(;x q’c‘_j‘} *
NCLD a ¥’ h .
2
' -1 { a 2} s .
*  exp + A F’ £ Lq’,E%D A9 16
[N 2 A ©
Integrando por partes duas vezes temos:
5 - 82 | [ a2 1
<g> w ——/ | dq’ d¥’ &E’ exp ™ {a q’E’} *
t Nee>2 a g2 h
-4 qlz >
* exp { + A E? } P A9AT
h 3 x c
2 » » »

2 - h i agq a pDCq yE?D
<q 0= T3 J' dg’ J’ dF’ S¢CF"D -
NCLD h 8 g’

2 A po(q’,£’> 2 A ¥ a pOCq’,(’) a 2p0(q’,f’)
- - + +
h h 3’ 22”2
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- -+

h h

i o q’ 2 A z: i a q’ Pocq”g»> 2 A 8’ PO<Q’rE’)
h H

3 p Cq’,5’> i -1 q’z 2
< anp — Ja q'¥’} exp { +Af’}t
3 ¥’ h h 2 N
s
* po(q’,{") A9.18
Efetuando a integral em ' temos:
> - hz i aq’ a pa(q’,{")
Wy = g [ —
NCL> h g’
£ =0
2 A p €q’,0> a Zp &q’,%*> az q’2 p (q’,0>
_ [ + [a] _ O +
h a t’z hz
>’ =0
,2
3 p Cq’,0"2 1 agq’ -1 '
—_— exp { AD.19
a ¥’ h h 2 A J
[’ =0
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<g’p > = -i b [ dg’ ¢ +1ho/2 A9.20
a E’ &"- 0
3 p <q’,8’>
<p q> = -t [d9 g -ih /2 AO 21
4 E’ tn- 0
Logo, temos que
2 ol . 2 h A
gD, -7 K@ p+tpgd> + 35+
t Nee>2 ° Net>2
2
1 2 . 2
5 D, v —— @ A9.22
N{LD N{LD
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APENDICE 10

Calculo de <p> e de <p>>

Nesta seg8o nés calcularemos o valor médio e o valor
quadratico médioc do momento de uma particula Browniana sujelta a
um potencial harménico com a condigdo iniclal n3o fatorizavel.

Para uma fung3o genérica do momento temos que:

h a
<Fpd>, = J‘ dq F [ . , ] P D &) A10.1
4 ¥ w0
Ent3o,
NCLD h 8
<F(p)> = j dq _[‘ dq’ fdz* P[ — *-——] Ja,d,tq,8 7,05 »
2anhs i & ¢
{ =0
* pch’,e{’) A10.2
Assgim,
NCLD YUY -
<p> = dqg dq’ [d¥* —— J<q,8 ,t;q9%,8 7,00 o <q*,E7D>
Y a2 J I I 1 a2z ©

¢ =0
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N i

<p)t-

J oo f oo Jarr = {

[ K> - M p ] q -

2 I K H

1 DCLD 1 DCLY ECLD
[ + L(t)] Q- — [ B(LD> - ] £y om
N A h A

2

i -1 q’ >
* exp —— o q* '~ NCLY g ¥ exp ~— + A E? pOCqUE’)
h h 2 X
A10.3
Mas:
-1 N> 2g - h 2 -1 NCL) ¥°q
I dq q exp[ ] - J- dq exp[ J o=
i NCLD> @ & h
- h a 20N h - 21 hz a &’
- [ 6({’)] - > A10.4
1 N<t> @ ¢! NCLD I NL> aE?
e
-1 Nty ¥’q h
I dgq exp [ ] - 21 &¢ A105
h N

Portanto, temos que:
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i h 8 &CE’D
[ ] -
NCLD 3 E’

<p>, = J dq* Jaz’ [ K> - M p ] R F 4

1 -1 q*?
* oNp —— o q’ ¥? exp —— + A {"2 - f dq? j df '
h h 2 M

DCLD i
* [ + LCLD ] q p (qLE?) &) exp — o q* '} =
x © N

~1 a2 , DCLD> ECH)
o (e g [ S ]
A 2 )
1 -1 q’2 2
« o QP> B> enp —— { o q z’} oup { + A ]
h h 2 A

A10.6

Integrando o primeiro termo por partes temos:

in 3 5¢E7D
J aa j‘dt' [ Kt - My ] R 40 [ ] *
NCED ar’

i -1 q’z 2
* exp —— a g’ ¥’ exp —— + A ¥ -
h h 2 X
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i h i ap Cgq*,k’) q’
--qu’_de’[K(t)-Mr] ——:5(:0{ ©

NOLD h

2 A po(q’,z’) g2 a po(q’,f’) i -
- + exXxp — o qt By o~
h 3k’ h

» 2

_1 q
* exp —— + A {"2 A10Y
h 2 X

Efetuando entdo a integral em ¥’ temos:

[K(t.) - M y] 8 p_Ca’,i’>

[a q’po(q’,l)) -1 h

(p)_b- J' dq’{

]_

NdLD agr
gr= 0
D<LD - g2
- [ + LD ] q’ po(q’,ﬂ) exp ——————————— A10.8
A 2 h X
Mas:
- g2
Jdo @ p @8 exp ————— = <@>_
2 h A
2
2 p 9,82 -q’
e -qu’ih exp""“—'———=(p)o
3 ¥ 2 h X

{’= 0

Logo, temos que:
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a KL - M 1 DCLD

- [ + LCLD ] Q>+
NCLD A o

(p)t-[

(KLY - M 3
+ <p > A10.9
NCLd

Quanto ac valor quadratico médio do momento temos:

2 NEtS , 9 |
<p >t - ——— J. dq _r dqg’ J‘ d{”[—h Jea, &, t; q’,&”,())] -
211 h 3z
¥ om0
- PQCq’,E’Z' A10.10
2 NCLD o
<p” > = —;—;—; -h°> [ dq [ dg [ d’ p_Cq’¢’> *

i4q DCLD 1 q’
[‘“U - M r] - [ + LD ]
3z N A 'S

D<tD 2z D<t> ECtD £’
] - [ BCL) - ] — .
2 A f A h
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i DdCLD

oxp — {[l{(t) - M y] qf +a qf- N> q z'-[ + l_.(t.)] q’{}t
h A

,2 2

-1 q DCLD 2 DCLY ECLD
* oxp +* [A(t) - ——'-—] ' . [B(L) - ]E ¥+

h 2 A 2 A X

2
+ A Z } l A10.11
f =0
2 NCL) 2
p 0= —2—;-; -h> j‘ dq j dq’ j dg’ p (L% *

D(t)z Dt

t{%[z&(t)-——-—;—:]+[[}<;w-M;’] ihq--[ -

+

1 q°* DCL> ECtD g 2
+ LCd ] - [ BCL> - ] - -

'y A h
i -1 q,Z 2 )

* exp —— o q'¥’= NLY q ¥’ exp + A ¥
h h 2 A
AlQ .12
5 NCLD 2
Lp >t. m e {=1K"D J- dq J- dg’ f d¥’ Pocq’»f > o=
21 h
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- 2 DCtLD> q 2 q? D¢t
- [A(t) - ] - — [K(L) - M ;v] - — [ +
h 2 A h b N
2 g2 DCLY ECL> 2 2 q q°
+L<t,>] + — [B(t.)- ] y — [xcu-uy] .
F 2 by 3
Dt 21 q2’ DCt> ECL>
- [ _— 4 L(t)] - > [K('L) - M y] [B('b) - ] +
A | b A
214 q & DL DCL> ECLD
+ - [ + L(t,)] [ BCtLY - ] *
h A A
i -1 q’z >
s oxp — { o g’F~ N g £’} exp + 48
E 3 h 2 X
A10.13
Mas:
~i NCL> ¥ q
2
J da 4% exp -
h
2
~-h 2 8 -1 NG £* g
- _— dq exp -
[ 1 NCLd ] 3 #2 ! h
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-hz 21 h 62

" 1440

l\l(t,)2 N> J (’2

Assim,

Dct>2 12

2
<p” > _— ] - — [l{(t,) - M ;V] dqg’ df =
2 A N(t,)2 I J‘

t-Zh[A(t.)-

2 2

4 -1 q’ o) @ “sed
* o (@0’ exp —— { o Q'¢’} exp ATy o+
A N 2 A a5

DCL> 2 2 h DCLD
+ [ e L(t-)] <q? >D+ ——-[KCL) - M ;V][ — L(t)] "
3 I NCL) N

2
i -1 q’ 2
Jdof ar o PA’ L") exp — Ja @’L’} exp —— + AL e

h h 2 N

d &L’ 2 h DCLY ECLD
x - [K(t) - M y][ BCL) -
2z NCL>

] { da’[ dre

A

2

i -1 q’ 5 d SO
w ¥ pQ{q’,{") exp —— {o qQ*’¥*'} exp — - A F? ——
h h 2 X a ¥’

A10.14
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2 2 .
2 DCLD H 2 { >

<p )t = 2 h [A(t) - —'] - T3 [K(L) - M }-‘J
2 X NZILD

2
o Py ot 1 5
- > gt > - 2 {gq’p + p q’)o - > <p > +
h h h
DCLD 2 2 21 n DCLD
+ [ + L(t)] Lg*“y - —— [K(t) - M y][ —_— L(t)] -
A © NCLD X
-1 o 2 i 2 h
* { £g¥> ~ — <Lg’p + p q*> } + [K(L) - M y]t
N @ 25 ° NCLD
D{L> ECL)
. EB(L) -——————~———] , A10.15
by

Entdc, temos que

> D(t.)2 DCtd ECtD [KCtL> - M !
<p >t, = 2 h ALY - + [B(t) - ] T

2 X NCLD

by

A 2

2 a 2 DLy 2
) ["Cb) - M r] + > [ch - M y] + [L(t,) 4 J -
NCLD NCLD N

2

DCLD 2 [KCLD = M ) .
[K(t) - M y] [L(b} + ] gy + 5 s
A © NCLD

3 a

Nt
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o 2 1 DD
+ 2 [K(t.) - M ;v] - [K(L) - M ;v] [L(t) + — ] E
N{L) NCLD PN

® <g’p + p <:|’){_> A10.16
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