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RESUMO

Mostramos como, a partir da existéncia de pontos homo-
clfnicos em um mapa, podemos assegurar a exist@&ncia de drbitas
periddicas.

Calculamos a forma normal para um hamiltoniano peridédico
no tempo e para um mapa com um ponto fixo hiperbélico. Mostramos
como um mapa pode ser derivado de um hamiltoniano e construimos
esse hamiltoniano para um mapa.

Sd%o calculados pontos peridédicos de uma aplicac%o qua-
drdtica, que preserva a drea e com um ponto fixo instavel na ori-
gem. Através da forma normal de Birkhoff para mapas encontramos

as curvas Invariantes da aplicag3o.



ABSTRACT

In this work i1t 1is shown that there exist periodic
peints in a map with homoclinic points.

The normal form for a hamiltonian periodic in time as
well as that for a map with a hyperbolic fixed point is
calculated. It is shown how to obtain a map from a hamiltontan
and how to construct a time periodic hamiltontan from a given
map.

The periodic points of a quadratic area-preserving map
with a hyperbolic fixed point at the origin are computed. Using
Birkhoff's normal forms for maps, the invariant curves for this

map are obtained.



1. INTRODUGCXO

A descrig¢¥o do movimento dos corpos macroscépicos come-
¢ou a ser estudada matemdtica e fisicamente nos séculos XVl e
XVIl com Galileu e, principalmente Newton. Entretanto, embora
saibamos hé muito tempo construir as equa¢3es diferencials de um
problema mec8nico, suas soluc¢des est3o longe de serem um problema
resolvido, especialmente se as equag¢Bes n3o forem lineares. Neste
caso podem ocorrer fendmenos que somente hoje est%o sendo estuda-
dos. Pode acontecer inclusive que o movimento global seja impos-
sfvel de ser descrito, como nos casos em que as trajetdérias de um
sistema s¥o totalmente diferentes mesmo que haja uma diferenca
t3o pequena quanto se queira em suas condi¢®es iniciais. 0O fato
de podermos, em princfpio, determinar a evolucXo de um sistema a
partir de condi¢Bes iniciais nZ%o tem utilidade nesses casos. Ou-
tro exemplo € o problema de tré&s corpos que interagem mutuamente:
ndo hd soluc%o exata nesse caso. lsso tudo levou ao desenvolvi-
-mento de técnicas matemédticas e 2 prépria evoluc3o da Fisica para
o estudo e a compreens¥o desses fendmenos. O emprego de computa-
dores nesses estudos ¢ fundamental: é o laboratério onde se simu-
lam sistemas dinSmicos.

Nesta tese vamos estudar uma pequena parte desta irea da
Ffsica. O nosso objetivo é calcular pontos periddicos de uma
aplicag3o do plano sobre si mesmo que preserva a drea e com um
ponto fixo instdvel na origem. Para isso fol escolhida a aplica-

¢3o de Hénon modificada:



b
n

x cosha + (y - x2 ) senh o

X senh o + (y - x2 ) cosh a

<
1

que é a aplicag¢3o quadritica mais geral com as caracterfsticas
acima [ 1 1J. Ela é simples o suficiente para que possamos estu-
déd-la e ao mesmo tempo apresenta fenbmenos tfpicos de sistemas
n3do-1ineares.

No capftulo 1] estudaremos a conex%o entre sistemas di-
n8micos e mapas através da seg¢3o de Poincaré. Definiremos concei-
tos importantes e apresentaremos os teoremas de Hartman-Grobman e
o da Variedade Estivel que s3o fundamentais na teoria de mapas e
sistemas din8micos n3do-lineares. Neste mesmo capftulo estudaremos
fenbmenos ligados ao ponto fixo hiperbdlico. Veremos o que acon-
tece quando as separatrizes de um mesmo ponto se (interceptam
transversalmente produzindo um ponto homoclfnico. Apés, estudamos
a ferradura de Smale e suas caracterfsticas e enunciamos o teore-
ma de Smale que garante que os pontos periddicos que queremos
calcular existem.

No capftulo 11l estudaremos as formas normais. Em parti-
cular queremos mostrar que elas nos d3o as curvas invariantes da
aplicac3o. Sem elas seria impossfvel o cédlculo.dos pontos perié-
dicos. Analisamos também a quest3o da convergéncia da forma nor-
mal de Birkhoff, e mostramos como um mapa pode ser derivado de um
hamiltoniano periddico no tempo.

No capftulo IV estendemos o cdlculo do ponto homoclfnico

feito por Terezinha Coutinho [ 1 ] usando mais termos na forma



normal. Calculamos em primeiro lugar o ponto homoclfnico usando a
aplicac3o diretamente e apdés com a forma normal. Mostramos que a
concord@ncla entre eles é boa, o que é uma boa indicag3o de que
podemos tentar calcular os pontos periédicos. Um pequeno célculo
é felto para mostrar que no limite de ©¢ grande o ponto homocl{-
nico tende para (2,2). Os pontos peridédicos s3o calculados para
vidrios valores do par@metro @ e para viarios perfodos. Usamos
dois métodos de cdlculo, sendo que um deles nos d& uma fdérmula

explfcita do ponto periddico.



I11. MAPAS

Suponha que temos um sistema ffsico descrito por um con-

Junto de equacgdes diferenclals:

O nosso objetivo é descrever o comportamento das coorde-
nadas x em relac3o ao tempo. Ou ent¥o, saber se as solugBes sZFo
estaveis frente a perturba¢gBes. H4 vidrias maneiras de se atacar
esse problema. Podemos tentar resolvé-lo analiticamente, o que
seria o ideal. No entanto, isso s ¢ possivel em um nimero redu-
zido de casos. Outro modo é usarmos um computador, embora nesse
caso 86 possamos calcular as 6rbitas para um tempo finito. Combi-
nando o cédlculo de 6rbitas por computador e uma técnica de andli-
se baseada na superffcie de sec3o de Poincaré podemos obter in-
formagBes qualitativas a respeito do sistema din@mico. £ o que
veremos agora.

Seja ¢ £ © fluxo associado ao campo vetorial f(x). Es-
colhemos uma superffcie I C R" de dimensZo n-1, de tal modo que
o fluxo seja sempre transversal a ela. Se q for um ponto onde a

6rbita intersecta I , o mapa de Poincaré P & definldo como:
P(a) = ¢ (@)

onde 1= T (gq) € O tempo necessério para a drbita que passa por q
retornar a superficie X . Se Y for uma drbita periddica, p o

seu ponto de intersec¢Zo com I e T o seu perfodo, ent3o:



P(P) = ¢_ (p) = p

ou seja, p € um ponto fixo ou periddico do mapa. D que ¢é {mpor-

tante é que a estabilidade de p estd ligada com a estabilidade de

Y

Fig. 1. A superffcie de sec3o e
o mapa de Poincare.

0 uso de superficies de segZo de Poincaré é especialmen-
te dtil em sistemas hamiltonianos com 2 graus de liberdade.

Seja H(ql,...,gn,pl,...,pn) o Hamiltoniano de um siste-
ma. Um sistema hamiltoniano n-dimensional & dito completamente
integravel se existir n fungdes f m(q,p) m=1,...,n que sejam
constantes ao longo de cada trajetéria. Pode-se mostrar que as
trajetdérias no espago de fase desses sistemas est3o na superficie
de toros n-dimensionais. Um sistema é dito quase-integrivel se no
espago de fase existirem trajetdrias que est@o na superffcie de

toros e trajetérias que n3o pertencem a nenhum toro. Finalmente,



"o slstema é nFo-integridvel se no espago de fase as trajetdrias
ndo estiverem restritas a toros.

Mas o que isso tem a ver com superff{cles de se¢3o? Acon-
tece que n¥o existe método geral capaz de garantir se sistemas
hamiltonianos s3o ou n3o integrédveis. A superficie de se¢3do pode
auxiliar e muito nesse sentido.

Se H{(ql1,q2,p1,p2) for o Hamiltoniano, as dérbitas no es-
pago de fase estar3do nas superffcles tridimensionais H=E, pois a
energia é constante ao longo da trajetdria. Podemos ent3o escre-
ver p2=p2(ql,q2,pl). Se o movimento no espaco de fase for limita-
do e fizermos q2=cte as trajetdrias cruzardo sucessivamente essa
superffcie. Escolhemos ent3o q2=cte como nossa superffcie de se-
¢¥o. DO ponto onde a trajetéria a cruza determina (pl,ql) e p2 ¢
determinado para cada energia. Se o sistema for integravel entZo
as trajetérias estZo sobre toros bidimensionais. A (intersecgZo
destas trajetdrias na superffcle q2=cte determina curvas fecha-
das. As infinitas {tera¢®es de um ponto sob o mapa P cair3o todas
numa dessas curvas. Se o sistema for quase-integrivel ent3o tere-
mos uma mistura de pontos isolados e curvas fechadas na superff-
cle de sec¥o. E se o sistema for ndo-integrdvel n%o haverd curvas

fechadas na superffcle de seg3o (fig. 2).
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Fig. 2. a) Mapa de um sistema integréavel
b) Mapa de um sistema quase-integriavel
c) Mapa de um sistema quase totalmente n3¥o-
integrdvel. Hénon e Heiles [ 2 1.
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O mapa de Poincaré & um exemplo de mapeamento. H& outras
maneiras de gerarmos mapas como por exemplo no problema da acele-

rac¥o de Fermi{ [ 3 1.

Vamos apresentar agora algumas defini¢cBes Importantes
para o estudo dos mapas. No que segue vamos supor uma aplicag¢3o

representada por:

X

_ . n n
1 = Al A: R >R

onde X é um vetor n—-dimensional e é é uma fungdo vetorial que
define o mapeamento.

Uma orbita é uma sequéncia de pontos (xi):=9m . Se to-
marmos um ponto Inicial %1 e apds s tteragBes voltarmos a x1 di-
zemos que a 6rbita & periddica de perfodo s. Uma Srbita de perfo-
do 1 & um ponto fixo Aa aplicag¢3o. Para uma de perfodo s qualquer
de seus pontos é um ponto fixo da aplicag3o aS

Seja x'um ponto fixo deA e sejam Xi os autovalores
da matriz Dk(x): 9 %/ d X . Com relagico 2 estabilidade do
ponto fixo podemos classificd-lo como:

a) Um "gink” se os autovalores Ai tiverem médulo menor

que 1.

b) um "source” se | Ai 1>1 Vi

8

YA (X)) A:ﬂqfhé):,--;igl:»(«“‘



c) Um ponto de sela se | Kil>1 para alguns autovalores e
| ﬁ_l<1 para ogs outros,.

d) Se I7\i I=1 para alguns autovalores a norma é preser-
‘vada nas dire¢¥es assocladas a eles.

Caso nenhum autovalor tenha médulo igual a 1 o ponto fi-

xo & dito hiperbdlico.

Um caso importante é o de aplicag¢Bes bidimensionals que

preservam a drea. Em representac3o matricial temos:

A, 3B
— — | a b
3 x 3 Y
Dy =I b= |
: 3 A 3 A
| Yo | . g |
3 x 3y

Como A preservaa drea ad-bc=1. 0Os autovalores de A s%o
‘dados por:
(a-A)y(d-x) —bc =20

A2 - XA (dsa) +1 =0

onde fizemos uso da condig3do de preservacio da area.

Imediatamente temos X1.A2=1 . Ds autovalores ou s%o
#* .
reais A1= 1/ AZ ou s3o tmg;négias:gnngs()A1=ele e
A= e_ie . Isto vale para qualquer ponto fixo de A.

2

K

Dizemos que a aplicag3o A é um difeomorfismo (C se A e



a
A-1 s8do funcgBes contfnuas e k—vezes diferencidveis.

Enunciamos agora um teorema sobre aplicac¢Bes com ponto

fixo hiperbdlico.

. n n
Teorema_de Hartmanp-_Crobman: Seja A: R~ R um difeo-
morf i smo Cﬂ com um ponto fixo hiperbdlico x'. Ent%do existe um
homeomorfismo h definido em alguma vizinhanga U de x' tal que

h(A(x))=DA(x')Yh(x) para todo x € U.

Este teorema lmpllba que numa vizinhanga do ponto fixo a
aplicag3do é topologicamente equivalente a X4 = DA(X')XE' Por-
tanto, o comportamento da aplicag3o nessa vizinhanga é inteira-
mente determinado pela linearizag3o. (fig. 3)

Antes de apresentarmos outro teorema vamos a mais algu-

mas definigdes.

Seja SF: R" um conjunto com a seguinte caracterfstica:
A" (x) € s V x€ 8 Vne 2z

'S & dito um conjunto invariante de A.

Dado um ponto fixo x' e os autovalores Ai de DA(x),
os subespagos invariantes s3o definidos por:

ES, gerado por autovetores associados a | Xil<1

EY, gerado por autovetores associados a | Ai|>1

E(:; gerado por autovetores associados a | Kil=1

Seja U uma vizinhanga de x'. Variedades estdveis e ins-

tidvels s3o definidas como:

(M} //J f( i L SL N XVT'**‘*« \;-~\/,~.» . (v i XR&\ Mo
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ioc(x') ={ x€U / 1im A" (x)=x' A"€ U VYn >0 }
N -+

W o(x) = { x€ U / 1im A % (x)=x' A"€ UV n >0}

loc n -«

Teorema_da_Variedade Estsavel: Seja A: R” R"um difeo-

morf i amo C1 com um ponto fixo hiperbdlico x'. Ent3o existem va-

riedades locails instidvel e estivel, Uuoc(x') e Uioc(x') tangentes

1 |
aos subespagos invariantes EY e E® de DA(x') em x'. U lioc (x')
e WS (x') s8%o t3o diferencidveis quanto A(x). (fig. 3)

loc

ws w'
Y ' (b)
d Eu

N
Y

Fig. 3

\\\\\“___——’ﬁ a) O teorema de Hartmann-Grobman
b) O teorema da variedade estivel.

11



£ da malor import8ncia o estudo dos fenBmenos 1igados ao
ponto fixo hiperbélico. Ja vimos o teorema de Hartmann-Grobman e
o da variedade estéavel.

Agbra suponha que temos um mapa A em que a variedade es-
tavel se une de forma suave a uma variedade Iinstavel (fig. 4).
Perturbando o sistema ocorre que as duas variedades agora se
cruzam transversalmente. D ponto de intersec¢do q € chamado ponto
homocl fnico se as variedades estaveis e instiveis pertencem topo-
logicamente ao mesmo ponto fixo hiperbdlico; e heteroclf{nico caso

pertengcam a pontos diferentes.

(a)

w* w'

A (b)
1 v '
¥a W w” X3
e re <
\\'4 N
Fig 4. a) D ponto homoclfnico. b) O ponto heteroclfnico.
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No caso de pontos homoclinicos, se houverjum entZc ha um
nimero infinito deles. lsto pode ser mostrado da seguinte maneli-
ra: consideremos a vizinhanga do ponto homoclinico q. Poer conti-
nuidade as iterag@es dessa vizinhanca devem se parecer umas com
as outras, em particular com a do ponto q. Portanto, as varieda-
des se cruiam um ndmero infinitto de vezes. A lterag3do de um ponto
homoclf{nico é também um ponto homoclfnico. Como a medida que nos
aproximamos do ponto fixo as iteragBes s%o cada vez mals lentas,
as variedades tem de oscilar de maneira complexa para produzir os
pontos homoclfnicos. Mas isso nZo é tudo. Observe a drea sombrea-
da da fig. 5. Como o mapa preserva a drea, a iterag3o dessa re-
gl%o também terd a mesma drea e por continuidade estard contida
entre os dois préximos pontos homoclfnicos. Como estes estZo mais
préximos a amplitude de oscilac3o deve ser malor. Isso ocorre su-
cessivamente e as amplitudes das variedades tendem para o infini-
to 2 medida que o ponto fixo se aproxima. Isto torna o desenho

das varjedades extraordinariamente complexo. lsso & expresso pelo
Lema Lambda de Pallis:

L de R™ com um ponto

Seja A um difeomorfismo (C
fixo hiperbdlico p tendo variedades instdveis e estiveis de di-
mens¥o g eu (s + u = n) e seja D um disco em Uu (p). Seja

A um disco transversal a U © (p) em um ponto q. EntZo

=

A" ( A) contém discos arbitrariamente préximos de D.

e}
[
[

Se houver um ponto homoclfnico q ent3o A pode ser esco-

lhido em WY (p) . EntZ%o, a iterac3o desses pontos em w' (p> acu-

13



mula-se em si mesmos produzindo a figura homoclinica. Note que o

mapa n3o precisa preservar a area. (fig. 5)

Fig. 5. figura homoclinica, Moser ( 4 )



Ferradura de Smale. Din3mica Simbdlica e Pontos Periddicos

A existéncla de pontoe homoclfnicos lmgllca em outras
caracter{sticas importantes das aplicag¢B8es. Primeiro, vamos ver a

ferradura de Smale.

Seja Q um quadrado em R? e f uma aplicag3o: £ : Q - R?

0 efeito dé f em Q é€ contrair o quadrado na dire¢Zo horizontal e
esticéd-lo na vertical. Em seguida dobramos a faixa como uma fer-

radura.(fig. 6)

Ha

Hy

Fig. 6. A ferradura de Smale.

A interseccgZo f(Q) [ Q denominamos Vi e V2. O mapa in-

1 -1

verso f (V1) |J f (V2) s3o duas faixas H1 e H2. O mapa ¢é 1i-

near nessas faixas. Se o resultado de f(Q) [ Q s%o duas faixas
verticais, £(Q) (] Q] £F(F(QY N Q> = Q N £F(Q [ f;%Q) s%o 4 falxas

verticais. E N £ (Q) s%o 2% faixas verticais. Por argumento

ogh¢gr

semelhante £ FC 1 £ (Q)) s%o 2 faixas horizontais. E, muito
[ Y4:144

importante ( N fn (Q)) & um conjunto de Cantor j, , ou se-

-oo(f) <co

15



Jja, um conjunto fechado tal que: ~
1. O maior conjunto conectado é um ponto.
2. Todo ponto de A & um ponto limite de 4o |

A respeito das ferraduras temos um importante teorema:

tor invariante A tal que:
a) A contém um conjunto enumerdvel de 6rbitas periddi-
cas de perfodo arbitrariamente grande.

b) A contém um conjunto n%o enumerdvel de érbitas n3o

peridédicas limitadas.
c) A contém uma S6rbita densa.

Ademais, um mapa C1 suficientemente préximo de f tem um
conjunto de Cantor A' com flAv topologicamente equivalente a
£l,

Este teorema pode ser demonstrado com o auxflio do se-

guinte teorema:

Teorema_2: Existe uma correspondé&ncia 1-1 ¢ entre /A e

o conjunto 1 de sequéncias bi-infinitas de 2 simbolos tal que a
sequéncia b = ¢ (f(x)) & obtida da sequéncia a = ¢ (x) mudando
os simbolos uma posi¢3o: bi = a; 4 0 conjunto I tem uma

métrica definida por:

(o]

d(a,b) = I S .:z'lil S . =
1

0 se a,=b,
i7i

1 se ai;ebi

0 mapa ¢ & um homeomorfismo de I para /A com essa métrica.

16



Voltando a ferradura, podemos descrevé-la através de
sfmbolos de acordo com o teorema. Se um ponto x pertence a Hl seu
sfmbolo correspondente é 1; se pertence a H2 seu simbolo é 2. H4&
uma correspondéncia 1-1 entre uma sequéncia de 1's e 2's e um
elemento x de A . Por exemplo, seja a sequéncia
(...,a_3 ,a_2 ra_y ,ao '@, ,a2 ,a3 y---3}. Aplicando f ao elemento
representado pelo conjunto ao lado obtemos outro que representado

pelo mesmo conjunto simplesmente mudando os fndices: a > a

0 -1 7
a1 - aO , etc. Uma sequéncia a& I & periédico se e somente se
houver k>0 tal que a, ., = @, para todos os {'s na sequénclia a.

lsso é dtil, por exempleo, para sabermos os pontos periddicos de
A . Fixamos k e contamos todas as séquéncias que satisfazem a
condi¢¥o de periodicidade. Como k pode ser arbitrariamente grande
o item a do teorema 1 fica provado. f possul 2 k pontos periddi -
cos de perfodo k. Portanto, & sé mostrar que as proposi¢gBes do
teorema 1 s%o vilidas em I que o ser3o também em A

Agora, através do teorema de Smale vamos fazer a ligacgdo

entre a din2mica simbdlica e pontos homoclinicos.

Tecorema_de_Smale: Seja f um difeomorfismo C 1 com um
ponto periddico hiperbdélico p tendo um ponto homoclfnico trans-
versal x. Ent3o existe um inteiro n>0 tal que £ tem um conjunto
fechado e invariante A contendo x e tal que £ IA e topologi-
camente equivalente ao automorfismo de deslocamento de dois sim-
bolos % 5

Este teorema implica que em cada vizinhanga de um ponto

17



homoclfnico hd um nuimero infinito de pontos periddicos, ou em ou-
tras palavras, cada ponto homoclfnico é um ponto de acumulac3o
dos pontos periddicos. S3o esses pontos periédléos que dgqueremos
calcular nesta tese.

Pode-se mostrar também que a aplicac3do f é mixing ( e,
portanto, ergdédica) dentro do conjunto A . A existéncia de fend-
menos cadticos em fluxosiesté intimamente ligada a cruzamentos
homocl fnicos. Devido ao comportamento altamente complexo de flu-
xos na vizinhanca de pontos fixos hiperbdlicos ndo existem toros
tnvariantes nessa regi%o; o sistema é n¥o-integrdvel. Um caminho
seguro para a existéncia de caos é existéncia de pontos homoclf-

nicos.

18



II1I. FORMAS NORMAIS

Podemos estudar os sistemas nZ3o-1lineares analisando seu
comportamento linear na vizinhanca de algum ponto. Entretanto,
Isso pode n3o ser o bastante pois perdemos informacBes dadas pe-
los termos n¥o-1ineares. Uma maneira de estudarmos esses sistemas
é escolhermos um sistema de coordenadas no qual essas equagBes
sejam t3o simples quanto possfvel na vizinhanca de um ponto ou
outra regi3o do espago. Dizemos %ue © nosso sistema estd na forma
normal nessas coordenadas.

Como um primeiro exemplo vamos ver como ‘podemos colocar
um sistema din&mico n¥o-linear com um ponto fixé instavel na ori-
gem na forma normal.

Seja o sistema de equa¢Bes diferenciais:

X = £00 = w.x + £ (x) 4 B+ - (1)
onde fk(§) ¢ um polin8mio de grau k em x.

Procuramos uma transformac®o de coordenadas:

X =Y + P(y) 2>

onde P(Y) € um polindmio de grau k, tal que nas coordenadas y os
termos de ordem k sejam eliminados. Substituindo (2) em (1) fica-

mos Com:
3P _,

= (1+=—)7 (6 (Y + P(Y)) + £,(y + P(y)) + -..)
oy - - T -
. (33

e

Os termos de grau k em (3) sXo dados por:

19



O(k)= w.P(y) - —. 0 .y + £ (¥)
~" 'L 3y - ¢ -k ‘%
- (4>
Como queremos que 0O(k) = O, P deve satisfazer as seguin-

tes condigdes:

P '
wl.Pl - § :rg. w,j'yj = fki(g) .
Se P for um mond&mio y?1 ygz...ygn a equagdo (5)
tem solucg3o se:
w, - X LWL
T R | (6)
param,,...,m  positivos e I m; = k. Nesse caso eliminaremos o

termo de grau k e podemos repetir o processo para k+i. Se (6) n3o
for satisfeita dizemos que ha uma reséonéncia de ordem k. HNote
que se n3o houver ressonéncia podemos obter formalmente um siste-
ma linear.

Outro exemplo de reducZo a forma normal é o de um hamil-
toniano com um grau de liberdade, periddico no tempo e com um
ponto fixo instdvel: K = K(p,q,t). Esse problema se origina de unm
hamiltoniano com dois graus de liberdade e com uma drbita perié-—
dica [ 5 1.

Sempre podemos colocar K na forma:

K(p,a,t) = Apg + I 0g1P agBellt

o+8 P% (75

na vizinhanga de um ponto de equilfbrio instdvel. Agora tentamos

uma transformag3o candnica que elimine os termos de grau k. A ge-

ratriz da transformacgdo é:
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S(P,q) = Pg+ I L S o p* B oilt
a+8 =K, 1 (8)
0 nosso objetivo & calcular saBl . Achamos as coordena-
das p e Q:
as .
: o p-1 ilt
p=——=P 4+ LZL S B P (q e
3g afl (9
98
a-1 B ilt
Q =— =g + 2 X S a P T q e
3p apl (10)
. 25
K (P,Q,t) = K(p,g,t) - —
9t (11)
0S
% B dilt
—a—t = z Z » S QBlllP q e (12)

Calculando p e q como fun¢gBes de Q e P até termos de

grau k:
a B=1 ilt _
p=P+ L X 5,518 F Q e o (13)
9=0- I I 8 g0 p~1 of gilt . (14)
3s
o .
. 5T S gy ilP o eilt, .
3t (15)

Substituindo (13>, (14), (15) em (11) e tomando os ter-

mos de grau < k temos:

K'(Q,P,t)= APQ + Z I [( A(R - a) -11)3(151 . Kusﬂ p¢ Qseilt .
(16)

Para que o termo de grau k seja nulo temos

S = K aBl/ ( A(@ - B)+il)

afl (17)

exceto para o =8 ,1=0
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Com isso o hamiltoniano fica:

_ k/2 a B ilt
K(P,Q,t)= APQ+ kaPQ) +Z I K,g1 P Q e

0482 K+1 (18)

Se isso puder ser feito indefinidamente ficaremos com:

K(P,0,t) = APQ + I K. (PQ)¥
k=2 2k
(1S

Nesse caso as equa¢des do movimento ficam:

Q= — = 2o+ 1 K, PFIOK (20)
2 P k=2
. 0 K '
k k-1
P==—— - - Ap - KZkP Q (21)
o Q k=2
Notamos que:
PO + QP = O a(op)/dt = 0 QP = cte
Portanto o movimento & limitado 2as curvas PQ = cte. Note

ainda que o hamiltoniano n%o depende do tempo e o movimento & in-
tegréivel. Podemos derivar um mapa a partir de (18). Sejam P e Q
as coordenadas de um ponto inicial. Como o hamiltoniano é perid-
dico com um periodo T, calculamos P1 e Q1 ao fim de um ciclo. Re-
petimos o processo e»galculamos PZ!e Q:Ze assim sucessivamente. E
claro que para todos esses pontos vale §1Q11= cte n=0,1,2,...

Definimos assim um mapa M

n+1 n
= M
Q1 Q, (22)
A forma mais geral de fazermos PQ = cte & tomarmos o se-

guinte M:
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_ _ ] (23
P4 = UPQIP_ Q .4 = U (PO)Q_

com U(PQ) = X (1 + I uzk(PQ)k)
k=1

Note que o mapa preserva a irea (pois é derivado de um

(24)

hamiltoniano e tem um ponto fixo instédvel na origem). Segundo
Moser [ 6 ] qualquer mapa com essas caracteri{sticas pode ser in-
terpolado por um hamiltoniano periddico no tempo.

Na forma normal de Birkhoff para mapas obtemos resulta-
dos semelhantes ao do caso anterior. Vamos nos resiringlr a uma
aplicag3do do plano sobre si mesmo.

Seja uma aplicagZo do tipo:

X f(x,y)

gix,y) (25)

y
que tenha um ponto fixo instével na origem e que preserve a area.
Através de uma mudanga linear de coordenadas podemos colocé-la na
forma:

X = A x +

y = 2"ty + ... | (26)
De acordo com Birkhoff [ 7 1 através da transformacZo

formal nZo-linear:

k .
X = & + Z T Xy gk'l nl

: 11 L (27)
y=mn + I Zyklgkln '

podemos colocar (26) na forma normal

E'= U( En )E nt= U ( gn )n
’ (28)
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onde UCEn ) = A ( T+ = uy(&n)k (29

Note a semelhanga dessa forma normal e a derivada ante-
riormente para o mapa do hamiltoniano periéddico. Temos também
agora £'n' = &n = cte. Isto quer dizer que no mapa na forma nor-
mal as curvas invariantes s%o hipérboles do tipo &n = cte. Este
fato serd de fundamental importé&ncia no calculo dos pontos perids-
dicos.

Qpanto a convergéncia da forma normal Moser [6] mostrou
que ela converge dentro de um circulo 52+ n2< p2 Na sua de-
monstrac3o ele n3o calculou diretamente com a forma normal do ma-
pa. Ele interpolou um hamiltoniano periddico no tempo, calculou
sua forma normal e mostrou sua convergéncia. Como o mapa & gerado
pelo hamiltoniano ele demonstrou indiretamente que sua forma nor-
mal também converge. Quando temos além do ponto hiperbdlico um
ponto eliptico ¢ claro que a forma normal n3o pode convergir na
vfzinhanca desse ponto. A forma normal fol derivada para descre-
ver os fenbmenos na vizinhanga do ponto hiperbdlico que sdo qua-
litativamente diferentes dos que ocorrem em torno de um ponto
elfptico.

Como exemplo de um hamiltoniano que gera um mapa vamos

estudar a seguinte aplicagdo M:

x' x cosh o + (y—xz) senh «

y' X senh o + (y—xz) cosh o (30)

Segundo Terezinha Coutinho [ 1 ] o mapa pode ser decomposto em um
cizalhamento S ao longo do eixo y:

x' = x y' =y ~ x2 ‘ (31)
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e uma rota¢3o hiperbdlica R:

X' cosha + y' senhaa

-
I

Y4 x' senha + y' cosha , (32)
NZo vamos utilizar o método de Moser para o cdlculo do
hamiltoniano pois ele pode ser feito de maneira mais simples como
veremos agora.
Primeiro vamos' tratar do cizalhamento. Como x é constan-

te o hamiltoniano sé depende da coordenada x: H = H(x). Escreven-

do as equag¢des do movimento

. 9H . oH
Yy = - — X =
LR oy (33)
Resolvendo temos:
oH
X = X Yy =Y, - —¢
0
0 dx (34)
Temos o mapa para t = 1
Y = YO A = YO
b4
¥ =% = %0 (35)
Portanto,
oH 5 3
—_— = X H(x) = x7/3 0£+=s1 (362
Ix

O hamiltoniano acima gera o mapa simplesmente calculando
o valor de x para t = 1.

Agora vamos ao mapa R.

Supomos que o hamiltoniano esteja aproximado pela forma
quadritica x.H.x/2 onde H = 32H(x) na vizinhanga do ponto

fixo. 9X3 x
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Pode-se mostrar [ 5 1 que as equagdes do movimento tomam

a forma

;(:JHX
| (37>

onde

G
1l

A solug3o desse sistema &

% = eJHt %
T 0
(38>
Para t = 1 geramos o mapa R
JH cosh a senh a
X = €~~~ XO =
- senh o cosh o
Agora e38 - 1 4 JH + (JH)%/2 + ... (40)
e coshg =1 + a2/2 + e (41>
senha = o + a3/6 (42)
Portanto, da comparag3o:
JH cosh a senh ao
Cman =
senh o cosh o
tiramos Hxx= a Hyy= - ny= 0 (43>
0 hamiltontiano para R é&:
H(x,y) = a ( x2 - y2 ) 0 2t= 1
. (44)

E o hamiltoniano completo para o mapa fica:
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1V. PONTOS PERISDICOS

A aplicag3do que estudamos € a de Hénon modidicada:

X' = X cosh a + (y ~ x2 ) senh o (1)
1

y' = X senh o + (y - x2 ) cosh @

Facllmente se v& que ela tem um ponto fixo hiperbdlico
na origem e que preserva a drea. Foi mostrado por Terezinha J.S.
B. Coutinho [ 1 1 que ela é a aplicag¥o quadratica do plano sobre
si{ mesmo mais geral com um ponto fixo instivel na origem.

Para construirmos a forma normal de Birkhoff ¢é preciso
que sua parte linear esteja em forma diagonal. Para isso basta
uma rotac%o de 452 : X = x+y e Y =x -y . Com essa transfor-

ma¢g3o a aplicag¢3o torna-se:

2
(X + Y)
X' =xXe" - —p— e
-a (x + y) 2 -
' Y' =y e + —g— e | (2>
|
Fazemos A= e .
Agora tentamos a transformac3do formal nZ3o-linear
k k-1 1
X= & + ¥ I X .& m
k=2 1=0 kl
-1 1 '
Y = n + L I Ykl g{ I (3

tal que nas novas coordenadas ( { ,n ) a aplicag3o toma a forma:
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£'= Ug n'=U n

k
com Us AT+ T o, (En)5 (4

E muito importante notar que dessa maneira

En = &n = cte

ou seja, as curvas invariantes s3o hipérboles.

Agora substituimos (3) em (2) e ficamos com:

1 1,2

A © ke
X'= AL+ LT X € n T - (e e DD (XY ) L k nh

-1 i
, A k-1 1,2 ;
Y= A (n+ I Z Ykl [ n ) T (£ +n + T I (Xkl*ykl) £ n) | (5)

Para facilidade de notac%o definiremos:

) 2 k-1_1 _ k=1,1 42
7 = (¥+Y)"= LI =z £ n- =(& +n +IL (Xkl+Ykl)E n—- )

k1l
(6)
Por outro lado temos:
x' = vE + 33 %, £ )T w !t
k1l
. -1 k-1, -1 1
Y'"=U n + ZII Ykl(U € ) (U n ) (7>

Baseamos o cdlculo dos coeficlentes X1 € Yl

na

identificac3o de (5) com (7). Geometricamente temos a comutagio

das duas rotas de ir de ( £, n ) para (x',y') como mostrado

fig. 7

29
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(%)

(g'imY

Fig. 7. A equivaléncia das duas rotas de ir de (& , n) para
( x',vy")

A partir daf, com manipula¢Bes algébricas, determinamos

® Y e u . Dg coeficientes calculados s%o dados pelas
kil kl 2k
expressdes:
k-23 2,1-3 0,k-23 1-j
A u $ + k-21 k-21
- : . . .= A - =
k-1 k,21‘+1 E]io A xk_zj’l_]{u }23 (X, 1-241/4) =0
-1 -1 k-21 k-21 -1
: : L= A 4=
Aow g 8y oy g 7 j}io A Yy 05,1510 oy (Y, 1+2, /%) =0
onde: Zyq = 2(tk_1’l_1(1— 61,0) + tk—1,1(1_ sk,l)) +
1 k-2
z z £t o o._s t. o O(k-1-i+3j) ©O(i-J)
520 i=2 k-1i,1-3 7i,]
e 1 = %k, Yk,
1 a 20
O(a) =
0 a <o
m - P - m
{u }2j e 0 2j-esimo termo da serie u .
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Note que os coeficientes Xx,21+1 © Y k,21-1 ficam inde-
terminados. Segundo Birkhoff [ 7 ] eles podem ser tomados como O
que as caracterfsticas da forma normal n%o se alteran.

Temos af os coeficientes da nossa forma normal. No apén-
dice temos um a tabela com alguns deles para varios o 's.

Como um primeiro teste para a forma normal, calculamos um
ponto homoclfnico. Neste caso temos condi¢Bes de computé-lo dire-
tamente com a aplicag3do de Hénon modificada.

Pelo teorema da variedade estavel para mapas, as separa-
trizes perto do ponto fixo s%c tangentes aos subespagos invarian-
tes. No mapa de Hénon esse subespagos s3o retas . com inclinag%o
+452 e -452 em relag3o ao eixo x, como facilmente se calcula. To-
mando-se ent3o pontos suficientemente préximos de (0,0) sobre as
retas y = x e y = -x podemos iterd-los sob o mapa e obteremos as
éeparétrlzes. No subespago estdvel y = —-x a ag3o do mapa aproxima
os pontos da origem. Para obter a variedade estivel & sé usar o

mapa inverso [ 1 J:

X' = X cosha - Y senhoa
Y' = -X senho + Y cosh® + (X cosh® - Y senht )2 (8)
Tipicamente tomamos os pontos iniclais com ><<10_7 . Ob-

temos através do mapa virios pontos préximos ao cruzamento das
separatrizes Tomando-se os pares mais préximos de cada separa-
triz e interpolando-se uma reta por eles, o cruzamento das retas
assim obtidas é o ponto homoclf{nico aproximado. Na tabela 1 en-

contramos os valores dos pontos homoclinicos. Tendo calculado

31



aproximadamente tais pontos vamos para a forma normal ver se con-
seguimos uma boa aproximag3o para eles.

As separatrizes no plano ( £ ,n ) s3o os préprios eixos

£ e N (podemos ver isso com o auxflio do teorema da variedade
estdvel e com o fato de En = cte.). D eixo & é levado para
(x,y) por:
X =1/2 ( E+ I (X, +Y, )E %)
k0 “kO
Y= 1/2 ( B+ T (XY, )E5)
- k0 “kO (9
0 eixo 1N por:
X =1/2 (n + I (X, +Y )n %)
kk Tkk’ "
Y = 1/2 (-n  + % (X .-Y Ky
- k0~ ko) " (10)

Portanto, nessa etapa sé precisamos dos coeficientes

x Na forma normal, o procedimento pa-

xkk " kk " ko’ Yko
ra o cadlculo do ponto homoclfnico é andlogo ao usado anteriormen-
te. Tomamos pontos prdéximos ao cruzamento, interpolamos as retas
e a intersec¢3o é o ponto desejado. Na tabela 1 temos esses pon-
tos. Notamos a excelente concord8ncia entre eles. Nota-se também
que quanto maior «a menor a ordem da forma normal usada. Isso
se deve ao fato de que os coeficientes v3o mais rapidamente a ze-
ro a medida que 0 cresce. N¥o had necessidade de se wusar mais
termos.

Pode-se mostrar também que o ponto homoclinico tende a

(2,2) a medida que 0o > « . Para a grande vé-se que a aplica-
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aplicacdo de Hénon.

dos pela forma normal. Na dltima coluna temos a

X

a ey

normal usada.

X
a

.872831
.941903
.972095
.986109
.997332
.999411
.999851
.999984
.999991
.999998
.999998

. 000004

a

s30 os pontos homoclf{nicos

TABELA

1

calcul ados

pela

X, e Y, s¥%o os pontos homocl{nicos calcula-

1.

1.

1

Ya

753758

1.885523

944593

.972317
. 994668
. 998861
.998734
. 999958
. 999985
. 999997
.999998

.000004

33

Xp

.872848

.941935

.872109

.986112

.997333

. 999450

. 999882

.999974

. 999994

.999998

.9999399

. 000000

ordem

b
.753780
.885557
. 944608
.972320
.994670
. 998900
.999765
.999948
.999988
.999997
.999999

. 000000

da

forma

20
18
16
14

10



cdo direta mapeia o ponto (x,x) em (x',x'). A aplicac¥o inversa

toma a seguinte forma para @ grande:

Xt = (X -Y) & /2

20

yv' = (x+Y)e* /2 + (X-Y% )2 e /4 (11)

Tomando um ponto (a,-a) préximo da origem temos:

a
X' = a e
20
Y' = —a e + 32 €
Supondo que existe a tal que x' = y', ou seja, que a

imagem de (a,-a) seja um ponto homoclfnico temos:

o
ae = -ae® 4 a2
a = 2 e—a
X' =YY" - 2

Esse comportamento é perfeitamente observivel na tabela
1. Nas figs. 8 e 9 vemos as separatizes calculadas pela aplica-
¢330 de Hénon e pela forma normal. Os valores de £ e n usados

est3do no intervalo de (0,70).

Agora passamos ao cdlculo dos pontos periddicos. As cur-
vas invariantes nos planos (x,y) e ( &, N ) est¥o representadas
na fig. 10 . Como j& vimos, as separatrizes da aplicagc3o tem por
imagens os eixos & e N ( &N = 0). O movimento nesses eixos &

-1
dado por (O, A N ) e ¢ X6 , 0). Um ponto sobre as separatri-
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3.00

2.00

1.00

- 0.00

-1.00

-2.00

-3.00

I I l | | ]

-300 -200 -1.00 0.00 .00 2.00 3.00

X

Fig. 8. As separatrizes calculada pela aplicac3o de Hénon.
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3.00 —

2.00 —

1.00 —

> 0.00 —

- —-1.00 —

-2.00 —

300 | | | | | |
-300 -200 -1.0O 0.00 1.00 2.00 3.00

x .

Fig. 9. As separatrizes calculadas pela forma normal.

It
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zes leva um numero infinito de iteracgBes para alcangar o ponto
fixo.

Muito importante, as imagens das curvas {nvariantes no
plano ( £ ,Nn ) s%o também curvas invariantes no plano (x,y).
Analogamente 23s separatrizes, também as curvas invariantes se au-
to interceptam na aplicag3o original e a imagem desta ‘intersecc¢do
no plano (& , 1 corresponde a dois pontos (fig. 10 . E,
flnalmentg, como podemos variar continuamente o parametro que ca-
racteriza a hipérbole podemos concluir que existe En = cte. tal

que o ponto de interseccg3o retorna exatamente sobre si1 mesmo. Te-

mos entZo um ponto periddico.

Fig. 10. As curvas fnvariantes da forma normal e da aplicac@o
original. Os pontos a,b,c da aplica¢3o original (esquer-
da) t&m duas imagens na forma normal (direita).

37



O algoritmo do cédlculo desses pontos €& baseado nas
ldéias acima. Primeiro escolhemos uma hipérbole e calculamos o
ponto de intersec¢¥o no plano (x,y) com a melhor precis3o qué pu-
dermos. A seguir iteramos esse ponto com o mapa de Hénon e conta-
mos o niumero de iteragBes n até ele voltar e passar do ponto ini-
cial. Sabemos que existe uma hipérbole com uma constante menor
que a escolﬁida que nos dard o ponto periddico de perfodo n. En-
t3o variamos a cte e repetimos o procedimento. Se em n iterac8es
o ponto nZo passou pelo ponto tnicial sabemos que entre a primei-
ra cte e esta existe uma hipérbole cuja imagem contém um ponto
periddico de perfodo n. Repetindo esse processo viarias vezes con-
seguimos nos aproximar bastante do ponto perlédiéo. Na tabela 2
temos os resultados paré varios 0 's e perfodos.

Existe uma maneira explfcita de calcularmos aproximada-
mente os pontos perlédlcosAque descrevemos agora. Como quanto
major o perfodo dos pontos mais perto eles estar3o dos pontos ho-
moclinicos, a i1déia é linearizar a forma normal de um ponto homo-
clfnico e a partir daf calcularmos os pontos periddicos.

O ponto homoclfnico €& descrito pelas coordenadas

* *
(O, n Y e (£ » 0) de modo que:

X (0, n=*) X( &%, 0) X*
Y (0, n*) Y( &*, 0) Y*
Se tomarmos E e n1 na vizinhanca de (0, n* ) ent%o,

para que tenhamos um ponto peridédico de perfodo n, tomamos

*
gn e n, na vizinhanga de (¢ , O
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Expandindo (3) linearmente em torno do ponto homoclf{nico

podemos achar uma transformag¢3o linear entre ( £ , n ) e
¢ &€ _, n_.
n n
* .
X X0, n%) 3 (x,¥) [ °©
= +
Y Y(0, n*) dEm ) \n -n*
(12)
E
X X(£*, 0) g -¢&"
_ 3 (X,Y) n
= +
\ .
Y Y(E*, @) TP o
n (3
Fazendo (12) = (13) e lembrando que, a partir de (4) proé-
ximo das separatrlzes,podemos aproximar &n‘= Ané e nn= A'nﬁ te-
mos :
(a(x,Y) 0, n*)  3x,¥) (g*,0f (A" o f
— - . -n = =
3(¢ n) 9(E,m)) 0 A ﬁ
* (14)
*
.y (0, 0% fo] | XM (L%0) fE
*
3(£ ) n 3(E, my) 0
Isto resulta no sistema de equag¢les:
n : -n * . *
(X - A7 X )& + (X, A 7"X, )N = =X, & 4+ X N
3 €n n n, ‘ £ M
-~ ’n n n
Calculando g* e n* que nos d3o as coordenadas do
ponto homoclinico, resolvemos as equagdes acima para ¢ e n e

teremos os pontos periddicos aproximados. Como quanto maior o pe-
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rfodo mais préximos do ponto homoclinico eles est¥o, é de se es-
perar que o cdlculo funcione melhor para perfodos grandes. £ o
que se v& na tabela 3. Note também que os valores colncidem com
os calculadosg anteriormente pelo outro método.

Comparando os dois métodos podemos dizer que eles s3o
complementares. Em aﬁbos utilizamos para o célculo um computador
VAX-11/780 e o programa fol escrito em FORTRAN utilizando wvaria-
veis em dupla precisZo. O primeiro método tem a desvantagem de
consumir muito tempo de CPU no computador para o célqulo dos pon-
tos periddicos. Tipicamente, cada ponto leva 1 min éO s para ser
calculado. Mas é mais recomenddvel para o cdlculo de pontos  com
perfodo baixo. J& o cdlculo explfcito dos pontos periddicos é bem
mals rapido, tomando em torno de 1 s de CPU para cada ponto. Mas
s6 serve para o cilculo de perfodos grandes.

Um outro problema é que n¥o conseguimos calcular os pon-
tos peridédicos com uma precis3o melhor que 10 -7 em nenhum dos mé-
todos. A tabela a segulir mostra que o <cédlculo dos coéflclentes
est4 muito bom. O primeiro conjunto de valores é a iterac3o de um

ponto sob a a¢%o da forma normal. O valor de alfa usado € 2.0, a

hipérbole na qual iteramos tem cte= 0.0001 e os valores iniclais
sio £=0.001 e n=0.100.

X 0.0503404753366991 Y 0.0493266743258072

X 0.0104897572357972 Y 0.0031087597000299

X 0.02818948199948098 Y -0.0255544759629738

X 0.1987368648257148 Y -0.1588839140966795

X 1.3239367539877882 Y 0.4342652849466618
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Agora tomamos o dltimo ponto e o iteramos na direcg%o

contréria sob a ag¥%o da aplicac3o de Hénon:

X 1.3239367539877882 Y 0.4342652849466618
X 0.1987368648257148 Y -0.1588839140966795
X 0.0281894819994811 Y -0.0255544759629736
X 0.0104897572357988 Y 0.0031087597000314
X 0.0503404753367105 Y 0.0493266743258185

Por esses dados percebe-se que a iteracZo sob a forma
normal é equivalente & da aplicag%o de Hénon com um alto grau de
precis3o. Tentaremos no futuro estender essa precis¥o ao cédlculo
dos pontos periddicos.

A convergéncia da forma normal n%o foi provada explici-
tamente para o mapa estudado, embora Moser [ 6 1 tenha provado a
existéncia de um raio de convergéncia.

A forma normal nZ%o havia ainda sido utilizada no calculo
das curvas invariantes de um mapa com um ponto fixo hiperbdlico.O
método parece promissor para o céiculo com outros tipos de mapas.
Concluindo, podemos dizer que a utilizag%io da forma normal de

Birkhoff para a obtenc¢¥o de curvas invariantes e o cdlculo de

pontos periddicos teve éxito.
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TABELAS 2,3,4

Nas tabelas 2 e 3 apresentamos os pontos peridédicos cal-

culados. Os dados s3¥o apresentados no seguinte formato:

PERIODO NN

Csl NNNNNNNNN ETA NNNNNNNNN
X NNNNNNNNN Y NNNNNNNNNN
X NNNNNNNNN Y NNNNNNNNNN

onde temos o perfodo da 6rbita, as coordenadas do ponto peridédico
na forma normal. O primeiro par (X,Y) é o ponto inictal da érbita
e o segundo par o ponto final calculado pela aplicagZio de Hénon
na tabela 2 e pela forma normal na tabela 3. Na tabela 3 temos
ainda as coordenadas do ponto homocl{nico.

Na tabela 2 os pontos periddicos foram calculados con-
forme o método de aproximacBes sucessivas descrito na pag. 38
Na tabela 3 eles foram calculados pela método explfcito.

Na tabela 4 temos todos os pontos (X,Y) da 6rbita, cal-
culados pela aplicag3o de Hénon. Para o cdlculo desse ponto pe-

riédico usamos o mesmo método da tabela 2.

Em todas as tabelas usamos a forma normal até ordem 20.
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TABELA 2

ALFA= 1. 500000000000000 DORDEM= 20
periodo )

CSIFIX 0.5%0161133E+01 ETAFIX 0. 734027 4630E-C3
X 0. 191248573E+01 Y 0. 182918334E+01

X 0. 1912685648E+01 Y 0. 182918331k+01

periodo 7

CSIFIX 0. 590698242E+01 ETAFIX 0. 16£2983959E-03
X 0. 121423975E+01 Y 0. 183215691E+01

X 0. 191423982E+01 Y 0. 1B22184697E+01

periodo 8

CSIFIX O.5207834621E+01 ETAFIX 0. 362193821 E-04
X 0. 191458374E+01 Y 0. 183281 54%E+01

X 0. 191458372E+01 Y 0. 183281 54&E+01

periodo k4

CSIFIX 0. 5S70B0B10SE+O1 ETAFIX 0. 8101046183E--GS
X 0. 19146403&4E+01 Y 0. 183294215E+01

X 0. 19144656034E+01 Y 0. 1832962123E+01

periodo 10

‘CSIFIX 0. 590844727E+01 " ETAFIX 0..180719B42E-05
X 0. 1914467744E+01 Y 0, 183297486E+01

X 0. 1914&47746E+01 Y 0. 1832992487E+01
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TABELA 2

ALF A= 2. 000000000000000
periodo - 7
CSIFIX O.483233643E+01

X 0. 198610627E+01
X 0. 198610627E+01

periodo B8
CSIFIX 0. 483233643E+01
X 0. 1986111460E+0C1
X 0.198611161E+01

periodo . 9
CSIFIX 0. 483233643E+01
X 0. 198461 1232E+01
X 0. 19861 123%E+01

periodo 16
CSIFIX 0O.483233643E+01
X 0. 19B611242E+01
X 0. 19861124FE+01

periodo 11
CSIFIX 0. 4832233643E+01
X 0. 198611243E+01
X 0. 19846£11237E+01

44

\l

‘\!

Y
Y

ORDEM= 20

ETAFIX 0. 401833092E-05
0. 197230910CE+01
0. 1?7230907E+C1

ETAFIX 0. 3437327920E~06
0. 197231%265E4+01
0. 19723176&LE+01

ETAFIX C. 7359209274E-07
0. 197232108E+01
0. 197232114E+01

ETAFIX 0. 9885372180E-08
0. 197232127E+01
0. 197232134E+01

ETAFIX 0. 12732727 1E~08
0. 197232130CE+01
0. 197232124E+01



TABELA

2

ALF A= 2. 800000000000000
periodo 3
CSIFIX 0.428723145E+01

X 0. 199785214E+01
X 0. 199785207E+01

periodo 4
CSIFIX
X 0. 1998%903%93E+01
X 0. 199890387E+01

periodo S
CSIFIX
X 0. 19989&781E+C1
X 0. 19989&6782E+01

periodo 3]
CSIFIX
X 0. 199897 169E+4:1
X 0. 1998971728141

periodo 7
C8IFIX
X 0. 1998%7193E+01
X 0. 199897 195E+01

0. 429260254E+01

0. 429278564E+01

0. 4292%077 LE+G

0. 429290771E+01
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Y

ORDEM= 20

ETAFIX 0. 966241874E-03
0. 199570658E+01
0. 199570651E+01

ETAFIX 0. 587070593E~04
0. 19978084&E+01
0. 199780841E+01

ETAFIX 0. 3546967037E~05
0. 199793615E+01
0. 19979361LE+01

ETAFIX 0. 21&920143E~-04
0. 1997943%1E+01
0. 1997%4394E+01

ETAFIX ¢. 130593955E-0G7
0. 19979443BE+01
0. 199794441E+01



ALFA 0. 150000000E+01

PONT
XHOM

PERI
ETA
X

X

PERI
ETaA
X

X

PERI
ETA
X

X

PERI
" ETA
X

X

PERI
-ETA

X

X

PERI
ETA
X

X

PERI
ETA
X

X

TABELA

0S5 HOMOCLINICOS

3

0. 19146B235E+01

oDpo 2
0. 22044696 5E+01
0. 151554232E+01
0. 127040595E+01

oDo 3
0. 468022270E+01

0. 1749823706E+01
0. 144262572E+01

oDo 3
0. 58383478B6E+01

0. 170383&66%E+01
0. 18706729BE+01

oo 7
0. 5?20474473E+01
0. 191424081E+01
0.191175849E+01

apo 10
0. 520821078E+01

0. 191467743E+01
0. 121463801E+01

opo 15
0. 570824971E+01

0. 191465233E+01

0. 1921468230E+01

apo 20
0. 590824974E+01
0. 19214468233E+01

0. 1914468233E+01
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YHGM

0. 207084743E+00

. 11753878BE+01
L 879921 176E+0G0

0. 597543456E-01

. 155565531E+01
. 1247463433E+01

0. 3251546104E~02

. 181611056E+01
. 178587259E+G1

0. 1626351839E-03

. 183215824E+01
. 183003374E+01

0. iBO734282E-05

. 18329948B1E+01
L 183296111E+01

0. P99615544E-09

. 183300420E+01
. 183300420CE+01 !

0. 552871734E~-12

. 182300420E+01
. IB3300424E+01

0. 183300425E+01



TABELA 3

ALFA 0. 200000000E+01

PONTOS HOMOCLINICOS
XHOM 0. 198611243E+01

PERIODO 2
ETA 0. 3715649004E+01
X 0. 183964473E+01
X 0. 160062439E+01

PERIODO : 3
ETA 0. 466269F4L5E+01
X 0. 1967&6C603E+01
X 0. 188880311E+01

PERIODO 5
ETA 0. 482920446E+01
X 0. 1985774691E+01
X 0. 198320024E+01

PERICGDO 7
ETA 0. 483231725E+01
X 0. 198610628E+01
X 0. 19860401 2E+01

PERIOQDO 10
ETA 0. 483237520E+01
X 0. 198611241E+01
X 0. 198611217E+01

PERIODRO 15
ETA 0. 483237535E+01
X 0. 198611242E+01
X 0. 198611242E+01

PERIODO 20
ETA 0. 483237535E+01
X 0. 198611242E+01
X 0. 198611242E+01

47

YHOM 0. 197232130E+01

0. 79C093950E~01

. 166382537E+01
. 147287042E+01

0. 117695301E~01

. 193511202E+01
. 185835132E+01

0. 219317400E~03

. 197165474E+01
1946921221 03E+01

0. 4018234468E-05

. 1972309046E+01
. 19722440G3E+Q1

0. 296026780E-08

L 197232123E+01
. 197232103E+01

0. 4521954463E~-12

0. 1972321 26E+01
. 1972321296+01

0. 205296424E~-1 6

. 197232126E+01
L 197232129E+01



S TABELA 3

ALFA 0. 280C00000E+01

PONTOS HOMOCLINICOS

XHOM 0. 199897194E+01 YHOM  ©. 199794441E+01
PERIODO 2
ETA 0. 412375632E+01 CSI 0. 155430791E-01
X  0.1979874BOE+01 Y 0. 19586&874E+01
X 0. 191664041E+01 Y  0.189753187E+01
PERIODO 3
ETA 0. 4282343B0E+01 CEI 0. 9564055844E~03
X  0.199785106E+01 Y 0. 199569955E+01
X  0.199156777E+01 Y 0. 198942974E+01
PERIODO 5
ETA - 0. 429281619E+01 CSI 0. 356%6149SE-05
X  0.199894781E+01 Y 0. 199793&14E+01
X  0.199892887E+01 Y 0. 199789726E+01
PERIODO 7 :
ETA 0. 429285497E+01 CSI = 0. 132000136E-G7
X  0.199897192E+01 Y 0. 19979444CE+01
X  0.199897173E+01 Y  0.199794419E+01
PERI10DO 10 _ :
ETA 0. 429285511E+01 CSI 0. 2948925179E-11
X 0. 199897195E+01 Y 0. 1997%94443E+01 .
X 0.19989719SE+01 - Y 0. 199794442E+01
PERIODO 15
ETA 0. 429285511E+01 CSI 0. 246B18461E~17
X  0.199897195E+01 Y .0.199794443E+01
X  0.199897195E+01 Y 0. 199794442E+01
PERIODO 20
ETA 0.429285511E+01 CSI 0. 20523680SE~-23
X  0.199897195E+01 Y 0. 199794443E+01

X 0. 1998%97195E+01 Y 0. 199794442E+01
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ALFA=

TABELA

periodo 6
CSIFIX 0. 5130493146E+01

3 M D ¢ M M X

0. 197192214E+01
0. 407406735E+00
0. 717460441E-01
0. 233462530E-01
0. 717460412E-01
0. 4074067 18E+00
0. 1971972208E+01

periodo 7
CSIFIX O©.513122559E+01

2 2 M M K KN

0. 197207867E+01
0. 406984977E+00
0. 499788824E-01
0. 135220458E-01
0. 1352204658E-01
0. 69978881%E-01
0. 406984974E+00
0. 19720786&E+01

periodo 8

CSIFIX ©.513122559E+01

3¢ 3¢ OC ¢ M 2 M KK

0. 197210452E+01
0. 406915310E+00
0. 696868769E-01

0. 118969258E-01

0. 383555281E-02
0. 118969262E-01
0. 69&£86B791E~01
0. 406915322E+00
0. 197210457E401

periodo 9

CSIFIX 0.513122557E+01

3¢ D¢ D D M D M X X X

periodo
CSIFIX

X

. 197210879E+01
. 4046903795E+00
. &96386129E-01
. 116282664E-01
. 223260817E-02
. 223260823E-02
1162B2668E-01
. 696386154E-01
. 406903810E+00
. 197210885E+01

0000000000

10

0. 197210950E+01

Y 0:406F01892E+00

1

——aia
3¢ 3¢ 3¢ 2 X X X X X

. 696306350E-01
. 11583856BE-01
. 196761564E-02
63337822CE~-03
. 196761571E-02
. 115838572E-01
. 696306373E~-01
. 406901905E+00
. 197210955E+01

000000000

0. 513122559E+01

1. 800000000000000

<KL <L €L €L L €L €<

<L L%

L€ < €K<

~
O

4

ORDEM=

ETAFIX
0. 194423847E+01
-, 239930259E+00
-, 626943918E-01
0. 272523264E-03
0. 678418B834E-01
0. 405910490E+00
0. 194423841E+01

ETAFIX
0. 194454714E+01
~. 240428913E+00
-. &44174882E-01
-, 950298073E-02
0. 968582688E-02
0. 693143316E-01
0. 4060654682E+00
0. 194454712E+01

ETAFIX
0. 19445%812E+01
-. 24051 1282E+00
~-. 647022203E-01
-.111201770E-01
0. 73554104BE~-05
0. 112617143E-01
0. 6955848B34E~01
0. 40&£091364E+00
0. 19445981&E+01

ETAFIX
0. 194460655E+01
~. P405248F&E+00
-. 647492824E-01
-. 113875263E-01
-. 159422792E~02

0. 15992125402

0. 11522743301
0. 695988213E-01
0. 40609560%E+00
0. 194460660E4+01

ETAF1IX
0. 194460794E+01
. 2405271 46E+00
. 647570615E-01
. 114317194E-01
—-. 185901426E-02
0. 200594 524E-06
0. 1B6288584E~02
0. 1156592055E-01
0. 696054B92E-01
0
0

. 406026309E+00
. 194460798E+401

0. 104751 530E-03

0. 173052961E-04

0. 286019973E~05

0. 47271948B9E-06

0. 780565294E~-07



GOVI VIOV IVVODDODNVODOINNNNNNNNGOCCOTrOVTAU NPV AON

APENDICE

Coeficientes X1 € Yy
= . 500000000000000
0)= ~-0.7180422919721706D-01
1)= 0. 6436084583944341D+00
2)=  0.2528084481756214D+00
0)=  ©. 1B07541000792342D-02
1)= 0. 00000600000000000D+00
2)=  0.3779264162052699D+00
3)= -G.3458361472106466D-01
0)= -0.2304065313039052D-04
1)= -0.61532E0899387841D-01
2)=  0.4578359738491&01D+00
3)= 0. 1665339049058043D+00
4)=  0.2052147855862061D~02
0)= 0. 1748181774510945L0~ve
1)=  0.36119R7506836637D-02
2)= 0. 5500000600000C00D+00
3)= 0. 4001013593479146D+00
4)= -0.6724844725507626D-01
5)= ~0.7036055141410834D-04
0)= -0.B743177234090203D-0%
1)= —0.76035875461803500-04
2)= -0.B13371470433%811D-01
3)= 0. 5661346743067239D+00
4)=  0.1819190004724488D+00
S)= 0. 6740757526685798D~-02
&)= 0.1579972716749455D-05
0)=  0.3086300246907480D-11
1)= 0. B278884958089458D-06
2)=  0.&203484303531955D-02
3)= 0. 0G00G00000600GO0D+00
4)= 0. 5582493475356606D+0C
S)= ~0. 1238483700166427D+00
&)= —0.3327089485799818D-03
7)= —0. 2500561726596363D-07
0)= -0.8071&74795018493D~14
1)= -0. 5486854977062082D-08
2)= -0.19260862132793150-03
3)= -0. 1265262%16808499D+00C .
4)= 0. B544644049895644D+00
S)= 0. 2442900200543462D+00
6)=  0.17001334138266090-01
7)= 0. 9913462529267665D-05
B)=  0.2931192577838602D-0%
0)= 0. 1622023326245743D~-16
1)=  0.2438461701555296D~10
2)= 0. 2689465095484800D-05
3)= 0. 1295126580143326D~-01
4)= 0. 0000000000CG00000D+00
S)= 0. B%081668849454030+00
&)= ~—0.2314321332114663D+00
7)= -0. 1080514348187807D-02
8)= ~0.1975600554072736D~06
)= ~0. 2639905268718770D-11
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Vi
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Y<(
Y
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Y(
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Y¢
Y(
Y(
Y¢

Y
Y
Y
Y
Y(
Y
Y
Y
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Y

Yo

Y
¥Y(

Y«
Y(

VIO IV IOV NV AODVODBOVAONNNNNNNNIGOOOOROrTTPCRAIATAUDDDIPHIWBUOLBNNRN

o)
)
2)
0}
1)
23
3)
o)
1)
2)
3}
43
0}
1)
a2)
3
4)
S}
o)
12
2)
3}
4}
9}
&)
o)
1)
2)
3)
4)
S)
&)
73
o)
1)
2)
3}
4)
2)

6}

7)
8)
o)
1}
2}
3)
4}
S)
&)
7)
8)
?)

=

O00000000C

. 2808448175621388D~-02
. 14360B4583944341D+00
. 3218042291972171D+00
. B572421026682%976D~04
. 1881584832163357D-01
. 0000000000000000D+00
. 3630543151159018D-01
. 113501090430%623D-05
. 1850024573098554D-02
. 10215701416&6754D+00
. 27%7709175350647D+00
. 20740834980881420-02
. 8683181865445851D-08
. 16669223501095310-03
. 1991987373192922D-01
. 0000000600000 050L+00
. 7254871044321 3254D-01

70526686409693790~-04

. 4350683848B8733730~10
. 37282076320946283D-05
. 202093754649115&6D-02
. 1263217202898788D+00
. 3645278029148774D+00
. 6844531384995290D0-02
. 1580803527634175D—-05
. 1536398225081304D-12
. 410842281
. 3046989414675533E68D-03
. 2779359843207327D-01
. 00000G00C0000CC0OD+00
. 134651635184%1280+C0
. 3339940570107 153D~03
. 250085492246438803D~-07
. 40185450928529370D-13
. 2729815588177%3510-0%
. 24031721835357&30-00
. 2713816987110875D-02
. 1906546779526454350+0D
. 5670963154271743D+00
. 17338075555&648890D~-01
. ?9204665204%7&£05D-00
. 2931249276041 454D-07

2295805D-07

BO7552147404054650-18
1213850932937572D~-11

. 13334606402270330~-06

57266290374644606D~-03

.4435115137333175D-01
. 00C00GO0CO0C00GCD+00
. 26013312745670335D+0C0
. 10B50G7658612257D-02
. 1975905982188091D-06
. 26299206813788B5D-11



MYV IVVI IOV IVVROVDVRVTBOBONNNNNNNNCGOCCCPCRRAONANUDDAIDIOOWONNN

APENDICE ( cont.)

. 0000G0000000000

-0.
. 5782588213748328D+00
. 2506212279142111D+00
. 3592305214768833D-03
. 00000000006000G00D+00
. 31476£99425897213D+00
. 1926055258218671D-01
. 1359506841748704D-05
. 2646761096115959D~-01
. 3108220025783531D+00
. 14566£56971640455D+00
. 5471295377126333D~-03
. 2503252217363784D-08
. DBR6B74662413754D-02
. 0600G0006000600CG0O0OD+00
. 2612701063837009D+00
. 3091431866573042D-01
. 74596322722779010-05
. 26350436£08754853D~11
. 36461231541060937D-05
. 2703147631495232D-01
. 2905630424551704D+00
. 1336094788197%967D+00
. 1465725186895487D-02
. 5803811113281060D-07
. 1745111905122420D-14
. 7136187244663058D~-08
. B&77786142511%370-03
. 6G00C00CO0C00GO0ONn+00
. 2810202963626F34D+00
. 4562348221745827D-01
. 2894255676G21&652D-04
-0.
-0.
. 1360382489251501D~10C
. 7367806B620863890L-03
. 3222387212&45501D-01
. 3312854590836%210D+00
. 1468702796402303D+00
. 29886030962023470~02
. 2996700B39747387D-04
. 9294478438146634650-12

00000000000

1L n
COQQ

3712941068741641D-01

2840236109717&6&35D-0%
7728&32059296766D-18

236494673595567D-21
1136706151064284D-123

. 2842767530862532D-07
. 1288474696823857D-02
. 0C00C00000000000D+00
. 3429143254398B720D+00
. 67225067311545750~-01
. 73735366055117196D-04
. 1850028860744915D-08
. 2129551417877927D-14

51

~n~a~o~o~n~o~0nmommmmmmmmm\lﬂv\l\:vuv&m&o«om&mwummmaa-hbbwmmmmmm

CO00000000

|
OCO00O00COCQOO0O0

[
o Q

COCO00Q0

. 6212279142111464D-03
. 782588B2137482283D+-01
. 2891224106874164D+00
. 6461195584074843D~05
. 97652126015011G8D-02
. 0000000006000600G0D+00
. 1961332120807952D-01
. 2483964258313435D-07
. 36106%1688685047D-03
. 4206613110209524D~01
. 19557066219668000+00
. 5484642049117989D~03
. 4583356475B&£1556D~10
. 10370598572421&00-04
. 4785328%20945029D-02
. 00600000060000000D+00
. 318B13&5770427928D-01
. 74&6208269093205060-05
. 4826035620745625D~13
. 6654382053616008D-07
. 3311847864478288D-03
. 3932343164876241D-01
. 199737094928097%D+C0O
. 14709544485260210~-02
. 98040497716063150-07
. 3196264668510208D~16
. 1778292147873259D-09
. 15305464416378788BL-04
. 51470662687122620-02
. 00000000G00000COD+00
. A473791069764406£7D-01

. 2895588932026247D~04
. 2840253241210219D-09
. 141554718350G93%4D~19

24218428109724E7D-12

. 134320372767 194670-056
. 3640550253458177D-03
. 44834611437262580~01
. 23810405059053&50+00
. 29723854330590607D-02
. 8996882346051 130D-0&
-0.
-0.
-0.
. 86544L576968B24240-09
-0.
. &2806249545320880D0-02
. 00000000000C0000D+00
. 70348334811096879D-01
. 75798831803150440-04
. 1850043725211673D-08
. 212955146531380620~-14

F294486025243766D-12
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