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Estados Quéanticos Emaranhados
por

Gustavo Garcia Rigolin

Resumo

Nesta tese estudamos em detalhes uma das caracteristicas da Mecanica Quéantica
que mais destoa de nosso senso comum: o Emaranhamento Quantico. Apresentamos
uma revisao dos principais resultados obtidos no entendimento do emaranhamento,
em especial do emaranhamento bipartite. Definimos formalmente o que é um es-
tado quintico emaranhado e, em seguida, apresentamos maneiras de qualificar e
quantificar este emaranhamento. Mostramos uma nova maneira de se discernir en-
tre estados emaranhados e nao emaranhados agindo apenas localmente em um dos
constituintes do sistema. Apresentamos dois limitantes inferiores que nos permitem
estimar o grau de emaranhamento de qualquer estado Gaussiano de dois modos.
A partir de uma generalizacgdo do protocolo de teletransporte de um gbit para N
gbits, criamos uma medida de emaranhamento para sistemas multipartites que pos-
sui facil interpretacao fisica. Estudamos também as implicagoes do emaranhamento
na deducdo das relagoes de incerteza de Heisenberg para sistemas de particulas
idénticas. Investigamos uma possivel relacdo entre caos e emaranhamento bipartite,
onde obtemos um decréscimo no emaranhamento conforme o sistema se torna mais
cadtico. Finalizamos essa tese apresentando um estudo sobre o comportamento do
emaranhamento a temperaturas finitas, em especial para um sistema de dois gbits
descritos pela Hamiltoniana de Heisenberg XYZ.
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Entangled Quantum States
by

Gustavo Garcia Rigolin

Abstract

In this dissertation we study in details one of the most astonishing features of Quan-
tum Mechanics which totally departs from our common sense: Quantum Entangle-
ment. We review most of what is known in the study of entanglement, specially
bipartite entanglement. We formally define entanglement and, whereupon, present
how to qualify and quantify entangled states. We show a novel way to distinguish
between entangled and non-entangled states acting locally onto one of the consti-
tuents of the system. Then, we present two lower bounds for the entanglement of
formation for arbitrary two-mode Gaussian states. Generalizing the teleportation
protocol to N qubits, we create a multipartite measure of entanglement which has
a simple physical interpretation and is easily computed from the state describing
the system. We also study the implications of entanglement in deducing uncertainty
relations for identical particles. In addition to this, we investigate the influence of
chaos on the degree of bipartite entanglement in spin chains. We show that chaos
decreases entanglement. We end this dissertation presenting a study about the beha-
vior of entanglement at finite temperatures, focusing at two qubits interacting via
the Heisenberg XYZ Hamiltonian.



Notacao e Convencao

A unidade fundamental de informacdo quantica é o gbit. Ele nada mais é do que um
sistema quantico de dois niveis. Representamos o gbit |¢) usando a notacgao ji am-
plamente consagrada por todos que trabalham com Teoria Quantica de Informacao:

|#) = al0) +b[1),

onde |a|> + B> =1e

A matriz identidade e as matrizes de Pauli sao

10 0 1 0 —i 1 0
e g, = T, = g, = .
o1/ °° 1 0) Y ioo0 ) 7 0 -1

Ao nos referirmos a um produto tensorial ou soma direta de muitos termos

usaremos as abreviacoes

N
HIQH Q- QHN — ®'Hj,
j=1

N
S1DS@---dSy — @S]
j=1

Sempre que um operador A for positivo, i. e., possuir todos seus autovalores

positivos, escreveremos

A>0.

ix
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Bob concordam. . . . . . ... Lo
Aqui vemos os estados |g;) e suas respectivas decomposi¢des em dois estados
deBell. . . . . oL e e
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Capitulo 1

Emaranhamento Quantico

1.1 Origens histéricas

Ap6s o final da década de 1920 a maioria dos principios fundamentais, ou postulados,
que norteiam a Mecancia Quantica ja estavam bem conhecidos. Dentre todos estes
principios existe um que chamou a atencdo de alguns dos maiores pensadores da
época. Modernamente este postulado pode ser assim resumido [25]:

A todo estado de um sistema fisico podemos associar um vetor perten-
cente a um espago de Hilbert. FEsse vetor caracteriza completamente o

sistema fisico em questdo.

O conceito chave deste postulado é espaco de Hilbert. Um espaco de Hilbert é
definido matematicamente como um espago vetorial complexo, completo e provido
de uma métrica (distincia entre vetores), a qual é obtida por meio de um produto
escalar. Concentremo-nos em analisar detalhadamente o fato de o espago de Hilbert
ser um espaco vetorial. Num espaco vetorial H qualquer combinacao linear entre dois
elementos deste espaco, |11) e |12) por exemplo, é também um elemento pertencente
a este espaco vetorial. Em simbolos temos:

Se |¢1) e |1p2) € H, entao |¢) = a|y1)+Dblie) € H, onde a e b sao nimeros

complexos.

Devido a sua extrema importancia na Fisica, essa propriedade recebeu status
de principio. Ela é conhecida como principio da superposi¢do ou da linearidade da
Mecanica Quantica. As conseqiiéncias experimentais e até mesmo filoséficas oriundas
deste principio sao impressionantes. Ainda hoje especialistas se espantam com estes
resultados e ‘disputas’ sobre sua interpretacio fisica ndo sao dificeis de ocorrerem

de tempos em tempos.
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A situacdo se torna mais fantdstica quando aplicamos o principio da superposicao
a um sistema, fisico composto por mais de uma parte. Em 1935, Albert Einstein, Bo-
ris Podolsky e Nathan Rosen apresentaram num belissimo artigo [30] as implicacoes
légicas do principio da superposi¢ao quando aplicado na descricio de um sistema
composto. Fazendo uso desse principio, de uma definicdo muito razodvel de reali-
dade fisica e da impossibilidade de transmissao de sinais superluminais (hipétese de
localidade), Einstein, Podolsky e Rosen (EPR) demonstraram a incompletude da
Mecanica Quantica. Apesar da clareza da anilise de EPR, Niels Bohr, num artigo
muito hermético [18], tentou refutar os argumentos expostos por EPR.!

Também em 1935, e motivado pelas idéias de EPR, Erwin Schrodinger apresen-
tou [82] de maneira elogiiente as conseqiiencias do principio da superposi¢do quando
aplicado a um sistema composto de duas partes. Fazendo-se uso de um experi-
mento imaginario, Schrédinger realgou que poderiamos ter situagoes bizarras num
mundo macroscopico descrito pela Mecanica Quéantica. Para entender o argumento
de Schrodinger, imaginemos uma situagao na qual uma gata se encontre dentro de
uma caixa completamente fechada. A gata pode ou estar viva (|[Viva)) ou morta
(|Morta)). Dentro desta caixa, hd também um &tomo instdvel (Jdtomo 1)), o qual
pode ter decaido para um dtomo mais estavel (Jd4tomo 2)). Suponhamos que a ener-
gia liberada nessa transicdo seja suficiente para ativar um mecanismo que libere um
gés altamente téxico, o qual mata rapidamente a gata. A Mecinica Quéntica nos
diz apenas a probabilidade de o is6topo decair, nos proibindo de prever determinis-
ticamente quando isso ocorre. Dessa forma, aceitando a validade do principio da
superposicao chegamos a conclusao de que o estado do sistema composto pela gata
e pelo atomo é

|¥) = aldtomo 1) [Viva) + b|dtomo 2) |Morta).

Interpretamos o médulo quadrado dos coeficientes a e b como sendo a probabilidade
de o 4tomo nao decair ou decair, respectivamente.

Este resultado nos diz que temos uma superposi¢ao de dois estados macroscépicos
distintos da gata: gata viva e gata morta.? Para realcar a ligacio intima entre os
dois subsistemas (gata mais d4tomo) que compdem o estado |¥), Schrédinger usou
o termo Verschrankung. Este termo foi traduzido do alemao para o inglés como
entanglement e para o portugués como emaranhamento.

! Acredito que Bohr, em sua resposta [18] a EPR, abdicou da possibilidade de uma realidade fisica
independente de um observador, a fim de conseguir restituir a completude da Mecanica Quéntica.
Hoje é mais razodvel abandonar a idéia de localidade absoluta da Mecanica Quéntica para restaurar
sua completude. H& algo de ndo-local nesta teoria que, no entanto, ndo pode ser usado para
transmissao superluminal de informagdo cléssica.

2Essa situagdo surreal de uma superposi¢io macroscépica de dois estados distintos pode ser
evitada se langamos mio de uma interpretacdo estatistica da Mecénica Quantica. Esse ‘paradoxo’
s6 ocorre se insistimos na visdo de que um estado quéntico descreve sistemas individuais [6].
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Apesar de todas estas implicagoes, os argumentos utilizados por EPR e Schrodin-
ger, muito provavelmente por ndo proporcionarem nenhuma previsao quantitativa,
ficaram restritos a discussbes sobre os aspectos ontolégicos da Mecdnica Quantica.
E por muito tempo se pensou que questées como realismo e nao-localidade ficariam
restritas apenas ao mundo da filosofia. Contudo, no ano de 1964, John S. Bell [9]
provou o contrario. Por meio de uma construcdo muito engenhosa, Bell mostrou
que o principio da superposicao aplicado a sistemas compostos produz previsoes
quantitativas que, se confirmadas experimentalmente, provariam aspectos nao-locais
da Mecanica Quantica.

Bell s6 conseguiu quantificar esse aspecto da ndo-localidade pois utilizou em
sua andlise, influenciado por David Bohm [17], um sistema composto mais simples
do que o usado por EPR. O sistema fisico utilizado por EPR era impossivel de
ser produzido na prética e introduzia complicagoes desnecessarias, obscurecendo os
aspectos realmente relevantes em sua prova da incompletude da Mecanica Quéntica.
Na verdade, Bell usou em sua andlise o sistema quintico composto mais simples
possivel, i. e., um par de sistemas de dois niveis. Ao estudarmos, por exemplo, o
spin de dois elétrons ou a polarizacao de dois fétons, lidamos com pares de sistemas
de dois niveis.

Apenas no inicio da década de 1980 foram realizadas as primeiras verificagoes ex-
perimentais que confirmaram esses aspectos nao-locais da Mecanica Quantica. Em
particular, experimentos decisivos foram realizados por Alain Aspect e colaborado-
res [4, 5], comprovando quase® que definitivamente a nfio-localidade da Mecénica
Quantica.

Por fim, a partir da década de 1990, ficou claro que o emaranhamento, além
de propiciar discussées quantitativas sobre os fundamentos da fisica, pode ser en-
carado como um recurso disponivel na Natureza [63, 19]. Os estados emaranhados
sdo também ferramentas que podem ser utilizadas para realizar mais eficientemente
tarefas que até entao eram implementadas usando-se apenas recursos classicos. Dois
exemplos muito famosos e que serdo discutidos nesta tese sdo a codificagdo super-
densa [12] (superdense coding) e o teletransporte quantico [11] (quantum teleporta-
tion).

1.2 O que é emaranhamento

Conforme exposto na Sec. 1.1, o emaranhamento surge naturalmente ao aplicarmos
o principio da superposigdo a sistemas fisicos compostos. Assim como um sistema
composto pode ter dois ou mais constituintes, costuma-se também classificar o ema-

ranhamento de um sistema pelo niimero de subsistemas que estdo emaranhados.

3Digo ‘quase’ pois, devido a baixa eficiéncia dos detectores, é possivel a construcio de modelos
locais, porém muito artificiais, que expliquem os resultados empiricos.
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Por exemplo, o singleto [19], [¥~) = (1/+/2)(|01) — |10)), é um caso tipico de
estado emaranhado formado por dois subsistemas, ou emaranhamento bipartite.*
Para emaranhamento de mais de dois subsistemas usamos a notacao emaranhamento
multipartite. Em especial, ao lidarmos com trés subsistemas emaranhados, podemos
usar a terminologia tripartite. O exemplo mais famoso dessa classe de emaranha-
mento é o estado Greenberger-Horne-Zeilinger [40], |GH Z) = (1/+/2)(]000) — |111)).

O conceito de emaranhamento se aplica também a sistemas de mais de dois niveis
e, em especial, a sistemas descritos por varidveis continuas. O exemplo mais famoso
de estado emaranhado pertencente a esta classe foi apresentado por EPR em seu
célebre artigo [30]:

Cx> .
U(r1,12) = / e(2mi/M) @ —m>tzolp gy,
—0Q

onde h é a constante de Planck e zy é uma constante qualquer. Este estado cor-
responde a duas particulas que se afastam com momento p. Um outro exemplo de
emaranhamento de estados descritos por varidveis continuas é o estado espremido

de dois modos (two-mode squeezed state):

|Ts(r)) = Z tanh"(r) |n); ® |n),,

cosh
onde |n) é o n-ésimo estado de Fock e r > 0 é o parametro de squeezing. Veremos

no Cap. 3 que o estado EPR acima é um estado espremido com r — oco.

Formalmente, define-se emaranhamento para estados puros da seguinte forma:

Definigao 1 Seja um sistema qudantico composto de N subsistemas tal que o espago
de Hilbert associado a ele € H = ®§V:1 H;, onde H; € o espaco de Hilbert associado
a cada subsistema. Se |U) € H € o estado que descreve este sistema, entdo ele ndio
estd emaranhado se, e somente se, podemos escrevé-lo como |¥) = ®;V:1 [1;), onde

[v;) € H.

Alguns exemplos de estados puros nao-emaranhados sdo:

%) 00) = [0)1 ® |0)2,

) = %uom L)@ %uon 1)),

1/4 1/4
o) = (o) e e () e

ma2 Ta?

“A nomenclatura em inglés é bipartite entanglement. Uma traducio aceitdvel seria emaranha-
mento bipartido. No entanto, como a Academia Brasileira de Letras reconhece o vocdbulo bipartite
como sendo legitimo, optei por este tltimo para diferenciar a separacdo fisica dos dois subsistemas
(bipartido) do estado quéantico (bipartite) que os descreve.
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O estado x acima representa dois pacotes Gaussianos com largura da ordem de a,
onde o primeiro move-se com momento Ak, € o segundo com momento —hk,.

A definicdo acima, como podemos ver, nao se aplica a estados mistos. Para
remediar essa situacao precisamos de uma formulacao mais geral de emaranhamento,

vélida tanto para estados puros quanto mistos [65]:

Definigao 2 Seja um sistema quantico composto de N subsistemas descrito por
uma matriz densidade p € ®;V:1 A;, onde A; € o espaco de Hilbert formado por
todos os operadores que atuam em H,;. Dizemos que p representa um sistema ndao
emaranhado se, e somente se, ela pode ser escrita, para algum k, como uma soma
de produtos diretos:

onde p; > 0, Zf:opi =1, ¢ pf € A;.

O estado acima, é o estado mais geral que pode ser preparado por N sujeitos sepa-
rados e que recebem instrucées de uma fonte comum. Dizemos que a matriz p acima
é a mais geral que pode ser construida via LOCC (Operagoes Locais e Comunicacao
Cléssica). Por operagoes locais entendemos todas as manipulagoes permitidas pela
Mecéanica Quéntica que o observador j possa realizar no seu subsistema. Exemplos
de operagoes locais sdo transformagdes unitdrias, medidas projetivas de von Neu-
mann e medidas valoradas por operadores positivos (POVM)3. Agora, ao nos refe-
rirmos 4 comunicacio classica, entendemos que os N sujeitos podem se comunicar
utilizando-se de qualquer mecanismo cldssico (ndo-quéantico). Exemplos de canais
classicos de comunicagio sdo o telégrafo, o telefone e o e-mail. Alguns exemplos de

estados mistos ndo emaranhados sio:5

o = 5(100)00] + 11){11)),
o = 3(00)00] +[01)(01] + [10)(10] + [11){11])

¢ = %(\000)(000| + [111)(111] + [001)(001)). (1.1)

E interessante observar que ambas as defini¢oes anteriormente apresentadas di-
zem o que é emaranhamento definindo, na verdade, um estado nao emaranhado ou
separavel. E mais, essas duas definicbes nao sdo muito praticas para julgar se um
dado estado quantico estd ou nao emaranhado. Muitas vezes, quando lidamos com
estados separdveis, percebemos ser muito dificil encontrar uma decomposicio de |¥)

5Veja Apéndice A para uma breve introducio sobre POVM.
5De agora em diante, simplificarei a notagdo representando matrizes densidade do tipo |0)1 ®
|1)2 1<0| ® 2(1| como |01)(01|.
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(ou de p) retratando explicitamente este fato. Dizemos, por isso, que as definigoes
acima de emaranhamento ndo sdo operacionais. Mas felizmente existem critérios
praticos que nos dizem se temos ou ndo emaranhamento. Discutiremos, com calma,
alguns desses critérios no Cap. 2, onde também apresentaremos varios exemplos de
estados emaranhados.

1.3 Qual a utilidade do emaranhamento

Além de ajudar no entendimento da Mecanica Quéantica, muitas vezes provocan-
do discussoes acirradissimas, os estados quanticos emaranhados sao extremamente
uteis. Se sabiamente manipulados, eles produzem resultados praticos fantasticos.
Muitas tarefas até entao consideradas intrataveis classicamente, ou até mesmo im-
possiveis de serem realizadas, tornaram-se, devido ao uso de estados emaranhados,
factiveis.

Apesar da existéncia de algumas discussoes [62] sobre a real importancia do
emaranhamento na implementacao de algoritmos quanticos, como o da fatoragao de
numeros primos (algoritmo de Shor [84]) ou o de busca (algoritmo de Grover [41]), é
cada vez mais consensual que o emaranhamento é um ingrediente indispensivel na
construcio de um computador quantico escaldvel [22].”

Mas existem, no entanto, tarefas quinticas onde é inegivel a importincia do
emaranhamento.® Apresentamos, a seguir, algumas das mais tteis e interessantes
aplicagoes dos estados emaranhados. Queremos lembrar, também, que algumas

dessas aplicagOes serao mais extensivamente discutidas em capitulos vindouros.

1.3.1 Codificacao superdensa

Em 1992 Bennett e Wiesner [12] propuseram um protocolo que permitia condensar
a transmissdo de informacao cldssica (cbits, ou simplesmente bits) usando estados
quanticos emaranhados. Posteriormente este protocolo ficou conhecido como co-
dificdo superdensa. Ele mostra de maneira clara como estados maximamente ema-
ranhados podem aumentar a capacidade de comunicacdo entre dois pares. Num
canal ideal classico de comunicacio, a transmissao de dois bits de informacao requer
a manipulagdo e a transmissao de pelo menos duas particulas ou entidades fisicas,
as quais sao usadas na codificagdo da informacdo transmitida. Isto significa que se
Alice deseja transmitir dois bits a Bob, ela precisa enviar duas particulas a ele. No
entanto, caso Alice e Bob compartilhem um estado de Bell, i. e., um estado maxima-

"Um computador quantico é escaldvel se podemos aumentar o nimero de gbits utilizados em

sua confec¢cdo mantendo suas propriedades originais.
8Muitas delas sdo de ficil assimilacio e devem, na minha opinifio, serem incorporadas no ensino
de Mecéanica Quéntica elementar, pois realgcam belamente aspectos fundamentais da teoria.
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mente emaranhado, ela pode transmitir dois bits de informagdo a Bob manipulando
e enviando apenas um gbit. Veja Fig. 1.1.

- Operacao Unitaria |
U
‘ Medida de Bell ~_

Figura 1.1: a) Alice opera localmente em seu gbit, gerando um dos quatro estados de
Bell, e o envia a Bob. b) Bob, por sua vez, faz uma medida de Bell nos dois gbits, lendo
a mensagem de dois bits enviada por Alice. No final do processo, Alice enviou apenas um
gbit.

Suponha que Alice e Bob inicialmente compartilhem o estado de Bell [®T) =
(1/4/2)(]00) + |11)), o qual pode representar, por exemplo, a polarizacio de dois
fétons. O primeiro fé6ton estd com Alice e o segundo com Bob. Operando localmente
sobre seu féton, Alice pode gerar quatro estados ortogonais. Estes estados sdo, na
verdade, os quatro estados de Bell. As transformacoes unitarias locais e os estados
gerados por estas transformagoes sao: I|®1) = |®1), of|®T) = |@7), o¥|®T) =
|[Ut), e i0?|®t) = |T). Aqui o sdo as matrizes de Pauli, I é a matriz identidade e
o subindice indica que o gbit 1 estd com Alice. Os estados de Bell sao:

_ 1

57 = —(100) —|11) (1.2)
1

) = —=(01) +110), (13)

7)) = —(jo1) — [10)). (1.4)

5

2

Apébs implementar uma dessas quatro operagoes unitirias locais, Alice envia seu
gbit a Bob, o qual, realizando uma medida de Bell nos dois gbits descobre qual
estado Alice enviou. Uma medida de Bell é aquela que permite diferenciar entre
os quatro estados de Bell. Dessa forma Bob, usando a convencdo da Tab. 1.1, 1é a
mensagem de dois bits.
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Tabela 1.1: Nas colunas impares temos os estados de Bell e nas colunas pares a codificacio
preestabelecida entre Bob e Alice, associando cada estado de Bell a uma mensagem de dois
bits.

Estado Convencao Estado Convengao
|®T) 00 |®7) 01
|Tt) 10 &) 11

1.3.2 Teletransporte quantico

Um ano apés a apresentagao da codificacao superdensa, Bennett et al. [11] desco-
briram uma das mais espantosas aplicacoes da Mecanica Quantica, a qual recebeu o
nome de teletransporte quantico. Através de um estado de Bell, apelidado por eles
de canal EPR (|®1) = (1/v/2) (]00) + |11)), por exemplo), estes autores mostraram
que é possivel transmitir toda informagcao contida em um gbit |¢) = a|0) + b|1) de
uma regiao do espago-tempo (Alice) para outra (Bob).

Na verdade, ndo ocorre um teletransporte como vislumbrado por muitos escri-
tores de ficcao cientifica. Ou seja, o gbit de Alice ndo é ‘desmaterializado’ e em
seguida ‘materializado’ onde Bob se encontra. A entidade que é teletransportada
neste processo é o estado quantico, ou numa visao de teoria de informacao, toda
informacao nele contida. Alice inicialmente dispunha de uma particula descrita pelo
estado |$) e, no final do protocolo, esse estado passa a descrever uma particula de
Bob. A particula de Alice, por sua vez, passa a ser descrita ndo mais por esse es-
tado, mas por uma mistura estatistica maxima. Mais ainda, essa transmissao nao
é instantianea, pois Bob necessita receber dois bits cldssicos de Alice para finalizar
o protocolo. E como informacio cldssica ndo viaja mais rdpido do que um sinal
luminoso, a causalidade relativistica é preservada. Também apds o término do pro-
cesso, Alice e Bob nfo mais compartilham um estado de mdximo emaranhamento.
Este estado é gasto para efetuar o teletransporte. Podemos entender o processo
como se toda informacao de um gbit fosse separada em duas partes, uma clissica e
outra quantica. A parte classica é transmitida pelos dois bits enviados por Alice, e
a parte quantica viaja pelo canal EPR , consumindo um estado de Bell ou um ebit
(entangled bit).

1 gbit < 1 ebit + 2 bits. (1.5)

O simbolo ‘precede’ foi usado para realcar que nao se trata de uma igualdade,
muito menos uma equivaléncia. Queremos apenas realcar que o estado de um gbit
num determinado local é ‘destruido’ e transmitido a outra regido as custas de um
ebit e dois bits de informacgdo. A Fig. 1.2 faz uma representacao esquemadtica do
protocolo de teletransporte.
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Alice Bob
e ‘ 1 ebit

Medida de Bell

2 bits

Operacao Unitaria

o @@ — U~ @

Figura 1.2: a) Alice faz uma medida de Bell nos seus dois gbits. b) Alice envia dois bits
de informagdo a Bob. ¢) Apds receber a mensagem de Alice, Bob opera localmente em seu
gbit, completando o protocolo.

Formalmente o teletransporte de um gbit |¢) = a|0)+b|1) é realizado do seguinte
modo. Alice e Bob inicialmente compartilham um estado bipartite de miximo ema-
ranhamento, i. e., um estado de Bell: |[T~) = (1/v/2) (|01) — |10)). Este é o canal
quantico necessirio para o teletransporte. O sistema composto pelo gbit cujo es-
tado sera teleportado e pelo estado EPR antes de qualquer medida feita por Alice é

escrito como

) = |9 ¥7),
a b
|®) = E (lo01) — |010)) + E (]101) — |110)), (1.6)

onde convencionamos que os primeiros dois gbits pertencem a Alice e o terceiro a
Bob (|JAAB), A — Alice e B — Bob). Reescrevendo a Eq. (1.6) em termos dos
quatro estados de Bell |®F) = (1/4/2) (|00) + [11)) e |T*) = (1/+/2) (|01) + |10))
obtemos

@) = % {l¥7)(=al0) — bI1)) + |¥T)(~al0) + b1))
+|®7)(al1) +b[0)) + |27 )(al1) — b[0))} . (1.7)

Alice agora realiza uma medida de Bell no gbit a ser teletransportado e no seu
gbit do estado de Bell compartilhado com Bob. Ela obviamente nao tem controle
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sobre o resultado de sua medida. Alice tem 1/4 de chance de obter quaisquer dos
quatro estados de Bell. Apés esta medida de Bell, o estado que descreve o conjunto
dos trés gbits sé pode ser uma das quatro possibilidade expostas na Tab. 1.2:

Tabela 1.2: Na primeira coluna temos o resultado da medida feita por Alice e na segunda
o estado dos trés gbits condicionados ao estado de Bell obtido por Alice.

Resultado de Alice Estado dos trés gbits

[v) [07) © (=al0) - b[1))
&) [TF) ® (—al0) +b1))
|®7) [©7) @ (a[1) +0]0))
[®7) [$7) © (a]1) — b]0))

Alice, apés a medida, comunica classicamente seu resultado a Bob. De posse
desses dois bits de informacgao, Bob sabe em qual dos quatro estados expostos na
Tab. 1.2 encontra-se sua particula. Dessa forma, ele finaliza o protocolo aplicando
apropriadamente uma operagio unitdria ao seu estado, obtendo finalmente |¢). Qual
operacao Bob deve aplicar depende de qual resultado Alice obteve em sua medida
de Bell. Veja a Tab. 1.3.

Tabela 1.3: As transformacoes unitarias que Bob deve realizar em seu gbit, condicionadas
ao resultado da medida de Alice, para completar o protocolo de teletransporte. I é a matriz
identidade e o sdo as matrizes de Pauli.

Resultado de Alice Operacao de Bob Qbit de Bob

) 1 I(=al0) — b[1)) = —|¢)
&) o* o*(—al0) +b[1)) = —|¢)
@) o® o”(a[l) +0/0)) = |9)
&) o*o” ofo®(all) - b[0)) = [4)

A importancia dos dois bits classicos para finalizar com sucesso o protocolo pode
ser vista da seguinte forma. Suponhamos que Bob ndo receba essa informacao.
Assim, ele n3o pode nada afirmar sobre qual foi o resultado da medida de Alice.

Dessa forma, usando a Eq. (1.7), o estado dos trés gbits, para Bob, pode ser escrito
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p = |‘I>)<<I’|

= [l‘I’ (¥ ® (=al0) — b[1)) (—a™(0] — b*(1])
+|‘I’+)<‘I’+| ® (=al0) +b[1)) (—a™(0] + b"(1])
+[@7) (@7 @ (a[1) +0})) (a™(1] + b™(0])
+HETHET| @ (all) - b]0)) (a™(1] — b7(0)]
+ termos cruzados do tipo [T~ ) (UT| [T~ )DT, ...

= %H‘I’*)(‘I’*\@ (lal?[0){0] + ab*[0){1] + ab[1){0] + [5]*|1)
HEFWT| @ (|al*]0){0] — ab™[0){1] — a”b[1){0] + [b*[1){1])
H@TN | @ (|af*[1)(1] + ab*[1)(0] + a*bJ0) (1] + [5]*|0)(0])
HEFNT| ® (Jal’|L)(1] = ab*[1)(0] — a*bl0){1] + [6]*]0)(0])]
+ termos cruzados do tipo |[U ) (T, [T WD, ... (1.8)

(1))
1]

Tomando o trago sobre os gbits de Alice na Eq. (1.8) obtemos o estado que
descreve o gbit de Bob. Note que os termos cruzados nao contribuem no calculo

deste traco.

p® = Trisp]
= (V7 |p|¥™) + (‘I’+|P|‘I’+) + (@7 |p|@7) + (2T |p|@T)

=5 (al> + 6) [0)40] + 5 (lal? + ) (1)1

1 1
= 5100 + 5111, (19)

pois |a]? + |b|?> = 1, dada a normalizagio do estado |#) a ser teletransportado.

Vemos claramente que o estado p® do gbit de Bob é uma mistura estatistica
méxima. Agora, se Bob recebe os dois bits de informagdo de Alice, seu gbit é
descrito por um dos quatro estados apresentados na Tab. 1.2. Neste caso, seu gbit
é um estado puro e nao estd emaranhado com nenhum gbit de Alice, ilustrando que
o canal quantico de comunicacao é destruido apds Alice realizar sua medida de Bell.
Posto de outra forma, o resultado expresso pela Eq. (1.9) mostra a importancia da
transmissao dos dois bits informando Bob sobre o resultado da medida de Alice para
que o teletransporte seja bem sucedido.

Para finalizar, vale a pena realcar que ao terminar o processo de teletransporte, o
estado que descreve o gbit 1 (aquele originalmente com Alice e cujo estado foi trans-
mitido a Bob) ndo mais é descrito pelo estado |¢). Isto pode ser visto diretamente
pelo fato de que apés a medida de Bell ser feita por Alice, os dois gbits pertecentes
a ela passam a ser descritos por um dos quatro estados de Bell, pﬁQ = |0 (DF|
ou p‘f’Q = |UE)(T*|. Calculando o trago com relagio ao gbit 2 vemos que p{ =
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Tra[pi's] = (1/2)(10)(0] + [1)(1]), e ndo [$){4] = (|a[*|0)(0] + ab*[0)(1] + ab|1)(0|
+ [b]?|1)(1]). Este resultado j& era esperado pois se tanto o gbit 1 quanto o gbit
3 de Bob fossem descritos por |¢), teriamos uma méaquina de clonagem de estados
quénticos, fato este proibido pelo teorema da ndo-clonagem [98]. Uma demonstragao
deste 1ltimo teorema é apresentada no Apéndice B.

1.3.3 Criptografia quantica

Desde os primoérdios da civilizagdo o homem sempre se deparou com o problema
de transmitir secretamente informacGes importantes. A ciéncia que estuda essa
arte de se comunicar confidencialmente, tendo a certeza de que somente as partes
interessadas terdao acesso a informacao, recebe o nome de criptografia.

Muitos dos modernos protocolos de criptografia anunciam publicamente o algo-
ritmo utilizado para encriptar e decriptar a mensagem. A seguranga desses proto-
colos se baseia apenas em uma longa sequéncia de niimeros aleatérios que o emissor
(Alice) e o receptor (Bob) da mensagem devem compartilhar em segredo. Ou seja, o
sucesso desses protocolos depende exclusivamente da capacidade de os envolvidos na
comunicacio serem capazes de compartilhar essa sequéncia de numeros aleatérios,
também conhecida como chave criptogréifica ou apenas chave, certificando-se de que
ninguém mais consiga ter acesso a ela.

Para compartilhar essa chave, Alice e Bob usam um canal cldssico de comu-
nicacao. Por mais seguro que ele seja, em principio ele pode ser monitorado por
algum agente externo (Eva) sem que Alice e Bob percebam. Eva pode obter a
chave, sem Alice e Bob notarem, pois qualquer informacdo cldssica pode ser clo-
nada. Eva pode, por exemplo, interceptar a chave enviada por Alice a Bob e, em
seguida, reenvia-la para ele.

Agora, se Alice e Bob usarem um canal quéintico de comunicagdo, eles terdo
certeza de que a transmissdo da chave foi realizada com seguranga total, ou de
que ela foi interceptada por Eva. Essa seguranca é baseada nas leis da Mecancia
Quantica e, desde que aceitemos que ela é uma teoria completa no sentido de EPR,
ndo ha meio de se burlar essa seguranca.

O primeiro protocolo de criptografia quantica [10], ou mais corretamente, pro-
tocolo de distribuicao de chaves quanticas, ndo se utilizou de estados emaranhados.
Entretanto, Artur K. Ekert criou um protocolo [31] que faz uso do estado de Bell
|T~) = (1/4/2)(]01) — |10)) para transmitir chaves quinticas. Este protocolo, cuja
seguranca estd baseada na violagdo da desigualdade de Clauser-Horne-Shimony-Holt
(CHSH) [24], serd apresentado em seguida.

Alice e Bob dispoem de um canal quantico que emite singletos. Alice recebe um
dos constituintes do singleto enquanto Bob recebe o outro. Vamos supor, sem perder
em generalidade, que as particulas viajam até Alice e Bob ao longo da diregao z.
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Ao receberem-nas, Alice e Bob medem o spin de suas particulas ao longo da dire¢io
a; e bj, respectivamente. O vetor a; (b;) é unitério e caracterizado pelos dngulos
polar 6 (0?) e azimutal ¢ (<p2-). Tanto Alice quanto Bob orientam, aleatoriamente
para cada medida de spin, seus detectores ao longo de trés vetores contidos no plano
zy, 1. e. 0% = 0;? = m/2. Os angulos azimutais que caracterizam estes vetores so:
08 =0, p3 =7/d e 3 = m/2 para Alice, e ¢ = 7/4, ¢ = 7/2 e ¢4 = 31 /4 para
Bob.

A partir destes vetores, podemos definir o coeficiente de correlacao de medidas
de spin ao longo das dire¢oes a; e b; como sendo

E(azab ) POO(aZab )+P11(azab ) POl(a’Lab ) PIO(aZab]) (110)

Aqui Py (a;, bj), Pi1(a;, b;), Poi(a;, bj) e Pig(a;, bj) representam a probabilidade de
obtermos os resultados (+1,+1), (—1,—1), (+1,—1) e (—1,+1) ao longo das diregdes
a; e bj, respectivamente. Para um estado puro, a Eq. (1.10) pode ser posta da

seguinte forma,

E(a;,bj) = (¥~ |a ®0b &™), (1.11)
onde off = a; -0 e Uf = b; - 08, o4 = (02, 0;4,0‘4) e oB = (05,05,03) e o

ponto representa o produto escalar. Para vermos isso basta lembrar que qualquer
estado puro de dois gbits pode ser escrito como [¥7) = a[0)a,|0)b; + b|0)a,[1)b; +
c[1)a;[0)n; +d|1>a1|1>b], com a, b, ¢ e d complexos, [0(1))a, autovetor de ol e |0(1))p
autovetor de ob Substituindo essa expansao de |¥~) na Eq. (1.11) obtemos

J

E(aj,bj) = |af” + [d]* — [b* — |c]. (1.12)

Agora, como |a]> = Py(a;,bj), [d* = Pu(a;,bj), [b> = Po(a;,bj) e [cf* =
Piy(a;, bj), recuperamos a Eq. (1.10) a partir de (1.11).

Sendo as componentes cartesianas dos vetores a; = (az, ay,a;) € bj = (bz, by, b,)

temos que
afi ® afj = axbwaA + awbya -|— azb, 0
+ayb, o fopss —i—aybyo; y +ayb, oy O'B
+azbwaAo +a,by a a + a,b, UA B. (1.13)

J4 que o4l ® ofj é um observavel (sua média tem que ser real) e o,|0) = i|0)
e oy|l) = —i|1), somente termos com um nimero par de o,’s na Eq. (1.13) sdo
relevantes no célculo de E(a;,b;). Além disso, como a aplicacdo de o, e oy em
|0) e |1) produzem estados ortogonais e a aplicagdo de o, produz apenas uma fase
global no estado em que ele atua, termos que possuem um nimero impar de o,’s
se anulam. Dessa forma, os tnicos termos da Eq. (1.13) contribuindo no célculo de
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E (az-, bj) sa0

E(a;,b;) = (¥ |agboicB +ayby0;05 + a,b,00B|07)
b
= —2E ((0Llo7'af10) + (10]07'07|01))

ayb
== ({01710} + (0] 07| 01)

b
a“2 2 ((01]020B|01) + (10|02 0B 10))

= —(agby + ayby + a,b,)

_l’_

Como era de se esperar, se Alice e Bob medem seus gbits na mesma direcao, a; = bj,
obtemos F(a;,a;) = —1. Isto expressa, para este caso em particular, o fato de que o
novo estado descrevendo o par de gbits sempre sera |01),, ou |10)4,, ndo importando
a orientacao do vetor a;.

Precisamos definir sé mais uma quantidade [24] antes de apresentarmos o proto-
colo de transmissao de chave quéantica [31]:

S = E(ai,b1) — E(ai, bs) + E(as, b1) + E(as, bs). (1.15)

Como o angulo formado por todos os pares de vetores que aparecem acima vale 7/4,
exceto para o par a; € bz, o qual é 37/4, temos que E(a;,b;) = —FE(a;,bs) =
E(a3,b1) = E(a3,b3) = —\/5/2 Portanto,

S =—-2v2. (1.16)

Voltando ao protocolo, apés Alice e Bob finalizarem as medidas nos vérios pares
de gbits oriundos de singletos, eles anunciam publicamente as orientacgoes escolhidas
para cada medida e se detectaram ou nao seus gbits. Eles descartam todas as
medidas em que pelo menos um deles nao detectou nenhum gbit. Isso ocorre pois
o detector ndo tem eficiéncia um. Em seguida eles separam todas as suas medidas
em dois grupos: 1) grupo de todas as medidas nas quais Alice e Bob orientaram
diferentemente seus detectores; 2) grupo onde ambos usaram a mesma orientagdo
({az,b1} e {a3,b2}). Feita essa triagem, Alice e Bob anunciam publicamente os
resultados obtidos para todas as medidas do grupo 1. A partir destes dados eles
calculam S, cujo resultado deve ser igual ao fornecido pela Eq. (1.16). Se esse
resultado se verificar, eles podem utilizar os dados do grupo 2, os quais estao anti-
correlacionados, como chave criptografica. Caso o valor de S nao seja aquele dado
pela Eq. (1.16), Alice e Bob descartam todos os seus dados e recomecam o protocolo.

A fim de provar a seguranca desse protocolo, devemos calcular o valor de S
supondo que um terceiro sujeito, diga-se Eva, interfira na transmissao dos gbits.
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Suponhamos que Eva mecga os gbits de Alice e Bob numa dire¢do n, e ny, respecti-
vamente. Dessa forma, ao medir o singleto Eva obtém uma das quatro possibilidades
abaixo representadas:

=]
@
=2
(%
©

[Ty " (00, [0}y
1T7) " 0)n, 1)y
07) " 10,10},
107) "5 [1)n, 1), (1.17)

onde | - )y, € |+ )n, S0 0s autoestados dos operadores o e ol

Seja‘m |C¥(l’1a, nb)|27 ‘,B(Ila, nb)|25 |7(na’ nb)‘2
deteccao de cada uma das respectivas quatro possibilidades acima expostas. Ex-

e |6(ng,np)|? as probabilidades de

plicitamos a depéncia das probabilidades em termos das orientacoes n, e n; para
realcar que elas dependem da estratégia de medida utilizada por Eva. Sendo assim,
o estado que chega a Alice e Bob apds Eva realizar suas medidas é

¢ = |(ng,05)[*0)n,]0)n, ng (0] n, (O] + [B(04;15)[?[0)n, [1)n, 0 (O] n, (1]
+[y(ng, nb)|2|1>na|0>nb ng (1 ny (0] + |0(ng, nb)|2‘1>na |1>nb n, (1 nb<1‘-
(1.18)

Para um estado misto qualquer, a Eq. (1.10) pode-se ser escrita como
E(a;,b;) = Tr [g (ag ® O'EJ)] . (1.19)

Novamente podemos ver isso expandindo ¢ na base {|n)a;,[m)b; a,(k|b, (!}, onde
n,m,k,l = 0,1. Temos no total 16 vetores. No entanto, ao tomarmos o traco,
restarao apenas os elementos da diagonal da matriz densidade. Estes, por sua vez,
sao dados por Pyo(a;, b;), Pi1(a;, bj), —Foi(as, bj), —Pio(ai, b;), mostrando que a
Eq. (1.19) é equivalente a Eq. (1.10).

Para simplificar as contas, e sem perder em generalidade, podemos expandir o
vetor a; num sistema de referéncia z'y'2’, onde 2’ é paralelo a n, e o vetor b; num

mn, mn. n

sistema z”y” 2" onde 2" é paralelo a ny. Fizemos esta escolha de tal forma que as
relagoes abaixo sejam satisfeitas:

o 0(W)n, = 11(0)n,, (1.20)
2 [0(1)n, = [1(0)n,, (1.21)
\0(1))na = i(=1)[1(0))n, (1.22)
o l0(1))n, = i(=1)[1(0))n,, (1.23)
o l0(L)n, = +(=)I0(1))n, (1.24)
z~|0(1))nb = +(HI0(1))n,- (1.25)
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Nestes sistemas de coordenadas,

A

ot = oix' + J;Iy' + o442, (1.26)
oB = oBx"+ 05, y" +oB4", (1.27)
a; = apx' +ayy +a,7, (1.28)
b; = bpx" +byy" +b)2", (1.29)
n, = 7, (1.30)
n, = 7', (1.31)

onde x',y’,z' e x"",y", 2" sao os versores que definem, respectivamente, os sistemas

de referéncia z'y'z" e "y 2".

Usando as expressoes anteriores podemos escrever os operadores Ji. e ij da

seguinte forma:

afi =a;-0t =d ol + a;aﬁ +aloh, (1.32)
of, =bi- ¥ =thog + byoyg + ol (1.33)
Por meio das Egs. (1.32) e (1.33) vemos que
q q
oh® O'Ej = abhopol +abjonol +alblogol

rin A _B ryn A _B ryn A _B

+aybw0'y10'zu + aybyUyIO'yu + aysz'le'zH
+alblohol, + a'zb'y'aﬁaﬁf +ablotol,. (1.34)

Retornando ao calculo do coeficiente de correlagao, vemos que substituindo a
Eq. (1.18) em (1.19) temos

E(a,b;) = |a(ng,m)|* n, (0] n, (0102 ® oF 0)n,[0)n,
+|B8(04,15)[* 0, (0] m, (105, ® 0 10)ng [ 1),
+7(00, 1) |% ny (1] , (0]02; © 05, 1), |0},
+H6(ma, 1) [* n, (1] my (10d, © 05, Dy [ 1) (1.35)

Observando as Egs. (1.20-1.25), os tnicos termos da Eq. (1.34) que contribuem

no célculo de E(a;,b;) sao

E(ai,bj) = |a(ng, m)|” (0] s, (0a}bl002 |0)n, |0)n,
+B(na, 1) [ 1, (0] n, (1]ab7070 7 [0}, 1),
+y (04, 15) [ 5, (1] n, (01007050 (1), 0D,
H8 (0, 1) [ g (1], (1 b7 05020 1), [ 1),

= f(ng,mp)alb}, (1.36)
onde f(ng,np) = |a(ng,np)|2—|B8(ng, np)|2—|y(ng, np) |2 +]6(n,, np)|2. Como a soma

do médulo quadrado dos coeficientes da expansdo de ¢ vale 1, entdo |f(ng, np)| < 1.
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Por meio das Egs. (1.28-1.31) obtemos
a, = a;-ng, (1.37)
Y, = bj-my. (1.38)
Assim, a Eq. (1.36) é reescrita como
E(ai,bj) = [f (04, mp)|(a; - n0) (b - mp), (1.39)

onde tomamos o médulo de f(ng,n,) para enfatizar que sempre podemos té-lo po-
sitivo, simplesmente redefinindo os eixos n, € ny.

Além disso, Eva pode mudar sua estratégia de medida para cada par intercep-
tado, bastando para isso alterar a orientacdo de n, e np. A funcio de correlagdo
final se torna, pois,

E(a;,b;) = / dn,dnyo(ng, np)(a; - n,)(b; - ny), (1.40)

onde g(n,, ny) é a probabilidade normalizada de cada estratégia® utilizada por Eva,
i. e, [dngdnyo(ng, ny) = 1.
Finalmente, usando a Eq. (1.40) a funcdo S pode ser assim escrita:
S = /dnadan(naanb)[(al -1g)(b1 - my) — (a1 - ng) (b3 - mp)
+(a3 - ng)(by - mp) + (a3 - ng) (b3 - mp)]
= /dnadnbg(na, m){(a; - ng)[b1 - ny — by - np| +
+(a3 - ng)[by - np + b3 - ny}. (1.41)

Agora, como todos os vetores que aparecem na Eq. (1.41) sio unitarios, todos os
b b
produtos escalares tém moddulo menor ou igual a 1. Assim,

15| < /dnadnbe(na,nb){lal'na\lbl'nb—b3'nb|+
-|—|a3 . Ila“bl -ny + bg - nb\}.
/dnadnbg(na,nb)ﬂbl ‘mnp — bz - np| + |by - np + by - my}.

IA

(1.42)

Analisando o termo entre chaves na Eq. (1.42) vemos que ele é da forma |z — y| +
|z +y|, onde z =by-ny ey =bs-ny. Mas |z —y|+ |z +vy| < |z| — |y| + |z] + |y| =
2|z, se |z] > |yl ou |z —y| + |z +y| < [y| — |z| + |z + [y| = 2[y|, se |z] < [yl-
Portanto, |z — y| + |z + y| < max{2|z|,2|y|}. E como |z] < 1 e |y < 1 entdo

9Se o(ng,np) = |f(ng,1n3)|8(n, —1n')8(n, — n'y) recuperamos a Eq. (1.39). Ou seja, Eva fixou
uma estratégia e a manteve para todas as medidas.



20 CAPITULO 1. EMARANHAMENTO QUANTICO

|z — y| + |z + y| < 2. Usando este ultimo resultado na Eq. (1.42) e lembrando que

o(ng, np) estd normalizada,

19 < 2. (1.43)

A Eq. (1.43) claramente mostra que qualquer interferéncia feita por Eva nos
pares de gbits que se dirigem até Alice e Bob pode ser detectada por eles, pois
nunca Eva conseguird ao mesmo tempo extrair alguma informagao e reproduzir o
valor S = —2v/2. Eva, no maximo,'° fard com que os estados que cheguem a Alice
e Bob alcancem S = —2 , ndo importando a engenhosidade de sua estratégia. E
neste sentido que devemos considerar como garantido pelas leis da fisica o segredo

da chave criptografica transmitida.

1.4 Visao geral da tese

Neste capitulo apresentamos uma visao geral de estados quanticos emaranhados.
Mostramos a defini¢ao atual do que seria emaranhamento, tanto para estado puro
quanto para estado misto. Em seguida apresentamos algumas das mais famosas
aplicacoes de estados quinticos emaranhados: codificagio superdensa [12], teletrans-
porte quintico [11] e criptografia quintica [31].

No Cap. 2 estudamos os mais fortes critérios de separabilidade conhecidos. Por
meio desses critérios, podemos saber facilmente se alguns tipos de estados quanticos
estdo ou nao emaranhados. Comecamos expondo a relacdo entre violacao de desi-
gualdade de Bell [9, 24] e emaranhamento [37]. Mostramos que todo estado puro
bipartite emaranhado viola alguma desigualdade de Bell. Por outro lado, este re-
sultado nao se aplica a estados mistos [95], o que levou & criacdo de critérios mais
fortes de separabilidade. Em seguida, apresentamos o critério de separabilidade de
Peres-Horodecki [65, 47], vdlido para sistemas descritos por espagos de Hilbert de
baixa dimensionalidade e o critério de Simon [88], aplicdvel a estados descritos por
varidveis canonicas, simplesmente conhecidos como estados continuos. Terminamos
este capitulo apresentando o primeiro resultado original desta tese. Trata-se de
um método para detectar se temos ou ndo emaranhamento em estados Gaussianos
estudando-se a evolucao temporal das dipersoes da posicao e do momento de apenas
um dos constituintes do sistema.

O Cap. 3 é dedicado & quantificacio do emaranhamento. Apresentamos trés
medidas de emaranhamento, validas tanto para estados puros quanto para esta-
dos mistos. Em seguida estudamos em detalhes uma delas, o Emaranhamento de
Formagdo (EoF'). Mostramos, baseados na Ref. [99], uma deducdo da expressdo

analitica para se calcular o FoF' de um sistema formado por dois gbits. Deduzimos

108e tivéssemos utilizado explicitamente as orientacdes de ai,az, b1 e bz, terfamos obtido um
limite superior ainda menor: |S| < /2



1.4. VISAO GERAL DA TESE 21

também, baseados no trabalho de Giedke et al. [36], a expressdo analitica a partir da
qual obtemos o FEoF' para estados Gaussianos simétricos. Munidos dessa expressao,
apresentamos mais um resultado original desta tese: dois limitantes inferiores para
o EoF' de estados Gaussianos arbitrarios [73]. Finalizamos o Cap. 3 estudando sis-
temas de mais de um gbit. Num outro resultado original, generalizamos [76] para
N gbits o protocolo de teletransporte de Bennett et al. [11], i. e., mostramos como
teleportar um cadeia de N gbits. A partir da eficiéncia que 2N gbits tém para te-
leportar N gbits, definimos uma nova medida de emaranhamento multipartite [76].
Esta medida, o Emaranhamento de Teletransporte (E7), possui forte apelo fisico
e, dado um estado puro multipartite formado por um nimero par de constituintes,
facilmente obtemos seu valor. Além disso, podemos interpretar o Fp como medindo
a eficiéncia de codificacao superdensa de um estado multipartite [75]. Mostramos,
enfim, que o canal quintico necessirio para teleportar N gbits, emaranhados ou
ndo, nada mais é do que N estados de Bell trabalhando em paralelo [75].

No Cap. 4 propomos uma relacao de incerteza mais geral [70, 71] do que a fa-
mosa relagdo de incerteza de Heisenberg [44]. Supondo que lidamos com particulas
idénticas e emaranhadas, apresentamos uma nova desigualdade para as dispersoes
da posicao e do momento das varias particulas de um sistema composto. Essa nova
relacao constitui uma possivel explicacao para o experimento envolvendo fétons ema-
ranhados realizado por Kim e Shih [56]. Este experimento, no qual vemos uma apa-
rente violagao da desigualdade de Heisenberg, foi a maior motivacao deste capitulo.

No Cap. 5 investigamos como o caos quantico, a localizagao e o emaranhamento se
relacionam. Usando o modelo de Heisenberg e calculando o emaranhamento bipartite
para primeiros, segundos e terceiros vizinhos, mostramos que [78], em geral, quanto
maijor a caoticidade do sistema menos emaranhamento bipartite obtemos. Este
resultado é interessante pois mostramos, pela primeira vez, que nem sempre um
ambiente caético favorece o aparecimento de emaranhamento [7, 61]. A existéncia
ou ndo de um alto grau de emaranhamento bipartite num ambiente cadtico depende
de qual modelo fisico descreve nosso sistema. Mostramos, também, que a localizagao
estd fortemente entrelagada com a caoticidade do sistema. Dependendo desse grau
de caoticidade, ora o emaranhamento cresce e ora descresce com a localizagao [78].

Quando dois ou mais gbits, em equilibrio térmico com um reservatério de tem-
peratura T, estao emaranhados, lidamos com emaranhamento térmico. Este é o
assunto do Cap. 6. Supondo que a interacdo entre dois gbits se di por meio da
Hamiltoniana de Heisenberg, estudamos detalhadamente o emaranhamento térmico
para uma vasta gama de constantes de acoplamento [74]. Mostramos, pela primeira
vez, que existem regiGes de anisotropia da Hamiltoniana favorecendo o emaranha-
mento. Além disso, estas regides aumentam a temperatura mixima na qual ainda
encontramos emaranhamento [74]. Revisamos, também, os resultados anteriormente

obtidos para modelagens mais simples e provamos que todos sao casos particulares
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da solucdo analitica que obtemos para o caso geral. Terminamos o Cap. 6 apre-
sentando um resultado numérico que sugere fortemente a inexisténcia, para esse
modelo, de um conjunto de constantes de acoplamento que propiciem um aumento
no emaranhamento ao se aumentar a temperatura 7' do reservatorio térmico.
Finalmente, no Cap. 7, expomos nossas consideracdes finais, relembramos os
pontos relevantes dos capitulos anteriores e sugerimos possiveis assuntos a serem

investigados futuramente.



Capitulo 2

Aspectos Qualitativos do

Emaranhamento

2.1 Introducao

Ja vimos que o emaranhamento é um recurso muito 1til para a realizacao eficiente
de tarefas até entao impossiveis de serem executadas utilizando-se apenas as propri-
edades classicas da Natureza. Dessa forma, torna-se natural perguntar quais estados
quénticos estao emaranhados. Isto é, dada uma matriz densidade p, queremos saber
se ela representa um estado quantico emaranhado. Este é um problema que ainda
nao tem solucgdo geral de ficil implementagdo. Para sistemas bipartites (sistemas de
duas particulas, por exemplo) temos condigdes necessarias e suficientes. Entretanto,
somente para sistemas descritos por estados pertencentes a espagos de Hilbert de
baixa dimensionalidade (2 X 2 e 2 x 3) temos um procedimento operacional para che-
car se a matriz densidade descrevendo o sistema é separavel (nao emaranhado). Para
sistemas multipartites o problema é extremamente nao trivial e praticamente nao
temos métodos operacionais. Neste capitulo, nos restringimos a sistemas bipartites.

Para estados puros, existe uma relacao intima entre emaranhamento e violagao de
desigualdade de Bell. Todo estado puro emaranhado viola alguma desigualdade de
Bell. No entanto, isso deixa de ser verdade ao lidarmos com estados mistos. Existem
estados mistos emaranhados cujas correlagoes podem ser explicadas por meio de
uma teoria de varidvel oculta local [95]. Assim, estes estados satisfazem qualquer
desigualdade de Bell que venhamos a construir. De alguma forma as correlagées
classicas que existem nestes estados mascaram as correlagoes quanticas associadas ao
emaranhamento. Essa foi a motivagdo para a busca de critérios de emaranhamento
mais fortes do que violacdo de desigualdade de Bell.

A seguir apresentamos uma demonstragao de que todo estado puro emaranhado
viola alguma desigualdade de Bell. Depois discutimos o critério de separabilidade
mais forte até hoje descoberto, o qual nos permite dizer se temos ou ndo emaranha-

23
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mento em sistemas bipartites arbitrdrios (puros ou mistos). Analisamos detalha-
damente este teste de separabilidade para sistemas bipartites, o qual é muito mais
forte que violagao de desigualdades de Bell. Este teste é conhecido como critério de
Peres-Horodecki ou critério PPT (Transposicdao Parcial Positiva). Ele é valido tanto
para sistemas puros ou mistos e tem a vantagem de ser uma condigdo necessiria
e suficiente de separabilidade de ficil implementacdo para estados pertencentes a
espacos de Hilbert de dimensao 2 x 2 e 2 x 3. Apresentamos também o critério
de separabilidade de Simon, o qual se aplica a sistemas descritos por varidveis ca-
nonicamente conjugadas, doravante estados continuos. Esse critério se mostra uma
condicao necessdria e suficiente de emaranhamento para uma certa classe importante
de estados continuos, os estados Gaussianos. Finalizamos este capitulo mostrando
o primeiro resultado original desta tese: um método para determinar se um estado
Gaussiano estd emaranhado ou ndo, medindo-se apenas as dispersées na posicao e
no momento de uma das particulas constituintes do sistema.

2.2 Desigualdade de Bell e Emaranhamento
Usando uma notacao semelhante aquela da Sec. 1.3.3, definimos a expressao
S =|P(a,b) — P(a,b)| + P(d',b) + P(d, V'), (2.1)

onde P(a,b) = (a- 0 ®b-oB). Aqui, A e B realcam quais sdo os observaveis de
Alice e Bob e a = (ag,ay,a,) e b = (bg, by, b,) sdo vetores unitdrios especificando as
diregoes nas quais Alice e Bob medem os spins (£1) de suas particulas.

A partir dos mesmos argumentos de localidade e realismo usados por Bell na
demonstragio de seu teorema [9], Clauser, Horne, Shimony, e Holt (CHSH) [24] de-
monstraram que qualquer teoria de varidvel oculta local implica em S < 2. Dessa
forma, se um estado quantico fornece S > 2 dizemos que ele viola a desigualdade
acima e possui caracteristicas nao-locais. Para uma demonstracdo deste teorema
veja 0 Apéndice C. Nosso objetivo aqui é demonstrar a possibilidade de encontrar
orientacoes a, a’, b e b’ tais que qualquer estado puro emaranhado usado para cal-
cular S forneca S > 2. Ou seja, todo estado emaranhado viola alguma desigualdade
de Bell. A demonstracao seguinte é fortemente baseada naquela feita originalmente
por Gisin [37].

Usando a decomposicio de Schmidt! podemos escrever qualquer estado emara-

nhado de dois gbits como
) = c1/01) + c2[10), (2.2)

onde ¢; e cg sdo numeros reais positivos. Usando a Eq. (2.2) para calcular P(a,b)

'Veja o Apéndice D para uma demonstracio da decomposi¢io de Schmidt.
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obtemos
P(a,b) = c2(0lla-o® @b-o2|01) + 3 (10a- o® @ b- oB|10)
+2cicoRe ((0l]a-o® ® b - oB|10)) . (2.3)
Mas
(0lla-0c® ®@b-0Bl01) = —a,b,, (2.4)
(10ja-oc® ®@b-0B]10) = —a,b,, (2.5)

Re ((01]a-o® ® b- B|10)) azby + ayby. (2.6)

Substituindo as Eqs. (2.4 - 2.6) na expressao para P(a,b) temos

P(a,b) = —c2a,b, —c3a,b, +2cicp(aghy + ayby)
= —azb, + 2cico(aghy + ayby). (2.7)
Para obtermos a tltima igualdade usamos o fato de que [¢) estd normalizado, i. e.,

¢ + 2 = 1. Expressoes semelhantes sio obtidas para P(a’,b), P(a,b') e P(a',V').

Supondo os seguintes valores para os vetores a(a’) e b(b’):

ag(ay) = sina(sind’), ay(ay) = 0(0), a.(a}) = cosa(cosa’), (2.8)
by (b)) = sin B(sin 8'), by (b,) = 0(0), b, (b)) = cos B(cos §'), (2.9)

obtemos
P(a,b) = —cosacos 8+ 2cicosinasin . (2.10)

Expressoes idénticas valem para P(a’,b), P(a,b’) e P(a’,b'), bastando colocar as
‘linhas’ apropriadas. Fixando @ =0 e o/ = 7/2 temos

P(a,b) = —cosfB, P(a',b) =2cicqsinf, (2.11)
P(a,b') = —cos 8/, P(a',t/) =2cicosinf3. (2.12)

Assim, a Eq. (2.1) fica reescrita como
S = |cos B —cos B'| +2ciea(sin B + sin B'). (2.13)
Escolhendo 3 e 3’ tais que cos 8 = —cos3' > 0 e sinf8 = sin8’ > 0 temos
S =2cosf+4cicasinf. (2.14)

Calculando o maximo da funcao anterior

d
£ =0 —tanf =2cico. (2.15)
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A partir do valor de tan 8 podemos calcular cos 3 e sin j3:

1 1
Vittan?g J1+4EE

) 2c1c9
1 243 — <. 2.17
sin 3 = v/ cos? f8 - = (2.17)

Substituindo as duas tltimas expressoes na Eq. (2.14) obtemos

S=24/14+4cc3 > 2. O (2.18)

A desigualdade se deve ao fato do termo dentro da raiz quadrada ser sempre maior

cos 3 =

(2.16)

do que 1.

A demonstracdo anterior, feita para sistemas bipartites 2 x 2, pode ser genera-
lizada [66] para um sistema bipartite de dimensao arbitraria M x N. Dessa forma,
todo sistema bipartite emaranhado viola alguma desigualdade de Bell.

2.3 Ciritério de Separabilidade de Peres-Horodecki

O teorema, anterior pode ser encarado como um critério de separabilidade: um estado
estd emaranhado se ele viola alguma desigualdade de Bell. Entretanto, ele s6 é valido
para estados puros. Na verdade, ele falha para a maioria dos estados mistos. Faz-se
necessario, entdo, a criacdo de critérios mais fortes e de ficil implementagdo vélidos
também para estados que ndo sejam puros. E neste contexto que surge o critério de
separabilidade de Peres-Horodecki.

2.3.1 Condicao Necessaria de Asher Peres

Relembrando a defini¢ao de separabilidade, uma matriz densidade p é separivel se, e
somente se, ela pode ser escrita, para algum k, como uma soma de produtos diretos

da seguinte forma:
k

p=> piri ®pF, (2.19)
1=0

onde p; > 0, Zf:o pi=1,e pf e pf sao matrizes densidade dos subsistemas A e B.

O estado acima é o estado mais geral que pode ser preparado por dois observa-
dores separados e que recebem instrugoes de uma fonte comum. No jargdo de Teoria
Quantica da Informacgao, podemos dizer que a matriz p acima é a mais geral que
pode ser construida via LOCC (Operagoes Locais e Comunicagio Cléssica).

Partindo dessa defini¢io, Asher Peres [65] demonstra o seguinte teorema:
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Teorema 1 Se p é uma matriz densidade separdvel, entdo o operador obtido pela
transposicdo parcial de p € positivo semidefinido.?

Antes de provar o teorema acima precisamos de algumas defini¢oes e lemas que
serdo tteis ao longo da demonstracao.

Definicdo 3 Um operador € positivo semidefinido se seus autovalores sdo ndo ne-
gativos. A notagdo usada para indicar que um operador O é positivo semidefinido
é: 02>0.

Definigdo 4 Se T € o operador transposicao e O;; é um elemento de matriz do
operador O numa base qualquer, entdo, TO;; = Oj;. Usamos também a seguinte

notacdo para indicar transposicao: OT.
Lema 1 7T (AB) = T (B)T (A), onde A e B sio operadores.

Prova:
Seja (AB);; um elemento de matriz do operadorAB. Entéo:

T(AB)ij = (AB)ji =Y AjBri = > BriAjk
k k

J

= ZTBikTAkj = (T(B)T(A))Z
k

Portanto, T (AB) = T(B)T (A). O

Lema 2 Se O € um operador hermitiano e positivo semidefinido e T € o operador
transposicao entao T O € positivo semidefinido, isto é, T € um mapa positivo.

Prova:

Seja U a transformacado unitaria que diagonaliza O. Sendo O o operador dia-
gonal entao O = UOUt. Como por definicdo @ é positivo seimidefinido entdo
O > (0. Como 14, > 0 é diagonal entao TO > 0. Usando o lema 1 vemos que
TO = TUOUT) = TUTOT(U) > 0. Definindo V = T(U) e VI = T(U) vemos
que VTOVT > 0. Mas W' = T(UNT (U) = T(UU') = Z, onde T é a matriz identi-
dade. Assim V também é transformacdo unitaria. Mas uma transformagdo unitédria
nio altera os autovalores de um operador. Assim, VTOV! > 0 implica em 70 > 0.
Ou seja, 7 é mapa positivo. O

2Muitos autores também usam a notacio operador positivo ao invés de positivo semidefinido.
Rigorosamente, operador positivo deveria ser aquele cujos autovalores sdo positivos (excluindo o
Z€ro).
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Prova do teorema 1:
Como temos matriz densidade separdvel, ela pode ser escrita conforme a Eq. (2.19).
Um elemento de matriz desse estado pode ser escrito da seguinte forma:

k
A B
Pmuny = sz'(Pi )mn (Pz‘ )w/- (2.20)
i=1
Indices latinos (gregos) referem-se ao sistema A (B). Vamos definir a seguinte matriz
o, que nada mais é do que a transposicao parcial em relagdo ao sistema A.

Omu,nv = Pnu,my- (221)

Usando a Eq. (2.19), a Eq. (2.21) pode ser escrita da seguinte forma:
k
o= pilpi) ®pf. (2.22)
i=1

Usando o lema 2 sabemos que (pf)T > 0. Além disso, como a transposicdo nao altera
os elementos diagonais de p;' temos que T {(p{')"} = 1. Ou seja, como (p;')” é
operador positivo semidefinido e possui trago unitario, ele é uma matriz densidade.
Dessa forma, o operador o é matriz densidade, pois ele é uma soma convexa de
matrizes densidade. Mas o fato de o ser matriz densidade implica em o > 0, isto é,
o operador obtido pela transposicao parcial de p é positivo semidefinido. O
Vale a pena ressaltar que os autovalores de ¢ sao invariantes por transformacoes
unitarias locais feitas em p. Isto pode ser facilmente visto se aplicarmos a seguinte

transformagdo unitaria em p:
p— U eUP)p Ut ouP)'. (2.23)

Usando a Eq. (2.19) temos que:

k
p— Y pt ol UM @uP P (UP)'. (2.24)
i=0
Dessa forma,
k - .
o= pi (UAp;“ (uA)J‘) UPpP UP)". (2.25)
i=0
Usando o lema 1:
k T
o= 3om (@) (o) @) ou”pP W) (226)
i=0

Usando o fato de que Ut = (Z/{T)* temos:

o i p U (o))" ((uA)*)’r ouUPpP (UP)". (2.27)
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Definindo U* = V temos:
o= VAeuP) e (Vi eu®). (2.28)

Como U e V sao transformagoes unitarias, entao o também sofre uma transformacio
unitdria local dado que p sofra uma transformacgdo unitaria local. Dessa forma, os
autovalores de o sdo invariantes por transformacées unitarias locais em p. Esse fato
é muito importante, pois nos permite aplicar o critério da transposigao parcial em
qualquer representacao da matriz densidade p. Nao importa em qual base p estd
escrita. Basta tomarmos o transposicao parcial e checar os autovalores de ¢ para
testar se temos emaranhamento. E por isso que este critério é operacional e de facil

implementagao.

2.3.2 Condigao Suficiente da Familia Horodecki

Ao escrever seu trabalho, Asher Peres conjecturou que o critério da positividade da
matriz parcialmente transposta (PPT) poderia ser, além de condi¢do necessiria de
separabilidade, uma condicdo suficiente. Talvez tal conjectura se deveu ao fato de o
critério PPT ser, para alguns casos, muito mais forte que violagtes de desigualdade
de Bell.

Concomitantemente a publicagido do artigo de Asher Peres, a familia Horodecki
demonstrou um critério necessario e suficiente de separabilidade baseado na teoria de
mapas positivos. Esse critério, para sistemas de baixa dimensionalidade (2x2 e 2x3),
mostrou-se equivalente ao critério PPT. A familia Horodecki [47] também esbogou
uma, prova de que o critério PPT nao seria condigao suficiente para sistemas de alta
dimensionalidade. Pouco tempo depois desse esboco de prova, Pawetl Horodecki, em
outro artigo [48], forneceu contra-exemplos para sistemas 2 x 4 e 3 x 3, mostrando
inequivocamente a ineficicia do critério PPT para sistemas de alta dimensionalidade.

Pretendemos retomar a demonstracio feita pela familia Horodecki de seu critério
de separabilidade baseado na teoria de mapas positivos, bem como sua equivaléncia
ao critério PPT.

Antes de iniciar a demonstracao dos trés teoremas do trabalho da familia Horo-
decki precisamos de algumas definigdes e lemas. Vamos também mudar um pouco
nossa notacdo: operadores serdo representados por letras maidsculas latinas e nao
mais por letras caligraficas maidsculas, pois agora precisamos das letras caligraficas
para representar os espagos de Hilbert. Devemos estar atentos também para nao
confundir a particao do sistema em A(Alice) e B(Bob) com alguns operadores re-
presentados por essas duas letras.

Definicdo 5 Seja H = Ha®Hp o espago de Hilbert de dimensdo finita que descreve
0 nosso sistema bipartido. Por Ay e Ap entendemos o conjunto de operadores que
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atuam em Ha e Hp, respectivamente. Ayq e Ap sdo espacos de Hilbert-Schmidt,
com produto escalar (A, B) = Tr {BtA}, onde A, B € A;, i = A, B.

Defini¢do 6 Um operador A € positivo semidefinido se Tr{AP} > 0, onde P é um

projetor qualquer.

A defini¢do anterior é equivalente & ndo negatividade dos autovalores de A (de-
fini¢do 3). Isso pode ser visto da seguinte maneira. Seja U a transformagao unitéria
que diagonaliza A, isto é, A = UAU'. Entdo, Tr{AP} = Tr{UtUAUUP} =
Tr{UAU'UPU'} = Tr{AQ}, onde Q = UPU'. Dessa forma, Tr{AQ} = Tr{AP}
> 0. Mas Q também é projetor: Q? = UPU! UPUT=UP?U' = UPU' = Q. Como
(@ pode ser qualquer projetor, bastando para isso escolhermos P apropriadamente,
tomamos @ como sendo aqueles que projetam A em seus autoestados. Assim, todos
os autovalores de A sio ndo negativos. Usando o fato de que uma transformacao
unitéria nio altera os autovalores de um operador e que A e A estio conectados por
uma, transformagao unitaria, temos que todos os autovalores de A sdo ndo negativos.

Defini¢do 7 (Mapa positivo) Seja L(A4, AB) o espaco dos mapas lineares de
Aa para Ag. Um mapa A € L(Aa, AB) € positivo se ele mapeia operadores posi-
tivos® pertencentes a Az no conjunto dos operadores positivos pertencentes a Ap.
Isto é, se A > 0 entao A(A) > 0.

Definigao 8 (Mapa Completamente Positivo (CP)) Um mapa
A€ L(A4s, Ap) € CP se o mapa induzido

Ay =AQRTI: Ap @M, > Ap @M,

€ positivo para todo n, onde M, é o conjunto de matrizes complexas n xn el € o

mapa identidade.

Pela, definicao acima vemos que um mapa CP também é um mapa positivo e que o
produto tensorial de um mapa CP pela identidade mapeia operadores positivos em

operadores positivos.

Lema 3 Para qualquer estado insepardvel p € As @ Ap existe um operador Her-
mitiano A tal que Tr{fiﬁ} <0e Tr{fia} > 0 para qualquer estado o separduvel.

Prova:
Para demonstrar o lema acima, a familia Horodecki usa o seguinte teorema, que

3Por economia de espaco, ao nos referirmos a operadores positivos estamos nos referindo a
operadores positivos semidefinidos.
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é uma consequéncia do teorema de Hahn-Banach [29]: Se W; e W5 sdo conjuntos
convexos fechados em um espaco real de Banach* e um destes conjuntos é também
conjunto compacto,® entdo existe um funcional f e um a € R (reais) tais que para
todos os pares de elementos w; € W1, ws € Wy temos

flwy) < a < fws). (2.29)

O teorema acima mostra que um conjunto convexo num espago de Banach é comple-
tamente descrito por desigualdades envolvendo funcionais continuos. Por construgao
p e o sao conjuntos convexos fechados. Além disso, p, por ser um conjunto unitario,
é compacto. (Pois qualquer sequéncia construida a partir de um conjunto unitario S
que tem s como elemento s6 pode conter o préprio elemento. Dessa forma, qualquer
subsequéncia extraida dai convergird para s, que obviamente pertence a S.) Dessa
forma, pelo teorema de Hahn-Banach, existem uma func¢ao f e um « real tais que

f(p) << flo), (2.30)

para qualquer o separdvel. Agora, um funcional continuo agindo sobre um espaco de
Hilbert pode ser representado por um vetor desse espago [47]. Como f age sobre um
espaco de Hilbert (p,0 € A4®Ap), podemos representd-lo por meio de um elemento
pertencente a esse espaco. Seja A = A esse elemento, tal que f(o) = Tr{eA}.
Escolhemos A hermitiano para garantir que o trago seja um numero real. Assim, a
Eq. (2.30) fica:

Tr{Ap} < a < Tr{Ac}. (2.31)

Seja A= A + al, onde I é a identidade. Substituindo na Eq. (2.31) temos:

Tr{(A+ol)p} < o <Tr{(A+al)o}
Tr{Ap} + aTr{p} < a <Tr{Ac}+aTr{c}
1 1
Tr{Ap} <0 <Tr{do}. 0 (2.32)

Usando o lema acima a familia Horodecki demonstrou o seguinte critério de
separabilidade.

Teorema 2 Um estado p € Ay ®Ap € separdvel se, e somente se, Tr{Ap}> 0 para
qualquer operador A que satisfaca Tr{A(P ® Q)} > 0, onde P e Q) sao projetores

que atuam em H 4 e Hp, respectivamente.

4Um espago de Banach é um espago vetorial completo com norma |[v||. Se a norma deste espago
for dada por um produto escalar temos um espago de Hilbert. Isto é, espago de Banach é mais
geral que o espago de Hilbert, pois aquele, numa colocagdo nio tdo rigorosa, ndo exige um produto
escalar.

SUm conjunto S é compacto se, para qualquer sequéncia de elementos si,s»,... de S, uma
subsequéncia pode sempre ser extraida tal que esta subsequéncia tenda para algum elemento s € S.
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Prova:
Se p é separdvel, entdo ele é dado pela Eq. (2.19). Assim,

k

Tr{Ap} = ZpiTT {A(pf®pl)}
i=0

Sendo UiA e UiB as transformagdes unitirias que diagonalizam pf‘ e pZB , temos:

k
T 1 T 1
Tr{dp} = Y piTr {4 (VAU UM UL 9 UP'UP pPUP UF ) |
=0

k
= Y (UA o UP) A (U e UP) UAAU @ UPpPUE'

A’ p{ﬂ piB’
k
= Sure{a (v e )}, (2.33)
1=0

AI BI ~ . . ~ ) ~
onde p;* e p;’ sao diagonais. Sabemos que uma transformacao unitiria nao altera os

autovalores de um operador. Entao, como por hip6tese Tr{A(P®Q)} > 0, isto é, A
é um operador positivo, temos que Tr{A'(P®Q)} > 0, pois A e A’ estdo conectados
por uma transformacao unitiria. Agora, como p{" e pZB' sao diagonais, eles podem
ser escritos como uma soma de projetores, onde os pesos para cada projetor sao seus

o, . . ! . !
autovalores positivos, )\3-4”‘ para p{‘ e )\f ¢ para pZB :

dim’HAi

p = > NP (2.34)
j=1
dimHBi

P = > AQi, (2.35)
j=1

onde dim H 4, e dim Hp, sao as dimensoes dos espacos de Hilbert em que pt e pP’
atuam, respectivamente. Logo, substituindo as Eqs. (2.34) e (2.35) na Eq. (2.33)

temos:

g dim Ha, dim Hp,
Tr{dp}=>_ > > pxjaliTr{Aa (Pl Qi)}. (2.36)
i=0  j=1  j'=1
Como Tr{A'(P ® Q)} > 0, para qualquer P e Q, entdo Tr {A' (PJZ ® Qj-,)} > 0.
Além disso, Af", )\ﬁi e p; sd0 maiores ou iguais a zero. Portanto, o lado direito da
Eqg. (2.36) é maior ou igual a zero. Ou seja, Tr{Ap} > 0.

Agora, para provar que se Tr{Ap} > 0 entdo p é separdvel vamos supor o contrério e
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mostrar que chegamos numa contradicdo. Isto é, vamos supor que Tr{Ap} > 0, para
qualquer A que satisfaca Tr{A(P®Q)} > 0, e que p seja insepardvel. Usando o lema
3 vemos que podemos encontrar um operador Hermitiano A tal que Tr{Ap} < 0 e ao
mesmo tempo Tr{Ac} > 0 para qualquer estado separdvel o. Entdo este A também
satisfaz Tr{A(P ® Q)} > 0, pois P ® @ pode ser considerado estado separdvel (a
menos de uma constante de normalizagao). Ou seja, encontramos um A que também
satisfaz Tr{A(P ® Q)} > 0 e ao mesmo tempo Tr{Ap} < 0. Mas isso contradiz
a hipétese, pois supomos inicialmente um estado inseparivel tal que Tr{Ap} > 0,
para qualquer A satisfazendo Tr{A(P ® Q)} > 0. Logo, p sé pode ser separavel.
O

A originalidade da familia Horodecki ocorreu na demonstragao do préximo teo-

rema, onde eles traduziram o teorema anterior para a linguagem de mapas positivos.

Teorema 3 Seja p uma matriz densidade que atua sobre o espaco de Hilbert Ha ®
Hp. Entdo p € separdvel se, e somente se, para qualquer mapa positivo A : Ag — Aa
o operador I ® Ap € positivo.

Prova:

Existe um isomorfismo entre mapas positivos e operadores positivos que é construido
da seguinte forma. Dada uma base arbitriria ortonormal F; de A,4, definimos um
mapa isomoérfico S que mapeia o conjunto de mapas lineares A : A4 — Ap em
operadores que atuam sobre H 4 ® Hp da seguinte forma,

LA AB) A = S =Y El@AE) e As® Ap

SAN)=INY E@E cAs@Ap.  (2.37)

2

Para o isomorfismo acima construido, usando o resultado deduzido por Jamiotkowski
[53], o mapa A € L(A4, AB) é positivo se, e somente se, S(A) é operador® hermitiano
e Tr{S(A)P ® Q} > 0 para quaisquer projetores P € A4 e @Q € Ap. Aqui vemos
que S(A) equivale ao operador A do teorema 2.

Seja {P;; = [i) (j|};h;f1“ nossa base em Ay, onde {[|i)} é uma base em H 4.

5Subentende-se, daqui em diante, que S(P® Q) = SP® Q.
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Usando essa base e a Eq. (2.37), o teorema 2 pode ser escrito da seguinte forma:

Tre |I®A)> Pui®P;|ppy > 0, (2.38)
ij

Tr [(I®AT)Y Pu®TP;|py > 0, (2.39)
ij

Tri | (I®AT)Y Pi®P;|py > 0, (2.40)
ij

onde T é o operador transposi¢ao (veja defini¢ao 4). Além disso, lembrando que
T é mapa positivo (lema 2), o mapa AT também é mapa positivo. Dessa forma,
como A representa o conjunto de todos os mapas positivos, podemos fazer a seguinte
substitui¢do sem perder em generalidade: AT — A. Assim, a Eq. (2.40) fica:

Tri|(I®A)Y Pi®Pj|pp >0 (2.41)
ij
Vamos definir o seguinte projetor,
1
Py =~ Z Pj; ® Pji, (2.42)
ij

onde d = dimH 4. Substituindo a Eq. (2.42) na Eq. (2.41) temos:
Tr{(I®A)dPyp} > 0, (2.43)
Tr{(I®A)Pyp} > 0, (2.44)

pois d > 0. Agora, usando o produto escalar do espago de Hilbert A4 ®Ap (defini¢ao
5) na Eq. (2.44) temos:

<p, (I® APO)T> 0, (2.45)
(p,I®@AP) > 0. (2.46)

v

Para chegarmos a tltima equagao usamos o fato de que Py é hermitiano e de que
mapas positivos preservam a hermiticidade de um operador. Escrevendo a equagao
adjunta da Eq. (2.46) temos:

(I®Ap,Py) > 0, (2.47)
Tr{P} (I® Ap)} > 0, (2.48)
Tr{P,(I®Ap)} > 0, (2.49)

onde usamos novamente a definicio do produto escalar e agora A : Ag — A4 pois

trabalhamos com o mapa adjunto [47]. Como P; é um projetor qualquer entdo a
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Eqg. (2.49) implica que I ® Ap é operador positivo para qualquer A. Mas a Eq. (2.49)
nada mais é do que o teorema 2 escrito de outra maneira, isto é, a Eq. (2.49) é
safisfeita se, e somente se, p é separdvel. Logo, pela definicdo 6, p é separdvel se, e
somente se, I ® Ap é operador positivo. O

Usando o teorema anterior, a familia Horodecki conseguiu provar a seguinte
condigao (operacional), necesséria e suficiente, de separabilidade para sistemas 2 x 2
e2x3.

Teorema 4 Um estado p agindo sobre espagos C? @ C? ou C?> ® C? ¢ separdvel se,
e somente se, sua transposicao parcial é um operador positivo.

Prova:

O fato de que se p é separdvel entdo sua transposi¢ao parcial é um operador positivo
j4 foi demonstrado. (E o trabalho de Asher Peres anteriormente analisado.) Agora,
para provar que se a transposicdo parcial de p é um operador positivo entdo p é
separdvel, a familia Horodecki usou o seguinte resultado obtido por Strgmer [89] e
Woronowicz [100]: “Qualquer mapa positivo A : Ap — A4, onde Hy = Hp = C?
ou Ha = C% e Hp = C?, pode ser escrito da seguinte forma:

A= AFT + ASPT, (2.50)

onde AP

sao mapas CP.” Como Al-CP sao mapas CP, entdo os mapas A; = I ® AZ-CP
sd0 mapas positivos (veja definicio 8). Seja p’? a transposicio parcial de p em
relagio ao subsistema B, isto é, p'® = (I ® T')p, onde T é o operador transposicio.

Por hipétese p® > 0. Entdo:

Aip+ Aop™® 0, (2.51)
AMp+A(I®T)p > 0. (2.52)

v

Usando a definicdo de A; temos:

ITRASP)p+ (TQASPYIQT)p > 0, (2.53)

T AP )p+ (T ASPT)p > 0, (2.54)

IQ (AT +ASPT)p > 0 (2.55)

Mas como qualquer mapa positivo pode ser escrito conforme a Eq. (2.50), a Eq. (2.55)

vale:
I®Ap>0. (2.56)

Assim, pelo teorema 3, o estado p é separavel. [

Vale ressaltar que toda a deducdo desse teorema poderia ser refeita usando a
transposicio parcial em relacdo ao subsistema A, isto é, usando p’4. Isso mostra
que o critério acima pode ser aplicado tomando a transposi¢ao parcial em relagao
ao subsistema A ou ao subsistema B.
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2.3.3 Exemplos

Vamos agora apresentar alguns exemplos de aplicagao do critério de separabilidade
por transposicao parcial. Estes exemplos realcam a operacionalidade do critério e
mostram como ele é muito mais forte do que violacao de desigualdade de Bell.

A operacionalidade desse teste pode ser vista facilmente ao escrevermos a matriz
que representa um estado p € CM ® CV. Essa matriz pode ser escrita da seguinte

forma:

onde A,,, sdo matrizes N x N agindo no espaco C"V. Essas matrizes sdo facilmente
construidas se lembrarmos da notagdo introduzida na Sec. 2.3.1 (veja Eq. (2.20)).
Os elementos de matriz de A,,, sdo dados por: {Amn},w = Pmunv- Com essa
notacao, a transposicao parcial em relacdo ao sistema B é obtida transpondo-se as

matrizes Apy,:

AT, AT,
pTB — . (2.58)
AT AT

Ou seja, dada uma matriz densidade p em qualquer representacao, para implemen-
tarmos o critério de separabilidade de Peres-Horodecki, basta transpor as matrizes
A acima definidas, calcular os autovalores dessa nova matriz e checar sua po-
sitividade. Se tivermos autovalores negativos, temos estados inseparaveis. Caso
contririo, lidamos com estados separdveis. (Esta tltima conclusdo é vélida apenas

para sistemas 2 X 2 e 2 X 3.)

Estado de Werner

Vamos comecar analisando o estado de Werner abaixo definido:

pw = |y (| + 1T, (2.59)

onde [¢p~) = (1/+/2) (|01) — |10)) e I é a matriz identidade. O estado acima pode
ser visto como uma mistura estatistica composta de uma fracdo x de singleto e uma
fracdo (1 — z) de proporgoes iguais de singleto e dos trés componentes do tripleto.
Representando matricialmente o estado acima na base computacional (|00),/01),
|10),]11)):
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2z 0 0 0
0 Lz ==z 0
1 2
ow = A (2.60)
0 I 0
0 0 0 Z*
Calculando o transposicao parcial oy = pjv;’? temos:
1— —
T 0 0 F
0 Xz o0 0
ow = . (2.61)
0 0o = 0
— 1—
> 00

Diagonalizando a matriz acima obtemos trés autovalores iguais a (1+z)/4 e um igual
a (1—3z)/4. Aplicando o critério PPT vemos que se z < 1/3 =~ 0, 333 temos todos os
autovalores positivos. Assim, para z < 1/3 temos estado separdvel. Usando critérios
de separabilidade baseados em violagao de desigualdades de Bell pode-se mostrar
[65] que para z < 1/4/2 = 0,707 o estado pyy satisfaz o critério de localidade de Bell.
Ou seja, existem valores de x para os quais o estado py nao viola a desigualdade
de Bell mas, mesmo assim, estd emaranhado. Isso mostra claramente que o critério
PPT ¢é muito mais forte do que violacoes de desigualdades de Bell.

Estado de Gisin

Um outro exemplo interessante é o estado formado por uma fracao z do estado puro
a|01) +b110), onde a,b € R e a® +b* = 1 e fracdes (1 — x)/2 dos estados puros |00)
e |11). Representando matricialmente esse estado temos:

2 0 0 0
0 za® zab 0
= 2.62
pe 0 zab zb*> 0 ( )
0o 0 0 1z
A matriz parcialmente transposta é:
I_Tz 0 0 =zab
0 za®> 0 0
_ 2.63
e 0 0 zb? 0 (2.63)

1
zab 0 0 =*

Calculando seu determinante, vemos que para z > (1 + 2|ab|)™! ele é negativo
(fato este que implica pelo menos um autovalor negativo). Dessa forma, para z >
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(1 + 2|ab|)~! temos estado quéintico emaranhado. Entretanto, esse mesmo estado
viola a desigualdade de Bell [38] apenas quando = > [142|ab|(v/2—1)]~'. Novamente
temos valores de z para os quais encontramos estados emaranhados que nao violam

a desigualdade de Bell.

Estado de Peres-Horodecki

Este exemplo é o mais fantastico de todos. Seja ppg o estado onde misturamos uma
fracdo z de singleto mais uma fragdo (1 — z) do estado maximamente polarizado
|00):

ppa =z | ) (¢~ | + (1 — z)|00) (00| . (2.64)
A partir da representacdo matricial deste estado,
-2 0 0 O
0 5 =5 0
ppPH = h ; (2.65)
0 = 5 0
0 0 0 O

obtemos a matriz parcialmente transposta

11—z 0 O _T‘”
0 Z 0 0
_ 2.66
orH 0 0 2 0 (2.66)
= 0 0 0

2

Seu determinante vale —z*/16. Este resultado mostra que para todo z € (0, 1] temos
emaranhamento. Apenas para um tnico valor de z, = = 0, temos estado separdvel.
No entanto, para z < 0,8 esse estado ndo viola [46] a desigualdade de Bell. Aqui
vemos realmente que o critério PPT é muito mais forte que violagao de desigualdade
de Bell.

Podemos entender porque o critério PPT é mais forte do que violagao de desi-
gualdade de Bell [65] notando que o teste PPT é estrutural, isto é, ele se utiliza da
estrutura matemdtica da matriz densidade. Nos testes de violagao de desigualdade
de Bell usamos a matriz densidade apenas para calcular probabilidades. Nao anali-
samos a matriz densidade propriamente dita, mas apenas suas previsoes estatisticas.

Gostariamos de ressaltar, também, que até hoje ndo hd nenhuma interpretacao
fisica do critério PPT ou do critério de mapas positivos. Os resultados anteriores
foram praticamente traducoes de teoremas da andlise funcional e da teoria de mapas
positivos para a fisica. Acreditamos que um entendimento maior do que sejam
estados quéinticos emaranhados deve necessariamente passar por uma interpretacao
fisica desses critérios de separabilidade?.

3Podemos dizer que hoje “entendemos” fisicamente a violacio da desigualdade de Bell. Uma
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2.4 Critério de Separabilidade de Simon

O critério PPT proposto por Peres e pela familia Horodecki se limitava a sistemas
bipartites descritos por um espaco de Hilbert discreto. Este critério, conforme vimos
acima, é suficiente apenas para sistemas 2 X 2 e 2 x 3. Isso levou Duan et al. [26]
a suspeitar que o critério PPT nao produziria resultados muito promissores para
sistemas descritos por espacos de Hilbert de dimensao infinita. Dessa forma, esses
autores usaram uma outra estratégia para deduzir seu critério de separabilidade.
Surpreendentemente, no entanto, Simon [88] provou que o critério PPT é muito 1til
na, identificacdo de estados continuos bipartidos emaranhados. Além disso, ao nos
restringirmos a estados Gaussianos, a positividade da matriz densidade parcialmente
transposta torna-se uma condicdo necessaria e suficiente de separabilidade.

2.4.1 Condicao Necessaria e Suficiente de Simon

O principal resultado de Simon foi mostrar que no espaco de fases podemos inter-
pretar a transposicao parcial como uma reflexao especular da varidvel canénica mo-
mento. A partir disso, Simon obtém relacoes de incertezas mais fortes do que aquelas
decorrentes do principio de incerteza de Heisenberg, as quais devem ser satisfeitas
por todos os estados separdveis. E o mais interessante, para sistemas Gaussianos a
nao violacao dessas novas relacoes de incerteza, transforma-se em condicdo necessaria
e suficiente de separabilidade. Para entender esse resultado, precisamos de alguns
conceitos que serao apresentados abaixo.

Seja um sistema bipartido de dois modos, descrito pelos operadores de aniquila-
cao aj = (g; + iﬁj)/\/i, j =1,2. (Supomos sempre A = 1). O modo 1 corresponde
ao sistema A (Alice) e o modo 2 corresponde ao sistema B (Bob). As relagoes de
comutacao entre g; e p; podem ser expressas de uma forma compacta se definimos
o seguinte vetor coluna:

&= (q1,p1,42,p2)" - (2.67)
As relacoes de comutacio sio:

[éaaéﬂ] = iQaﬂa Oé,,@ = 1a253a4' (268)

A matriz 2 é uma matriz 4 x 4 dada por:

Q:<J°>,J=(0 1)_ 2.69)
0 J -1 0

Ao trabalhar no espago de fases, vamos precisar do seguinte vetor coluna:

¢ = (q1,p1,q2,p2)". (2.70)

violagdo dessa desigualdade, posto que aceitemos a hipétese de realismo local de Bell, indica que ndo

é possivel construir uma teoria de varidveis ocultas locais que expliquem as correlacdes observadas
em determinadas medidas feitas por dois observadores separados por uma distancia tipo espago.
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Na expressao anterior ndo temos mais os ‘chapéus’, pois agora lidamos com varidveis
canodnicas e nao operadores. Usando a notacdo anterior, a distribuicdo de Wigner
para uma maftriz densidade p que descreve um sistema bipartido é:

1 -
Wia.p) = — / d*¢' (¢ —d'[pla+d) e, (2.71)
onde ¢ = (q1,42) e p = (p1,p2). Agora podemos demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 5 Se p € separdvel e tomamos a sua transposi¢do parcial em relagdo a
Bob, obtemos uma nova matriz densidade o cuja distribuicao de Wigner é obtida da

distribuicao de Wigner de p por uma reflexao especular da varidvel canénica po, isto
é, p—o:W() — W(AE), onde A = diag(1,1,1,—1) é uma matriz 4 X 4 diagonal.

Prova:
Reescrevendo a Eq. (2.71) temos:

1
Wi(gp) = — / dgidgy (g1 — 41, a2 — @b| p|ar + 41 a2 + )
x exp [2i(g1p1 + gop2)] - (2.72)
Como p é separdvel, podemos substitui-lo pela Eq. (2.19):
1 _
Wigp) = =) b / dgidgh (g1 — ¢1, a2 — ab| pf ® PP |1 + o 42 + )
i

X exp [2i(q'1p1 + qu2)} )

1
= 2 Zﬁj/dqidq'g (g1 — di| pf | + d1) (a2 — db| PP |02 + &)
j

x exp [2i(g1p1 + g5p2)] ,

I - A
= 5D b / ddidases (a1 — dhr a1 + 4)pF (2 — dhy g0 + db)
J
x exp [2i(q1p1 + g3p2)] - (2.73)
Tomando a transposi¢ao parcial com relagao a Bob:
1 .
W (q,p) = —) b / ddidghest (a1 — i, a1 + d)pP (a2 + db, a2 — db)
J
x exp [2i(¢1p1 + gap2)] - (2.74)
Fazendo a mudanga de varidvel ¢ — —g}, temos:
1 .
Wi (q,p) = —) b / ddidghes (a1 — i, a1 + d)pP (a2 — db a0 + db)
J

x exp {2i[gip1 + ¢5(—p2)]} - (2.75)
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Comparando as Egs. (2.73) e (2.75) vemos que:

W78 (q1, 42, p1,p2) = W(gq1,q2,p1, —P2)- (2.76)

Ou seja, p — 0 = p'B : W(&) — W(AE). O

O teorema anterior mostra que no espaco de fases uma transposicao é equivalente
a uma reflexdo especular na varidvel momento. O préximo passo é entender como
essa reflexdo especular no momento influencia as relagées de incerteza que um estado
separavel deve satisfazer.

Seja Aé = € — (£), onde (£,) = Tr{.p}. Definimos as mesmas grandezas
para as varidveis candnicas: A, = &, — (£u), onde agora (&) = [ d*¢ E,W(€).
Como a distribuicao de Wigner fornece as mesmas previsoes estatisticas que p entao
(€4) = (€a). Um elemento da matriz de varifncia V, ou matriz de correlacio, ¢
definido da seguinte forma:

({86n06) = Lre{{06.06))

_ / A% AL AEW (), (2.77)

Vag =

N | =

onde {A,B} = AB + BA é a operagao de anticomutagao. A matriz de variancia V
de um estado p qualquer satisfaz a seguinte desigualdade, que é uma consequéncia
do principio de incerteza de Heisenberg [87]:

Teorema 6 Se p € um estado continuo bipartido qualquer entdo,
V+ %Q > 0. (2.78)

Prova:

Para demonstrar o resultado acima invocamos o teorema de Williamson [96], que
para um sistema bipartido pode ser assim enunciado: “Para qualquer matriz Vx4
real (V = V*), simétrica (V = VT) e positiva definida (V > 0), existe uma trans-
formagdo simplética S € S,(4,R)" tal que SVST = V', onde V' possui a forma
diagonal V' = diag(k1, k1, k2, k2).” Esse teorema diz que sempre podemos encontrar
uma transformacao simplética que desacopla os modos 1 e 2. Usando o teorema

anterior vemos que a matriz de varidncia V' pode ser escrita da seguinte forma:

kL 0 0 0 A’z 0 0 0

V= 0 k 0 0 | _ 0 A% 0 0
0 0 k O 0 0 A%, 0 ’
0 0 0 ko 0 0 0 A%

"Sp(4, R) é o grupo das matrizes simpléticas reais e de dimensio 4
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onde usamos a defini¢cdo da matriz de variancia na representacio onde ela é diagonal.
: 2 o m Il / /

Como implementamos uma transformacao simplética, =7, p), =5 e p), possuem as

mesmas relagées de comutagao que z1, p1, To € po. Dessa forma, as relaces de

incerteza de Heisenberg sao:

1 1 1

A AP > 1= kiky > 1= ki > ok (2.79)
1 1 1

N%N%212ﬁ>@b212$b25 (2.80)

E como uma transformacdo simplética nao altera as relacoes de comutacao das

varidveis canonicas temos que ) = )’ e, portanto,

k& 0 0
i —% ki 0 0
Vi+-Q = 2 : 2.81
2 0 0 ko 3 (2:81)
0 0 —-i ke
Diagonalizando a matriz anterior obtemos os seguintes autovalores:
1 1
M=ki—z, =k + ¢
1 17 g A2 1+ 9
1 1
A3:k2—§, )\4:k2+§. (2.82)

Mas como k; > 1/2 entdo A; > 0. Portanto, V' + %Q’ > 0. Mas uma transformacao
simplética, apesar de ndo preservar o espectro de autovalores (ndo temos uma trans-
formacdo de similaridade), é uma transformacgdo que nio altera a positividade de
uma matriz [87]. Logo, como V' + %Q’ =S (V+ %Q) ST temos que V + %Q >0.0
Vamos deduzir, agora, uma outra relagao de incerteza, a qual apenas estados p
separaveis devem satisfazer. Supomos, daqui em diante, que estamos trabalhando
com estados continuos onde os momentos de primeira ordem ({}) sdo nulos. (Isso
nao altera as caracteristicas dos estados que estamos estudando e nem perdemos em
generalidade. Tudo se passa como se tivéssemos redefinido as origens dos eixos z e p.
Uma maneira de se implementar isso consiste na mudanga de varidvel £ — £ — (£)).
Se fizermos o produto matricial AQA obtemos o seguinte resultado:

Q:MM:(J 0). (2.83)
0 —J

Observe que (2 difere de © por um sinal negativo em J. Agora, usando a Eq. (2.77)
podemos descobrir o que acontece com V quando tomamos a transposi¢ao parcial
de um estado separavel p. Como supomos (éa) = 0 entao:

Vi = / A€ Eals W (E). (2.84)
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A transposicdo parcial na representacdo de Wigner é equivalente a reflexdo especular
W(€) — W(AE). Sendo V a matriz de varidncia calculada com a distribuicdo de
Wigner W(A¢) temos:

Vs = / A4 Eabs W (AE)
- / A1 dbodésdts EabsW (€1, 62, €3, —E2). (2.85)

Fazendo a mudanca de varidvel —¢&4, — &4 obtemos:

Vor = [ derdeadtadts Y At Y- ApsbW (61,62 60,60)
I v
= Z Aau / d4§ £M§VW(€) Z Auﬂ
I v
= > ) AwuViwhug. (2.86)

uov

Observando a Eq. (2.86) temos que:

V = AVA. (2.87)
E usando o fato de que A% = I temos:

V = AVA. (2.88)

Supondo que p é um estado separdvel, entao W (A¢) é uma distribui¢ao de Wigner
legitima, pois p’B <= W (A¢) é também matriz densidade se p for separdvel. Dessa
forma, a matriz de varidncia calculada via W(A¢) também deve satisfazer a relacao
de incerteza dada pela Eq. (2.78):

V+%QZ& (2.89)
Usando as Egs. (2.83) e (2.88), a Eq. (2.89) pode ser escrita da seguinte forma:
V+%Qza (2.90)

A Eq. (2.90) é uma condicao necessiria para separabilidade. Ela também é uma
condicao operacional pois, dado p, basta calcularmos sua matriz de varidncia V,
somar %Q e diagonalizar essa nova matriz. Se algum de seus autovalores for menor
que zero, temos estado inseparavel. Entretanto, vamos mostrar que as desigualda-
des dadas pelas Eqgs. (2.78) e (2.90) podem ser escritas de um modo invariante por
transformagdes unitdrias locais de p. Nessa nova forma de escrever as Egs. (2.78) e
(2.90), obtemos ainda mais operacionalidade na aplicagdo do critério de separabili-

dade. (Ndo vamos precisar mais diagonalizar matrizes, por exemplo.)
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Simon e Sudarshan [86] mostraram a seguinte equivaléncia, onde U é a trans-
formacgdo unitiria que p sofre quando aplicamos a transformacgido simplética S em

&:
£ 8E:p— UpUt = W(€) » W(S 7). (2.91)

Isto é, se p sofre uma transformacgdo unitaria U, sua distribui¢cao de Wigner trans-
forma-se em W (S~ 1¢). Usando esse resultado podemos provar o seguinte lema, que

nos sera util mais a frente:
Lema 4 Se W (&) — W(S7L) entdo V — V' = SV ST,

Prova:
Sabemos que (Eq. (2.84)):

Vis = / A EalsW(E). (2.92)

Entao,

1= / ¢ EalsW(S16). (2.93)

Fazendo a mudanca de varidvel £ = S¢' obtemos:
> [ 4t I ESmbSne W e, (2.94)
uv

Aqui |J(&,&")| representa 0 médulo da matriz Jacobiana. Mas

_ %
J(&,€a 85' Z Sa7 661 250767/3 = Sap-

Ou seja, J(&,&') = S. Dessa forma, como o determinante de S é igual a unidade, o

modulo do determinante da matriz Jacobiana é 1.
o= Y [ 4 S Sn e W (E)
j17%

= Zsa“/d4£I£L£Lw(£I)SBV
uv

= > SapnVwSis
g
Isto é,
V' =8svsT. O (2.95)

A relacdo de incerteza dada pela Eq. (2.78) possui forma invariante por trans-
formagGes simpléticas S € Sp(4, R) pois, por definicdo de transformagio simplética,
SQST = Q. Contudo, conforme demonstramos anteriormente, estados separiveis
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devem satisfazer também a Eq. (2.90). Esta dltima condigdo é invariante por trans-
formacGes simpléticas locais: Sipcai € Sp(2, R) ® Sp(2, R) C Sp(4, R). Para ver isso,
basta lembrarmos da representacdo matricial de Sjycq;:

Sy 0
Slocal = ( 01 S ) . (296)
2

Como Si, Sy sdo locais, entdao, usando a definigdo de matriz simplética:
SISt =J=8,J57. (2.97)
Usando a Eq. (2.97) vemos que a Eq. (2.90) adquire forma invariante:
Siocal : V + %Q >0V + %Q >0, (2.98)

onde V' = SjpeaiVSL

local*®
Vamos, agora, escrever a Eq. (2.78) numa forma manifestamente invariante por

transformacoes locais Sjcq; € Sp(2, R)®S,(2, R). Para chegar nesta forma invariante

representamos V' da seguinte maneira:

A C
- (49) oo

onde A, B, e C sdo matrizes 2 x 2. Usando a Eq. (2.95) vemos que os blocos de V
se transformam da seguinte forma por Sjycq;:

A— 81AST, B — S,BSY, C — $,C8T. (2.100)

Usando a identidade det(M N) = detM detN e o fato de que detS; = detSy = 1
vemos que Iy = detA, I = detB e I3 = detC sio invariantes por transformagoes
simpléticas locais. Temos mais um outro invariante, Iy = Tr{AJCJBJC*J}. Po-
demos ver isso se usarmos a propriedade ciclica do trago e lembrarmos de que se S
é transformacdo simplética entao S7 também o é:

Tr{AJCJBJCTJ} — Tr{(S1AS])J(8:CST).J(SeBSI)J(S2CTST).J}
— Tr{81A(8T78))C (St 1Sy)B(ST S,)CTsT gy
— Tr{S;AJCJBJCTST T}
— Tr{AJCJBJCTSTJ S}
— Tr{AJCJBJCTJ}. (2.101)

Usando esses invariantes podemos demonstrar que o principio de incerteza dado pela
Eqg. (2.78) é equivalente & seguinte expressdo invariante por transformagoes do grupo
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Sp(2, R) ® Sp(2, R):
1 2 1
det AdetB + (Z — detC’) —Tr{AJCJBJCTJ} — Z(detA +detB) > 0. (2.102)

Para demonstrar essa equivaléncia precisamos do seguinte lema:

Lema 5 Qualquer matriz de variancia V pode, via transformacoes simpléticas lo-

cais, ser posta na seguinte forma:

a 0 ¢4 O
0 0
Vo = “ 2. (2.103)
C1 0 b 0
0 C2 0 b

Prova:
Para chegar em Vj precisamos efetuar duas transformagoes simpléticas locais em
V,5=51®85 e R=R; ® R,. Vamos implementar a primeira transformacao

simplética S:

A S1AST  s,08T
VoV = = 1 2 1. 2.104
( c’ B ) ( S,CTST  S,BSY ( )

Pelo teorema de Williamson, podemos escolher S; e Sy de tal forma que A’ e B’

sejam diagonais:

a 0 dy dy

! !/
0 a Cy Cyy

VoV = (2.105)

! !

cj; ¢ b 0
/ /

Clag Cyy O b

Agora escolhemos R; e Ry da seguinte forma;:

R = ( sina  —cosa >’ Ry = ( sinf8  —cosf ) (2.106)

cosa  sina cos@ sinp

Além de serem matrizes simpléticas, R; e Ry sdo matrizes ortogonais, i. e., RiR] =
RyRY = I. Essa propriedade implica a invariancia das matrizes A’ e B’ ao efetu-
armos a transformacao R = Ry ® Ry em V'. Por exemplo, R{ A’ RIT = aR1 RlT =

aR1RT = aI = A’. Por outro lado, C' se transforma em
C' - C" = R,C'RY. (2.107)
Os termos nao diagonais de C” sao

dls = (cjjcosB+ ciysinf)sina — (chy cos B + chy sin B) cos a,

¢y = (chysinB — chy cos B)sina — ()4 cos B — ¢} sin B) cos a.
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Como queremos deixar C” diagonal, devemos impor ¢y = ¢4; = 0. Isto implica
tan o — ;oS 3 + chy sin 8 _ clycos B — ¢y sinf (2.108)
cdiycosB+cysinf  cysinf — chycosf )
Sempre podemos satisfazer a condi¢ao acima escolhendo
2 (g + chy &
tan(28) = (c11€19 + €51 ¢59) (2.109)

(ch1)? = (che)? + (chy)? — (ch9)?
Assim, podemos deixar C” diagonal e, conseqiientemente, V' pode sempre ser posta
na, forma padrao Vj via transformacoes simpléticas locais. O

Agora podemos provar a equivaléncia entre as Eqgs. (2.78) e (2.102) procedendo
do seguinte modo. Tomemos a matriz Vj e calculemos os invariantes I, I, I3 e I4:

I, = detA =da?

I, = detB =",

I3 = detC = cieo,

ig = Tr{AJCJIBJC'J} = ab(c}+ ).

2.110
2.111
2.112

(
(
(
(2.113

)
)
)
)
Sustituindo esses invariantes na Eq. (2.102) obtemos:

1 2 1
a’b? + (Z — 0162) —ab(c] +¢3) — 7 (a” +b7) > 0. (2.114)

Aplicando o principio de incerteza, dado pela Eq. (2.78), obtemos:

a % cic O
M=vpsia=| "2 @ 0 @ | (2.115)
=V 2 = . 0 b % =~ U. -
0 C2 —% b

Como a expressao acima é positiva definida, isto é, seus autovalores nao sao nega-
tivos, e o determinante de uma matriz é invariante por transformacées unitdrias,
entdo seu determinante é maior ou igual a zero. Calculando este determinante:

1
detM = a®b? + (— (a® +b%) > 0. (2.116)

2
i clcg) —ab(c? +c3) —

NI

Comparando as Egs. (2.114) e (2.116) vemos que elas sao idénticas. Dessa forma,
pelo menos para a matriz Vp, o principio de incerteza, Eq. (2.78), e a desigualdade
invariante por Sj,cqi; Eq. (2.102), sdo equivalentes. Mas usando o lema 5 vemos
que qualquer matriz V pode ser escrita como Vj por transformagodes simpléticas
locais. Portanto, como a relagdo dada pela Eq. (2.102) é também invariante por
transformagoes simpléticas locais, ela é védlida para qualquer matriz de variancia V.
Esse resultado que acabamos de derivar é a prova do seguinte teorema:
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Teorema 7 Qualquer estado bipartido de wvaridveis continuas p deve satisfazer a
sequinte desigualdade, a qual é uma consequéncia do principio de incerteza de Hei-

senberg:

1 2 1
detAdetB + (Z - detC) —Tr{AJCJBJCTJ} - Z(detA + detB) > 0,

onde a matriz de variancia V do estado p é:

A C
V= .

Sé nos resta escrever a condi¢cdo necessdria de separabilidade numa, forma mani-
festamente invariante por transformacgoes simpléticas locais. Isso pode ser facilmente
feito se lembrarmos que aplicando o critério de transposicdo parcial obtemos a se-
guinte transformacio para a matriz de varidncia: V — V = AVA, isto é

7o I 0 A C I 0
N 0 o, cT B 0 o,
A Co, A C
— = - - 2.11
( 0,07 0,Bo, ) ( cT B ) ’ ( 7

onde o, = diag(1l, —1) é a matriz de Pauli. Usando o mesmo procedimento que nos
levou ao teorema 7, podemos mostrar que a condi¢ao necessaria de separabilidade,
Eq. (2.89), é equivalente a:

L 1 \ 2 o 1 _ .
det AdetB + (Z - detc> —Tr{AJCJBJCTJ} — ;(detA +detB) > 0. (2.118)

Mas,
detA = detA, (2.119)
detB = det(c,Bo,) = deto, detB deto, = detB, (2.120)
-1 -1
detC = det(Co,) = deto, detC = —detC, (2.121)
~——

—1
Tr{AJCJBJCTJ} = Tr{AJ(Co,)J(0,Bo,)J(c,CT)J}

= Tr{ AJCo,Jo,Bc,Jo,CTJ
N N~
J J
= Tr{AJCJBJCTJ}. (2.122)

Dessa forma, substituindo as tltimas quatro equagdes na Eq. (2.118) temos:

2
det AdetB + G + detC) —Tr{AJCJBJCTJ} — i(detA +detB) > 0. (2.123)
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Esta é a condicdo de separabilidade escrita numa forma invariante por transforma-
coes simpléticas locais. Ela difere da Eq. (2.102) pelo sinal positivo que antecede
o termo detC. Combinando a Eq. (2.123) com a Eq. (2.102) chegamos ao seguinte

importante teorema:

Teorema 8 Se p representa um estado bipartido separdvel de varidveis continuas
entdo p deve satisfazer a seguinte desigualdade, a qual é uma consequéncia do
principio de incerteza de Heisenberg e da rela¢do entre transposicdo parcial de p
e reflexdes especulares do momento no espaco de fases de sua distribuicdo de Wig-

ner:
1 2 1
detAdetB + (Z - \det0|> —Tr{AJCJBJC"J} — Z(detA + detB) > 0,

onde a matriz de variancia V do estado p é:

A C
v_(CTB).

Vamos nos preocupar agora com estados Gaussianos, os quais sao completamente
especificados caso se conheca sua matriz de varidncia V. Simon, usando propriedades
que estados Gaussianos separaveis devem satisfazer, demonstrou a seguinte condigao
necessaria e suficiente de separabilidade:

Teorema 9 Um sistema Gaussiano bipartido € separdvel se, e somente se, sua ma-
triz de variancia satisfaz o desigualdade abaizo,

2
detAdetB + (i - |detC|) —Tr{AJCJBJCTJ} — %(detA + detB) > 0, (2.124)

A C
V= .

A demonstracao da necessidade ja foi feita anteriormente para qualquer estado p

onde V € dado por:

Prova:

separdvel. SO precisamos provar a suficiéncia do critério para estados Gaussianos.

Para isso, precisamos do seguinte lema:
Lema 6 Se p € um estado Gaussiano e detC > 0, entdo ele € separdvel.

Prova:

Temos dois casos a considerar, detC > 0 e detC = 0. Comecemos por detC' >
0, o que nos permite escrever a matriz Vj, dada pela Eq. (2.103), de tal forma
que a > b, ¢c;1 > ¢cg > 0. Em seguida implementamos a transformagao simplética
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Siocar = diag(w, 271,271, 2) e S}, = diag(y,y™", y, y~'). Obtemos a seguinte
matriz VOI = SI SlocalVOSlocalSlI

local ocal

Yy ra 0 y2er
0 -2,.—2 0 —
Vv-vi=| , ¢4t 7Y@ (2.125)
y°cy 0 y*x b 0
0 y 2o 0 vy~ 2z%b
Seja a U a transformacio de similaridade (UUT = I) abaixo:
cosf 0 sind 0
U— 0 cos 0 sind . (2.126)
—sinf 0 cosf 0
0 —sinf 0 cosf

Essa transformacao pode ser interpretada como rotagoes por um mesmo angulo 6
nos planos qi1, g2 € p1, p2. Mas rotagoes idénticas nos eixos da posicao e do momento
sao também transformacdes simpléticas (UQUT = ), veja:

0 u? + v? 0 0
2 _,2
v = | w00 0 \ 0 , | (2.127)
0 0 0 u® 4+ v
0 0 —u? —v? 0
onde u = cos @ e v = sinf. Dessa forma,
0 1 0 O
vorT = | 10 0 0 _g (2.128)
0 0 0 1
0 0 -1 0
Apliquemos a transformagio U na matriz Vj:
A0 oy 0
n n
vr—gyor=| O v2 0 v (2.129)

1/ n
vig 0 w33 0
0 vj, 0 2,
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" [~
onde vy, SA0:

y? (az* cos? 0+ c1 z? sin(26) + b sin® §)

v = = , (2.130)
a cos® 0 + co x? sin(26) + bz* sin? 0
vyy = 2y : (2.131)
2 (b cos? 0 — c1 2% sin(26) + az* sin? §
oy = 7 ( : p (26) ), (2.132)
bz* cos? @ — cp z? sin(26) + a sin? 0
viy = N : (2.133)
" y? (2¢1 22 cos(26) + (b— ax?) sin(26))
o = — : (2.134)
" 2¢y 2% cos(20) + (bz* — a) sin(20)
Voy = 2 (EQ y2 . (2.135)

Queremos que V' fique diagonal. Devemos, pois, impor v = v5, = 0. Isso nos leva

a um sistema linear em cos 260 e sin 26:

2¢1 7% cos(20) + (b— aw4) sin(20) = 0 (2.136)
2¢y 2 cos(20) + (bz* —a) sin(20) = 0. (2.137)

Para que o sistema acima tenha solucido, o determinante abaixo deve ser nulo:

2¢122 b—azx*

) = 0. (2.138)

20022 bzt —a

Para que o determinante acima seja nulo, basta tomarmos z dado por:

1

1

o (M) _ (2.139)
bci + aca

Sempre podemos escolher z dessa forma pois supomos ¢; > ¢ > 0. (a e b também
sdo positivos pois, por definicdo, os elementos diagonais da matriz V' correspondem
as dispersoes na posicdo e momento, as quais, por sua vez, sdo grandezas sempre
nao negativas.) Calculando explicitamente os autovalores de V' obtemos a seguinte

matriz diagonal:
Vo = dia‘g(yllll = )‘+7 ’Ul212 = Al-i—alug3 = A*a UAILI4 = Al—)a (2140)

onde os autovalores sao dados por:

y? g b b\?
Ar = 5 oz +ﬁi (amZ—ﬁ) +4c |, (2.141)

1

% . (2.142)

a a 2
F-I—me:l:\/(ﬁ—be) +4c%
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Como U é transformagao simplética, V' obedece as relagdes de incerteza de Heisen-
berg dadas pela Eq. (2.78). Dessa forma, A_\"_ > 1/4. Escolhendo y de tal forma
que A_ = X_ obtemos A, X, > A_ = \_ > 1/2. Portanto, todos os autovalores de
V4’ sdo maiores ou iguais a 1/2, isto é,

1
V' = 5120, (2.143)

Mas a Eq. (2.143) implica um estado Gaussiano P-representdvel (separavel) [32].
Como Vj e Vj estao relacionadas por uma transformacdo unitaria, Vj > 1/2, isto
é, Vj representa um estado separdvel. Mas V e V{, por sua vez, estdo relacionadas
por transformacGes simpléticas locais. Logo, V corresponde a um estado separdvel.

Tomemos, agora, detC = 0. Supomos, sem perda de generalidade, que ¢; >
¢g = 0. Implementando, em V}, a seguinte transformagcao simplética local, Siyeqr =

diag(v/2a,1/v/2a,v/2b,1/v/2b), temos:

2¢> 0 2c1vab 0

0o + 0 0
Vo = 2 2.144
0 2c;v/ab 0 22 0 (2.144)

o o o0 3

Diagonalizando a matriz Vj obtemos os seguintes autovalores:
1

K1 = kg = 5, (2.145)
ke = a’>+b =+ \/(&2 — b2)? + 4abe?. (2.146)

Como Vj é obtida de V} via transformacao simplética local, ela satizfaz a Eq. (2.78):
M =V + %Q > 0. (2.147)

Um dos autovalores de M’ é:

1
k=g <1+2I§_—\/5—4H_+4K/2_>. (2.148)

Como M’ > 0 entao k > 0. Resolvendo para x_ encontramos que k_ > 1/2. Mas
k_ é menor que k4. Dessa forma, Vj — I/2 > 0. Como Vj relaciona-se com Vj por
transformacao local, entao Vj é separavel.

Acabamos de mostrar que se detC > 0 entao Vj é separavel. Mas, de acordo com
o lema 5, qualquer matriz de varidncia V pode ser posta na forma de Vj via trans-
formagGes simpléticas locais. Logo, como detC é um invariante por trasformacées
simpléticas locais, podemos aplicar o critério diretamente em V. O

Podemos, agora, finalizar a demonstracao do teorema. H& dois casos distintos a

considerar em nossa analise:
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(1) A matriz V satizfaz a Eq. (2.124) e detC > 0;
(2) A matriz V satizfaz a Eq. (2.124) e detC < 0.

No caso 1, como detC > 0, o lema 6 garante que V representa um estado p
separavel. No caso 2, detC' < 0, podemos tomar a transposi¢cao parcial de p. Isso
nos gera um novo estado j, cuja matriz de variancia é V. Em virtude da Eq. (2.121)
obtemos detC = —detC > 0. Entdo, por forca do lema 6, esse estado é separavel.
Mas se p € separavel, entdo o estado p também o é, pois a transposi¢cdo parcial de
um estado separdvel também é separdvel. Ou seja, se p satisfaz a Eq. (2.124) entéo

p € separavel. O

2.5 Deteccao Local de Emaranhamento

Os critérios de emaranhamento apresentados nas ultimas segoes s6 podem ser imple-
mentados se conhecemos o estado p que descreve nosso sistema composto. Através
da matriz densidade podemos dizer se lidamos com sistemas emaranhados ou com
sistemas separaveis. Mas uma pergunta naturalmente surge neste contexto. Po-
demos afirmar se temos emaranhamento entre dois subsistemas se nado conhecemos
completamente p?

Para estados puros (Tr(p?) = 1) é facil ver que se conhecemos uma das matrizes
reduzidas do sistema podemos decidir se temos emaranhamento. Caso a matriz
reduzida seja pura (Tr(p?) = 1) o sistema é separével, estando emaranhado quando
p1 é nao pura (Tr(p?) < 1). Isto é, se temos alguma informacio prévia do sistema
em questao (lidamos com estado puro), podemos decidir sobre seu emaranhamento
sem conhecermos seu estado global.

No entanto, para testar a pureza da matriz reduzida, precisamos conhecé-la com-
pletamente. Podemos novamente nos indagar se é possivel discernir se um sistema
puro estd emaranhado conhecendo-se apenas parcialmente sua matriz densidade re-
duzida. Lidando com estados continuos respondemos afirmativamente a questao
anterior. Conhecendo-se apenas os elementos diagonais da matriz reduzida de um
dos subsistemas, podemos decidir se temos ou ndo emaranhamento [72].

Para mostrar isso explicitamente, construimos uma funcao de onda descrevendo
duas particulas Gaussianas nao-emaranhadas e uma funcdo de onda descrevendo
duas particulas Gaussianas emaranhadas. Deixando ambos os sistemas evoluirem
livremente no tempo, mostramos que estudando uma tunica particula de cada sis-
tema, obtemos resultados diferentes na evolugdo temporal da dispersao da posigao
para essas particulas. Como serd exposto abaixo, esse fato nos permite mostrar se
estamos trabalhando com um sistema emaranhado ou nao emaranhado, e que, no
caso de sistema emaranhado, podemos também extrair, dessa evolugao temporal,

seu grau de emaranhamento.
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2.5.1 Sistema Bipartite Nao Emaranhado

Considere um sistema unidimensional de duas particulas Gaussianas nao-emaranha-
das. Sem perder em generalidade, supomos que as particulas possuem a mesma,
massa m e podem, em principio, ser distinguidas. A func¢do de onda que descreve

esse sistema é:

PY(z1,22,1) = P1(71,1) ® P2(22,1), (2.149)

onde
Pi(z1,t) = /f(kl)ei[kmw(kl)t]dkh (2.150)
o(xo,t) = / f(=ko)ellkema—w(k2)tl g, (2.151)

Aqui w(k) = g—f; é a relagao de dispersao para particula livre e f(k1) e f(—ko)

representam o fato de que temos particulas Gaussianas movendo-se em direcoes
opostas [25]:

f(k) = (2;/)‘5 7 e (k—ke)?, (2.152)

Na Eq. (2.152), a ! representa a dispersdo do pacote gaussiano centrado em k. e o
fator que multiplica a exponencial é a constante de normalizacao.

Integrando nas varidveis ki e ks, multiplicando o resultado pelo seu complexo
conjugado e integrando em z5 obtemos a densidade de probabilidade da particula 1

para um dado tempo t:

2 1 2 (z1 — vct)Q]

R[N Y e — R 2.153
ez =\ 2 7 T Fp) P [ a® 1+ F(t) (2.153)

onde F(t) e v, sao dados por:

4R% 2 hke
Usando a Eq. (2.153), a dispersdo Az = 1/(z?) — (21)? da posicdo da particula
1¢é

Azi(t) = g\/l Y (D). (2.155)

Tomando a transformada de Fourier da Eq. (2.149), multiplicando o resultado

pelo seu complexo conjugado e integrando em ko obtemos:

Bk, t)[* = \/gexp [—%2(11:1 - kC)Q] : (2.156)

Usando a Eq. (2.156) e o fato de que p; = hk; facilmente obtemos a dispersao
do momento:

Api(t) = Z (2.157)
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Como esperado para uma particula livre, sua dispersao do momento é constante
no tempo.
2.5.2 Sistema Bipartite Emaranhado

Agora vamos construir um sistema bipartite Gaussiano emaranhado. Novamente

ambas as particulas sao distinguiveis e possuem a mesma massa m.

U(z1,29,t =0) = /dkldk2f(k1, k2)1(21,0) ® (w2, 0). (2.158)

Aqui 91 (z1,0) e 9(x2,0) sdo dados por:
P1(z1,0) = eiklxle_ai?%, (2.159)
o (x2,0) = ei’“me%%. (2.160)

A Eq. (2.158) é uma superposic¢ao de pacotes Gaussianos bipartites centrados em k;
e ko, onde f(k1,k2) = g(k1, k2) (k1 +k2) sdo os coeficientes de expansao e §(k1 +k2)
é uma restricdo que emaranha, o sistema. Essa funcao delta faz com que o momento
seja conservado. No referencial de centro de massa, podemos entender a funcao de
onda acima como uma, superposicao de pacotes Gaussianos movendo-se em direcoes
opostas com o mesmo momento. E mais, as Egs. (2.159) e (2.160) sdo proporcionas
as Eqgs. (2.150) e (2.151). Para ver isso, basta integrd-las em ¢ = 0 e substituir k.
por ki e ko, respectivamente.
Usando a fungdo delta, a Eq. (2.158) pode ser reescrita como:

a2 _ a2
U(z1,22,0) = /dk1g(k1) (eik“‘lerﬂl) (e’k””euﬂz) : (2.161)

A Eq. (2.161) claramente mostra que (k1 +k2) emaranha o sistema, pois ¥(z1, z9,0)
nao pode ser escrita como um simples produto tensorial de fun¢des de onda perten-
centes as particulas 1 e 2, i. e., lidamos agora com fungoes de onda inseparaveis.
Apenas se g(k1) for outra funcdo delta, o sistema serd separdvel e recuperamos a
Eq. (2.149). Na Eq. (2.161), escolhemos g(k1) como sendo uma distribui¢do Gaus-

R ”/ = (5/2)2(ks — ko)?] (2.162)

onde b é um novo parametro que mede o grau de emaranhamento como explicado

siana centrada em k.:

mais & frente e f, =1+ n—g, n =1,2. Quando b — oo a funcio % exp [ (b/2)?
(k1 — kc)?] — 6(k1 — kc) [2] e fo — 1, mostrando que ndo temos mais emaranha-
mento. Podemos ver isso por meio do seguinte cilculo. Usando as Egs. (2.162) e

(2.161),
2 1/4 . 7:&:% 2 1/4 . 7903
hm U(z1,292,0) = <_2> efe?io7r | (_2> o k272" | (2.163)
b—o0 wa a
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A Eq. (2.163) ¢ idéntica & Eq. (2.149), se calculamos as integrais nas Eqgs. (2.150)
e (2.151). Além disso, pode-se mostrar que se b — 0 e a — o0, a Eq. (2.161) é
exatamente o estado EPR com 2y = 0 [32]. Como dito na Ref. [32], a Eq. (2.161)
pode ser interpretada como uma generalizagdo da funcao de onda de EPR. Este dois
fatos sugerem que b pode ser considerado como uma medida do grau de emaranha-
mento, na qual b — oo representa estado separavel e b — 0 representa um estado de
maiximo emaranhamento.

Integrando a Eq. (2.161) obtemos o estado bipartite Gaussiano normalizado para
t=0:

U . 2 i . f 1,2 2 2

(z1,29,0) = \/%f2 explike(z1 — z2)] exp | — = (z] + z5) + 12| - (2.164)

a?

E interessante notar que a Eq. (2.164) representa um estado insepardvel devido
ao termo exp [525301:1:2]. Se b — oo este termo tende a 1 e obtemos a Eq. (2.149)
como caso limite da Eq. (2.164). Em outras palavras, quando b — oo obtemos a
Eqg. (2.149), um estado separdvel, ndo emaranhado. Para qualquer outro valor de b
temos a Eq. (2.164), um estado insepardvel, emaranhado.

Para provarmos que b nos dd o grau de emaranhamento do estado descrito pela
Eqg. (2.164) e que somente quando b — oo temos estado ndo emaranhado, calculamos
sua matriz de correlagdo (MC) e aplicamos, em seguida, o critério de separabilidade
de Simon [88] discutido anteriormente. Este critério nos diz que lidamos com estado
Gaussiano separavel se, e somente se, b — co. Em seguida, realizando uma trans-
formacao simplética local na MC para deixd-la na forma padréo [88, 26|, calculamos
o Emaranhamento de Formacao (EoF) [36], o qual é uma fun¢do monotonicamente
decrescente do parametro b, provando que quanto maior b menos emaranhado estd
nosso sistema. No Cap. 3 discutiremos em detalhes essa medida.

Um estado Gaussiano de dois modos é completamente especificado por sua MC.
Ela é uma matriz 4 x 4, possuindo os seguintes elementos [88, 26]:

vij = Tr [(RiR; + R;jR;)p] — 2Tx[Rip] Tr[R;p], (2.165)

onde R = (X1, P, X9, P)" e R; sao os operadores de posicao e momento das duas

(4 9) (2160

a2f1 0 1124 0
A=(722 ), o= PR L) (2.167)
0 = 0 =%

Como mostramos nas segoes anteriores, o critério de separabilidade de Simon garante

particulas. Assim,

onde
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que a MC representa um sistema separivel se, e somente se,

I = detAdet B+ (12 — |detC|)* ~Tr{ AJCIBJCT J}—h?(det A+det B) > 0, (2.168)

J:(_Olé).

Mas um célculo simples mostra que

onde

161
b fe

Logo, I < 0 exceto quando b — oo, provando que para qualquer outro valor de b

I=—4k (2.169)

temos emaranhamento.
Implementando, agora, a transformacio simplética S = diag (s, s7%, s, s71),

onde s = (4ii2 fo /a4)1/ 4, deixamos v em sua forma padrio vy = SyS”:

n 0 k O
- , 2.170
7 ke 0 n 0 (2.170)

onde n = hfi/Vf2 e ky = ky = ha?/(b*\/f2). Esta é uma MC de um estado
Gaussiano simétrico e conforme mostraremos no Cap. 3 seu EoF vale

EoF(¥) = f [\/(n — ky)(n — kp)] , (2.171)

onde,
£(8) = e1.(8) logyles (8)] — ¢ (6) logyle— (9)] (2.172)
Aqui ¢4 (8) = (671/2 + §'/2)2/4. Analisando o comportamento do EoF dado pela
Eqg. (2.171) vemos claramente que ele é fungio decrescente do pardmetro b (Figs. 2.1
e 2.2).
Agora que temos ¥(z1,x2,0) podemos expandi-lo nos autoestados de momento
e calcular a funcdo de onda para qualquer %:

\11(331, T, t) = / dkldkgc(kl, k2)ei[kl$1+k2$27w(k1)t7w(k2)t]’ (2.173)
onde os coeficientes de expansdo sao
1 . i
c(ky, ko) = W/\Il(xl,wg,O)e_lklxle_lk”zd:(;ldmg. (2.174)

8Para recuperar o critério de Simon conforme mostramos na segio anterior, devemos trocar k2
na Eq. (2.168) por h?/4. Esta diferenga se deve ao fato de que Simon usou uma defini¢io de matriz
de correlagdo como sendo metade da adotada aqui. Usamos a notagdo de Duan et al. [26], pois no
Cap. 3, ela nos serd 1til.
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Figura 2.1: Emaranhamento de formagio, Eq. (2.171), para o estado Gaussiano simétrico

descrito pela Eq. (2.164), como fun¢do dos pardmetros a e b. Aqui, i = 1. O EoF aumenta
quando b — 0 e diminui quando a — 0.

EoF

1
1 2 3 4 5 b

Figura 2.2: Emaranhamento de formagio, Eq. (2.171), como fung¢io de 1/b para 10 valores
de a. De baixo para cima, a varia de 1 a 10 em incrementos de uma unidade. Novamente,

h = 1. Vemos que o EoF aumenta se b diminui e, para um dado b, quanto maior a, maior o
EoF.

Calculando as duas integrais na Eq. (2.174) temos

azkg
ae 2f2 a2f1(k‘% + k’%) a2kc(k1 — kz) a4k1k2

Usando as Egs. (2.175) e (2.173), integrando em k; e k2, e multiplicando o resultado
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pelo seu complexo conjugado temos

(U (z1,2,8) = A(t)exp { —B( ) [f1(1 + f2F (1)) (27 + 23)

—a2f2 1 + F \/ k’ .’L‘1 - :EQ

—(20°/6°)(1 = foF (¢ ))371302] s (2.176)
onde A(t) e B(t) sdo:
Aw_??¢u+ﬂmu+ﬁFwﬁ’ s (170

2
a®(1+ F(t)(1+ f3F(t)

Finalmente, integrando a Eq. (2.176) em x5 obtemos a densidade de probabilidade

B(t) = (2.178)

da particula 1 no tempo t:

B (a1, ) = | 212 L [zﬁ@“%W]

ma? fi W a’fi 1+ f2F(t)

Usando a Eq. (2.179) para calcular a dispersao na posi¢ao da particula 1 obtemos

(2.179)

Am() =2 %[1 + HE)]. (2.180)

A partir da transformada de Fourier da Eq. (2.173) obtemos a fungao de onda na

representacdo de momentos:
U(ky, ko, t) = 2mc(ky, ko)e ilwik)twlka)lt (2.181)
Multiplicando a Eq. (2.181) pelo seu complexo conjugado e integrando em ko temos

2

~ 2
1B (k1,t)[2 = 27C:f1ex [—;I(kl k)Z]. (2.182)

Lembrando que p; = hk; e usando a Eq. (2.182) facilmente calculamos a dispersao
do momento da particula 1:

Apy (t) = Z\/f_1 (2.183)

De novo, devido a evolucao livre da particula 1, a dispersao do momento é constante

no tempo.
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2.5.3 O Protocolo de Medida

Agora que ja temos todas as ferramentas (dispersdes do momento e da posi¢io para
os casos emaranhado e ndo emaranhado) apresentamos um procedimento de medida,
o qual, usado num ensemble de pares de particulas Gaussianas, nos permite detec-
tar localmente se o par estd emaranhado bem como seu grau de emaranhamento.
Lembramos que, por simplicidade, A = m = 1.

Seja Bob nosso fisico, o qual recebe uma das particulas do par produzido por
Alice. Bob sabe, pois Alice lhe disse, que todas as particulas por ele recebidas sdo
ou pacotes gaussianos emaranhados ou nao emaranhados, de acordo com os dois
modelos descritos acima. Nao hé outra possibilidade. Alice produz muitos pares
de uma vez. E continua a produzir muitos pares de uma vez para varios instantes
de tempo. Bob, claro, nao sabe quais os valores dos parametros a e b usados por
Alice. No entanto, Bob é curioso o suficiente e deseja saber se suas particulas estdo
emaranhadas ou ndo. Bob nao pode se utilizar de nenhuma, comunicacao cléssica,
ele s6 pode atuar localmente em suas particulas e, para piorar sua situacao mais um
pouco, ele s6 dispoe de aparatos de medidas para detectar as dispersoes na posicao e
no momento de suas particulas. Para saciar sua curiosidade, ele procede da seguinte
maneira.

Primeiro ele mede, usando um subensemble, a dispersao dos momentos de seu
pacote de onda. Ele mede Ap; = u. Ele ainda ndo sabe se é a Eq. (2.157) ou a
Eq. (2.183) que representa sua medida. Mas ele tem certeza que sé pode ser uma das
duas possibilidades acima, o que implica somente dois tipos de evolucao temporal
para a dispersao da posicdo de suas particulas.

Se suas particulas nao estdo emaranhadas e Bob usa na Eq. (2.155) o fato de

que Api(t) =u = I temos:

Az () = %\/1 W) (2.184)

Todavia, se as particulas de Bob estdo emaranhadas e agora ele usa o fato de
que Ap(t) =u= @, a Eq. (2.180) torna-se:

Az (t) = i\/ L e, (2.185)
2u V utbt — 1

Olhando para as Eqs. (2.184) e (2.185) vemos que se Bob sabe quando Alice
produziu os pares ele é capaz de descobrir, com apenas uma medida de Az, se suas
particulas estdo emaranhadas ou nfo. E a razdo é simples: Suponhamos, sem perder
em generalidade, que Alice inicia a produzir os pares em ¢ = 0. Medindo a dispersio
da posic¢do para um dado tempo ¢ Bob obtém Az(¢). Lembrando que Bob também
conhece o valor de u, ele pode, usando a Eq. (2.184), calcular o valor de Azy(t). Se

esse valor calculado para a dispersao é o mesmo do que aquele medido, as particulas
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de Bob néo estdo emaranhadas com as de Alice. Se Az(t) difere do valor medido,
temos emaranhamento. Neste dltimo caso, usando a Eq. (2.185), Bob pode obter
o valor de b. Para qualquer ¢ Bob pode usar esse procedimento. Na verdade, Bob
vé duas curvas distintas para a evolugdo temporal de Azy(t), dependendo se suas
particulas estdo ou nao emaranhadas. Veja a Fig. 2.3.

Ax

t

1 2 3 4 5

Figura 2.3: A curva tracejada é a evolugdo temporal da dispersdo da posi¢do para um pacote
de onda gaussiano emaranhado enquanto a curva sélida representa o caso ndo emaranhado.
Escolhemos b =1 e u = 1.01.

Analisando a Eq. (2.185) vemos que para ela ser vélida para todo tempo ¢ > 0
devemos impor:
ub > 1. (2.186)

Vale a pena notar que assintoticamente as Eqgs. (2.184) e (2.185) sdo idénticas. Por
conseguinte, a fim de que Bob consiga corretamente distinguir entre os dois casos,
ele deve realizar suas medidas para tempos menores que um tempo critico ., o
qual é definido como sendo o tempo onde o termo independente de ¢t dentro da raiz
quadrada da Eq. (2.185) é da ordem do termo #2:

b2
2/utbt — 1

Podemos aumentar ¢, fazendo ub — 1. Isso pode parecer uma limitacdo desse

te =

(2.187)

procedimento, mas como Alice envia uma mensagem classica a Bob definindo a
origem do tempo, Bob pode comecar as medidas tao cedo quanto possivel.

Vamos, agora, complicar ainda mais a vida de Bob. Supomos, daqui para frente,
que Bob nao sabe quando Alice comegou a produzir os pares. Isso significa que
Bob ndo pode usar o protocolo anterior a fim de descobrir se suas particulas estdo
emaranhadas com as de Alice. O procedimento anterior falha porque Bob nao sabe
qual tempo t deve usar para calcular Az(t).

Primeiramente provamos porque uma tinica medida no tempo ¢ nio é suficiente

para Bob dizer se suas particulas estdao ou ndo emaranhadas, supondo que ele nao
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saiba quando Alice comegou a produzir os pares de particulas. A idéia da prova reside
em mostrar que os elementos diagonais da matriz densidade reduzida dos estados nao
emaranhados podem sempre ser confundidos com os elementos diagonais da matriz
reduzida dos estados emaranhados no tempo ¢ = 0. O mesmo raciocinio se aplica
para qualquer ¢, mas para t = 0 a demonstragdo é mais simples e nao perdemos,
com essa, escolha, em generalidade.

Na representacao dos momentos e para t = 0, os elementos diagonais da ma-
triz reduzida que descreve uma das particulas do par emaranhado sao dados pela
Eq. (2.182):

2
o1 (k1) :/(kl,kg\lll)(llf|k1,k2)dk2 _ ,/%exp [—;T(kl —kc)2]. (2.188)

De acordo com a Eq. (2.156), para qualquer ¢, os elementos diagonais, na repre-
sentacao dos momentos, da matriz reduzida de um dos membros do par nao emara-
nhado é

12 12
p1(k1,t) = / (K1, k2| ) (9 |k, ko) dka = \/gexp [—%Ufl - kc)Q] . (2.189)

Se queremos elementos diagonais idénticos para a matriz reduzida devemos impor

a = # = % (2.190)

De acordo com a Eq. (2.179), os elementos diagonais da matriz reduzida de um
dos membros do par emaranhado, na representacao de posicao, parat =0 é

o1(z1) = / (1, 29| W)( V|21, 22) dzp = 4 | nfz];fl exp [—;—J}iﬂﬁ] : (2.191)

E finalmente, como pode ser visto na Eq. (2.153), para uma particula do par ndo

emaranhado, seus elementos diagonais na representagao de posicao para qualquer ¢
sa0

pr(m) = /<x1,w2|w><¢|x1,z2>dxz

2 2 (z1 — vt)?
= —— . 2.192
\/7ra’2(1+F(t,a’)) P72 + F(t,a’) ( )

Se desejamos as Eqs. (2.191) e (2.192) fornecendo as mesmas predigoes estatisticas

devemos ter
2f; 2 1

a2f,  d?1+ F(t,d)

A Eq. (2.193) garante que as duas matrizes densidade possuam a mesma dispersio

(2.193)

na posicao. (Ndo precisamos nos preocupar com os momentos de ordem um dessas
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fungoes Gaussianas pois uma translagdo do eixo z; faz com que eles sejam zero.)
Por meio das Egs. (2.190) e (2.193) e lembrando que f, =1+ n‘;—j obtemos para o

tempo t:
1 1
t=—5—-——. 2.194

2u? /bt — 1 ( )
A Eq. (2.194) diz que para um tnico, e somente um unico, tempo ¢, os elementos
diagonais das matrizes densidade reduzidas, uma descrevendo um membro do par
emaranhado e a outra uma particula do par ndo emaranhado, fornecem as mesmas
predicoes estatisticas. Isto implica a impossibilidade de discernimos se temos ou nao
um sistema emaranhado por meio de uma tnica medida da dispersdao do momento
e da posicao da particula 1. (A menos que, claro, Bob saiba quando Alice comegou
a produzir seus pares.) Veja Fig. 2.4.

AX
5

1 2 3 4 t

Figura 2.4: A curva tracejada é a evolugéo temporal da dispersao da posi¢ao para um pacote
Gaussiano emaranhado produzido 1 unidade de tempo depois da producdo de um pacote
ndo emaranhado, o qual estd representado por uma curva sélida. As curvas se interceptam
quando t & 2.46. Se Bob mede Ax; para este tempo, ele é incapaz de distinguir entre
as duas possiveis maneiras que Alice pode produzir os pares de particulas. Para qualquer
outro ponto sobre a curva tracejada, podemos encontrar uma curva sélida que a intercepta.

Assim, Bob ndo pode distinguir como suas particulas foram produzidas medindo-se apenas
uma Unica vez Az;. Aqui, b=1e u =1.01.

Para contornar essa limitagao, Bob aplica o seguinte protocolo, o qual usa expli-
citamente a diferenca na evolucao temporal dos dois sistemas.

Bob inicialmente mede a dispersao do momento de suas particulas (Ap; = u).
Como ele nao sabe quando nem onde Alice comecou a produzir os pares de particulas,

a evolucao temporal da dispersao da posicao é dada por uma destas duas possibili-
dades,

1
Az, (t) = %\/1 + dut(t + t)2. (2.195)
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1 utbt A 9

Aqui ty é o tempo decorrido desde a producdo do primeiro conjunto de pares por
Alice até o primeiro conjunto de medidas feitas por Bob. Bob agora faz muitas
medidas da dispers@o da posi¢ao para diferentes instantes de tempo ¢. A partir
dessas medidas ele obtém o seguinte conjunto de pontos: {(Az1(0),0), (Az1(t1),t1),
ooy (Az1(tn),tn)}- Ele faz o maior nimero possivel de medidas. Com esses n pares
de pontos ele fita a seguinte curva, onde a e 8 sao os parametros livres e u ja é
conhecido:

Az (t) = %\/oz 4+ D) (2.197)

Observando as Egs. (2.197), (2.195), e (2.196) vemos que se @ = 1, Bob lida com
pacotes Gaussianos ndo emaranhados. Mas se a # 1, entdo ele lida com particulas
emaranhadas. E usando a Bob pode calcular o grau de emaranhamento b. Sé
por completeza, vale a pena mencionar que S nos da ty. E como dissemos para
0 protocolo anterior, Bob deve comecar suas medidas o mais cedo possivel, pois
assintoticamente no tempo as Egs. (2.195) e (2.196) sao idénticas.

2.5.4 Consisténcia do Modelo

O modelo acima descrito poderia levar alguém a suspeitar que o fato de termos dois
modos de evolucao temporal para a dispersdo da posicao de uma particula abriria a
possibilidade de transmissdo de informagio com velocidade maior que a da luz (rigo-
rosamente isso ndo é possivel, conforme mostraremos abaixo). A maneira pela qual
isso talvez pudesse ser feito basear-se-ia no seguinte protocolo: Alice produziria um
ensemble de pares de particulas emaranhadas e enviaria a Bob um membro de cada
par. Alice poderia entdao medir, por exemplo, o momento de suas particulas, fato que
destruiria o emaranhamento entre os pares de particulas compartilhadas. Isso acar-
retaria numa evolugao temporal da dispersao da posi¢ao dada pela Eq. (2.184). Caso
Alice nao fizesse nenhuma medida em suas particulas entdo teriamos uma evolugao
temporal dada pela Eq. (2.185). Dessa forma, alguém poderia imaginar que se Alice
e Bob estiverem separados por uma distancia tipo espaco, Bob poderia, medindo a
dispersao da posicao de suas particulas, descobrir se Alice mediu ou nao o momento
de suas particulas. Se isso fosse possivel, teriamos um protocolo de transmissao de
informagdo superluminal, onde uma evolugio dada pela Eq. (2.184) representaria,
por exemplo, o bit 1, e uma evolugido dada pela Eq. (2.185) o bit 0.

O ponto falho no raciocinio acima reside no fato de que Alice nao tem controle
sobre qual momento ela mede. Para um dado momento medido kj, a evolucao
temporal da dispersdo da posicao é dada pela Eq. (2.184). Mas como Alice ndo tem
controle sobre qual momento ela mede devemos somar sobre todas as possibilidades a
fim de corretamente descrever o que Bob observa. Esse fato faz com que a dispersao
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da posigdo vista por Bob seja dada pela Eq. (2.185). Ou seja, tudo se passa como
se Alice nao tivesse medido o momento de suas particulas e ndo hi como transmitir
informacio alguma usando o fato de Alice ter ou ndo medido o momento de suas
particulas. Vamos agora mostrar explicitamente que as dispersdoes do momento e da
posicao medidas por Bob independem do fato de Alice medir ou ndo o momento de
suas particulas.

Podemos reescrever a Eq. (2.173), que representa um par de pacotes gaussianos

emaranhados, da seguinte forma:

1T (t)) = / ome(ky, kg)e Ik Twk)lt By ko) | dEydks, (2.198)

onde (z|k) = ﬁ—wei’” . Os simbolos A e B sdo usados s6 para nos lembrar com quem

estamos lidando, Alice e Bob respectivamente.
Se Alice nao mede o momento de suas particulas, entdo, a partir da Eq. (2.198)
podemos obter as dipersoes da posi¢do e do momento medidos por Bob (j4 calcula-

Az (t) = %1 /%[1 + f2F ()], (2.199)

Apy (t) = Z\/ﬁ (2.200)

Vamos supor agora que Alice mede os momentos de todas as suas particulas.

mos isso anteriormente):

Podemos representar essa medida pelo seguinte operador:

Pry =1 @ |ko) 4 4 (Kol , (2.201)

onde Z; é o operador identidade da particula 1 e ky é o momento medido.
Aplicando esse projetor na Eq. (2.198) obtemos:

(') = Pr (1)
= / 2me(ky, ko)e Wk twlk)lt 1y ko) 4 (ko |E2) 4 dkido.
(2.202)

Mas sabemos que 4 (ko |k2) 4 = 6(k2 — ko). Entdo, usando essa funcio delta para
eliminar a integragdo em ko:

() = / ool ko)e 0 |y dky @ e 90t ko) (2.203)

Observando a Eq. (2.203) vemos claramente que Alice medindo o momento de
suas particulas quebra a correlagdo quantica do sistema (‘desemaranha’ o sistema).
O novo estado, para uma dada medida de momento kg, pode ser descrito por um
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produto tensorial de uma onda plana com momento kg para a particula 2 (particula
com Alice) e um estado gaussiano para a particula 1 (particula com Bob). Entéo,
para um dado momento kg medido por Alice, o estado normalizado da particula com
Bob é:

_ [ dki2me(ky, ko)e Wk k)

|®(t) (2.204)
T kg 2me(®, ko) 2
Realizando a integracao do denominador temos:
@(0)) = Y0 [ TR0 et ) g, (2,209
(2m)7
onde « e 3 sao:
S ( > 1
a= = k.— k 2.206
£ b e ( )

Entretanto, como Bob nio tem como saber qual momento Alice mediu sem ela lhe
transmitir um sinal cldssico, o ensemble de particulas com Bob tem que ser descrito
por uma mistura estatistica de todas as possibilidades de medida de momento por
Alice:

J dko [{T () ko) 4l” |2/ (8)) 5 5 (®'(2)]

t) =
p5(t) J iy (@ (8| kp) 4|

, (2.207)

onde,

() ko) 5 / dk; |2me(ky, ko) |2 (2.208)

é a probabilidade de Alice medir k.
Substituindo a Eq. (2.208) na Eq. (2.207) e lembrando que o denominador da
Eq. (2.207) vale 1 temos:

pB(t) = /dkodk1 |2me(ky, ko) |” | (%)) 5 (@' (1)] - (2.209)
Podemos simplificar mais ainda a Eq. (2.209) usando a Eq. (2.204):
pB(t) = / dkodkydkidm?c(ky, ko)c® (k) ko)e D= gy o (K] (2.210)
Realizando a integragao em kg temos:

= / dk1dEL G (1, ke Tt w0l 1y oo (kL (2.211)
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onde,
2 a?k?2 2 ,
Gk, k) = erflezflexp{ 4}{;1 [ (1+]{f) (k%+k3)
J{f (k1 + K} — b4f1 kK, ] } (2.212)

Entao, usando a matriz densidade dada pela Eq. (2.211) podemos calular as
dispersoes da posicao e do momento para o ensemble de particulas com Bob:

Az (t) = /Tr {X2pp()} — (Tr {X1p5(0)})?, (2.213)

Apa (1) ¢Tr{prB (Tr {Pips(t)})*. (2.214)

Aqui, X; e P, = hK; s3o0 os operadores posi¢do e momento da particula 1.
Calculando os tragos acima obtemos:

Az (t) = g %[1 + [P (1), (2.215)
Apy (t) = gﬁ (2.216)

Observando essas dispersoes vemos que elas sdo idénticas as que teriamos caso Alice
nao tivesse medido o momento de suas particulas (veja Egs. (2.199) e (2.215) e
Egs. (2.200) e (2.216)). Dessa forma, a maneira proposta de transmissdo de sinal

superluminal no inicio dessa subsecdo nao funciona.

Prova da Regra do Trago Parcial

Vamos, agora, mostrar um resultado bem geral, o qual garante que qualquer medida
feita por Alice ndo afeta os resultados das medidas feitas por Bob. Na verdade,
esse resultado nada mais é do que a prova da regra do trago parcial. Esta regra,
muitas vezes impunemente usada, diz: quando lidamos com um sistema composto
descrito pelo estado p e temos acesso apenas ao subsistema B, o estado que descreve
B é obtido ‘tracando-se’ os subsistemas a que nao temos acesso. Conforme veremos
abaixo, essa regra é consequéncia de aspectos probabilisticos da Mecancia Quéntica.
Observemos a Eq. (2.210), que pode ser reescrita da seguinte forma:

pp(t) = / dkodk Ak, dkedkhan2e(ky, ko) c* (K], kb)e k) —w k)]
ek =wOIE ey (1| 8k — ko)b(ko — KD). (2.217)

Usando o fato de que 4 (kolk2) 4 = 0(ko — k2) e a (k5|ko) 4, = 6(ko — k5) podemos
reescrever a Eq. (2.217):
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pp(t) = / dko a (ko [ / dky Ak} dkodkbdm?e(ki, ko)c* (K, kb)e etk —w k)it
x e k)= DIt 1) (1] @ (k) 4 <k;\] ko) 4 - (2.218)
Mas sabemos que:
pap(t) = / Ak Ak, dkodkhdn2e(ky, ky)c* (k) , kb)e ok —w (k)]
x e ilw(ka)—w(k})]t k1) g g <k'1| ® |k2) 4 4 (ké‘ . (2.219)
Entao, a Eq. (2.217) pode ser escrita do seguinte modo:

pB(t) = Tra{pas(t)}, (2.220)

onde Tra{ } = [ dkoa (ko| |ko)4 é o trago parcial sobre os estados de Alice (nesse
caso, sobre os estados da particula 2, que estd com Alice).

A Eq. (2.220) foi deduzida supondo que Alice mediu os momentos de suas
particulas. Isto é, tomamos o trago parcial usando como base os auto-estados do
observavel momento medido por Alice. Mas como o trago independe da base que
usamos para, calculd-lo, entdo, para qualquer observivel local, O4 = Z; ® Oy, me-
dido por Alice, a matriz densidade vista por Bob serd sempre a mesma. Isto é, ndo
importa qual observivel Alice mega, sempre teremos pg(t) como a matriz densidade
vista por Bob. Isso garante que o valor médio de qualquer observavel que Bob venha
a medir serd independente do que Alice escolheu para medir.

O valor médio, entdo, de um observavel Og = O ® Zy medido por Bob é:

(OB) =Trp{Oppr}- (2.221)

Finalmente, caso nenhuma medida fosse feita por Alice entao teriamos:

(Op) = Tr{Oppas}
TraTrp{Oppas}
Tre{OTra{pan}}
Trg {Oppp). (2.222)

Como as Egs.(2.221) e (2.222) sao iguais, isso demonstra que as previsoes estatisticas
feitas por Bob para um dado observavel local sdo independentes do que Alice venha
a fazer com sua particula.

Vale a pena ressaltar que a Eq. (2.220) foi deduzida supondo que Alice nao tem
controle sobre qual momento kg ela mede. Isto estd matematicamente representado
pela Eq. (2.207):

_ [ dko (T (®)[ko)al” ' (8)) s 5 (@'l

t
pB(t) Jaky[(w (@) |kg) , |
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Dessa forma, o simples fato de que as previsoes da Mecanica Quéantica sao proba-
bilisticas (regra de Born) implicou na regra do trago e, neste protocolo em particular,
na impossibilidade de trasmissdo de informagdo superluminal.
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Capitulo 3

Quantificacao do
Emaranhamento

3.1 Introducao

Sabendo-se da existéncia de emaranhamento em um sistema quantico, a préxima
questao que necessita ser respondida é, naturalmente, quao emaranhado esse sis-
tema estd. Novamente nos deparamos com um problema extremamente nao trivial.
Dificuldades ainda maiores aquelas encontradas na obtengao de critérios operaci-
onais de separabilidade surgem aqui. Além disso, nos deparamos com uma nova
complicacdo. Se ao lidarmos com o problema da separabilidade tinhamos clara-
mente uma definicado de estados separdveis ou nao emaranhados, agora temos um
amontoado de possiveis medidas de emaranhamento.

Para estados puros bipartites, conforme discutimos abaixo, hd um consenso so-
bre qual medida de emaranhamento devemos utilizar. Ela possui uma interpretagao
fisica razoavel e é facilmente obtida a partir do estado que descreve o sistema. No
entanto, ao se tentar quantificar o emaranhamento de estados mistos, ou mesmo es-
tados puros multipartites, muito pouco se avancou. Encontramos muitas definicGes
de medidas de emaranhamento e quase todas sem muito apelo fisico. Mesmo que
aceitemos algumas dessas medidas, ainda assim nao vamos muito longe. Temos pou-
cos resultados analiticos e mesmo os métodos numéricos requerem grande capacidade
computacional.

Apresentamos, a seguir, breves descricoes de algumas medidas de emaranha-
mento disponiveis e estudamos detalhadamente uma delas: O Emaranhamento de
Formagdo (EoF). Especial destaque é dado ao EoF para varidveis continuas, onde
calculamos analiticamente dois limitantes inferiores validos para qualquer tipo de
estado Gaussiano (puro ou misto e simétrico ou ndo simétrico) [73]. Nao obstante a
profusao de medidas de emaranhamento para sistemas multipartites, propomos uma
que, no entanto, possui clara interpretacio fisica [76]. Ela se baseia na eficiéncia que

71
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determinados estados quanticos tém para realizar codificagio superdensa [75] e tele-
transporte [76]. Para definir essa medida de emaranhamento, generalizamos o pro-
tocolo de teletransporte de Bennett et al. [11], onde agora podemos teletransportar
uma cadeia de spin 1/2 de tamanho arbitrdrio. Finalizamos o capitulo mostrando
que 0s canais quanticos necessérios para teletransportar N gbits (cadeia de spin 1/2)
sao, na verdade, N canais EPR trabalhando em paralelo [75].

3.2 Estados Puros Bipartites

Existe uma medida de emaranhamento muito natural para estados puros, a qual é
praticamente a tnica medida ao mesmo tempo operacional e de facil interpretagao
fisica. Bennett et al. [13] propuseram que é fisicamente justificivel definir a entropia
de von Neumann de quaisquer partes de um sistema bipartite como medida de
emaranhamento. Se p = [¢¥)(| é a matriz densidade que descreve nosso estado
puro, a quantidade de emaranhamento de p é:

E() = —Tr{p1log, (p1)} = —Tr{p2log, (p2)}, (3.1)

onde p; = Tro{p} e p2 = Tri1{p} sdo as matrizes reduzidas do sistema bipartite.
Escrevendo a decomposigao de Schmidt de |v),

N
) = cilui) 4 |vi) g (3.2)
i=1
obtemos,
N
E(y) = =) _ ¢/ logy(c}), (3.3)
i=1

onde N pode tender a infinito (caso de varidveis continuas).

Por essa definicdo vemos claramente que estados maximamente emaranhados,
l9~) = (1/4/2) (J01) — |10)), por exemplo, possuem emaranhamento igual a 1, en-
quanto estados separdveis sempre possuem emaranhamento nulo.

Bennett et al. [13] mostraram que n pares no estado puro |1) com E ‘ebits’
de emaranhamento podem ser reversivelmente convertidos em m pares de singletos
(|#™)), usando-se apenas operagdes locais e comunicacao cldssica. Além disso, eles
mostraram que m/n tende a F, com a fidelidade da conversdo tendendo a 1, se
n — oo. Essa interconvertibilidade foi a justificativa para a definicao da entropia de
von Neumann como medida de emaranhamento para estados puros bipartites.

3.3 Estados Mistos Bipartites

Como dissemos, para estados mistos a situacdo se complica sobremaneira. Essa
complicacdo se d4 em dois aspectos. Primeiro, ndo ha uma tnica medida de ema-
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ranhamento. Dessas indmeras medidas de emaranhamento, apenas duas (Emara-
nhamento de Formagdo e Emaranhamento Destildvel) possuem interpretacoes fisicas
razoaveis.

Segundo, ndo ha muitas expressoes analiticas que nos fornecam a quantidade de
emaranhamento do sistema conhecendo-se apenas sua matriz densidade p. Muitas
dessas medidas de emaranhamento (Emaranhamento de Formagao e Entropia Rela-
tiva de Emaranhamento) sao definidas como solugoes de problemas de minimizagao
extremamente dificeis de se lidar analiticamente. E mesmo numericamente estes
problemas se tornam quase invidveis conforme se aumenta a dimensao do espago de
Hilbert do sistema estudado.

Até hoje, s6 se descobriu formulas analiticas para o Emaranhamento de Formagao
de sistemas bipartites 2 x 2 (dois spins 1/2, por exemplo) [99] e para estados Gaus-
sianos simétricos [36]. Apesar dessas dificuldades, conseguimos avancar um pouco
mais no entendimento do Emaranhamento de Formacgao para sistemas bipartites de
varidveis continuas. Mais & frente apresentamos resultados analiticos, os quais for-
necem dois limitantes inferiores para o Emaranhamento de Formacao de qualquer
estado Gaussiano, simétrico ou ndo [73].

Vamos, agora, definir formalmente as trés medidas de emaranhamento citadas
no inicio dessa secao. Escolhemos essas trés medidas de emaranhamento pois sao
amplamente utilizadas e desempenham papéis importantes na nossa compreensao
sobre as caracteristicas do emaranhamento quintico. No restante desta secao, sem-
pre que nos referirmos a uma matriz densidade, estd implicito que ela atua sobre um
espago de Hilbert H tal que H = H; ® Ha. Isto é, lidamos com sistemas bipartites.

3.3.1 Entropia Relativa de Emaranhamento

Seja o uma matriz densidade tal que o € D, onde D representa o conjunto de todos
os estados separdveis. A Entropia Relativa de Emaranhamento para uma matriz
densidade p é definida como [92, 93]:

Exg(p) = min S(pllo), (3.4)

onde S(p|lo) := Tr{pln(p) — pln(o)}. Pela definicio de EFr vemos que temos um
problema de minimizagao para ser resolvido a fim de calcularmos Eg(p). Até hoje
nenhuma expressao analitica de cardter geral para Er foi encontrada, nem mesmo
para os sistemas mistos mais simples (2 x 2). Apenas para alguns sistemas mistos
2 x 2 (estados isotrépicos), Rains [69] conseguiu uma expressao analitica.

3.3.2 Emaranhamento Destilavel

O Emaranhamento Destildvel Ep é fisicamente interpretado como o niimero maximo

de singletos que podem ser produzidos a partir de um conjunto de pares de particulas
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descritas pelo estado p, usando-se apenas operagoes locais e comunicacao classica
(LOCQ) [15]. Por sua prépria defini¢do, Ep depende da escolha correta do protocolo
6timo de purificacdo usado para destilar singletos de estados mistos emaranhados.
Essa escolha nem sempre é trivial e para diferentes p temos, em geral, protocolos
Otimos distintos. Dessa forma, nao existe uma expressao fechada que forneca o valor
de Ep para determinado estado. Pode-se mostrar que Fp é igual a entropia de von
Neumann quando p é um estado puro.

3.3.3 Emaranhamento de Formacao

Fisicamente, o Emaranhamento de Formacdo FoF representa o niimero minimo de
singletos necessarios para produzir um conjunto de pares de particulas descritas pelo
estado p, usando-se apenas LOCC [14]. Novamente aqui se pode mostrar que o EoF
se reduz a entropia de von Neunmann quando p for um estado puro.

Define-se o EoF do seguinte modo:

EoF (p) = mianiE(w), (3.5)

onde p = >, pi |¥;) (¥i| e E(¢);) é a entropia de von Neumann para o estado puro ;.
Outra vez temos mais uma definicdo de emaranhamento para estados mistos onde
precisamos resolver um problema de minimizacdo. Dentre todas as decomposicoes
de p em estados puros (e podemos ter infinitas decomposigdes) temos de encontrar
aquela que minimize o lado direito da Eq. (3.5).

Felizmente aqui temos alguns avancos importantes. Como dissemos, Wootters
[99] conseguiu obter uma expressdo analitica para sistemas mistos 2 x 2 e Giedke et
al. [36] para estados Gaussianos simétricos. Mais & frente nos concentraremos numa
dedugao do resultado obtido por Wootters e, em especial, na férmula analitica de
Giedke et al., a fim de preparar terreno para o cdlculo dos dois limitantes inferiores
para o FoF de estados Gaussianos arbitrarios.

3.4 Porque Essas Medidas de Emaranhamento

Os Horodeckis [49] mostraram que quaisquer medidas de emaranhamento E que
satisfacam alguns axiomas bem razodveis, devem ter Ep e EoF como limitantes

! respectivamente. Ou seja,

inferior e superior,

Ep < E< Ep. (3.6)

Os axiomas que F deve satisfazer sdo listados em trés grupos [49]:

L EoF utilizado na Ref. [49] é, na verdade, a versio regularizada do Emaranhamento de Formagso
definido aqui: EoF — lim, e EoF(p®n)/n.
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1) Postulados Obvios. (a) Nao-negatividade: E(p) > 0; (b) Emaranhamento
tem que ser nulo para estados separdveis: E(p) = 0 se p é separdvel; (¢) Norma-
lizagao: E(¢p™*) = log,(dim?;), onde dim?,; é a dimensdo do espago de Hilbert do
subsistema de menor dimensdo e ™% é o estado de maximo emaranhamento do
sistema em questdo. Para o caso 2 x 2 temos E(1)™%") = 1 e para varidveis continuas
podemos ter E(9™%) — oo.

2) Postulados fundamentais: monotonicidade sob LOCC. (a) Monotonicidade
sob operagoes locais: Se alguma operacao é feita em quaisquer dos subsistemas,
resultando um estado o; com probabilidade p;, entao o emaranhamento do novo

sistema nao pode crescer:

E(p) > ZpiE(Ui)- (3.7)

(b) Convexidade (monotonicidade sob descarte de informacdo):

E (ZPM) < piE(py). (3.8)
i i
3) Postulados de regime assimptdtico. (a) Aditividade parcial:
E(p®") = nE(p); (3.9)
(b) Continuidade: Se (¥®"| p,, |%®™) — 1 quando n — oo, entdo

LIBWE) ~ Bpa)| =0, (3.10)
onde p, é um estado coletivo de n pares. Como ndo pretendemos aqui nos deter
numa discussdo da axiomatizacdo de medidas de emaranhamento, recomendamos a
Ref. [49] e as referéncias 14 citadas para uma discussdo bem completa de cada um
desses postulados. Vale a pena acrescentar, no entanto, que estes postulados sao
bem gerais e mais fracos do que muitos adotados na literatura, em especial os dois
postulados assimptdticos.

3.5 FEoF para Sistemas 2 x 2

Usando a decomposicao de Schmidt podemos mostrar que qualquer sistema bipartite
puro 2 x 2 pode ser escrito como

1) = c1]01) + ¢2]10), (3.11)

onde c¢; e c¢o sa0 reais nao negativos e supomos, sem perder em generalidade, que
¢1 > ¢g. Assim, por meio da Eq. (3.3), seu emaranhamento vale

E(y) = —cilogy cf — (1 — ¢f) logy(1 — cf). (3.12)
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Para obter o resultado acima usamos que ¢? + ¢ = 1. Podemos deixar o emaranha-
mento E do estado 9 em funcdo de uma grandeza chamada concorréncia (concur-

rence), a qual é definida como:

C(4) = (1), (3.13)

onde

W) = oy @oyly),
[9") = 1l01) + c5[10).

Lembrando que ¢; e ¢y sio reais temos |1) = ¢1]10) 4 ¢2|01) e, portanto,
C(iﬁ) = 261 Co. (3.14)

Seja, agora, a funcao abaixo,

E(C)=h ( : (3.15)

14 VI=C?
)
onde,
h(z) = —zlogyz — (1 — z) loge (1 — x).

Substituindo o valor da concorréncia no argumento da func¢io h da Eq. (3.15) vemos
que (14++v1 — C?)/2 = ¢2. Assim, o emaranhamento de 1 é dado por £(C), o qual é
uma funcdo monotonicamente crescente de C. Em outras palavras, F () = £(C(¢)).

Para estados mistos, a partir da definicdo de Emaranhamento de Formacao dada
pela Eq. (3.5), apresentamos em forma de teorema a expressdo analitica que nos
permite calcular o EoF para estados mistos 2 x 2 [99].

Teorema 10 O EoF de qualquer estado p de dois qbits, puro ou nao, é
EoF(p) = £(C(p)), (3.16)

onde C(p) = maz{0,A\1 — Ao — A3 — M\1}. Os \;’s sdo as raizes quadradas dos
autovalores, em ordem decrescente, da matriz ndo hermitiana R = pp. Aqui,
p= (0"7;4 ® af)p*(a({f ® 05).

Prova:
Escrevendo p na base onde ele é diagonal obtemos

p=">_ pilus)(uil. (3.17)
i=1

A partir da decomposicio anterior, definimos os estados ‘subnormalizados’ |v;) =

\/Dilu;). Eles sdo chamados subnormalizados pois seu produto escalar (v;|v;) = p;d;;
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nos da diretamente o i-ésimo autovalor de p. Usando um resultado demonstrado na

Ref. [50], qualquer decomposicdo de p pode ser escrita como:
p=>_ |wi)wi, (3.18)
i=1
onde m > n = ranque(p) <4 e
|w;) = Z 5 v;)- (3.19)

Na expressao anterior U é uma transforma(;ao unitdria m X m, ranque(p) é o nimero
de autovalores de p nao nulos e o complexo conjugado foi usado para simplificar
notacdo mais a frente.

Vamos separar a demonstragdo em duas partes: 1) matrizes densidade nas quais
A1 — A2 — A3 — Ag > 0 e 2) matrizes densidade nas quais A\; — Ay — A3 — Ay < 0.

Caso 1) A partir da decomposi¢do de p em termos dos estados subnormalizados
|v;) vamos, sucessivamente, obter trés outras. A tultima é a decomposi¢ao 6tima
procurada, i. e., ela atinge o minimo da definicao do EoF' para estados mistos.
Cada uma dessas decomposicoes possui n estados puros, onde n = ranque(p).

Decomposicao 1:

p= Z |z) (il (i Z5) = Aidij. (3.20)

Lembrando que qualquer decomposi¢do pode ser escrita como a Eq. (3.18), onde os
vetores dessa decomposicao sdo dados pela Eq. (3.19), entdo,

n
|z;) = Z “lv;), &) = Uyldy), i=1,...,n. (3.21)
7j=1

Dessa forma,
n n
(zilZj) = (Z Uik<vk|> (Z Ujllf)z))
k=1 =1
n
= Y Uin{vklo)Uy

k=1
n
= Y UnmaUf
k=1
_ T
= (UrU"),;, (3.22)
onde 7;; = (v;|9;). Usando o fato de que 0:{/4 ® o) ¢ matriz real e igual a sua

transposta, podemos mostrar que 7;; ¢ matriz simétrica:
i = (i|¥;) = (vilog ® ol |v}) = (v}lo; @ o B |vi)*

= (vjlo] @ ol Jv}) = (%) = 7).
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Agora, usando um resultado demonstrado na Ref. [45], sempre existe uma trans-
formagao unitaria U que diagonaliza uma matriz simétrica T por meio da operagdo
UrU7T, deixando seus autovalores reais e nio negativos. Assim, escolhendo apropri-
adamente U, obtemos a decomposi¢ao 1. Além disso, U diagonaliza 77* da maneira

usual, i. e. Urr*UT é diagonal, veja:
UrrUut = Ur(UiU)*r Ut = (UrUT)(UrUT)*
= diag(r)diag(7") = diag(r7").
Dessa forma, diagonalizando-se 77* e tomando as raizes quadradas de seus auto-

valores obtemos os autovalores de 7. Mas os autovalores de 77* sdo idénticos aos
autovalores de pp. Para provarmos isso, precisamos dos elementos de matriz de pp,

i.e, precisamos calcular (u;|pp|u;) = (vi|pplv;)/\/PiP;- Mas,

(vilpplvj) = (vil (Z |Uk)<Uk|> (Z |77l)<17l\) |vj)
k=1 =1

= ) (vilor) (velB0) (Bilvg) = Y pidar (orl ) v;15,)*

k=1 k=1
n n

= Y piarh = Y piraty = pi(T7")ij-
=1 =1

Dessa forma, os elementos de matriz de pp sdo

(o7 = ) = | [P2(rr)

Sejam A;j = (pp)ij € Bij = (77)i;. S6 nos resta mostrar que duas matrizes quadra-
das A e B, de dimensao n, nas quais seus elementos de matriz satisfazem a relacao
A;; = \/pi/p;Bi;j possuem os mesmos autovalores. Suponhamos que A j4 esteja dia-
gonalizada e seus autovetores sejam dados por a; = (a1, . ..,an;)" e seus autovalores
por ;. Sendo assim, Aa; = \;a;. Escrevendo esta tltima relagao em termos de suas

componenentes

Il
—

n
E Akjaji = Aiaki, k yonoy T
=1
Se queremos diagonalizar B, devemos resolver um sistema de equagées semelhante.

Numa notacao 6bvia,
n
ZBkjbji = Yibki, k=1,...,n.
=1
Usando a relacao entre as matrizes A e B,

n n
> " Bjbji = vibki = Y, Akjy/Djbji = Yir/Prbi-
i=1

=1
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Supondo bj; = aj;/ \/Pj, o sistema acima adimite solu¢do apenas quando 7y; = A;,
mostrando que A e B possuem os mesmos autovalores. Logo, retornando ao pro-
blema original, diagonalizando-se pp e tomando as raizes quadradas de seus autova-
lores obtemos todos os \;’s (autovalores de 7).

Decomposi¢io 2:

n
p= Z lyi)yil,  (1lg5) = Mdij e (Wilg;) = —Xidij se 4,5 > 1. (3.23)
=1

Essa decomposicio é facilmente obtida a partir da anterior, bastando redefinir as
fases globais dos vetores |z;) da seguinte forma,

ly) = lz1),

|yj> = i|.’L‘j>, se _] 75 1.
Vamos definir a ‘pré-concorréncia’ (c(1)), a qual nada mais é do que a concorréncia
sem seu valor absoluto, ou seja,

_ (Wl
() = W) (3.24)

Usando a decomposicao 2 de p e lembrando que a propor¢ao de cada estado nessa

decomposicao vale (y;|y;) (estados subnormalizados), obtemos para sua pré-concor-

réncia média,
n

(e) =D _{uily) é:z; = D (il = M = de = X = Xa = C(p). (3.25)

—~

A grandeza C(p) foi definida quando apresentamos o teorema 10 e usamos a con-
vencdo na qual A; =0 quando ¢ > nen < 4.

Decomposicao 3:

A dltima decomposicao procurada é aquela onde além de (¢) = C(p), cada estado
|z;) também tenha a mesma pré-concorréncia: c(z1) = ... = c(z,). Dessa forma,
(c) = c(z;) e, portanto, o emaranhamento médio para essa decomposi¢io (FoF;)
vale

EoF, = sz’g(c(zi)) = Zpig(c(ﬂ)) = E(C(p))-

Agora temos de mostrar que é possivel obter essa decomposicdo e que EoF, é
minimo, sendo, pois, 0 Emaranhamento de Formagao procurado.

Seja p = Y, |#){z| a decomposi¢do procurada. A sua pré-concorréncia média
vale (c) = ) ;(zi|Z;). E como qualquer estado |z;) pode ser obtido dos estados |y;)
via a transformacdo de coordenadas abaixo [50],

n
2) =D Vislys)s
7j=1



80 CAPITULO 3. QUANTIFICACAO DO EMARANHAMENTO

onde V é transformacio unitiria, a média da pré-concorréncia vale

()

Z Zvij<yj| (ZWH%)) = Z Vii(y;|0k) Vik
1 k=1

=1 \j= i,j,k=1
n n

- Z VijYirVii = Z (VYVT)ii =Tr (VYV?). (3.26)
irj k=1 i=1

Aqui Y}, = (y;|9x) é matriz diagonal real. A Eq. (3.26) mostra que (c) é invari-
ante por transformacoes unitdrias reais (transformagoes ortogonais): Tr(VYVT) =
Tr(YVTV) = Tr(Y). Restringindo-nos a esse tipo de transformacio podemos equa-
lizar as pré-concorréncias sem alterar seu valor médio (c). Para ver isso, sejam |z,)
e |2) dois vetores da expansdao de p de modo que o primeiro tenha a maior pré-
concorréncia e o segundo a menor. Sejam as transformagoes ortogonais I (matriz
identidade) e

0001
g 0100
0010
1000

A identidade ndo altera nada e J troca |z,) por |z), i. e., permuta a maior pré-
concorréncia pela menor. Por continuidade, existe uma transformacgao intermediaria
que iguale a pré-concorréncia de |z,) a C(p). Repetindo esse procedimento mais duas
vezes com os vetores restantes, equalizamos todas as pré-concorréncias a C(p).
Para provar que FoF), é o valor minimo dentre todas as possiveis decomposicoes,
basta mostrar que nenhuma outra decomposicdo possui um valor médio para a con-

2 e monotonicamente

corréncia menor que C(p), haja vista que £ é fun¢ao convexa
crescente. Podemos escrever a concorréncia média de uma decomposicdo qualquer
como a média dos valores absolutos das pré-concorréncias. Entdo, procedendo da

mesma maneira que nos levou a Eq. (3.26),

m

T
(€)=Y _1(vyvT),| (3.27)
i=1
Agora, V pode ter dimensdo m X m, mas suas colunas continuam sendo vetores
ortonormais. Isso ocorre pois podemos ter, em geral, mais de n termos numa de-

composicao de p. Podemos reescrever a Eq. (3.27) da seguinte forma,

m m

©C)= 1> VaYuVid | =D | D VaeViaY -

i=1 |k,l=1 i=1 |k,l=1

*Uma fungio é convexa se € (3, piC(z:)) < 3, pi€(C(:)).
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Lembrando que a matriz Y é diagonal e definindo ag, = (Vix)?,

n m n m n m
> aiYir| 2 D0 cinYir anYii + > Y cirYix
i=1

k=1 =1 k=1 k=2 i=1

m

()=

=1

>

Substituindo os elementos da matriz Y na expressao anterior,

m n m
ADILIED IR P
=1 k=2 i=1

Podemos sempre definir a matriz V de maneira que todos os «a;1’s sejam reais e

(€) > : (3.28)

positivos. Isso é equivalente a uma redefinicao das fases globais dos estados da
decomposicao de p obtidos a partir dos estados |y;) por meio da transformagio V.
Assim, como as colunas de V sdo vetores ortonormais e os elementos da primeira
coluna sdo todos reais positivos, ., a;; = 1. Substituindo esse ultimo resultado na
Eq. (3.28),

n m n m
(C) > =D D o] =M= D D i
k=2 =1 k=2 =1
> M= ) A D loak] = A = Ao — Az — A
k=2 i1

Portanto, notando que A\ — Ay — A3 — Ay = C(p),
(C) > C(p) = EoF(p) = EoF,. (3.29)

Caso 2) Consideremos, agora, que A\ — Ao — A3 — Ay < 0. Para que a condigao an-
terior seja satisfeita, devemos ter, no minimo, n > 3. Caso n = 3, usamos um estado

auxiliar |z4) (igual ao vetor nulo). Seja a decomposicao 1 obtida anteriormente:
n
p=>_|z:){=il, (zilZj) = Aidiy-
i=1

A partir do conjunto de vetores {|z;)} construimos os estados,

a) = (@) + %) + & %lag) + o fa),
) = o) + %) — e fag) — e fa)),
7s) = (@ m) — % [rs) + g — % aa)),
o) = () — & ®fmz) — o lag) + o)),

Os estados acima formam uma decomposi¢io de p,

p=3" |zl
=1
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Calculando a concorréncia para |z;),

n

5 1 —i —i
O(z) = el = | D 72 Galis)| = er 20

j=1

Sempre podemos, no entanto, escolher as fases 6; apropriadamente de tal forma que
C(z;) seja nulo. Na verdade, queremos ) j Aje ‘29! = (. Mas isso s6 pode ser feito
quando A1 — A2 — A3 — A\q < 0, justamente a condigcao sobre os A’s que temos agora.

Veja,
ZAje—iZQj —0 — —i26 — Z)\ e —i20;
J
S ‘)\167&01 _ ZAjefiQGj
=2
4
= M) ‘eﬂ?aj
<~ Al—AQ—A3—>\4§0.
Assim, como para todo i, C(z;) = 0, necessariamente devemos ter FoF = 0 e
provamos o teorema. O

3.6 FEoF para Estados Gaussianos Simétricos

Agora vamos detalhar a obtencao do EoF para estados Gaussianos simétricos con-
forme apresentada por Giedke et al. [36]. Apds a apresentagdo desse resultado
estaremos aptos a dar um passo a frente e obter os dois limitantes inferiores para o
EoF de estados Gaussianos arbitrarios [73].

Um dos conceitos centrais na deducao do FoF para estados simétricos esta no
reconhecimento da importancia dos estados comprimidos de dois modos (two-mode
squeezed states):

| (r)) Z tanh™(r) [n), ® |n),, (3.30)

cosh

onde [n); é o n-ésimo estado de Fock, i. e., a}aj In); =nln);, i=1,2, € (0,00) é 0
parametro de compressao (squeezing parameter) e a; = (X; +1iP;)/ V2 é operador
de destruigao. |¥,(r)) € H =H1 @ Ha e X1 e P2 sdo operadores canbnicos.

A Eq. (3.30) pode ser posta da seguinte forma:

[, (r)) = e (5192744 gg) (3:31)
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onde |00) é o estado de vicuo de Fock. Para ver que as Egs. (3.30) e (3.31) sédo
equivalentes basta lembrar que [83]

e—T (a1a2—aj{a£) — 1 eala; tanh(r)ef(af{al —|—a$a2) ln(cosh(r))efalaa tanh(r) . (332)

cosh(r)

Aplicando o operador do lado direito da Eq. (3.32) em |00) obtemos a Eq. (3.30).

Os estados comprimidos estao, de um certo modo, intimamente relacionados as
relagoes de incerteza de Heisenberg. Afirma-se isso pois eles sao os estados que atin-
gem 0 menor valor permitido para o produto das incertezas das varidveis candnicas
posicao (X12) e momento (P 2). Além disso, eles sdo os estados que mais se apro-
ximam do estado EPR original [30], s6 que com norma finita. Para realgar essa ca-
racteristica, vamos definir a seguinte relacdo de incerteza-EPR (Einstein, Podolsky
e Rosen):

A(%)) = min {1, % [A%(X1 — X3) + AL(Py + Py)] } : (3.33)

onde AIZ/) (Rj) = (R?)w — (Rj)i é a dispersao do observavel R;. Essa expressao mede
o grau de nao-localidade do estado 1 e é zero para o estado EPR original. Isso
significa que quanto mais um estado é nao-local, mais a Eq. (3.33) aproxima-se de
zero. Dizemos que um sistema com minimo A(t)) possui maxima correlacio-EPR.
Qualquer estado com A(w) < 1 possui um certo grau de nao-localidade. Quanto
maior esse grau de nao-localidade, mais préximo de zero A(%)) se aproxima.

Para o estado comprimido dado pela Eq. (3.31), escrevendo sua incerteza-EPR
em termos dos operadores de criagdo e destruicdo temos

A(¥,) = min?{ 1,1 <T > <T > —2R< ) . (3.34
(Ty) mln{ + (aja; () + (asa ) e (a1a2>\ps(7«) (3.34)
Para simplificar a expressdo anterior, precisamos das seguintes relagoes [8]:

ST(r)a1S(r) = aycosh(r) + ag sinh(r), (3.35)
ST(r)agS(r) = agcosh(r) + aJ{ sinh(r), (3.36)

—r(alaz—aiag) , ~ .
onde S(r) =e é o operador de compressdo (squeezing operator). Dessa

forma temos:
<a§a1>%(r) = (00| ST(r)alarS(r) |00)
= (00| ST(r)al S(r)St(r)a1S(r) |00)
= (00| (a]; cosh(r) + ag sinh(r))(ay cosh(r) + ag sinh(r)) |00)

(01| (sinh(r))(sinh(r)) |01)
= sinh?(r). (3.37)
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Por simetria <a£a2>ws(7~) = <a];a1>%(r). Sé nos resta calcular (alag)%m:

(00| S*(r)arazS(r) |00)

(00| ST(r)a1S(r)St(r)azS(r) |00)

= (00| (a1 cosh(r) + al sinh(r))(ag cosh(r) + al sinh(r)) |00)

(10| (cosh(r))(sinh(r)) |10)

= sinh(r) cosh(r). (3.38)

<a1a2>\115(r)

Assim, a Eq. (3.34) fica:

A(¥,) = min{1,1+ 2sinh?(r) — 2sinh(r) cosh(r)}
= min{l,e‘”}

= e 7. (3.39)

Agora que ja temos a incerteza-EPR para os estados comprimidos, é natural
tentar relaciond-la com sua quantidade de emaranhamento. Como os estados com-
primidos sao estados puros, seu emaranhamento é quantificado pela entropia de von
Neunmann, que também é idéntica ao FoF. Usando as Egs. (3.2), (3.3) e (3.30)
emos . tanh?"(r) tanh?" (r)

EoF(¥,) = — 2_: T log, (m> : (3.40)
n=0
Usando o fato de que logy(a™/b") = mlogy(a) — nlogy(b) na expressdao anterior
temos:

log,(cosh?(r)) 9
EoF(¥,) = —=——>% (14 n)tanh™
oF (¥y) cost?(7) ;) n) tanh?"(r)
10g2 (sinh?(r > 9
n tanh*™( 3.41
cosh2 nz:% ( )

Calculando (¥,| ¥,) usando as Egs. (3.30) e (3.31) obtemos:
Z tanh?" (1) = cosh?(r). (3.42)

Calculando <a1a1>\p usando a Eq. (3.30) e comparando com seu valor dado pela
s(r

Eq. (3.37) temos:
o
Z n tanh®"(r) = sinh?(r) cosh?(r). (3.43)

Usando as Egs. (3.42) e (3.43) na Eq. (3.41) obtemos:

EoF(¥4(r)) = cosh®(r) log, (cosh?(r)) — sinh®(r) log, (sinh®(r)) . (3.44)
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Definindo a fungio
f(A) = ci(A) Togy[ey (A)] — c-(A) Togy[e—(A)], (3.45)

onde ¢+ = (A2 + A1/2)2/4 e usando o fato de que A(T,) = e~ vemos que
EoF (s(r)) = f[A(¥s(r))]. (3.46)

Ou seja, conhecendo-se a incerteza-EPR, Eq. (3.34), é possivel obter o emaranha-
mento do estado comprimido, Eq. (3.30), usando a Eq. (3.45). A Eq. (3.46) é a
relacdo procurada entre incerteza-EPR e emaranhamento para estados comprimi-
dos.

Precisamos, agora, definir uma expressao que nos sera util mais a frente.

o0

5(e) =142 n(c2 — cncn1), (3.47)
n=0

onde c,, n natural, sdo os coeficientes de Schmidt de um estado % qualquer. Ro-
tulamos os autovetores da decomposicdo de Schmidt de tal forma que ¢, > cpy1-
Dessa, forma, c,% — ¢cpen—1 <0, o que implica

8(c) < 1. (3.48)

Além disso, para um estado simétrico ¥ com decomposicao de Schmidt cujas bases
sejam os estados de Fock,

%) = cnln)yn)y, (3.49)
n=0

temos que

<a{a1>w = incz, (3.50)
n=0

o0
<(J,1a2>¢ = chncn_l. (3.51)

n=0

Substituindo as duas 1dltimas Eqs. na Eq. (3.34) vemos que

A) = §(c). (3.52)

Ou seja, para estados com decomposicao de Schmidt cujas bases sdo estados de Fock
corretamente ordenados, a dispersdo-EPR é igual a d(c).
Com os resultados e defini¢oes anteriores, estamos prontos para demonstrar o

seguinte lema:
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Lema 7 Para todos os estados 1 com decomposicdo de Schmidt
o0
[9) = Z cn |un)y [vn)y, (3.53)
n=0

onde (U, |Um) = (U |Vm) = Opm € ¢ > cpt1 temos,
AW) > 8(0). (3.54)

Usando a Eq. (3.54), o lema 7 mostra que, dentre todos os possiveis estados 1,
aqueles com decomposicao de Schmidt cujos autovetores sejam estados de Fock or-
denados conforme a Eq. (3.49) possuem mdxima correlagio-EPR (minimo A(%)).
Prova: Como 6(c) < 1 temos apenas que analisar a situacdo onde A(¢y) < 1. Para
simplificar a prova, supomos, sem perder em generalidade, que (| a; [¢) = 0, i=1,2.
Caso 1 ndo satisfizesse a condicdo anterior, bastaria efetuar uma transformacio
unitdria local para alcancar essa condi¢cdo sem, no entanto, alterar os coeficientes de
Schmidt e a incerteza-EPR de 1 [36]. Para 1) dado pela Eq. (3.53),

A@) = 1+ (lalar|9) + (] abaz [$) — (] araz [$) — (9] araz [4)"

o0 o0
= 1+ Z 2 (uy| a];al |tun) + Z 2 (vp) a%ag )

n=0 n=0
o0
= Y cncm (un] a1 [um) (vn] a2 lom) + c.c.) (3.55)
n,m=0

onde c.c. representa o complexo conjugado da expressdao dentro dos parénteses.

Sejam,
o0 o0 2
Z(u) = 1+ 2202 (| aJ{al |un) — Zchcm ‘(un\ a{ |um)‘ ,  (3.56)
n=0 n,m=0
o0 o 2
Zw) = 1+ 2202 (vn] azag |vn) — Zchcm ‘(vn| ag \vm)‘ . (3.57)
n=0 n,m=0
Agora,
Z(u)+ Z(v
Iwy) = A) - 270
ad ; 2 ; 2
= > cucm ([(wnlaf |+ onl o))
n,m=0
[e.e]
= ) cncm (un] a1 [tm) (vn] az o) + c.c.) . (3.58)
n,m=0

Definindo o ntimero complexo

2 = (un|al [um) — (vn| @} o), (3.59)



3.6. EOF PARA ESTADOS GAUSSIANOS SIMETRICOS 87

e usando o fato de que zz* > 0 temos

e 2 2
22" = Z CnCm (‘(uﬂa{ |um)‘ + ‘(vn|a£ |fum)‘ )
n,m=0
o
- Z CnCm ((Un] a1 |um) (vn] ag [vm) + c.c.) . (3.60)
n,m=0

Comparando as Egs. (3.58) e (3.60) vemos que ambas sdo idénticas. Dessa forma,

Z Z
I(w,v) >0 Ay) > 220 (3.61)
Assim,
A($) > min{Z(u), Z(v)}. (3.62
Sem perda de generalidade podemos supor que min{Z(u), Z(v)} = Z(u) = Z. Por
meio de uma sitil manipulacdo algébrica mostra-se que [36] Z > §(c). Dessa forma,

temos que A(y) > d(c). O

Vamos agora demonstrar o lema 8, que junto com o lema 7 nos permitird demons-
trar um teorema que nos serd 1util na determinacdo do FoF para estados Gaussianos
simétricos.

Lema 8 Para qualquer A € (0,1) e qualquer sequéncia ¢ = {c1,...,¢n}, ¢n > Cpt1,
onde §(c) = A, temos que e(c) > E(¥U4(ra)). Aqui,

e(c) = — Z 2 logy(c?). (3.63)

O lema 8 diz que para uma incerteza-EPR A fixa, os coeficientes de Schmidt
{c1,...,¢,} que minimizam o emaranhamento F = e(c) sdo aqueles que geram
um estado comprimido de dois modos.
Prova: Para demonstrar esse lema temos que resolver um problema de minimizagao
com duas restrigdes. Uma delas é a normalizagio dos coeficientes ¢, ||c|| = Y, ¢ =
1 e a outra diz respeito a exigéncia posta pela prépria tese do lema: d(c) = A, i. e,
o valor da funcdo d(c) tem que ser igual a incerteza-EPR A. As nossas varidveis no
problema de otimizagao sao os coeficientes ¢, e a funcao que queremos minimizar é o
emaranhamento e(c). Para minimizar e(c) temos que usar o método dos multiplica-
dores de Lagrange. Se e(c) é nossa func¢io, g1(c) = 0 e go(c) = 0 as restri¢des, e a; €
ag os multiplicadores de Lagrange, entao nosso problema é equivalente a minimizar
a funcao

F(c) =e(c) + a1g1(c) + aaga(c). (3.64)

No nosso caso, g1 = d(c) — A e g2 = ||¢|]| — 1. Escolhemos o3 = A/(2In(2)) e
as = (p+ 1)/In(2) para deixar expressoes que estdo por vir numa forma mais
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enxuta. A funcdo que temos de minimizar é,

F(c) =e(c) + 3n(2) (6(c) —A) + m(”c“ -1). (3.65)
Para encontrarmos o minimo,
0F(c) _
Ben 0. (3.66)
Ou seja,
de(c) A 0d(c)  p+10|c|
den + 2In(2) dcy  In(2) Gcy 0 (367)
Mas,
de(c) 2cn 9
gy (@ (14 In(cw)), (3.68a)
w = 2(2NCN — Ney_1 — (1+N)CN+1), (3.68b)
8CN
Olel] _
Substituindo a Eq. (3.68) na Eq. (3.67) temos:
2cn [N+ p—1In(ck)] = AM[Nenv—1 + (N + Denil, (3.69)

onde convenciona-se que c_1; = 1. Dessa forma, como nao temos nenhum cy igual a

zero podemos dividir a Eq. (3.69) por cy:

2[NA+p—In(c%)] =\ [Nz, + (N + )zn], (3.70)
onde usamos
ONHL _ Ty =e TN, (3.71)
CN

Essa definicao é vilida pois ¢yy1/cy < 1 e sempre podemos encontrar um 7y tal
que e 2"V = g . Escrevendo Eq. (3.70) para N + 1 temos

2[(N + DA+ —In(y1)] = AN + Day' + (N + 2ayi1]. (3.72)

Subtraindo a Eq. (3.70) da Eq. (3.72) e apés um pouco de dlgebra:

TN+1 :IL'N—AN—BN, (3.73)
onde
- 4 . 19 T . .9

AN = 53 [smh (r) =~ sinh (7«)], (3.74a)

N 1 1
By = ——|— - 3.74b
N N +2 [:cN .Z‘N—l:| ’ ( )

2

A= e (3.74c)
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Vamos agora determinar ry. Fixando r» > 0 hd apenas trés casos que temos de
considerar: (i) zg < e™2", (ii) o > e72" e (iii) 2p = e7?".
Caso (i): Aqui temos rg > 7. Além disso, Ay = 2[sinh?(rg) — (r/rg) sinh?(r)] e

By = 0. Usando o fato de que 2sinh?(r) = (cosh(2r) — 1) temos

h(2r) —1
Ag = 2sinh?(rg) |1 — — 2 72 .
0 sinb’(ro) [ ro cosh(2rg) — 1 (3.75)
Mas sabemos que a expansdo em série de Taylor de cosh(r) é
o0 r2n
cosh(r) = 7;) o)’ (3.76)
Substituindo a Eq. (3.76) na Eq. (3.75) temos
00 2n+1
Ao = 2sinh?(ro) [1 - %] : (3.77)
Zn:l anT0n+

onde a, = 22"/(2n)!. Mas como ro > r entdo .00 apra™tt > 3% q, r2rtl
Portanto, Ag > 0. Assim, como z; = xzy — Ay entdo z; < zg, 0 que implica
r1 > rg > r. Dessa forma, repetindo o mesmo procedimento, s6 que agora trocando
ro por 11, vemos que A; > 0e By > 0, ou seja, o < z1. Continuando esse raciocinio,
vemos que sempre teremos zy4+1 < Ty, i. €., Ty é decrescente. Mas como N — oo
isso levard a um zy < 0 para um dado N finito [36], fato que contradiz a definigao
de zn. Dessa forma, ndo é possivel que zy < e 2".
Caso(ii): Agora, ry < r. Usando o mesmo procedimento do item (i) é ficil mostrar
que Ay < 0. E como By = 0 entdo z1 > zp. Procedendo por inducdo vemos que
Ay < 0e By <0, ou seja, zny+1 > xn- Mas o fato de xn ser crescente faz com
que os coeficientes cy’s sejam cada vez maiores. Mas isso inviabiliza a condigcao de
normalizacdo, i. e., temos ||c|| > 1. Dessa forma, nfo é possivel que zg > e~ 2".
Caso (iii): Sé nos resta a condi¢do onde r = ry. Nesse caso, Ay = By = 0. Ou
seja, tny = Tny1. Assim, zxy = e 2" para qualquer N. Isto quer dizer que os
coeficientes c¢y’s obedecem uma progressao geométrica com razao xy. Redefinindo
r como r = —(1/2) In(tanh(s)) vemos que zy = tanh(s). Mas essa é justamente a
razao da progressao geométrica dos coeficientes de um estado comprimido de dois
modos com parametro de compressao s. (Veja Eq. (3.30)). Portanto, os cy’s 86
podem ser os coeficientes de um estado comprimido de dois modos. O
Posto que temos & mao os lemas 7 e 8, estamos aptos a apresentar e demonstrar

0 seguinte teorema:

Teorema 11 Para qualquer estado puro v € H = Hi ® Ho, com incerteza-EPR
A(%), seu emaranhamento E(1) € nunca menor que o emaranhamento E[Vs(ray))]
do estado comprimido \I/S(TAW,)) com mesma incerteza-EPR, i. e.,

E(Y) > E[Ys(raw))];
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onde A1) = A(T,) = e 2raw),

Prova: H4 dois casos para analisar.
(i) Se A(3) = 1, entdo pela Eq. (3.39), ra(y) = 0. Mas pela Eq. (3.44), E[Vs(ra(y))]
= 0. Como por definicdo E(1)) > 0, logo E (%)) > E[¥s(ra(y))]-
(ii) Se A(y) < 1, entao pelas Egs. (3.3) e (3.63) temos que E(v) = e(c). Mas
pelo lema 8 sabemos que para uma incerteza-EPR dada por d(c) os estados com-
primidos sdo aqueles de menor emaranhamento: e(c) > E[Us(rs())]- Dessa forma,
E(¢) > E[¥s(rs())]- Por outro lado, o lema 7 afirma que a incerteza-EPR, é me-
nor para estados simétrios na base de Fock com coeficientes de expansao ordena-
dos de maneira decrescente. Mas este é justamente o caso dos estados comprimi-
dos. Entdo, A() > d(c) = e 72w > ¢ oe) = Ta@w) < To()- Mas como
E[¥,(r)] é fungdo monotonicamente crescente® de r temos que se r A@) < T5(c) entdo
BE¥s(raw))] < E[¥s(rs())]. Portanto, E(¢) > E[¥s(ra))]- O

Precisamos esclarecer s6 mais algumas propriedades de estados Gaussianos si-
métricos para que, finalmente, possamos encontrar a expressdo que nos fornega o
EoF.

Um estado Gaussiano p é completamente especificado, por definicdo, se conhe-
cemos sua matriz de covaridncia (CM) . Ela é definida da seguinte forma:

Yij = Tr[(RiR; + R;R;)p] — 2Tr(Rip) Tr(R;p), (3.78)

onde {R;,i = 1,...,4} = {X3, P1, X2, P,}. Por meio de transformacoes unitarias
locais, como mostramos no Cap. 2, podemos deixa-la da seguinte forma;:

(3.79)

n
0 n 0 —kp
=1

0 -k 0 m

Como lidamos com um estado Gaussiano simétrico e emaranhado entdo n = m e
podemos supor sem perda de generalidade que k; > k, > 0. Para que -y represente
uma matriz fisicamente realizivel, suas dispersées da posicdo e do momento devem
satisfazer as relacoes de incerteza de Heisenberg. Aliado ao principio de incerteza
de Heisenberg, o teorema de Williamson [96] nos diz que

dety = (n® — k2)(n* — k}) > 1, (3.80)

para que 7y represente um estado fisico. Lembrando que k; > k, vemos que a
condicao acima é equivalente a
n? —k2>1. (3.81)

3Basta calcular a derivada de E[¥,(r)] em relacio a r que facilmente vemos que ela é sempre
positiva.



3.6. EOF PARA ESTADOS GAUSSIANOS SIMETRICOS 91

Aplicando a critério de separabilidade de Simon [88] para um estado Gaussiano
simétrico e usando a Eq. (3.81) vemos que ele é emaranhado se

(n—kg)(n—kp) < 1. (3.82)

Implementando a transformacao simplética local (fato este que nao altera a quan-
tidade de emaranhamento da matriz -y original),

1
()t o 00
1
o (k) o 0
S=8,8®8,= » N ) (3.83)
n— 4
0 o (i) 0
1
—ky \ 4
0 0 0 (nk)
as varidveis canonicas se transformam da seguinte forma:
ko
X, — X! = (”_ ”) X;, (3.84)
n — kg
o\ 4
n — Ry
P, — P = (n—kp) P;. (3.85)

Calculando a incerteza-EPR A(p) para essas novas varidveis candnicas temos:

1
A(p) = min {1, 5 [A0(X1 = X3) + AJ(P{ + P)] } : (3.86)
Mas
K\ 2
n—
axi-xp) = (222) on - o), (3.87)
T
ko 2
N
ANP +P) = (n — kw) (v22 + 724) - (3.88)
P
Assim,

Ap) = min{l, V(= ka)(n - k,,)} . (3.89)

Usando a Eq. (3.82) vemos que:

A(p) = /(n — ka)(n — ky) = 6. (3.90)

Por defini¢ao, 0 Emaranhamento de Formacgao de p é

EoF = infp&(D), (3.91)
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onde o infimo é tomado com respeito a todos os conjuntos D = {p;,1;} que geram

uma decomposicao de p, i. e.,
p=Y_pilt) (il (3.92)
g

Para o conjunto D,

E(D) = ZpiE(w). (3.93)

A somatéria da Eq. (3.92) pode conter indices continuos (podemos ter integragao),
conforme veremos abaixo. Uma possivel decomposicao [36] Dy de p é

p o / dEW (€) [W4(r5)) (U (rg)| WH(E)em 76 () 1) (3.94)
fR4

onde W (¢) = "R g o operador de deslocamento de Weil, 75 < v é a matriz
de correlagao do estado comprimido de dois modos dado pela Eq. (3.30), na qual
A(T4(rs)) = § e € é vetor real de dimensao quatro. Como W () é operador local,

entao
E(Do) = E[Vy(rs)] = f[A(Ys(rs))] = f(6). (3.95)

Onde a pendltima igualdade decorre da Eq. (3.46).
Agora estamos finalmente prontos para apresentar e provar o teorema que nos
diz quanto vale o FoF' para estados Gaussianos simétricos.

Teorema 12 EoF (p) = f (\/(n — kz)(n — kp)), onde p é estado Gaussiano simé-
trico e n,ky e ky sao os elementos da matriz de covaridncia vy de p escrita em sua
forma padrao, Eq. (3.79).

Prova: Acabamos de mostrar que £(Dg) = f(d). SO nos resta agora provar que
para qualquer outra decomposic¢ao D, £(D) > f(6), indicando que £(Dy) é o infimo
procurado e, consequentemente, 0 Emaranhamento de Formacao.

ED) = ZPiE(¢i) (3.96)
> > piB[Y(raw)] (3.97)
= D_nif AW (3.98)

A Eq. (3.96) vem da defini¢do de £(D), a desigualdade dada pela Eq. (3.97) decorre
do teorema 11 e a Eq. (3.98) advem da Eq. (3.46). Usando o fato de que a fungéo

[ é convexa, i. e., Y, pif (A(i)) > (52, pilA(44)) [36] temos

ED) > f (ZPiA(¢i)) : (3.99)
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Finalmente, usando o fato de que f é funcdo decrescente de seus argumentos e de
que § = A(p) 6 fungio concava [73], i. e, A(p) = AT, pi i) () > X, pi (1)

temos

D)= f [A (Zpi |hi) <¢i\>] = fTA(p)] = f(9)- O (3.100)

3.7 Limitantes Inferiores para o FoF

De posse do teorema 12 podemos demonstrar os dois limitantes inferiores [73] para o
Emaranhamento de Formacao de estados Gaussianos arbitrarios. Para obter o pri-
meiro usamos um procedimento de medida local que simetriza nosso estado Gaussi-
ano e o fato de que é impossivel aumentar o teor de emaranhamento do nosso sistema,
por meio de operagoes locais e comunicagao classica. O segundo é obtido via uma
generalizagao para estados mistos do teorema 11 demonstrado na se¢do anterior.

3.7.1 Primeiro Limitante Inferior

Seja um estado Gaussiano qualquer. Supondo, sem perder em generalidade, que
seus momentos de primeira ordem sejam nulos, ele pode ser representado de duas
maneiras equivalentes [20]. Por sua funcao caracteristica

x(r)=e 1T, (3.101)

onde T significa transposi¢io e r = (x1,p1,2,p2)’ é um vetor coluna real. Ou por

sua distribui¢ao de Wigner

1 1
72 vdetyw

As matrizes de covariincia 7y e vy satisfazem a seguinte relacio:

W(r) = e T W, (3.102)

yw = JEy 7L, (3.103)

0 -1
onde J = @zzl J1 é uma matriz 4 x4 com J; = 10 ) Elas podem ser postas

na, seguinte forma padrao via transformagoes simpléticas locais:

Y= ( CAT g ) , (3.104)

A:(”O),B:(m 0),0:(’% 0). (3.105)
0 n 0 m 0 &

onde
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Temos os mesmos conjuntos de equagoes para yw:

Aw Cw
_ , 3.106
w ( CT. By ) (3-106)

onde

N 0 M 0 K 0
Aw = Bw = Cw = r ) 3.107

Como ja dissemos, os quatro parametros reais (n,m, k;, k,) caracterizam completa-
mente um estado Gaussiano de dois modos e estao relacionados com os seguintes

quatro invariantes por transformacGes simpléticas locais:

I, = n=+VdetA, (3.108a)
I, = m=+VdetB, (3.108Db)
Iy = kzkp = detC, (3.108c)
I, = nm(k2+k}) =tr(AJCITBITCTIT). (3.108d)
Da mesma forma (N, M, K;, K,) também completamente especificam um estado
Gaussiano de dois modos. Eles também podem ser obtidos de invariantes por
transformacoes simpléticas locais. Estes invariantes, Wy, Wy, W3 e Wy, satisfazem
a Eq. (3.108), bastando trocar A,B e C por Aw,Bw e Cw e (n,m, kg, kp) por
(N,M,K,, Kp).

Depois dessa introducao a estados Gaussianos de dois modos, onde definimos e
apresentamos grandezas que vamos usar mais & frente, podemos comecar propria-
mente o cdlculo do primeiro limitante inferior. Daqui em diante, todo parametro
associado a um estado Gaussiano simétrico terd um acento til para diferencia-lo dos
parametros de um estado Gaussiano arbitririo. Seja, entdo, o nosso estado simétrico
e p nosso estado arbitrario. Supomos, sem perder em generalidade, que ky >0e
/}p < 0. Conforme mostramos na se¢io anterior, o EoF para estados simétricos é:

Bor(o) = f (/i3 ~ [k - 1)) (3.109)

onde,
f(8) = ¢1.(9) logyle (9)] — c—(8) logy[e—(4)]. (3.110)
Aquicx = (67 1/2461/2)2/4. Usando a Eq. (3.108) podemos escrever EoF em termos

dos invariantes:
EOF(O’) :f (\/jl—jg— \/j4—2f1f3) . (3].1].)

Usando as Egs. (3.103) e (3.108) obtemos as seguintes relagdes entre os invariantes
de v e yw:

_m

I _ Wy

Ws

Wy 1

W,
7-[2__1 _Wa
5

= I I 3.112
W5 WS’ 3 s 14 ( )
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onde W5 = detyw e Is = dety.
Assim, devido & Eq. (3.112), o EoF para estados simétricos, Eq. (3.111), fica:

Wy — Wy — V/Ws — 2, W5
EOF(O):f \/ 1 3 4 1VvV3

Ws

(3.113)

Mas Giedke et al. [35] mostraram que um estado arbitrdrio Gaussiano p pode
ser simetrizado no estado o por meio de LOCC. Isso implica FoF(p) > EoF(o).
Esquematicamente temos:

p — o= EoF(p) > EoF (o). (3.114)

Sé temos agora que reescrever a Eq. (3.113) em termos dos invariantes da matriz vy
de p. E nesse passo que usamos o procedimento desenvolvido por Giedke et al. [35].

Seja p nosso estado arbitrario e ~y sua matriz de covaridncia, onde supomos,
sem perda de generalidade, N > M. Podemos por meio de LOCC obter um estado

simétrico com a seguinte matriz yy:

Aw C LOCC . Ay Cw
W = I;V w ; — Yw = ~‘;V ~ : (3.115)
Cw Bw 6T By
onde
N cos? 9+(NM—K2) sin? ¢ 0
s + K3
Ay = ( cos +é\/fsm N cos? 6+ N M sin? 9 ) s (3.116)
cos? +M sin §
B = 0
Buw = | cos®6+Msin?6 | 117
i 0 sin? @ + M cos? 0 ( )
~ _ Kgcosf 0
Cy = | cos’0+Msin®0 , (3.118)
0 K, cos b
N2 — M2

tan’ 6 =

TN R (3.119)

A Eq. (3.119) garante que det Ay = detByy. Essa condicio representa o fato de que
o estado Gaussiano com a matriz 4 acima € simétrico.

Usando as Egs. (3.108, 3.116-3.118) e a hipétese de que |K;| > |K,| podemos
escrever a Eq. (3.113) do seguinte modo:*

(3.120)

EoF (o) = f ( = _Q/B> ,

*A hipétese de que |K,| > |K,| é mera conveniéncia. Nao hi perda de generalidade por essa
escolha. Precisamos dela para expressar corretamente K2 em termos dos invariantes de yw, i. e.,

K2 — Waty/WZ—4W Wo W3
® 2/ W1 W3 ’
antes da raiz quadrada.

Se tivéssemos suposto que |K;| < |K,| terlfamos um sinal negativo
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onde
a=Wy — W3+ /Wy tan? 0, (3.121)

€ = Ws + /Wi (VW1 Wy — K2) tan” 6, (3.122)

B = Wi—2WoW; + tan?0 [(W4 — 2W; — W2)\/Wa
+(1 - Wz)Kﬁx/Wl] ; (3.123)

Wi — Wa
Ws — Wi (VWiW, — K2)’

_ Wi+ JWE — AW WL W2
B 2/ W1 Wo '

Agora usando a Eq. (3.112) podemos colocar a Eq. (3.120) em termos dos invariantes

tan’ 6 =

(3.124)

K;

(3.125)

da matriz 7. Logo, se trabalhamos com v na sua forma padrio, Eq. (3.104), onde

supomos, sem perda de generalidade, que |k;| > |kp|, a Eq. (3.120) é reescrita apds

uma longa manipulacio algébrica como:®

EoF(0)=f \/nmh(n,m) — kgkph(m,n) + [mky — nkp|\/h(n,m)h(m,n)) ’

g(n,m)
(3.126)
onde
h(n,m) = n—m(nm — kf,) (3.127a)
g(n,m) = m(l—m?)+ nkf,. (3.127Db)

A Eq. (3.126) é nosso primeiro limitante inferior para o FoF de estados Gaussia-
nos arbitrarios. Realcamos que, quando n = m, recuperamos o EoF' para estados

simétricos.

3.7.2 Segundo Limitante Inferior

Para demonstrar o segundo limitante inferior precisamos provar o seguinte teorema;

Teorema 13 Para todos os estados Gaussianos bipartites p, EoF(p) > EoF (o), se
A(p) = A(o) e o é um estado simétrico Gaussiano.

Aqui A(p) é a incerteza-EPR, Eq. (3.33).
Prova: Implementando uma transformacao simplética local apropriada [36] na forma
padrao da matriz v de o vemos que a incerteza-EPR para essa matriz é A(o) =

5Temos m > n na forma padrio de ~ porque supomos N > M na forma padrdo de yw. Isso é
verdade pois pela Eq. (3.112) temos n? = M?/detyw e m? = N?/detyw.
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\/ (ﬁ - |l~§w|) ('FL - |l~cp|) Mas a quantidade de emaranhamento é invariante por
transformagoes locais. Isso significa que EoF (o) = f[A(0)] = f [A(p)]- Escrevendo

p como
p = pilej) (@)l (3.128)
j

onde a decomposi¢do acima é aquela que forncece o EoF de p, i. e.,

EoF(p) = Y _p;iB(¢;), (3.129)
j

temos que

EoF(o) = f A pjile) (vl
7

<1 Do piAly))
j

IA

> pif [AG)]. (3130

A primeira desigualdade é consequéncia da concavidade® de A(p) e do fato de que
f é funcio decrescente de seu argumento. A segunda desigualdade é devida a con-
vexidade de f. Agora usamos o fato de que um estado comprimido pode assumir
qualquer valor de emaranhamento, bastando para isso variar seu parametro de com-
pressdo apropriadamente. Para cada estado puro da decomposicdo de p acima,
associamos um estado comprimido com a mesma quantidade de emaranhamento:

E(pj) = E[¥4(r;)]. Dessa forma, temos a seguinte relacdo para o EoF de p:
EoF(p) = ) pjE(pj) =) piE[Ts(r))]
J j
= Y i 1AM ()] (3.131)
J

Agora, devido ao teorema 11, que provamos na secao anterior, sabemos que A(p;) >
A[¥(rj)]. Logo, usando este fato na Eq. (3.130) e que f é funcdo decrescente de

seu argumento temos:
EoF(0) < 3 pif [A(p))] < 3 pif [A[L:(r))]]. (3.132)

Combinando as Egs. (3.131) e (3.132) vemos que

EoF (o) < EoF(p). O (3.133)

5Veja Apéndice E.
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O teorema que acabamos de demonstrar nos diz que estados mistos Gaussianos
simétricos sao aqueles com menor FoF' para uma dada incerteza-EPR. E interes-
sante atentar que o pode ser qualquer estado Gaussiano simétrico que tenha mesma
incerteza-EPR, que p, incluindo estados simétricos escritos como superposigoes de
estados comprimidos.

Este teorema nos fornece como corolario o seguinte limitante inferior para o EoF

de um estado Gaussiano arbitrario. Usando a Eq. (3.133) temos:
EoF(p) > EoF(0) = { [A(p)]. (3.134)

Finalmente, implementamos uma transformagao simplética local na matriz v de
p, Eq. (3.104), antes de calcular sua incerteza-EPR. Esta transformacio pode ser
vista como uma extensdo a estados Gaussianos nao-simétricos daquela introduzida
por Giedke et al. [36] para estados simétricos. Esta transformacdo multiplica X;
por {[(n +m)/2 — |ky|]/[(n +m)/2 — |k []}'/*. P; é dividido pela mesma quantia.
Calculanado agora A(p) obtemos:

EoF(p) > f [min{l, \/(an - |kw|) (”J;m - |kp|> H . (3.135)

De novo vemos que esse limitante inferior se iguala ao FoF' para estados simétricos

sempre que n = m.

3.7.3 Utilidade dos Limitantes Inferiores

Vamos usar, agora, os dois limitantes inferiores que acabamos de deduzir, Egs.
(3.126) e (3.135), a fim de retratar sua utilidade na andlise de alguns estados Gaus-
sianos. Por completeza, apresentamos em termos dos invariantes (n,m, k;, k,) trés
desigualdades, as quais eles devem satisfazer, para que possam ser considerados
parametros descrevendo estados Gaussianos emaranhados [35]. Supomos, sem per-
der em generalidade, m > n e |kz| > |kp|.

dety+1 > n?+m?+ 2k, kp, (3.136a)
nm—kZ > 1, (3.136b)
dety +1 < n?+m?— 2kk,. (3.136c¢)

A 1ltima desigualdade é uma restricao que toda matriz v deve satisfazer, posto que
ela representa um estado Gaussiano emaranhado.

A Tabela abaixo mostra seis estados Gaussianos emaranhados e os valores de
seus limitantes inferiores (LB1 e LB2). Estes seis sistemas Gaussianos sido bem
representativos. Olhando para esses limitantes inferiores, vemos que dependendo
dos parametros do sistema, ora LLB1 ou ora LB2 é o limitante inferior mais forte.
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Tabela 3.1: A primeira coluna mostra os pardmetros da matriz v quando escrita em sua
forma padrdo. As segunda e terceira colunas representam os dois limitantes inferiores para
o EoF de estados Gaussianos mistos. O limitante inferior 1 é dado pela Eq. (3.126) e o
limitante inferior 2 pela Eq. (3.135).

n,m, kg, ky LB1 LB2
1.5,2,1.2,-1  0.14635 0.28919
15,2, 1,-1  0.08687 0.14672
2,3,18,-1.2  0.02448 0.00681
1.7,2.6, 1.3,-0.9 0.00549 0

2,3,1.7,-1.2  0.00725 0.00142
2,2.5,1.3,-1.2  0.00173 0.00001

Por exemplo, os primeiros dois sistemas possuem LB2 como limitante mais forte,
enquanto os quatro ultimos sistemas tém LB1 como o limitante mais forte. LB1 e
LB2 também sao tuteis para nos ajudar a descartar possiveis candidatos ao EoF de
um estado Gaussiano arbitrario. Consideremos, por exemplo, as fungoes

fi=1 (\/ (v — [kg]) (v — |kp|)) , (3.137)

fo=f (,/M _ |kx|> (,/M _ |kp|) . (3.138)

Tanto f; quanto fo s@o iguais ao FoF para estados simétricos quando n = m. Para
o estado Gaussiano com (n,m, kg, k) = (2,2.5,1.3,—1.2) temos LB1 = 0.00173 >
fi = 0.00091 e para (n,m, ks, k,) = (1.5,2,1.1,—1) obtemos LB2 = 0.208853 > f,
= (0.18621. Estes resultados mostram que tanto f; quanto fo ndo podem ser o EoF

para estados arbitrarios Gaussianos pois temos limitantes inferiores maiores do que

fie fo.

3.8 Teletransporte e Medida de Emaranhamento Mul-
tipartite

Mostramos, no Cap. 1, o protocolo de teletransporte proposto, em 1993, por Bennett
et al. [11]. Neste protocolo, o canal quantico necessério para efetuar o teletransporte
de um gbit é um estado de Bell (|¢+) = (1/4/2) (|00) + |11)), por exemplo). Por
meio de uma medida conjunta (medida de Bell) no gbit a ser teleportado e no seu
gbit do canal quantico, Alice é capaz de transmitir o estado quantico que descreve
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seu gbit, desde que ela também transmita 2 bits cldssicos para Bob informando o
resultado de sua medida.

Naturalmente somos levados a questionar se este protocolo se restringe a um gbit
ou se é possivel uma generalizagao para N gbits. Lee et al. [57], num artigo muito
interessante, mostraram que é possivel teletransportar um sistema de 2 gbits, |®)
= a|00) + b|01) + ¢|10) + d|11), usando como canal quantico um estado de 4 gbits
mais 4 bits de informagcao classica. No entanto, estes autores ndo construiram expli-
citamente este protocolo e ndo apresentaram uma generalizagdo para N gbits. Além
disso, eles também nao caracterizaram detalhadamente que tipo de canal quantico
precisamos para executar o protocolo.

Nesta Secao vamos construir explicitamente este protocolo e apresentar uma
generalizagao para N gbits. Na construcao do protocolo para 2 gbits, apresentamos
um novo conjunto de 16 estados de Bell generalizados. Eles sao um pouco diferentes
daqueles criados por Gao et al. [33] para a realiza¢do de um protocolo probabilistico
de teletransporte de 2 gbits. Mostramos também que as operagoes unitirias que Bob
precisa realizar para completar o protocolo estao restritas a operacoes que podem
ser implementadas individualmente em seus 2 gbits. Assim, portas l6gicas dificeis de
se implementar como o Ndo-Controlado (CNOT) ndo sdo necessirias para finalizar
o protocolo.”

A maior motivagdo para definirmos estes 16 estados de Bell generalizados reside
no fato de que, a partir deles, podemos facilmente construir uma “base mégica”
generalizada. Mostramos que essa base magica possui as mesmas propriedades in-
teressantes do que a base mdgica definida originalmente pela Ref. [14]. Com o
auxilio dessa base médgica, generalizamos a concorréncia criada por Wootters [99] e
definimos 0 Emaranhamento de Teletransporte (Er), o qual possui uma clara in-
terpretacao fisica em termos da eficiéncia que um sistema emaranhado de 2N gbits
tem para teletransportar um estado de N qgbits.

Vamos, agora, construir explicitamente o protocolo para teleportar quaisquer
dois gbits [76], os quais podem ser sempre escritos como

|6) = al00) + b[01) + ¢|10) + d|11), (3.139)

onde a, b, ¢, e d sdo coeficientes complexos e supomos |¢) normalizado. Os 16 estados
de Bell generalizados [75], ou estados-G, para simplificar notagio, sdo:

"0 Nzo-Controlado é uma porta légica que atua em 2 gbits. Considerando o primeiro gbit
como o gbit de controle, ela produz o seguinte resultado: [00) — |00}, |01) — |01}, |10) — |11) e
[11) — |10).
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Grupo 1:
1
l91) = 5 (|0000) +(0101) + [1010) + [1111)), (3.140)
1
l92) = 5 (10000) +(0101) — [1010) — [1111)), (3.141)
1
l9) = 5 (10000) —[0101) + [1010) — [1111)), (3.142)
1
l9a) = (/0000) — [0101) — [1010) + [1111)). (3.143)
Grupo 2:
1
l9) = 5 (10001) +0100) +[1011) + [1110)) , (3.144)
1
l96) = 5 (10001) +0100) — [1011) — [1110)) , (3.145)
1
lg7) = 5 (|0001) —[0100) + [1011) — [1110)) , (3.146)
1
l98) = 5 (|0001) —[0100) — [1011) + [1110)). (3.147)
Grupo 3:
1
l99) = 5 (10010) +[0111) +[1000) + |1101)) , (3.148)
1
l910) = 5 (10010) + [0111) — |1000) — [1101)), (3.149)
1
lg11) = 5 (10010) — [0111) + |1000) — [1101)), (3.150)
1
l912) = 5 (|0010) — 0111) — |1000) + [1101)). (3.151)
Grupo 4:
1
l913) = 5 (0011) +[0110) + [1001) +]1100)) , (3.152)
1
l9a) = 5 (10011) + [0110) — |1001) — |1100)), (3.153)
1
l915) = 5 (10011) —[0110) + [1001) — 1100)), (3.154)
1
lg16) = 5 ([0011) —[0110) — [1001) +]1100)). (3.155)

Estes estados formam um base ortonormal, 2;6:1 l9;)(9;| = I e (gj|9k) = 0k, a qual
chamamos de base de Bell generalizada [75], ou base-G.

Supomos também que Alice e Bob compartilham o estado |g1) (qualquer outro
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estado-G serviria). Logo, o estado inicial que descreve os gbits de Alice e Bob é

@) = ¢ @lg)
= g {1000000) + [000101) + [001010) + [001111)}

b
+3 {/010000) + [010101) +[011010) + [011111)}

+§ {/000000) + |100101) + |101010) + |101111)}

d
+3 {[110000) + [110101) + [111010) + [111111)}
(3.156)

Aqui os primeiros quatro gbits pertencem a Alice e os restantes a Bob (|AAAABB),
A — Alice e B — Bob). Usando as Egs. (3.140-3.155) podemos escrever a Eq. (3.156)

Ccomo

16
2) = 3 1) alds) s, (3.157)
j=1

onde A e B sdo escritos para enfatizar quais gbits estdo com Alice e Bob e os estados
|¢;) estao definidos na Tabela 3.2.

Alice agora faz uma medida de Bell generalizada (medida-G) obtendo com iguais
probabilidades um dos 16 estados-G. Por medida-G simbolizamos uma medida con-
junta que Alice executa nos dois gbits a ser teleportado e nos dois gbits do estado-G
compartilhado com Bob. Em seguida ela envia a Bob uma mensagem classica de
4 bits informando qual estado-G ela obteve em sua medida. De posse dessa in-
formacdo, Bob sabe qual operagdo unitdria (Tabela 3.2) ele deve implementar em
seus dois gbits para obter o estado teleportado, finalizando o protocolo.

Observando as 16 operagdes unitirias que Bob pode aplicar em seus dois gbits,
vemos que todas podem ser escritas como U = Us ® Ug. Aqui 5 e 6 referem-se
aos quinto e sexto gbits respectivamente, i. e., aos gbits de Bob. Isto mostra que
precisamos apenas de operagoes de um gbit para implementar todas as 16 operacoes
unitarias. Operagoes mais elaboradas, como a porta légica CNOT, nao sao ne-
cessarias. Este fato possivelmente simplifica futuras realizacoes experimentais do
protocolo.

Se usarmos canais quanticos formados por estados GHZ generalizados [75], i.
e., |GHZ) = (1/v/2) (]0000) + [1111)), o protocolo ndo funciona. E impossivel
teleportar dois gbits arbitrarios usando um estado GHZ. Apenas classes especiais de
dois gbits tais como b|01) + ¢|10) podem ser teleportadas [58].

As dificuldades técnicas que devem ser contornadas para experimentalmente rea-
lizar o protocolo ndo sdo nada triviais. Primeiro, Alice e Bob precisam ter uma fonte
de estados-G. Segundo, Bob deve ser capaz de implementar as 16 operagoes locais,
e Alice precisa de alguma forma realizar as medidas-G. De um certo modo, técnicas
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Tabela 3.2: A primeira coluna mostra os estados |¢;). A terceira coluna mostra as trans-
formagdes unitarias que Bob deve implementar em seus gbits, condicionado ao resultado da
medida de Alice exposto na segunda coluna, para finalizar o protocolo.

|j) Resultado de Alice Operacdo de Bob

|$1) = |4) lg1) I

|p2) = of|®) |g2) of

|$3) = o3|9) |gs) a5

|¢a) = ofo3|¢) |ga) o507

|$5) = o5|¢) |g5) o3

|p6) = o507|$) |g6) ofog

|p7) = 0505|$) g7) 0303

|pg) = 050307 [¢) |gs) 00503

|pg) = o7|¢) |g9) of

|$10) = ofof|d) l910) ofof

|p11) = of05|) g11) o307

|$12) = ofoto}|) |g12) 050107

|$13) = ofoF|$) l913) 0307

|$14) = ofoFof|¢) lg14) ofoj0]

|¢15) = oTo505ld)  lgis) 050507
) ) 5

|p16) = ofo50i05|d) 916

experimentais tanto para a producdo do canal quintico quanto para a realizagao
das operagoes unitdrias nos gbits de Bob ja estdo & disposicdo [64, 102]. Entretanto,
ainda precisamos de maneiras eficientes para discriminar os 16 estados-G.

O protocolo anterior pode ser generalizado para teletransportar um estado de
N qbits. Para isso, Alice precisa compartilhar um estado-G de 2N gbits. Em se-
guida ela executa um medida-G com os N ¢bits a serem teleportados e com metade
do estado-G compartilhado com Bob. Depois ela envia uma mensagem de 2N bits
cldssicos a Bob informando o resultado da medida. Bob finaliza o protocolo execu-
tando no maximo 2N operagoes unitarias de um gbit para obter o estado teleportado.
O numero de operagoes unitdrias que Bob deve implementar em seus N gbits estd
condicionado ao resultado da medida de Alice. O protocolo de teletransporte de N
gbits pode ser assim formalmente esquematizado:

(1) Gera-se o estado-G semente |sq) = (2~V/?) Ejjvio |zj)a |7;)B, onde M = 2NV —1
e x;j é a representagio binaria do numero j. No protocolo de dois gbits, zo = 00,
1 =01, zo = 10, e z3 = 11. Zeros devem ser acrescentados para deixar todos
xj com o mesmo nimero de bits (NV bits). Este estado-G é nosso canal quantico
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e é composto de 2N gbits;

(2) Usando o estado-G semente é possivel obter todos os outros estados-G ope-
rando localmente nos primeiros N gbits, |s;) = ®,ZCV:1 (0F)I2k=1 (0F)T2k|sp).
Agora jj representa o k-ésimo bit (da direita para a esquerda) do niimero
0 <j <22V _1, 0 qual é escrito em notacao binaria e novamente zeros devem
ser acrescentados para deixar todos os j’s com o mesmo numero de bits (2N
bits). O indice k indica em qual gbit as matrizes de Pauli 6” e ¢* devem
operar. Para o protocolo de dois gbits mostrado anteriormente, |sg) = |g1),

|s1) = |g2), |s2) = |g9), |s3) = |g10), € assim por diante;

(3) Alice faz uma medida-G com os N gbits a ser teleportado e com seus N gbits
do estado-G compartilhado com Bob. Ela, entdo, envia a Bob uma mensagem
de 2N bits classicos informando o resultado de sua medida;

(4) Com esta informacdo, Bob implementa a transformacdo unitdria apropriada
em seus N gbits. Estas operagoes sao dadas por U; = ®sz1 (0F)72e-1 (gF)J2k
e para o protocolo de dois gbits elas estao descritas na Tabela 3.2.

Vamos agora definir a base mégica generalizada {|e;)} e uma base auxiliar {|f;)},

a qual nos ajudara nos cdlculos mais & frente. Veja a Tabela 3.3. Em termos dos

estados-F, um estado de dois gbits pode ser escrito como |¥) = 2;21 aj|fj). A partir

. s 16 s % o .
desse estado definimos [¥*) = ., a7|f;), onde o] significa o complexo conjugado
de «;. Usando essas defini¢oes, podemos apresentar a concorréncia generalizada

[97],

C(¥) = |(T*o2*|w)|, (3.158)
onde ot = o{ofofoy. Como 0" |¥) = Z}il (=17 oy |f5),
16 '
(o) =) (1)) (3.159)
j=1

Mas na base mégica |¥) = Z}il Bjlej). Entao, usando a relacao entre os estados-F
e os estados mégicos dada na Tabela 3.3 podemos mostrar que o; = it +1)®2ﬁj, onde
a®2=0seaéparelseaéimpar. Isso implica,

16
C(0) = Zﬁf : (3.160)

Usando a Eq. (3.160) podemos mostrar que a Eq. (3.158) satisfaz as mesmas pro-
priedade que a concorréncia originalmente definida por Wootters [99]. (1) Se todos
os (j’s sao reais entdo C' = 1; (2) 0 < C < 1; (3) na base mégica, C = |[(¥*|T)|;
(4) todo estado de dois gbits com C' = 1 pode ser escrito, a menos de uma fase
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Tabela 3.3: A primeira coluna mostra os estados magicos. A segunda coluna representa os
estados-G e a terceira coluna os estados-F. Os trés elementos de uma mesma linha devem
ser lidos como a = b = c.

Estados magicos Estados-G  Estados-F

le1) g1) | f1)
|e2) i|go) i|f2)
les) |ga) | f3)
les) i|g3) i|fa)
les) |g6) | f5)
les) i|gs) il fe)
le7) lg7) |f7)
les) i|gs) ilfs)
leg) l910) | fo)
le1o) i|go) i| f10)
le11) lg11) | f11)
le12) ilg12) i| f12)
le1s) |913) [ f13)
le1s) ilg14) i| f14)
le1s) |916) | f15)
le1s) ilg15) i| f16)

global, como uma combinagdo de estados mégicos com coeficientes reais; e (5) todos
os estados magicos possuem C' = 1. Notando que 0594 é um operador que troca a
direcdo do spin de todos os gbits, vemos que se |¥) é separivel entdo C' = 0.

A fim de quantificar a eficiéncia de um estado de quatro gbits para teleportar
dois gbits, introduzimos o Emaranhamento de Teletransporte (Er) [76]:

Br(9) = — > C(y), (3.161)

onde |¥;) sdo todos os L < 16 estados ortogonais que podem ser obtidos de |¥)
usando as 16 operagoes unitarias U; listadas na terceira coluna da Tabela 3.2. Deve-

se notar que as Egs. (3.158) e (3.161) podem facilmente ser generalizadas para um
estado de 2N gbits:

C(T) = [(T*eP*N|T), (3.162)

Ep(0) = 22%20(%-), (3.163)
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onde agora |¥;) sdo os L < 22N

estados ortogonais obtidos a partir de |¥) usando
as 22V operagdes unitérias U; = ®,]cvzl(a,§)j2k—1(a,f)j2k. Er satisfaz algumas propri-
edade interessantes: (1) Ele pode discriminar os estados generalizados W, GHZ e os
estados-G, i. e. Ep(W) < Ep(GHZ) < Er(gj); (2) Ele pode ser visto como uma
medida da eficiéncia de 2N qgbits para teleportar N gbits; (3) Todos os estados-G
possuem FEp = 1; (4) Todos estados separaveis possuem Ep = 0.

Para ilustrarmos as propriedades acima, vamos nos concentrar no caso de quatro
gbits. Seja o estado-G |g1). Implementando a operacdo U; obtemos 16 estados
ortogonais (a base-G) com C = 1. Portanto, ET = 1. Agora, estudando o estado
GHZ generalizado |GHZ ') = (1/+/2)(|0000) +|1111)), as 16 operagoes unitarias U,

produzem apenas oito estados ortogonais com C =1,

1

|GHZ*) = %(|0000):|:\1111)), (3.164)
|GE) = %(|0100)i\1011)), (3.165)
|H*) = %(HOOO)i\Olll)), (3.166)
|1Z¥) = i(|1100)i|0011)). (3.167)

4

2

Assim, Ep = 1/2. Repetindo o mesmo procedimento com o estado W generalizado
|W) = (1/2)(]0001) 4 |0010) 4 [0100) + |1000)) obtemos oito estados ortogonais com
C =0, 1i. e, Epr = 0. Podemos entender fisicamente o significado destes valores
para E7 notando que usando os estados-G (E7 = 1) podemos deterministicamente
teleportar qualquer estado de dois gbits. Usando, no entanto, os estados GHZ
(Er = 1/2), apenas algumas classes especiais de estados de dois gbits podem ser
teleportados [58]. Para os estados W nem mesmo estas classes especiais podem ser
deterministicamente teleportadas. E mais, podemos mostrar que o estado GHZ é
capaz de teleportar deterministicamente um gbit e, por sua vez, o estado W realiza
esta tarefa apenas prababilisticamente.

3.9 Codificacao Superdensa Multipartite

No Cap. 1 mostramos que se Alice e Bob compartilham um estado de miximo
emaranhamento ((1/4/2)(|00) +|11)), por exemplo), Alice pode transmitir 2 bits de
informacao a Bob manipulando e enviando-lhe apenas um gbit [12].

Usando-se um estado GHZ tripartite ((1/+/2)(|000) + [111))) pode-se mostrar
que é possivel transmitir 3 bits enviando apenas dois gbits [39, 23]. Comparando-se
com a proposta original, na qual temos 2 bits de informacao por gbit enviado, agora
temos somente 1.5 bit de informacao por gbit.
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A seguir mostramos que uma pequena modificacao no protocolo de teletransporte
apresentado na se¢do anterior nos permite transmitir 4 bits de informacao enviando-
se apenas dois gbits.

Primeiramente, Alice e Bob devem compartilhar o estado |g1), o mesmo usado
no teletransporte de dois gbits:

1
l91) = 5 (/0000) +[0101) +[1010) + [1111)). (3.168)

No estado acima, os dois primeiros gbits estdo com Alice e os outros dois com Bob
(JAABB), A — Alice e B — Bob). Para conseguir transmitir sua mensagem de 4
bits, Alice deve ser capaz de localmente transformar o estado |g1) em qualquer um
dos estados |g;). A Tabela 3.4 mostra como Alice operando localmente pode gerar
os 16 estados-G.

Tabela 3.4: Aqui temos as 16 operagdes locais que Alice deve realizar em seus dois gbits
para obter qualquer estado-G, os quais sdo utilizados para codificar a mensagem de 4 bits
para Bob.

Grupo 1 Grupo 2

lg1) = Ilg1) lg5) = o5|g1)

|92) = oflg1) l96) = of03|g1)

|g3) = 03|g1) lg7) = 0505 1g1)

|94) = 0307|g1) |lgs) = o50i03|g1)
Grupo 3 Grupo 4

99) = of|g1) l913) = 0507|g1)
910) = oF0f|g1) g1a) = ofogof|g1)
lg11) = 0307 |g1) 915) = 050507|g1)
|912) = 030507|g1) |g16) = o50fofot|g1)

Depois de escolher uma, dessas 16 operacoes locais, Alice envia seus dois gbits
para Bob. Com os quatro gbits, Bob realiza uma medida de Bell generalizada para
determinar qual estado-G Alice lhe enviou. Assim, Bob 1é a mensagem de 4 bits
usando, por exemplo, a convengdo (previamente discutida com Alice) exposta na
Tabela 3.5.

As dificuldades técnicas para a realizagao desse protocolo sdo as mesmas apre-
sentadas para o teletransporte de dois gbits: obtencdo de fontes de estados-G, de-
senvolvimento de técnicas para a implementacdo das 16 operacoes locais e medidas
generalizadas de Bell.

Para a codificagao superdensa, também é interessante ver que o estado GHZ,
|GHZ) = (1/+/2)(]0000) +|1111)), nfio pode ser usado para implementar o protocolo



108 CAPITULO 3. QUANTIFICACAO DO EMARANHAMENTO

Tabela 3.5: Temos aqui os 16 estados-G e suas codificagbes bindrias, nas quais Alice e Bob
concordam.

Estado Convencdo Estado Convencgao

1) 0000 |92) 0001
|93) 0010 |94) 0100
|95) 1000 |96) 0011
|g7) 0110 |g8) 1100
lg9) 0101 lg10) 1001
l911) 1010 |912) 0111
913) 1011 |914) 1101
915) 1110 916) 1111

anterior se desejamos manter a mesma eficiéncia. Manipulando seus dois gbits, Alice
pode produzir apenas os oito estados ortogonais abaixo:

1

|GHZ*) = %(mooo)i\nn)), (3.169)
|GE) = %(|()100)i|1011)), (3.170)
|HE) = %(uooo)i\om)), (3.171)
|Zz%) = i(|1100)i\0011)). (3.172)

g

2

Assim, usando um estado GHZ e manipulagoes em seus dois gbits apenas, Alice
pode, no maximo, transmitir uma mensagem de 3 bits. Estd é a justificativa de
chamarmos os estados-G, algumas vezes, de estados de mdzrimo emaranhamento,
pois todos possuem Ep = 1 e sdo mais eficientes do que os estados GHZ para
codificacao superdensa e para teleportar dois gbits.

Este protocolo de codificagao superdensa pode ser considerado étimo. Por 6timo
queremos dizer que sua capacidade de transmitir bits classicos é igual ao limite
de Holevo (Holevo bound) [21]. O limite de Holevo é a méixima capacidade de
informacao classica que um sistema quantico de dimensao d pode transmitir: H =
log, d bits. Como o estado |g;) possui d = 24 H = 4 bits, exatamente o nimero de
bits transmitidos pelo protocolo apresentado. Em geral, a capacidade de codificagao
superdensa x, para um dado estado pAB compartilhado entre A and B é dada por
21],

X(p"F) = logy da + S(p") — S(p"7), (3.173)

onde dy é a dimensdo do sistema de Alice, p? = TTA(pAB) é a matriz redu-

zida com relacio ao subsistema A, pA® é a matriz densidade do sistema global,
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e S(o) = —Tr(ology o) é a entropia de von Neumann. Usando a Eq. (3.173) po-
demos novamente ver que o protocolo aqui apresentado atinge o limite de Holevo.
Para pA® = |g1){(g1| temos dy = 4 e um célculo rapido mostra que S(p?) = 2 e
S(pAB) = 0. Por meio desses resultados, a Eq. (3.173) vale x(|g1)) = 4. Repetindo
o mesmo célculo para o estado GHZ obtemos x(|GHZ)) = 3. Este ultimo resultado
nos diz que por mais engenhoso que possa ser um futuro protocolo de codificagao
superdensa usando os estados GHZ, ele nunca podera ultrapassar a capacidade ante-
riormente calculada. Os estados-G, no entanto, saturam esta capacidade, atingindo
o limite de Holevo.

Assim como generalizamos o protocolo de teletransporte de dois gbits para um
nuimero arbitrario de gbits, este protocolo pode, da mesma forma, ser generalizado.

(1) O estado de Bell generalizado |g;) é escrito como |so) = (27V/?) Zj]vio |z;) A
|z;)B, onde M = 2V —1e z; ¢ a representagao bindria do nimero j. No
protocolo de codificagdo superdensa de 4 bits, o = 00, ;1 = 01, zo = 10, e
z3 = 11. Devemos acrescentar zeros a fim de deixar todos os z; com a mesma
quantidade de bits (N bits);

(2) A partir de |sg) é possivel obter todos os 22V

estados de Bell generalizados
agindo localmente nos primeiros N qbits, |s;) = ®sz1 (07)I2k=1 (gT)I2k|s50).
Agora ji, representa o k-ésimo bit (da direita para esquerda) do ndmero 0 <
j < 22N 1, o0 qual é escrito em notacio bindria e zeros sio acrescentados
quando necessdrio para que todos os j’s tenham os mesmos niumeros de bits
(2N bits). O subindice & indica em qual gbit as matrizes de Pauli o” e o*
devem atuar. Para o protocolo de 4 bits estas operacgoes estao listadas na

Tabela 3.4 e |so) = |g1), [s1) = |g2), |s2) = |g9), |s3) = |g10), etc.

(3) Apés implementar uma das 22V operacdes locais em seus gbits, Alice envia a
Bob seus N gbits.

(4) Com o estado de 2N gbits, Bob faz uma medida de Bell generalizada para ler
a mensagem de 2N bits.
3.10 O que sao os estados-G

Agora vamos provar que o estado |g1) é equivalente a um par de estados de Bell. Para
evitar confusio, vamos reescrever o estado |g1) especificando quais gbits pertencem
a Alice e quais pertencem a Bob:

(104040805)+]04140515)+]14041508)+|14141515)). (3.174)

N =

lg1)=
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Trocando a ordem na qual escrevemos o segundo e terceiro gbits,

1
lg1) = §(|OAOBOAOB)—{—‘OAOBIAIB)—FHAIBOAOB)—I-|1AlBlAlB))
1 1
— 500408) + [1418)) (0408} + [La1s)

= |®%)4B|®")as- (3.175)

Na verdade, repetindo o procedimento que nos levou a Eq. (3.175), todos os estados
|gj) podem ser escritos como um produto direto de dois estados de Bell. O resultado
desses cdlculos estao apresentados na Tabela 3.6.

Tabela 3.6: Aqui vemos os estados |g;) e suas respectivas decomposi¢des em dois estados
de Bell.

Grupo 1 Grupo 2

lg1) = @) aB|® ) ap  lg5) = [27)an|T)an
92) = [27)aB|® ) aB  |96) = |27 )aB|¥")an
lg3) = @) aB|® )aB  |g97) = [®T)aB|¥Y ™ )aB
l94) =27 )aB|® )aB  |g98) = |27 )aB|Y " )aB
Grupo 3 Grupo 4

99) = [¥T)aB|®F)ap  [913) = [¥T)aB|¥T)an
910) = [¥7)aB|®T)aB  |g14) = [¥7)aB|¥ ) an
l911) = [9T)aB|® )aB  |g15) = [¥1)aB|¥ 7 )aB
l912) = [ )aB|® )aB |g916) = |7 )aB|¥ ) aB

Uma generalizagio da prova anterior mostra que o estado de 2N gbits |sg), o qual
é um canal quéntico necessério para teleportar um estado arbitrario de N gbits [76],
pode ser escrito como |sg) = |®T)FN . Este wltimo resultado expressa a necessidade
de N estados de Bell bipartites para teleportar um cadeia de N gbits. Veja Fig. 3.1.

Esta equivaléncia entre canais quanticos multipartites e canais EPR é um resul-
tado interessante, para nao dizer surpreendente. Primeiro, ela abre as portas para
quantificarmos o emaranhamento de estados multipartites em termos dos estados de
Bell para dois gbits. Tudo leva a crer que os estados de Bell sdo os canais quanticos
elementares, a partir dos quais podemos representar todos os outros canais mul-
tipartites. Pelo menos para tarefas como codificacdo superdensa e teletransporte,
mostramos que podemos entender canais multipartites dessa forma.

Segundo, é intrigante notar que para teleportar [76] um estado de dois gbits
arbitréarios,|¥) = a|00) + b|01) + ¢/10) + d|11) precisamos de dois estados de Bell
e nio ‘verdadeiros’ estados emaranhados multipartites como o estado |GHZ) =
(1/+/2)(]0000) + |1111)). E mais intrigante ainda, um estado GHZ pode teleportar
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Alice Bob
1 ebit
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Figura 3.1: a) Situgédo inicial do protocolo. Temos N gbits a serem teleportados, onde
todos podem estar emaranhados entre si ou ndo. Por isso a linha sinuosa-tracejada. b)
Situacdo final do protocolo. Alice fez medidas de Bell em todos os pares de gbits que agora
estao emaranhados e Bob ja implementou as N operacOes unitarias em cada um de seus
gbits.

apenas alguns estados de dois gbits mas nunca um estado arbitrario [76]. Exten-
dendo esse raciocinio para muitos gbits, vemos que para teleportar uma cadeia de N
constituintes precisamos ‘apenas’ de N pares de estados de Bell. Mesmo que todos os
gbits da cadeia que queremos teleportar estejam emaranhados, podemos teleporta-
la sem recorrer a nenhum canal quantico no qual tenhamos um estado globalmente
emaranhado de N gbits. Basta ‘paralelizar’ N estados de Bell que obtemos o canal
necessario para realizar essa tarefa.

Enfim, estes resultados mostram que temos muito para aprender sobre ema-
ranhamento multipartite e que, talvez, explorando essa equivaléncia entre canais
quanticos EPR e canais quanticos multipartites possamos avancar mais um pouco

nesse fascinante assunto.
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Capitulo 4

Aspectos do Principio da

Incerteza de Heisenberg

4.1 Introducao

Uma das mais importantes conseqiiéncias da Mecanica Quantica (MQ) é um li-
mite tedrico imposto sobre a maxima precisao de medidas simultdneas em varidveis
canonicamente conjugadas. Esta limitacao, explicitamente apresentada por Wer-
ner Heisenberg [44], vai de encontro & idéia cldssica de que podemos, pelo menos
em principio, reduzir as incertezas nas medidas ad infinitum. No mundo classico,
usando aparatos de medidas mais avangados, poderiamos reduzir tanto quanto de-
sejassemos os erros nas medicoes de variaveis canonicamente conjugadas. Segundo a
MQ), no entanto, existe uma, lei fundamental na Natureza que nos impede de reduzir
esses erros para além de um certo limiar.

Muitos experimentos checaram, usando uma grande variedade de pares de vari-
aveis canonicamente conjugadas, a validade da Relagao de Incerteza de Heisenberg
(RIH). Ninguém nunca verificou uma violagao dessa RI, expressa em forma de uma
desigualdade que impGem limites inferiores ao produto das dispersoes de pares de
varidveis canonicas.

Contudo, recentemente, em medidas de coincidéncia de pares de particulas e-
maranhadas, Kim e Shih [56] sugeriram que poderiamos ter uma violacao da RIH.
A interpretacdo desse experimento é um tanto controversa. A Ref. [85] afirma que
ndo hi uma violacdo da RIH, mas nés achamos [70] que a RIH, pelo menos da
forma como a conhecemos, ndo pode ser consistentemente aplicada para explicar os
resultados experimentais em medidas de coincidéncia.

Neste capitulo derivamos uma RI vilida em medidas de coincidéncia. Supomos
que nosso sistema de N particulas idénticas e emaranhadas é descrito por um estado
puro [70, 71]. Esta nova RI mostra as correlagoes quanticas entre as particulas que
compdem o sistema e pode explicar o resultado experimental da Ref. [56], o qual foi
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a maior motivacao para a busca dessas Rls.

4.2 O Experimento de Kim e Shih

Inspirados num experimento imaginério ( Gedankenezperiment) de Karl Popper [67],
o qual pode ser visto como uma extensao dos argumentos de Einstein, Podolsky e
Rosen [30], Kim e Shih realizaram o seguinte experimento [56].

Varios pares de fétons emaranhados ¢ la EPR-Bohm sao produzidos por Con-
versdo Descendente Paramétrica Espontanea (Spontaneous Parametric Down Con-
version). Para cada par, um féton é enviado para Alice e o outro para Bob. Alice
possui o detector D; e Bob o detector Dy. Veja Fig. 4.1.

Y
® T

Detector mével
Fenda A / s BBO \ Fenda B

Particula 1 Particula 2

Circuito de

Coincidéncia

(b) T Y
4@ }
Detector mével

/ \ Fenda B
Fenda A LS BBO Aberta

Particula 2

Particula 1

Circuito de

Coincidéncia

Figura 4.1: A parte (a) representa a montagem experimental onde ambas as fendas possuem
a mesma largura. A parte (b) representa a configuragio onde a fenda B é muito mais larga
do que a fenda A. Um cristal de Borato de Bario Beta (Beta Barium Borate) recebe um
feixe de laser e produz, via Conversdo Descendente Paramétrica Espontinea, o par de fétons
emaranhados. LS é a lente que produz a imagem fantasma (ghost image) [56] da fenda A e
localiza o féton 2 quando detectamos o féton 1 na fenda A.

As medidas de Alice e Bob s@o condicionais no sentido de que a deteccdo do
féton 2, pelo detector D2 que se move na direcao ¥, é coincidente com a deteccdo em
Dy do féton 1 apés sua passagem pela fenda A. Kim e Shih realizam o experimento
com duas montagens diferentes:

(a) Fenda A e fenda B possuem a mesma largura.

(b) Fenda B é muito mais larga do que a fenda A.
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O primeiro caso ndo apresenta nenhuma, surpresa pois ambas as particulas res-
peitam a RIH. A situagdo interessante aparece no caso (b). Para essa configuragio
os resultados experimentais nos ddo AysAp,, < h/2, numa aparente violacdo da
RIH.

4.3 Nova Relacao de Incerteza

Para tentar explicar essa aparente violacdo da RIH, precisamos de uma nova RI
que deixe explicito o fato de que temos um estado emaranhado e de que lidamos
com particulas idénticas. Antes de passar & deducdo da Relagdo de Incerteza Ge-
neralizada (RIG), precisamos definir formalmente o que entendemos por particulas
idénticas e recordar a definicao de emaranhamento para estado puro.

4.3.1 Particulas Idénticas

Sabemos que quando estudamos um sistema de N particulas idénticas devemos si-
metrizar o estado descrevendo esse conjunto de particulas, se lidamos com bdsons,
ou anti-simetrizar esse estado, caso lidamos com férmions. Devemos, também, usar
observdveis fisicos [25, 60]. Estes sdo definidos como sendo observaveis que comutam
com todos os operadores de permutacdo de um conjunto de N particulas. Matema-
ticamente, um observavel fisico deve satisfazer a seguinte relagao de comutagcao:

[O,P] =0, (4'1)

onde O é um observavel fisico e P é qualquer operador de permutagao do sistema.

4.3.2 Estados Puros Emaranhados

O espaco de Hilbert H de um sistema de N particulas é o produto direto dos espacos
de Hilbert H,; associados a cada particula,

N
H=H1®MH2®...0 Hy = Q) Hi. (4.2)
=1

O estado mais geral |¥) descrevendo um sistema puro é dado por [25, 51]:

) = Z Cirwiiy [Uin)1 ® -+ ® [tiy) s (4.3)

81, sl N

onde ¢;;. ;, ¢ o coeficiente de expansao do estado |¥) na base {|ui, ), ...; |Uiy) v}
Aqui, um estado |u;,),, indica que temos a particula n < N no estado |u;, ).

Um sistema de N particulas é considerado emaranhado se nao podemos escrever
o estado |¥) como um produto de N estados, cada um pertecendo ao espago de
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Hilbert de uma das particulas que compoem o sistema. Em outras palavras, isso
significa que temos um estado ndo separavel,

[T) # 1) ®...®|¥nN) - (4.4)

Isso mostra que a Eq. (4.3) ndo pode ser escrita como:

|\IJ> 7 Zcil |ui1)1®"'®zci1v |uiN>N’ (4'5)
i1 Z.N
onde ¢;,,...,ciy 530 os coeficientes de expansao do estado ndo emaranhado |11) ®
... ® |¢n) na base {|ui )y ;.5 |uiy) -

4.3.3 Caso de N Particulas

Sabemos que as dispersoes de quaisquer grandezas fisicas representadas por dois
operadores, A e B, satisfazem a desigualdade,

| (A, B)

(aap(ap? > KL

(4.6)

onde AA e AB sao os desvios quadratico médio dos observaveis A e B, calculados
para um determinado estado quantico. Exigimos, agora, que para obter uma RI
para um conjunto de N particulas idénticas e emaranhadas, devemos satisfazer as
duas condigoes abaixo,

1. Usar apenas observaveis fisicos.
2. Usar estados nao separaveis.

Por meio destas duas hipéteses, as quais representam, da maneira mais simples, o
fato de lidarmos com um sistema de N particulas idénticas e emaranhadas, obtemos
uma RI mais geral do que a de Heisenberg. Na verdade, a RIH é o caso mais simples
da RIG. Se temos apenas uma particula (N = 1), recuperamos a RIH.

Comecemos a dedugao da RIG definindo os observaveis fisicos usados na Eq.
(4.6). Atuando no espago de estados H; da particula ¢ encontramos os observiveis
posicdo e momento, @; e P;, respectivamente. Quando estudamos um sistema de IV

particulas, usamos os observiveis definidos como,!

P=7;®..9PQ...9 Iy, (4.8)

onde Z; é o operador identidade que atua na particula ¢. Facilmente vemos que estes
operadores nao comutam com alguns dos operadores de permutacao definidos para

!De agora em diante, nos restringimos, por motivos de simplicidade, a sistemas unidimensionais.
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um sistema de N constituintes. Precisamos, pois, criar um par de observaveis fisicos

para usarmos na deducdo da RIG. O par mais simples de observavel fisico é,

RQ=Q1+...+Qn, (4.9)

onde Q; e P; sdo dados pelas Egs. (4.7) e (4.8). Assim, a Eq. (4.6) pode ser escrita

como,

(AQ)Q(AP)Q Z | <[Q74P]> | . (4_11)

Mas o comutador de @) e P é,
[Q,P] = [Q1, Pl + ...+ [@n, PN] = iNh. (4.12)

Entao, a Eq. (4.11) torna-se

a@rary > LT (4.13)

Se definimos a Funcao Quantica de Covaridncia (FQC) para a posicao e para o
momento como [91],

Cali,J) = (QiQj) — (Qi) (Qj) , (4.14)
Cp(i,j) = (BiPj) — (B) (Pj) , (4.15)

podemos reescrever a Eq. (4.13) da seguinte forma:

N N N252
> Calind) Y- Crlind) > — (4.16)
1,j=1 i,j=1
Mas sabemos que Cg(i,i) = (AQ;)? e que Cp(i,i) = (AP;)%. Entdo, a Eq. (4.16) se

torna:

N N N N N2h2
D (AQ)*+ D7 Caling) | x [ J_(ARY + 37 Crling) | > —— (417)

i=1 i#j=1 i=1 ij=1

Esta é a RIG que devemos usar quando trabalhamos com um sistema de N particulas
idénticas e emaranhadas. Na expressao acima observamos dois termos para cada
observavel fisico. Por exemplo, para o observavel fisico @, Zfil (AQ;)? é a soma
dos quadrados das dispersées da posicdo para cada constituinte do sistema. O outro
termo, Egé j=1 Cq(i, j), mostra as correlacbes quanticas entre todas as N particulas
do sistema. Se pudéssemos fatorar o estado que descreve as N particulas, ele seria
zero. Vale a pena notar que A. C. de la Torre, P. Catuogno e S. Ferrando [91]

provaram que para estados puros as FQCs que envolvam operadores de mais de uma,
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particula sio nulas? se, e somente se, o sistema é separavel. E, como emaranhamento
para sistemas puros implica inseparabilidade, pelo menos uma dessas FQCs nao se
anula na Eq. (4.17) e de fato temos uma RI diferente daquela obtida para uma
tnica particula. Lembramos, porém, que se lidamos com estados mistos, podemos
encontrar situagoes nas quais temos estados nao emaranhados possuindo pelo menos

um dessas FQCs diferente de zero.

4.3.4 Caso de Duas Particulas

Vamos, agora, nos restringir ao caso no qual temos apenas duas particulas. Assim,

a Eq. (4.17) pode ser reescrita como:

(8007 | (60

+ ((Q1Q2) — (Q1) <Q2))}

2 2
AP)?  (APR)? R2
«[CPL L BB qmimy - ] > T (418)
Usando a desigualdade de Schwarz,
(o1 | 1) {2 [ p2) = (p1|w2) (02| 1), (4.19)

onde |p1) e |p2) sdo dois estados arbitririos, podemos simplificar mais a Eq. (4.18).
Como a Eq. (4.19) é vilida para qualquer estado, entdo, aplicando-a para os dois
estados abaixo,

lp1) = (@1 £Q2) [4), (4.20)
lp2) = [¥), (4.21)

onde |¢) é o estado normalizado descrevendo o sistema de duas particulas em
questao, obtemos:

< (AQ1)? 4 (AQz)Q_

[ {Q1Q2) = (Q1)(Q2) | £ ~— 5 (4.22)
O mesmo raciocinio aplicado ao observavel momento fornece:
AP)?  (AR)?

PPy — (P (Po) | < AD)” (AP (4.23)

2 2

Analisando as Egs. (4.22) e (4.23) vemos que o valor absoluto da FQC para a posic¢ao
e para o momento é sempre menor do que a média das dispersoes da posi¢ao e do
momento das duas particulas. Logo, temos um limitante superior para a FQC.
Substitutindo esse limite superior na Eq. (4.18) obtemos:

hZ
Z-

[(AQ1)? + (AQ2)*] x [(AP)? + (ARy)?] > (4.24)

2Supondo i # j na defini¢io da FQC.
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Esta dltima expressao é a RI que devemos usar para um par de particulas idénticas
e emaranhadas.

Um caso interessante surge quando produzimos um par de particulas idénticas e
emaranhadas com mesma dispersao na posi¢ao e no momento. Por meio de medidas
coincidentes, nas quais a deteccao da particula 1 é condicionada & deteccdo da
particula 2 [56, 70|, podemos experimentalmente criar este cendrio. Supondo a
igualdade das dispersoes, AQ1 = AQ2 e AP; = AP,, a Eq. (4.24) torna-se:

AQiAP; > Z, (4.25)

onde 1 = 1,2.

Aqui vemos que a RIG permite que o produto das dispersbes seja duas vezes
menor do que o permitido pela RIH. E claro, se esquecemos uma das particulas e
medimos apenas AQ; e AP; para a outra, a RIH é satisfeita. Apenas quando temos
particulas idénticas, emaranhamento e medidas coincidentes a Eq. (4.25) é vilida.

4.3.5 Caso de Trés Particulas

Para trés particulas, a Eq. (4.17) pode ser escrita como:

3 3 3 3 972
Do(BQ)*+ Y Colii) | x [ D (AR + ) Cpling) | 2 = (4.26)

i=1 i#j=1 i=1 i#j=1

Novamente podemos aplicar a desigualdade de Schwarz visando simplicar a ex-
pressdo anterior. Substituimos, agora, os seguintes dois estados na Eq. (4.19):

lp1) = (a1Q1 + a2Q2 + a3Qs) |¥), (4.27)
lp2) = |4), (4.28)

onde a; = +£1,7 = 1,2,3. Assim, a desigualdade de Schwarz torna-se:

((a1Q1 + a2Q2 + a3Q3)%) > ((a1Q1 + a2Q2 + a3Q3))” (4.29)

Manipulando a Eq. (4.29) e usando que a? = 1 obtemos:

3 3 3 3
@)+ D aig; (QiQ) > D Q)+ ) aia; (Qi) (Qy)- (4.30)
i=1 i#j=1 i=1 i#j=1

Mas (AQ;)? = (Q?) — (Q;)?, fazendo com que a Eq. (4.30) se reduza a:

(8Q)? 2 — Y aiaCalii)- (431)

3 3

K3
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Para a1 =1 e az = a3 = —1, a Eq. (4.31) é dada por,
3
D (AQ:)? > 2(Cq(1,2) + Co(1,3) — Cq(2,3)) . (4.32)
=1

Para as =1ea; =a3 = —1, a Eq. (4.31) vale,

3
D (AQN)? > 2(Cq(1,2) — Cq(1,3) + Cq(2,3)). (4.33)
=1
Para as3 =1 e a; = a9 = —1 temos,
3
D (AQi)? > 2(—Cq(1,2) + Co(1,3) + Cq(2,3)) . (4.34)
=1

Somando as Egs. (4.32), (4.33) e (4.34) obtemos,

3
2(Co(1,2) + Cq(1,3) + Co(2,3)) < 3 (AQ:)™ (4.35)
i=1

Agora, para a1 = as = ag = 1, a Eq. (4.31) torna-se,

Mw

2(Cp(1,2) + Cp(1,3) + Cp(2,3)) > — (AQ:)% (4.36)

Il
—

%

Combinando as Eqgs. (4.35) e (4.36) chegamos & seguinte expressao:

(AQ;)? Z Col(i,j) < 32 AQ;)?. (4.37)

3
=1 1#£j=1

(3

Um procedimento similar nos leva a um resultado equivalente para o momento:

3

-> (A Z Cp(i,j) < 32 (AP;)? (4.38)

=1 i#£j=1

Substituindo as Eqgs. (4.37) e (4.38) na Eq. (4.26) obtemos,

3 3 952

(Z (Aw) (Z (APZ-)Q) > =T (4.39)
i=1 i=1

Esta é a RIG que devemos usar quando estudamos trés particulas idénticas e e-

maranhadas. Novamente obtemos uma situacao interessante quando todas as trés

particulas sdo preparadas com as mesmas dispersdes na posi¢do e no momento. Isto

¢,

AQ1 = AQ2 = AQs3, (4.40)
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AP, = AP, = AP;, (4.41)
Assim, a Eq. (4.39) vale,
aQiap > L (4.42)

onde i = 1,2, 3.

Agora temos um limite inferior para o produto das dispersoes quatro vezes menor
do que o fornecido pela RIH. As condicoes dadas pelas Eqgs (4.40) e (4.41) podem ser
alcancadas por meio de medidas tricoincidentes feitas em sistemas tripartites ema-
ranhados de particulas idénticas. Se ignoramos duas particulas e nos concentramos
em apenas uma, a RIH continua vélida e a Eq. (4.42) ndo pode mais ser aplicada.

4.4 Discussao

Os resultados acima nao devem ser considerados uma violagdo do principio de in-
certeza de Heisenberg. Continuamos nao podendo medir simultaneamente a posi¢ao
e o momento (ou qualquer par de observiveis que ndo comutam entre si) de uma
particula. O que de fato mostramos foi que, se preparamos apropriadamente um sis-
tema de particulas idénticas e usamos circuitos de coincidéncia para detectar todos
o0s seus constituintes, podemos obter AQ1AP; < g Em nenhum momento de nossa
deducdo usamos hipéteses alheias & MQ padrao.

Em outras palavras, a MQ nao proibe que AQ1AP; < g para os casos nos quais
lidamos com medidas coincidentes em particulas idénticas e emaranhadas. Todas
as outras deducgbes anteriores de relacoes de incerteza foram feitas considerando-se
apenas uma, particula isolada. Aqui, reforcamos que nem sempre resultados validos
para uma particula isolada podem ser diretamente generalizados para duas ou mais
particulas emaranhadas. Ou melhor, nem sempre o que é valido para uma particula
pode ser trivialmente extendido para sistemas com varias particulas submetidas a
determinadas condigoes experimentais.

Para finalizar, vale a pena dizer que existe um resultado experimental confir-
mando a possibilidade de termos o produto das dispersoes da posicdo e do momento
menor do que o limite imposto pela RIH. Este resultado experimental [56] foi a maior
motivagao para alcancarmos os resultados apresentados neste capitulo: Queriamos
encontrar uma explicacdo tedrica para os resultados da Ref. [56] invocando apenas
o fato de o experimento se utilizar de medidas coincidentes e de pares de fétons
idénticos e emaranhados.
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Capitulo 5

Caos e Emaranhamento

5.1 Introducao

Nos capitulos anteriores enfatizamos aspectos bem gerais no estudo do emaranha-
mento quantico. Foi dada maior atencao ao entendimento formal do que seria um es-
tado emaranhado, tanto qualitativa como quantitativamente. A partir deste capitulo
passamos a abordar problemas mais praticos, i. e., problemas que serao enfrentados
na, construcao de um possivel computador quantico.

Um dos passos cruciais na constru¢ao de um computador quantico se da na esco-
Iha de qual sistema fisico serd usado na sua confeccdo. Existem indmeras propostas
ja apresentadas, onde podemos destacar implementagoes via ressondncia magnética
nuclear (RMN), ions aprisionados e cavidades quédnticas. Mas seria interessante
estudar as possibilidades de constru¢ao de um computador quantico usando-se dis-
positivos em estado sélido. Melhor ainda seria a construcdo de um computador
quéntico usando-se dispositivos semicondutores ji usados nos computadores atuais,
haja vista o enorme dominio técnico que alcancamos na manipulacdo de dispositivos
baseados no silicio.

Neste capitulo estudamos a Hamiltoniana de Heisenberg, a qual modela a in-
teragao entre os spins de alguns sélidos [27, 28, 81] e que pode vir a ser uma possivel
implementacao de um computador quantico.

Investigamos como defeitos numa cadeia unidimensional afeta o emaranhamento
de um sistema descrito pelo modelo de Heisenberg bem como a relagao entre ema-
ranhamento, caos e localizagao [78]. No capitulo seguinte estudamos um sistema de
dois gbits descritos pelo modelo de Heisenberg, no qual os gbits estao em equilibrio
térmico com um resrvatério a temperatura 7' [74]. O entendimento de como o ema-
ranhamento se comporta a temperaturas finitas é extremamente importante pois
nos permite estimar até que temperatura nosso processador quantico continua fun-

cionando (emaranhado).

125
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5.2 Caos, Localizacao e Emaranhamento

Como o emaranhamento de pares de gbits estd relacionado com caos quintico e
localizacao? Para responder essa questdo parcialmente precisamos de um modelo.
Um modelo de interesse prético consiste de uma cadeia unidimensional de spins 1/2,
onde um determinado spin interage apenas com seus vizinhos mais proximos. Cada
spin na cadeia corresponde a um gbit e as interagoes entre os spins podem ser usadas
para implementar portas légicas de dois gbits, ou seja, por meio dessas interacoes
podemos construir um computador quantico elementar.

Neste sistema chamamos de defeito o sitio (local onde se encontra o gbit) cujo
espagamento de nivel energético (nivel de Zeeman) difere dos espagamentos de nivel
energético dos outros sitios. Isso é alcancado aplicando-se um campo magnético ex-
terno na direcao z nesse sitio diferente de todos os campos aplicados nos outros sitios.
Um sistema desordenado é caracterizado pela presenca de um ou mais defeitos.

A cadeia de spin aqui utilizada é perfeita para se analisar a relacao entre ema-
ranhamento, caos e localizacdo, pois ela possui distintas regides de interesse [79].
Podemos, pois, acompanhar o comportamento do emaranhamento quando transita-

mos das regioes cadticas para as nao caodticas.

5.3 O Modelo de Heisenberg

A Hamiltoniana que descreve esse sistema, de spins é
L g L-1 Iy L-1 Txy
n
H= Z 70721 + Z ZG;UZH + Z T(Uﬁaﬁﬂ +ohon1)- (5.1)
n=1 n=1 n=1

Consideramos apenas interagoes de primeiros vizinhos, i = 1, e 0%, g¥, e 0% sado
as matrizes de Pauli. Cada sitio n estd sujeito a um campo magnético externo na
direcao z, produzindo uma separacao de h,, nos niveis energéticos do gbit n. Existem
L sitios e lidamos com uma cadeia aberta. O sistema é isotrépico (anisotrépico)
quando a constante de acoplamento Jz das interagoes de Ising o7 oy | for igual
a (diferente da) constante de acoplamento Jxy da interagdo tipo XY: ojop, | +
0%0% 41- Este dltimo termo é responsavel por delocalizar o sistema, uma vez que ele

propaga as excitacoes pela cadeia. Ele também é conhecido como termo de hopping.

5.4 Caos Quantico

Sabe-se que a distribuicdo dos espagamentos dos niveis de energia de um sistema
integrdvel é Poissoniana, Pp(s) = exp(—s), e a de um sistema cadtico obedece a
uma distribuigdo de Wigner-Dyson Py p(s) = (7s/2) exp(—mns?/4) [43]. P(s) é a
probabilidade de encontrarmos a diferenca de energia entre dois niveis como sendo
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ds. Supde-se que [ P(s)ds = 1 (normalizacio) e que (s) = [sP(s)ds = 1 (média
igual a um). Essa vai ser a defini¢do de caos quintico adotada aqui.

Na auséncia de defeitos, i. e., quando temos uma cadeia ideal, o sistema é
integravel, possui espagamento de niveis Poissoniano e podemos encontrar expressoes
analiticas para seus autovalores e autovetores usando-se o ansatz de Bethe [1, 16, 55,
101]. A partir do momento em que ligamos campos magnéticos aleatérios nos varios
sitios da cadeia e aumentamos progressivamente suas intensidades, o sistema transita
da regiao de integrabilidade para a de caoticidade, onde obtemos uma distribuicao
de Wigner-Dyson para os espacamentos de niveis de energia. Nesta regiao, nao ha
método analitico que nos permita encontrar os autovalores e autovetores do sistema.
Aumentando-se ainda mais a intensidade do campo magnético, a localizagao torna-se
relevante e obtemos de novo uma, distribuigao de Poisson.

5.5 Localizacao

Para quantificar a localizagao/delocalizacao usamos uma grandeza conhecida como
ntimero de componentes principais (number of principal components): Np.. Es-
crevendo-se os autovetores [1;) da Hamiltoniana acima como superposicoes dos
registros qunticos |¢;), ie. [¢;) = 32,4 n a{ |¢i), onde N é o nimero total de
autovetores, o Np. para o autovetor j é definido como [103],

. 1
Nje=———3 s (5.2)
dim1 |
Um registro quantico |¢;) = |a,...,ar) é um estado no qual ai = 0,1 indica um

I respectivamente, e L é o ntimero total de sitios. Um

spin para baixo ou para cima,
sistema delocalizado possui alto Np., enquanto um sistema fortemente localizado

possui Ny, muito perto de 1.

5.6 Medida de Emaranhamento Utilizada

Para se estudar quantitativamente o emaranhamento entre pares de gbits vamos
usar a concorréncia C [99], cuja interpretacao fisica e relevincia na quantificagdo do
emaranhamento bipartite foram discutidas no Cap. 3. Recordando, a concorréncia
é dada por

Ci2 = max{A1 — Aa — A3 — Ay, 0}, (5.3)

! Apenas neste capitulo usamos a notacio tradicional, onde |0) = (0,1)7 representa o estado fun-
damental e [1) = (1,0)7 o estado excitado. Para todos os outros capitulos, conforme convencionado
no inicio da tese, usamos a notagio da comunidade de teoria quantica de informacdo, |0) = (1,0)7
e |1y = (0,1)%, onde T é a operacdo de transposicio.
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onde A1, Ao, A3, € A4 s30 as raizes quadradas dos autovalores, em ordem decrescente,
da matriz R = p12p12, p12 é a matriz densidade que descreve os dois gbits de interesse

na, cadeia de spins e pio é
p12 = (oy ® ay) pia (0y ® 7y) . (5.4)

O simbolo p* representa o complexo conjugado da matrix p quando escrita na base
{/11),10),[01),[00)}.

5.7 Resultados Analiticos para Dois Qbits

Para uma cadeia isotrépica de dois sitios a Hamiltoniana (5.1) pode ser escrita como

1 J
H = 2 (h10f + hood) + 1 (005 + 0oy +0i03). (5.5)
Uma caracteristica interessante desse sistema isotrépico € que [H, 07 +03] =0, i. e.,
o momento angular total na dire¢ao z é conservado. Isso nos diz que estados com
numeros diferentes de excitagoes nao se acoplam. Isso fica evidente se olharmos para
a representacao matricial de H:

P J
D
0o 4-7 7 0
H= 2 42 (5.6)
J A J ’
0 72 —2-1 0
0 0 0 —Z 47

onde ¥ = hi+hg € A = hy —ha. A Hamiltoniana acima é diagonal por blocos. Assim
|11) e |00) s@o autovetores ndo emaranhados de H. Como estamos interessados no
emaranhamento, restringimo-nos aos outros dois autovetores, os quais sao obtidos
diagonalizando-se a matriz bloco 2 X 2 acima. Estes autovetores com seus respectivos

autovalores sao:

J|10) — (A ¥ m) l01)

V2(J2 + A2) 5 2077 1 A7
JT? 2
Ei:_ii‘]iw_ (5.8)
4 2
A concorréncia dos autovetores |E) é
L (5.9)

Co=———.
* V14 A2/ J?

A Eq. (5.9) claramente mostra que Cy é fungdo decrescente de A e crescente da cons-
tante de acoplamento J. Quando A = 0 (gbits com mesmo espagamento energético)
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obtemos estados de maximo emaranhamento independentemente se estamos no re-
gime de acoplamento fraco ou forte. Para quaisquer outros valores de A ndo al-
cancamos mais estados de maximo emaranhamento, mostrando que o aparecimento
de um defeito (b1 # hg) reduz a quantidade de emaranhamento. Mas mesmo se
A # 0, tomando J > A podemos obter altos valores para a concorréncia. Ou seja,
no regime de acoplamento forte podemos ter alto teor de emaranhamento.
Aplicando a Eq. (5.2) aos autovetores |EL) obtemos a seguinte expressao para o
Npe:
1

Nf=——5.
P11 -03/2

(5.10)
A Eq. (5.10) mostra que o N, para estes estados é uma funcdo crescente da con-
corréncia, implicando, pelo menos para este caso simples de dois gbits, que deloca-
lizagdo é favordvel ao emaranhamento. Quando Cy = 1 (méximo emaranhamento),
N;t =2 e quando Cx = 0 (sem emaranhamento) temos N;: = 1 (sistema altamente
localizado). Entretanto, ndo devemos generalizar essa relagiao entre delocalizagdo e
emaranhamento, pois nem sempre ela é véalida. Isto ficard mais claro na préxima
secao, ao lidarmos com cadeias maiores. No entanto, vale a pena observar o seguinte
exemplo. O estado 1) = /1/4 (|11) + |10) + |01) + [00)), é altamente delocalizado
(Npe = 4) mas separavel (Cy, = 0), retratando que nem sempre delocalizacao implica

emaranhamento.

5.8 Resultados Numéricos para L Qbits

5.8.1 Dois Defeitos

Motivados pela secao anterior, vamos checar se dois gbits com 0s mesmos espaca-
mentos de nives energéticos, mas agora numa cadeia com vdrias excitacoes, i. e.
vérios gbits no estado |1), estdo fortemente emaranhados [78]. Supomos que esses
dois gbits possuem niveis de espacamento h + d, enquanto todos os outros gbits da
cadeia possem niveis de espacamento h.

Desligando a interacao de Ising, i.e., se Jz = 0 na Eq. (5.1) e se d > Jxy, 0s
dois gbits estao, de fato, maximamente emaranhados (exceto se um dos gbits estd na
borda da cadeia, onde efeitos de borda diminuem o emaranhamento). Podemos ver
isso na parte superior esquerda da Fig. 5.1, onde circulos indicam que os dois gbits
escolhidos sdo os primeiros vizinhos (n, n+1), quadrados os segundos vizinhos (n, n+
2) e tridngulos os terceiros vizinhos (n,n + 3). Obtemos a concorréncia tragando
sobre todos os gbits que ndo sdo de interesse e, a partir da matriz reduzida dos
dois gbits, calculando C conforme explicado anteriormente. Na Fig. 5.1 mostramos
a concorréncia maxima dentre todas as 924 concorréncias dos autovetores de uma

cadeia composta por 12 gbits e 6 excitacées. Notamos que quando Jz = 0, mesmo
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com muitas excitagoes, a situacdo se assemelha ao caso de uma excitagao [80], onde
apenas o termo de hopping estd presente.
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Figura 5.1: Aqui mostramos a maxima concorréncia para varios pares de gbits que possuem
o mesmo espacamento de nivel energético. Circulos indicam os pares de primeiros vizinhos
(n,m+1), quadrados os pares de segundos vizinhos (n,n+2) e tridngulos os pares de terceiros
vizinhos (n,n + 3). Usamos d = 100 e Jxy = 1. Parte superior & esquerda: Jz = 0, parte
superior & direita: Jz = Jxy, parte do meio & esquerda: Jz = 10Jxy, parte do meio &
direita: Jz = 100Jxy, parte inferior & esquerda: J; = 159Jxy e parte inferior & direita:
Jz =327Jxy.

No entanto, quando a interacao de Ising se faz presente, os resultados mudam
consideravelmente. Efeitos de muitos corpos passam a desempenhar um papel im-
portante. Para o caso de uma cadeia isotrépica (Jz = Jxy = J), conforme se pode
ver na parte superior & direita da Fig. 5.1, somente os primeiros vizinhos conti-
nuam com altos valores para a concorréncia. Para um caso particular de anisotropia
(Jz > Jxy), por outro lado, temos valores considerdveis para a concorréncia até
mesmo para segundos vizinhos, como exposto na parte do meio da Fig. 5.1. A ani-
sotropia também causa efeitos inesperados para os terceiros vizinhos. Para o caso
especial no qual Jz = d = 100Jxy, visto na parte do meio a direita da Fig. 5.1, temos
altos valores para suas concorréncias, fato que nao ocorre quando temos ao mesmo
tempo sistema altamente anisotrépico e Jz # d. Nesta situagao, a concorréncia
de alguns pares se aproxima muito de 1 e, para outros, ela se torna extremamente
baixa, como vemos na parte inferior da Fig. 5.1. Apesar de ndo ser ficil entender
todos esses resultados, uma coisa fica clara. A presenca do termo de Ising (0707 )
muda completamente o comportamento da concorréncia para segundos e terceiros
vizinhos [77].
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5.8.2 Varios Defeitos

Agora vamos estudar como o caos e a localizagao podem afetar o emaranhamento
de pares de gbits quando temos muitas excitagoes presentes na cadeia [78]. Depen-
dendo do tipo de defeito encontrado na cadeia, o sistema pode se tornar cadtico.
Para determinar se nosso sistema ¢é cadtico ou nao, calculamos a sua distribuicao
de espacamento dos niveis energéticos. Mais adiante detalhamos esse ponto. Agora
vale lembrar que assim como para o caso de dois gbits, a componente z do spin to-
tal do sistema Zﬁzl S é conservada. Logo, como estados com diferentes ntiimeros
de excitacoes nao se acoplam, trabalhamos apenas com setores da Hamiltoniana
que possuem um mesmo numero de excitagoes. E como estamos interessados pri-
oritariamente em estudar a relacdo entre caos e emaranhamento nesse sistema de
spins, analisamos apenas o setor com o maior nimero de excitagoes, i. e. o setor
com L/2 excitagoes. Este é o setor onde o aspecto cadtico de uma cadeia de spin
é mais manifesto [34]. Por limitagoes de poder de célculo numérico, nos restringi-
mos a uma, cadeia com L = 12 sitios e 6 excitagoes, onde lidamos com um total de
121/(6! 6!) = 924 estados.

Supomos uma cadeia isotrépica (Jz = Jxy = J) onde J = 1. Aplicamos campos
magnéticos externos aleatérios aos gbits. Estes campos apontam na direcao z e sao
dados por h,, = h+d,, onde os d,,’s sao niimeros aleatérios nao correlacionados que
satisfazem uma distribuicao Gaussiana: (d,) = 0 e (d,d,,) = d25n7m.

Dependendo da integrabilidade (ndo caoticidade) e localizacao do sistema, po-
demos identificar diferentes regides, as quais estdo representadas na Fig. 5.2.
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Figura 5.2: Em cima: Dependéncia de (N,.) por d/J. A barra representa a média sobre
os 924 autovetores para cada d/J e () representa a préxima média sobre 20 sequéncias
diferentes de nimeros aleatérios. Em baixo: Dependéncia de (n) sobre d/J. De novo, ()
indica média sobre 20 sequéncias diferentes de 12 nimeros aleatérios Gaussianos. J = 1.
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Calculamos a média do niimero de componentes principais N—pc para os 924 au-
tovetores em funcgao de d. Para isso, utilizamos 12 ntimeros Gaussianos aleatorios,
0s quais eram os niveis de espacamento dos gbits. Esse procedimento foi repetido
para 20 sequéncias diferentes de 12 niimeros. Ou seja, tivemos 20 experimentos
numéricos. No topo da Fig. 5.2 mostramos (N,.), onde () corresponde a média so-
bre 20 diferentes sequéncias. Paramos em 20 sequéncias pois, comparando algumas
simulacoes onde usamos mais sequéncias, os resultados nao se alteraram substan-
cialmente. Na parte inferior da Fig. 5.2 apresentamos a quantidade usada aqui
para. caracterizar quao cadtico estd nosso sistema. Este pardmetro é definido como
n = J;°[P(s) — Pwp(s)lds/ [;°[Pp(s) — Pwp(s)]ds, onde so = 0.4729... ¢ o ponto
de intersegao entre Pp(s) e Py p(s) [34, 52] e P(s) é a distribui¢ao do espagamento
dos niveis de energia do sistema em estudo. Um sistema regular possui 7 = 1 e um
sistema cadtico possui 7 = 0. Aqui novamente () indica a média sobre 20 sequéncias
de ntimeros aleatérios.

Quando d = 0 o sistema é integravel, mas delocalizado. Temos uma distribuicao
de Poisson (7 ~ 1), mas alto (N,.). Aumentando d o sistema se torna caético e
ainda mais delocalizado. Para 0 < d < 0.2, nos aproximamos de uma distribuicao
de Wigner-Dyson (7 tende a 0) e (N, ) se torna ainda maior. No entanto, se conti-
nuamos a aumentar d, a distribuicdo de niveis de energia se aproxima novamente de
uma distribuicdo de Poisson e <N—pc> diminui. Esta regido de transicdo corresponde
a 0.2 < d < 2. Assim que d se torna muito maior que a energia de interagdo J, o sis-
tema passa a estar fortemente localizado, sua distribui¢ao é novamente Poissoniana,
e <N—pc> — 1.

Nés comparamos (N p.) e (n) com a concorréncia para pares de gbits de primeiros

vizinhos (Fig. 5.3), segundos vizinhos (alto da Fig. 5.4), e terceiros vizinhos (parte
inferior da Fig. 5.4). Para cada par, calculamos a concorréncia méxima Cmax entre
os 924 autovalores. Depois tomamos as médias sobre as 20 diferentes sequéncias
de niimeros aleatérios. Calculamos também a concorréncia média C para cada par
escolhido. Novamente tomamos a média de C sobre as 20 sequéncias de niimeros
aleatérios. As concorréncias médias para todos os pares apresentam comportamentos
semelhantes. Devido a isso, e ao fato de que esse valor é muito pequeno para vizinhos
distantes, mostramos apenas a concorréncia média para os primeiros vizinhos (parte
inferior da Fig. 5.3).

Por meio das Figs. 5.2, 5.3, e 5.4 podemos analisar o que acontece com o emara-
nhamento nas distintas regides em que nossa cadeia de spins se encontra.

Comecemos pela parte inferior da Fig. 5.3. Comparando as concorréncias médias
(C) parad=0e0 < d < 0.2, que é a regido onde o caos e delocalizagdo aumentam,
vemos que as concorréncias decrescem um pouco. Isto sugere que para tais siste-
mas, com interagoes de primeiros vizinhos, o caos contribui para o decréscimo do

emaranhamento bipartite médio entre os gbits. Na regidao de transicao, 0.2 < d < 2,
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Figura 5.3: Em cima temos a dependéncia de (Cmax) por d/J e em baixo temos (C) para
alguns primeiros vizinhos (N). Em ambos os gréficos: curva preta/sélida representa o par
de gbits 1-2, vermelha/pontilhada o par 3-4, azul/tracejada o par 6-7, e verde/pontilhada-
tracejada os gbits 10-11.

0.8 r

Figura 5.4: Superior: Concorréncia méxima para segundos vizinhos (NN). Curva pre-
ta/sélida mostra o par 1-3, vermelha/pontilhada os gbits 2-4, azul/tracejada o par 3-5, e
verde/pontilhada-tracejada o par 4-6. Inferior: Concorréncia méxima para terceiros vi-
zinhos (NNN). Curva preta/sélida nos d4 o par 2-5, vermelha/pontilhada os qbits 4-7,
azul/tracejada o par 5-8, e verde/pontilhada-tracejada os gbits 7-10.

regiao onde o sistema se torna menos caético e mais localizado, vemos um rapido
aumento das concorréncias. Isto é muito interessante pois, a despeito de o sistema
estar em processo de localizacdo, as concorréncias médias aumentam. Finalmente,
para d > 2, regido onde o sistema estd fortemente localizado e regular (ndo-caético),
as concorréncias médias decrescem, como era de se esperar. O efeito da localizagao

na concorréncia média, portanto, depende de quao longe estamos da regido cadtica.
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Assim, a localizagdo aumenta o emaranhamento se o sistema se move da regido de
nao integrabilidade para a de integrabilidade, mas diminui o emaranhamento se o
sistema j4 estd altamente localizado.

O topo da Fig. 5.3 mostra que na regido de caos (d ~ 0.2) a concorréncia maxima
para primeiros vizinhos é maior do que a (Cj,q,) para os segundos e terceiros vizi-
nhos (Fig. 5.4). Isto pode ser entendido se notarmos que para vizinhos diretamente
acoplados (primeiros vizinhos), os efeitos do caos nao sao tao drésticos e eles preser-
vam as concorréncias maximas razoavelmente elevadas. Mas novamente verificamos
que o caos diminui o emaranhamento de quaisquer dois gbits. Também vemos que
na regiao onde a localizagdo estd se tornando forte (d > 2) ainda temos valores
razodveis para a (Cp;) dos primeiros vizinhos. Esse resultado contrasta com o
comportamento da (Cy,,.,) para os segundos e terceiros vizinhos, onde vemos uma
diminui¢do mais rapida da (Cpaz)-

Para finalizar, esses resultados também sugerem que a interagdo entre dois gbits
contrabalanceia a destruicdo de seu emaranhamento devido ao caos e localizagao.
Esta interpretagao é reforcada se notarmos que a Hamiltoniana aqui considerada
possui apenas interagoes de primeiros vizinhos e, como mostramos numericamente,
primeiros vizinhos possuem mais emaranhamento se comparados a segundos e ter-
ceiros vizinhos, os quais, por sua vez, sao mais susceptiveis aos efeitos do caos e

localizagao.



Capitulo 6

Emaranhamento Térmico e

Magnético

6.1 Introducao

A descoberta da existéncia de emaranhamento em uma cadeia de spin unidimensi-
onal, quando esta se encontra em equilibrio térmico com um reservatério a tempe-
ratura T, foi feita independentemente por M. A. Nielsen [62] e por M. C. Arnesen
et al. [3]. Nielsen estudou a cadeia de spin mais simples possivel, uma cadeia de
dois gbits, obtendo resultados analiticos que mostravam a existéncia de emaranha-
mento quando estes dois gbits estavam termalizados. Além disso, ele mostrou que
por meio de um campo magnético externo, podia-se, até uma determinada tempe-
ratura, aumentar o grau de emaranhamento do sistema. Arnesen et al., por sua
vez, estudaram numericamente cadeias de spin compostas por até 10 gbits, obtendo
resultados semelhantes.

No entanto, tanto Nielsen quanto Arnesen et al. usaram uma Hamiltoniana
muito simples para modelar a interagao entre os spins. Isso motivou muitos au-
tores a estudarem modelos mais rebuscados, nos quais cada gbit estava submetido
a um campo magnético diferente e nos quais as interagoes spin-spin podiam ser
anisotrépicas [54, 94, 90, 42].

Neste capitulo lidamos com uma cadeia de spin sem campo magnético externo.
Supomos apenas interacdo de primeiros vizinhos. A Hamiltoniana que descreve o

sistema, é:

-1

AP SRR S

H = (Zmaéaéﬂ + Zyaéazﬂ + Zzaiag"l) , (6.1)
=1

onde vamos nos restringir a dois gbits (N = 2), Jg,Jy,J, sdo as constantes de

acoplamento, e 0,0y,0, as matrizes de Pauli. Usamos I = 1.

135
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A seguir apresentamos uma expressdo analitica para a concorréncia do estado
térmico descrito pela Hamiltoniana (6.1) e um estudo inédito detalhado para o mo-
delo anisotrépico XYZ [74]. Mostramos que existem regides para os modelos XY
e XYZ onde a concorréncia cresce ao aumentarmos a anisotropia do sistema. Este
comportamento é uma nova caracteristica do emaranhamento térmico sem campo
magnético externo, ji que Wang [94] e Kamta e Starace [54] estudaram regioes onde
a concorréncia decresce com a anisotropia. Nestas regioes a anisotropia também
aumenta a temperatura critica T, além da qual a concorréncia é zero. Revisamos,
também, os resultados obtidos pelas Refs. [54, 90, 94] para o modelo XY (J, = 0)
e para o modelo XXX (J, = J, = J;), os quais sao casos particulares da nossa
solucdo analitica para a cadeia XYZ. Finalizamos o capitulo mostrando numerica-
mente que, ao contrario dos casos onde hd um campo magnético externo [3, 62], nao
existe nenhum conjunto de constantes de acoplamento que propicie um aumento da

concorréncia aumentando-se a temperatura 7' do sistema.

6.2 Modelo XYZ: Uma Visao Geral

Para melhor estudar o modelo XYZ, reescrevemos a Hamiltoniana (6.1) da seguinte

forma: 7 s A s A
+ —
H= Zzaiag + Toiag + 3 0;05, (6.2)

onde A = J, — Jy e ¥ = J; + Jy. Os quatro autovetores dessa Hamiltoniana sao

os quatro estados de Bell (estados maximamente emaranhados):

H|®F) = Xz [07),
H|TF) = Az [TF),

onde,

@) = —(jo0) + [11)),
V2
1

TE) = —(|01) £110)),

%) = 5101y =[10)
A

/\¢,:|: — J 4 )

gt = #

Usamos o pardmetro § = A /¥ para quantificar a anisotropia do sistema. Quando
6 =0eJ, = 0temos o modelo XY isotrépico e quando 6 = 1 e J, = 0 recuperamos
o modelo de Ising.

A matriz densidade que descreve um sistema em equilibrio térmico com um

reservatério a temperatura 7' é p = exp(—H/kT)/Z (ensemble canénico), onde
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Z = Tr{exp (—H/kT)} é a fungdo de particio e k é a constante de Boltzmann. A
Hamiltoniana (6.2) nos d4 o seguinte estado térmico escrito na base padrao (standard

basis):
e “*cosh(p) 0 0 —e *sinh(p)
1 0 e*cosh(y) —e®sinh(y) 0 (6.3)
=7 0 —e%sinh(y) e cosh(v) 0 ’ '
—e~*sinh(p) 0 0 e~ cosh(p)
onde 7 A 5
z _ e __“
““mr PTmr T mr
e

Z =2 (exp (—a) cosh(B) + exp (@) cosh(7)) .

Para obtermos a concorréncia, precisamos das raizes quadradas dos quatro au-

®

tovalores da matriz R = pp, onde p = O’?Zp*O'y 2. Estes autovalores sio dados por

AE = %(cosh(ﬂ)isinh(ﬂ)), (6.4)
A\ = %(cosh(y):ﬁ:sinh(y)). (6.5)

Nao é trivial colocar em ordem decrescente Ali e )\;EI, pois precisamos dos valores
de «, 3, e v para ordend-los corretamente. Contudo, a concorréncia de p pode ser

analiticamente escrita da seguinte forma:

O { max {0, C1}, se2a> |8 —|vl,

6.6
max {0, Ca}, se2a < |B| - ||, (6.6)

onde

_ e sinh(]) — e cosh(p)
o= — cosh(y) T e cosh(g) ’ (6.7)
e~ “sinh(|8]) — e® cosh(vy)

e® cosh(y) + e~ cosh(B) °

Co (6.8)

Antes de estudarmos em detalhes a Eq. (6.6) para valores arbitrarios de J,, Jy, e J,

vamos estudar alguns casos particulares interessantes.

6.3 Modelo de Ising

No modelo de Ising J, = J, = 0 [94]. Isto implica § = v = 0. Substituindo esse
resultado na Eq. (6.6) obtemos:

C:max{() i} =0. (6.9)

’ e|a‘ + e_|a‘
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Podemos entender porque o modelo de Ising termalizado ndo possui emaranhamento
para qualquer 7" olhando para a matriz densidade (6.3). Quando =+ =0 ela é
diagonal na base padrao, o que representa auséncia de correlacoes. Este resultado
ja era esperado pois, apesar de p ter quatro estados maximamente emaranhados
como autovetores, |®*) e |U*) sdo degenerados, fazendo com que sempre tenhamos

emaranhamento nulo.

6.4 Modelo XY

Quando J, = 0 lidamos com o modelo XY, o qual é chamado isotrépico se J; =
Jy = J e anisotrépico se J; # Jy. Analisamos separadamente os dois casos.

6.4.1 Caso Isotrépico
No modelo XY isotrépico @« = =0 e v = J/(2kT). Entdo a Eq. (6.6) fica:

sinh (J,CL‘T) -1

_ 6.10
cosh (%) +1 ( )

C = max 0,

Analisando a Eq. (6.10) vemos que para temperaturas muito baixas a concorréncia é
préxima de 1 e que ela decresce monotonicamente com o aumento da temperatura até
atingir uma temperatura critica T¢, a qual é solucdo de sinh(|J|/(2kT;)) = 1. Vemos
também que sistemas com altas constantes de acoplamento (J grande) possuem uma
concorréncia maior para um dado T' do que aqueles sistemas com acoplamento fraco.
Além do mais, a concorréncia é a mesma se trabalhamos com sistemas ferro (J < 0)
ou antiferromagnéticos (J > 0).

6.4.2 Caso Anisotrépico

Impondo J, = 0 na Eq. (6.6) obtemos a seguinte expressdo para a concorréncia do
modelo XY anisotrépico:

_ sinh (|y|) — cosh (5)

C = maX{O, cosh (7) 1 cosh () } , seld| <1, (6.11)
B sinh(|3]) — cosh(vy)

C = max {0, cosh(7) T cosh(B) } , seld| >1. (6.12)

As Eqgs. (6.11) e (6.12) nos mostram duas regides de anisotropia. A primeira, || < 1,
foi estudada por Wang [94] e por Kamta e Starace [54]. Eles mostraram que,
aumentando-se a anisotropia |4|, a concorréncia diminuia para uma dada tempe-
ratura T e que quando |§| = 1 a concorréncia é zero para todo T' (Modelo de Ising).
No entanto, na segunda regido, |§| > 1, vemos que a concorréncia aumenta ao se

aumentar a anisotropia e que a temperatura critica 7, também aumenta com a
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anisotropia. Em ambas as regides a concorréncia é funcdo monotonicamente decres-

cente da temperatura. As Figs. 6.1 e 6.2 ilustram este comportamento.

1
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Figura 6.1: Dependéncia da concorréncia C para o modelo XY em funcédo da temperatura

absoluta kT. A curva sélida representa é = 0.3, a pontilhada § = 0.6, e a tracejada § = 0.8.
Vemos claramente que quanto maior d menor C'. Usamos ¥ = 1.

Figura 6.2: Dependéncia da concorréncia C' para o modelo XY com a temperatura. A
curva sélida representa § = 1.2, a pontilhada § = 1.4, e a tracejada § = 1.7. Agora vemos
que quanto maior § maior é C. Usamos ¥ = 1.

E interessante observar que as condicoes para |§| dadas nas Egs. (6.11) e (6.12)
sao equivalentes a J;Jy, > 0 e JzJy, < 0 respectivamente. Isto quer dizer que a

anisotropia aumenta a concorréncia se J, e J, possuem sinais diferentes.

6.5 Modelo XXX

Quando J, = Jy = J, = J temos o modelo XXX [3]. Dessa forma, =0 e v = 2.
A Eq. (6.6) nosdda C=0seJ <0e
1—3e %@

C — ImaX {0, m

} , se J >0, (6.13)

E interessante notar que, ao contririo do modelo XY isotrépico [94], a concorréncia
para o modelo ferromagnético XXX é sempre zero [3]. Podemos entender este fato
se atentarmos para os autovalores do modelo XXX. Para J < 0 temos uma degene-
rescéncia no estado fundamental, o qual é formado pelos constituintes do tripleto.
Logo,

o1 =0) = 3 (|UH) (U] +[34) (@* |+ 2 ) (@),
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que é um estado ndo emaranhado. E aumentando-se a temperatura, o singleto se
mistura com os elementos do tripleto num novo estado nao emaranhado. No entanto,
quando J > 0, o estado fundamental é formado apenas pelo singleto, um estado
maximamente emaranhado, e obtemos C = 1. Ao se aumentar a temperatura,
diminui-se 0 emaranhamento pois misturamos os componentes do tripleto com o

singleto. Veja a Fig. 6.3.
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Figura 6.3: Dependéncia da concorréncia C' com a temperatura absoluta kT para trés

valores de constantes de acoplamento J do modelo XXX. A linha sélida representa J = 1.5,
a tracejada J = 1, e a pontilhada J = 0.5.

6.6 Modelo XXZ

Se J, # J e Jy = Jy = J temos o modelo XXZ. Agora = 0 e a Eq. (6.6) nos dd
C=0se2a< —|y|e

200 o3

e“®sinh(|y|) — 1

C =max<0 se 2a > —|v|. 6.14
{o. St =21, o (6.14)
Novamente podemos entender porque para 2a < —|y| ndo hd emaranhamento,
mesmo quando 7" = 0, estudando o estado fundamental. Nesta regiao, J, < 0 e
|®*) sdo os estados fundamentais degenerados. Portanto,

p(T =0) = % (jo*)(@*| + |27)(27|) = |00 (00 + [11) (11]),

o qual é claramente um estado separdvel. Aumentando-se 7', misturamos |\I'i)
com |®*), produzindo um estado ndo emaranhado. Por outro lado, quando 2«

—|v| o estado fundamental é o singleto, um estado de méximo emaranhamento.
Aumentando-se a temperatura misturamos os componentes do tripleto com o sin-
gleto, diminuindo, pois, a concorréncia. Veja a Fig. 6.4.

Vale a pena notar que observamos numericamente que quando J, > 0, o ema-
ranhamento é funcao crescente de J,. Observamos também que para qualquer sinal
de J, um aumento de seu médulo sempre acarreta um aumento no emaranhamento.
Estes dois resultados podem ser entendidos analisando-se os autovalores do sistema:

aumentando-se o valor de |J| ou de J,, aumentamos a proporc¢ao de singletos (J
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Figura 6.4: A concorréncia C' como funcio da temperatura absoluta kT e de J. Usamos
J, = —0.5. Fica claro que existe uma regido onde C' = 0 para qualquer T'.

positivo) ou a proporgao de |¥1) (J negativo) no estado térmico. Estes dois fatos

840 responsaveis por um aumento da concorréncia.

6.7 Estado Térmico XYZ: Estudo Detalhado

Agora vamos estudar em detalhes o modelo XYZ. J;, Jy, e J, sao arbitrdrios e deve-
mos estudar a Eq. (6.6) na sua forma mais geral. Primeiro observamos uma situagao
interessante. Sempre que 2a = |3| — |y| temos concorréncia nula, mesmo em 7' = 0.
Esta condicgio é equivalente a 2J, = |A|—|X|, implicando que sistemas com constan-
tes de acoplamento perto desta regiao nao sao uteis na geragdo de emaranhamento.
As Figs. 6.5, 6.6 e 6.8, 6.9 destacam este comportamento. A Eq. (6.6) mostra que
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Figura 6.5: C como fun¢io de A e de kT. Vemos que ha regides onde um aumento da
anisotropia aumenta C e que C' é funcdo monotonicamente decrescente de k7. ¥ = 2 e
J, =1.

para J, fixo existem regioes onde se aumentando a anisotropia J, aumenta-se a con-
corréncia. Na regido onde 2a < |B| — ||, quanto maior a anisotropia mais o sistema
fica emaranhado. No entanto, na regidao onde 2a > || — |7/, a qual se reduz as
regioes estudadas por Wang e Kamta se tomamos J, = 0, a anisotropia diminui o
grau de emaranhamento. As Figs. 6.5 e 6.6 ilustram este fato.
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\

R 6 8
Figura 6.6: C como fungdo de A para vérios valores de KT. A linha sélida representa
kT = 0.05, pontilhada kT = 0.1, tracejada curta kT = 0.2, tracejada kT = 0.4, e tracejada

longa kT = 0.8. Vemos claramente que para |A| > 4, i. e. 2a < |B] — |7/, quanto maior a

Delta

anisotropia (maijor |A|) mais emaranhado fica o sistema. ¥ =2e J, = 1.

Podemos melhor entender o comportamento de C' ao variarmos A estudando as
proporc¢oes ou probabilidades P, no estado térmico p, dos quatro autovetores da
Hamiltoniana XYZ.

_exp (—Xgx/kT)

Pyr =Tr {|®F) (2%| p} = 7 : (6.15)
Pys = Tr {|¥%) (U%|p} = eXp(_’\Z‘I’i/kT). (6.16)

Quando 2a = || — |y| o estado térmico é uma mistura estatistica onde temos em
iguais proporcdes |®*) (®~ para 8 > 0e ®T para 8 < 0) e |[¥~) mais uma pequena
porcentagem do estado |U). Nessa situagdo, a matriz densidade que descreve o
sistema é p = (1/2 — ¢/2) (|]®%) (®@F| + |T~) (T7|) + € |TT) (TF|, onde € < 1. Esta
matriz é separivel se € < 1/2, o que explica porque nesta regido onde 2a = || — |y
nao temos emaranhamento. Veja Fig. 6.7.

1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
a?) aT)
0.4 0.4
0.2 0.2 [N,
8 6 -4 2 2 4 6 8 8 6 -4 =2 2 4 6 8
Delta Delta

Figura 6.7: Distribui¢des de probabilidades P dos autovetores da Hamiltoniana XYZ no
estado térmico como funcio de A. A curva sdlida/vermelha fornece P para |®T), pon-
tilhada/azul para |®~) , tracejada curta/preta para |¥T), e tracejada longa/verde para
|¥~). Para altos valores de |A| e |A| = 0 apenas um estado de méximo emaranhamento
domina, justificando porque temos alta concorréncia nesta regido. E mais, aumentando-se
a temperatura, vemos que perto de A = 0 os trés constituintes do tripleto se misturam com
o singleto, diminuindo C. Para |A| grande esta mistura sé ocorre para altas temperaturas.
J, =1e X = 2. Esquerda: kT = 0.4. Direita: kT = 0.8.
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Podemos também entender porque para 2a < |8| — |y| a anisotropia aumenta
o emaranhamento estudando as Egs. (6.15) e (6.16). Nesta regido, um aumento na
anisotropia (alto A) produz um estado térmico quase que completamente dominado
por um estado de maximo emaranhamento, acarretando um aumento de C. Por
outro lado, se estamos na regido onde 2a > |3| — |y|, um aumento na anisotropia
produz uma mistura estatistica de dois estados de maximo emaranhamento, cau-
sando um decréscimo em C. No limite onde 2a = [B| — |y| temos uma mistura
destes dois estados em iguais proporcoes, deixando C' = 0. Veja Fig. 6.7.

Fixando J,, Jy, e variando J, vemos que a concorréncia cresce se tomamos valores
de J, maiores ou menores que (|A| —|X|)/2. H&, porém, um valor de J, além do
qual C nao cresce mais. Este comportamento é mais drastico se estamos na regiao
onde 2a > |B| — |y|. L4, somente para kT =~ 0 obtemos C' ~ 1. Para qualquer outro
valor de kT, aumentando-se J, faz-se com que C — Cj 4z, onde Chiar < 1. E mais,
quanto maior kT menor é o valor de Cp,qz. Se estamos na regiao onde 2a < |B|—|7/,
diminuindo J, nés ainda podemos obter assintoticamente C' = 1 para kT > 0. Veja
as Figs. 6.8 € 6.9.

Figura 6.8: Dependéncia de C como fungio de J, e kT. Afastando-se de J, = 3, i. e.
(|A] = |Z])/2, obtemos maiores valores para C, a qual é uma funcdo decrescente de kT'.
A=T7eX =1

“10-8 -6 -4 -2 54 6 8 10 9%

Figura 6.9: C em fungéo de J, para diferentes valores de kT'. Para a curva sélida kT = 0.05,
pontilhada kT = 0.1, tracejada curta kT = 0.2, tracejada kT = 0.4, e tracejada longa
kT = 0.8. Na regigo onde 2a > |B] — || aumentando-se J, obtemos C' ~ 1 apenas para
ET=0. A=7TeX=1.
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Podemos novamente entender fisicamente o comportamento de C como fungio
de J, estudando as distribuigoes de probabilidades P, no estado térmico, dos quatro
autovetores da Hamiltoniana XYZ. Vemos que ao nos afastarmos de J, = (|]A] —
|2])/2 um dos estados de maximo emaranhamento comega a dominar, explicando
porque C cresce. Mas somente na regido onde 2« < |B| — |y| existem para kT > 0
valores de |J,| além dos quais a probabilidade P é zero para os outros trés estados de
Bell, e por isso C = 1. Se estamos na regiao onde 2a > || — |y| obtemos para altos
valores de J, uma contribuicao razoavel de outro estado de maximo emaranhamento

(|TT)), justificando porque C < 1 nesta regido. Veja a Fig. 6.10.
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Figura 6.10: Distribui¢oes de probabilidades P dos autovetores da Hamiltoniana XYZ no

estado térmico como func¢do de J,. A curva sélida/vermelha fornece P para |®7), ponti-
lhada/azul |®~) , tracejada curta/preta |PT), e tracejada longa/verde |¥~). Afastando-se
de J, = 3 um dos estados de maximo emaranhamento comeca a dominar, explicando porque
C cresce. A =7e X =1. Esquerda: kT = 0.4. Direita: kT = 0.8.

Terminamos nosso estudo da cadeia XYZ apontando que procuramos numeri-
camente por um conjunto de constantes de acoplamento que poderia resultar em
0C/O(kT) > 0. Se tal conjunto existisse teriamos encontrado uma regido na qual
aumentando-se a temperatura, aumentariamos também o emaranhamento, sem o
auxilio de campos magnéticos externos. Testamos o sinal de dC/9(kT') para todas
as combinagoes de J, Jy, e J,, variando-os de —2 a 2 em incrementos de 0.01 e de
—50 a 50 em incrementos de 0.5. Nao encontramos nenhum conjunto de constantes
onde 0C/9(kT) > 0. Isto sugere que devemos ter sim um campo magnético externo

para alcancarmos uma derivada positiva.
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Capitulo 7

Conclusao

O estudo dos aspectos qualitativos e quantitativos do emaranhamento constitui uma
das trés grandes frentes de pesquisa da recém criada Teoria Quéantica da Informagao.
Junto com a Computacdo Quéantica e a Comunicacdo Quéntica, o Emaranhamento
Quantico passou a ser um assunto muito investigado no final da década de 1990 e
inicio do século X X I. Na verdade, estas trés grandes dreas se interpenetram e essa
divisao é um tanto arbitraria.

Ainda hoje, apesar de um nimero cada vez maior de pesquisadores interessados
no assunto, temos muitas perguntas sem respostas ou apenas parcialmente respon-
didas. Estes problemas em aberto vao desde aspectos fundamentais e conceituais
em Mecanica Quantica até a aspectos praticos, como a viabilidade de se construir
determinados dispositivos de comunicacao e computacao quintica.

Nesta tese nos concentramos numa destas frentes, o Emaranhamento Quénti-
co. Estudamos aspectos formais do emaranhamento bem como suas implicagoes.
Nos dedicamos ao emaranhamento bipartite e tocamos de leve o emaranhamento
multipartite.

Mais especificamente, no Cap. 2, construimos um modelo no qual é possivel
decidir se duas particulas estao emaranhadas observando-se apenas uma delas. Me-
dindo-se a dispersao do momento e, em seguida, a dispersdao da posicao em tem-
pos diferentes de uma das particulas, podemos afirmar se lidamos com um par de
particulas Gaussianas emaranhadas. Mostramos, também, que esse mesmo procedi-
mento nos d4 o grau de emaranhamento do sistema. Esse modelo simples sugere que
existem situagOes nas quais apenas uma parte de um sistema composto pode conter
todas as informagoes relevantes sobre o emaranhamento do sistema. Obviamente,
este método s6 se aplica quando sabemos a priori se temos estados puros. Sem
essa informagao, ele nao é valido. E mais, imaginamos improvavel sua generalizagao
para estados arbitrarios, haja vista que a partir de uma determinada matriz reduzida
sempre podemos construir estados mistos separaveis e estados puros emaranhados.

No entanto, este resultado sugere algo interessante e pouco explorado no estudo

147
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do emaranhamento. Observando atentamente o funcionamento do protocolo ante-
rior, vemos que seu sucesso estd na medida das dispersdes da posicdo para wvdrios
instantes de tempo. Isto quer dizer que, talvez, a evolucdo temporal de um estado
possa nos auxiliar na determinacdo de seu grau de emaranhamento. A dinamica de
um sistema pode vir a se tornar uma importante ferramenta no estudo do emaranha-
mento. Entretanto, queremos deixar claro que isso se trata de uma conjectura. Pode
ser que o resultado obtido para esse modelo, onde a evolucao temporal é importante
na determinacio de seu grau de emaranhamento, seja apenas uma coincidéncia. Mas
temos, de qualquer forma, um problema em aberto: até que ponto a dindmica de
um sistema pode nos auxiliar na determinac¢ao de seu grau de emaranhamento?

No capitulo seguinte, ao estudar o emaranhamento de formagao (EoF') para
estados descritos por varidveis canonicas, calculamos dois limites inferiores para o
FEoF validos para quaisquer estados Gaussianos de dois modos. Utilizamos caminhos
diferentes para chegar em cada um dos limites inferiores.

O primeiro limite inferior foi deduzido empregando-se um procedimento que
simetriza um estado Gaussiano de dois modos usando-se apenas operacoes locais
e comunicagao cldssica (LOCC). Assim, tomando um estado arbitrario Gaussiano,
primeiramente o simetrizamos e, depois, lembrando que o emaranhamento de um
sistema nunca aumenta via LOCC, calculamos o limite inferior do FoF' a partir da
expressao valida para estados Gaussianos simétricos.

O segundo limite inferior é um coroldrio de um teorema sobre estados Gaussianos
mistos simétricos. Este teorema pode ser entendido como uma generalizacao do
seguinte resultado ja demonstrado para estados puros: dados dois estados puros de
dois modos com a mesma quantidade de emaranhamento, onde um deles é um estado
comprimido, este sempre terd o maior grau de nao-localidade EPR. O teorema por
nés demonstrado diz que, para as mesmas hipdteses do teorema anterior, relaxando
apenas a exigéncia de lidarmos com estado puro, os estados Gaussianos simétricos
mistos sao aqueles com a maior nao-localidade EPR. E, como podemos mostrar
que o grau de emaranhamento estd relacionado com o aspecto nao-local de um
estado misto, podemos determinar um limite inferior para o seu FoF. Apesar de os
limites inferiores deduzidos no Cap. 3 nos ajudarem a entender o comportamento do
emaranhamento para estados Gaussianos arbitrarios, ainda falta esclarecer se existe
ou nao uma expressao analitica para o valor exato do FoF' para estados Gaussianos
nao simétricos. E, caso ela exista, qual é esta expressao?

Também no Cap. 3 mostramos como Alice pode, deterministicamente e com
méxima fidelidade, teleportar um estado arbitrario de dois gbits. Este mesmo pro-
tocolo foi generalizado para teleportar um cadeia de N gbits. O canal quintico com-
partilhado por Alice e Bob para a realizagao do protocolo de teletransporte também
pode ser usado para realizar codificacdo superdensa. Mostramos que o protocolo
de codificacdo superdensa atinge o limite de Holevo, i. e., a maxima capacidade de
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transmissao de informacao permitida para um dado estado quantico. Provamos, em
seguida, que o canal quantico usado no teletransporte de N gbits é equivalente a N
estados de Bell trabalhando em paralelo.

Apresentamos também uma maneira de quantificar a eficiéncia que 2N qbits
possuem para teleportar N gbits. Chamamos esta eficiéncia de Emaranhamento
de Teletransporte (Er). O Er é uma medida de emaranhamento para sistemas
multipartites, possuindo uma facil implementa¢do e um forte apelo fisico. Devemos
ressaltar, entretanto, que o ET s6 estd definido para um nimero par de gbits. Uma
generalizagao desse resultado para um nimero impar de gbits e, por que nao, para
estados mistos serd um passo muito importante na quantificacdo de emaranhamento
multipartite.

A partir do Cap. 4 passamos a estudar algumas consequéncias do emaranha-
mento. Mostramos que as relacoes de incerteza para particulas idénticas emaranha-
das sao mais gerais do que aquelas apresentadas por Heisenberg. Esta nova relagao
pode explicar resultados experimentais que, aparentemente, violavam as relacoes de
incerteza de Heisenberg para uma tnica particula.

No Cap. 5 estudamos como o emaranhamento estd relacionado com o caos e lo-
calizacao em cadeias de spin de uma dimensao. O modelo utilizado neste estudo foi
uma, cadeia isotrépica, onde os spins interagiam apenas com seus primeiros vizinhos.
Os spins eram submetidos a campos magnéticos externos aleatérios. Dependendo
da intensidade destes campos, conseguiamos deixar o sistema cadtico ou integravel.
Mostramos que o caos é responsavel por um decréscimo no emaranhamento bipar-
tite entre os primeiros, segundos e terceiros vizinhos. Observamos também que os
primeiros vizinhos sao menos sensiveis ao caos, estando razoavelmente emaranhados
num ambiente cadtico.

Exploramos também a relagao entre emaranhamento e localizacdo. Verificamos
que na regiao de forte localizacao, onde o sistema é integravel, o emaranhamento
decresce com a localizagao. Contudo, na regiao de transicao entre caos e integrabili-
dade (auséncia de caos), observamos um aumento do emaranhamento entre os spins
conforme o sistema se tornava mais localizado.

No Cap. 6 estudamos o emaranhamento térmico entre dois gbits descritos pelo
modelo de Heisenberg XYZ. Nesta andlise, nao tinhamos campos magnéticos ex-
ternos atuando nos gbits. Apresentamos uma expressao analitica para o emaranha-
mento desse sistema, a qual se reduz a resultados ja conhecidos para os modelos XY e
XXX. Mostramos que existem regioes de anistropia nas constantes de acoplamento
onde quanto maior a anisotropia mais emaranhado é o estado térmico para uma
dada temperatura 7T'. Nestas regioes, a temperatura critica, além da qual o emara-
nhamento é nulo, também aumenta com o aumento da anisotropia. Fizemos uma
busca numérica tentando encontrar combinagoes de constantes de acoplamento onde

um aumento na temperatura causasse um aumento no emaranhamento. Ndo fomos
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bem sucedidos nesta busca, sugerindo que precisamos sempre de campos magnéticos
externos para que este tipo de fenémeno ocorra.

Finalmente, vale a pena mencionar que hd muito por se fazer para que possa-
mos entender de fato o comportamento do emaranhamento térmico em uma cadeia
de spin. Estamos preparando um estudo analitico para o modelo XYZ com campo
magnético externo e ji temos um algoritmo codificado, em fase de testes, que nos
permitird estudar numericamente cadeias maiores, com ou sem campo magnético.
Seria interessante também estudar, tanto analitica quanto numericamente, cadeias
de spins com interagoes de longo alcance utilizando-se de alguma medida de emara-

nhamento global.



Apéndice A
Medidas em Mecanica Quantica

Modernamente podemos apresentar o postulado da medida em Mecanica Quéntica

da seguinte forma [63]:

Postulado 1 Uma medida qudntica é descrita por um conjunto { M, } de operadores
de medida, os quais atuam mno espaco de Hilbert do sistema observado. A cada
possivel resultado da medida associamos um indice m. A probabilidade p(m) de
obtermos o resultado rotulado por m para um estado descrito por |¥) é

p(m) = (UM, My | 0).

Apds a medida o novo estado que descreve o sistema €

M |¥)

MM 0y

Para que p(m) possa ser interpretado como probabilidades, os operadores M,

) —

devem satisfazer as seguintes propriedades:

M} M, 0,
ZMTLMm = 7.
m

Vv

A primeira relagao implica probabilidades positivas e a segunda garante que a soma
de todos os p(m) seja 1.

Por meio desta defini¢do, a medida projetiva de von Neumann é vista como um
caso muito particular de medida quantica. Quando M, M,y = 0y py My, i. €., My,
é um projetor, lidamos com medidas projetivas. Agora, uma medida valorada por
operadores positivos (POVM) ocorre quando temos operadores F,, = M;ran >0

tais que
p(m) =(V|En|¥) e 3, En=1.
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Os operadores E,, sao os elementos do POVM associados ao resultado da possivel
medida. O conjunto completo {E,,} é conhecido como POVM. A partir dos ele-
mentos do POVM podemos construir operadores de medida M,,. Para isso basta
tomarmos M,, = +/E,,. Dessa forma M,, satisfaz todas as propriedades de um
operador de medida.

Um POVM também é conhecido por medida borrada (fuzzy measurement). O
termo fuzzy é usado para realgar que nao projetamos necessariamente o estado do
sistema apds a medida. Fisicamente podemos entender as medidas fuzzy como sendo
menos invasivas do que as medidas projetivas. Numa visao simplista, neste tipo
de medida obtemos alguma informacao do sistema sem, no entanto, eliminarmos
completamente a evolucdo unitdria inerente ao sistema observado. Um exemplo
muito interessante de aplicagao de medidas fuzzy se d4 durante a transi¢ao entre dois
estados quénticos ortogonais [59]. Podemos acompanhar o processo de transi¢do de
um elétron, por exemplo, entre dois niveis de energia. Este acompanhamento seria
impossivel se nos atéssemos apenas a medidas projetivas de von Neumann.

Para finalizar esse Apéndice, vamos ilustrar o conceito de POVM através de um
exemplo bem simples [63]. Suponhamos que Alice envie a Bob um gbit descrito por
[4p1) = |0) ou por |#2) = (1/+/2)(]0)+|1)). O objetivo de Bob é descobrir qual estado
Alice enviou. Como estes estados nao sao ortogonais, Bob nao poderia distingui-los
utilizando-se apenas de medidas projetivas de von Neumann. Agora, se Bob faz uso
do POVM descrito pelos elementos

o A )
1+V2
V2

E, = 1+\/§(|0>—|1>)(<0|—<1I) e

Es = T-FE, - E»,

ele poderd, as vezes, distinguir perfeitamente entre [11) e |1)2).

Se Bob recebe o estado |11), entdo p(1) = 0,p(2) # 0 e p(3) # 0. Por outro
lado, recebendo [1)2) temos que p(1) # 0,p(2) = 0 e p(3) # 0. Dessa forma, se Bob
obter F; ele tem certeza de que Alice enviou |12). Caso ele obtenha E3, Bob estd
certo de que seu estado é |1;). Contudo, sempre que ele medir F3, nada poderd
afirmar. Este é o preco que se paga para poder distinguir estados ndo ortogonais.
Nem sempre o protocolo funcionari.



Apéndice B
Teorema da Nao-Clonagem.

Suponhamos que exista uma maquina que clone estados quénticos arbitrarios. Ela
recebe o estado a ser clonado, implementa uma transformacio unitaria U e devolve
dois estados idénticos. Dessa forma, para dois estados distintos de entrada |¢;) e
|¢2) temos

U(lgr) @ |9)) = |[¢1) ®|¢1), (B.1)
U(lg2) ® [9)) = [¢2) ® |2), (B.2)

onde |9) é o estado inicial auxiliar fornecido pela maquina de clonagem. Calculando

o produto escalar entre as Egs. (B.1) e (B.2),

(Prlda)(plp) = (d1]d2)(d1]d2),
(B1ld2) = (d1|d2)(P1]¢2)- (B.3)

H4 apenas duas possibilidades. Se ($1]|¢2) # 0, entdo necessariamente ($1|p2) = 1,
i. e., |[¢1) = |¢2), o que contradiz a hipbdtese. Se (p1|p2) = 0, entdo |1) e |¢p2) sdo
estados ortogonais. Dessa forma, podemos apenas clonar estados ortogonais, nao
existindo uma méquina quéintica que clone estados arbitririos. E mais, o fato de
podermos clonar estados ortogonais estd de acordo com a possibilidade de clonar
estados classicos, pois obviamente estados classicos distintos sao ortogonais.
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Apéndice C
Teorema de Bell

Tomemos um sistema composto particionado em dois subsistemas, os quais se en-
contram com Alice e Bob. Ambos possuem aparatos capazes de medir as varidveis
A e B. Estas varidveis podem assumir apenas dois valores: +1.

Alice e Bob podem ajustar da maneira que lhes convier as configuracoes de
seus instrumentos de medida. Para spins-1/2 estas configuracdes correspondem a
possiveis orientacoes de um campo magnético nao homogéneo. Para medidas de po-
larizacao de fétons, elas correspondem as orientacoes dos polarizadores. Chamemos
de a a orientacao do aparato de medida com Alice e de b a orientacdo do aparato
com Bob.

Vamos supor que o resultado de qualquer medida depende das possiveis ori-
entagoes (parametros controldveis) e de um nimero qualquer de parametros incon-
trolaveis, seja porque nao desenvolvemos técnicas experimentais para controla-los
ou seja porque a Natureza proibe seu controle. Representamos coletivamente estes
parametros por A. Dessa forma, podemos especificar os resultados das medidas fei-
tas por Alice e por Bob pelas funcgbes abaixo, as quais podem assumir apenas o0s
valores +1:

A(a,b,A\) = £1, B(a,b,\) = +£1. (C.1)

Agora, lancando mao da hipétese de localidade, o resultado da medida feita
por Alice nao pode depender da orientacao escolhida por Bob. O mesmo tipo de
raciocinio se aplica aos resultados obtidos por Bob. Assim sendo,

A(a,b,\) — A(a,)), B(a,b,)\) — B(b, ). (C.2)

Para obtermos predi¢oes quantitativas desta hipétese de localidade, precisamos
estudar as correlagoes entre os resultados das medidas de Alice e de Bob. Para
cada par de particulas produzido, A pode assumir qualquer valor. Definimos, pois,
a funcao de correlacao abaixo,

Pla,b) = / Aa, \)B(b, \)p(\)dA, (C.3)
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onde p(A) é uma distribuicdo de probabilidade que representa os possiveis valores
para o pardmetro incontroldvel A. Por ser distribuicdo de probabilidade, p(A) > 0
e [ p(A)dX = 1. Néo supomos nenhuma funcio especifica para p(A). Uma possivel
teoria de varidvel oculta nos forneceria a regra de como calcular p()).

Consideremos um cendrio onde Alice realiza suas medidas em duas possiveis
orientagoes, a e a’, escolhendo aleatoriamente para cada medida uma dessas duas
orientacoes. Bob também procede da mesma forma, orientando seu aparelho de
medida ora na direcao b e ora na direcao b’. Dessa forma, temos quatro fun¢oes de
correlacdo, as quais devem satisfazer a desigualdade abaixo'

P(a,b) - P(a,b)) = /A(a, N B(b, \)p(A)dA — /A(a, N BB, A)p(A)dA
_ /A(a, N)B(b, A)p(\)dA — /A(a, NB(b', \)p(\)dA
- / A, \)B(b, ) A(a’, ) B(b', A)p(A\)dA
+ / A(a, \)B(b, ) A(a', \)B(b', \)p(A)dA
- / A(a, \)B(b, )1 — A(a, ) B(b', A)]p(A)dA
- /A(a, NB, N1 — A, ) B(b, M]p(A)dA.

Agora, como as fungoes A e B sdo no maximo iguais a unidade, quaisquer produtos
dessas fungoes também atingem no miximo a unidade. Dessa forma, um limitante

superior para o médulo do lado esquerdo da equacao anterior é
|P(a,b) - P(a,b)| / - B(b', A)]p(A)dx
—I—/[l — A(a’,\)B(b, \)]p(A\)dA.
< 2-P(d,b) - P(a,b).
Rearranjando a expressiao anterior,
S = |P(a,b) — P(a,b’)| + P(a’,b') + P(a’,b) < 2. (C.4)

Assim, se um sistema composto viola a desigualdade acima, S > 2, dizemos que ele
nao satisfaz a hipétese de localidade de Bell.

'A demonstracio que se segue é fortemente baseada na apresentada pela Ref. [6], diferindo
daquela originalmente feita por Bell [9].



Apéndice D
Decomposicao de Schmidt

A decomposi¢ao de Schmidt é uma ferramenta muito 1til no estudo das propriedades
de emaranhamento de sistemas bipartites. Apresentamos essa decomposicao através

do teorema abaixo.

Teorema 14 Seja |V) € Ha @ Hp um estado puro composto por dois subsistemas
A e B. Entao existem estados ortonormais |u;)4 para o sistema A e |v;)p para o

sistema B tais que

[9) = V/pilu) alvi)s, (D.1)

onde n = min{dimH 4, dimHp}, \/pi sao nimeros reais ndo negativos, conhecidos
como coeficientes de Schmidt, e ) . p; = 1.

Prova:
Sem perder em generalidade, seja dimH 4 < dimHp. Dessa forma, {|u;)4} é uma
base ortonormal de H 4. Podemos, pois, escrever |¥) da seguinte forma, onde {|z;) g}

é uma base ortonormal qualquer de Hp.

dimH 4 dimHp n

O = > > anlwalz)s =Y [ui)aldi) s, (D.2)
k=1 =1

=1 =

onde |0;) B = ), @ik|2k) B- Vale a pena observar que, pelo menos por enquanto, nao
podemos dizer se {|7;) 5} sdo ortonormais.

Vamos supor que {|u;) 4} foi escolhido de tal forma a deixar p4 = Trp(p) diago-
nal. Aqui, p = |¥)(¥/|. Isto é, queremos

pa =Y pilui)a alui. (D-3)
i=1
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Como p, é matriz densidade, p; é ndao negativo e ), p; = 1. Mas podemos calcular

pa diretamente de p, o qual pode ser escrito como

p = |UN¥|= (Z\W)AVH)B) (Z A(Ui'|B<5i'|)

i'=1

= > lu)aatus| ® [51)5 5{Ts]. (D.4)

i,i'=1

Calculando p4 por meio da Eq. (D.4) obtemos

n

pa =Y {Bs|5i)p lui)a afus|- (D.5)

3,1

Comparando as Egs. (D.3) e (D.5) e lembrando que por construcao p4 é diagonal
quando escrita na base {|u;)4}, necessariamente devemos ter

B<’l~)il|’l~)z’>3 = piéii:. (DG)

Esta ultima condigdo nos mostra que {|7;) g} forma um conjunto de estados ortogo-
nais. Para encontrar estados ortonormais, e mostrarmos a decomposicao de Schmidt,

basta definir o estado abaixo a partir de |9;) g,

[0i)B = V/Pilvi) B- (D.7)

Assim, substituindo a Eq. (D.7) em (D.2) temos a decomposi¢ao de Schmidt,

|9) =D Vpiluidalvds. O (D.8)

Um exemplo interessante de aplicacao da decomposicao de Schmidt pode ser
visto quando lidamos com dois gbits. Pelo teorema de Schmidt um estado de dois

gbits pode ser escrito como

|¥) = /p1lua)|vr) + +/p2|ua)|va). (D.9)

Na expressao acima, e onde nao houver possibilidade de confusao, nao escreveremos
mais os subindices A e B. Implementando em |¥) a transformagao unitdria local
U=U4®Ug, onde,

Ua = [0)(ur] + |[1)(uzl, (D.10)
Up = [1){vi] +[0)(vzl, (D.11)

obtemos,
|®) = U|T) = ¢1]01) + ¢2|10), (D.12)
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sendo ¢; = /p;- Ou seja, todo estado de dois gbits pode ser escrito, via trans-
formagoes unitirias locais, como |®). E como transformagoes unitdrias locais pre-
servam o grau de emaranhamento do sistema, todo estado emaranhado de dois gbits
possui dois coeficientes de Schmidt diferentes de zero. Se um dos coeficientes de
Schmidt for nulo, temos estado separdvel. Colocando de outra forma, acabamos de
mostrar um critério de separabilidade para estados puros bipartites, o qual se baseia
no estudo de seus coeficientes de Schmidt.
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Apéndice E

Concavidade de A(p)

Precisamos provar que A(p) > >, p;A(¢;), onde p = 3. p;|d;) (¢;|. Usando a
defini¢do de A(p) obtemos para p e para ), p;A(¢;) as seguintes expressoes:

PACRIENE (zp] )

(Zpﬂ%)]},

ijA(¢j) = ijmin {1, %[<X2>¢j-l- <P2>¢j— (X)ij— (P);J]} (E.2)
7 ,

Zp, [ (X2), +(P?), —(X)}, <p>§,j] , (E.3)

Alp) = mln{l

onde X =X1 —XoeP=P +P. A desigualdade é consequéncia do fato de que
podemos ter pelo menos um <X2> <P2>¢ )ij - (P)ij > 2. Olhando para
a Eq. (E.2) vemos que ela nio é major do que 1. Logo, se a Eq. (E.1) é igual a 1
temos A(p) > 3>, p;jA(¢;). Mas se ela é menor do que 1, A(p) > 37, p;A(¢;) se a
seguinte desigualdade é satisfeita:

2 2
(ij<X>¢j> +(ij<P>¢j) <[ +Pn]. ®g
J J J

Usando a desigualdade de Cauchy—Schwarz [26] para um observdvel R obtemos

2.ipi(R )¢ > (Z pj (R)y ) Portanto, a Eq. (E.4) é sempre satisfeita. O
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