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Resumo

Neste trabalho utilizamos a representacao de estados coerentes do oscilador harmo-
nico para estudar o operador de evolugao temporal de sistemas nao integraveis. O
estudo consiste no desenvolvimento de uma aproximacao semicldssica deste objeto
através do método de fase estaciondria, segundo o qual ele acaba sendo escrito como
uma expansao em torno de trajetérias classicas complexas que conectam o ponto
inicial no espaco de fase (p/,¢') ao final (p”,¢"”), num tempo T, regidas por uma
funcao hamiltoniana que é a média em estados coerentes do operador hamiltoniano
do problema em questao. As grandezas p', ¢/, p” e ¢" sao as médias quanticas da
posicao e do momento para os estados coerentes iniciais e finais, respectivamente. E
justamente neste contexto que aparecem as trajetorias complexas. E muito dificil
encontrar uma trajetoria governada por uma hamiltoniana predeterminada que
satisfaca a todos os vinculos p', ¢, p”, ¢" e T. Este problema é resolvido quan-
do percebemos que a aproximacao utilizada permite que busquemos tais solugoes
classicas num espaco de fase complexo. Quanto mais imagindaria for a trajetoria,
menor a sua contribuicao para o valor do propagador e vice-versa. Fizemos uma
aplicacao desta teoria para um potencial bidimensional e nao integravel (potencial
Nelson) nas proximidades de uma trajetdria real e instavel, e comparamos os resul-
tados do propagador semicldssico com o quantico exato e com os obtidos por meio

de uma expansao em torno de uma érbita real.



Abstract

In this work we use the harmonic oscillator coherent state representation to study
the time evolution operator of non-integrable systems. This work consists in de-
veloping a semiclassical approximation to this object through the stationary phase
method. Then the propagator is written as an expansion about complex classi-
cal trajectories that connect the initial phase space point (p',¢') to the final point
(p",q"), during a time T, governed by a hamiltonian function that is the aver-
age, in coherent states, of the hamiltonian operator. The quantities p', ¢, p",¢"
are the quantum average of the position and momentum for the initial and final
coherent states, respectively. In this context the complex trajectories appear. It
is very difficult to find a trajectory governed by a given hamiltonian that satisfies
all constraints p’, ¢',p", ¢" and T'. This problem is solved when we realize that the
approximation allows the search for these trajectories in a complex phase space.
The more imaginary is the trajectory, the less it contributes to the propagator,
and vice-versa. We make an application of this theory to a bidimensional and non-
integrable potential (Nelson Potential) in the vicinity of a real unstable trajectory
and compare the results with the exact quantum propagator and with the results

obtained by expanding about a real orbit.
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Introducao

a) Motivacao

Do ponto de vista da dinamica classica de sistemas hamiltonianos, podemos
classifica-los como cadticos ou, opondo-se a estes, integraveis. Quando dizemos
que existe caos em um sistema hamiltoniano com movimento limitado, temos uma
maneira bastante clara para caracteriza-lo: basta dizer que numa dinamica cadtica,
condicoes iniciais muito proximas separam-se exponencialmente com o decorrer do
tempo. Desta forma, podemos dizer que na presenca de caos a previsibilidade é
nula para tempos longos. Quanto aos sistemas integraveis, é possivel fazer pre-
visoes acerca do futuro, pois trajetorias vizinhas separam-se mais lentamente com
a evolucao temporal. Podem existir ainda sistemas onde aparecam as duas carac-
teristicas: tanto o caos quanto regioes de regularidade. Neste ultimo caso, ¢ comum
referirmo-nos a eles como sistemas nao integraveis. De fato, a teoria de caos classico
ja se encontra numa fase bastante adiantada de estudo, como podemos observar

nas referéncias basicas da drea, [1], [2], [3] e [4], por exemplo.

Diante desta situacao, o que mais nos interessa no presente trabalho esta rela-
cionado com o papel que se atribui ao Principio da Correspondéncia [5]. Segundo
este principio, existe uma regiao de transicao entre a Mecanica Quantica, que
se aplica a sistemas de baixas energias, e a Mecanica Classica, altas energias,
onde estas duas teorias ainda devem ser validas (simultaneamente). Seguindo este
raciocinio, podemos afirmar que deve haver alguma evidéncia de caos num trata-
mento quantico dos sistemas cujo analogo cldssico é cadtico, pelo menos para a re-

giao de transicao acima citada. Basicamente, podemos atingir este limite por duas



maneiras nao necessariamente distintas: quando se estende a Mecanica Quantica
ao limite de altas energias, ou através de métodos semiclassicos; quando se utiliza
informacao classica para o cédlculo de quantidades quanticas, como niveis de energia

e funcoes de onda.

Contudo, numa descri¢ao quantica, nao encontramos a evidéncia de caos citada
no primeiro paragrafo. Uma maneira de enxergar isto é notar que o conceito de
trajetoria nao pode ser aplicado diretamente a Mecanica Quantica; a evolucao de
um estado (quantico) ndo pode ser determinada por uma trajetéria no espaco de
fase, mas pela evolucao de sua funcao de onda. Podemos até pensar em medir a
sensibilidade as condicoes iniciais, sem fazer referéncia aquela regiao de transicao,
monitorando a distancia entre os coeficientes de dois estados inicialmente proximos,
escritos numa mesma base. Mas o resultado, como mostra a referéncia [6], serd que
a distancia entre dois estados quanticos vizinhos permanecerda sempre a mesma,
discordando do Principio da Correspondéncia. Nesse sentido, devemos considerar
outros enfoques do problema. Um desses novos enfoques é a analise estatistica de
grandezas quanticas, como os niveis de energia e a sua comparacao com a teoria
de matrizes aleatorias. Nesta dissertacao nao abordaremos esses aspectos, mas nos

concentraremos no enfoque semiclassico.

Dentro da diretriz de estudar os aspectos semicldssicos de sistemas (classica-
mente) cadticos, é de grande interesse o conhecimento de suas funcoes de onda e
seus niveis de energia, pois eles fornecem praticamente toda a informacao quantica
do sistema. Estes objetos estao diretamente relacionados com a Funcao de Green
da Equacao de Schrodinger independente do tempo, G(¢",¢',E) = En%ﬁg),
onde v, e E, sao respectivamente as auto fungoes e auto energias do hamiltoniano
do sistema. Como podemos ver, dos residuos desta funcao, podemos extrair as
fungoes de onda; e dos seus pdlos, os niveis de energia [6]. Jd que esta fungio é
tao completa com relagao as informacoes quanticas, neste trabalho dedicamo-nos
a determinacao de sua forma semicldssica. A proposito, existem métodos semi-
classicos que dao conta da obtencgao direta de fungoes de onda e niveis de energia
sem apelar para a Func¢do de Green, como por exemplo o método WKB (Wentzel,
Kramers e Brillouin, [5]) e o método dos indices de Maslov [7] e[8] . No entan-

to, tais formalismos apresentam simplicidade de cdlculo apenas para um grau de



liberdade, o que naturalmente nao nos interessa, ja que nao existe caos para esta
dimensao. Um caminho alternativo para obter G(¢”, ¢, ') semiclassica é através de
sua transformada de Fourier, o propagador K(q"”,¢’,t); primeiro encontramos uma
forma semicléssica para o propagador, através da formulacao de Feynman de inte-
grais de trajetoria [9], e depois fazemos a transformada de Fourier inversa, obtendo
finalmente a Funcao de Green semiclassica e consequentemente as funcoes de onda

e niveis de energia do problema em discussao.

b) Propagador em Estados Coerentes

’

E exatamente neste contexto que se encaixa o tema deste trabalho de Mestrado: o
propagador semiclassico na representacao de estados coerentes, escrito em funcao de
trajetérias classicas. Apresentaremos o desenvolvimento de uma aproximacao semi-
classica para o propagador em estados coerentes, K (2", 2',t) = (2" exp (—iﬁt/h) 12",
onde H é o operador hamiltoniano do sistema, e posteriormente a aplicaremos ao
potencial Nelson [10], que é um sistema bidimensional, cujo andlogo cldssico é nao

integravel.

A utilizacao dos estados coerentes |z), que sao gerados pelo oscilador harmonico,
deve-se ao fato deles apresentarem caracteristicas muito interessantes para o nos-
so trabalho, como podemos ver ainda nesta dissertacao, ou mais detalhadamente
nos livros bdsicos de Mecanica Quantica ([11] e [12], por exemplo). Um aspecto
importante é que esta representagao tem ligagao direta e simultanea com as duas
coordenadas do espaco de fase, sendo portanto natural a comparacao entre resul-
tados quanticos e seus andlogos classicos. Os estados coerentes ainda possuem a
menor incerteza possivel na determinagao simultanea da posicao e momento, se-
gundo o Principio da Incerteza de Heinsenberg [5]. De certa forma, podemos dizer
que estes estados sao “pontos quanticos” no espaco de fase, sendo os que mais se

aproximam da Mecanica Classica.
c) Trajetérias Complexas

O ponto central deste trabalho reside no fato da aproximacao semiclassica do propa-



gador resultar numa forma onde aparecem quantidades caracteristicas de trajetorias
cléssicas regidas por uma fun¢do hamiltoniana (H), dada pelo operador hamilto-
niano suavizado em estados coerentes, ou formalmente, H = (z| H |2). Entretanto,
estas trajetorias devem satisfazer as condicoes de contorno impostas pelos estados
coerentes iniciais 2’'(¢, p), e finais 2" (¢",p"), o que faz com que seja muito dificil
que existam tais trajetorias. Para entender melhor esta afirmacao, note que procu-
ramos uma trajetéria a qual impomos o seu periodo, os pontos iniciais e finais no
espaco de fase, e a dindmica que a governa, H. Mas este problema é contornado
porque durante a realizacao da aproximacao, nota-se que é permitido estender o
espaco de fase para uma dimensao complexa, ou seja, posicao e momento passam a
ter partes reais e imagindrias. Fazendo isto, duplicamos o niimero de graus de liber-
dade do sistema classico, de forma que seja sempre possivel encontrar as trajetorias
classicas complexas. Tendo em vista o limite semiclassico, podemos adiantar que,
quando o propagador depender de trajetorias que sejam totalmente reais, o valor
do seu moédulo é mais alto, e, na medida em que as condigoes de contorno vao
exigindo trajetérias imaginarias, o valor cai, j4 que nao existe mais um caminho

real.

Este formalismo é de grande interesse especialmente quando o calculo do propa-
gador estiver numa regiao onde exista mais de uma trajetéria real, ou nenhuma.
No primeiro caso, a importancia se justifica porque, sem utilizar as trajetorias
complexas, é até possivel escrever o propagador como uma expansao em torno das
trajetérias reais, mas como sao mais de uma, havera interferéncia, e nao é muito
claro como levar isto em conta para trajetorias reais. Com o uso das trajetorias
complexas, este problema nao existe, ja que a diferenca de fase acumulada entre
as duas trajetérias é responsavel por resolver esta questao. No caso de nao existir
trajetéria real, como por exemplo em problemas de tunelamento [13], a trajetdria
complexa é a tnica responsavel pelo calculo do propagador, sendo portanto de fun-
damental importancia. Durante o Mestrado exploramos somente as regioes onde
apenas uma trajetoria contribui para o propagador, mas no Doutorado pretende-
mos estender este estudo as regioes onde mais de uma contribui, para o mesmo

potencial.
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Agora que temos uma breve idéia do que trata este trabalho, apresentamos co-
mo estd organizada esta dissertacao. No primeiro capitulo, faremos uma pequena
introducao da teoria dos estados coerentes em duas dimensoes, e em seguida, desen-
volveremos a aproximacao semiclassica do propagador, onde também ¢é discutida
a inclusao das trajetorias complexas. No capitulo dois, apresentaremos o Método
Numérico da Matriz de Monodromia, que é capaz de encontrar as trajetérias com-
plexas, através de seguidas correcoes numa trajetoria tentativa. No capitulo treés,
apresentaremos o potencial Nelson, onde aplicaremos a teoria apresentada nos dois
primeiros capitulos. Estudaremos também neste capitulo uma trajetéria que pos-
sui solucao analitica, com o objetivo de averiguar a validade do calculo numérico.
No quarto e ultimo capitulo estudaremos o propagador na vizinhanca da trajetoria
apresentada no capitulo trés, e compararemos os nossos resultados com célculos
exatos quanticos e com os realizados por meio de uma outra aproximacao. A partir

dai, seguem os comentarios finais e por ultimo a bibliografia de referéncia.
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Capitulo 1

Aproximacao Semiclassica do
Propagador na Representacao de

Estados Coerentes

A idéia deste primeiro capitulo é de desenvolver uma forma semiclassica para o
propagador na representagao de estados coerentes, que esteja escrita em termos de
trajetorias classicas complexas. Porém, antes de iniciarmos de fato esta aproxi-
macao, achamos conveniente introduzir, numa primeira secao, as idéias gerais da

representacao utilizada.

1.1 Estados Coerentes em Duas Dimensoes

Os estados coerentes que utilizamos nesta secao sao os usuais do tratamento quantico
do oscilador harmonico simples. Apresentaremos inicialmente uma breve revisao
deste sistema em duas dimensoes, enfatizando que os auto estados da base que
diagonaliza seu hamiltoniano nao satisfaz o Principio da Correspondéncia [5]. Ve-
rificado isto, introduziremos os estados coerentes, que sao justamente construidos
de forma que nao apresentem este tipo de problema. Em seguida, tragaremos
algumas de suas caracteristicas gerais, como a sua expansao na base de auto es-
tados do hamiltoniano do oscilador harmonico e as relacoes de completeza e de
nao ortogonalidade. Tudo que descreveremos nesta secao pode ser encontrado em

livros basicos de Mecanica Quantica, como por exemplo na referéncia [11]. A tnica
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diferenca é que aqui desenvolveremos a teoria para duas dimensoes.
Oscilador Harmoénico Simples Bidimensional

O hamiltoniano do oscilador harmonico simples em duas dimensoes é bem conheci-
do e, em termos dos operadores de aniquilagao (a, e a,) e criagio (al e d;), pode

ser escrito como:

onde definimos:

X 1 (X N P, X 1 (Y N P, @)
Uy = —F—= | — +1— e ay=—4=|—+1—], .
V2 \ b, Ca VD) by Cy

com b, = \/h/mw, e ¢, = /mhw,, para r = x ou y, sendo m a massa da particula,
w, a frequéncia de oscilacao na direcao r e h a constante de Planck dividida por 27.

A diagonalizagao deste hamiltoniano nos leva a uma base {|n,)®|n,) = |ng;n,)}
que é obviamente a mesma que diagonaliza os operadores de nimero N, = ala,
e Ny = &;f/&y. Sendo o nosso espaco da forma € = ¢, ® ¢,, qualquer operador do
sub-espago €, comuta com outro qualquer do €,. Assim, as equagoes de autovalores

sao escritas como:

Ny |75 ”y> =Ny |10 ny> € Nw 13 ”y> = Ny [Ng; ”y> )

onde pode-se demonstrar que ng,n, = 0,1,2,....
Sabendo que os operadores de momento e posi¢cao sao canonicamente conjuga-
dos, podemos concluir, pelas equacoes (1.1), que sao validas as relacoes: [a,, d:[,] =

8 € |Gy, a,/] = 0. Através da manipulacao destas, torna-se possivel saber como

estes operadores (a, e a,, a, e d;r/) atuam sobre os estados da base:

13



Qg [Ny ny) = /Mg [ng — 15my) al |ng;ny,) = Vg + 1|ng + 1;n,)
(1.2)

Ay |Ng; ) = /Ny [Ny iy — 1) d;; [Ny ny) = \/1y + 1 |ng;ny + 1)

De acordo com estas relagdes, podemos notar que as matrizes de a). e a, pos-
suem diagonal nula na base usada, implicando que a média destes operadores sobre
qualquer estado estaciondrio |ng;n,) também é nula. Como conseqiiéncia disto,
podemos concluir que a posicao e o momento médios, calculados nestes estados,

também valem zero, o que pode ser deduzido diretamente através da equacao (1.1).

Isto é um problema quando levamos em conta o Principio da Correspondéncia,
pois sabemos que a posi¢ao e o0 momento no oscilador harmonico classico oscilam
no tempo e s6 permanecem nulos quando a energia também o é. Na tentativa
de encontrar estados que satisfacam este principio, obtivemos os estados coerentes
|z) = |zy) ® |%,), que nada mais sao do que estados gaussianos que podem ser
escritos como uma superposicao linear dos estados |nz;n,). Em sintese, procuramos
os estados tais que, para o oscilador harménico, os valores (z| X |z), (z|Y |z),
(z| P, |2), (z| P, |2) e (z| H |z) sejam equivalentes aos respectivos valores cldssicos,

pelo menos no limite quase classico.
Estados Coerentes ou Quase Classicos

A idéia basica deste item é comparar as equacoes de movimento classicas com as
médias quanticas de posigao e momento sobre um estado |z), estabelecendo relagoes

que o caracterize como quase cldssico.
Para o oscilador harmonico quantico podemos escrever os operadores de posicao

e momento em termos dos de criacao e aniquilacao, de modo que obtemos, ao incluir

a dependéncia temporal:

14



(1.3)

~ A~ A~

onde (r, R, ]5T) = (x, X, p:v) ou (ya Y, py)

Quanto ao oscilador harmonico cldssico, podemos escrever convenientemente as

suas equagoes de movimento da seguinte forma:

(1) = 5 {2 (0)e 42 () ]
| (1.4)
pelt) = = {2 (0)e = 21 (0) ]

Uma simples comparacgao entre as equagoes (1.3) e (1.4) nos leva a conclusao de
que, se quisermos impor a equivaléncia entre valores classicos e quanticos, devemos
exigir a condi¢ao (ar), (0) = 2,(0). O que permite deduzirmos que o operador
a, aplicado sobre o estado coerente |z) nos fornece, como autovalor, a quantidade

classica z,, ou seja:

1 r
ar|z) = 2z, |z), com 2z, =— (L + ip—> : (1.5)

V2 \b
Caracterizando o estado coerente deste modo, temos as relagoes entre quanti-
dades classicas e quanticas, e a relacao de incerteza abaixo:

15



(B),=r  (AR-AP), = 3535 —h (1.6)
: b} 5 ;
() =5 (P)y = %

Indicando que, além de satisfazerem o Principio da Correspondéncia, possuem,
segundo o Principio da Incerteza [5], a menor incerteza possivel na determinagao
das suas coordenadas no espaco de fases. Inclusive, note que para altas energias

(limite quase cldssico), h é desprezivel e entao <f[>| > — Hjgss -
z

Expansao dos Estados Coerentes na Base {|n,;n,)}

Quando escrevemos os estados coerentes na base dos auto estados do operador
hamiltoniano do oscilador harménico simples {|n,; n,)}, facilitamos a manipulagao
que permite a obtencao das relacoes de completeza e nao ortogonalidade, que serao
uteis no decorrer desta dissertagdo. Portanto, gostariamos de encontrar os coefi-

cientes ¢y, 5, (2z) tais que:

|z) = Z Cn;,n’y(z)

’ U
(AR

n"n'>. (1.7)

T Y

A deducao destes coeficientes é facilmente obtida ao aplicarmos nos dois lados
da equacao anterior o objeto (0| (a;)"* (a,)"*. Partindo deste ponto, com o uso das

equagoes (1.2) e (1.5), concluimos a seguinte relacao de recorréncia:

e ) = i,
x- Tly-

que, através da escolha de uma normalizacao conveniente, nos leva a:

g, (2) = (Zm)’;!(z)!n_y exp {—@ - @} (1.8)

16



Relacao de Completeza e nao Ortogonalidade

As equagoes (1.7) e (1.8) nos permitem imediatamente deduzir a relagdo de nao

ortogonalidade:

B S 7 S A i 1
2 2 2 2

(z|z') = exp + 22, + 2,7, | - (1.9)

E a relagao de completeza pode ser escrita como:

// d(Re z;) d(Im z;) d(Re z,) d(Im z,) 12) (2] :// Az

2 Py z) (z| = 1,
(1.10)
que pode ser facilmente comprovada, quando se substitui o estado coerente pela

sua expansao na base |ng;n,).
Outros Aspectos dos Estados Coerentes

Além dos aspectos destacados até agora, os estados coerentes ainda possuem
outras caracteristicas importantes. Uma delas é que a sua representacao no es-
paco de coordenadas ou momento é uma funcao de onda com formato gaussiano
de largura média igual a b, ou ¢, respectivamente. Sendo que, para o oscilador
harmonico simples, este pacote nao se deforma durante a sua evolucao temporal,

ou seja, ele mantém a coeréncia, justificando assim o seu nome.

E interessante notar que a discussao realizada no pardgrafo anterior, acrescen-
tada ao fato que b, - ¢, = h, implica que a representacao dos estados coerentes no
espaco de fase é um pacote gaussiano de minima largura, segundo o Principio da
Incerteza. Assim, podemos considerar que estes estados sao equivalentes a pon-
tos quanticos no espago de fase. E quando h tende a zero, as suas incertezas (ou
larguras) também, de modo que temos a representagdo de um estado cldssico no

espago de fase: um ponto.

Apesar desta introducao aos estados coerentes relaciona-los exclusivamente com

o oscilador harmonico simples, esclarecemos que tais estados podem ser aplicados
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diretamente a outros sitemas fisicos, tendo a mesma defini¢ao (1.5), sendo agora
b, e ¢, incertezas arbitrarias na posicao e momento respectivamente, satisfazendo
b, - ¢, = h. Nestes casos, a concordancia com o Principio da Correspondéncia e a
nao deformidade do pacote durante a evolucao temporal nao é necessariamente sa-
tisfeita, mas continuam sendo os estados gaussianos de minima incerteza no espago
de fase, mantendo as relagoes de completeza e de nao ortogonalidade. E devido
a esta arbitrariedade na definicao dos estados coerentes, mais o fato de podermos
interpreta-los como sendo os estados mais classicos possiveis, que os utilizamos

neste trabalho.

1.2 Propagador Semiclassico na Representacao

de Estados Coerentes em Duas Dimensoes

Uma versao unidimensional do formalismo apresentado nesta secao ja foi desen-
volvida [14], sendo que sua aplicacao para alguns sistemas fisicos [15], [16] e [13],
gerou bons resultados. Para duas dimensoes, podemos encontra-lo na referéncia

[17], sendo este trabalho a sua primeira aplicagao.

O propagador para um operador hamiltoniano independente do tempo é escrito

comao.

K (Z?N)a Z(0), T) = <Z(N) ‘67“1}71/)‘1‘ Z(0)> . (1.11)

A interpretacao fisica para este objeto fica bastante trivial ao identificarmos
o operador de evolucao temporal para um hamiltoniano independente do tempo,
exp (—szT/h). Podemos entao concluir que K (Z?N)’ Z(0), T) nada mais é do que a
projecao do estado |z ), evoluido temporalmente segundo H até o tempo T, sobre
o estado |zy)). E, portanto, o médulo ao quadrado desta expressao representa a

probabilidade do estado |z ), apés um tempo T, evoluir para |z(y).
Para iniciarmos a aproximagao, aplicamos o conceito de integrais de trajetéria

[9], por meio do qual o propagador (1.11) pode ser escrito como um produto de

propagadores infinitesimais. Ao proceder desta maneira, o primeiro passo é dis-
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cretizar o tempo 7' em N infinitésimos de duracio e, e introduzir, entre cada e~ *¢/"

(N-1) identidades (1.10):

5 (g N A0 ifre/n
(Z(N)7 Z(0), ) / 1_[1 2 X <Z(N) ‘6 ‘Z(N_1)> R
]:
e <Z(k+1) ‘efﬂ:k/h‘ Z(k)> e <Z(1) ‘efige/ﬁ‘ Z(0)> . (1.12)

Para continuar a resolucao desta integral, devemos identificar o propagador

infinitesimal, destacado em negrito na equacao (1.12). Entao, fazendo uso do limite

¢ — 0, podemos expandir a exponencial e /% até primeira ordem em ¢, de modo
que:
—iHe € -
<Z(k+1) ‘6 H /h‘ z(k)> ~ <Z(k+1)|Z(k)> [1 — % HkJr% 5 (1.13)
onde:
~ Z(L f{ Z(f
Hypr = (rn] Hew) . (1.14)

(2@+nlzw)
Neste ponto é interessante usar a relagao (1.9) para o termo (z;11)|z) ). Fazendo
isto e lembrando que o termo entre colchetes na equagao (1.13) pode ser aproximado

pela exponencial exp [—igflkJr%], obtemos:

(2001 [ 21y ) = exp { —~ z’%ﬁk+% -

+ %[5

2 2
Zr(k+1)‘ + |2 (k)‘ ) + Zr (k1) " Zr (k)

} . (1.15)

Com esta ultima expressao podemos escrever o propagador mais simplificada-

mente:
N-1 / q4 .
N d*z; i
K (Z(N), Z(0), T) = // 1_[1 <7(J)> X exp [ﬁ S(w)] , (1.16)
]:
onde w é o conjunto dos pontos: (z;(o), ey z;(N), ZZ(O)’ cey ZZ(N)’ Zg(0)r -+ s
Zy (N> Zy(0)>-- -5 Zy(N))s € O objeto S(w) vale:
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1
Z |:_ 5 (Z:(k-i-l) * Zr (k+1) + Z:(Ic) * Zr (k)) +

r=x,y

st = X -in{

k=0

€

T2 (k1) * % (Ic)] - ihﬁH%} . (1.17)
1.2.1 Aproximacao de Fase Estacionaria

Para resolver a integral (1.16), utilizaremos a aproximacao de fase estaciondria
[18]. A idéia basica deste método consiste na identificacdo dos pontos que mais
contribuem para o calculo da integral. No limite quase cléssico, quando i — 0,
o integrando da equagao (1.16) oscila muito para qualquer pequena variagdo nos
elementos de S(w), devido ao argumento da exponencial complexa ficar muito
grande. Como qualquer integral tende a zero nas regioes onde o integrando oscile
muito rapidamente, teremos valores significativos para a integral apenas nas regioes
onde nao haja variacdo da fase S(w) pelo menos em primeira ordem; em outras

palavras, quando S(w) for uma fase estaciondria.

Supomos entao a existéncia da solu¢ao S(w), que é constituida pelos pontos
que satisfazem a condigao de fase estaciondria, e expandimos S(w) em torno dela.
Note que w sao os pontos estaciondrios para os intervalos de tempo indo de 0 a T',
portanto S(w) é também chamada de trajetdria estaciondria. Expandindo S(w)
em torno de S(w), temos:

S(w) = S(w) + 08 + % S+ ..., (1.18)

onde, por construcao:

Nl oS 0S
0S = l( )‘ 02z (j) + " 025 iy +
oS > 05 ]
+ 02y () + - dzy | =0. (1.19)
<8zy(j) ) y (4) (azy(j)) - y(J)

Vale lembrar que na equacao acima, os elementos para 7 = 0 e j = N nao

*

aparecem porque z (o), z:(o), Zr (N) %r () sao constantes para a integragao. Para
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resolver a equagao (1.19), basta igualar todos os coeficientes de 5z;f(j) e oz, (j) @

zero. Apos este procedimento, a forma final fica:

) 815[ 1
* * L€ k+35 i .
_Zr(k)‘i‘zr(k-i—l)_% 5Zr(k)2 =0, k=1,...,N—1
(1.20)
) 8f~[ 1
1€ k+l
Zr(k)—Zr(k+1)—%Wk2):0, kZO,,N—Q
r(k+1

onde lembramos que 7 = x ou y e que estas expressoes definem a trajetoria esta-
ciondria z,(j) = Zr(j) € z:f(j) = 2;‘(].). Estendendo estas equacoes para o limite
continuo, obtemos:
i OH i OH
Zp = —— e Zi=- . 1.21
" h 0z " h 0z (1.21)

Portanto, dizer que a trajetéria estacionaria possue variagao em primeira ordem

nula é equivalente a dizer que w satisfaz as equagoes (1.21). Temos entdo como
determinar, inclusive no limite continuo, os pontos de maior contribuicao para
o calculo da integral (1.16), restando somente encontrar as corregoes em segunda
ordem para realizé-lo. Porém, antes de iniciar esta etapa, é necessario fazer algumas

observagoes a respeito das equagoes (1.20) e (1.21).

1.2.2 Espaco de Fase Estendido

Escrevendo as equagoes (1.21) em termos dos valores médios p, e r, notamos que
a solucao estacionaria é descrita pela equacao da trajetéria classica para estas
varidveis, sendo regida pela hamiltoniana suavizada H. Ou seja, as equacoes (1.21)
sao equivalentes as equacoes de Hamilton governadas por H, para as coordenadas
do centro do estado coerente. Entretanto ao tentarmos resolver esta equacao, en-
contraremos o seguinte problema: fixando os pontos iniciais e finais, z,(0) = 2, () e
25(T) = 2y (N)» estariamos restringindo muito as solucoes destas equagoes. Seriam
muitos os parametros dados! Veja que é muito dificil determinar uma trajetoria
quando fornecemos todas as variaveis: os pontos iniciais e finais, o tempo de propa-

gacao e a funcao hamiltoniana que rege sua dinamica.

21



r

Figura 1.1: Espaco de fase arbitrario. Representamos a tnica trajetéria classica
determinada pela evolu¢ao temporal do estado (r(), pr (o), t = 0), enfatizando a
inexisténcia de uma 6rbita que o conectasse a pontos fora da trajetoria classica,

como por exemplo (17, p, 2, t =7).

Para ilustrar esta idéia veja a figura 1.1, onde temos representado um espaco
de fase arbitrario. Note que dado um estado inicial (7(o), pr (0), t = 0) sob acdo da
halmitoniana definida pelo sistema fisico, existe uma unica trajetoria que descreve
sua evolugao temporal: (7, pr k), t = ke), para k =1, 2,..., N. Se, por exem-
plo, estivermos procurando uma trajetéria que conecte este ponto inicial a outro
fora de (), Pr k), t = ke), como por exemplo (7o), Pr (0), t = 0) = (72, P2, t =7),
certamente nao a encontraremos, limitando muito a nossa aproximacao do propa-
gador; s6 valeria para os estados coerentes |z()) e |z(y)) onde as médias (), pr (o)

e (), Pr(n) fossem conectadas por uma trajetoria classica de periodo T'.

Este problema pode ser resolvido ao notar que z; (0) € Zr(N) NAO0 aparecem
em (1.20), sendo portanto desvinculados da equagao da trajetdria, a nao ser pela

relacao com seus respectivos complexos conjugados. Entao, se quebrarmos este
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vinculo entre 2, e 27, fazendo 2,(0) = 2, (o) e 27 (T) = 2y, mas 27(0) # 27 ) e
2(T) # 2r (w), conseguimos uma liberdade maior nas condigoes de contorno, facil-
itando a obtencao da trajetéria. Isto pode ser entendido como se se tratasse da
procura de duas trajetorias: a que comeca em z, (), mas que nao chega em z, (yy, e
a outra, nao totalmente independente desta, que nao comeca em 2y (0), Mas termina

*
em ZT‘(N)'

O procedimento descrito no paragrafo anterior é equivalente a introduzirmos
um espago de fase complexo (ou estendido). Veja que, simplificadamente, z, =
r'+apl # zf = r’ —ipl, quando r' e p! sdao nimeros complexos. Como con-
seqiiéncia disto, z e z* agem como se um nao fosse o complexo conjugado do outro.
Matematicamente, o que ocorre é que o caminho onde a fase da equacao (1.16) fica
estacionaria nao estd no espaco de fase real, havendo necessidade de considerar a
dimensao complexa para encontra-la. Isto é o que explica o fato do nosso trabalho

basear-se em trajetorias complexas.

Para nao haver confusao neste espaco de fase complexo, introduziremos uma
nova notagao que substitua z, e z;, pois como vimos, devem ser tratados de forma

independente:

1 - 1 Dr
zr—>ur:—<£+ip—> e z;'f—H),«:—(L—zp—), (1.22)

V2 \b, cr V2 \b, cr

onde agora, r e p, sdo varidveis complexas. Nesta nova notacao, as equagoes (1.21)
ficam:
oOH oOH
thi, = — e  —iho, = — .
" v, " Ou,
Neste novo espaco de fase as condigoes de contorno nao restringem totalmente

(1.23)

as solugoes de (1.23), e podem ser representadas por:

T(0) i ipr (0))

1
V2 ( b, e
(1.24)

T L (ravy  .prw)
* _ , . ( ( > ,



onde lembramos que 7y, pr (0) € 7wy, Pr (v) S20 as médias do estado coerente inicial

e final respectivamente, e portanto sao parametros reais.

Antes de prosseguir, devemos realizar a mudanca de notacao para as variaveis
de integracao. Para isto, devemos calcular o jacobiano da transformagao, que pode

ser facilmente verificado como sendo —1/4. Desta forma, temos:

du, dv, du, d
d'z; = [d(Re z,) d(I'm z,) d(Re 2,) d(Im )], — [ “ v_4uy vy] . (1.25)
J

1.2.3 Integral Gaussiana

Dando continuidade aos nossos calculos, substituiremos a equacao (1.18) na (1.16),
ja que toda a contribui¢do para a integral estd proximo de S(w). A forma do
propagador apds esta substituicao fica:

K ', u',T)=Texp

= S(w)] (1.26)

sendo que aqui ja foi feita a mudanca de varidveis dada pelas relagoes (1.22) e
(1.25). O objeto T vale:

I_ / / H (duI dv, duy dvy> % exp
j

Para resolvermos a mtegral acima, devemos analisar a variacao em segunda or-

5 525] (1.27)

dem 25, em relagdo a trajetoria estaciondria. A partir da equagao (1.19), podemos

obter facilmente este valor através de métodos usuais:

1 N-2
ﬁ (525’ = 5 Z { Z [2 Cf;rll/Z (S’UT (k+1) (SU,«/ (k) — 51},« (k+1) 511,,« (Ic)] +
rr'=x,y =1
N-1
+ Z [A,]fr/ ov, (k) OV, (k) + B,’frl Oy (k) Oy (k) + ov, (k)éur (k)} } , (1.28)
k=1

onde:
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n i€ 82H’€—%
T \ 0 )00 (k) ) |5

) 82]:1 1
Br, =2 ($) (1.29)

S=5S(w)

Ck+1/2_i_€ ( 82ﬁk+é )

OUr (k1) OUr (k) ) | 5—5(a)

Com a ajuda da relagao (1.28), podemos notar que a equagao (1.27) tem a forma
de uma integral gaussiana com um argumento exponencial nao diagonalizado. Ou
seja, podemos escrever:

boog_ Lo
2h55’— 5V Qv, (1.30)

onde vT é a matriz transposta de v:

Oty (N-1)

Sty (n1) BN-t I 0 0 0

vy (N-1) I A]]\Yi;/Z CN-3/2 0 0

v | ey | 0= 0o CT BN—2 I 0o ...

St (1) 0 I AN-2 N5z |
Sy (1) 0 0o ™2 BN
5%(1)
0y (1)

sendo que CTF™/2 ¢ a transposta da matriz CF+1/2) e:
Ak _ ( 'Azllc:x ‘A];y ) Bk _ ( B]:Zx Blzgy )
k k K k
Aym 'Ayy Byl‘ Byy
k1/2  kt1/2
ck+1/2 — T / Cay / [— 1 0
chtl2 cki1/2 01
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A idéia entdo é obter uma transformacdo unitaria U = UU' = 1, de modo
que a matriz transformada Q' = UT QU seja diagonal. Com isso chegariamos a
uma integral de varidveis separaveis, onde cada uma delas teria formato gaussiano,
cujo modo de resolver é bastante conhecido. Quanto as varidveis de integracao,
lembramos que elas nao sao alteradas, pois a transformacgao, como ja comentamos,

é unitaria.

Para uma integral gaussiana geral, podemos obter facilmente o resultado:

M .
/+00 67%(a1m%+...+a]\/j$?\/[) dl‘l o d.'L'M — % e—%(&l—l—...—l—ﬁ'M) , (131)
—00 |011 e CYM|

onde 7; é a fase de aj, sendo j =1, 2,..., N.

Tendo em vista este resultado, podemos retornar a equagao (1.27). A menos do
termo —47? advindo do jacobiano, esta integral, depois de feita a transformacao
unitdria, fica idéntica a equagao (1.31) para M = 4(N — 1). Podemos inclusive
identificar os coeficientes «; como sendo os autovalores de ', sendo o produto deles,
portanto, o determinante desta matriz, que por sua vez ¢ igual ao determinante de
Q. J4 o termo (27)™/* de (1.31), verificamos que ele cancela exatamente o termo

N-1 . L
(472) de Z. Formalizamos este raciocinio escrevendo:

T
T=\|e 3, 1.32
N (1.32)

onde A é o determinante de Q e o a sua fase.

1.2.4 Calculo do Determinante

Como vemos na ultima equacao, o calculo do propagador envolve o conhecimento
do determinante de Q (1.30). Quando comegamos a resolvé-lo pelo lado esquerdo
superior desta matriz, notamos que ele se relaciona recursivamente com outros

cinco determinantes da seguinte maneira:

AN=D CAN=2) NN BN AN Nt AN
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— BARY o),

N-1 N-2 — — — N-2 — N-2
Agl )_Agl ) A;VylA(N 2)_Cévm3/2Agz )—C;VIMA&Q ) _

— BN AN 2N 32ATY g,

ARV Al = ANANT) e PAL AL
= PN - BTN 46,

N-1 N-2 _ _ _ N-2 _ N-2
A§2 ) _A§2 ) = Agj/vx LAN2) _Ca]cvy 3/2A§1 ) _ng;vm 3/2A52 -

(e AR - AN 0,

N— N— _ _ _ N— _ N—
Agl D Agl 0= Aévy LAN2) _Ca]cvy 3/2A§1 2 _ng;vm B/QAgz K

= (en ey ) AT B AN o),

AN A AN AN AL Al -
— ANANT -2 (el e ) AN (e,
(1.33)

onde Ay é o determinante de (Q sem as primeiras e segundas, linhas e colunas,
e A;;, sem a primeira, segunda e (i+2)-ésima linha, e sem a primeira, segunda
e (j+2)-ésima coluna. O indice localizado no canto superior direito dos determi-
nantes é o indicador de passos de tempo. Por exemplo, para (N — 1), a matriz Q
esta completa, ou seja, formada por todos os elementos para o tempo indo de 0 a
T, conforme estd representada em (1.30). Para (N — 2), Q tem o tltimo passo de
tempo a menos, ou seja, nao tem as quatro primeiras linhas e colunas. E assim por

diante. Para maiores detalhes, é interessante a consulta a referéncia [17].

Neste ponto é interessante introduzir uma outra notagao que tem o objetivo de

facilitar a apresentacao dos calculos:

Uz — X1 dug — &1 By B:vy Coe Cy:v
Uy — X2 Ouy — &2 . i_eHlm: Byr Byy Ciy Cyy ’ (1.34)
Vg — X3 ovy — &3 h Coo Cmy Az z A:L‘y
vy = X4 dvy — &4 Cyz Cyy Ayz Ayy
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sendo que nesta ultima expressao, queremos dizer que o elemento correspondente

a linha [ e a coluna m da matriz serd substituido por ¥H;,.

Aplicando esta nova notagao e tomando o limite continuo (¢ — 0), as relacoes
de recorréncia (1.33) podem ser representadas de forma mais compacta. Omitindo

a dependeéncia temporal escrevemos:

—ihD=HD, (1.35)
onde:

A 0 —Hao —Hit —Hiz —Hio 0
Aqq Hasa —2Hoy 0 —Hia —Hia —Hia

D AVP) | Has 0 —2Hi3 —Hoz —Haz —Hao

g e H = I

AN Hzs —Hos —~Hia —Hs 0 Hio
AVS] Hzs —Hoz —Hia 0 -Hy+  Hio
Ag 0 Hss Has  —Hza —Hza —2H,

para Hy = (His = Has).

A intencao agora é associar o determinante A a alguma quantidade fisica do
sistema. Para ficar mais ficil a associagao, vamos transformar o objeto D (1.35)

da seguinte maneira:

D' = D et o et (1.36)

de modo que a equagao (1.35) seja escrita como:

—ihD' = H'D’, (1.37)

onde agora:

Hye —Hoo —Hit —Hiz —Hio 0

Has H_ 0 —His —Hia —Hin
o — Hss 0 —H- —Hzz —Haz —Hao
Hzs —Hoz —Hia 0 0 Hio
Hzs —Hoz —Hia 0 0 Hio

0  Hzs Haa —Hiza —Hza —Hy
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A Matriz Q para T =0

Nesta secao, pretendemos avaliar o valor dos determinantes definidos pelas relagoes
(1.33) para pequenos valores de T', pois estes resultados serao tteis mais adiante.
Para visualizar melhor, observe que a matriz Q, para somente um passo de tempo

€, € escrita como:

B, B, 1 0
B, B, 0 1
Qle)=| "vr "o T | (1.38)
0 1 A, A,
Através deste objeto e da definicao de cada determinante, concluimos que temos
como condicoes iniciais (¢ — 0):

A(0)=1 e A,(0)=0, para m=0,11,12 22¢21. (1.39)

1.2.5 Matriz Antissimétrica de Deslocamento e o Determi-
nante de Q

Para continuarmos a resolucao do propagador, introduziremos a chamada matriz
antissimétrica de deslocamento, cujos elementos sao definidos por T;; = & & —
& &, onde & e &, sao pequenos deslocamentos definidos pelas equacoes (1.34).
Ressaltamos que o simbolo “linha” ('), na definicdo de T;;, ndo tem qualquer
relagdo com a defini¢do (1.36); estamos somente representando a idéia de & e &,
serem quaisquer pequenos deslocamentos nao necessariamente iguais entre si. De
fato, ocorre que este objeto T é quem esta relacionado com os determinantes de D.
Para estabelecermos esta relagao, primeiro devemos escrever as equagoes (1.23) na

nova nota¢ao dada pelas equagoes (1.34):

. i 0H . i OH
M=oy T hoa
(1.40)
. i OH . i OH
Z 5w M T hoxe
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Considerando estas tltimas equacoes, fica facil concluir que cada pequeno deslo-

camento &; deve obedecer as relacoes:

’ih£1:2:%3j§j ihé:&:—zﬂljgj
Ji J
(1.41)
ih£222%4j§j ih&:_ZH?jgj
j J

Agora que sabemos como é a variacao temporal de cada um destes desloca-
mentos, podemos derivar em relagao ao tempo alguns componentes da matriz T.
Sao eles: Tio, Ti3, Ti4, Tas, Tayg, T34. Feito isto, podemos estabelecer um sis-
tema composto por todos estes seis componentes e as suas variacoes temporais.
Uma andlise mais detalhada deste nos permite estabelecer uma comparacao com a

equagao (1.37), de forma que se relacionam:

Tio +— Af T34 ¢— A T2 <= A, (1.42)
T14<—>—A,22 T13<—>A112 T24H—AIQI ‘
Como exemplo deste resultado veja que:
Ti, 251§§—£1§2+§1é§—5152- (1.43)

Através das equagoes (1.41), a ultima relagdo pode ser escrita como:

ihTio = (68— & &) Mar +Haz) + (&8 — € &) (—Hss)
+ (618, —&1&6) (Haa) + (&8 — 6 &) Has) + (6260 — &6) (—Hsa)  (1.44)

=Ty (Hs1 +Haa) — TosHas + T1aHaa + T13Haz — Tos Hsa,

que é uma equacao equivalente a tltima das (1.37), ao fazermos a substituicao
definida por (1.42).
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Portanto vemos que o determinante que procuramos A esta relacionado com a
componente T34 do tensor. Explicitando agora a dependéncia temporal, podemos

escrever esta relacao como:

AW = 6O &) - GO &@lew (—1 [ o ar). (1.45)

Podemos agora definir de forma coerente uma matriz M que propaga tempo-
ralmente estes pequenos deslocamentos: & (t) = Y7, M;;(¢,¢') §(t'). Aplicando-a
diretamente a equagao (1.45) para um tempo 7', obtemos:

A(T {(ngj (T, 0) &(0 ) (ZMM TO)&(O)) -

(Z Ms (T, 0) € ) (Z M, (T, 0) &(0 )) }exp (-% /0 H+dt’>. (1.46)

j=1
Levando em conta as relagoes (1.42), percebemos que a maneira de respeitarmos
as condigoes iniciais (1.39) é fazendo £;(0) = d3; e £;(0) = d4;. De posse destes
valores, basta substitui-los na equagao (1.46) para obtermos A(T') em termos dos

componentes da matriz M, ;(T’,0):

A(T) = [Ms5(T,0) My4(T, 0) — M 4(T, 0) Mys(T, 0)] exp (-% /0 " dt)
(1.47)
1.2.6 A Acao

O nosso objetivo nesta secao é retomar o termo exp [(i/h) S(w)] que aparece na
equagao (1.26), reescrevendo-o de uma maneira mais adequada. Para facilitar,
vamos omitir a “barra” sobre os pontos da trajetéria estaciondaria, ja que agora
sabemos que qualquer referéncia a variavel z ou z* trata-se de pontos que satisfazem

a equacao (1.21). Podemos reescrever a equacao (1.17) da seguinte forma:

N-1 . * *
= L (% (1) = %r (k)
I A

k=0 r=x,y
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Ao alterarmos a notagao desta dltima equagao para aquela definida por (1.22),
devemos ficar atentos para algumas particularidades. A primeira e imediata é que
Up(N) = z;‘(N) e Uy (0) = 2 (0)- O outro ponto mais delicado é que, para deduzirmos
a equacao (1.17), mantivemos fixos |z()) e (z(y)|, que sdo pontos especiais (de fron-
teira), de forma que toda operagao sobre estes estados nos forneceu resultados em
termos de 2, (g) € 2y, € também 27 () € z, (n). Portanto, em (1.48) nao devemos

transformar z;f(o) — Up(0) © Zp(N) = Up(N), JA& que Z:(o) # Ur(0) € Zr(N) 7 Ur (N)-

Ao tomar o limite (e — 0) para a expressao (1.48), se desconsiderdssemos a
discussao realizada no tltimo pardgrafo, obterfamos diretamente a equagao (1.49),
sem os termos que nela estao fora da integral. No entanto, para mantermos a
fidelidade aquele raciocinio, devemos subtrair desta integral os termos referentes a
k=1ek =N —1, e depois soma-los, sendo que agora u, ), Ur(n), Ur(0) € Ur(N)
devem estar na forma de varidveis antigas. Procedendo desta maneira, o resultado
final fica:

L) = [ B X (it i) - (0 v)] dt -
A

Por fim, definimos a acao complexa S:

Zr(o)‘Z + ZT(N)‘2> — (ur(o) Ur (0) + Ur (N) 'Ur(N))] . (1‘49)

%S(V, u, 7) = /UT E > (o ur — vp i) — %f[(u, U)] dt +

r=x,y
1
—|—§ Z (Ur(()) Ur (0) T+ Ur (N) Ur(N)) , (1.50)
r=x,y
que leva este nome pois os resultados obtidos a partir dela sao equivalentes aos

fornecidos por uma acao cléssica:

oS , oS ) oS
= —ihu, (N, P = —ihv, (o), 3T = -F, (1.51)

avr (N)

onde E é a energia complexa:

E = H(uq),v@) = H(uwy,v) -
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1.2.7 A Forma Final do Propagador: um Resumo

Neste topico, temos a intencao de explicar resumidamente a forma final do propa-
gador, ja que, apds todos estes calculos, encontramos uma forma razoavel para

*

apresentd-lo. Para maior clareza, adotaremos z{y, = 2" ez =1

Da expressao inicial do propagador na representacao em estados coerentes,

Y

K (z"*, z, T) = <z"

eszT/ﬁ‘ z’>

aplicamos algumas aproximacoes, de modo que a sua forma semiclassica ficou sendo

escrita como:

K (Z// .7, T) ~ Y VA exp (58 + ﬁg + za) . (1.52)
traj.
Para esta expressao o espaco de fase considerado é complexo, ou seja, 0 momento
e a posicao podem ter componentes reais e/ou imagindrias. Quanto ao somatdrio,
ele indica que devemos incluir a contribuicao de todas as trajetérias que satisfazem:
o0H o0H
ihi, = — e  —ihi, = —
" O, " ou,

para r = x ou ¥, e sendo:

_ 1 r .Dr . 1 r .Dr
- (E8) e
onde r é a posicao complexa e p, o momento complexo relativos a dimensao r.
Para as tltimas relacoes, valem as condigoes de contorno a seguir, onde 7/, r”, p e

Pl sdo as médias na posi¢do e momento de |z') e |2”"), sendo portanto parametros

reais.

(1.53)



A agado complexa S é dada em termos das solugoes u,(t) e v,.(t), e do hamil-

toniano suavizado H(u, v) = (v|H[0) = ((v.] ® (v,]) H (Jus) ® |u,)). A acio

complexa é:

2

r=x,y

ES(V uT)—/T 12 (0p up — v u)—if[(u v)| dt +
h Y Y _0 r Yr r Yr h Y

% S [ur(0) ,(0) + up (T) v (T)] . (1.54)

r=x,y

A funcao G depende somente das derivadas parciais de H (u, v) em relagao a

u, € v, sendo escrita como:

T( 0°H 0*H
T) = . 1.
Gu, v, T) /0 <8u$ vy, N Oy avy> dat (1.55)

O objeto A merece ser ressaltado pois contém a contribuigao da matriz M (T, 0).
Isto indica que A é o termo dependente da sensibilidade a pequenos deslocamentos
da trajetéria (1.23), implicando que o propagador é diretamente proporcional a

instabilidade dela. A pode ser escrito como:

exp [~ oy (Jur (O)F + on(T)[)]
AL, v, 00, 0V, 1) = e o ML (T,0) = Maa(T,0) Maa(T0y]° %9)

onde M, ;(T,0) sao os componentes da matriz 4 x 4, M(T,0), responsavel pela
evolucao temporal dos pequenos deslocamentos (du, e dv,), indo do tempo 0 até

T, em relagao as trajetorias u,(t) e v.(t). Ou mais esquematicamente:

ouy(T) | _ Oty (0)
s | = M(T, 0) 5. (0 (1.57)
50, (T) 50,(0)

Como ultimo comentario, ressaltamos que o é a fase acumulada pelas trajetorias
ur-(t) e v.(t), e estd relacionada com a fase do denominador do objeto A. No entanto,
neste trabalho, o serd deixado de lado pois trabalharemos em regioes onde apenas

uma trajetéria contribui para o calculo do propagador, tornando-se uma fase global.
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1.2.8 Reducgao do Problema: O Propagador Diagonal

Como vemos pela equagao (1.52), a aproximagao semicldssica do propagador é
escrita em func¢do de nove parametros: ', 7" pl, p! (para r = z e y) e T,
ja considerando fixas as larguras do estado coerente inicial e final. Uma aplicacao
dessa natureza, levando em conta tantas variaveis, é muito complicada. Entao, para
tornar esta dissertacao mais clara, daqui em diante trabalharemos exclusivamente

com o propagador diagonal, ou seja, para:

0
Z=72"=2z—= T,_r”_r (1.58)
Py =Pr = DPr

Fisicamente, reduzimos o nosso problema ao calculo da probabilidade de um
estado inicial |z) retornar nele mesmo, decorrido um tempo 7. Assim, cada re-
sultado apresentado a partir daqui, deve envolver o propagador em funcao destas

cinco variaveis: z, y, p; py, T

Por dltimo gostariamos de esclarecer alguns pontos referentes as trajetorias
envolvidas no calculo do propagador diagonal. Nos casos onde exista uma trajetoria
real que satisfaca (1.23) e (1.24), certamente teremos uma orbita periédica de
periodo T'. No caso de nao existir esta érbita real, teremos uma trajetoria complexa
que nao é necessariamente periodica. Isto ocorre porque as equacoes de contorno
(1.53) que sao responsaveis por este aspecto nao limitam as trajetérias a condigao
de periodicidade para cada uma das oito coordenadas independentemente. As
condicoes de contorno para o propagador diagonal sao incomuns, pois exigem o
retorno ao valor inicial para combinacoes lineares das coordenadas, como veremos

nas equagoes (2.5).
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Capitulo 2

O Método Numérico da Matriz de

Monodromia

Como vimos nesta tltima sec¢ao, o calculo do propagador quantico depende essen-
cialmente das trajetérias complexas que intermeiam o estado inicial e o final. Neste
capitulo apresentaremos uma maneira de obter tais trajetorias, utilizando o método
numérico da matriz de monodromia [19]. A idéia bésica deste consiste em obter
sucessivas corregoes em uma trajetoria tentativa, de modo que ela convirja para
a solucao que satisfaca as equacgoes de movimento e as condigcoes de contorno do

problema em questao.

2.1 A Dinadmica no Espaco de Fase Estendido

Antes de apresentarmos o método numérico da Matriz de Monodromia, realizare-
mos a complexificagao de uma hamiltoniana genérica H (z,Y, pg, Dy) € €screveremos
as equacoes de movimento (1.23) e as condicoes de contorno (1.53) em termos das
partes reais e imaginarias das coordenadas do espaco de fase. Desta forma, ao
descrever o método, visualisaremos mais diretamente a sua aplicabilidade ao pro-

blema de nosso interesse.

Considerando a bidimensionalidade do sistema, utilizaremos a seguinte trans-

formacao para a obtencao do espaco de fase estendido:
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T =+ 13 Dz = D1 — D3

. ) (2.1)
Y = T+ 124 Py = D2 — P4

Aplicando-as a forma conhecida da hamiltoniana, H (z, y, Pz, Dy), Podemos

obter H(z1, ... 24, p1, ..., Ps), onde agora a hamiltoniana também é complexa, ou
seja, H = Hp + 1H;. E bom lembrar que as novas variaveis xy, ...Ty4, P1, .., D4
sao reais.

Para converter as equacoes de movimento (1.23), segundo as transformagoes

(2.1), precisamos de alguns resultados parciais obtidos a partir da defini¢ao (1.22):

_ L @) -(& ﬁ)}
ux_\/i{<bx+cx o C:v+b:v
1 To P4 . 2 H
o8
{35 (5]
v \/i by Cx Cx by
oo L (T2 _pa) (P2 T4
Y2\ o cy by
e (2.2)
2 (v enr) (e 0
Ougy  24/2 ¥ 0, ¥ Ops T O YO
O, e D) (o, )
Ouy — 2¢/2 0z Opq dp2 x4
0 _L{<b 0 £>+-< i_bﬁ>}
0vy, _2 2 ma$1 Cwapg ! cmapl wa’L‘g
. 8)

0 1 {(b 0 0 ) n ( 0 b
—=— — —Cy— t|Ccym— —by—
dvy  2¢/2 Y01, Y Opa Y Opy Y014
Devemos agora aplicar estas relagoes nas equagoes (1.23), resolvendo-as para
as partes real e imaginaria. Se restringirmos a hamiltoniana H somente a funcdes

analiticas dos niimeros complexos u,, u,, v;, vy, poderemos aplicar as condigoes de

Cauchy-Riemann, simplificando assim a forma final das equacoes de movimento:
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o,

L

Ip; A

(2.3)

para j = 1, 2, 3 e 4. Podemos inclusive escreve-las de maneira mais conveniente,

através de uma forma matricial:

onde:

T
T2

T3

r— Ty 7 J— 0 I
D1 -1 0

Y2
2
P4

sendo que neste caso I é a matriz identidade de ordem 4.

(2.4)

Outro ponto importante é estabelecermos as condigoes de contorno (1.24), quan-

do transformadas segundo as relagoes (2.2):

7' =2,(0) + ﬁfm(o) P =p1(0)+
a" =2y (T) — Lpy(T) e =m(T) -
y' = 15(0) + ﬁ—jm(O) P, = pa2(0) + cy
y' = zy(T) - %P4(T) Py =p2(T)

2.2 0O Método Numeérico

C_zx?)
z

Para desenvolvermos o método que resolve (2.5) e (2.4), em primeiro lugar é

necessario discretizar a tltima, ou seja, dividir o tempo em intervalos infinitesimais
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de tamanho ¢, sendo o periodo da trajetoria T' = N e. Deste modo, temos uma
trajetoria que vai desde o 0-ésimo até o N-ésimo ponto. A equagao de movimento

discretizada tem a forma:

, (2.6)

r(n+1/2)

r ) =) e (D I:IR)

onde r("+1/2) = % (r("+1) + r(")), sendo que o indice superior direito indica a coor-

denada temporal discreta.

Suponhamos agora que a solucao que procuramos esteja muito perto de uma
trajetéria tentativa conhecida, t¥) (para j = 0,1,2,... N). Assim, podemos
escrever a trajetoria solucao como sendo esta tentativa, acrescida de uma pequena

correcdo, ou seja, 1) =79 4+ dW  onde dU) é representado abaixo:

Para resolver as equacoes de movimento (2.6), devemos escrevé-las em termos
da solucao tentativa, para determinarmos as correcoes que levam a trajetoria de-
sejada. Quanto a esta trajetoria tentativa, vale a pena discorrer um pouco sobre
ela. Por exemplo, podemos obteé-la a partir da solugao do oscilador harmonico
simples ou mesmo da particula livre, ambas no espaco de fase complexo. Estes
dois sistemas sao de grande importancia pois tém solucao analitica, portanto sao
as tnicas opcoes possiveis para uma primeira tentativa. Quando as trajetérias ad-
vindas destes sistemas convergem para a procurada, podemos re-utilizar a solugao
encontrada como sendo a tentativa para a procura de outra com parametros pare-
cidos. Aplicando sucessivamente este precedimento, podemos obter trajetérias dos

mais variados parametros.
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Com a expansio de Hg em torno de t¥), podemos escrever (2.6) como:

Hnt1) D) — pm) g g g {(D Hp) + % (D? Hg) (™) + d(”))] , (2.7)

onde (D lfIR) e (Dz I:IR) sao calculados em 111/ e sendo:

0? 9?2 0?2 0?2
Or10x1 " Ox10x4 0r10p1 " Oz 0Opa
9?2 9?2 9?2 2
D2 _ Ox4 011 Tt Ox4 014 0x4 Op1 Tt Oxg Opg
- 0? 9?2 9?2 0?2
Op1dx1 "7 Op1dxa Op1dpr " Op10pa
9?2 9?2 9?2 9?2
Opadxy """ Opaldxa Opadpr """ OpaOpa

Manipulando a equagao anterior (2.7), podemos escrevé-la de forma mais com-
pacta:

e e Ve ) I L i e (2.8)

onde:

V2 =1 — € (D? Hp)

£(nt1/2) 7
U2 =14 3 (D2 Hp) | s @ (2.9)
n+1/2) _ 7 =(n+1 =(n
ROVHZ = €] (DHR) pnt1/2) (r( - )) ’

sendo que aqui, I é a matriz identidade de ordem 8.

Podemos notar na equagao (2.8) que, se soubermos a corre¢ao para o primeiro
ponto, poderiamos calculd-la para todos os demais. Desta forma, aproximariamo-
nos da trajetoria desejada, e, ao aplicarmos o método por sucessivas vezes, obteri-
amos a convergencia.
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Nesta parte do desenvolvimento do método é que aparecem as condicoes de
contorno (2.5). E justamente através delas que encontraremos um modo de calcular
d®. O fato é que a relacdo (2.5) indica que podemos escrever a correcdo inicial e

a final em termos de um mesmo vetor de oito dimensoes:

dY=EW+& e dV=FW+&y, (2.10)
onde:
1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 —by/e. O 0 0
- 0 0 0 0 0 0 —b/e, O
0 0 0 0 1 0 0 0|’
0 0 0 0 0 0 1 0
—¢y /by 0O 0 0 0 0 0 0
0 0 —¢/b, O 0 0 0 0
o 1 0 0 0 0 0 0 821 (0)
o 0 0 1 0 0 0 0 a1 (T)
0 0 0 0 0 byfegz 0 0 572 (0)
p_| 0 0 0 0 0 0 0 be wo | 0z2(T)
o 0 0 0 0 1 0 0 ’ op(0) |7
o 0 0 0 0 0 0 1 p1(T)
0 ¢/bp 0O 0 0 0 0 0 6p2(0)
0 0 0 ¢/bb 0O 0 0 0 Spa(T)
e:
0 0
0 0
b Lyt~ [p(0) + 22500} be {1, — [(T) + g223(7)] }
| ® (P = [p20) + 2240)| } e | v, - [p@) + gz}
0= 0 ) N — 0
0 0
= {a = [21(0) + L (0)| } e Lo [m () + ()]}
o {y = |20+ 2pu0)] } —e {y— [m(m) + Epr)]

Um aspecto importante a salientar é que, se a trajetoria tentativa satisfizer as

condicoes iniciais (2.5), os objetos & e Ey serao nulos. Verificamos que esta con-
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dicao faz com que o programa convirja mais rapidamente, portanto sé utilizamos

trajetorias com esta caracteristica durante a aplicacao do método.

Note que, para a determinacao de d(®), precisamos de uma outra equacio que

o relacione com d"). Podemos encontri-la, ao resolver (2.8) recursivamente:

dM = Md® 4B, (2.11)

onde M é a matriz de monodromia e B, como pode ser observado em sua forma
(2.12), é a matriz que contém o erro R, que aparece porque a trajetéria tentativa
nao obedece exatamente as equacoes de movimento do problema, como podemos

observar na forma explicita de R (2.9). Para a equagao anterior temos:

N-1

M= [ Ve g :
n=0
N-2 N-1
_1(n’ ’ _1(n 212)
B = S| T vaerngeam) yaenm ganm| o
n=0 [(n’:n-i—l

+ vfl(Nfl/Q) R(N71/2),

onde o calculo de todos estes objeto é feito sobre os pontos da trajetoria tentativa.

Uma simples substitui¢ao de (2.10) em (2.11) nos leva a uma equacao com uma

unica incégnita W. Ao resolve-la, temos:

W=(F-ME)" (ME& —Ey+B). (2.13)

Enfim podemos calcular diretamente a correcao no ponto inicial, através de
(2.10) e (2.13):

dO = [(F - ME)™" (M& - &y +B)| + &, (2.14)

e, como ja haviamos comentado, de posse deste resultado, encontramos a correcao

para todos os pontos da trajetoéria.
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Gostariamos de ressaltar que pode ser estabelecida uma relacao entre a matriz
de monodromia M e a matriz de propagacao de deslocamentos infinitesimais M,
equacao (1.57). Para isto, devemos notar em primeiro lugar que a fun¢ao R (2.9)
contém as equagoes de movimento (2.6) e por isso tende a zero quando calculada na
trajetéria solugdo. Entao, quando aplicamos a equagao (2.11) a trajetéria solugao,

temos B igual a zero. Logo, para esta trajetéria:

= MdO (2.15)

que, quando comparada a equacdo (1.57), nos indica que M é equivalente a
M(T,0), a menos de uma mudanga de coordenadas. Apresentamos abaixo as
relagoes entre os elementos de M(7,0) envolvidos no calculo do propagador e os

elementos M, ; da matriz de monodromia:

M33(T, 0) _%(M11——M53— M17+M55)+

+%( Mz —2 M51+Z—zM15+M57)
Mya(T,0) = 5 (Mas — Mgy — 2 Msg + Mgg) +

+%( M24__yM62+ M26+M68)

(2.16)

M;4(T,0) = 3 (Z—:Mw - —M54 — Mg + yMBG)

+%( %M14_ M52+gi‘M165f+M58)
My3(T,0) = 3 (2—5/\421 - _M63 — oMot + EM65)

+%( b“”M 3__$M61+ M25—+M67)
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Capitulo 3

O Potencial Nelson

Apresentaremos nesta secao o potencial onde a teoria vista nos primeiros dois
capitulos serd aplicada. Trata-se do potencial Nelson que apareceu pela primeira
vez na literatura na referéncia [10], onde encontramos que a motivacao fisica de
sua invencao é atribuida a sua forma: “um vale profundo em forma de parabola,
cercado por altas montanhas”, como sugerem as figuras 3.1 e 3.5. Em fisica nuclear,
este formato representaria um grau de liberdade coletivo, permanecendo acoplado

a outros tipos de excitacao. A equacao que o descreve é escrita como:

1'2 2 .'L'2
Viey) =|y— 5| try

a (para 1 = 0,1) , (3.1)

através da qual podemos notar a simetria em relacao a inversao r — —x, presente

em todos os resultados que apresentamos neste trabalho.

Antes de aplica-lo ao problema de nosso interesse, gostariamos de esclarecer
que sera este o potencial introduzido no operador hamiltoniano que estudaremos,
porém ressaltamos que as trajetorias cldssicas que procuramos para o calculo do
propagador ndo sao governadas exatamente pelo potencial Nelson (3.1), mas sim
pela sua média em estados coerentes, o que implica numa dinamica ligeiramente
modificada. Para visualizar melhor esta diferenca, ilustramos os dois casos através
das figuras 3.2 a 3.4, que sao as secoes de Poincaré (z—p,) para valores diferentes de
energia. Tendo-as em vista, podemos tirar algumas conclusoes acerca da dinamica

proporcionada pelos dois potenciais. Em primeiro lugar nota-se claramente a nao
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Figura 3.1: Potencial Nelson em uma visao tridimensional. Para x = 0 temos

exatamente o potencial de um oscilador harmonico simples.

integrabilidade deles; existem tanto regioes cadticas quanto ilhas de regularidade.
Percebe-se também que, conforme a energia é aumentada, mais instavel ficam as
trajetorias. Nessa dissertacao trabalhamos basicamente no regime mostrado pelas
figuras 3.4, ou seja, para energia igual a 0,5, tratando-se portanto de uma regiao
onde os dois potenciais mostram-se bastantes caodticos.

Uma vantagem que temos, ao utilizar o potencial Nelson, é o fato de terem
sido intensamente estudadas em [10] as suas trajetdrias periddicas reais. Isto pode
facilitar bastante o calculo do propagador diagonal para os estados coerentes |z),
cujas médias r e p, estejam proximas de valores que sejam conectados por uma
destas trajetérias, decorrido um tempo 7T'. Desta forma, mesmo que r e p, nao
satisfacam as condicoes para que o propagador esteja escrito em termos destas
orbitas, podemos utilizd-las como uma tentativa inicial, esperando que o método
da Matriz de Monodromia efetive a convergéncia para a trajetéria desejada. Note
que, quando nao temos em vista a trajetoria tentativa a ser utilizada, o célculo do
propagador envolve uma etapa muito complicada, que é a sua determinacao. Por

isso, no presente trabalho estudaremos apenas a vizinhanca da orbita real mais
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-0,6 -0,4 -0,2 0,0 0,2 0,4 0,6 -0,6 -0,4 -0,2 0,0 0,2 0,4 0,6
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0,2 0,2 0,2 0.2

p, 0.0 0,0 P, 0.0 0,0

0,2 F-0,2 -0,2 F-0.2

04 : : : : : : : 04 -0,4 : : : : : : : 04
06 04 -0,2 o),(o 02 04 06 -0,6 04 02 o),:) 02 04 06

Figura 3.2: Secao de Poincaré (z — p,) para energia igual a 0,05. A direita temos
a dinamica gerada pelo potencial Nelson na sua forma original (3.1), e & esquerda
em sua forma suavizada (3.3). Para esta energia os potenciais ainda apresentam

um regime de bastante regularidade.

-0,8 -0,6 -0,4 -0,2 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 -0,8

0,2 0,2 -

p,00- | P, 0,0
-0,2

-0,2 -

-0,4 -0,4 4

-0,8 -0,6 -0,4 -0,2 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 -0,8

Figura 3.3: Idem a figura 3.2 para energia igual a 0,1. Neste caso a energia é duas
vezes maior do que a utilizada na figura anterior, e ji temos um regime em que

existem poucas regioes de regularidade.

simples. Trata-se da chamada trajetoria vertical que leva este nome porque ela
aparece quando x = 0 e p, = 0. Para esta situacao o potencial Nelson é reduzido
a um oscilador harménico simples na direcio y com frequéncia igual a v/2, como

sugerem as figuras 3.1 e 3.5.
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Figura 3.4: Idem a figura 3.2 para energia igual a 0,5. O regime obtido para esta

energia é totalmente cadtico para os dois potenciais.

3.1 A Trajetoria Vertical

Como ja comentamos, a trajetoria analitica mais simples do potencial Nelson é a
trajetoria vertical. Para o Nelson suavizado ainda temos a mesma reducao para
r = p, = 0, com a diferenca que o potencial de oscilador harmonico obtido esta
deslocado da origem por um fator b2/4 na direcao y, deslocamento que nao era
observado para a sua forma original (3.1). Vale lembrar que b, é a incerteza na

direcao x da posicao do estado coerente.

Para deduzirmos a trajetéria vertical, devemos calcular em primeiro lugar a
funcao hamiltoniana que a governa, a qual pode ser obtida a partir da suavizacao

do operador hamiltoniano apresentado a seguir:

~ 2 ~
R 1 . R R X2 X2
H:§(P)2(+P§)+ Y_T —|—/L7 (para =0, 1). (3.2)

A partir deste, a média em estados coerentes é calculada da seguinte maneira:
escrevemos os operadores de posicao (Z%) e momento (PT) em funcao dos de cria¢ao
(af) e aniquilacio (&,), e calculamos a quantidade (z| H(a,,al) |z), utilizando a

relacdo a, |z) = z, |z). O resultado desta operagao é:
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Figura 3.5: Curvas de nivel para o potencial Nelson. Para x = 0 temos exatamente

o potencial de um oscilador harmonico simples, onde aparece a trajetoria vertical.

S AT z? z?
H = i(pm—l—py)—l—(y—?) —i—,ll,?—i-

322y 1 3
2 2 2 2 2 4
+ b (T_§>+Z(“b‘” +¢,” 4 2b, +cy)+1—6bx, (3.3)
onde lembramos que b, e ¢, sao respectivamente as incertezas arbitrarias na posicao
e momento médios do estado |z), para r = x ou y. Vale a pena lembrar que a
arbitrariedade na escolha destas incertezas deve se limitar ao fato que h = b, - ¢,.
No decorrer desta dissertagao os cdlculos foram feitos para b, = b, = 0,2 e

¢y = ¢y = 0,25, 0 que nos leva a h = b, - ¢, = 0,05.
Ao considerar que o espaco de fase é complexo, conforme indicam as equacoes

(2.1), podemos escrever as equagoes de movimento (2.3) sem nenhuma redugao do

sistema:

. 3
1= — <§bi + ,u) x1 — 2(z3x4 — T122) + 3:1;135% — :1;?

1 =p1
. 2 2 2 l
By = 5b;,e?)— 2z5 + 77 — 73 e TR (3.4)
i3 = — <§bi + M) z3 + 2 (2372 + T174) — 37377 + T3 3{;3 -

T4 = —P4

E4 =2 (z123 — 24)
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onde a funcao hamiltoniana utilizada para gerar estas equacoes é a parte real do
objeto H:

- 1
HReal(Ila"'7x47p17"'7p4) = 5 (p%—i_p;_pi_pg) +g( %_x§)+

+ (xg — xi) + (xgxg — 2izy + 2x1x3x4) + i (x‘ll — 62223 + xé) +

3 b2 3t 1/ B 2 c
+Zbi (x%—x%)—;xm-i-l—g‘i‘? <M5x+%+b§+5y>‘ (3.5)

Note agora que, se fizermos a suposicao de que o estado inicial da particula
nao possui componentes complexas em sua posicao e momento, a trajetoria per-
manece real, ou seja, nenhuma componente complexa do sistema varia no decorrer
do tempo. Se, além disso, impusermos também que as condicoes iniciais sao nulas
para as variaveis da dimensao x, resta somente o movimento harmonico de periodo
T2 & 4,443 para a parte real de y. Portanto, existe uma solucio bastante simples,

a trajetoria vertical, que pode ser descrita por:

[ 29(t) = yocos (\/§t+ 9) + %

p2(t) = —yov/2sin (V2t +0) (3.6)

l 21(t) = 23(t) = pi(t) = p3(t) = 24(t) = pa(t) =0

Apesar da sua simplicidade, a trajetoria vertical promovera uma série de re-
sultados importantes, sendo que os consideramos como 0s primeiros passos para

estudos em regioes mais complicadas.

3.2 Calculo do Propagador Diagonal sobre a Tra-

jetoria Vertical

Em primeiro lugar, esclarecemos que, através da expressao “sobre a trajetoria ver-
tical”, queremos expressar a idéia de que realizaremos o célculo do propagador

diagonal para os estados coerentes |z) com z = p, = 0 e y e p, relacionados pela
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equacio (3.6), sendo o periodo igual a 7v/2 ~ 4,443,

Para estes estados coerentes podemos concluir que o propagador envolverd pelo
menos a trajetoria vertical, que é totalmente real. Nestes casos consideraremos
que a contribuicao significativa para o calculo do propagador vird somente desta
orbita, dada a aproximacao utilizada, que da prioridade para as trajetorias reais,
acrescentada ao fato de desconhecermos outras trajetorias reais que satisfacam as
mesmas condicoes de contorno. Nao ha necessidade portanto das trajetérias com-

plexas.

Tendo em vista que o propagador diagonal sobre a trajetéria vertical permite
uma solucao analitica mais avancada, nesta secao o calcularemos somente para es-
tas condicoes, e, de certa forma, interpretaremos os resultados obtidos como uma
prova de que o programa computacional que os calcula estd em boas condigoes,

caso a comparacao com o resultado analitico seja satisfatoria.

Utilizando a trajetéria vertical (3.6) na equacao do propagador semicléssico

(1.52), podemos obter analiticamente o resultado para o caso diagonal:

1

K (z*, 2, T)|* = )
K ) Ms3(T,0) Myy(T,0) — M34(T,0) My3(T,0)

(3.7)

Note que esta expressao s6 é valida quando limitamos o estado |z) e o periodo
T aqueles que resultam numa trajetéria como a da equagao (3.6). Portanto x =

p: =0, T =72 e 2, qualquer.

Pela equacao (3.7), vemos que o propagador semicldssico para esta situacao
particular depende somente dos elementos da matriz de monodromia da trajetoria,
equagao (2.16); os termos que envolvem a acao do sistema acabam sendo anulados
no calculo. Seria interessante portanto a determinacao analitica desta matriz, pois
assim determinariamos completamente o propagador semicldssico. No entanto, ao
estudar a estabilidade deste problema, visando a obtencao da matriz de monodro-
mia, encontramos que as pequenas variacoes na trajetoéria vertical sao descritas

segundo as equagoes:
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-3 -2 -1 0 1 2 3
1’0 L | L | L | —L | L | L 1,0
-0 Numérico 53
1 —+— Semi-analitico

= 4,443)°

|K(z*,2,T

Figura 3.6: Mdédulo do propagador ao quadrado para pontos sobre a trajetoria
vertical com energia cinética inicial igual a zero, em funcao de y (v =p, =p, =0e
T = 4,443). Note que ndo hd diferenga entre o cdlculo semi-analitico (representado

pelo simbolo +) e o totalmente numérico (o).

. 3,9
0T = — <§bm +pn— 2352) 071 op1 = 0y
Jity = — 20y Opz = 0%;
32 o 270 (3.8)
6&&3:-(5%4-#—2@)5333 ps = —0%3
0%q = —20x4 = o

Para a dimensao y, tanto para a parte real quanto para a parte imaginaria da
posicao e momento, temos que as pequenas variacoes em torno da trajetoria vertical
oscilam em torno dela, de modo que podemos determinar os elementos da matriz
de monodromia que relacionam estas varidveis. Mas para a dimensao x nao temos
solucao analitica, a equagao a que chegamos ¢ equivalente a conhecida equacao
de Mathieu [20]: & + [ + [ cos (wt + v)] = 0. Entdo, para resolver o propagador
apresentado na equacao (3.7), calculamos a matriz de monodromia numericamente,
e por isso o chamaremos de propagador semi-analitico. Por completeza, informamos

que as equagoes (3.8) para dzx; e dxz sdo equivalentes a de Mathieu quando:
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Figura 3.7: Médulo do propagador ao quadrado para pontos sobre a trajetoria

vertical, em funcdo de y e p, (x =p, =0e T = 4,443).

a=0b>+pu B = =2y w=12 vy=20.

Na figura 3.6 apresentamos dois resultados para o propagador diagonal calcu-
lado sobre a trajetoéria vertical com energia cinética igual a zero: o calculo semi-
analitico, onde calculamos a matriz de monodromia de forma numérica e resolvemos
o propagador segundo a equagao (3.7); e o célculo inteiramente numérico, resol-
vendo numericamente as trajetérias e os objetos definidos pela equacao (1.52).
Podemos notar que nao ha praticamente nenhuma diferenca entre os dois resul-
tados, o que interpretamos como um bom desempenho do programa desenvolvido
para calcular o propagador. Salientamos que tal conclusao deve ser acatada com

muita cautela, ja que estd sendo tomada através de um resultado muito particular.

Na figura 3.7 estao os resultados para o médulo do propagador sobre a trajetoria

vertical para varios pontos (v, py). E interessante notar nesta figura que o valor
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do propagador cai muito rapidamente na medida em que a energia aumenta, fato
também observado na figura 3.6. Tendo em vista a equacdo (3.7) e as figuras 3.2
a 3.4, podemos concluir que esta queda se deve apenas ao fato da trajetoria ficar
cada vez mais instavel. Veja que a forma analitica do propagador conta apenas
com o termo advindo da matriz de monodromia do sistema classico, pois os ter-
mos que levam em conta o quao complexa é a trajetoria se anulam. Isto implica
que o propagador sobre a trajetoria vertical depende somente da estabilidade des-
ta trajetoria. Como o centro do pacote realiza o movimento de retorno ao ponto
de partida no tempo 4, 443; podemos concluir que o aumento da instabilidade da
trajetéria deve fazer com que o pacote se alargue mais, diminuindo assim o valor

da projecao do estado final sobre o inicial.
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Capitulo 4

O Propagador na Vizinhanca da

Trajetoria Vertical

Neste capitulo calcularemos o propagador diagonal para parametros z, y, ps, py
e T ligeiramente modificados em relacao aqueles do capitulo 3, de modo que a
trajetéria vertical nao mais satisfaga as condigoes dadas pelas equacoes (1.23) e
(1.24), nao contribuindo, assim, para o calculo do propagador. A semelhanga entre
os parametros, que utilizaremos aqui e aqueles usados para o propagador sobre
a vertical, implica podermos adotar a érbita vertical como oOrbita tentativa para
calcularmos aquela que contribuird para o propagador, utilizando o procedimento
descrito no capitulo 2. Como veremos, as correcoes na trajetéria vertical produzirao
trajetérias complexas, cujas contribuigdes para o objeto K (z*, z, T') se manifes-
tardo também através dos termos G e S da equagao (1.52), e ndo somente através
dos termos relacionados a matriz de monodromia, como era o caso do propagador

sobre a trajetoria vertical.

4.1 Deslocamento do Centro do Estado Coerente

para x # 0

A primeira variagao que estudaremos sera o deslocamento do centro do estado co-

erente |z) para valores nao nulos de z, mantendo a energia cinética inicial igual a
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1,0

4,443)*

IK(z*,2,T

Figura 4.1: Mdédulo do propagador diagonal ao quadrado para pontos deslocados

da trajetoria vertical, em funcao da posicao do centro do estado coerente x e y

(py =ps =0eT =4,443).

zero, e permanecendo o periodo em 4,443. Na figura 4.1 representamos o médulo
do propagador diagonal ao quadrado em func¢ao das coordenadas (x, y) do centro
do pacote. Ressaltamos que para o plano x = 0 voltamos a situagao mostrada em
3.6, e portanto esta projecao é idéntica aquela figura. Sendo assim, continua valen-
do para o grafico 4.1 a discussao onde argumentava-se que o propagador diminui

rapidamente na medida em que a energia e consequentemente a instabilidade da

trajetoria vertical aumentam.

Para os resultados apresentados na figura acima, nao somente os termos da ma-
triz de monodromia sao diferentes de zero; os demais termos da expressao (1.52)
também nao se anulam, e sao responsaveis pela queda do valor do propagador na
medida em que as trajetorias vao se afastando da trajetéria vertical, tornando-se

complexas. Temos, portanto, as duas contribuicoes para o calculo do propagador:
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aquela que é responsavel pela estabilidade do sistema e que, portanto, determina
quanto o pacote permanece coeso, sendo representada pelo denominador do objeto
A (1.56); e as demais contribuigoes, que podem ser interpretadas como sendo res-
ponsaveis pela medida de quao complexa é a trajetoria envolvida no propagador.
Atribui-se a esta tiltima o decaimento gaussiano em torno da trajetéria real (x = 0),

que é verificado na figura 4.1.

A figura 4.1 apresenta uma forma muito curiosa: para y > 0, existem dois
ramos simetricamente localizados em relacao a x, onde o valor da probabilidade de
retorno possui valores significativos (da ordem de 5%); jd para y < 0 tal formagao
nao existe. Concluimos que a explicacao para esta ocorréncia pode ser encontrada
ao considerar o vale parabdlico do potencial Nelson, o qual pode ser identificado
nas figuras 3.1 e 3.5. Note que a trajetéria classica que uma particula descreveria
ao ser solta em um daqueles “bracos” seria em direcao a origem, oscilando em
torno de um minimo parcial local. Como o tempo de propagacao do pacote nao
é muito grande (4,443) e a largura do estado coerente é consideravelmente alta
(by =b, =0,2 e ¢, = ¢, =0,25), concluimos que ainda existe um valor nao nulo
iHT/h |z)

da sobreposigao do estado inicial |z) sobre o final e para aquela regiao, o

que justificaria as ramificacoes observadas na figura 4.1.

4.1.1 As Trajetérias Complexas

Apresentaremos algumas trajetorias envolvidas no calculo do propagador para al-
guns pontos (z, y) da figura 4.1. A idéia é fazer com que vislumbremos a 6rbita
inicialmente real, e, na medida em que os valores de x se afastam de 0, as trajetorias

vao tornando-se complexas.

Escolhemos os planos definidos por y = 0,5 no grafico 4.1, para mostrar as
trajetérias complexas que contribuiram para aquele cédlculo. Na figura 4.2 estao
as projecoes reais das trajetérias (x, y) para varios valores de z entre 0 e 1,5. Na
figura 4.3, estao as partes imaginarias das trajetérias para os mesmos parametros.
Salientamos que, devido a simetria x+ — —x, nao vemos necessidade de mostrar as

trajetorias para o lado em que = é negativo.
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Figura 4.2: Partes reais das trajetérias envolvidas no propagador diagonal. O
grafico do lado esquerdo foi construido com parametros y = 0,5, p, = p, = 0 e
T = 4,443, e x especificado na figura. Trata-se de um corte na regiao onde existe a
ramificacdo mostrada pela figura 4.1; para o parametro x variando de 0 até 0,375,
as trajetorias seguem continuamente o padrao existente no canto esquerdo deste
grafico, e, para valores acima deste, elas seguem o padrao existente no canto direito.
O gréfico do lado direito foi construido com parametros y = —0,5, p, = p, = 0 e
T = 4,443, onde nao existe a citada ramificacao; neste caso as trajetdrias seguiram

sempre um mesmo padrao.

Podemos observar em 4.2 e 4.3 que, quando x = 0, a trajetoria, como era de se
esperar, é exatamente a trajetoria vertical (3.6), ou seja, possui valores nulos para
as coordenadas imaginarias e para as da direcao x. Na medida em que nos afasta-
mos de x = 0, a trajetoria vertical vai deformando, ganhando valores nas compo-
nentes complexas. Esta é uma boa maneira de ilustrar o fato de que, na auséncia
de trajetorias classicas reais, as trajetorias complexas vao surgindo e prestando
sua contribuicao ao calculo do propagador. Gostariamos de ressaltar também que
estas trajetérias complexas nao sao necessariamente periodicas para todas as co-

ordenadas, como se esperaria de uma 6rbita real envolvida no propagador diagonal.

Um ponto muito interessante nos graficos a esquerda das figuras 4.2 e 4.3 é a
descontinuidade nas trajetorias entre os valores de x = 0,375 e x = 0,4; tanto
para as partes reais quanto imaginarias. Para valores de x menores que 0,4; as

trajetorias parecem seguir um certo padrao continuamente. Para valores acima
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Figura 4.3: Partes imaginarias das trajetorias envolvidas no propagador diagonal.
O gréfico do lado esquerdo foi construido com parametros y = 0,5, p, =p, =0 e
T = 4,443, e x especificado na figura. E o gréfico do lado direito com parametros
y = —0,5, p, = p, = 0eT = 4,443. Para estes graficos valem os mesmos
comentarios realizados para a figura 4.2. Um ponto que merece ser acrescentado
é o fato das trajetérias imagindrias para y = 0,5 serem grandes quando x = 0,4
(onde temos a descotinuidade), e, na medida em que aumentamos z até 1,5, o
tamanho das trajetorias passa por um minimo préximo de x igual a 0,9. Depois
deste valor as partes imaginarias das trajetorias voltam a aumentar, seguindo um

padrao diferente.

deste, a trajetoria passa subitamente a seguir um outro padrao. As trajetorias
tentativas para todos estes parametros foram sempre obtidas a partir do oscilador
harmonico simples bidimensional equivalente a parte harmonica da hamiltoniana
(3.3), sendo que elas sempre se comportavam segundo um mesmo padrao. Portan-
to foi durante a convergéncia para a trajetoria desejada que houve a divergéncia
entre as orbitas. Explicamos este comportamento quando consideramos novamente
o vale parabdlico do potencial Nelson. Repare que a descontinuidade surge quando
o método da matriz de monodromia converge a orbita do oscilador harmonico para

trajetorias que nitidamente “habitam” o vale parabdlico, como sugerem as figuras
4.1 e 4.2.

Ressaltamos também como comportam-se as partes imaginarias das trajetorias
para y = 0,5, esbocadas no lado esquerdo da figura 4.3. Veja que, a partir do mo-

mento em que elas manifestam a presenca no vale parabélico (x = 0,4), o tamanho
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Figura 4.4: Quantidades fisicas relacionadas as trajetérias contribuintes para o
modulo do propagador diagonal, em funcao da posicao x, com parametros y = 0, 5,
py = Py = 0 e T = 4,443. Legenda: H,... = HSR, I:Iimag = HSI, Simag = Si,
Gimag = Gi, |K (2%, z, T)|2 =K?e I:I(:U,y,px,py) = HS.

delas vai diminuindo até atingir um minimo (aproximadamente z = 0,9 e y = 0, 5),
quando entao voltam a crescer num padrao diferente. Neste ponto minimo encon-

tramos a “crista” da ramificacao observada em 4.1.

Ja no lado direito das figuras 4.2 e 4.3 apresentamos as trajetorias para y =
—0,5. Observamos que tanto as partes reais quanto as partes imaginarias destas
trajetorias seguem sempre um mesmo padrao, o que era de se esperar, ja que nao

observamos para esta regiao a bifurcacgao existente para y > 0 (figura 4.1).

Na figura 4.4 esbocamos as quantidades fisicas envolvidas com as trajetorias
presentes no corte y = +0,5 da figura 4.1. Podemos notar que todas as quan-
tidades acompanham a descontinuidade da trajetéria, influenciando no valor do

propagador.
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4.2 Comparacao entre Resultados Semiclassicos

e Quanticos

Nesta parte continuaremos com o calculo do propagador na vizinhanca da trajetoria
vertical, sendo que os resultados obtidos serao confrontados com os equivalentes
quanticos, resolvidos por Baranger [21], e com os resultados obtidos pela aproxi-
magao de drbita real, realizada por Aguiar [22]. Na se¢ao 4.2.1 mostraremos em
linhas gerais o raciocinio desenvolvido para a obtencao destes outros dois resulta-

dos. Depois desta, apresentaremos os resultados.

4.2.1 O Calculo Quantico e a Aproximacao de Orbita Real

O calculo quantico do propagador foi realizado de maneira usual. Primeiro se
escreve a matriz do operador hamiltoniano numa base arbitraria, como por exem-
plo a base dos auto estados do operador de numero do oscilador harmonico simples
{Ins;ny) }, equacdo (1.2). Depois diagonaliza-se esta matriz numericamente, encon-
trando seus autovalores e autovetores. De posse destes valores, é possivel escrever

os elementos diagonais do propagador (1.11) como:

o0

l

K (2,2, T) = 3 0(2) vinl2) exp (+En T), (4.1)
m=0

onde F,, sdo os autovalores, e ¢,,(z) = (z| m) as auto fun¢ées do operador hamil-

toniano na base {|m)}, na representacao de estados coerentes. Podemos entao

calcular o propagador numericamente, pois estas quantidades podem ser resolvi-

das, quando as escrevemos em funcao da base conhecida {|ng;n,)}.

A Aproximacao de Orbita Real
A idéia basica da aproximacao de érbita real que apresentaremos aqui consiste em

expandir todas as quantidades envolvidas no cédlculo do propagador em torno de

uma trajetoria real, para entao resolve-lo.
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Como vimos, o propagador semiclassico (1.52) é escrito em termos de trajetorias
classicas que conectam pontos no espaco de fase, fornecidos pelo estado coerente
inicial |z') e final |z"). Quando reduzimos o nosso célculo a somente elementos dia-
gonais do propagador (se¢ao 1.2.8), as trajetérias envolvidas também sao reduzidas
a orbitas cujas condicoes de contorno contenham esta caracteristica de retorno, mas
que nao sao necessariamente periédicas. No caso de existir uma trajetéria classica
real, esta serd uma orbita periddica. Serd em torno deste tipo de trajetéria que
realizaremos a expansao. Portanto, a validade desta aproximacao é limitada aos
casos em que o propagador diagonal seja avaliado em regioes onde existam drbitas

periodicas reais que conectem parametros semelhantes as médias r e p, do estado

).

Iniciaremos esta aproximagao rearranjando os termos S e G da equacao (1.52),
visando facilitar o desenvolvimento do método. Objetivando uma descricao mais
concisa, apresentaremos aqui somente os resultados finais deste rearranjo, sendo
que os detalhes dos cédlculos podem ser encontrados no apéndice A. O fato é que

para o limite quase cldssico (A — 0) podemos aproximar:

. 1( *H 0*H
H (g, ty, vy, vy) — H (g, ty, v3,0y)) = 3 <8u 5 + D ) , (4.2)
20Uz yOly

onde H é uma funcao equivalente a H quando as incertezas dos estados coerentes

tendem a zero, veja por exemplo a equacao (3.3).

Relacionando o lado direito desta equagdo com o objeto G da equagao (1.55),
concluimos que o propagador (1.52) pode ser escrito, para os elementos diagonais,

comao.

exp [£8' = § Truy (12 (0)° + [25(T) ) + o]

K(z*,2,T) ~ 1
[Ms3(T, 0)Myy (T, 0) — My (T, 0)My5(T, 0)] "2

onde 8§’ é idéntico a agao complexa S da equagao (1.54), com uma tnica diferenca:

a funcdo H daquela equacio é agora substituida pelo objeto H.
Com o propagador diagonal escrito desta forma, iniciaremos a aproximagao
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assumindo que o ponto z esteja proximo a z, pelo qual passa uma trajetoria classica
real de periodo 7 e energia E. Podemos entao escrever:

z=z+& e T=71+1, (4.4)

onde & é o vetor (0z,,0z,) que contém as correcoes em z = (Zzy, 2,).

Assumiremos que na vizinhanca de z a dinamica seja dada corretamente por
uma aproximacao linearizada, ou seja, desprezaremos as correcoes além da segunda
ordem O(£?). Lembramos que esta é também a aproximagao na qual a matriz de
monodromia é definida. Expandindo &' temos:

S'(z*,z,T) = S§'(z",2,7T)
+ Z-§*+Z*-§—%Et

+ %(5 '3 )A(é)+§*'AuT't—i‘S'AuT't-i-%ATT'tZ,

onde definimos:

AZI Zr Aim Zy Aim z2 Aim Z;
A — Azy Zo Azy Zy Azy z: Azy z , ( 4 6)
Aziz, Azz, Az Az z
AE; Zo Az; Zy Az; zx Az; zy
onde:
0?8 0?8 0?8’
A221277 AZ*Z/:AZ/Z*:ia Azr 50 = )
nor 0%, 0Zp ner o 0Zu0ZF T 0zZr0zZk
e os outros objetos sao:
0?8’ 0?8’ 028
_ s — A,* = — A = —— 47
#0200 “T T 9z T T (4.7)

Esclarecemos que, para chegarmos na expressao (4.5), utilizamos as relagoes
(1.51), ignorando a diferenca entre S" e S. Tal operagao é justificada quando con-

sideramos que estamos no limite quase classico, onde é desprezivel a diferenca entre
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He H.

A expansao do objeto (|z,«(0)|2+ |zr(T)|2) pode ser obtida diretamente da

relacao:

z)* =z +z- & +z" - £+ €. (4.8)

Resta-nos, portanto, determinar o denominador da expressao (4.3) em funcao
da trajetoria real, para resolver definitivamente o propagador diagonal segundo a
aproximacao em questao. O cédlculo deste objeto se encontra no Apéndice B, sendo

que é escrito como:

) exp [—%’ t tr (HZZ(T + )My g+ (1, 0)M5 L. (7,0) + Hape (T + t))]

det[Mz* Z* (T’ 0)] det MZ* Z* (T, 0)]

(4.9)

onde o denominador da expressao (4.3) é representado por det[Mgz«z-(t",t')] =
Mas (8", ¢ )Muyg (", t")—May (t", t')Mys(t", '), sendo os objetos My« 5+ (t", '), Mgz (t", 1),
Hzz(t) e Hzz- (1), matrizes 2x2, definidas segundo as relagoes:

(4.10)
82 (t") 024 (t)
6Zy (t”) _ Mii(tua tl) Mi Z* (t”, tl) 6Zy (tl)
525 (1) M-z (2", ") Mgeg- (", ') 625 (t) |
2 (") 2y (t')

onde H" () é definido de forma andloga aos elementos da matriz (4.6): basta sub-
stituir 8’ por H.

As equagoes (4.5), (4.8) e (4.9) resolvem completamente o médulo do propa-

gador diagonal na vizinhanca de uma 6rbita real em funcao das correcoes &, re-

solvidas pelo método da matriz de monodromia.
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4.2.2 Graficos Polares

Para comparar os resultados obtidos pelos trés métodos apresentados nesta dis-
sertagao, foram construidos alguns graficos para o propagador diagonal nas trés
situagoes, em fungao de trés parametros: z, y, e o angulo 6 entre p, e p,. O pro-

cedimento utilizado para construi-los foi o descrito a seguir.

Para cada grafico fixamos o periodo 7" em um valor préximo de 4,443, e a ener-
gia classica F, definida pelas coordenadas do centro do pacote na hamiltoniana H
(4.2), que mantivemos em 0,5. Definimos entdo um conjunto de pontos (z;y) na
vizinhanga da trajetoria vertical, ou seja, préximos ao eixo x = 0. Esta “grade” de
pontos, como podemos observar nas figuras 4.5 a 4.7, foi obtida segundo a relacao
(x =n-0,08;y = m-0,08), onde m e n sao inteiros, limitada a regiao classicamente
permitida segundo a energia F. Para cada ponto (z;y) desta grade, indicado nos
eixos dos graficos, calculamos o propagador diagonal variando-se o angulo 6 entre
Pz € py. Vale ressaltar que o médulo do momento para cada (z;y) é determinado
em funcao destes pontos e da energia. Note que para um determinado z e y destes
graficos, temos o valor do médulo do propagador somente em fungao de . Para
representar estes resultados, os esbocamos de forma andloga a um grafico polar
centrado no ponto (x;y) dado; o raio é representado pelo médulo do propagador
ao quadrado e ¢ pelo angulo entre p, e p,. Para que os graficos polares nao se
sobrepusessem no plano x — y, reescalamos o valor do médulo do propagador ao
quadrado por um fator que é citado em cada figura. Os valores de # utilizados
foram, em todos os pontos (x;¥), iguais a 10°, 20°, 30°, ..., 360°, embora nas fig-

uras aparentem ser distribuidos mais continuamente.

Para encerrar esta explicacao, explicitamos a situacao dos cinco parametros
citados na secao 1.2.8, para as figuras 4.5 a 4.7: T é dado; z, y sao variaveis;
pe = |p(x,y, E)|cost e p, = |p(z,y, E)|send sao, para um dado (z;y), varidveis

através do parametro 6.
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Figura 4.5: Propagador em funcao de z, y e @ calculado através da utilizacao
de trajetérias complexas: T = 4,4; E = 0,5 e o fator de reescala vale 0,15.
Ressaltamos a existéncia de descontinuidades para os pontos (z = 0,24;y = 0, 24),
(x = —0,24;y = 0,24) entre outros. As duas linhas em forma de parabola limi-
tam a regiao onde os valores do potencial Nelson sao menores que 0,5; é a regiao

classicamente permitida.
Graficos Polares para 1" = 4,4

Na figura 4.5 apresentamos o propagador diagonal calculado através da utilizagao
de trajetorias complexas para um periodo 7' = 4, 4, que é muito proximo do periodo
da trajetoria vertical. Podemos notar que, na medida em que os parametros se dis-
tanciam da trajetéria vertical, o propagador cai rapidamente, comportamento re-
presentado pela diminuicao dos graficos polares, ao afastar-se do eixo v = 0. Estes
graficos polares apresentam uma forma parecida com a do nimero “8” porque o
propagador é maior para a regiao proxima de # = 90° ou 270°, ou seja, préximo

de p, = 0. A explicacao para este formato estd no fato de que, quando p, = 0
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Figura 4.6: Propagador em funcao de z, y e 6. Calculo Quantico. T = 4, 4;
E = 0,5 e o fator de reescala vale 0,15. As duas linhas em forma de parabola
limitam a regiao onde os valores do potencial Nelson sao menores que 0,5; é a

regiao classicamente permitida.

o propagador é calculado para parametros mais préximos da trajetéria vertical.
Quando # = 0° ou 180°, as componentes do momento sao ortogonais as da vertical,

implicando um valor praticamente nulo do propagador para todos os pontos (x,y).

Um ponto interessante é que sobre a trajetoria vertical, ou seja, para x = p, = 0
podemos notar um aumento significativo do propagador para y positivo, o que nao
ocorre para o lado negativo. Ao observarmos com cuidado a figura 3.6, notamos
que este comportamento ja havia se manifestado. Para o limite da regiao classica-
mente permitida, delimitada no grafico pelas duas curvas em forma de parabola,
a energia cinética é zero, de modo que podemos comparar a figura 4.5 com a 3.6.
Esta ultima indica que, para y ~ 40, 5; o valor do propagador ¢é realmente maior

no lado em que y é positivo.

Um aspecto que vale a pena comentar ¢ que, dependendo das larguras do estado
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Figura 4.7: Propagador em funcao de z, y e 6 calculado pela aproximacao de érbita
real: T'=4,4;F = 0,5 e o fator de reescala vale 0,15. As duas linhas em forma
de parabola limitam a regiao onde os valores do potencial Nelson sao menores que

0,5; é a regiao classicamente permitida.

coerente utilizado, este comportamento citado no paragrafo anterior pode até se
inverter; o propagador fica maior para y negativo e vice-versa. Isto pode ser expli-
cado porque a hamiltoniana (3.3) de onde se extrai a trajetéria, varia em funcao
das larguras do pacote, sendo natural que a estabilidade da trajetoria também
varie. Poderiamos fazer algumas hipdteses acerca deste comportamento, exploran-
do o fato do potencial apresentar, em relacao a direcao x, um “relevo” estavel para
y negativo, e instavel para y positivo. Porém a complexidade, ao considerar cada

largura, nao permite nenhuma conclusao.

Na figura 4.5 ainda contamos com outro aspecto curioso. Para os pontos
(x = 0,24;y = 0,24) e (x = —0,24;y = 0,24), entre outros, notamos que 0s
graficos polares apresentam algumas descontinuidades. Porém antes de estuda-las,
apresentaremos os graficos equivalentes ao 4.5 para o calculo quantico e para o

calculo por aproximacao de 6rbita real.
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Figura 4.8: Moédulo do propagador ao quadrado sobre a trajetéria vertical em
funcao de y. Parametros: x = p, = 0 e p, é calculado em funcao de z,p,,y e
E =0,5. O periodo T ¢ especificado no gréafico. O célculo semi analitico foi feito
para T = 4,443, pois o propagador tem solucao analitica para este valor especifico

(vide segao 3.2)

Na figura 4.6 estao os resultados quanticos para o propagador, segundo para-
metros idénticos aos utilizados para a figura 4.5; e na 4.7 estao os resultados onde
foi utilizada a aproximacao de orbita real. Por estas figuras, podemos verificar que
todos os calculos demonstram praticamente os mesmos padroes, o que interpreta-
mos como um bom desempenho das aproximagoes utilizadas, do ponto de vista
qualitativo. Inclusive, uma observacao um pouco mais minuciosa pode levar a con-
clusao de que os resultados obtidos através das trajetérias complexas estao mais
préximos dos resultados quanticos do que os realizados via aproximacao de érbita

real.

Na tentativa de fazer uma analise quantitativa, construimos o grafico 4.8. Nele
esbocamos cinco situacoes para parametros idénticos, exceto T, especificado no
grafico. Salientamos que a curva quantica foi obtida medindo o valor do propa-
gador na propria figura 4.6, pois tinhamos somente ela como fonte de informacao.

Isto acarreta um erro de medida de cerca de 10% que deve ser considerado. Pela
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figura notamos que entre os calculos quanticos e semicldssicos (via trajetérias com-
plexas) temos uma diferenga que é cerca de 20% para os menores valores de y, sendo
que ela diminui para valores maiores de y. Dado que o calculo quantico também
possui uma imprecisao de aproximadamente 10% devido a problemas provenientes
do truncamento da matriz de H [21], confirmamos que a utilizagdo de trajetérias

complexas consiste numa aproximacao para o calculo do propagador.

Um fato interessante que observamos no grafico da figura 4.5 é que a curva
numérica de periodo 7' = 4,4 é maior que a de periodo 7" = 4,443. Em principio
deveriamos obter o contrdrio, ja que no primeiro caso estamos mais distantes da
trajetoria real. Para explicarmos esta situacao voltamos ao estudo dos objetos
envolvidos no cédlculo do propagador. Concluimos que a contribuicao que indica
0 quao complexa é a trajetéria, devendo abaixar o valor do propagador quando
T = 4,4; é anulada pela contribuicao advinda da matriz de monodromia, que neste
caso indica que a estabilidade da trajetéria convergida ¢ maior, subindo entao
o valor do propagador. Tal raciocinio faz sentido pois, ao propagarmos o estado
coerente inicial por um tempo menor numa regiao bastante instavel, como é o caso,
o pacote tem menos tempo para se alargar, aumentando o valor da projecao do
estado final sobre o inicial. A curva da figura 4.8 para T' = 4,5 foi construida para
confirmar esta argumentacao. A diferenca entre o periodo desta e o da trajetoria
vertical é praticamente a mesma para 17" = 4, 4; ou seja, as trajetérias para 1’ = 4,4
e 4,5 devem apresentar “a mesma quantidade de complexidade”. No entanto o
valor do propagador para T" = 4,5 é bem menor. Isto porque o pacote, ao ser

propagado por um tempo maior, se alarga mais, justificando tal comportamento.

Estudo das Descontinuidades da Figura 4.5

Mostramos nas figuras 4.9 e 4.10 algumas trajetérias utilizadas na construcao do
grafico polar centrado em (x = 0,24;y = 0, 24), apresentado na figura 4.5. No lado
esquerdo destas figuras estao as trajetorias utilizadas como tentativa, e no direito,
as trajetorias convergidas pelo método da matriz de monodromia, que sao as que

realmente contribuem para o propagador.

Podemos notar pelas figuras 4.9 e 4.10 que as trajetorias para § = 160° e 180°
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Figura 4.9: Partes reais das trajetorias envolvidas no propagador diagonal, com
parametros x =y = 0,24, T =4,4e £ = 0,5. Sendo que o outro parametro # é in-
dicado em cada trajetoria esbocada. No lado esquerdo apresentamos as trajetorias
utilizadas como tentativa, e no direito, as que de fato contribuem ao propagador.
A trajetéria responsavel pela descontinuidade vislumbrada na figura 4.5 é aquela
com # = 160°.

-0,8 -0,6 -0,4 -0,2 0,0 0,2 04 0,6 08

0,02 - 0,02 1,24

0,01 - 0,01

X, 0,00 f- 0,00

00

-0,01 t-0,01
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-0,02 t-0,02

0=80" =100°

-0,8 -0,6 -0,4 -0,2 0,0 0,2 0,4 0,6 08 -1,2 -0,8 -0,4 0,0 04 0,8 1,2

Figura 4.10: Idem a figura 4.9, para as partes imagindrias das trajetérias. Para
0 = 80° e 100° as trajetérias estao muito proximas da origem e portanto é dificil a

sua visualizagao.

sao muito diferentes das outras, sendo a primeira aquela que leva a descontinuidade
observada em 4.5 (x = 0,24;y = 0,24). Para § = 180°, a trajetéria também pro-
duz uma descontinuidade no valor do propagador que nao conseguimos distinguir
na figura 4.5, para notar esta descontinuidade, observe a figura 4.11. Todas as

trajetérias apresentadas no lado direito das figuras 4.9 e 4.10 foram convergidas
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Figura 4.11: Quantidades fisicas relacionadas as trajetorias contribuintes para
o moédulo do propagador diagonal, em funcao do angulo ¢ entre p, e p,, com
parametros x = y = 0,24, T = 4,4 ¢ E = 0,5. Legenda: H,.. = HSR,
Himag = HSL, Simag = Sty Gimag = G, | K (2%, 2, T?=K2e H(z,y,p.,p,) = HS.

a partir de tentativas que seguem um certo padrao de continuidade (observadas
no lado esquerdo das figuras), mas ao final do processo de convergéncia acabam
descontinuas. Vale ressaltar que as trajetorias que produzem a descontinuidade
possuem as partes imaginarias predominantemente negativas, ao contrario daque-
las que nao produziram tal efeito. Isto parece explicar o fato da parte imaginaria
da agdo S ser muito negativa (figura 4.11), o que implica num aumento no valor do
moédulo do propagador. De fato, existem trajetérias cujas partes imagindrias sejam
predominantemente negativas, sem causar descontinuidades, como por exemplo a
trajetoria para x = 0,4 mostrada na figura 4.3, porém para esta trajetéria a parte
imagindaria de S nao é tao negativa, como observamos na figura 4.4. Aparentemente
esta argumentacao baseada na parte imaginaria de S parece garantir a explica¢ao
para as descontinuidades observadas, no entanto nao consideramos este problema
definitivamente resolvido. Salientamos que as trajetorias de fato existem; satis-
fazem as condicoes de contorno e as equacoes de movimento, mas consideraremos
que tais trajetérias nao devem ser validas, sendo que nao sabemos ainda como
formalizar esta exclusao. Acreditamos que, ao estudar com mais cuidado a apro-

ximacao de fase estacionaria, poderemos encontrar a resposta para este problema.
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Figura 4.12: Partes reais das trajetérias envolvidas no propagador diagonal, com
parametros x = y = 0, T = 4,4 e F = 0,5. Sendo que o outro parametro 6
¢ indicado em cada trajetéria esbocada. No lado esquerdo apresentamos as tra-
jetorias utilizadas como tentativa, e, no direito, as que de fato contribuem para o
propagador.
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Figura 4.13: Idem a figura 4.12, para as partes imagindarias das trajetorias.

Supomos que estas trajetorias sao as nao garantidas pelo método de fase esta-
ciondria, utilizado na aproximacgao do propagador. Ou seja, estas trajetorias se
encontrariam entre os pontos do espaco de fase excluidos pelo contorno da integral.
Existe também a possibilidade destas descontinuidades serem anuladas, ao consi-
derar outras trajetorias que satisfacam as mesmas condigoes de contorno, ja que

devem existir muitas trajetorias nestas condigoes.

Na figura 4.11 apresentamos o valor das quantidades fisicas calculadas a partir
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Figura 4.14: Idem a figura 4.11, exceto pelos parametros = e y que aqui valem 0.

das trajetérias relacionadas ao grafico polar centrado em (z = 0,24;y = 0,24) da
figura 4.5. Entre estas trajetorias incluem-se aquelas esbocadas em 4.9 e 4.10. Por
esta figura notamos que todas as quantidades sao descontinuas para as trajetorias

onde 6 = 160° e 180°, o que causa um aumento inesperado no valor do propagador.

Por completeza apresentamos nas figuras 4.9 e 4.10 as trajetérias utilizadas, ao
resolvermos o propagador do grafico polar centrado em x = 0; y = 0 da figura 4.5.
As grandezas fisicas relacionadas a este grafico polar sao esbocadas em 4.14. Nossa
intencao, ao expor estas figuras, é ilustrar as trajetorias para um caso onde nao

haja descontinuidades.

Gréficos Polares para T'=4,2 e T = 4,6

Até agora estudamos o propagador diagonal para um periodo 7" muito préximo
ao da trajetoria vertical. Pretendemos nesta parte apresentar os graficos polares
andlogos aos esbocados nas figuras 4.5 a 4.7 com uma tunica diferenca; o tempo 7T’
de evolucao do estado inicial serd um pouco mais distante de 7' = mv/2 em relacio

ao que era naquela ocasiao (T = 4,4).
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Figura 4.15: Propagador em funcao de x, y e 0 calculado através da utilizagao
de trajetérias complexas: T = 4,2; E = 0,5 e o fator de reescala vale 0,15.
Ressaltamos a existéncia de descontinuidades para os pontos (z = 0,24;y = 0, 24),
(x = —=0,24;y = 0,24) entre outros.

Comecaremos entao pela apresentacao da figura 4.15. Nela estao os resulta-
dos do propagador calculados através da utilizacao das trajetérias complexas para
T = 4,2. Ao compararmos este grafico com o apresentado na figura 4.5, pode-
mos notar claramente que os graficos polares (os “8’s”) reduziram o seu tamanho,
como ja esperavamos. Para este periodo, as trajetorias que contribuem para o
propagador ja estao consideravelmente complexas, o que abaixa o valor deste ob-
jeto. Neste ponto podemos voltar a discussao realizada em torno da figura 4.8,
afinal o periodo diminuiu em relagao ao da figura 4.5, implicando que o termo que
contém os elementos da matriz de monodromia deveria contribuir positivamente
ao propagador. De fato este comportamento pode até acontecer, mas certamente
o periodo adotado é suficientemente distante da trajetoria real de modo que a con-
tribuicao das partes imagindrias da trajetéria sao suficientes para anula-lo e ainda

abaixar o valor do propagador. Voltaremos a este assunto, quando compararmos o
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Figura 4.16: Propagador em funcao de z, y e #. Calculo Quantico: T = 4,2;

E =10,5 e o fator de reescala vale 0,15.
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Figura 4.17: Propagador em funcao de x, y e 6 calculado pela aproximacao de
orbita real: T'=4,2; E = 0,5 e o fator de reescala vale 0,15.
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Figura 4.18: Propagador em funcao de x, y e 0 calculado através da utilizacao
de trajetérias complexas: T = 4,6; E = 0,5 e o fator de reescala vale 0,15.
Ressaltamos a existéncia de descontinuidades para os pontos (z = 0,24;y = 0, 24),
(x = —0,24;y = 0,24) entre outros.

propagador para 7" = 4,6. Na figura 4.15 ainda podemos notar descontinuidades
semelhantes as encontradas em 4.5, entretanto consideramos suficiente a discussao

ja realizada e desta vez nao entraremos em detalhes.

Observando as figuras 4.16 e 4.17, onde é apresentado, respectivamente, o
calculo quantico e o semiclassico por aproximacao de 6rbita real, concluimos que
os resultados concordam muito bem entre si, como ocorrera para 1" = 4,4. Nova-
mente notamos uma maior semelhanca entre os resultados por érbitas complexas
e 0 quantico, em relacao a comparacao entre o quantico e o por aproximacao de
orbita real. Para os resultados onde T = 4,6, que sao apresentados nas figuras
4.18 a 4.20, também observamos uma boa concordancia entre os trés calculos. Mas
para este periodo nao é claro que a utilizacao de orbitas complexas proporciona

uma concordancia melhor com célculo quantico, em comparacao a aproximacao por
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Figura 4.19: Propagador em funcao de x, y e . Calculo Quantico: T = 4,6;

E =0,5 e o fator de reescala vale 0,15.

0.5

Y 0.0

—0.5-

E=05 T=460 F=015 semiclassical

-1.0 T T T T T -1.0
-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

Figura 4.20: Propagador em funcao de x, y e 6 calculado pela aproximacao de
Orbita real: T'=4,6; E = 0,5 e o fator de reescala vale 0,15.
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Orbita real.

Discutiremos agora uma comparacgao entre os resultados obtidos para T = 4, 2
e 4,6. Note que o primeiro caso é aproximadamente uma vez e meia mais distante
da trajetoria real do que o segundo, ou seja, a diferenca para os periodos utilizados
na figura 4.15 e na 4.18, em relagdo ao da trajetéria vertical, é respectivamente,
0,243(~ 1,5-0,157) e 0,157. Seguindo este raciocinio os graficos polares da figura
4.15 deveriam ser bem menores ao da 4.18. Entretanto eles possuem aproximada-
mente o mesmo tamanho. Para justificar este fato devemos voltar a considerar a
estabilidade das duas trajetorias; para T = 4,2 o pacote de onda é propagado por
um tempo menor do que para 7" = 4,5; fazendo com que este espalhe menos e

aumente a sobreposicao com o pacote inicial.

4.3 Graficos Polares para Energias Diferentes

Nesta parte da dissertacao apresentaremos dois resultados que sao mostrados nos
graficos das figuras 4.21 e 4.22. Agora nao pretendemos mais compara-los a resul-
tados quanticos, mas somente confirmar o fato de que, quanto maior a energia e
portanto maior a instabilidade das trajetérias, menor o valor do propagador diago-
nal. Para isso, construimos graficos andlogos ao da figura 4.5, com a diferenca que
fixamos o valor da energia em 0,3 e 0,7 respectivamente, sendo o periodo 7" fixo em
4,443.

Nas figuras 4.21 e 4.22 temos o propagador diagonal para energia fixa em 0,3 e
0,7 respectivamente. Uma observacao desatenta poderia levar a conclusao de que
os dois resultados nao apresentam grande diferenca entre si e entre os resultados
apresentados anteriormente (figuras 4.5, 4.7 e 4.6). Mas note que existe uma difer-
enca no fator de escala das figuras. Para 4.21, o propagador desenhado na figura
¢ somente 10% do seu valor real, ou seja, o fator de escala é igual a 0,1, enquanto
que para a figura 4.22 o fator vale 0,2. Se os dois gréficos fossem colocados em uma
mesma escala, notariamos com uma maior facilidade que, para a energia menor
(0,3), o propagador é aproximadamente o dobro do que para energia igual a 0,7;

sendo que nas outras figuras os valores dos propagadores possuem valores inter-
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Figura 4.21: Propagador em funcao de z, y e 6 calculado pelo método das tra-

jetorias complexas: T'=4,443; E =0,3
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Figura 4.22: Propagador em funcao de z, y e 6 calculado pelo método das tra-

jetorias complexas: T'=4,443; E = 0,7
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Figura 4.23: Modédulo do propagador diagonal ao quadrado em funcao x e p,.

Parametros: T = 4,443, y = 0 e p, calculado em funcao das varidveis z, p, e
das constantes, y = 0 e energia £ = 0, 5.

medidrios. Isto corrobora a discussao ja realizada, onde relaciondvamos energia e
estabilidade do sistema ao valor do propagador.

Ressaltamos que nas figuras 4.21 e 4.22 as regides classicamente permitidas sao

diferentes, ja que elas sao definidas pelo valor da energia, que sao diferentes.

4.4 Propagador em Funcao das Coordenadas do

Espaco de Fase = — p,

O dltimo resultado que apresentamos encontra-se na figura 4.23 e é construido
da seguinte maneira. Fixamos a energia em F = 0,5 e o periodo T" = 4,443.
Calculamos entao o propagador para uma grade de pontos x, p, na vizinhanca da
origem deste plano. O parametro p, é previamente determinado pois é funcao de
E, z, p, ey, sendo que o ultimo foi fixado em 0. Mais uma vez fica claro o rapido

decaimento, apartir do afastamento da trajetéria vertical, que naquele grafico é
representada pelo unico ponto x = p, = 0.
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Capitulo 5
Comentarios Finais

Comentaremos aqui este trabalho de Mestrado de uma forma geral, apresentando

algumas conclusoes e perspectivas para trabalhos futuros.

O propagador na representacao de estados coerentes K (ZEFN)’ Z(0), T) = (z(v)|
e HT/h 7)), quando aproximado segundo o método de fase estaciondria, é es-
H z>,
que conectam z(g) a z{yy num tempo T, e que podem estar num espago de fase

crito como uma expansao em torno de trajetorias classicas, regidas p0r<z

complexo. Esta é a primeira contribuicao ao céalculo do propagador semicléssico;
quanto mais proximas de um espaco de fase real estiverem as trajetorias, maior serd
a contribuicao para o calculo do propagador e vice-versa. Entretanto nao é somente
esta condicao que influi no propagador semiclassico. Ao considerarmos as correcgoes
em segunda ordem na aproximagcao de fase estaciondria, encontramos uma segunda
contribuicao que esta relacionada a estabilidade desta trajetéria classica: quanto
mais estavel ela for, maior é o valor do propagador e vice-versa. Tendo em vista
estes dois aspectos, explicamos qualitativamente quase todos os resultados obti-
dos. Mas note que do ponto de vista da Mecanica Quantica, nao podemos fazer
uso destes argumentos para explicar os resultados obtidos. Para explica-los, deve-
mos considerar as caracteristicas das funcoes de onda e niveis de energia envolvidos.
Lembramos que é esta a nossa motivacao inicial; através do propagador semicléassico
obter informacoes acerca do sistema quantico, interpretando-o via comportamento
classico. Esta relacao entre quantico e classico pode ser dada através das érbitas

periddicas, como na Formula do Traco de Gutzwiller.
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Um ponto de grande importancia é que os resultados do propagador diagonal
calculados através de trajetorias complexas concordaram muito bem com os resul-
tados quanticos e com os obtidos através da aproximacao por orbita real. Ja que
esta aproximagcao por orbita complexa demonstrou-se satisfatoria, pelo menos para
os casos estudados, pretendemos estender nossos estudos as regioes onde a aproxi-
macao por érbita real nao funcionou. E o caso onde o propagador é calculado na
vizinhanca de duas ou mais trajetorias reais, de modo que a contribuicao de todas
as orbitas devem ser incluidas. O que acontece é que na aproximacgao por érbita
real nao ha uma “receita” para incluir satisfatoriamente todas elas, e a contribuicao
devido a interferéncia entre as trajetorias nao é bem calculada nesta aproximacao.
Com o uso das trajetorias complexas, esperamos que a fase da contribuicao de cada

uma delas garanta um termo valido de interferéncia.

Quanto as descontinuidades encontradas, pretendemos ainda tentar entendé-las
melhor. Em principio desconsideraremos as 6rbitas que fornecam comportamentos
descontinuos, mas, sendo possivel, estudaremos melhor este problema, na tentativa
de encontrar algumas restrigoes as trajetorias classicas complexas que eliminem

formalmente tais Orbitas.

Gostariamos de ressaltar também um fato que, apesar de nao ter sido ainda
documentado nesta dissertacao, merece ser destacado. A questao é que, ao alterar-
mos as larguras dos estados coerentes envolvidos no propagador, mantendo o valor
de h, podemos mudar bastante os padroes dos resultados obtidos. O fato é que tal
alteracao influi diretamente nas trajetérias utilizadas para o cdlculo. A hamiltoni-
ana que as governa (lfl ) é fungao das larguras dos estados coerentes, produzindo

trajetérias diferentes para larguras diferentes.

Enfim, destacamos que futuramente pretendemos aplicar a aproximacao semi-

classica do propagador a problemas de espalhamento.
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Apéndice A
As Duas Hamiltonianas H e H

Para um hamiltoniano bidimensional da forma:

X P2 1 . P2 o1 .. NN
H=-2+-02X? Yo ZPY? W(X,Y
<2+2w$ >+<2+2wy +W(X)Y) ,

onde W(X,Y) é um termo nao harmonico, podemos escrever a sua média em

~

estados coerentes ﬁ = <z H z> Ccomo:

~ 1 1
H:H+§hwz+§hwy+[W(I,y) —W(l‘,y)] ) (Al)

onde:

2 2
[Pz I 59 Py 1 55
H_<?+ wmx>+<5+§wyy + W(z,y) ,

W

2
e W é a funcao suavizada <z z>, que pode ser escrita na representacao de

coordenadas como:

2 2
1 rgo - '~ 1o
W(x’y):ﬂbb /dxdy exp [—( 5 ) _(yb y) ]W(x,y) :
Yy T Y

Para calcularmos W—W , é conveniente escrevermos YV numa forma alternativa:

1 !/ ! x,2 yl2 ! !
W(I’y):ﬂbb /dxdyexp S ) W+ y+y) .
7y T Y

Se a funcao W varia lentamente em relagao a escala de b, e b,, podemos expandi-

la em tormo de z e y, como uma fungao de x' e y':
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W(r+a'y+y) ~ W@uﬁ+f%g+y%g+
1 /282W 1o W /282W
— 2
2 (x Ox? tery Ox0y +y oy? |’

sendo que a partir desta equacao calculamos diretamente o valor:

82W>

W@w%”ﬂ%@ﬁi(

Substituindo este valor na equagao (A.1) e mudando de varidveis, escrevemos:

- 1( O*H 0*H > , (A.9)

H(u,v) = H(u,v) ~ 2 \ du,ov, + du, 0v,

onde lembramos que esta relacao ¢ valida somente no limite de b, e b,, tendendo a

zero, que é equivalente a i — 0.
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Apéndice B

Expansao do Objeto A em Funcao
da Orbita Real

Por conveniéncia, utilizaremos neste apéndice a notacao definida pelas relagoes
(1.34). Podemos entao escrever as equagoes de movimento (1.40) para a trajetéria

real z como:

= H

X1 0 0O 1 0 %1

- H

S~ h H ’

3 i

X4 0 —-10 0 A
— ~ g 7 ———

z(t) J VH(t)

A equacao (1.41), que descreve os pequenos deslocamentos em relagao a esta

trajetoria, tem a forma:

&1(t) Hi1t Hiz Hiz Hia €1(t)
f:Z(t) _ _%‘ ] Ho1 Hoo Hzz Hoa §a(t) (B2)
&s(t) Hz1r Hzz Hzz Haa &3(t)
€u(t) Har Haz Haz Haa €a(t)
A — ~ ~ 7 N\ ~ "

£(t) H (1) £(t)
O objeto que queremos calcular é a matriz M(7+t), que é definida pela equacao:

E(T+1t) = M(1 +t)€(0) .
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Expandindo a grandeza £(7 + t), em torno da trajetdria real, até a primeira

ordem em ¢, obtemos:

E(T+1) =E(1) +tE(T) + O?). (B.3)

Sendo que z é uma trajetéria periédica de periodo 7, é vélida a relacio H (1)

= 7—[”(0), de modo que a equagao (B.2) pode ser escrita como:

i

§(r) = =3 JH"(0) M(r) £(0), (B.4)

de forma que a equacdo (B.3) fica igual a:

E(r+1) = M(7) £(0) + —1 1 TH"(0) M(r) £(0)+

Por esta equacao podemos concluir diretamente que:
M(r + 1) = (1 . JH”(O)) M(r).

Para continuar resolvendo o denominador do objeto A, reescreveremos os obje-

tos H' (t) e M(t) de uma maneira mais conveniente:

v Haz(t)  Haze(t) [ Mza(t)  Mza-(2)
H (t) = (Hz*z(t) oo (1) ) e M) = (Mz*z(t) My (1) ) :

de modo que o denominador de A, calculado préximo a trajetéria real, possa ser

escrito como:

Mas (¢ + 7)Myg(t + 7) — Mag(t + 7)Maz (¢ + 7) = det[Mye - (£ +7)].

Temos somente que calcular det[Mg-5-(t + 7,0)]. Para isso note que vale a
relacao:

(I#H" (1 +OM(7)) . = ~Haalr + M

zZ" Z

NI
N
S
|
*
NI
NI
3
_|_
=
=
NI
S

o que implica:
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K

Ie N

MZ* Z* (t + T) =1 + % t (%zz(’r + t)Mz 7% (T)Mz_*li* (T) + Hi Z* (T + t)) MZ* Z* (T) .

(B.5)

Portanto, o resultado final fica:

Aot My - (4 7)] = det My e (7)] exp [ 1111 ()],

onde K é definido pela equagao (B.5).
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Lista de Figuras

1.1

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

Espaco de fase arbitrario. Representamos a tnica trajetoria classica
determinada pela evolucao temporal do estado (r(g, pr (o), t = 0),
enfatizando a inexisténcia de uma 6rbita que o conectasse a pontos

fora da trajetdria classica, como por exemplo (r7, p, 7, t =7).

Potencial Nelson em uma visao tridimensional. Para x = 0 temos
exatamente o potencial de um oscilador harmonico simples. . . . . .
Secao de Poincaré (z —p,) para energia igual a 0,05. A direita temos
a dindmica gerada pelo potencial Nelson na sua forma original (3.1),
e a esquerda em sua forma suavizada (3.3). Para esta energia os
potenciais ainda apresentam um regime de bastante regularidade.

Idem a figura 3.2 para energia igual a 0,1. Neste caso a energia é
duas vezes maior do que a utilizada na figura anterior, e ja temos
um regime em que existem poucas regioes de regularidade. . . . . .
Idem a figura 3.2 para energia igual a 0,5. O regime obtido para esta
energia ¢ totalmente cadtico para os dois potenciais. . . . . . . . ..
Curvas de nivel para o potencial Nelson. Para x = 0 temos exata-
mente o potencial de um oscilador harmonico simples, onde aparece
a trajetéoria vertical. . . . . . . . . ... L L
Médulo do propagador ao quadrado para pontos sobre a trajetoria
vertical com energia cinética inicial igual a zero, em funcao de y
(r =p, =py, =0eT =4,443). Note que nao ha diferenca entre o
calculo semi-analitico (representado pelo simbolo +) e o totalmente
NUMErico (0). . . . . oo
Médulo do propagador ao quadrado para pontos sobre a trajetoria

vertical, em funcdode y e p, (x =p, =0e T =4,443). . .. ...
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4.1

4.2

4.3

4.4

Médulo do propagador diagonal ao quadrado para pontos deslocados
da trajetoria vertical, em funcao da posicao do centro do estado
coerente v ey (py =p, =0eT =4,443). . . ... ... ... ...
Partes reais das trajetorias envolvidas no propagador diagonal. O
grafico do lado esquerdo foi construido com parametros y = 0,5,
Py =Pz =0 eT = 4,443, e v especificado na figura. Trata-se de um
corte na regiao onde existe a ramificacao mostrada pela figura 4.1;
para o parametro x variando de 0 até 0,375, as trajetérias seguem
continuamente o padrao existente no canto esquerdo deste grafico,
e, para valores acima deste, elas seguem o padrao existente no canto
direito. O gréfico do lado direito foi construido com parametros
y = —0,5 p, = p, = 0eT = 4,443, onde nao existe a citada

ramificacao; neste caso as trajetérias seguiram sempre um mesmo

Partes imagindrias das trajetérias envolvidas no propagador diag-
onal. O grafico do lado esquerdo foi construido com parametros
y=20,5 p, =p, = 0eT = 4,443, e z especificado na figura. E
o grafico do lado direito com parametros y = —0,5, p, = p, =0 e
T = 4,443. Para estes graficos valem os mesmos comentarios real-
izados para a figura 4.2. Um ponto que merece ser acrescentado é o
fato das trajetdrias imagindrias para y = 0, 5 serem grandes quando
x = 0,4 (onde temos a descotinuidade), e, na medida em que au-
mentamos x até 1,5, o tamanho das trajetérias passa por um minimo
proximo de x igual a 0,9. Depois deste valor as partes imagindrias
das trajetorias voltam a aumentar, seguindo um padrao diferente.

Quantidades fisicas relacionadas as trajetorias contribuintes para
o moédulo do propagador diagonal, em funcao da posicao x, com
parametros y = 0,5, p, = p, = 0 e T' = 4,443. Legenda: Hyosl =
HSR, Himag = HSIL, Simag = S1, Gimag = C1, |K (2,2, T))? = K? e

H(z,y,pepy) =HS. o000
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4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

4.10

Propagador em funcao de z, y e # calculado através da utilizagao de
trajetorias complexas: T = 4,4; E = 0,5 e o fator de reescala vale
0,15. Ressaltamos a existéncia de descontinuidades para os pontos
(x = 0,24;y = 0,24), (x = —0,24;y = 0,24) entre outros. As
duas linhas em forma de parabola limitam a regiao onde os valores
do potencial Nelson sao menores que 0,5; é a regiao classicamente
permitida. . . . . ...
Propagador em funcao de z, y e 6. Calculo Quantico. T = 4,4,
E =0,5 e o fator de reescala vale 0,15. As duas linhas em forma de
parabola limitam a regiao onde os valores do potencial Nelson sao
menores que 0,5; é a regiao classicamente permitida. . . . .. . ..
Propagador em funcao de z, y e 6 calculado pela aproximacao de
6rbita real: T = 4,4;F = 0,5 e o fator de reescala vale 0,15. As
duas linhas em forma de parabola limitam a regiao onde os valores
do potencial Nelson sao menores que 0,5; é a regiao classicamente
permitida. . . . . ...
Médulo do propagador ao quadrado sobre a trajetoria vertical em
fungao de y. Parametros: v = p, = 0 e p, ¢é calculado em funcao
de z,p,,y e E = 0,5. O periodo T ¢é especificado no grafico. O
calculo semi analitico foi feito para 17" = 4,443, pois o propagador
tem solugao analitica para este valor especifico (vide se¢ao 3.2) . . .
Partes reais das trajetorias envolvidas no propagador diagonal, com
parametros * = y = 0,24, T = 4,4 ¢ E = 0,5. Sendo que o
outro parametro 6 é indicado em cada trajetéria esbocada. No lado
esquerdo apresentamos as trajetérias utilizadas como tentativa, e
no direito, as que de fato contribuem ao propagador. A trajetéria
responsavel pela descontinuidade vislumbrada na figura 4.5 é aquela
com @ =160° . . . . . .. ..
Idem a figura 4.9, para as partes imagindrias das trajetorias. Para
6 = 80° e 100° as trajetorias estao muito préoximas da origem e

portanto é dificil a sua visualizacao. . . . . . . ... ... .. ...
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4.11

4.12

4.13
4.14
4.15

4.16

4.17

4.18

4.19

4.20

4.21

4.22

Quantidades fisicas relacionadas as trajetérias contribuintes para o
moédulo do propagador diagonal, em fungao do angulo 6 entre p, e
Py, com parametros + = y = 0,24, T' = 4,4 e E = 0,5. Legenda:
Hyoat = HSR, Himag = HSL, Simag = S1, Gimag = 1, |K (2%, 2, T)|” =
K2 e H(z,y,pspy) =HS. 0 oo oo
Partes reais das trajetorias envolvidas no propagador diagonal, com
parametros x =y = 0, T = 4,4 e F = 0,5. Sendo que o outro
parametro # é indicado em cada trajetoéria esbocada. No lado es-
querdo apresentamos as trajetorias utilizadas como tentativa, e, no
direito, as que de fato contribuem para o propagador. . . . .. ..
Idem a figura 4.12, para as partes imagindarias das trajetérias.

Idem a figura 4.11, exceto pelos parametros x e y que aqui valem 0.
Propagador em funcao de z, y e # calculado através da utilizacao de
trajetorias complexas: T = 4,2; EF = 0,5 e o fator de reescala vale
0,15. Ressaltamos a existéncia de descontinuidades para os pontos
(x=0,24;y =0,24), (x = —0,24;y = 0,24) entre outros. . . .. .
Propagador em funcao de =, y e . Calculo Quantico: T = 4,2;
E =0,5 e o fator de reescala vale 0,15. . . . . . .. ... ... ..
Propagador em funcao de x, y e 6 calculado pela aproximacao de
orbita real: T'=4,2; E = 0,5 e o fator de reescala vale 0,15.
Propagador em funcao de z, y e # calculado através da utilizacao de
trajetorias complexas: T = 4,6; EF = 0,5 e o fator de reescala vale
0,15. Ressaltamos a existéncia de descontinuidades para os pontos
(x=0,24;y =0,24), (x = —0,24;y = 0,24) entre outros. . . .. .
Propagador em funcao de =, y e . Calculo Quantico: T = 4,6;
E =10,5 e o fator de reescala vale 0,15. . . . .. ... ... ....
Propagador em funcao de x, y e 6 calculado pela aproximacao de
Orbita real: T'=4,6; E = 0,5 e o fator de reescala vale 0,15.
Propagador em funcao de z, y e 6 calculado pelo método das tra-
jetorias complexas: T'=4,443; E=0,3 . .. ... ... .. ....
Propagador em funcao de x, y e 6 calculado pelo método das tra-

jetorias complexas: T'=4,443; E=0,7 . . . .. . ... ... ...
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4.23 Médulo do propagador diagonal ao quadrado em funcao x e p,.
Parametros: T' = 4,443, y = 0 e p, calculado em funcao das varidveis

x, py e das constantes, y = 0 e energia £ =0,5. . .. ... ... ..
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