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“Olho o ovo na cozinha com aten¢do
superficial para ndo quebrd-lo. Tomo o
maior cuidado de ndo entendé-lo. Sendo
impossivel entendé-lo, sei que se eu o
entender é porque estou errado. Entender
é a prova do erro.”

(Carice Lispector, O Ovo e a Galinha)



Resumo

Investigamos a existéncia de dissipacao de energia induzida por caos do ponto
de vista da Mecénica Quantica. Para isso, analisamos o comportamento de um
oscilador harmébnico acoplado ao sistema de baixa dimensionalidade
conhecido como Nelson. Observamos a evolug¢ao temporal de um pacote de
ondas, tomando o trago nas variaveis do sistema cadtico, e as energias médias
de casa subsistema. Os resultados numéricos mostram um atraso na evolugcao
do pacote compativel com o teorema adiabatico. Embora nao haja evidéncias
conclusivas de dissipacdo, observamos oscilagdes na energia média do
oscilador caracteristicas do processo difusivo.



Abstract

We investigate the existence of energy dissipation induced by chaos from the
quantum mechanical point of view. We study the behavior of a harmonic
oscillator coupled to a low dimensional chaotic system known as Nelson. We
look at the time evolution of a wave packet tracing out the coordinates of the
chaotic system. We also look at average energies of each sub-system. The
numerical results show a delay in the time evolution of the packet compatible
with the adiabatic theorem. Although there are no strong evidences of
dissipation, we observe oscillations in the average energy of the harmonic
oscillator which are characteristic of diffusive processes.



Indice

1 Introducao

2 O Teorema Adiabdtico
2.1 Introducao . . . . . . . . .
2.2 O Teorema Adiabatico em Mecénica Cldssica . . . . . . . .. .. .. ...
2.2.1 Sistemas unidimensionais . . . . . . . ... ... ...
2.2.2 Sistemas multidimensionais . . . . . . ... ... ... ...,
2.2.3 Precisao da Invariancia Adiabatica e os Casos Intermediarios.

2.3 O Teorema Adiabatico Quantico . . . . . . . . . . .. ... ... .....

3 Os Trabalhos de Wilkinson, Berry, Robbins, Carvalho e Aguiar
3.1 Dissipagao por Osciladores Idénticos . . . . . .. .. ... ... .. ...
3.2 Reacgao Adiabdtica Cadtica Cléssica e “Meio - Clédssica” . . . . . . . . ..
3.2.1 Sistema rdapido classico . . . . . ... ... L L
3.2.2 Sistema rdpido quantico . . . . ... ..o

3.3 Caos Clédssico Como Um Ambiente Para a Dissipacao . . . . . . ... ..

4 O Potencial Nelson
4.1 A Forma do Potencial . . ... ... .. ... ... ... ... ......
4.2 Densidade e Nimero de Niveis . . . . . . . ... ... ... ... ...
4.3 Diagonalizacao do Hamiltoniano Nelson . . . . . . . ... .. ... .. ..

4.3.1 Oselementosdematriz . . . . . . . . . . ..

X

© oo o ot W,

13
14

17
17
19
20
25
27



4.3.2 O cdlculo numérico . . . . . . ... 38

4.4 Resultados Numéricos . . . . . . . . . . . 39

5 O Oscilador Harmoénico Acoplado ao Nelson: Trés Graus de Liberdade 49

5.1 Densidade e Nimero de Niveis . . . . . . .. .. ... ... ... ..... 50
5.2 Os Elementos de Matriz . . . . . .. ... .. ... ... 53
5.3 O Calculo Numérico . . . . . . . . . . . o 57
5.4 Resultados Numéricos . . . . . . . . . . .. . oo 57

6 Evolucao Temporal de um Pacote 61
6.1 Evolugao Temporal do Pacote . . . . . ... .. ... ... ... ..... 64
6.2 As Energias Médias . . . . . ... ..o 65
6.2.1 A energia do oscilador harménico . . . . ... ... ... ... .. 65

6.2.2 AenergiadoNelson . ... ... ... ... ... .. ... ... 66

6.2.3 A energia de interagdo . . . . . . .. ... 67

6.2.4 A energia renormalizada do oscilador harménico . . . . . . . . .. 68

6.3 Resultados Numéricos . . . . . . . . . . .. . oL 70
6.3.1 Evolucao temporal do pacote . . . . .. .. ... 70

6.3.2 Asenergiasmédias . . . . . ... .. 75

7 Conclusoes 81



xi



Capitulo 1

Introducao

A dissipacao — transformacao irreversivel de trabalho em calor — é geralmente associada
a transferéncia de energia de um sistema macroscépico de poucos graus de liberdade para
um reservatorio térmico — um sistema de muitos graus de liberdade , os quais podem
ser associados a particulas (ou quase-particulas) microscépicas. Esse reservatorio térmico
pode ser, por exemplo, um banho de osciladores harmonicos fracamente acoplados, com
distribuigao continua de freqiiéncias, como estudado por Caldeira e Leggett [1, 2], ou
um banho de particulas idénticas e independentes, podendo ter dindmica arbitraria. O
primeiro modelo é adequado quando os graus de liberdade microscépios sdo bésons (como
atomos em uma rede, etc) enquanto que o segundo é um modelo para férmions (elétrons,
por exemplo) a baixa temperatura.

Nesse trabalho estudamos o processo de dissipagao de energia utilizando um modelo
que difere dos citados acima principalmente porque o nosso “reservatério” nao é um
sistema com muitos graus de liberdade microscépicos, mas um sistema caético com apenas
dois graus de liberdade, conforme proposto por Wilkinson-Berry-Robbins [3, 4]. Neste
formalismo o sistema de interesse (ainda com poucos graus de liberdade) é lento e é
fracamente acoplado a um sistema caético rdpido, também de baixa dimensionalidade.
Estudamos o formalismo de Wilkinson-Berry-Robbins do ponto de vista quantico, através

do acoplamento de um sistema unidimensional lento ao hamiltoniano para o potencial



Nelson (o qual seré apresentado detalhadamente no capitulo 4), seguindo o que foi feito
classicamente por Tulio O. de Carvalho e Marcus A. M. de Aguiar [5, 6]. O sistema lento

por eles utilizado teve a forma

2

H, —%—1—72' + 72t (1.1)

onde foi tomado w = 0 e 7 < 1 para o sistema ser lento. O sistema cadtico, Nelson, tem

a forma

2
Pz Py B oo z?
Hy = — 1.2
N 2+2+2x+(y 2) (1.2)

com p = 0.1. O acoplamente por eles escolhido foi
H; = \zxz. (1.3)

O Nelson apresenta um comportamento especial: ele é regular para energias menores que
aproximadamente 0.03, fortemente cadtico para energias superiores a aproximadamente
0.1 e misto para energias intermedidrias.

Nos optamos, por simplicidade, por um oscilador harménico como sistema lento

PQ w? 2
H, ==+ — 14

com w = 0.25 e por um acoplamento da forma

2
H; = )\z (y—%)

que preserva a simetria em z, existente no Nelson, e a dependéncia com o termo (y — 2%/2).

Apontamos acima a necessidade de que o movimento do sistema de interesse seja
lento em relacao ao outro. Caso isso nao ocorra, enquanto o sistema lento descreve
um perfodo, o sistema cadtico descreve uma pequena trajetéria, que nao poderd, nesse

intervalo de tempo, ser diferenciada de um trecho de érbita periédica descrita por um



sistema regular. Por outro lado, sendo satisfeita essa condi¢ao, durante um periodo do
sistema de interesse o outro sistema percorre boa parte de sua superficie de energia.
revelando sua ergodicidade. E, ento, justamente esta a condicio para que um sistema
com poucas dimensoes funcione como um “reservatorio”: que durante um perfodo do
sistema de interesse o outro seja mais rapido o suficiente para percorrer a superficie
de energia, como ocorre num reservatorio convencional. Sob tais condicoes, se aplica o
Teorema Adiabdtico, que é de grande utilidade para o desenvolvimento desse trabalho e
serd apresentado no préximo capitulo.

A motivacao para esta pesquisa vem, em primeiro lugar, do fato de resultados ligados
a dissipacao serem sempre de interesse, nao sé teérico mas também para eventuais apli-
cagoes que possam surgir guiadas pelos trabalhos tedricos. Nesse sentido, a abordagem
diferente e pouco explorada feita nos trabalhos mencionados acima desperta o interesse.
Como jé foi estudado o caso clédssico analiticamente por Wilkinson, Berry e Robbins e
numericamente por Carvalho e Aguiar, coube-nos avaliar o problema semelhante ao es-
tudado por esse iltimo, também com base na andlise numérica de um caso particular,
mas do ponto de vista quéantico.

O ponto principal do nosso trabalho foi verificar a existéncia ou nao de dissipacao
quantica induzida por caos. Berry e Robbins mostraram que, em primeira ordem no
parametro que mede a adiabaticidade nao h& dissipacao quando o sistema cadtico é
quantico, embora haja no caso em que esse sistema ¢é clédssico. Tivemos o intuito de
verificar se em uma situacao nao perfeitamente adiabdtica algum efeito é observado.
Para estudar a dindmica do sistema lento sujeito ao acoplamento cadtico, faremos a
evolucao temporal de um estado inicial dado pelo produto de um estado coerente do
sistema lento com um autoestado do cadtico. Tomando o trago nas varidveis cadticas
podemos observar a evolucao do pacote de onda projetado nas coordenadas do sistema
lento. Também foi estudado o comportamento dos valores médios das energias de cada
subsistema em funcao do tempo.

Organizamos esta dissertagao da seguinte forma: primeiramente faremos uma ex-



posicao da teoria envolvida, comecando pelo ja citado Teorema Adiabdatico e partindo
em seguida para os trabalhos anteriores, também j& citados, e que sao de relevancia para
a pesquisa aqui desenvolvida. Nos capitulos posteriores, faremos uma apresentacao do
sistema rapido que utilizamos: o Nelson. Em seguida, introduziremos o acoplamento com
o oscilador harmoénico e discutiremos os célculos numéricos, tais como a diagonalizacao
da matriz hamiltoniana envolvida. No capitulo seguinte focaremos na parte central do
trabalho: a evolugao temporal de um pacote de ondas, que deve revelar como se d4a a

troca de energia entre os dois sistemas. No tltimo capitulo apresentaremos as conclusoes.



Capitulo 2

O Teorema Adiabatico

2.1 Introducao

Ha4 trés Teoremas Adiabdticos, e, de forma geral, se referem & existéncia de grandezas
mecénicas que sao invariantes (com boa aproximacdo) quando um sistema estd sujeito a
mudancas lentas (ou adiabdticas), exercidas por fatores externos. O primeiro deles vale
para sistemas cldssicos integrdveis com um parametro que varia de forma infinitamente
lenta com o tempo. Para esses sistemas, a agao parcial 3% p - dq é um invariante adia-
batico. Um exemplo histérico é o péndulo com comprimento varidvel, que discutiremos
adiante. O segundo teorema é para sistemas cadticos e ergédicos na superficie de energia
com um pardmetro variando lentamente. Neste caso o volume limitado pela superficie
de energia ¢ um invariante adiabético: é o chamado invariante adiabdatico ergddico. Um
exemplo é um gds em um recipiente cujas paredes se movem lentamente. O terceiro
teorema diz respeito & Mecanica Quantica, e afirma que o nimero quantico é invariante
adiabdtico. A invariancia adiabéatica estd ligada a fendmenos como a estabilidade do sis-
tema solar, a origem microscépica da Segunda Lei da Termodindmica e o limite classico
da Mecanica Quantica.

Antes de analisarmos a invariancia adiabatica em cada caso, discutiremos um pouco

sobre a origem e o significado do termo adiabdtico, a partir da exposicao histérica feita



por Keith J. Laidler [7].

A palavra adiabdtico vem do grago: a- nao, -dia- através e -bainen passar, ou seja,
adiabdtico significa ndo passa através. Em Termodinimica, dizer que um processo é
adiabdtico significa que nao hd troca de calor, ¢ uma condicao imposta sobre o sistema.
Esse conceito foi desenvolvido por Carnot, em 1824, e o termo adiabdtico foi usado
pela primeira vez por W. J. M. Rankine (1858). Em 1866, aos 22 anos, Boltzmann
publicou um artigo no qual afirmava ter provado a Segunda Lei da Termodinamica usando
argumentos de Mecénica Cldssica. Sua argumentacao nao era valida, mas o trabalho foi
de importancia , anos mais tarde, na ocasiao do surgimento da Mecanica Quantica. O mo-
delo por ele utilizado foi o de um gés no qual as moléculas se moviam periodicamente com
freqiiéncias v. Ele provou que se o gds fosse submetido a uma transformacao adibética
reversivel, isto é, lenta o suficiente para fendémenos irreversiveis devido a visquosidade e
a friccao serem despreziveis, E/v se manteria constante. Essa invariancia foi confirmada
e reforcada por varios trabalhos posteriores. Em 1902, Lord Rayleigh considerou um
péndulo simples, com comprimento varidvel (exemplo cldssico e histérico de invariancia
adiabdtica em sistemas de um grau de liberdade). Ele concluiu que se o comprimento
variasse muito lentamente, numa escala de tempo muito mais longa que um periodo, de
forma reversivel, a energia do péndulo iria mudar, uma vez que estaria sendo realizado
trabalho sobre ele; a freqiiéncia das oscilagoes também mudaria, mas de modo que a
razdo E /v permanecesse constante. Por outro lado, se o comprimento do fio mudasse
muito bruscamente no instante em que o péndulo estivesse na vertical, nao seria reali-
zado trabalho sobre o péndulo, de modo que a energia permaneceria constante, mas a
freqiiéncia mudaria.

Em outubro de 1911, Paul Ehrenfest extendeu a invariancia de F /v para os sistemas
quantizados, afirmando que o sistema deveria permanecer no mesmo estado quéantico
quando sujeito a mudangas lentas e portanto E/v era a propriedade que deveria ser
quantizada, devido a sua invariancia sob mudancas lentas. No fin do mesmo més, foi

realizado o Primeiro Solvay Congress, onde a questao da misteriosa existéncia da Cons-



tante de Planck h = E/v, ou, equivalentemente, a quantizagao da energia, foi discutida.
Ehrenfest nao foi convidado para esse congresso, mas Einstein, que jd tinha tomado co-
nhecimento de seu trabalho, sustentou que quando o comprimento do péndulo é variado
de forma infinitamente lenta a energia permanece igual a huv.

Pouco depois desse congresso, em 1914, a razao E/v foi chamada de invariante adia-
bitico em um artigo de Einstein. Em 1916, Enhrenfest reforcou o uso desse termo.

Transcrevemos aqui um trecho da versao em inglés desse artigo, citado por Laider:

“By changing the parameters (...) in an infinitely slow way, a given motion B3(a) may be
transformed into another motion B(a'). This special type of influencing upon the system

may be called ’a reversible adiabatic affection’, the motion (3(a) and 5(a’) being adiabati-

cally related to each other.” (F. Ehnrenfest, Proc. Amsterdam Acad. 19 576 (1916))

A partir dai, o termo adiabdtico foi usado com o sentido de muito lento, ou, mais precisa-
mente, reversivel. E a reversibilidade do processo que se quer enfatizar quando se fala
de um processo adiabdtico. Neste sentido, a adiabaticidade nao é mais uma condicao
imposta sobre o sistema, mas sim inerente a ele, uma aproximacao para efeitos tedricos.

Tomemos um caso genérico: consideremos um sistema descrito pelo hamiltoniano
H(p, q,7), onde usamos duas escalas de tempo: uma répida, ¢, e outra lenta, 7 = €t, € <<
1, para ressaltar que a dependéncia de H com o tempo é lenta. Desse modo, em um
perfodo de H podemos considerar o hamiltoniano “congelado”, isto é, para um certo 7
fixo. S6 serd notada uma variacao expressiva no sistema a partir de um tempo 7' ~ e},
chamado tempo caracteristico do sistema. Essa dependéncia do hamiltoniano com o
tempo ¢ dita adiabdtica.

A estratégia bdsica de se resolver um problema usando a aproximacao adiabdtica é
resolver primeiro o problema com o parametro dependente do tempo fixo (0 que nos
referimos como mantendo o tempo ‘congelado’). A variagdo com o tempo é introduzida
somente no resultado, no final do cédlculo. Como exemplo, consideremos o periodo de
um péndulo simples, que ¢ dado por y/L/g. No caso em que L varie muito lentamente,

podemos adotar o procedimento descrito acima, chegando a +/L(t)/g.
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2.2 O Teorema Adiabatico em Mecanica Classica

Os sistemas clédssicos hamiltonianos podem ser divididos em trés classes: sistemas inte-
graveis, nao integrdveis (mistos: regioes cadticas e ilhas) e sistemas ergédicos [8, 9, 10].
Um sistema ergédico N-dimensional é nao integravel e explora toda a superficie de ener-
gia de dimensao 2N — 1, ao passo que o movimento de um sistema integravel também
N-dimensional estd restrito a um toro de dimensao N. O caso mais geral é o intermedidrio
entre esses dois: um sistema nao integravel que nao se restringe ao toro N-dimensional,
mas também nao explora toda a superficie de energia, é constituido por ilhas (que nada
mais sdo que toros) cercadas por um “mar” de caos. Um caso especial é o dos sistemas
unidimensionais, que sao sempre integrdveis, mas ao mesmo tempo ergédicos, uma vez
que o movimento cobre todo o toro, que coincide com a superficie de energia. Como

consequéncia disso, a invaridncia adiabdtica é mais forte neste caso que nos genéricos.

2.2.1 Sistemas unidimensionais

Consideremos o hamiltoniano unidinensional H(p, ¢; 7), com 7 = et. Definimos a varidvel
de ag¢ao por:

[= jf pdg (2.1)

y

onde a integral fechada simboliza a integral sobre um perfodo. Nesse caso, o Teorema

Adiabdtico garante que

I =0(). (2.2)

onde a barra denota o valor médio sobre um periodo do movimento nao perturbado [11].
No caso em que 7 = 7, constante, o sistema pode ser descrito pelas varidveis de

angulo e a¢do (wy, Ip), com a varidvel de angulo dada por

oW

U}o—a—lo



onde W = W (q, Iy, 7o) € a fungao geratriz da transformacao canonica (g, p) — (wo, Ip).

Como o hamiltoniano depende do tempo, as varidveis de dngulo e acdo (w, ) nao
sdo mais constantes. Usando essas varidveis, escrevemos H = H(I,7). Consideremos a
funcao geratriz

W*(q,w,7) =W(q,I,7) — Tw
Temos entao o hamiltoniano nas varidveis (w, I') dada por

K(w,I,7) :H(I,T)—i-sagv

T

Calculemos I:

I =

oK . o (oW
ow  Ow\ Or
A fungao W* é periddica na varidvel de angulo w com o mesmo perfodo 7, do movimento.

Portanto podemos escrever

oW & :
o _ Z Ak(I,T)€27r2kw

k=—o00

e logo

F=omim [ dt Y AL r)ke™™* 1 O(?)

T
pJ0 k=—0c0

Essa integral é nula em primeira ordem em ¢, pois w ~ wy + Qt (com 2 = OH/OI) e

todos os seus termos sao oscilatérios. Segue entdo (2.2) e o Teorema estd provado [11, 12].

2.2.2 Sistemas multidimensionais

Para sistemas com mais de uma dimensao, sé existem teoremas adiabdaticos precisos para
o caso totalmente integravel ou totalmente caético e ergédico na superficie de energia.
Apesar disso, o caso intermedidrio e mais geral também pode ser considerado. Comecare-

mos com os casos extremos [13].



Sistemas totalmente integraveis

Consideremos uma familia de hamiltonianos integraveis com N graus de liberdade, H(p, q; 7),
onde p = p1, ..., PN » 4 = q1, ..., Qv € T = €t determina a variagao temporal lenta do

hamiltoniano. Definimos:

1. as N varidveis de agao I;:
I; = f p-dq
Vi
onde v,;, « = 1, ..., N sao as curvas que formam a base do grupo fundamental de

toros do sistema.

2. uma fungdo continua positiva p(e) satisfazendo a condi¢ao c¢\/e < p(e), onde ¢ é

uma constante.

Para este caso, o Teorema Adiabético garante que na escala 1/¢, isto é, 7 € [0,1] (ou
t €10,T], com T = 1/¢), a variacdo da agao reduzida I; (i = 1,...,N) é menor que p(¢)
para toda condicao inicial nao pertencente a um certo conjunto de medida da ordem de

Ve/p(e). Simbolicamente,

sup |I(t) = I1(0)] < p(e)
t€[0,T)

Este teorema generalisa o exemplo do péndulo em uma dimensao. A partir dai pode se

pensar de forma mais geral em quantizacao e na validade das regras de Bohr-Sommerfeld.

Sistemas totalmente ergdédicos

O exemplo mais comum de sistema ergédico é um gds confinado num recipiente. Isso
ist it ticul 10%® particulas). No entanto, d t
sugere um sistema com muitas particulas ( ~ particulas). No entanto, devemos ter
em mente que um sistema com poucas particulas pode ser cadtico e ergédico na superficie
de energia. O resultado da invaridncia adiabédtica para sistemas ergédicos N-dimensionais
teve origem na termodinamica estatistica (com sistemas de muitas particulas). Voltando

ao caso do gds num recipiente, consideremos que uma das paredes do recipiente se mova

10



muito lentamente. Este é um exemplo tipico de transformacao adiabdrica em termo-
dindmica, que pode apresentar problemas do ponto de vista matematico, devido a nao
diferenciabilidade do potencial de interacao de esferas duras.

Consideremos o hamiltoniano H(p,q;7), de um sistema ergédico na superficie de
energia para todos os valores do parametro 7 = et. Entao, segundo o Teorema Adiabatico
para este caso, o volume limitado pela superficie de energia é um invariante adiabdtico,
e nao hd outro tmvariante. Esse volume, chamado de invariante adiabdtico ergddico, €

dado por
QE,t) = /---/@[E—H(p,q; )]dpd" q (2.3)

onde E denota a energia do sistema e O(z) é a fungao degrau unitéria:

o) = 1 sex>0
0 sex <0
Devemos observar que no caso N = 1, Q) se reduz a drea limitada pela curva H(p, q;7) =
E ou seja, a acao reduzida. Uma outra observagao é que através do invariante adiabatico
ergddico, dada uma condigao inicial no instante ¢t = 0 com energia E(0) = Ejy, a energia
em um instante posterior ¢ < 1" pode ser obtida fazendo-se Q(E,t) = Q(Ep,0).

Da férmula de Boltzmann temos que a entropia de um sistema é dada por
S =k log)

onde k é a constante de Boltzmann e €2 é o volume limitado pela superficie de energia:
o invariante adiabédtico ergddico. A conservacao da entropia, resultado conhecido em
mecanica estatistica, segue da conservacao do volume do espaco de fase.

E conveniente citar aqui um exemplo do invariante adiabatico ergédico para um sis-
tema de baixa dimensionalidade. O nosso exemplo serd o mesmo discutido por Brown at.
al. [14]. Consideremos uma tnica particula se movendo em um bilhar quadrado de lado

L com paredes impermedveis e um circulo de raio r, também impermedvel, no centro.
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A velocidade da particula é mantida constante em médulo gragas as colisoes totalmente
elasticas e especulares com as paredes. No caso em que L e r sao constantes sabe-se
que o movimento é cadtico e ergdédico na superficie de energia. O invariante adiabdtico

ergddico para este sistema é

QO =2mmFEA

onde A é a drea acessivel (L? — 7r?) e E ¢é a energia cinética da particula:
E=—-mv

Se L ou r variar lentamente com o tempo, entao pode mos calcular a energia apés um

certo tempo por

Mais uma vez podemos aplicar o resultado do invariante adiabdtico ergédico & termodi-
namica: da expressao acima segue a lei de transformacao adiabdtica para um gas ideal,
a saber

PV7 = const.

onde P ¢é a pressao, V é o volume e v = % ¢ a constante adiabgtica, N é o nimero de
graus de liberdade de cada particula. A pressao a uma temperatura 7' e uma densidade
de particulas n é dada por P = nkT (k é a constante de Boltzmann). Pelo teorema da
particdo, a energia média de uma particula de gés ¢ E = N kT /2. No nosso exemplo,

N=2=~v=2 V=A n=1/A. Segue: P =kT/A, E =kT. Entao

T
PV7 = %AQ = FA = const.

Nos referimos anteriormente aos Teoremas Adiabdticos para sistemas totalmente in-
tegrdveis e para sistemas ergédicos na superficie de energia usando o adjetivo precisos.
Vale salientar que dizer que o teorema é preciso nao significa dizer que a invaridncia é

precisa. Pelo contrério: no teorema essa invariancia ja é colocada de forma aproximada.
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Nosso interesse no que segue serd investigar o erro na invaridncia adiabéatica ergddica,
considerando, agora, também os casos intermedidrios para os quais nao ha um teorema

adiabdtico geral.

2.2.3 Precisao da Invaridncia Adiabatica e os Casos Interme-
diarios.

Consideremos um hamiltoniano de N graus de liberdade H(p,q;et), diferenciavel em

todas as variaveis. Seja E(t) a energia obtida da conservagao do invariante adiabatico

ergddico:

Q(E(t), 1) = Q(E0),0) (2.4)

E evidente que a energia assim obtida tem uma imprecisao decorrente da imprecisao da
invariancia de 2. Tomemos um ensemble de condicoes iniciais na superficie de energia
determinada por H(p,q;0) = £(0). Como a energia F(t) acima terd um certo erro, tere-
mos, para uma particula qualquer do ensemble, H(p, q;et) 2 E(t). Como foi mostrado

em [3, 14], esse erro AE = H — FE cresce difusivamente com o tempo

(AE?) = 2Dt |, (2.5)

com uma constante de difusao D proporcional & integral sobre o tempo da funcao de

correlagao da forga generalizada OH /Ot:

Dm/ﬁC@ﬁ

—00

onde

= [aa [ (Griar <8_§>>
< (Fr@a.pe) - (5 )) e tHap) -5
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Na equagao acima, (Q(t),P(t)) é o ponto do espago de fases atingido da evolugao do

hamiltoniano partindo-se do instante ¢ e das coordenadas (q,p). Desse modo, Q(t) =
Q(a,pit) e P(t) = P(q, pit).

Esses resultados sao vélidos para o caso em que o sistema é totalmente ergddico.
Porém, se essa condicao nao for satisfeita, isto é, se ilhas estiverem presentes, nao ha
resultado tedrico. Brown at. al. [14] calcularam numericamente o desvio do invariante

adiabdtico para o hamiltoniano

1
H(p,q;et) = =—(p} +p}) + g2° + y* + 2%y°
2m

onde g = g(et). Foi observada conservacgao do invariante adiabatico, com um desvio um

pouco maior que o de sistemas ergédicos, para o sistema apresentando ilhas pequenas.

2.3 O Teorema Adiabatico Quantico

Consideremos agora o hamiltoniano quantico que tenha uma dependéncia temporal lenta
H(p, q;et). Trataremos aqui o tempo como um parametro, e usaremos a base instantanea

|, (et)) definida por:
H(et) |p,(et)) = En(et) [, (et)) (2.6)

com a condi¢cao de mormalizagao

(om(et) ln(et)) = bmn - (2.7)

Consideremos o estado

[b(et) =) calet) lonlet)) - (2.8)
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Queremos resolver o problema de valor inicial com a equagao de Schrodinger

O u(et)) = Hit) (D) (2.99)
GO = 3 en(0) [ (0)) (2.90)

n

Substituindo (2.8) em (2.9a) e multiplicando por (p,,(et)| vem
ihgc (et) + ihz cn(et) (@, (et)] 9 lon(et)) = cm(et) En(et) (2.10)
atm AP g [on SR G S B '

Podemos calcular (p,,(¢t)| 2 |, (et)) para m = n derivando (p,,(et) |¢,,(et)) em

relagdo ao tempo e usando (2.7). Chegamos a que

(om(0)] 5 lom(E)) = (<) (2.11)

onde a(et) €R. Para n # m derivando os dois lados de (2.6) em relacdo ao tempo e

multiplicando por (p,,(¢t)| obtemos

(Om(et) G2 |0, (et))

0
Substituindo (2.11) e (2.12) em (2.10) vem
) i B {om () B [@nlet))
%Cm(gt) + ﬁfm(st)cm(gt) = Z cn(et) F(et) — B, (ch) (2.13)
ntm n m
onde
fm(et) = En(et) + heam(et) .
Definimos:
Cm(et) = cm(et)e% Jo fm(etdt (2.14a)
Brlet)) = T RO (c1) (2.14D)
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substituindo (2.14a) e (2.14b) em (2.13) vem

d (D) BE 12, (1))
giom(et) = D enlet) =g s e

n#m

que tem por solucao

em(et) = em(0) + / S (et PG [BalE0)

E,(et) — En(ct)
0 nFEmM
onde usamos o fato de que ¢,(0) = ¢,,(0). Assumindo que
- OH N OH
(@m(et)] 2 [@n(et)) = e (Pm(et)] 5= [@n(et)) < Bulet) — Em(et)

temos que em ordem zero em £%4Z podemos aproximar ¢, (et) ~ ¢,(0), e em primeira

ordem,

N (@m(et)| 2L 12, (ct))
em(et) = en(0) + 3 & / Bo(et) - Bl

n#m
Suponhamos agora que

[9(0)) = [ (0))

(isto é, ¢, (0) = Opm). Entdo, em ordem zero temos

[W(et) = Y culet) lonlet)) =Y nlet) [Balet) = D al0) [P(et))

n n n

= TR (6)

Chegamos assim ao resultado desejado: um autoestado de H no instante t = 0 evolui no
tempo como um autoestado instantdneo a menos de uma fase, isso é, ele nao muda de
subspago. Um sistema inicialmente em um autoestado de H vai permanecer no autoestado

que deriva desse continuamente [15, 16, 17].

16



Capitulo 3

Os Trabalhos de Wilkinson, Berry,
Robbins, Carvalho e Aguiar

3.1 Dissipacao por Osciladores Idénticos

Wilkinson [3] estudou a dissipagdo — definida como conversao irreversivel de trabalho
em calor — de um sistema de interesse macroscépico com um pequeno nimero de co-
ordemadas observaveis para um grande nimero de graus de liberdade microscépicos nao
observaveis. Um possivel modelo para os graus de liberdade microscépicos é um banho
de osciladores harmoénicos com distribuicao continua de freqiiéncias, como estudado por
Caldeira e Leggett [1, 2]. Esse modelo é adequado para se tratar o caso em que os graus
de liberdade sao bésons, como fénons em um sélido. Outro possivel modelo para os
graus de liberdade microscépicos ¢ um banho de osciladores idénticos e independentes,
com dindmica arbitréria, caso esse estudado por Wilkinson. Esse modelo ¢é ideal para se
tratar um gds de férmions com interacao fraca confinados em uma barreira de potencial,
como elétros em um metal, segundo o modelo de Sommerfeld.

Embora nao consideremos nesta tese o acoplamento a muitos graus de liberdade, o re-
sultado de Wilkinson é de nosso interesse porque se aplica também quando o acoplamento

do sistema de interesse ¢ com um sistema com poucos graus de liberdade.
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Sejam os graus de liberdade macroscépicos denotados por X, e os microscépicos por
(q,p). O hamiltoniano do problema tem a forma H(q, p;X), onde a variagdo de X &
suposta lenta comparada com a escala de tempo caracteristica do movimento individual
dos osciladores, isto é, a variacao é adiabdtica.

Um exemplo do sistema considerado por Wilkinson é um gds confinado por paredes
que se deformam segundo a coordenada X (que pode ser, por exemplo, a distancia entre
duas paredes, ou entre alguma parede e um ponto especifico, ou um angulo de deformagao,
etc). O movimento do gds é suposto balistico (isto é, o livre caminho médio das particulas
do gds é maior que as distancias entre as paredes), o que caracteriza um bilhar. E
conhecido o fato de que um bilhar, dependendo do contorno, pode exibir movimento
regular ou cadtico. O problema proposto foi entender como a parede sujeita a variagoes
altera a propriedade de “banho térmico” do gés.

A dissipacao procurada corresponde & componente irreversivel da taxa de variacao
da energia do géds de osciladores microscépicos. O célculo da taxa de dissipagao foi feito
através da estimativa da variagao da energia das particulas do gés quando o hamiltoniano
varia adiabaticamente em X, e sao as correcoes na invariancia adiabatica em virtude de
a taxa de variagao de X ser finita que estao associados os efeitos irreversiveis. Uma vez
que temos teoremas adiabdticos diferentes para sistemas classicos regulares e ergédicos,
esses dois casos foram tratados separadamente.

Wilkinson concluiu, em seu trabalho, que a taxa de dissipagao é drasticamente re-
duzida se o movimento dos osciladores microscépicos for regular, em comparagao com o
caso em que o movimento é caético. Na verdade, para um gds de férmions integravel, a
dissipacao é exponencialmente pequena, enquanto que para um gas ergédico, a dissipacao

OH

depende linearmente de uma funcao de correlacio para 32(0) e Z2(t).
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3.2 Reacao Adiabatica Cadtica Classica e “Meio -
Classica”

Berry e Robbins [4] consideraram um sistema leve, répido, que pode ser cldssico ou
quantico, e um sistema pesado, lento e cldssico. O sistema de interesse, nessa abordagem,
que é o lento, é influenciado pelo sistema rapido. Novamente aqui o sistema pesado é
lento o suficiente para ser considerado como variando adiabaticamente em relagao ao
rapido. Na aproximacao adiabdtica (ou de ‘Born-Oppenheimer’) a energia do movimento
rapido, calculada para o sistema lento ‘congelado’ age como um potencial no qual o
sistema lento evolui. Esse efeito ¢ obtido como uma primeira aproximagao (em ordem
zero) na velocidade lenta. Na aproximagao seguinte, ha duas forgas adicionais: uma
do tipo magnética e a outra é a friccao deterministica, foco de atencao aqui, e que foi
calculada por Wilkinson no trabalho que discutimos anteriormente. Vale ressaltar que o
termo deterministico é usado pelos autores para expressar que nao é necessario um limite
termodinamico (isto é, o sistema répido nao precisa ser um banho) para que haja esse
tipo de friccao, ela surge para sistemas rapidos de baixa dimensionalidade que apresentem
movimento cadtico.

Para evitar flutuacoes, o sistema lento estd acoplado a um ensemble microcandnico
de sistemas rapidos, descrito por uma func¢ao distribuicao no espago de fase, e nao a um
tnico sistema. Quando o sistema répido é quantico, o sistema lento (cldssico) é acoplado a
uma matriz densidade representando o rapido. Nesse caso, nao foi encontrada dissipagao
a partir da aproximacao feita.

O sistema lento considerado tem trés graus de liberdade, descrito pelas coordenadas
R—{R}={X.Y,Z}.

O acoplamento com o sistema rapido se dd através justamente dessas coordenadas R(?).
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A acelerecao do sistema lento é dada pela forca de reacao ao movimento rapido:
V=F

onde assumimos massa unitdria.

O objetivo do trabalho de Berry e Robbins [4] foi determinar F em termos da média
sobre o movimento rdpido incluindo termos lineares na velocidade V.

Conforme ja foi sugerido acima, os autores consideraram dois casos, sempre com o
sistema lento cldssico e com trés graus de liberdade. No primeiro caso o sistema réapido
foi tomado como sendo cldssico e cadtico, e no segundo, quantico. Esse segundo caso foi
por eles chamado de meio cldssico (“half-classical”), uma vez que o termo semicldssico é

inadequado a situagao tratada.

3.2.1 Sistema rapido classico

Tomemos um sistema réapido limitado com d graus de liberdade:

z = {q>p} = {q1> ---q4d, P1, “'7pd} .

O ensemble microcanénico de trajetérias é representado pela fungao distribuicao

p(z,1)
normalizada
/dzp =1 (3.1)

Seja h o hamiltoniano dependente do tempo que gera o movimento rapido. Esse
hamiltoniano é governado parametricamente pelas coordenadas R, que mudam lenta-

mente com o tempo: h = h(z,R(t)). A evolugado do ensemble descrito por p é dada pelo
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colchete de Poisson

ep(z,t) = {h (2, R(1)), p(2,)} (3-2)

onde € ¢ um parametro adiabéatico, cuja pequenez garante a lentidao do movimento de z

em relagao a R. Por exemplo, podemos definir

,  massa do sistema rapido (leve)
e =

massa do sistema lento (pesado)’

A forga F é definida a partir da média sobre o espaco de fase do sistema répido

F = —/dz pVh (3.3)

onde o gradiente opera sobre as coordenadas R.

Para determinar F' até primeira ordem em ¢ é necessario expandir p:

p=> ¢cp, (34)
r=0
e de (3.2) pode-se facilmente obter que

{h,po} =0, {h,p,} = ppy (r>0). (3-5)

Isso significa que p, é constante na superficie de energia do sistema rapido para R con-

gelado. Os autores escolheram o ensemble microcanénico normalizado:

§(ER) - h(zR))
polet) = =5 "R R)

onde 1 é o volume compreendido pela superficie de energia
Q- /dz@(E— h(z,R))

que ¢é o invariante adiabético.
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Mais uma vez tem papel importante a diferenca entre a energia calculada a partir do

invariante adiabdtico e a energia exata:
AE =h(z,R) — E(R) = h. (3.7)

Da adiabaticidade vem que

<w3>E(R) —0 (3.8)

onde os colchetes reprersentam a média no ensemble:

1
() pr) = /dzpo(z,t)x = o dz6(E — h)x .

Podemos verificar (3.8) partindo da adiabaticidade (§2 = const.), de onde vem

vQ=0,
ou seja,
/ d2VO (E(R) — h(zR)) = 0. (3.9)
Mas
00 00
Vo = 8_EVE + %Vh
e uma vez que 32 = —22 ¢ 99 — §(E — h) vem
VO = §(E — h) V(E — h). (3.10)

Substituindo (3.10) em (3.9) vem

/dz S(E —h) [V(E - h)] = 0 — (V (h(z,R — E(R))) = 0

22



€ COoImno

chegamos a (3.8).
De (3.7) vem que Vh = Vh + VE. Reescrevendo a forca (3.3) usando (3.1) e (3.4)

vem

F=-VE - /dz (po +epy + O(e%)Vh

Usando (3.8) vem
F = -VE +¢cF, + 0(&?) (3.11)

onde

F, = —/dzp1ViL

O termo —V F ¢ a forga de Born-Oppenheimer e €F; é a forca de interesse de primeira

ordem. Para calculé-la, é necessdrio conhecer a expressao de p;, obtida por Berry e

Robbins: .

pi(zt) = - / dr Oupo (27 (2, R(1)), 1] + fi[h (2, R(1)) ;1] (3.12)

—o0
onde z,(z,R(t)) é a trajetéria gerada pelo hamiltoniano h no tempo 7, com as condigoes
iniciais z, sob a dindmica congelada do sistema lento, e f; é uma solucao da equagao
homogeénea {h, p, } = 0, que é uma corregao da forga de Born-Oppenheimer, independente
de V, e por isso sera desconsiderada. Substituindo a expressao de p,, equagao (3.6), em

(3.12), vem

0

py(a,t) = —— / dr 0,6 (E(2(2,R),1) — h(z (2, R), 1))

Mas

O8(E—h) = RORS(E —h)=—-V-V(E —h)dgd(E — h) +
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+termo proporcional a 6(E — h)

e portanto
0

p V. glﬂ / dr [9p6(E — h)] (vﬁ)

— 00

T

onde

(vﬁ)T — Vh(z(2,R),R).

Podemos agora escrever Fi, invertendo o sinal de 7:

o0

1 - -
0
com
1
ij aE,u,aE aE/JJ/dTC”(T)
0
€

Cyi(r) = <(ajz)TajiL>E

A func@o de correlagao C;;(7) é andloga a discutida no trabalho de Wilkinson. Para
sistemas caético, C;;(7) — 0 para 7 — oo, de modo que a integral em K;; converge.

As fungoes K;; podem ser separadas em suas partes simétrica e antissimétrica

1

Ky = o (K + Kji)
a 1
Ky = 5 (i — Kji)

A forca tipo magnética é obtida da parte antissimétrica:

F{” =V x B(R)
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com
00

B(R) = zalEMaE aEu/dT <(w}>T X w}>E
0

A parte simétrica d4 origem & friccao deterministica, transferéncia irreversivel de energia

do sistema lento para o rapido, cadtico. Em primeira ordem em ¢ a energia dissipada é

AR F1 = —E‘/ZX/JKZJ

Os autores mostram que essa energia cumpre as condigoes para representar de fato dis-

sipacao. Dentre essas condicoes, destacamos que Kj;; é positivo.

3.2.2 Sistema rapido quantico

Nesse caso, o sistema lento ainda é cldssico, mas estd acoplado a um sistema répido
quantico, descrito por uma matriz de densidade p(t) e governado pelo hamiltoniano
h(R). Mais uma vez, R varia lentamente com o tempo.

Analogamente ao caso tratado anteriormente, a evolucao temporal de p é dada pelo

comutador

ihep(z,t) = [h (R(t)), p(t)] ,

p € normalizado,

Trp=1,
e € ¢ o parametro adiabético. Analogamente a (3.3) temos

F=-TrpVh (3.13)

Mais uma vez como no caso cléssico, p ¢ expandido na série de poténcias (3.4) e se

obtém, como em (3.5),

[, ol = 0, [h, p,] = ihp,_y (r > 0). (3.14)
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Desse modo vemos que p, comuta com o hamiltoniano h(R) congelado. Para cada valor
do parametro R, que varia lentamente, temos autoestados e autoenergias de h(R), que

sao fungoes de R, chamados de autoestados e niveis de energia adiabdticos:
h(R) [m(R)) = En(R) |m(R))
Pode-se escolher p, como um desses autoestados

po(t) = [n(R)) (n(R)] (3.15)

o que é o andlogo da distribuicao microcanénica.

Usando (3.4), (3.13) e (3.15), podemos escrever a for¢a de forma andloga a (3.11)
F = -VE,(R) +cF, + 0%

onde

Fy=—TrpVh=—3 (H p, ) {1l VA |E)

k.l
O termo VE, (= (n| Vh |n)) é a forga de Born-Oppenheimer e o termo seguinte ¢é a forga

em primeira ordem. Conforme mostram os autores,
F, =V xB(R)

onde

B(R)=ih)y (Vn|k) x (k| Vn)

k
Desse modo chegou-se ao resultado que quando o sistema cadtico é quantico, a forca

em primeira ordem que age sobre o sistema lento cldssico é inteiramente do tipo mag-

nética, antissimétrica. Nesse caso, portanto, nao se obtém friccao em primeira ordem.

No nosso trabalho, investigamos exatamente esse aspecto do problema, procuran-
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do efeitos dissipativos (e eventualmente outros efeitos) devido a nao-adiabaticidade do

sistema de interesse em relagao ao seu ’banho’ cadtico.

3.3 Caos Classico Como Um Ambiente Para a Dis-
sipacao

Como ja mencionamos na Introdugao, o trabalho de T. O. de Carvalho e M. A. M de
Aguiar [6] consistiu em examinar a dissipagdo entre dois sistemas cldssicos acoplados.
Um dos sistemas, lento e pesado, foi um oscilador quéartico. O segundo, rédpido, leve
e cadtico, foi o Nelson. Como ja observamos, a partir de um certo valor da energia
(aproximadamente 0.3) o Nelson apresenta comportamento fortemente caético. Foi essa
propriedade que permitiu aos autores, e permite a nés, usi-lo como reservatorio caético.
Além disso, essa propriedade torna possivel a comparacao do comportamento do sistema
lento e da troca de energia para o Nelson cadtico com o caso em que ele é regular.

Carvalho e Aguiar consideraram o sistema isolado, governado pelo hamiltoniano
H=Hy+H;+H,

onde Hy ¢ o hamiltoniano do Nelson,

pQ p2 72 2

H; é o hamiltoniano de interacao,

Hi(x,z) =~z ,
e H, é o oscilador quértico,
2 2
pz )\Z 4
Hz yPz) — -
(z.p:) = 3 5+



A condigao de a dindmica de z ser lenta ¢é satisfeita para /M, < 1 se A = 0, ou por
A/M, < 1se 32 0. Assim sendo, a varidvel z pode ser encarada como um parametro
adiabdtico para a fungdo hamiltoniana h(z) = Hy + H;.

Primeiramente os autores fizeram um cédlculo numérico para determinar a forca de
reacao produzida pelo sistema répido (cadtico) no lento. Seguindo a metodologia de
Berry e Robbins que expusemos anteriormente, ao invés de analisar a variacao de energia
durante a evolucao a partir de um tnico ponto no espaco de fase z — p,, os autores
trabalharam com a evolugao temporal de um ensemble microcanonico de pontos. A

distribuicao microcanoénica é dada por

onde
Y(E z) = %,

QE,z) = /@(E—H)dmdydpmdpy.

O valor de €2, que é o invariante adiabético, pode ser facilmente calculado para o Nelson:

2 2,272
Q:7r2\/j E—H, +12
Ju 21

Impondo a condicao 2 = const pode-se derivar a aproximacao adiabdtica para a energia

do sistema lento durante a evolugao do sistema completo:

2,2
H, —

= const. (3.16)

(observemos que como o sistema total estd isolado, E = const.). O termo —y?2?/2u é o
potencial renormalizador de Born-Oppenheimer, V., resultante do acoplamento. Deve-se

ressaltar que esse termo independe da dindmica do sistema répido.
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Para verificar a existéncia de dissipacao, os autores fizeram os graficos da energia

do oscilador e da energia renormalizada, F, , em fungao do tempo e também calcula

a evolugao do sistema no espaco de fases. A expressao da energia renormalizada do
oscilador ¢ obtida a partir de (3.16):

Os resultados a que eles chegaram encontram-se nas figuras 3.1 e 3.2 abaixo. Os

parametros usados foram v = 6 x 1073, A =0, 3 =4 x 10~* e M, = 100. Na primeira

figura, a energia total ¢ E=0.04, de modo que o potencial Nelson estd em regime regular,

e na segunda E=0.38, e o Nelson apresenta comportamento caético.

7 Fila @i
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F s B p & =
" : - Nelson em regime regular.
& Bl - e i
pr—
L — ’ I|"-rl"'-" i
L) o B Fig 3.2: Energia renormalizada
i " 1 T
',I 7 ! em funcao do tempo para o
- \ g'llll "-I Nelson em regime caético.
Ill'“ I'-, r_"“‘_x A evolugao no espaco de fases
.I ;_u“ TCah :_ 1ia -

estd mostrada no detalhe.
Observa-se das figuras acima que no caso em que o Nelson estd na dindmica regular a

subtracao do potencial renormalizador corrige as oscilagoes na energia do sistema lento.
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Desse modo, sao eliminadas as oscilacoes na energia do sistema lento decorrentes da
troca reversivel de energia. Nesse caso, a energia renormalizada permanece praticamente
constante. Por outro lado, quando o Nelson estd em regime cadtico, a amplitude das
oscilacoes na energia do sistema lento é maior que o potencial renormalizador de Born-
Oppenheimer. Obtém-se, nesse caso, oscilagoes na energia renormalizada, bem como
uma tendéncia de queda nessa energia, o que caracteriza a dissipacao. Ainda na figura
3.2, no interior dela é apresentado o espago de fases com a evolugao temporal do sistema
lento. Também nesse gréfico fica evidente a perda de energia do sistema lento.

A idéia do nosso trabalho é procurar os mesmos efeitos, porém do ponto de vista

quéantico.
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Capitulo 4

O Potencial Nelson

4.1 A Forma do Potencial

Neste capitulo, faremos uma breve exposicao da forma e das propriedades do Potencial
Nelson, que usamos como o potencial caético rdpido no nosso trabalho.
O Potencial Nelson, ‘criado’ e extensamente estudado por Baranger e Davis [18], tem

a forma:

2\ 2
Vi) =ha+ (1= ) (1)
2 2
Ele tem um comportamento que podemos considerar como genérico, uma vez que apre-
senta dindmica regular para energias menores que aproximadamente 0.05, fortemente
cadtica (no sentido que segoes de Poicaré apresentam ilhas muito pequenas) para ener-
gias maiores que aproximadamente 0.3 e mista para energias intermedidrias. As curvas
equipotenciais do Nelson sao mostradas na figura 4.1a. A simetria em relagdo ao eixo
y € uma caracteristica inportante e valiosa quando se faz a diagonalizacao da matriz

hamiltoniana. Como descrito por Baranger e Davis, o Potencial tem a forma de um vale

cercado por montanhas. Isso pode ser visto através da figura 4.1b e notando-se que as
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curvas externas, na fig 4.1a, sao as de maior energia.

Fig 4.1: (a) Curvas equipotenciais e (b) grafico 3D do potencial Nelson.

O hamiltoniano Nelson ¢é escrito da forma

p? v B9 2%\
s Y i _ =
HN—2+2+296+( 2) (4.2)

4.2 Densidade e Numero de Niveis

Antes de qualquer célculo numérico para a obtensdao do espectro, devemos obter a ex-
pressao para a densidade média de niveis de energia do Nelson, bem como o nimero
médio de niveis com energia menor que um certo valor E. A densidade e o nimero de
niveis serao tteis para testar a convergéncia do programa, ou seja, qual o maximo valor
da energia no qual se pode confiar. Esse procedimento serd ilustrado nas préximas segoes.
Além disso, o nimero de niveis do hamiltoniano Nelson serd importante na escolha dos
parametros, de forma a se ter ou nao um valor de energia para o qual a dinAmica seja

cadtica.
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Seja N(FE) o nimero de niveis quanticos com energia menor ou igual a F:

~Ye(e-
n=0
onde O é a funcao degrau. O limite cldssico de N é dado por

V / / dxdydp,dp, (4.3)

% P2+p2)+Vn (2,y)<E

onde

1'2 2
V(z,y) = gﬁ + (y - 5)

A integral em (4.3) pode ser feita separadamente para os momenta: é o volume da

circunferéncia de raio \/2(E — V) e desse modo temos

N(E 27rh2 // (E —V)dxdy (4.4)

(z,y)<E
A densidade de niveis é dada por:
p(E) = =) S§(E-
n=0

onde ¢ é a fungao Delta de Dirac. O limite cldssico da densidade de niveis é obtido por

A(E) = a]\af %hg / / dedy (4.5)

N(z,y)<E

Uma mudancga de varidveis se faz necessdria para calcular a integral dupla sobre x e y.

Sejam



O Jacobiano dessa transformagao vale v/u/2 e (4.5) fica

p(E):%th\/% / / AXdy

X24Y2<E

novamente a integral é a drea do circulo de raio v E e o resultado final é

K
©\2uh?

p(E)
Finalmente, integrando essa expressao obtemos o nimero de niveis:

. 2
N(E) = 2/2uh?

4.3 Diagonalizacao do Hamiltoniano Nelson

4.3.1 Os elementos de matriz

(4.6)

(4.7)

Para a diagonalizacao do Nelson devemos escolher uma base conveniente. A forma poli-

nomial do hamiltoniano sugere que se utilize a base do oscilador harménico [19], pois o

hamiltoniano pode ser trabalhado nessa base com facilidade usando-se os operadores de

criacao e destruicao. Além disso a base do oscilador também apresenta a vantagem de

ser discreta. E conveniente, também, uma mudanca de coordenadas que leva em conta a

dependéncia de H com (y — x?/2), simplificando os cdlculos [20, 21].

Na forma cartesiana temos
ol 0

onde k=1,2 para x ey, respectivamente, e o hamiltoniano (4.2) fica

R [ 9 0? 2\°  u
= (gt o)+ (1) +6e
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Sejam as novas coordenadas (operadores, na verdade):

@
Q2

Calculando 0/0xy nessas coordenadas temos

H2 _ H?
922 T 8Q? + Q
52 H2
2 T 9Q3

e o hamiltoniano pode ser escrito como

8Q%
LQ? + Q3

T k%2 | 92 2 52 52 o
Hy = 7[——{—(@1—{—1)@—2@1%—@ +

Definindo os operadores momentum

A

k

e substituindo em (4.10) vem

~

NS
Podemos escrever P e Qk em termo
respectivamente:
B =
Qn =
onde os wy, serao especificados adiante.

de matriz do hamiltoniano. Tomaremos

P (4.8)
2 92 92 d
1603 2Q150,00; ~ 30; (4.9)
(4.10)
i 0
~ hOQy
A A A ih - A A
— QPP+ Epz + g@% + Q5 (4.11)

dos operadores de criacao e destruicdo, a' e a,

VERlGRD (4.12)

ﬁ (at +a)

Dessa forma nao é dificil calcular os elementos

como base os estados [niny) = |n1) ® |ng), onde
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os |ng) s@o auto-estados do oscilador

PO
2 2

Primeiramente, calculemos a contribuicao de cada termo do hamiltoniano para os ele-

mentos de matriz nessa base:

(nina| Py [nnb) = v/ 2254 (/g (g g — 1) — g + L (ny [ng + 1))
(nana| Qe [mimh) = /5= (V/ik (i ik — 1) + /g + 1 {ny g + 1))

(mamal PR i) = —2= [ /il — 1) (g [y, — 2) +

++/ (i + 1) (g, + 2) (ng | + 2) —
— (2ng + 1) (ng |ni)]

(mama] @ Inimt) = A= | /r(mi = 1) (e — 2) +
V(g 4+ 1) (ng +2) (ng [ng +2) +
+ (2ng + 1) (nge [m)]

(nna) Ox By |nlynl) = gz[ (e — 1) (ny |y — 2) —
_\/(nk + 1)(ng + 2) (ng |ng + 2) +
+ (g [n)]

Os elementos de matriz nao nulos sao os enumerados abaixo e seus respectivos complexo-

conjugados:
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(ramal H |mana) = | (i w3) (2 + 1) + £ (2 4+ ) (2m0 + 1)+
Ahs (90, 4 1) (20 + 1)}

(nano| H [ny + 2 ng) = [Uhl (1 — w?) + 122 (2n, + 1)]
V(n1+1)(ng +2)

(nana| H [niny +2) = [ﬁ (2 —wf) — 752 (2m + 1)}
V (ng + 1)(ng + 2)

(nano| H|ny +2ny +2) = —U@ (2n1 + 1) \/(n1 + 1)(ny +2)x
v (ng +1)(ng + 2)

<n1n2 + 2| I:.I |’I’Ll + 2 n2> Ty h”QUQ (2711 + ].) \/(’I’Ll + 1)(711 + 2)><

’I’LQ(’I’LQ — 1)

(nina| H |y +2np +1) = &1/22 (20, + 1) /(01 + 1) (n1 +2)y/nz + 1

<n1n2 + 1| I:.]|7’Ll + 2 o > = —%\/h,—SQ (2’/11 + 1) \/(’I’Ll + 1)(711 + 2)«/712

Nao hé restrigoes sobre os valores de w; e ws. Escolhemos, por conveniéncia, wy = /1

e ws =1/2 . Usando esses valores, os elementos de matriz ficam:

37



(nyno| H |nyng) = [ \/_ (n1 + ) + h\/_ 2(no+3)+

<n1n2| I:.I |’I’L1 + 2 n2> —\/%(2712 + ].) \/(’I’Ll + ].)(’I’Ll + 2)

(nyno| H nyne +2) = _—\f(znlﬂ) x /(nz2 + 1)(nz + 2)

(nuna| Hny +2na +2) = ——\f(znl +1) /(1 + D1 + 2)
\/(TLQ + 1)(712 + 2)

(nans + 2| H |[ny +2 ny) = —%f\/%(znl +1) /(1 + 1)(n1 + 2) %

<n1n2|ﬁ|n1+2n2+1 > = %1/%(2’”1 +1) \/(’I’Ll +1)(n1+2)\/n2+1

(ning + 1| ]f[\nl +2ny ) = —g« /% (2ny + 1) \/(nl +1)(n1 +2)/n2

4.3.2 O calculo numérico

A diagonalizacao deve ser feita numericamente, usando a base do oscilador harmonico
truncada e os elementos de matriz acima. Como ji mencionamos, a convergéncia do
programa pode ser testada através da comparagao entre a densidade ou o ntimero de niveis
calculados na secao anterior e os obtidos numericamente usando as energias encontradas

na diagonalizacao. Sejam F,, essas energias. A densidade de niveis é dada por

=> 8(E - Ey)

38



Essa expressao pode ser suavizada substituindo as fungoes delta por Gaussianas com

largura e:

1 E—FEp)?
F) = e 2
p(E) = or
n
A suavizacao elimina flutuagoes e esperamos que para e suficientemente grande, p (F)
tenda ao limite cldssico p(E). Usamos € ~ 5x[espacamento médio local dos niveis], ou

seja

onde p(F) é a densidade média obtida na segdo anterior. Fazendo o grafico de p(E)
e p.(E) versus E podemos ver até que valor da energia existe concordancia. A partir
desse ponto as energias fornecidas pelo programa devem ser desprezadas. O teste usando
o nidmero de niveis, por nés preferido, consiste, simplesmente, em colocar num mesmo
sistema de eixos n vs E o nimero de niveis N calculado na secdo anterior em funcio
da energia e o indice das energias obtidas numericamente em funcao dessas energias,
devidamente ordenadas em ordem crescente.

Outro teste que pode ser feito é variar o tamanho da base e comparar até que nivel
as energias obtidas concordam. No nosso caso, esse teste confirmou o anterior.

Um aspecto de importancia para o cdlculo numérico é a simetria na coordenada
x. Com essa simetria a dimensao da matriz a ser diagonalizada pode ser dividida pela
metade, tomando-se os estados pares e impares separadamente. Isso possibilita a otimiza-
¢ao do programa e, conseqiientemente, o aumento da matriz.

A linguagem utilizada foi Fortran 77. A rotina usada para a diagonalizagao foi EIGRS
do pacote IMSL.

4.4 Resultados Numéricos

Calculamos as autoenergias e autoestados do Nelson para p = 0.1 e diferentes valores de

h. Observamos que a alteragao do valor de h é equivalente a se ajustar a massa do Nelson
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para um A fixo. Por conveniéncia, deixamos a massa unitdria e variamos h. Abaixo,nas
tabelas 4.1 a 4.3, estao os valores das autoenergias até o 60° nivel e na figura 4.2 estao os
graficos do espectro do Nelson para os mesmos valores de h. Para esse cdlculo numérico
foram usadas matrizes quadradas de N = 2176, devidamente ordenadas de forma que
julgamos conveniente e que serd mencionada nos proximos capitulos, e montada com
Essa proporgao entre as bases para z e y foi

ng ~ 3n,, onde n, = ny, . €N, = ngy

max max *

utilizada por apresentar uma melhor convergéncia.

Tab 4.1: Valores dos niveis de energia do Nelson para i = 0.01

0| 0,00869 | 10 | 0,03024 | 20 | 0,04293 | 30 | 0,05215 | 40 | 0,06041 | 50 | 0,06706
0,01193 | 11 | 0,03314 | 21 | 0,04442 | 31 | 0,05265 | 41 | 0,06126 | 51 | 0,06815
0,0151 | 12| 0,03323 | 22 | 0,04465 | 32 | 0,05503 | 42 | 0,06186 | 52 | 0,06835
0,01822 | 13 | 0,03601 | 23 | 0,04606 | 33 | 0,05515 | 43 | 0,06302 | 53 | 0,06992
0,02129 | 14 | 0,03652 | 24 | 0,04717 | 34 | 0,05545 | 44 | 0,06324 | 54 | 0,07001
0,02296 | 15 | 0,03724 | 25 | 0,04823 | 35 | 0,05555 | 45 | 0,06417 | 55 | 0,07066
0,02432 | 16 | 0,03884 | 26 | 0,04914 | 36 | 0,05776 | 46 | 0,06512 | 56 | 0,07069
0,02646 | 17 | 0,03975 | 27 | 0,04991 | 37 | 0,05834 | 47 | 0,0656 | 57 | 0,0715
0,0273 | 18 | 0,04099 [ 28 | 0,05149 | 38 | 0,05853 | 48 [ 0,06578 | 58 | 0,07278
0,02988 | 19 | 0,04165 | 29 | 0,05175 | 39 | 0,05944 | 49 | 0,06696 | 59 | 0,07321

O |0 | N[ |t k=]W]|N |+

40



Tab 4.2: Valores dos niveis de energia do Nelson para i = 0.025

0

0,02186

10

0,07706

20

0,10664

30

0,13082

40

0,15206

20

0,16797

—_

0,03021

11

0,08119

21

0,11079

31

0,13350

41

0,15318

o1

0,16962

0,03819

12

0,08584

22

0,11281

32

0,13551

42

0,15520

02

0,17141

0,04588

13

0,08787

23

0,11601

33

0,13674

43

0,15662

23

0,17482

0,05331

14

0,09360

24

0,11856

34

0,14059

44

0,15850

54

0,17506

0,05800

15

0,00416

25

0,11888

35

0,14253

45

0,16069

95

0,17694

0,06053

16

0,09508

26

0,12488

36

0,14278

46

0,16345

26

0,17931

0,06757

17

0,10035

27

0,12595

37

0,14497

47

0,16411

o7

0,18047

0,06782

18

0,10281

28

0,12613

38

0,14719

48

0,16653

58

0,18074

O [0 [N | | O | =W (N

0,07445

19

0,10558

29

0,13025

39

0,14926

49

0,16655

59

0,18143

Tab 4.3: Valores dos niveis

de energia do

Nelson para h = 0.1

0,0897

10

0,31435

20

0,44022

30

0,53312

40

0,61613

59

0,68335

0,12749

11

0,3372

21

0,4469

31

0,54286

41

0,62161

o1

0,69

0,15977

12

0,3401

22

0,46049

32

0,55599

42

0,62942

52

0,70102

0,18971

13

0,35986

23

0,47283

33

0,55843

43

0,63348

53

0,70412

0,2169

14

0,37521

24

0,47533

34

0,55913

44

0,64401

o4

0,71488

0,2417

15

0,38679

25

0,48748

35

0,56684

45

0,64423

95

0,716

0,24337

16

0,39226

26

0,49339

36

0,5801

46

0,65993

56

0,72819

0,26878

17

0,39942

27

0,51282

37

0,58896

47

0,66288

57

0,73414

0,28969

18

0,41927

28

0,51487

38

0,59853

48

0,66983

58

0,74279

O |0 | N | |O k=W |~ ]O

0,29985

19

0,4233

29

0,51771

39

0,59956

49

0,6731

29

0,74501
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Fig. 4.2: Espectro do Nelson para:
(a) 300 primeiros niveis e i = 0.01;
(b) 200 primeiros niveis e i = 0.025;

(c) 100 primeiros niveis e i = 0.1

Conforme j& observamos, os testes de convergéncia representam ferramentas impor-
tantes para avaliarmos qual o erro de cada nivel, até que nivel podemos usar no célculo e
qual o melhor valor de A. Esse valor deve permitir que seja atingido um valor de energia
para o qual o Nelson ja apresente um comportamento quase totalmente caético, mas haja
uma quantidade nao muito pequena de niveis aproveitdveis e a matriz a se diagonalizar
nao tenha de ser muito grande, pois no préximo passo inseriremos mais uma dimensao, na
qual estard o oscilador harmonico. A matriz quadrada de ordem 2176 é excessivamente
grande para se inserir mais uma dimensao com aproximadamente 30 termos. Isso daria
uma matriz quadrada de mais de 60 mil linhas e colunas, ou seja, de aproximadamente
4x10° termos! Isso se mostrou além da capacidade das maquinas que dispomos. A ma-
triz do Nelson que usamos tem n, = 43 e n, = 13, ou seja, ¢ uma matriz com 616 linhas
e colunas e quando inserida a outra dimensao temos uma matriz com pouco menos de

4 x 10® termos, que embora ainda enorme, as maquinas ja aceitam.
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O primeiro teste que apresentamos é justamente a comparacao entre essas duas ma-
trizes: a de ordem 616 que usaremos mais tarde com a de ordem 2176. Na figura 4.3
apresentamos para os mesmos trés valores de A tratados acima, as curvas da energia
em funcao do numero (indice) do nivel, comparando as curvas para as duas matrizes.
Observamos que no primeiro caso, quando 2 = 0.01, a matriz menor estd bem de acordo
com a outra até um valor da energia pouco maior que 0.1, o que corresponde a mais de
150 termos bons. No segundo caso, quando h foi aumentado para 0.025, a convergéncia
ja nao atingiu tantos termos: apenas cerca de 100, mas por outro lado a energia atingida
foi mais alta, um pouco superior a 0.2. No terceiro caso h foi drasticamente aumentado
para 0.1, a o niimero de termos que convergiram caiu para 50 e a energia subiu para cerca
de 0.7.

Uma forma mais precisa de se estimar a convergéncia dos niveis é através do grafico
de AE(n)/E(n) vs n (curvas verdes da figura 4.4), onde AFE(n) é a diferenga entre as
energias no n-ésimo nivel das mesmas duas matrizes e F(n) é a energia do n-ésimo nivel
da matriz maior. A normalizacao de AFE é importante para que se possa comparar os
resultados para os trés valores diferentes de A, uma vez que a mudanca desse pardmetro
interfere fortemente na escala de energia. A figura 4.4 mostra os graficos onde essas
curvas sao postas no mesmo sistema de eixos com o espagamento entre os niveis (curva
amarela), que ¢ um parametro para sabermos qual o erro aceitdavel. Nos gréficos da
figura 4.4, as curvas azuis sao as suavizagoes. Podemos observar que acima, quando
simplesmente comparamos as duas curvas em um sistema de eixos, superestimamos a
convergéncia do programa. A figura nos aponta que para h = 0.01 os cédlculos com
a matriz quadrada de lado 616 convergem bem até np.x = 110 (Ep.x = 0.1), para

B=0.25, Numax = 70 (E 22 0.2) e para i = 0.1, nmay 2 30 (E 22 0.53).
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Fig. 4.3: Teste de con-
vergéncia da matriz de
616 através da compa-
racao com a de 2176.
Em (a) & = 0.01 e obser-
vamos uma convergéncia
razodvel até um valor da
energia pouco maior que
0.1, pouco mais de 1/4
dos niveis calculados.
Em (b) h=0.25¢ a
energia converge para
cerca de 1/10 dos

niveis: até E pouco
maior que 0.2.

Em (c) h=0.1¢

apenas cerca de 50
termos estao bons,

mas ¢ atingida uma

energia de 0.7 unidades.
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Fig 4.4: Diferenca normali-
zada entre os autovalores
das duas matrizes (verde)
e entre niveis vizinhos
paraa matriz maior, com
(a) h =0.01,

(b) para h = 0.025 e

(c) para h = 0.1.

A reta horizontal indica,
em cada grafico,

AE/E =0 e as curvas
azuis sao as suavizagoes
das diferenca entre os
autovalores (curva cheia)
e do espacamento entre
niveis (curva pontilhada).
Os valores da energia
estao indicados nas

partes superiores.



A seguir, ilustraremos os outros dois métodos de teste de convergéncia do programa:
comparacao dos nimeros de niveis e das densidades. A vantagem desses métodos é que
nao necessitam de que o cédlculo seja feito para duas matrizes, como a comparagao anteri-
or. Essa vantagem se torna importante quando a terceira dimensao (oscilador harmonico)
é inserida, pois o cdlculo é muito mais demorado. Temos preferéncia pela comparacao
entre os numeros de niveis teérico (médio) e numeérico, porque sua visualizagdo é mais
facil e precisa. Na figura 4.5 estao o grafico do niimero de niveis (N) em fungao da energia
e o grafico da diferenca entre os nimeros de niveis calculados numérica e teoricamente
(AN) em funcao do indice dos niveis, para i = 0.025. O critério para o erro nos nimeros
de niveis é bastante 6bvio: |AN| < 1. Observamos que para o nivel 60 temos AN < —1,
mas € a partir do nivel 70 (F = 0.198) que o erro comegca realmente a ficar grande. De-
vemos lembrar que estamos comparando um cédlculo numérico, feito ponto a ponto, com
uma média obtida teoricamente, de modo que um unico ponto estar fora da condicao
|AN| < 1 nao implica em erro grave. Porém vemos que a partir do nivel 70 a média de
AN tende a ser maior que um. Estamos fazendo uma certa distin¢ao entre o nimero de
niveis e o que chamamos de indice do nivel. O primeiro se refere ao niimero de niveis com
energia menor ou igual a um certo valor E ao passo que o segundo pode ser encarado
como o numero de niveis com energia menor que E, nesse caso o estado fundamental é
indexado como 0.

Para encerrar, a figura 4.6 traz a comparacao entre a densidade média de niveis obtida
analiticamente e a densidade a partir dos dados numéricos. Novamente sé apresentamos
o teste para i = 0.025. O gréfico indica o mesmo limite de validade obtido anteriormente.
Observemos que nao é esperada a concordancia entre a curva numérica e a tedrica para
baixas energias, pois essa iltima é cldssica e deve ser uma boa aproximagao sé para altas

densidades.
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Fig 4.5: Comparacao entre o
nimero de niveis calculado
numericamente e o nimero

de niveis médio obtido
analiticamente para h = 0.025.
(a) As duas curvas num mesmo
sistema de eixos em funcao da
energia e (b) a diferenga entre
os dois cédlculos em

funcao do indice dos niveis.
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Fig 4.6: Comparacao entre a densidade de niveis obtida numericamente e

a densidade média calculada analiticamente para h = 0.025.
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Capitulo 5

O Oscilador Harmoénico Acoplado ao

Nelson: Trés Graus de Liberdade

Como discutimos na introdugao, vamos agora considerar o acoplamento de um sistema
lento de um grau de liberdade com o Nelson. Por simplicidade, esse sistema lento sera
escolhido como harmoénico. Neste capitulo discutiremos os procedimentos numéricos para
a obtencao do espectro e das autofuncoes do sistema completo de trés graus de liberdade.
Tais procedimentos se assemelham bastante a discussao feita para o Nelson no capitulo
anterior.

Consideremos o hamiltoniano

H(x,y, 2, pa, Dy, Pz) = Hn (2, 9,00, py) + H:(2,p2) + Hi(2,y, 2) (5.1)
onde )
2 2 2
px py xz :u’ 2
Hy =tz _ = Ll 2
N 2+2+<y 2)+2x, (5.2)
com p = 0.1, ¢ o hamiltoniano Nelson,
2 2.2
p: | w2
H, == 5.3
5 5 (5.3)



¢ o hamiltoniano de um oscilador Harmoénico unidimensional lento, e

e (5-2) ot

é o hamiltoniano de interacao com parametro de acoplamento . A escolha desse acopla-
mento foi feita para preservar a simetria em x e a dependéncia em (y — z%/2), o que
otimiza os cdlculos dos autovalores e autofuncoes.

Esse hamiltoniano representa um sistema unidimensional regular (o oscilador har-
monico) fracamente acoplado a um sistema com dinadmica que pode ser caética ou nao,
dependendo da energia disponivel (Nelson). Essa caracteristica do hamiltoniano Nel-
son de ser regular para baixas energias e caético para energias mais altas nos permitiu
uma comparagao do comportamento do sistema quando era tomando um estado inicial
cadtico (ou quase totalmente caético) do Nelson com quando um estado regular (como o
fundamental, por exemplo) era escolhido. Esse tipo de estudo serd exposto no préximo

capitulo.

5.1 Densidade e Numero de Niveis

Analogamento ao que foi feito para o hamiltoniano Nelson, antes de qualquer célculo
numérico devemos obter para o hamiltoniano tridimensional a expressao para a densidade
de niveis de energia p(F), bem como para o nimero de niveis, N (E), com energia menor
que um certo valor F/. Da mesma forma que para o Nelson, essas expressoes serao tteis
para testar a convergéncia do programa que diagonaliza a matriz.

Seja N(E) o nidmero de niveis quanticos com energia menor ou igual a E. Sua

aproximacao cldssica é dada por

1
N(E) = 3 / / dzdydzdp,dp,dp. (5.5)

1Y p?+V(zy,2)<E
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onde

S pi=pi+p+p]

2\ 2 2 2
V(x,y,z):ga:Q—l— (y—%) + Az (y—%) —|—%22

A integral em (5.5) pode ser feita separadamente para os momenta: ¢ o volume da esfera

de raio y/2(F — V). Dessa forma temos:

\ _8!}1_3” / / (E - V)? dodydz (5.6)

V(z,y,2)<E

A densidade média de niveis é dada por:

Aplicando essa defini¢ao em (5.6) temos

=3 2h3/ / (E-V) dedydz
T

(z,y,2)<E

Para se resolver essa integral é necessario que se faca uma mudanca de varidveis ade-
quada. E nesse ponto que se evidencia a vantagem do acoplamento escolhido. Podemos

escrever V da forma:
2\ A 17 (2w?- N
V(z,y,2) = gﬁ + [(y - I—) + 52} + (w4—)z2

Fazendo a mudancga de varidveis
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o potencial fica

V=X21Y?4+272=R?

O Jacobiano dessa mudanga é constante e vale

1 p(2w? - )\2)

2 2

de modo que a integral nas novas varidveis fica

P(E) = // (E— X*—Y?— 7% dXdYdZ

2 1
m2h? 2
H (2“]2 - A )X2+Y2+Z2§E

Passando para coordenadas esféricas temos

S

2r w

0t [ |

Integrando em 6 e ¢ vem

VE — R2R*dRdfdy

o\

VE
p(E) = 5 ! g / VE — R?R*dR (5.7)

7Th3,/u(2u)2—)\

A integral em (5.7) pode ser encontrada em tabela [22]:

1 zu 1 1a? 1
2*vVa + cx2dr = Srwsarw 24 arcsin x _£
4 ¢ 8 ¢ 8 ¢ /—c a

com ¢ < 0 e a > 0. Dessa forma chegamos finalmente a

AE) = 55 - (zfg — (5.8)
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O nimero de niveis também pode ser obtido simplesmente integrando essa expressao:

~ 1 E3
N

(B) = &3 ) (5.9)

5.2 Os Elementos de Matriz

O hamiltoniano do nosso sistema total ainda é um polinémio. Mais que isso, ele é o
Nelson somado a um oscilador harmoénico e a um termo de interacao do tipo de um dos
termos presentes no Nelson. Fica ébvio, entao, que a base a ser usada na diagonalizacao
desse hamiltoniano ainda é a do oscilador harménico. O célculo apresentado a seguir é
bastante semelhante ao feito para o Nelson no capitulo anterior.
Na forma cartesiana temos
i 0
P =T33~
h (9I k ’

onde k=1,2,3 para x, y e z, respectivamente, e o hamiltoniano (5.1) fica

n /o 0 0 2\* u w?2? x?
=" B R TRy Vo DY
2<8x2+8y2+8z2)+<y 2)+2x+ > +z<y 2)

Facamos uma mudanca de varidveis como a feita para o Nelson:

O = =
Q = y-% (5.10)
Q3 = =z

Calculando 0/0x, nessas coordenadas temos

o2 _ o2 2 62 52 o

o2 = ax T Qs ~ 2imoe o

52 _ o

L= (5.11)
52 _ 52

922 T 9Q3
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e 0 hamiltoniano fica

~

_ K% | 0% 2 52 fod fod o)
H= % T%—{—(Ql—kl)@—{—@—Qle—@ +
In
2

I (5.12)
_Ql + QQ + ) 2 + )‘QQQ3

Definindo os operadores momentum nas novas coordenadas generealizadas

i D
S ToN
e substituindo em (5.12) vem
. p? . P2 P2 ... ik . w202 A
H = 71 + (Q% + 1) 72 + 73 — QPP+ 5P2+ %Q% + Q3 + 2623 +2Q:2Q3 (5.13)

Como no capitulo anterior, podemos escrever P, e Q; em termos dos operadores de

criacao e destruicdo, a' e a, respectivamente:
) v T’“ (5.14)
Qr = Tor (ﬁk + &k>

Dessa forma nao é dificil calcular os elementos de matriz do hamiltoniano usando o
mesmo procedimento exposto para o Nelson. Os elementos de matriz nao nulos sao os

enumerados abaixo e seus respectivos complexo-conjugados:
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(nanana| H [ninans) = LM (1 +w?) (2ny +1) + = (2 Fwd) (2np + 1)+
=2 (200 4+ 1) (20 + 1) + = (W 4 w3) (203 + 1)

n1Man3 : n nonz) = | (1 — wi o “2 (24
{ | H |1 + 2 nong) = (= wf) + 2 (20 +1)| X
\/(nl +1)(ny + 2)

(nynong| H |ning + 2 ng) = [& (2 —w?) — 42 bz (2ny + 1)}

V(2 +1)(n2 +2)

(ningons| H [ny + 2ns + 2 ng) = —ﬁﬁ% (2n1 + 1) \/(n1 + 1)(ny + 2)x
v (ng +1)(ng + 2)

<n1n2 + 2 ’I’L3| E[ |n1 + 2 ny TL3> —i ﬁtéﬂ (2n1 —+ ]_) \/(nl + 1)(711 + 2)><

%) (ng — 1)

<n1n2n3| E[|TL1 + 2 N9 + 1 ’I’L3> = %\/h,—;@ (2711 + 1) \/(’I’Ll + 1)(n1 + 2)\/712 +1

<n1n2 + 1 ’I’L3| E[ |n1 + 2 No ’I’L3> = —%\/ ﬁ% (2n1 + ].) \/(’I’Ll + 1)(711 + 2)‘/712

(ninons| H [ning ng + 2) = & (w? — w?) \/(n3 + 1)(nz + 2)

<n1n2n3|f]|n1n2+1 n3+1 —)\SW\/ n2+ \/n3+1)

<n1n2 +1 ng‘ ﬁ\nmg ns + > = )\ﬁ\/u)g—w‘/ n3 +1

Mais uma vez, nao hd restricoes sobre os valores de wy, ws e w3, mas é conveniente

escolher wy = /1, wy = V2 e w3 = w. Com essa escolha, os elementos de matriz sao
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sensivelmente simplificados e ficam

(ninang| H [ninans) = [hy/fi(na +3) + hv2 (no + 1) +
2R+ (2 +3) + 25 (s + )]

(nlngn;;] f{ \nl +2 n2n3> = %\/% (ng + %) \/(nl + 1)(?11 + 2)

(nnans| H |ning + 2 ng) = —h;\/% (ny + 1) /(nz2 + 1)(ma + 2)

(nlngn;;] f{ \nl + 2n9 + 2 n3) = —%2\/% (n1 + %) \/(nl -+ 1)(?7,1 -+ 2))(
V/(n2 +1)(na + 2)

2

<’I’Ll’I’LQ + 2 ’I’L3| I:I|7’Ll + 2 ny n3> = —%\/% (’I’Ll + %) \/(’I’Ll + 1)(711 + 2)X

’I’LQ(’I’LQ — ].)

<n1n2n3| E[|’I’L1 + 2 N9 + 1 n3> = hW/% (’I’Ll + %) \/(’I’Ll + 1)(711 + 2)\/712 + 1

<n1n2 + 1 n3] I’—ﬂnl + 2 no n3> = —%\/h,—? (2?7,1 + 1) \/(nl + 1)(711 + 2)\/712

(nyngns| H |niny ng + 2) = L (W = p) y/(n3+1)(ng +2)

<n1n2n3|ﬁ|n1ng+1 ’I’L3+1> :)\% L \/(n2+1)\/(n3—|—1)

<n1n2+1 n3|fl|n1ng ’I’L3+1> :)‘% 1 VA LD (n3+1)




5.3 O Caéalculo Numérico

A diagonalizacao dessa matriz é feita numericamente através de um programa bastante
semelhante ao que diagonaliza o Nelson. A mesma rotina (EIGRS do pacote IMSL) foi
utilizada. Como j& mencionamos, a convergéncia do programa pode ser testada através
da comparacao entre a densidade e o nimero de niveis calculados acima e os obtidos
numericamente usando as energias encontradas, de forma idéntica ao discutido para o
hamiltoniano Nelson. Observemos que tomando os elementos de matriz acima com w =
w3 = 0 e desconsiderando os termos com acoplamento, podemos obter a matriz do Nelson.

Mais uma vez, a simetria na coordenada x facilita os cdlculos, uma vez que podemos
separar os termos com simetria par dos com simetria fmpar em x, e desse modo ao invés
de diagonalizarmos uma matriz de N x N, diagonalizamos duas de N/2 x N/2. Isso
possibilita a otimizacao do programa e é especialmente importante nesse caso em que a

matriz a ser diagolalizada é bastante grande.

5.4 Resultados Numéricos

Para os cdlculos numéricos de diagonalizacao da matriz usamos ny_ . = 43, no, .. =
13 ens,.. =29 . Tomando h = 0.025 e w = 0.25, esse valor de ns_. nos dd um
oscilador harmonico com energia méaxima igual a 0.184. Do capitulo anterior sabemos
que a energia maxima do Nelson para a qual o cdlculo é confidvel estd proxima desse valor.
Considerando que as energias dos estados fundamentais do Nelson e do oscilador sao bem
préximas de zero e desprezando a energia de acoplamento podemos argumentar que esse
também é o mdximo valor da energia do sistema total na qual podemos confiar, uma vez
que os valores da energia desse sistema serao aproximadamente combinagdes (somas) dos
niveis do Nelson com os do oscilador, e para energias maiores que aproximadamente 0.19
certamente estarao faltando niveis de algum dos sistemas.

Os valores de w e de ng__ foram escolhidos de forma que a matriz nao fique maior que

a capacidade das méquinas disponiveis e nem o oscilador apresente movimento répido
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comparado com o Nelson. Como ja mensionamos no capitulo anterior, o cuidado com
a magnitude da matriz também teve que ser tomado na escolha de h e do tamanho da
matriz do Nelson.

Fizemos os célculos para n;, = 43, no,, = 13, ng_ .. =29, h = 0.025, w = 0.25,

max max

u = 0.1e X = 0,05 Para possibilitar algumas comparacoes, fizemos alguns célculos
também com A = 0 (que corresponde aos sistemas desacoplados), A = 0,01 e A = 0, 1.
Abaixo estao os espectros para esses diferentes valores do acoplamento. Da figura 5.1
pode-se constatar que o acoplamento 0.01 ja altera o espectro, embora muito pouco,
enquanto que o acoplamento 0.1 provoca uma alteragao acentuada. Em todos os casos,

o acoplamento diminui a energia dos niveis, como pode ser verificado por (5.9).

Fig. 5.1: Espectro do sistema

total (600 primeiros niveis)

para quatro valores do

acoplamento, conforme

indicado na figura.

Os testes para verificar a convergéncia dos célculos sao essencialmente os mesmos
discutidos no capitulo anterior. Aqui apresentaremos a comparagao entre os nimeros

de niveis tedricos e obtidos numericamente. Na figura 5.2 estao as curvas do nimero
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de niveis em funcao da energia, tanto a obtida pelo o cédlculo analitico como a calculada
numericamente, para A = 0. As figuras 5.3 e 5.4 expoem os mesmos graficos, mas para A =
0.05 e A = 0.1, respectivamente. Observamos que em todos os casos as curvas comegam
a ”descolar ” para energias maiores que 0.2, e ji sabemos, da convergéncia do Nelson e
da energia maxima do oscilador harmoénico, que nao podemos usar energias superiores a
essa. Observemos que a convergéncia piora conforme se aumenta o acoplamento.

Como j4 indicamos acima, o valor do acoplamento por nés escolhido foi A = 0,05.
Essa escolha se deve ao fato de que um acoplamento maior, além de piorar a convergéncia,
¢é inadequado ao estudo por nés proposto — tal acoplamento nao seria um acoplamento
fraco, como desejamos, para estudar a interacao entre os sistemas, mas transformaria o

problema em um sistema tridimensional, e nao dois sistemas acoplados.

2000 T T T T T T T T T T

1500

1000

Numero de Niveis

500

0 1 1 1 1
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25

Energia —— Curva tedrica
—— Curva Numérica

Fig 5.2: Testes da convergéncia dos cdlculos dos autovalores para A = 0.
Curva do nimero de niveis em fungao da energia obtida numericamente

confrontada com a deduzida analiticamente.
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2000 T T T T T
1750

1500 -

1250

1000

750

Numero de Niveis

0 I 1 1 1 1
0,05 0,10 0,15 0,20 0,25

Energia

Curva teérica
Curva numérica

Fig 5.3: Testes da convergéncia dos cédlculos dos autovalores para A = 0.05.
Curva do nimero de niveis em funcao da energia obtida numericamente

confrontada com a deduzida analiticamente.

2000 T

1800 -

1600
1400
1200 -
1000 -
800

Numero de Niveis

600
400 -
200 -

0 n 1 n 1 n 1 n 1
0,05 0,10 0,15 0,20 0,25

Energia — Curva tedrica
—— Curva numérica

Fig 5.4: Testes da convergéncia dos cdlculos dos autovalores para A = 0.1.
Curva do nimero de niveis em funcao da energia obtida numericamente

confrontada com a deduzida analiticamente.
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Capitulo 6

Evolucao Temporal de um Pacote

Neste capitulo estudaremos os efeitos do acoplamento, H;, do oscilador harmoénico com o
Nelson através da evolugio de um pacote de ondas. E essa a parte principal do trabalho
desenvolvido, pois ¢ através da evolugao do pacote que investigaremos como se dd a troca
de energia entre os sistemas, calculando as médias nas energias do Nelson e do oscilador
harmonico. Desse modo, poderemos fazer a desejada comparagao dos resultados por nés
obtidos com o comportamento cldssico de um sistema semelhante, estudado por T. de
Carvalho e M. A. M. de Aguiar [5, 6].

Sejam |k) os estados obtidos a partir da diagonalizacdo do hamiltoniano total e |¢;)
a base de osciladores que escolhemos para fazer a diagonalizacao, exposta nos capitulos

anteriores. Podemos escrever |k) em termos da base antiga:
k) = Z dik ) (6.1)
l

onde dj; sao os elementos da matriz obtida na diagonalizacao, isto é,
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Escolhemos como estado inicial |1¢,) o produto de um autoestado do hamiltoniano

Nelson |n) com um estado coerente do oscilador harmoénico |u) :

%) = [n) @ |u) (6.2)

O estado coerente |u) tem a propriedade de evoluir de forma semelhante a um pacote
classico e é definido por

2
[u]

lu) = e 7" |0),

u=\/m ((z) + “sz))

e |0), ¢ o estado fundamental do oscilador H,[23, 24].

onde

Podemos escrever |1),) em termos dos autoestados |k):

(o) = D ciln,u) k)

k

Portanto

cr(n,u) = (K [¢) - (6-3)

Substituindo (6.1) em (6.3) vem
ck(n,u) = Z dik (1 |10) (6.4)
!

onde usamos o fato de que dj;, é real. A base |p,) é o produto de uma base em (z,y) e

outra em z. Podemos entao escrever:

i) = |Byy) ® ms) - (6.5)

Logo
(1 [90) = [(Byy| ® (mi]] [In) ® |u)] = ( By, In) (m |u) (6.6)
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Como |u) representa o estado coerente do oscilador harmonico, (m!, |u) pode ser facil-

mente calculado:

1 e um
<mz lu)y =e 2

- (6.7)

m,

Para calcular (Bl |n), escrevemos o autoestado |n) do Nelson em termos de |B. ),

usando os elementos (reais) da matriz obtida com a diagonalizacdo do Nelson, ej,:
J
de onde vem

(B, In) = en (6.8)

Substituindo (6.7) e 6.8 em (6.6) vem

i u™
(@1 [thg) = e1ne™ 2

m;
Substituindo em (6.4) vem

1
u? Y=

_ul®
ck(n,u)zg dipeine” 2
!

l (6.9)

)

Seja |1(t)) o estado [1py) apds a evolugdo no tempo:

_ iHt Bt

(1) = e T o) =D e |R) (6.10)

Duas coisas nos interessam: a visualizacao desse estado como um pacote, de forma a
podermos identificar distorg¢oes nele, perda de energia, etc — como em uma distribuicao
em mecanica cldssica — e o cdlculo das energias médias do Nelson e do oscilador quando

esse pacote se propaga.

63



6.1 Evolucao Temporal do Pacote

Para visualizar esse estado como um pacote movendo-se no plano z—p,, devemos projetar

o [1(t)) em um estado coerente do oscilador harménico, |v(z,p,)) e integrar sobre as

2

varidveis z e y. Queremos calcular
P = [ Vo o) dody = [ 3 (oyo fn) (o 0(0)| dody = (6.11)

= 3w [9) (¥ ') / D) (wy)dady = 3 (v [1) (3 [0) b

nn' nn'

onde ¢, (zy) = (zy |n) . Entao temos

Po= Y lfno [(e)

De (6.10), (6.1) e (6.5)

:Ze—#:}m@n

m

(com v = v(z,p,) ) vem

. 2

P Z che %Q\j%dlkelne_# (612)

com ¢, dado por (6.9).

Julgamos pertinente tecer alguns comentérios a respeito dos indices presentes em
(6.12). O indice k representa os autoestados do hamiltoniano total, é o indice da colunas
da matriz. Desse modo, k = 1,2, ..., M, onde M é determinado pelos testes de convergén-
cia expostos no capitulo anterior: M é o mimero de estados bons segundo esse teste. O
indice [ indica as linhas da matriz. Temos [ = 1,2, ...,1s, onde [y é o nimero de linhas,

que corresponde & dimensao da matriz diagonalizada. O indice m!

serd obtido a partir
de I. Da forma como ordenamos a matriz antes da diagonalizagao (Capitulo 5), temos

que para [ variando de 1 até N,, (onde N, ¢ a dimensdo da matriz do hamiltoniano
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Nelson) m! = 0. No intervalo seguinte m! = 1, e assim por diante, até m. = m, nax. E

facil ver que | = m! x N, +n, onde n = 1,2, ..., Ny,.

6.2 As Energias Médias

Nessa secao estudaremos o comportamento das energias médias em funcao do tempo.
A confiabilidade dos resultados serd testada verificando se a energia total permanece

constante.

6.2.1 A energia do oscilador harmoénico

A energia média do oscilado harmoénico é dada por

E. = ($(t)] H [(1)) (6.13)

onde [1(t)) é o estado definido em (6.10) e

2
szp—;+wz . (6.14)
Usando as equagdes (6.1) e (6.5) e observando que |m!) é um autoestado de H. temos
1
Hoky =Y die|BL) @ H [y = 3 hu <mg i 5) du |BL,) ® |m!)
I I

Substituindo essa equagao em (6.13) e observando que

2

Bt
E cxe dlk

k

2.

l

= @) [p)) =1

vem
2

hw l
EZ:7+m;mz (6.15)

Bt
E Cpe dlk
k
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com ¢, dado por (6.9).

6.2.2 A energia do Nelson

A energia média do Nelson é

Ex = () Hx [9(#)) (6.16)

onde Hy é o hamiltoniano Nelson, dado por

2

Dy Dby u z?

Hy = z
N 2+2+2$+(y 2)

e |Y(t)) estd definido em (6.10). Usando (6.1) e (6.5) vem

k'I’ HN ‘k’ Zdlkdl'k’ <mlzll |mlz> ® <

uw

)

Mas
(2,

sao os elementos de matriz do Nelson obtidos no capitulo 4. Substituindo tudo em (6.16)

Hy |Bl) = (nf'n

HN {nllné> = M’l

e separando as somas em [, vem

iE ,t

zE t 'LE t
E Ny E dicre” e +E E 5mzm’ E dicre” EE E dl’k’ck’e h
=1

1Ekt
E E 5mzm’ E dicre™ E dl’k:’ck’@ 2

I U'=l+1

/1t

Trocando [ com I’ na iltima soma vemos que ela é o complexo conjulgado da segunda e

chegamos a

lEkt
E Ny E dipcre™ 7

+2 Z Z 6mz m/, Re {Z dlkcke 1Ekt Z dl,k,ck,e”ﬂf/t }

I'=1
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6.2.3 A energia de interacao

Uma forma eficiente de conferir os célculos é verificando se a energia total, a soma da

energia média do Nelson com a do oscilador e a de interacao, é constante. E por essa

razao que temos o interesse de calcular essa iltima.

A energia de interagao é dada por
Ep = (@) Hr[4(t))
onde H; é o hamiltoniano de interacao, dado por

2
H;y=)X\z (y—%)

e |Y(t)) é o pacote definido em (6.10)

_ Bt _
Er = E cpe " h g Cy'€
k %

iE st
[

(K'| Hp k)
Usando, mais uma vez, (6.1) e (6.5) vem

K H k) =AY didine <B;’y

i

Usando a mudancga de varidveis introduzida no capitulo anterior,

Q1 =z

z2
Q2 = y— 5
Qg = Zz

ficamos com

K| Hylk) = XY duduw (B,

w

Q2 }Biy> ® <mlzll
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Qs |m’)

— E n
= A dlkdl/k/(snzlnllz/ <n2

uw

o) (!

Escrevendo ) e Q3 em termos dos operadores de criacao e aniquilacao
- T
Qv = \/5.- (ak + ak)

ficamos com

(K'| Hp k) = 25/4\/—Zd1kdl'k/5 Lt [ N+ 16, 1 + ”lzéngmg’] X
X [ nl3 + 15n13+1 ngl/ + \/ nl35nl31ng1:|

Voltando para a expressao de E; temos, finalmente

iBpt iE,,t
= 2 leal” k1 Hi N Re {ee T ape ™ (| Hy |R)

k k'=1

W—/

6.2.4 A energia renormalizada do oscilador harmonico

Se tivéssemos um oscilador isolado, seria verdade que E, = H, = const. . Porém,

nao é esse o caso: o oscilador estd fracamente acoplado ao Nelson, e conforme vimos

nos calculos acima (e veremos nos graficos da préxima se¢ao) sua energia varia com o

tempo. No capitulo 3, mostramos que se o movimento do oscilador puder ser considerado

adiabdtico, do teorema adiabético (capitulo 2) o volume compreendido pela superficie de

energia do Nelson, (2, é constante

5 2.2
Q:2772\/j {E— (HZ— Az )] = const.
0 4
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Impondo essa condi¢ao, como a energia total do sistema é uma constante (o sistema total

estd isolado), ao invés de H, constante temos

222
— = const.

H,

Definimos entao a energia renormalizada como sendo essa energia que deve ficar cons-

tante:
M2
E, =FE, — 1
O termo — ’\2422 é o potencial renormalizador de Born-Oppenheimer.

Calcularemos o valor médio dessa energia. O que se espera é que — como no caso

clédssico (se¢ao 3.3) — ela dimimua as oscilagbes que aparecerao na energia do oscilador

(por causa da interagao com o Nelson), e que, havendo de fato dissipacao, ela apresente

uma tendéncia de decrescer.

Observemos, também, que podemos falar em um hamiltoniano corrigido para o os-

cilador,
N2 2 [wg - 7} 22

4 2

H, =H, —

com

(6.18)

Surge, dessa forma, uma correcao na freqiiéncia, por causa da aproximacao de Born-

Oppenheimer. Faremos uso dessa correcao, na segao seguinte, nao sé no célculo das

energias médias, mas também da projecao do pacote no espaco de fase, verificando se os

pacotes se superpoem quando se corrigem os periodos dessa forma.

Quanto & expressao do valor média de F,,, temos

)\2

<Hzr> = <HZ> - ﬂ 22>

A primeira média do lado direito j& foi calculada, e portanto precisamos calcular apenas
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(2?). Como o célculo é simples mas enfadonho, apresentamos apenas o resultado final:

22 Nh )
EZT(t) = (1 — 4—M2) Ez(t) — E ; \/(mlz -+ 2) (mlz -+ 1) ; {dlkkl’k ’Ck’ +
k=1 i(Ep—Ey)t
+ Z (dlkdl’k’ + dl’kdlk’) Re |:C]g6k/€_ h }
k'=1
onde
U'=1+2N,,

6.3 Resultados Numeéricos

Nesta secao apresentaremos os principais resultados obtidos. Em primeiro lugar, apre-
sentaremos a visualizagao da evolucao do pacote no plano z — p,, que é bastante seme-
lhante & evolugao temporal de um estado coerente do oscilador harmoénico, que também
apresentaremos, para fins de comparacao. Em seguida serao expostas as energias de cada
sistema em funcao do tempo, permitindo a observacao de como se deu a troca de energia
entre eles. O caso com acoplamento zero, ou seja, para os sistemas desacoplados, serd

comparado com a situagao de acoplamento nao-nulo.

6.3.1 Evolugao temporal do pacote

Como apresentado anteriormente, visualisamos a evolu¢ao do pacote no plano z — p,
projetando o pacote em um estado coerente do oscilador harménico|v(z, p,)) varrendo

um intervalo desse plano e integrar sobre as varidveis = e y:
2 2
Pu(epe) = [ oy [o(@) dady = 3 |(no (o)

Como conseqiiéncia do Principio da Incerteza em Mecanica Quéantica nao podemos falar
em distribuicao no espaco de fases como no caso classico. A funcao P, acima, chamada

Fungao de Husimi [25, 26], uma suavizagao da fungao de Wigner, é o que mais se aproxima
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da distribuicao cléssica. Consideremos a projecao de um autoestado do operador z sobre
estados (7’| e sobre (p|. Teremos uma fungao delta e uma onda plana, respectivamente.
J& as projegoes de um estado coerente sobre esses espagos sao gaussianas centradas em (z)
e (p.). Alem disso os estados coerentes se comportam de forma semelhante ao oscilador
cléssico para um hamiltoniano de oscilador harménico. E natural, entdo a idéia de se
projetar os estados que se deseja estudar sobre os estados coerentes para se obter, em
Mecanica Quantica, uma funcao analoga a distribuicao no espago de fases, um conceito
cldssico. Obtemos, assim, um espago de fases cujos eixos sao os valores médios (z) e (p,),
que sao os andlogos quanticos das varidveis candnicas cldssicas. O efeito dessa fungao no
nosso sistema ¢é tirar a média do movimento do Nelson para ter o resultado global desse
movimento sobre o oscilador lento.

Conforme jé apontamos, como estado inicial tomamos o produto de um autoestado
no Nelson, que indicaremos por |Nel), com um estado coerente do oscilador harmoénico,
|u), dado por

2
|u]

u) = 2 e |0),

| w 1Pz
= 5% (Zo+ > )

Escolhemos |u|2 =5.5,20=0, w=0.25¢e h = 0.025, o que corresponde a um estado

onde

coerente com energia média inicial de 0.0375. A figura 6.1 abaixo ilustra a evolucao
temporal de um estado coerente de oscilador hamonico para esses pardmetros com os
sistemas desacoplados. Na mesma figura estd a evolucao do mesmo estado coerente,
porém obtida de forma exata pelo software Mathematica, € nao numericamente. Essa
comparacao nos permite avaliar graficamente a importancia dos erros numéricos. Os
pacotes foram evoluidos por trés periodos do oscilador (3 x 27/w), com intervalos de um
quarto de periodo entre cada imagem presente no grifico, sendo que a primeira imagem é
a do topo. Nao é possivel distinguir os diversos periodos calculados numericamente uma

vez que as curvas se superpoem perfeitamente. O que podemos distinguir no gréfico sao as
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duas curvas, numérica e exata. Isso se deve, principalmente, ao fato de que a curva exata
foi calculada para um niimero maior de pontos, ao passo que a numéricas, por limitacoes
computacionais, foi calculada para 17x17 pontos em todo o intervalo coberto pela figura.
Apesar dessa concordancia nao tao perfeita, julgamo-la bastante satisfatéria e suficiente
para que o nosso objetivo de observar o comportamento do pacote para acoplamento
nao-nulo seja alcangado.

Para acoplamento nao-nulo o pacote evolui como indicado na figura 6.2 abaixo. Nessa
figura, o pacote foi evoluido para um acoplamento A = 0.05. Como na figura 6.1 anterior,
o intervalo de tempo entre cada imagem presente no grafico é de um quarto de perfodo, e
a primeira imagem é a preta do topo. Foi feita a evolugao por quatro periodos completos.
O primeiro periodo estd em preto, o segundo em vermelho, o terceiro verde e o quarto em
azul. Observamos que houve um atraso evidente (que estd de acordo com a corre¢ao de
Born-Oppenheimer) para os dois autoestados do Nelson (Nel = 0 e Nel = 29) utilizados,
e em nenhum caso houve dissipagao visivel. Vale destacar que o primeiro autoestado do
Nelson utilizado, o estado fundamental, tem uma energia (0.02186) para a qual o com-
portamento do andlogo cléssico do sistema ¢ regular, enquanto que o segundo autoestado
utilizado tem energia 0.13025, de modo que o andlogo cléssico tem comportamento misto.
Na figura 6.3 estao expostos os grificos da evolugao temporal para Nel =0 e Nel = 29,
também para quatro periodos, mas usando o periodo (7 = 27/@) obtido pela correcao
de Born-Oppenheimer. Podemos observar que as curvas se superpoem quase perfeita-
mente, de modo que a referida correcao se mostra perfeitamente aplicdvel ao problema
e fica evidente que nao hé dissipacao — caso houvesse as curvas de periodos superiores
se deslocariam rumo ao centro do grafico. Observamos, ainda, que nao hd qualquer

deformacao do pacote.
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Fig 6.1: Evolucao temporal de um estado coerente do oscilador harménico
desacoplado do Nelson. Em preto estao os estados coerentes calculados
numericamente e os pacotes em vermelho sao estados coerentes exatos,
obtidos pelo software Mathematica. No sentido horério, partindo do

topo, os pacotes representam a evolugao em t =0, 7/4, 7/2 e 37/4,
respectivamente, onde 7 = 27 /w é o periodo do movimento harmoénico.

Os parametros usados foram: |u|> = 5.5, 2z = 0, w = 0.25 e h = 0.025.
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Fig 6.2: Evolucao tempo-
ral de um estado coerente
do oscilador harménico
para A = 0.05. No sentido
horario, partindo do topo,
0s pacotes representam a
evolugao em t = 0, 7/4,
7/2, 37/4 e assim por
diante, até 37/4 + 47,
onde 7 = 27 /w é o peri-
odo do movimento har-
monico. O primeiro
periodo estd indicado
pelas curvas em preto, o
segundo em vermelho, o
terceiro em verde, e o
quarto em azul. Os
parametros usados foram:
lu|> = 5.5, zp = 0,

w = 0.25, h = 0.025,
A=0.05¢ (a) Nel =0
(b) Nel =29



(o=

6.3.2 As energias médias

Fig 6.3: Evolugao tempo-
ral de um estado coerente
do oscilador harmoénico
para A = 0.05. No sentido
hordrio, partindo do topo,
0S pacotes representam a
evolugdo em t = 0, 7/4,
7/2,37/4 e assim por
diante, até 37/4 + 47, onde
T =2m/® é o periodo do
movimento harmoénico
corrigido segundo a
aproximacao de Born-
Oppenheimer. O primeiro
periodo estd indicado pelas
curvas em preto, o segundo
em vermelho, o terceiro em
verde, e o quarto em azul.
Os parametros usados
foram: |u* = 5.5, 2y = 0,

w = 0.25, h = 0.025,

A=0.05e€
(a) Nel =0
(b) Nel = 29

Como mencionamos no inicio deste capitulo, é de nosso interesse estudar o comporta-

mento das energias médias em fungao do tempo. Para isso, calculamos numericamente
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as energias do Nelson, do oscilador harmoénico e de interagdo (e a energia total, soma
das trés), usando as férmulas apresentadas na se¢do anterior. Apresentaremos as ener-
gias médias para os mesmos parametros que foram usados nas visualizagoes dos pacotes,
presentes nas figuras acima.

Como sempre, iniciamos nossa exposi¢ao com o caso desacoplado (A = 0). A figura
6.4 abaixo mostra, num mesmo sistema de eixos, as energias médias de interesse. De cima
para baixo temos a energia total, a do Nelson e a do oscilador harménico. Observamos
que, como era de se esperar, todas as energias ficaram constantes, mantendo seus valores

iniciais.

0,20 ——————————————————

018 i
0,16 ]
0,14 ]
0,12} .
010 F i
0,08 i
0,06 i
0,04 F ] E
0,02 1] Eo
0,00 | .

Energia

Tempo

Fig 6.4: Energias médias em funcao do tempo do Nelson, do oscilador
harménico, de interagao e total. O tempo estd em unidades de periodo do
oscilador (27 /w). Os parametros usados foram: |u|* = 5.5, 29 = 0, w = 0.25,
h=0.025,A =0 e Nel = 29. Nesse caso desacoplado, as energias ficaram
constantes em seus valores iniciais: Eyg = 0,130, Eo, = 0,037, Er,y =0
e Fir = 0,167.

Na figura 6.5 estao as energias para acoplamento A = 0.05 e Nel = 29 e os mesmos

parametros e autoestados do Nelson da figura 6.2. Observamos que as oscilagoes (cau-
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sadas por erros numeéricos) na energia total sdo quase imperceptiveis. Da figura 6.5 nao

podemos, de forma alguma, concluir que haja qualquer perda ou ganho irreversivel de

energia na interacao entre os sistemas. Tanto a energia do Nelson quanto a do oscilador

parecem oscilar em torno de uma média constante. A tnica observacao que se pode fazer

¢ que hé trocas reversiveis de energia, reveladas pelas oscilagoes que, principalmente para

o Nelson, parecem se intensificar a partir do sexto perfodo.

0,16 = E =
014 L 0,1631 ot ]
0,12 = =
L 0,1259 Eve
0,10 —
8 r 7
> 0,08 |- -
d:.) o 4
w 0,06 1= 1575 E ]
0,04 == %
0,02 [~ ; 253410° ]
0.00 P int
’ 1 I 1 I 1 I 1 I 1
0 2 4 6 8 10
Tempo (em unidades de periodos)
C T I T I T I T I T _
0,16 —
[ 01672 E ]
0,14 .
———— A AN AANAAANANANNANANN AN
0,12 = ,1300 Eve
0,10 —
o I 1
2 0,08 - —
(] - i
S 0,06 -
w20 0,0373 E ]
0,04 = =
0,02 __‘-1/,147x10'4 E't ]
n
0’00 1 I 1 I 1 I 1 I 1

2
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6 8 10

Tempo (em unidades de periodos)

7

Fig 6.5: Energias médias
em fungao do tempo: do
Nelson, do oscilador
harmonico, de interacao
e total. O tempo estd em
unidades de perfodo do
oscilador. Os parametros
usados foram: |u|* = 5.5,
20 =10, w=0.25,
h=0.025,A = 0.05 e

(a) Nel = 28,

(b) Nel = 29.

Os valores iniciais das
energias (calculados
numericamente) estao
indicados no gréfico

e os valores ”exatos”

sa0 Eps. = 0,0375 e

(a) Enea =0, 1261,

(b) Ene = 0,1303.



Na figura 6.6 abaixo ilustramos as energias médias de alguns niveis do Nelson em
funcao do tempo. Da figura pode-se concluir que as energias oscilam sem uma mudanca

significativa em seus valores e sem inverter permanentemente a ordem dos niveis.

01 ——T1T 7 1 71—
AAAAANAANANAIAA AN A ST

0,130 FYYMYYASVRIMNIMIN IV 29

0,125 ANV vvwwn\/\f\/\,\26

Energia

0,120 AAAMAAA M N MMMW25

AVAR Y ARV LS ALY AR AR VUAL AR AVARA B B A 4 24

AN LA A A A 'AAVAA'I\V 23
0,115
AANANNASANA SN S22

0 2 4 6 8 10

Tempo (em unidades de periodos)

Fig 6.6: Energias médias de alguns niveis do Nelson em funcao do tempo .
O tempo estd em unidades de periodo do oscilador (27/w). Os parametros

usados foram: |u|® = 5.5, z =0, w = 0.25, h = 0.025 e X = 0.05.

As linhas retas indicam as energias dos niveis correspondentes no espectro

do Nelson (desacoplado).

Na figura 6.7 seguinte, apresentamos os graficos da energia do oscilador renormalizada
para dois valores do Nelson, juntamente com a energia do oscilador sem a renosmalizacao.
Observamos, em ambos os casos, que ha oscilacao nessa energia, mas bem menor que a
apresentada pela energia do oscilador harmoénico. Embora a energia varie um pouco com
o tempo, nao se pode afirmar que haja dissipacao de um sistema para o outro, mas sim

uma troca reversivel de energia.
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Fig 6.7: Energias médias
do oscilador harmoénico
com e sem renormaliza-
¢ao em func¢ao do tempo.
O tempo estd em unida-
des de perfodo corrigido,
7, do oscilador. Os para-
metros usados foram:

lul*> = 5.5, w = 0.25,
h=0.025, A =0.05¢

(a) Nel = 29,

(b) Nel = 31.

Em ambos os graficos, a
curva verde corresponde
a energia F, do oscilador,
enquanto que a curva
azul representa a energia

renormalizada F, .
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Capitulo 7

Conclusoes

Como discutimos no capitulo 6, nao obtivemos dissipacao de energia de um subsistema
para o outro, mas apenas troca reversivel de energia. Também nao pudemos observar
deformagoes aprecidveis do pacote — o que ficou evidente quando corrigimos o periodo
segundo a aproximagao de Born-Oppenheimer, pois foi possivel verificar que os pacotes
se sobrepuseram quase que perfeitamente depois de um periodo corrigido. Observemos
que nem o fato de nao estarmos num regime perfeitamente adiabdtico provocou esses
efeitos.

Na figura 4.7a observamos que as oscilacoes da energia renormalizada vao se acen-
tuando com o tempo, conforme ¢é sugerido pela equacao 2.5: (AE?) = 2Dt. Isso indica
que, apesar de < AFE >= 0, < AE? > apresenta um comportamento tipicamente difusi-
vo! Nao é claro no momento por qué esse fato nao altera os valores médios da trajetoria
do pacote.

Algumas dificuldades computacionais impediram uma exploragao maior do problema.
Como j4a observamos nos capitulos 4 e 5, tivemos que limitar os tamanhos das matrizes,
mas ao mesmo tempo precisdvamos atingir uma energia para a qual o Nelson ja apre-
sentava um comportamento fortemente caético. O oscilador harménico, por sua vez, nao
podia ter seu nivel de energia mais alto muito maior que isso, porque nesse caso ficariam

faltando niveis quando acopldssemos os dois sistemas. Tivemos entao que compensar a
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limitacao no tamanho da base do oscilador com o aumento de w — truncamos a base no
seu trigésimo termo e escolhemos w = 0.25, de modo a atingirmos uma energia méaxima
0.184. Por essa razao, nao nos foi possivel atingir um regime realmente adiabdtico.
Conforme ja foi dito no capitulos 1 e 3, Tilio de Carvalho e M. A. M. de Aguiar
[5, 6] ndo usaram o oscilador harménico como sistema lento, mas o oscilador quértico.
O que os levou a usar esse sistema foi uma limitagao que o oscilador harménico oferece
a magnitude do acoplamento: para que o sistema nao se comporte como se o potencial

harmonico estivesse ‘de cabega para baixo’ devemos ter
A < w.

No nosso caso, também ha uma limitacao desse tipo ()\2 < 2w?, como pode ser visto pela
equacao 6.18), mas ndo nos ofereceu problemas porque o valor de w nao pode assumir um
valor muito pequeno devido as limitagoes computacionais. Seria, contudo, interessante,
também para a andlise quantica, um estudo usando o oscilador quértico como sistema
lento, pois além de ser mais fdcio torna-lo adiabédtico, ele nao possui um estado coerente,
possibilitando o surgimento de efeitos mais interessantes.

Ainda nesse sentido, tendo em vista a simplicidade da dindmica do oscilador har-
monico, surge a pergunta: o fato de nao ter havido nada com o pacote, de a correcao de
Born-Oppenheimer para o periodo ter sido tao boa, é devido ao teorema adiabético ou a
harmonicidade?

Como perspectivas para essa linha de pesquisa, surge o oscilador quértico como sub-
sistema lento. Pelas razoes expostas nos paragrafos anteriores, ele possibilitaria possivel-

mente uma investigacao mais conclusiva desse representativo problema.
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