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Resumo

Neste trabalho investigamos a perda da coeréncia de spin em experiéncias de feixes de particulas
submetidas a campos magnéticos. Tratando o campo magnético como um ente classico, analisa-
mos a influéncia do alargamento da parte espacial da fung3o de onda, na tentativa de recombinar
os feixes provenientes de um aparato de Stern-Gerlach e assim obter o estado puro inicial. O
alargamento do pacote se mostrou um fator relevante aumentando a perda de coeréncia, para
um dado grau de recombinagdo, através da separacdo entre os pacotes no espaco de momento.
Também observameos que na experiéncia de Stern-Gerlach a coeréncia de spin é perdida muito
antes dos pacotes se separarem no-espago de coordenadas.

Incluindo as flutuagoes do campo magnético, através do acoplamento do sistema com um
reservatério de osciladores, obtivemos um fator de atenuagio & possfvel recuperacio da coeréncia
quando -os feixes s@o recombinados com . perfeicio. Para o caso em que o campo magnético
tem como origem um SQUID(superconducting quantum interference device), com dimensdes na
escala de microns, observamos que o fator de atenuagdo pode evitar o revival da coeréncia quando
os feixes sdo recombinados.
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Abstract

Spin coherence experiments with particle beams under the influence of magnetic fields are inves-
tigated. Taking this field as a classical entity, we analyze the influence of the spreading of the
wave packet in the recombination of the two beams resulting from a Stern-Gerlach apparatus.
The spreading of the wave packet has shown to be a significant factor for the loss of coherence
through the separation of the packets in the momentum space. We also observed that in the
Stern-Gerlach experiment the spin coherence is lost much earlier than the packets separate in
the coordinate space.

Including the fluctuations of the magnetic field through the coupling of the system to a bath
of oscillators, we obtained an attenuation factor to the possible revival of coherence, when the
beams are recombined with perfection. For the case where the source of the magnetic field is a
SQUID(superconducting quantum interference device), with dimensions in the scale of microns,
the attenuation factor can prevent the revival of coherence when the beams are fully recombined.
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“S6 pela ciéncia e pela arte as civilizagdes tém algum valor. Alguns espantaram-se
com, a férmula: “a ciéncia pela ciéncia”; e contudo ela ndo é menos surpreendente
do que “a vida pela vida”, se a vida ndo é mais que miséria; e até mesmo do que
“a felicidade pela felicidade”, se ndo julgarmos que todos os prazeres sio da mesma
qualidade, se ndo quisermos admitir que o objetivo da civilizagio é o de fornecer
alcool aos que gostam de beber. [...]

E contudo — estranha contradigdo para aqueles que créem no tempo — a histéria
geolégica nos mostra que a vida ndo & mais que um curto episédio entre duas eter-
nidades de morte e que, nesse proprio episédio, o pensamento consciente ndo durou
e nao durard mais que um momento. O pensamento no é mais que um clario em
meio a uma longa noite.

Mas esse clardo é tudo.”

H. Poincaré em o valor da ciéncia.
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Capitulo 1
Introducao

O experimento de Stern-Gerlach é conhecido por dar uma evidéncia experimental da quantizagio
do spin de uma partfcula. Assim, quando temos um feixe de particulas de spin 1/2, sabemos
que, apds passar por um campo magnético variavel na diregdo 2, as particulas sdo detectadas
em um anteparo e, como resultado, temos a presenca de dois picos distintos correspondendo aos
spins na direcao Z e —2 .

Entretanto, além de nos dar uma evidéncia sobre a quantizagdo do spin, esse exemplo &
considerado o paradigma do processo de medida. O feixe entra no magneto no estado puro, por
exemplo o autoestado |+); de Sg, e, para efeito de medida de S, passa a ser descrito por uma
superposicdo dos autoestados deste observavel. Posteriormente transforma-se em uma mistura
estatistica depois de colidir com um anteparo.

Se a colisdo com o anteparo realmente n3o ocoresse poderfamos recombinar novamente os
dois feixes a fim de obter o estado puro inicial?

Essa idéia da recombinagdo dos feixes é antiga mas sempre foi tratada de forma bem qualita-
tiva. Um dos primeiros tratamentos mais quantitativos ocorreu em uma série de trés artigos|[1,
2, 3] nos quais os autores examinaram a possibilidade de recombinar os feixes e chegaram &
conclusdo de que a precisdo com que se controla o campo magnético é de fundamental impor-
tancia na reconstrugéo do estado puro inicial. Porém, nesses trés artigos os autores nao fizeram
consideracdes sobre a origem do campo magnético, que foi tratado classicamente, e sobre suas
possiveis fontes de flutuacdes. 7

Sabe-se que o>acop1a,mento de um sistema com outro de muitos graus de liberdade, sobre
08 quais ndo temos controle, tem como efeito a decoeréncia. Em geral esse segundo sistema &
chamado de reservatério ou banho, sendo a decoeréncia obtida quando tracamos as suas variavéis,
o que leva o sistema a uma mistura estatistica de uma forma irreversfvel. v

Em um trabalho mais recente [4], esse problema foi tratado novamente com uma desérigéo
quéntica do campo magnético. Porém, o autor s6 considerou o acoplamento do campo com o
momento magnético da particula, ndo levando em conta o efeito das flutuagdes na parte espacial
da funcio de onda.
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Neste trabalho pretendemos analisar os efeitos das inevit4veis flutuacdes do campo magnético
na parte espacial da fung3o de onda da particula na tentativa de recombinar os feixes.

Na anélise desse problema, entretanto, nos deparamos com outras duas questGes que também
pretendemos esclarecer: como ocorre a pérda de coeréncia de spin na experiéncia de Stern-Gerlach
e qual a influéncia do alargamento do “pacoté” na experiéncia de recombinaggo. |

Para tratarmos todos esses assuntos daremos uma breve introdugéo sobre alguns dos conceitos
utilizados, como coeréncia e dissipago, e faremos um breve resumo sobre os trabalhos citados
acima.

No capftulo 2 faremos uma introdugdo & coeréncia antes de, no capftulo 3, situar o problema
da recombinacgo dos feixes, descrevendo o que vem sendo feito na érea. O problema da dissipagao
em mecénica quintica é introduzido, de forma geral, no capitulo 4. No capfitulo 5 tratamos os
dois problemas citados é,cima, com os quais nos deparamos no decorrer deste trabalho. Por fim,
no capitulo 6, abordamos a questdo da recombinago espacial com uma descrigio quéntica do
campo utilizando uma Hamiltonina que ser4 justificada no capitulo 7.

RN - R



Capitulo 2

Coeréncia

Comegaremos este trabalho com uma pequena introdugdo sobre coeréncia e os efeitos do acopla-
mento do sistema de interesse com um segundo sistema. Entenderemos coeréncia quantica como
a propriedade de superposi¢cdo entre vetores de estado, estando portanto associada & diferenga
entre o estado de superposigao(puro) e o estado de mistura estatistica.

2.1 Coeréncia em um unico sistema

Em Mecanica Quantica o estado de uma particula ou sistema & definido por um ket |4}, que
pertence a um espago de estados £. Assim uma combinagio linear de estados também define um
outro estado associado ao sistema(principio da superposicao)[5].

Em geral esta afirmagdo é introduzida na teoria como um postulado e como consequéncia
deste e de outros postulados temos efeitos de interferéncia como, por exemplo, aqueles observados
na experiéncia da dupla fenda.

Tomemos por exemplo um estado i) tal que

[¥) = A1 91) + Az [ehe) (2.1)

com |11) e |ih2) autoestados de um observavel B associados a diferentes autovalores b; e bo.
Efetuando uma medida de B h& uma probabilidade |\il? de encontrar o sistema no estado |¢;).
Porém deve-se tomar cuidado com o significado desta afirmagéo, pois ela pode nos levar a pensar
que em um ensemble de N sistemas no estado |¢), N |As|> deles estariam no estado [4;) o que
representa uma mistura estatistica dos estados [t1) e |1)2). Veremos abaixo que tal interpretacao
nao é correta.

Supondo que se queira medir um outro observavel A, que ndo comuta com B, definido da

lEsta ¢ a chamada interpretacio de Copenhagen. Einstein e outros acreditavam que a funcdo de onda nio
dava toda a informagdo sobre o sistema, mas somente uma informagdo estatistica sobre um ensemble de siste-
mas idénticos. Estas idéias geraram as teorias conhecidas como teorias de variaveis ocultas e as interpretagGes
probabilfsticas da Mecanica Quéntica.
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seguinte maneira:
Alvn) = an |vn) . (2.2)

A probabilidade de se obter como resultado o valor a,, é
P(an) = [(val ¥)I* = [M (va| $1) + A2 (val ) (2.3)

Desse modo P (an) é o quadrado do médulo da soma das amplitudes de probabilidade. Por-
tanto irdo existir termos de interferéncia entre os estados |¢;) e |12), dados pelos médulos de A;
e A2 e pela fase relativa entre eles, que ndo estariam presentes numa mistura estatistica.

Logo, cada sistema est4 em um estado |¢) que, do ponto de vista classico, ndo seria um estado
bem definido, pois é uma superposicio de estados possiveis representando diferentes alternativas.
Por causa dos efeitos de interferéncia, esse estado é chamado de uma superposi¢éao coerente dos
estados |¢1) e |¢2) em que, apesar da possibilidade de obter os dois estados como resultado de
uma medida, ndo se pode afirmar que o sistema est4 em um dos estados antes dela.

A fim de dar uma sequéncia & nossa discussdo de uma forma mais quantitativa e conveniente
introduzimos o conceito de operador densidade que é definido como

p= 3 palt @)@,

onde {p,} € uma distribuicdo classica de probabilidades, > ,p. =1, e [4()) qualquer estado
puro.

Quando [1(*)) & dado por (2.1) e p, = 1, podemos dizer que a interferéncia est4 contida nos
termos ndo diagonais da matriz que representa j. Por exemplo, na base dos autovetores de B,

M2 AN
p= I*ll li . (2.4)
A1A2 lAzl

No entanto, devemos tomar cuidado com o fato de que a matriz que representa p depende da
base escolhida. Assim podemos escolher uma base na qual a coeréncia ndo estar4 em evidéncia.
Tomando o devido cuidado podemos dizer que a diferenca entre uma mistura estatistica e um
estado puro, no qual temos coeréncia, est4 nos elementos nio diagonais que serdo chamados de
coeréncias, por motivos 6bvios. Também vale lembrar que estes efeitos de interferéncia devidos

a coeréncia s6 aparecem quando efetuamos medidas em observaveis que ndo comutam com B.

2.2 Acoplamento com um segundo sistema

Vamos analisar agora os efeitos da coeréncia quando acoplamos um segundo sistema (2) ao nosso
sistema (1). Considerando que inicialmente o sistema (2) se encontra no estado |0), o estado do
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sistema composto 142 é dado por
|®) = [#) ® |0) = A1 [4h1) ® |0) + A2 [02) @ [0) . (2.5)

Quando os dois sistemas comegarem a interagir nio poderemos mais, em geral, atribuir um
tinico ket a cada um dos sistemas de forma que s6 poderemos falar da fungdo de onda do sistema
total.

Supondo que temos uma Hamiltoniana de interacdo de forma que cada estado evolua no
tempo da seguinte maneira:

1) @ [0) — 1) ® [1) | (26)

[42) ®10) — o) © [2), 27)

onde |1) e |2) sdo autoestados de (2), o estado do sistema composto, ap6s a interagio, pode ser
escrito como

@) = A1 |9h1) ® |1) + X2 [4h2) ® [2) (2.8)

que é uma superposicdo coerente de estados do sistema total. Se quisermos efetuar uma medida
em somente uma das partes do sistema, (1) por exemplo, deveremos usar o operador densidade
reduzido de (1), (1), que na base {|11), |th2)} ¢ representado pela seguinte matriz

PP (1+KU ) 21

p(1) =Tr2p(1,2) = 2D (12 Dol (141(112)7)

(2.9)

Com o operador densidade reduzido p (1) podemos obter todos os resultados sobre medidas
feitas somente no sistema 12. Neste sentido podemos dizer que 5 (1) representa o estado do
sistema 1, apesar de que ndo podemos atribuir um ket ao sistema 1 sozinho.

Aqui novamente os termos n3o diagonais representam possiveis interferéncias em uma medida
no sistema 1, sendo estes proporcionais ao produto interno (1]2). Logo se os estados |1) e |2),
que se correlacionaram com os estados do sistema 1, forem ortogonais teremos uma perda de
coeréncia no sistema 1, ou decoeréncia. O produto interno (1]2) nos d4 uma medida da coeréncia
ainda existente no sistema 1. Lembrando que mesmo tendo (1]2) = 0 o sistema total 142 ainda
estard em um estado de superposicdo, a coeréncia s6 & eliminada do sistema 1 quando fazemos
o trago parcial em relagdo as coordenadas do sistema 2. ,

Estes resultados tém uma implicacio direta no problema da medida, pois, segundo a inter-
pretagdo de Copenhagen, quando efetuamos uma medida, ocorre o colapso ou reduggo da fungio
de onda. O postulado do colapso foi introduzido devido ao fato de que antes da medida tinhamos

25 (1) carrega a influéncia do sistema (2) em (1) quando estes estio correlacionados, o que é o nosso caso.
/(1) & obtido tomando o trago em relagéio as variavéis do sistema 2 e pode ser mostrado que j (1)satisfaz todas
as regras obedecidas por um operador densidade geral.
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um estado de superposicdo e sempre que a efetudvamos obtinhamos somente uma das possibili-
dades. Esta transicdo ndo poderia ter como origem a equacio de Schrédinger que fornece uma
evolugdo temporal unitéria.

Nesta interpretagio o processo de medida especifico nao é questionado, sendo o aparato de
medida considerado como cléssico e o resultado da medida dado pelos postulados da mecénica
quéntica. Questionamentos de como se dé o colapso sdo considerandos sem sentido. Dirac[6},
ao analisar a passagem dos fétons de um feixe polarizado através de um polarizador, diz expli-
citamente; ... “questions about...how it changes its direction of polarization when its does go
through cannot be investigated by experiment and should be regarded as outside the domain of
science”.

No entanto, podemos tentar considerar o aparato de medida como quantico, j& que este &
feito de atomos. Neste caso o processo de medida seria descrito através de uma interagdo, entre
o aparato e o sistema a ser medido, de tal modo que o estabelecimento da correlagao entre eles
nos permitiria saber o estado do sistema através do estado do aparato.

O aparato de medida seria o sistema 2 do exemplo acima de modo que apés a interagéo
terfamos um estado de superposicio, no qual os estados |1) e |2) seriam distingufveis macrosco-
picamente para que pudéssemos efetuar a medida. Entdo terfamos uma superposigéo de estados
macroscopicamente distintos, tal como duas posigdes de um ponteiro, 0 que é uma situagdo inu-
sitada. Para “resolver” este problema, conhecido como gato de Schrédinger, devemos lembrar
que o aparato em geral possui um grande ntmero de graus de liberdade que nao podem ser
controlados e assim devemos fazer o trago parcial em relag@o a estes graus de liberdade.

Temos entao

|8') = M 1) ® 1) g ® 1) + Az [¥2) ® 120 ® 2)1, (2.10)

com os indices I e R se referindo, respecticvamente, aos graus de liberdade irrelevantes, que nao
sao medidos, e relevantes do aparato. Se tivermos 1{12)r = 0 , a0 fazermos o trago em relagdo
aos graus de liberdade irrelevantes, temos uma mistura estatistica. Em geral a destrui¢do dos
elementos nio diagonais n&o é instantinea sendo o tempo gasto para sua ocorréncia chamado
de tempo de decoeréncia, o qual depende da dinimica do sistema. O efeito da decoeréncia
ndo resolve completamente o problema da medida em mecénica quantica, mas ao menos pode
elucidar como um estado puro do aparato de medida se transforma em uma mistura estatistica
cujo comportamento pode ser compreendido em termos da teoria estatistica classica.

Nesse capitulo fizemos uma introdugdo & coeréncia, a0 problema da medida e mostramos
em que condicdes o acoplamento de um sistema com outro, pode destruir a coeréncia em um

deles. No préximo capitulo introduziremos o problema da coeréncia em um Interferémetro de
Stern-Gerlach.



Capitulo 3

Interferometro de Stern-Gerlach

Neste capitulo faremos uma pequena revisdo da hteratura mostrando 0 que tem sido feito em
relagdo & possibilidade de recombmar os dois feuces ongmé.nos de um experimento de Stern-
Gerlach. '

3.1 ISG com Campo Classico

Nas referéncias [1] e [2] os autores fizeram um primeiro estudo da perda de coeréncia na tenta- .
tiva de recombinar os feixes resultantes de uma experiéncia de Stern-Gerlach -experiéncia esta
conhec1da. como Interferdmetro de Ster-Gerlch(ISG) Para que o ISG seja capaz de separar e '
recombinar o feixe de particulas incidentes ele deve ter um campo magnético cuja componente |
na dire¢do £ dependa da posx;a,o na d1regao de 1nc1dénc1a, i, e seja uma fungao fmpar d&sta, tal
como nas ﬁguras abaixo.

Figura 3.1: Exemplos de'possiveis campos magnéticos anti-simétricos:

O ISG pode ser dividido em duas pa.rtes a primeira seria um apa.rato de Stern-Gerlach
responsével pela separagao dos pacotes e a segunda responsével por recombins-los. Em cada
uma destas partes as particulas seriam aceleradas e depois freadas de modo que, no final do
ISG, saissem juntas sem aceleragio na diregio £. Em termos dos campos magnéticos o ISG pode
ser dividido em trés partes, cada uma delas com diferentes valores para o gradiente do campo

7
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magnético na direcio 2. Na figura abaixo mostramos um esquema para o ISG tal como proposto
em|1].

Side < Ll‘ > & . L“ .;!4 L’“ 3 k- L/‘ -
view . edge . tigt I flat 5 tdge
¥

down ¥

L

§
"fist edge | ‘edge = fiot
t ;

cross ’ 8 ;
sections .

8

37 >0

Figura 3.2: Esquema para o ISG.

2B, B,
37090 N rt

Em geral, consideraremos uma configuragéo de campo magnético como a da esquerda da
figura 3.1, pois nela o gradiente do campo tem mé6dulo constante, s6 variando seu sentido. A
configuracdo da direita da figura 3.1 seria mais realista, entretanto nio possibilitaria uma solugio
exata do problema.

Este problema é analogo ao exposto no capitulo 1, no qual temos um sistema 1, aqui dado
pelo spin, que é acoplado ao sistema 2, aqui as coordenadas da particula, e queremos estudar a
perda da coeréncia em 1 devido ao acoplamento com 2. Como mostrado na introduggo a perda
de coeréncia ser4 dada pelo grau de ortogonalidade dos estados de 2 com os quais os estados
iniciais de 1 se correlacionarem. ’

Supondo que temos um feixe polarizado no plano zy, podemos escrever seu estado como

_.,2

|+)\/'_2|'_C' |_)’ S (3.1)

uma superposigio coerente dos autoestados de S;. Para detectar os efeitos de coeréncia e dife-
rengas entre o estado puro e uma mistura estatistica, devemos efetuar medidas em observéveis
que nio comutam com S, por exemplo Sz e Sy.

18) =

O campo magnético acopla a parte de spin da fun¢éo de onda com suas respectivas partes
espaciais ficando
| e |+, vh) +e¥ |- 9p)

V2

18,9 = (32)
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Assumindo que a parte espacial ( (F]¢¥)) da fungio de onda é real obtemos

_ h{pf ) cosp

(S, 9| S 18,9,) = P 1Pr (33)
R{yt v ) si
(S, 0115, 15, ) = eI )sine (3.4
Para que tenhamos total coeréncia de spin devemos ter
h
(Sz) = 5 cosp , (3.5)
e
k.
(Sy) = 3 siny : (3.6)

Deste modo a preservagio da coeréncia depende do produto interno (¢¥;]¥;7), conforme enun-
ciado no capitulo 2, que nos fornece o quao recombinados os feixes estdo. Para uma recombinacio
perfeita dos feixes, (¥} |¥;") = 1, ndo teremos nenhuma perda de coeréncia. Medindo (S;) e (S,),
uma medida indireta de (|1}, obtemos a grau de perda da coeréncia.

Nos dois primeiros artigos citados anteriomente [1, 2] os autores trataram a dindmica espacial
da func¢@o de onda, tratamento este que reproduziremos a seguir.

Supomos que as particulas do feixe sdo neutras e possuem momento magnético i dado por

B = pd, (3.7)

com as componetes de & as conhecidas matrizes de Pauli.

O feixe incide na direcdo § e 0 campo magnético ndo homogéneo est4 direcionado ao longo
de 2, de modo que temos uma forga agindo sobre as particulas,

F’:v(ﬁ-é). (3.8)

Esta forga seré responsével por separar o feixe em dois, os quais tentaremos recombinar. Neste
momento temos que assumir algumas simplificagdes a finrde resolver o problema. Primeiramente
consideramos que a particula manters uma velocidade constante ao longo da diregdo ¢ , o que
nos permite trocar a dependéncia do campo em y por uma dependéncia em . Em segundo lugar
consideramos que as componentes = e y do campo sdo desprezfveis e que o deslocamento em
- z & suficientemente pequeno em relagdo ao centro, para justificar uma expansdo linear de B,.
Matematicamente temos : | ' L : -

B(A) — B,(t,2) = B@) + z%B(t). | (3.9)

Vale lembrar que estamos desconsiderando o fato de que existem componentes do gradiente
de B no plano zy, j4 que devemos ter V-B = 0, e que existem zonas de transicio nas quais o
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gradiente do campo deve mudar de direg&o.
Com estas simplificacdes obtemos o seguinte Hamiltoniano para o nosso sistema

2 ’ :
p
H= o~ g(t)o, — F(t)zoy, : (3.10)

no qual definimos e(t) = pB(t) como um pardmetro de energia e F(t) = pdB/8z como um
parametro de forga. Aqui escrevemos p para a componente z do momento linear.

Usando as relaces de comutag@o entre p e z e entre as componetes de &, obtemos as seguintes

equacdes de Heisenberg para os operadores:

dp(t) doft) _p  dos(t) _
dt F(t) Oz, dt - Ev T =0, (311)
2o+d) _ 2040 (o) + F)a(t) (.12
o+(t) = oz(t) £ ioy(t). (3.13)
Integrando estas equagdes, e usando que
/ at' / dt"F(t") = / (t — ') F(¢")dt', (3.14)
obtemos as seguintes equagdes de movimento para os operadores
0 = 20) + 22 40,0 [ 220 - anpr)] (3.15)
p(t) = p(0) + 02(0)Op(t), 02(t) = 02(0), (3.16)
04(t) = 04.(0) exp [—i (B(t) + 22(0) Ap(t)/h + 2p(0) Az (2)/R)] (3.17)
nas quais definimos
t t
Ap(t) = /0 WEE),  Axt) = /0 dYF(E) [m, (3.18)
t
_ % /0 dte(t),  DaQ) = tA:L(t) ~ Az(t). (3.19)

O termo Az(t) mede a separagao entre os pacotes no espago de coordenadas, enquanto que
Ap(t) mede a separagio dos pacotes no espago de momento. Ja ®(t) ¢ a precessdo de Larmor
acumulada.

No caso de particulas incidentes no autoestado de S com autovalor positivo temos

(S:0) =5, (5,(0)) = (S:0) =0, (3.20)
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(Se()) = go(t) cos B(t), (3.21)
e
(S, (8) = -—gcu) sin®(t), (3.22)
onde +oo
C(t) = / dzyp* (z — Az(t))e~#22PO/My (2 + Az(2)). (3.23)

O valor da fungdo C (¢) nos d4 uma medida do overlap dos pacotes de onda no espago de
coordendas com uma fase adicional. Esta fase resultante da evolugio temporal,—2izAp(t)/A,
tem como origem a separagdo dos pacotes no espaco de momento, o que também pode levar &
perda de coeréncia.

Com estes resultados, podemos imaginar que quando a particula entra no campo magnético
no estado |+), seu spin comega a precessionar em torno do eixo 2. Se ndo considerarmos a parte
espacial, que est4 contida em C(£), teremos um méaximo de coeréncia quando o valor do angulo
®(¢) for um miultiplo de 27, de modo que o spin ter4 voltado ao seu estado inicial.

A introducdo da parte espacial faz com que, além da precessdo em torno do eixo 2, possa
haver uma mudanca no médulo da componente do spin no plano zy. Assim para termos um
méximo de coeréncia também devemos ter C (t) = 1, sendo o valor de C (t) uma medida da
perda de coeréncial. ’

Para que tenhamos uma recombinaggo perfeita, com total recuperagio da coeréncia, devemos
ter Ap(T) = Az(T) =0, com T o tempo de duracio da experiéncia. Estrevendo o gradiente do
campo, ou a “forca” F(t), como seu valor médio mais flutuagdes temos

T T -
AT) = /0 dt;;—((F(t))+6F(t))= /0 dt%&F(t) (3.24)

com T : ‘
/0 alFey=0. (3.25)

Deste modo a recuperagio da coeréncia depende da preciséio no controle do campo externo.

Em nosso ISG esperamos que entre ¢ = 0 e t = T'/2 os feixes sejam separados, tendo sua

. méxima separagdo em t = T'/2, para depois serem recombinados. Se conseguissemos controlar as

flutuagdes do campo de modo que §F(t) fosse uma fungdo simétrica em relagdo ao eixo t = T'/2,
terfamos uma recuperacdo completa da coeréncia.

Sendo 6z a largura do pacote de onda inicial a razdo ___L_) nos fornece uma medida da

1Vale resaltar que a perda de coeréncia devida ao acoplamento com o segundo grau de liberdade (posigio) est4
incluida em C. O &ngulo &(t) na verdade se deve unicamente & dinamica do sistema 1 independentemente do
sistema 2. Para multiplos de 2r teremos de volta o valor médio de S, e Sy, porém angulos diferentes de 27 ndo
implicam em uma perda de coeréncia no sentido que ainda temos um estado puro. Também devemos lembrar que
86 obtemos o ket inicial apés uma rotacio de 47x.
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recuperacao da coeréncia, pois podemos ver que quando Az(T) > 6z a integral em C (&) é quase
nula.
Tomando §F(t) = éF, obtemos

. T2 . : ‘
AHT) = 5—0F. | (3.26)

No caso em que F(t) varia abruptamente nas quatro regides do interferémetro entre os valores
—Fy e Fy, temos a seguinte separagdo para 0s pacotes em t=T/2:

F
(T/2) ° T2 (3:27)
A condicdo de separagio macroscépica fica

RAT]2) > 62 => 1—16-'"--1"2 > 62  (329)

e usando a equacdo 3.26 obtemos

Fo Az(T) OF 1 Az(T)

% F PP R CE (3-29)
Para —A%ﬁzﬂ ~ 1 e uma separa¢io macroscopica tal queAz(T/2) ~ 1026z temos
(SF 3 - ’
= 107°. (3.30)

Assim para a recuperagéo de uma certa coeréncia, —55—1'* 1, precisamos de uma precisdo no
controle do campo de uma parte em mil. ’ \

Os autores concluem que para termos uma recuperacio de coeréncia de 99%(80%) precisa-
riamos de uma precisdo no campo de pelo menos 1075(1073). Estes valores para a precisao do
campo, na verdade, ddo limites inferiores da precisdo requerida, j4 que as aproximacdes feitas
influenciam na direcdo do sucesso da experiéncia. Vamos analis4-las.

Primeiro ignoramos a variagio da velocidade na diregdo y, o que na verdade ocorre devido &
dependéncia da energia potencial em relagdo a esta coordenada. Esta mudanga na velocidade &
diferente para os dois feixes, j4 que um deles vai ganhar energia potencial enquanto que o outro ird
perdé-la, causando assim um deslocamento na dirego y, dificultando, ainda mais, a recombinagéo
dos feixes que também ters que ser feita nesta diregdo . Além disso h4 a possibilidade de reflexdes
nas regioes de mudanga do campo magnético.

Uma segunda aproximagdo feita foi a de que o campo seria unidimensional. Na verdade
devemos ter componentes nas d1regoes i e {j, desde que V. B =0, que fardo com que S, dependa

do tempo da seguinte forma:
. ds;

dt

Para que esta aproximagio seja plausivel e S, continue sendo uma constante do movimento

i
=k (04B——0_By). ' (3.31)
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o+ e o_ devem oscilar rapidamente no tempo, o que ocorre quando B, é muito maior que B, e
By.

As componentes de B no plano zy também implicam em uma deflexdo na direcio Z,

d’z 7] 1 1
m'a? = [JE—:E (O'sz + 50‘+B_. + '2-0'_B+) , (332)

que seré desprezivel quando 8B, /8z = 0 e o4 oscilarem rapidamente no tempo.

'Em suma, nas referéncias [1, 2] determina-se uma relagdo quantitativa entre a recuperagio da
coeréncia e a precisdo na determinagio do campo magnético. O campo, por outro lado, é tratado
classicamente sem qualquer tentativa de se descrever as suas possiveis fontes de imprecisio. O
objetivo deste trabalho é fazer uma descrigdo do campo, levando-se em conta as suas flutuages
térmicas e quanticas. o

3.2 Efeitos da medida

Anteriormente analisamos a perda de coeréncia devida & correlagdo do spin com a coordenada
da particula. Podemos agora pensar no que aconteceria se colocdssemos em uma das trajetérias
um detector, que nos permitisse saber se a particula passou por ali, tendo assim um acoplamento
do spin com o detector. Esta analise foi feita em.[3]. E assumido que conseguimos obter a
recombinagdo perfeita dos feixes na auséncia do detector. ‘

Em uma primeira analise pensamos em um detector composto por um &tomo (ndo usaremos
o nome particula a fim de ndo confudi-lo com as particulas do feixe) que é espalhado pela
partfcula. Detectando a mudanga de momento linear do 4tomo podemos concluir que a particula
passou por ali. Para que possamos detectar esta mudanca no momento do 4tomo o momento
transferido, Ap, deve ser maior que a largura do seu pabote de onda no espago de momento,
ép . Como as larguras dos pacotes no espago de coordenadas, da particula e do 4tomo, devem
ser comparaveis para que tenhamos uma colisdo entre eles, entdo dp da particula e do 4tomo
também sdo comparavels

De forma a garantir a conservagdo do momento linear deve haver uma mudanga no momento
da particula de —Ap. Lembrando do primeiro expenmento que para preservar a coeréncia
precisamos justamente do oposto, ou seja, que o momento ganho pela particula seja pequeno
em rela,gio a dp, somos levados a concluir que se conseguirmos detectar a passagem da particula
teremos uma perda de coeréncia na recombinag@o dos feixes. ’

Um segundo tipo de detector seriam cavidades maser. Podemos adicionar a uma das trajet6-
rias, a superior por exemplo, duas cavidades maser preparadas de modo que possamos considéra.r
somente um modo de frequéncia w excitado, e que a probabilidade de ocorrer um spin-flip nas
cavidades seja praticamente 1.

Também acrescentamos ao aparato um campo magnético uniforme‘ By, tal que a diferenca
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de energia entre os estados de spin up e spin down seja igual & energia de um f6ton da cavidade,
2uBgy = hw. (3.33)

Deste modo ir& ocorrer um a,copla.mehto entre os cémpos da cavidade e o feixe de spin up, sendo
que este acoplamento poder4 provocar a perda de coeréncia.

Consideremos agora duas situagdes: primeiro temos as cavidades preparadas em um estado
de ntimero, ou seja as cavidades contém um namero definido de fétons, sendo o seu estado inicial
|N1N2). No limite de N grande o estado final, ap6s interacao, do sistema completo é

1 ) _i
lty) = 7 [—iw (t7 — ;) (N1 + N2)] [e 3% |Ny+1,Na — L0, =+) +
+ 8 |Ny, Ny 00 =) (3.34)

com ® o angulo de precessdo do spin. Na equagao acima os estados de spin se acoplam a estados
ortogonais da cavidade e temos uma mistura estatistica dos estados de spin quando fazemos o
trago sobre os estados da cavidade. Logo a interagdo com a cavidade resulta em uma perda da
coeréncia de spin.

Preparando agora as cavidades em um estado coerente |a;az2), no qual néo temos um nimero
definido de f6tons, obtemos um estado final, no limite de N grande, dado por

1, i ' i
tf) = 7 [—iw (5 — t:) (N1 + No)] [—e 2% |y, 9,0, = +) + €2% |a1, 02,0, = —)] (3.35)

ou ainda

Itr) = % [—iwo (b — ) (N + Vo)l lo, 00) [~ #% o, = +) + 8% o = —)] . (336)

Neste caso a coeréncia é preservada devido ao fato de que os estados de spin se acoplam
a aproximadamente o mesmo estado da cavidade, néo se acoplando assim a estados ortogonais
como no caso anterior. Vale ressaltar o fato de que no primeiro caso é possivel saber se a particula
passou pelo detector, descobrindo assim o caminho feito por ela, o que ¢ impossivel no segundo
caso .

Sempre que conseguirmos saber se a particula passou pelo detector haver4 uma perda de
coeréncia. Isto pode ser explicado da seguinte maneira: o detector foi colocado em somente um
dos caminhos e assim, em analogia com o esquema do capitulo 2, temos o estado final do sistema
ap6s a interagao como

|2y =|+)® 1) +|-) ®]0), (3.37)

no qual o spin para baixo se acopla com o estado inicial do detector, ja que nao interagiu com

ele, e o spin para cima se acopla com um estado do detector que chamamos de [1). Se quisermos
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detectar a passagem da particula devemos conseguir diferenciar o estado |1) do detector do seu
estado inicial |0), o que implica (1/0) = 0 , que tem como consequéncia a perda da coeréncia no
sistema 1, como mostrado no capitulo 2.

Neste exemplo os campos das cavidades foram tratados quanticamente, porém o campo ex-
terno que produz a separacdo dos feixes, ndo o foi. Como dito anteriomente nosso objetivo é
incluir um tratamento quéntico desse campo externo na anélise da coeréncia. Porém considera-
remos a experiéncia basica do interferdmetro sem as cavidades.

3.3 Efeitos das Flutuacgoes na precesséo do spin

Neste Gltimo e mais recente trabalho[4], o autor trata o campo magnético quanticamente, o que
introduz os efeitos das inevitavéis flutuagbes térmicas do campo eletromagnético. Porém s6 é
tratada a parte de spin da funcio de onda, considerando que a parte espacial é recombinada
perfeitamente.

Em um primeiro momento o campo magnético é escrito como a soma de seu valor médio
macroscépico com o das flutuacdes. Estas flutuagbes sdo tratadas quanticamente, sendo assim
escritas como um conjunto de osciladores harménicos. Considera-se também que o campo ndo
varia com a posi¢ao sendo assim uniforme e ndo atuando na parte espacial da fun¢o de onda.

Fazendo uso dessas consideragdes e de um célculo pertubativo é obtido o seguinte resultado:

(Sz) = ge'rt cos (wot) , (3.38)
com 5 b
=2 0
I = 2J (w) coth ( 2KT) . | (3.39)

Nesta expressdo C (t) = 1, j4 que ndo consideramos a parte espacial, wo € a fréquencia de
precessdo do spin e J (wp) é a funcio espectral do reservatério de osciladores. Para um campo
de 102 Gauss temos wy =~ 10°s~ ! e

Fwq 106
fehaad PV kS 4
25T T (3-40)
Logo, mesmo para baixas temperaturas, tais que T > 103K, podemos escrever
8 kT
Tt=cg7— t .
=3 63/72 wo (wo ) ‘ ) - (3 41)

pela qual concluimos que a magnitude do fator exponecial I't, & determinada pela compara,gﬁb

 das quantidades «T, f;,wo e a escala de tempo da experiéncia. O fator ;7‘-3, mede a energia de

interacdo por unidade de tempo, equanto kT fornece a escala de energia dos modos excitados

do reservatério. Portanto, a razdo 75 = 25‘7:5;, fornece a escala de tempo das flutuagGes sentidas
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pelo spin. Para uma temperatura T ~ 102K, temos
TP R 10~%8s.

Este tempo é incrivelmente mais curto que o tempo de precesséo do spin 70 = 107%s. Sob
estas condigdes a expressdo 3.41 toma a seguinte forma:

Tt ~ 10~ Bwgt.

Sabendo-se que a velocidade tipica das particulas em experiéncias de Stern-Gerlach é da
ordem de 10°cm/s e considerando que as distancias tipicas sdo da ordem de lcm temos

Tt~ 1073,

Portanto chegamos ao resultado de que as flutuagbes térmicas do campo eletromagnético nao
afetam absolutamente a coeréncia de spin, quando sé consideramos sua influéncia na precessao
do spin.

Neste capitulo, mostramos como vérios aspectos do ISG vém sendo tratados na literatura. Na
se¢do 3.1 fizemos um tratamento, mais geral, considerando a precessao do spin e a separagao es-
pacial entre os pacotes. Porém, neste tratamento nao consideramos as flutuagdes do campo. Nas
seces 3.2 e 3.3 temos um tratamento quantico do campo, porém n3o consideramos a separagao
espacial entre os pacotes.

Fica faltando assim uma analise da separagio espacial dos pacotes em que se faga um tra-
tamento quantico do campo, o que ser4 o principal objetivo deste trabalho como ja anunciado

anteriormente.



Capitulo 4
Dissipacao

Como este trabalho pretende analisar o efeito do acoplamento da posicao da particula a um
campo magnético descrito quanticamente, faremos uma introdugéo ao estudo do acoplamento de
um sistema com outro, com muitos graus de liberdade, cujo efeito principal é a introdugdo de
efeitos dissipativos no primeiro sistema.
- Existem dois enfoques bem distintos para se tratar o problema da quantizagdo de sistemas
dissipativos. O primeiro deles envolve a tentativa de modificagio do esquema de quantizacio
_candnico a fim de se quantizar sistemas fisicos n&6 hamiltonianos. Estes métodos apresentam
alguns pontos obscuros no que diz respeito a certos principios fisicos.

Em um outro enfoque, 0 que utlllzaremos, mantemos o processo de quantizacio 1na1terado
entretanto con51derarnos o fato de os sistemas d1531pat1vos ndo serem isolados. ASSlm consxde—
ramos o acoplamento do sistema com um reservatoério e quantlzamos o sistema total para dep01s
eliminar as variéveis do reservatério e estudar a dinimica efetiva do sistema de interesse.

4.1 Dissipagcao em Mecanica Classica

4.1.1 Modelos Fenomenolégicos

Ha vérias situages na natureza que podem ser adequadamente descritas por um subsistema,
com poucos graus de liberdade, interagindo com outro sistema mais complexo(reservatoério) cujo
niimero de graus de liberdade é muito maior que o do primeiro.

Em geral o reservatoério exerce sobre o sistema uma forga que pode ser decomposta em duas
partes: uma que varia lentamente e gera uma forca de friccdo proporcional & velocidade do
sistema e outra que é uma forca flutuante F (). Para um processo estocéstico estacionéario e
gaussiano temos

(F(8)) =0, | ' ( (4.1)
(F)F({))=C(t-t)=Cl(s). (4.2)

17
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Nesta expressdo C (t — t') é a chamada funcgo de correlagdo! e s6 depende da diferenga entre t e
', j& que o processo é estacionério. A funcdo de correlagio fornece a escala de tempo na qual as
forgas ndo estdo mais correlacionadas, ou seja, ndo h4 mais memoria, e caracteriza completamente
o reservatorio.

Também podemos definir o espectro de poténcia de F (t) (power spectrum), K (w), que é a
tranformada de Fourier da funcdo de correlagao

K(w) = /_ : ds C (s) . (4.3)

Para um processo Markoviano, no qual ndo ha memoéria (ruido branco), temos

C (t) = 2mvykgT$ (t — ') (4.4)

K (w) = 2m~kpT, (4.5)

onde T' a temperatura do reservatoério, o que nos leva & conhecida equac@o de Langevin para o
sistema:
mét +2myg (t) + V' (q) = F (t). (4.6)

Aqui 2mvy¢ (t) é a forca viscosa(que causa a dissipagdo, neste caso linear em relagdo a ve-
locidade da particula) e 7y a freqiiéncia de relaxagdo da particula. Essa equagdo descreve uma
particula browniana pesada, de massa m, imersa em um fluido de particulas leves e sob agdo de
uma forga sistemaética V' (g). O efeito médio das colises das particula leves na mais pesada est4
contido na forga viscosa ja que (F (¢)) =0 .

Um espectro de poténcia como o da equago 4.5, levaria & divergéncia de certas quantidades
fisicas, tal como (F?), devido ao fato de sua integragdo em relagdo a w ndo ser finita. Contudo
tal espectro de poténcia é uma idealizacdo na qual o tempo de meméria é nulo. Em um modelo
mais realista a func¢do delta introduzida em C (t) teria uma largura finita dada pelo tempo
de correlagdo, o que acarretaria que K (w) fosse aproximadamente constante até uma dada
frequéncia e depois tendesse a zero, tendo assim uma integracao finita.

Nesse modelo, com meméria, o coeficiente de dissipacdo nio serd mais constante o que nos
leva a uma equagdo de Langevin modificada?:

mg (t) + 2m /0 t d'y(t—-t)q()+V' (g =F(1). (4.7)

1Est4 fungio & real e par.

2Esta equagio, assim como a anterior, s6 ¢ valida para tempos longos comparados com o tempo de memo6ria ou
correlagio que & dado por C (s). Também podemos ver que a resposta do reservatério neste caso no é instantanea
e depende da histéria do sistema, sendo este um efeito de meméria. Note que a dissipagdo continua sendo linear.
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Nesta equagdo podemos relacionar a transformada de Fourier de -y (t) com as flutuacdes que
sdo caracterizadas por C através de uma das formas do teorema de flutuagio-dissipagio[8], a

v (w =— T/ dsC (s (4.8)

Também podemos conectar Re {y (w)}3,que nos d4 a dissipagdo, com o espectro de poténcia

saber

pela seguinte relacao:
K (w)

Re{y(w)} = kel

(4.9)

4.1.2 Banho de osciladores

Nestes modelos fenomenol6gicos nos quais usamos a equagao de Langevin, nao temos um enten-
dimento claro da origem microscépica da dissipagdo. Uma possibilidade para tratar o problema
de uma forma mais detalhada é tentar modelar, de forma simples, o reservatério e o sistema
escrevendo suas Lagrangeanas(Hamiltonianas) de forma que as equagdes de Lagrange(Hamilton)
resultantes gerem uma equagdo parecida com a de Langevin para a evolucdo do sistema.

A fim de que o problema seja tratdvel, iremos impor a restrico de que qualquer grau de
liberdade do reservatério seja fracamente pertubado pelo sistema. Isto nos permite descrever o
reservatério na aproximacao harmoénica, na qual o consideramos como um conjunto de osciladores.
No caso de um reservatério bem maior que o sistema esta restrigdo é razo4vel, porém nao implica
em que a dissipax;é.o'seja fraca j4 que o ntimero de graus de liberdade do reservatério é grande.
Neste sentido estamos considerando somente a resposta linear do reservatério. Além destas
hipéteses nos restringiremos ao caso em que o acoplamento sistema-reservatério é linear nas
coordenadas do reservatério.

Sob estas condigdes o sistema composto serd descrito pela seguinte Lagrangeana:

L=Ls+ Ly + Lp, (4.10)

com 1
L, = 1M ~ Vo(a), (4.11)
- Z Cragy - (4.12)

k
€
Lp= Z lm g - lmkw""q2 (4.13)
& 2 K9k - 2 kk (3 - .

onde L, é a langrangeana do sistema, Ly a do reservatério e Ly a de interagdo. A interacdo € do
tipo coordenada-coordenada, em que cada oscilador k interage com a particula através de uma
constante de acoplamento Cj.

3Pode-se mostrar que Re {7 (w)} est4 relacionda com a parte imaginéria da susceptibilidade do reservatério.
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Este tipo de interagdo gera uma corregéo harménica no potencial Vo(g) dada por

1 C?
AV = —C kg?. 4.14
2 Z mkwiq ( )
k ) :
Entretanto como o termo que aparece na equagdo fenomenolégica de movimento & Vp, devemos
nos livrar desta corregio espfria. '

Introduzindo um termo harménico,

1 G
—-= ) —=q, (4.15)
na Lagrangeana de interacdo, Ly, cancelamos a corregdo AV que surge devido A interacado
coordenada-coordenada?. Por isso iremos considerar a existéncia deste termo adicional para
que possamos, desde o infcio, usar o potencial V = V,. A Lagrangeana, do nosso problema fica,
entdo, ,

. 1 . 1 . 1 2 Ck 2 .
L= -2-qu Volg) + ; {'imkql% 5 T Wk [‘Ik + mkwlch] . (4.16)

Esperamos obter uma equacao pé.ra o sistema com a forma da equacdo de Langevin, a partir
da Lagrangeana proposta. Na equacdo de Langevin a dissipacdo é dada por 7, que ¢ uma
caracteristica do reservatério, necessitando assim ser relacionada com os parametros do banho

de osciladores.
Resolvendo as equacdes de movimento para a Lagrangeana proposta obtemos as seguintes
equagdes:
o 1 al Clc .
M) +Vg(@) ==Y Ck|a(t) + —5a ()], - (417)
k=1 MWy
midi () + mrwigr (8) = —Cra (£) . (4.18)

Obtendo a solugdo da segunda equagio, que € a equagdo de um oscilador harménico forgado
por uma forga —Cjg (), e substituindo na primeira obtemos

M)+ V(@) + /0 #T (- ) () = £ @), (4.19)
com |
N G} )
rEg-t)= kz=:1 ? coswg (t —t') (4.20)
e

4Se a0 invés da interagdo coordenada-coordenada considerarmos um interacio do tipo coordenada-velocidade
dada por Ly = ~ ¥, Cigg entdo teremos V = Vo, ou seja nao ha corregio do potencial.
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FO=-3C0 [qk (0) + 2 q(O)] cos@rt) -3 -CE g O)sim(uet).  (421)
k=1 mkw,% k=1 miWg

Chegamos, entdo, a uma equagio na forma da equagio de Langevin com a forga f () depen-
dendo das condicgdes iniciais do reservatério.

Para termos perda sistematica de energia da particula para o banho(irreversibilidade) de-
vemos considera-lo como sendo composto por um ntGmero infinito de osciladores. Isto deve ser
feito tomando o limite contfnuo nas frequéncias dos osciladores, através da introducéo da fungéo
espectral do reservatério, a saber: ‘ "

J (w) = 0 kaw 0 (w— wk) | (4.22)

Com esta fungio podemos escrever

N 2
>~k

k=1

cos wp (t—t) = / dw cosw t-t). (4.23)

Esta manipulag@o faz com que a fungio I' (w) ganhe uma parte real dada por

Re{T ()} = 2:7, (424)

que serd responsével pela dissipagdo. Lembremos que esta parte real aparece com a hip6tese de
que o reservatério é infinito e por conseguinte “rouba” a energia do sistema.

O reservatério fica totalmente caracterizado por sua fungio espectral que nos fornece o nimero
de osciladores, com uma dada freqiiéncia, presentes no banho e como estes se acoplam com o
sistema. J (w) est4 relacionada com o coeficiente de dissipagio v que aparece na equagio de
Langevin; escolhendo J (w) estaremos escolhendo o tipo de dissipacio que teremos.

Por fim, para termos uma dissipagéo linear Ohmica, ou Markoviana, na qual o coeficiente de
dissipagio I' (w) é independente da frequéncia devemos ter

J(w) = 2M'ya_)@ (we - w), - (4.25)

onde © (wc - w) é a fungdo degrau de Heaviside, sendo introduzida aqui para evitar que algumas
grandezas fisicas divirjam, j& que J (w) deve ir a zero no limite w — co. Esta forma de J (w)
estabelece a escala de tempo do problema. Para ¢t Sw;! o mov1mento da particula é insensfvel
a presenca do banho. Portanto estamos interessados em 3> w;
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4.2 Dissipagdo em Mecanica Quantica

Na segdio anterior obtivemos uma Lagrangeana, que fornece uma dinamica dissipativa cléssica
para o sistema. A dissipacio deste mesmo sistema em Mecénica Quéntica é obtida ao quanti-
zarmos o sistema composto. Faremos esta quantizacio da forma usual, para depois calcular o
operador densidade reduzido do sistema, j4 que estamos interessados somente na sua dinémica.

Introduzindo o vetor R = (Ry,---, Rn), em que Ry é o valor assumido pela coordenada g do

k-ésimo oscilador temos
p(t) = e~ HYRp(0) e HYR, (4.26)

Na representagdo de coordenadas podemos escrever
(sBlo0)v@) = [ [ [ [acayaraG (of]emem|os)
« (dB|p0|y@) (v@|ém|ua), (427)
onde usamos a relagio de completeza
[ [war|oR) (#R]=1 (428)

e consideramos z e y como a representagdo de coordenadas do sistema. Lembrando a definigio
dos propagadores de Feynman[10]

K (z,k,t; o B, 0) = (zR’I e~ iHY/ Ia:'R">, | (4.29)
temos
| Hpo @) = [[[ fdz’dy’dﬁ’dQ'K (o, B t;, 7,0) »
o K (3,6,6¢.Q,0) (<B|60) [y @) (4.30)

Tomando o trago em relagdo as varidveis do banho, o operador densidade reduzido do sistema
fica : : '

3(t) = f dit (R’lﬁ(t) |R), B (4.31)

que na representaééo de coordenadas toma a seguinte forma:

pz,y,t) = /dﬁ(xﬁl A(t) Iyﬁ>=/f///dﬁdﬁ'dé’dz'dy'K (m,ﬁ,t;z’,ﬁ’,o)*

* K* (y, Q.49.,q, 0) <w’ﬁ'|ﬁ(0) ,ly’Q"> : (432)

Neste ponto introduziremos a primeira hip6tese simplificadora; supondo que a interagéo
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entre o sistema e o reservatério, seja ligada em ¢ = 0%, podemos dizer que os dois sistemas sio
separéveis em ¢ = 0, matematicamente

o(z. B,y @, 0) =p, (',9/,0) pr (7.4, 0). (4.33)

Na expresio acima j, e pr sdo os operadores densidade do sistema e do reservatério quando
isolados em ¢ = 0. Com a simplificacdio de que o estado inicial ‘do sistema total & fatorizével,
obtemos

plz,y,t) = //dz’dy’J(:z:, y.t;2,9,0)5 (z',4/,0) . (4.34)
Acima definimos a funcéo | ‘
J(z,y,t;2',y,0) = ///dR’dR"JQ’;K (é:,R',t; m';ﬁ, 0) *
| K* (v,4.6,3,0) on (B, @,0), (4.35)

*

e identificamos p,(0) com 5(0). A funcgio J funciona como um super-propagador, em analogia
com os propagadores utilizados na evolu¢io de uma funcio de onda, que rege a evolugo temporal
de j e contém a influéncia do reservatério.

Deste modo temos que calcular os propagadores do sistema composto R+-8, podendo isto ser
feito através do emprego dos auto estados de R+S o que em geral &€ bem trabalhoso(ver [10]).

Uma outra possibilidade & usar a representagio de mtegrals func1onals (ou de caminhos) para
os propagadores, que é dada por

- - . T . ii b i -
K(:r,,R,t;a:',R’,O) = / Dz (¢') ﬁ DR (') erSE=)RW)], (4.36)
- z‘l /2

onde S a agdo cléssica correspodente ao sistema R+S e a integrac@o se d4 sobre os caminhos
z(t)e R(t) com 0s extremos

z(0) = 2, =z(t)=gz, L .
RO = R, R@w=R (4.37)

Na representagio de integrais funcionais o super-piopaga.dor adquire a seguinte forma,
: T ] y ; , _
J(z,y,t2',9,0) = / Dz (') / Dy (¢) ehSole(t)] g% Soly()] [z(¢),y ()], (438

onde Sp é a agdo referente ao sistema S quandé isolado e

Flz(¢),y(¢)] / / / dRaRdG o (#,3,0) s
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wr (= (), B () Kir (v(2),4 () (4.39)
¢ o chamado funcional de influéncia, que contém a informagso sobre o reservatério na forma dos
propagadores

R . _ o
Kur (z(¢),B(¥)) = / DR (#') ek (5@ RE)]+52[Re)]) (4.40)
R
. i ,
K}y ( ,)) / DG (¢') e A (S1 )@ +5a[0W)]) (4.41)

As agGes Sgr e Sr sdo, respectivamente, as agoes do reservatério, quando isolado, e de in-
teragdo. O propagador Krr(K%;) é o propagador do reservatério quando sujeito a uma forga
externa z (t)(y (). Assim o funcional de influéncia acopla os caminhos z (t) e y (2).

0 'propagador Kpr pode ser facilmente calculado, pois é um produto de N propagadores,
sendo cada um deles o propagador de um oscilador harménico sujeito a uma forga Cyz (t). Isso

significa que
N

Kur (3 (¢),B(¢)) = [T K% (= (#), Be () (4.42)
k=1
com
K} rt (@ (¢) Re () = (-2_;%:,,‘7’#)5 ensa’, (4.43)

Neste tiltimo propagador, S‘(:,) é a acdo classica do k-ésimo oscilador do reservatoério sujeito 3

forca Ckz (t). Deste modo Kgu) vai ser uma fungéo de Ry e R}, devido aos limites da integracdo
funcional, e um funcional de z ('), o que pode ser visto abaixo:

(k) _ _ TkWk 2 _
Sy = 25 (i) [(R,c + RP) coswyt — 2R Ry +

t
2048 / z (t')sinwy (¢ —t') dt'] +
0

MWy - _
202 t 4 T
- m2w2 / dt’ / dt"z (t') z (t") sinwy (¢t — ') sinwgt”. (4.44)
£k 0

2 1
Cr Ry / z (') sinwyt' dt'+
miwi Jo

+

Assumindo que em ¢ = 0 o reservatério esteja em equilfbrio térmico 3 teinperatura T, o seu
operador densidade pode ser escrito como

or (B, @,0) = ﬁpﬁf) (7.4',0) (4.45)
k=1

com
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o MW mEw ; fuw
o (R’, Q',O) = —= k_hﬂ_ exp — {————ki,w— [(R? + Q) cosh (K_kf) - 2R§=Q?c] -
2nhsinh ( KBT) 2Rk sinh (EET‘) B
' (4.46)
Apesar de termos expressdes complicadas A primeira vista, todas as integrais envolvidas no

calculo do funcional de influéncia F s3o gaussianas, o que possibilita um célculo exato destas.
Ap6s uma longa manipulacio algébrica obtemos '

Flz(¢),y(¢)] = e 2N (4
@ [z(¢),y ()] =2r[=(t),y ()] +i®: [z () v ()], (4.48)
O = / dt / dt" [z (¢') y(t)]aR( — ) [o (¢') -y ()] (4.49)

& = / dt/ dt" [z (¢) —y (£)] ex (¢ — ") [ (t”)+y(t")] | (4.50)

As caracteristicas do r%ervaténo estdo contldas nas fungoes

N , Fuog ‘
II '] "
.51
f Zl R (2K T) COS Wi (t t’) | ’(4-5 )
e
ar (' —t") = | Z i sinwg (¢' — t") (4.52)
2mp i T , ‘ )
Utilizando a funcéo espectral do reservatorio, 4.22, temos
er(t —t") = / dw J (w) coth (2 e T) cosw (' — ") | (4.53)
. ;
“ay (t' - ") = ——/ dw J (w) sinw (t’ -—t") R (4 54)

Lembrando que estamos tomando o limite contfnuo, a fim de mtroduzxr a dlss1pa¢;ao, e par-
ticularizando para o caso de dissipagéo linear Ohmica, em que utilizamos

J (w) = 2mywO (we — w), R ‘ ' (4.55)
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as expressoes acima tornam-se

1 fue hw
f_g — = : v
ag (t t') ‘"/o' dth2m'ywcot‘h (2K3T) cosw (' —1") (4.56)
. . .
',—” _'_l/wc . r g _ T d /-wc I
ar (¢ .t )= - A dw 2mywsinw (¢ —t") = aw— ), dw cosw (t' —t"). (4.57)

Devemos substituir estas expressdes no funcional de influéncia, obtendo assim a parte ima-
ginaria do seu expoente como

m t v we.
o = 22 Lo [Far [ anfe (¢) -0 ()] gy eosw @ =) £ @) + v ()]

= T [ 2 () - (O] + L @ ) [ e T o)~y (1)) +
T 0 T 0
my [t ., ¢ " ’ ny Sinwe (¢ —=¢") .., "
+ /odt/O dt [a:(t)—y(t)]————-‘ R e i ()], (4.58)

que foi integrada por partes com relagio a t”. Podemos mostrar que o primeiro termo de ®;
é proveniente da corregéo harménica que mencionamos anteriormente(eq. 4.14), podendo entio
ser eliminado através do contra-termo na Lagrangeana inicial, e por isso néo iremos consider4-lo.

E posstvel simplificar as demais integré,is se lembrarmos que a nossa aproximagio é valida
para tempos tais que, ¢ 3> w] !, 0 que nos permite fazer a seguinte aproximagao:

sinw, (¢’ —t")

1
T (& —t")

6 (7). (4.59)

A segunda integral de ®;, no limite ¢ 3> w_! , & reescrita como

%/Ot dt’ SintL:Jct’ [.7: (t’) -y (t’)] 5 ‘/ot at's (tl) [z (tl,),,_,y (t’)] ’ (4.60)

que, como fungdo de seu limite inferior de integragdo, ndo é continua. Portanto devemos ter
atencdo em relacéo a este limite, que se refere & origem do tempo. Se tomarmos a origem como
t = 0%*esta integral sera nula, devido ao fato de a funcdo delta estar centrada em zero. Para que
possamos obter as condigdes de contorno corretas iremos considerar a integracio a partir de 0%,
desconsiderando a fase de transiente que temos no infcio do movimento.

A terceira integral ndo apresenta essa sutileza, j4 que a delta contida ali ndo est4 centrada
em zero e sim em #' de modo que esta integral,
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1t ' ¢ " ' n Sinwe (¢ —¢t") ., .o

e [ e o) -y @) =S @)+ ()], (461)
torna-se 1t :
5 /0 dt' [z (¢) —y ()] [£ @) + 9 (£)]. (4.62)

Com estas consideragdes o expoente do funcional de influéncia resulta em

& =my [ [ () -y ()] [ @) +9 ()], (4.63)
®p = -2-7—:1 A " dwwcoth (2K3T) / dt'/ dt" [z (') —y ()] cosw (¢ —¢") [z (¢") -y (¢")],
| (4.64)

e 0 super-propagador em

Iyt y,0) = e #fEvey) / “ Dz () / ’ Dy (¢) ek Sol=(® g5 Solu(®)]
z' v

* exp% {——T—n2l/0t (:cy-—y:i:)dt’} *
: exp{:hlch [+ (¢),v (£)] } , (4.65)
com
FEndy) =@ -2 - - ). o)

Acabamos por obter uma expressdo para o superpropagador que rege a dindmica do operador
densidade reduzido do sistema, dado o potencial Vj ao qualla particula est4 sujeita. Com a
expressio acima podemos, pelo menos em principio, determinar J através da solugdo de uma
integral de caminho dupla, que possui solugGes analiticas somente para potenciais lineares e
quadraticos na coordenada ¢ da particula. Em outros casos devemes recorrer o aproximagoes.

Chegamos portanto ao final do quarto capftulo, com uma visiio sobre coeréncia quéntica, dis-
sipagdo em Mecanica Quéantica e de como o problema da recombinagao dos feixes tem sido tratado -
na literatura. Nestes préximos capitulos esperamos introduzir novos aspectos ao problema da
- recombinagéo dos feixes.
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Capitulo 5

ISG sem flutuacoes

Nos capitulos anteriores fizemos uma introdugéo ao problema da recombinacao dos feixes em uma
experiéncia de Stern-Gerlach e & dissipaciio em mecnica quintica tendo como objetivo a anslise
dos efeitos das flutuagGes do campo magnético na parte espacial da fungdo de onda. Antes de
atacar este problema iremos analisar os efeitos do alargamento da parte espacial da funcdo de
onda no ISG e como a coeréncia de spin é perdida em um experimento de Stern-Gerlach antes
mesmo de considerar a dissipag@o no sistema.

51 Alargamento do pacote no ISG

Iremos considerar a mesma Hamiltoniana proposta em [1] retirando o segundo termo que s6 atua
na parte de spin da funggio de onda, causando assim a precess@o do spin, o que néo queremos levar
em conta neste trabalho. Estamos interessados em analisar somente o efeito da recombinagio da
parte espacial e deste modo temos

?
H= - ~f () ozz. o ‘ (5.1)

Esta Hamiltbhianal nos léva ao propagador(14]

Koy (z,t;z’,O) ,= SIS’) 2mﬁtezp{—;¥hn1t(z—z') +—Az(t) (= ;‘z’)'+ Ap(t)'z’+i1(¢)}
(5-2)

‘com
It)= 7 /o dt/ /0 at" " (t-t)F () 5 (&), (5.3)

que pode ser utilizado para fazer a evolugdo temporal de uma fung'ao de onda na descrigio de
Schrodinger. Na expressio acima as defini¢des para Ap, Az e Az (t) s3o as mesmas do capitulo

29
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Considerando o seguinte estado inicial

W) = (a|+) +B|-)) ®lp), (5.4)

vemos que a parte espacial ainda ndo est4 emaranhada com o spin. Considerando o estado inicial
como um pacote de incerteza minima temos

1 22

(zlp) =9 (2,0) = e 47, (5.5)
V2ro
que é um pacote gaﬁssia.no de largura o centrado na origem. Fazendo a sua evolugdo temporal
obtemos
¥ (1)) = ap4 (2,1) [+) + By- (z,8) |-) (5.6)
com

et'ﬂ(t)
I :I:——Az @)z+ (5.7)

1 _—
= _— Az
(p:b (Z, t) - (t) 2“ exp{ 40_ (t)2 [z :F | (t)] + 2 [2ht

2
+I(t) = 50 (;‘ft—)) (sz'(t))"’]} | (5.8)
(]
& =229 nse), (5.9)
2
o (8)? = o2 +(2f:a) . | (5.10)

Portanto ap6s a interacdo com o campo magnético temos um emaranhamento entre os graus
de liberdade espacias e de spin da particula. Num instante ¢ qualquer a parte espacial da funcdo
de onda é uma gaussiana, cujo centro segue a trajetoria classica (como esperado devido o teorema
de Ehrenfest), com uma largura dependente do tempo da mesma forma que uma, particula livre.
Neste caso os graus de liberdade de spin n&o evoluem no tempo, j& que nao consideramos a parte
constante do campo magnético que seria responsavel pela precessdo do spin.

Se quisermos saber como se d4 a perda da coeréncia de spin no ISG devemos olhar para
os elementos ndo diagonais do operador densidade, que, a menos da parte de spin que néo nos
interessa, sdo dados por

| _ e 1 1 _{ Az(})
pi—(z,2,t) = w4 (2) L (z)__\/_____wexp{ 2c7(t)2z2 (\/50(?)) *
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ﬂ:igg—z [Az (t) + (;‘(’T))zz;(t)] } . (5.11)

no qual 2Az (¢) & a distancia entre os centros dos pacotes. Se considerarmos que o alargamento
do pacote é desprezivel de modo que o (&) ~ o temos

P4 (z, Z, t) = 01 = exp [__(E—M—‘:()—)—_] exp [_—_I:g%zAp (t)] exp [_ (z -+ z( )) ,
(5.12)

onde Ap é a diferenca entre 0s momentos médios dos dois pacotes. Recuperamos assim, com
excecdo da integracio em z, a expresdo(eq. 3.29) obtida em [1] e reproduzida no capftulo 3.

Para estudar a coeréncia entre os estados de spin, que poderia ser observada em uma medida
do valor médio de Sy, devemos fazer o trago em relacsio as coordenadas espaciais e olhar para os
termos fora da diagonal no espaco de spin que tém a seguinte forma:

pr- @)= [dps (500 @1). (5.13)
Quando ndo h4 mais coeréncia, (Sz) ~ 0, devemos ter
pa_ () 2 0. (5.14)
Desenvolvendo a (5.14) obtemos
_ oo, VIZEW) (o o\ _(E®)
) = arem - [ 22020, S50 (o0 ()7

(5.15)

Nesta expressao h4 a contribuigio de dois termos para perda de coeréncia de spin. O primeiro
& a distancia entre os pacotes no espago de momento, que & medida pela largura dos pacotes
nesse espago, dada por ii/20 . Note que a largura dos pacotes no espago de momento se mantém
constante durante a evolucio temporal. O segundo mede a distincia entres os pacotes no espago
de coordenadas. Novamente esta medida & feita usando a largura do pacote, neste caso o ().
Como veremos adiante o alargamento dos pacotes aumenta a contribui¢do do primeiro termo.
Na figura abaixo mostramos um grafico de p4 (t) num experimento de ISG para ilustrar como
se d4& a perda e recuperacio da coeréncia. As unidades sfo arbitrarias e fizemos somente uma
variacao da largura inicial do pacote que cresce no sentido da curva preta para a azul.
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Figura 5.1: Perda e “revival” da coeréncia num ISG.

Observe que a coeréncia de spin comega a ser perdida sendo depois recuperada em T /2. Neste
ponto a diferenca entre os momentos, primeiro termo de 5.12, & nula e a perda de coeréncia ¢
totalmente devida & separacio entre os pacotes no espago de coordendas, que nesse exemplo nao
foi apreciavel. A inversdo entre as curvas de diferentes larguras iniciais se deve ao fato de que
em T/4 a perda de coeréncia tem como principal origem a distancia entre os pacotes no espago
de momento, sendo assim maior para o pacote de maior o e consequentemente menor h/20,
enquanto que em T'/2 a perda de coeréncia e devida a distancia entre os pacotes no espago de

coordendas onde a situacdo se inverte.

Para o caso discutido na capitulo 3, no qual a “forca” pode ser escrita com f (t) = f(t) +6f
e a experiéncia tem um tempo de duragdo T' temos

om0 o O 3 ()} e

Se a recombinagio em ambos os espagos for consideravél, de modo que tenhamos a seguinte

relagao: L
Az(T)  Ap(T)

V20 (T)  h/20

Podemos aproximar o operador densidade reduzido por:

g 2 2
oo (T) = [1 & (U(T) + ‘—’—(—:’1—)) - 52—} . (5.18)

) o

el (6.17)

Supondo 2¢% = 0,2 obtemos 80% de coeréncia para o caso em que ¢ (T) =~ o e 74% quando
o(T) = 20. Portanto o alargamento do pacote aumenta a contribuigio do termo em Ap (t)
causando, consequentemente, a perda de coeréncia.
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5.2 Perda de Coeréncia na experiéncia de Stern-Gerlach

Agora vamos analisar como ocorre a perda de coeréncia em uma experiéncia de Stern-Gerlach
que se resume & primeira regido do ISG na qual devemos ter f (t) = f. O elemento n3o diagonal
do operador densidade reduzido no espaco de spin fica

_ 1{18p() (0, c@®\]® _1(Bz(®)\°
pi=(0) ‘””P{ i (ot )] -1 (Tw) } (519
onde
Ap(t) =ft, Ba(t)= f:: | (5.20)

Desta forma existem dois termos, a,nalogos aos do ISG, responséveis pela perda de coeréncia:
0 primeiro tem como origem a disténcia entre os pacotes no espago de momento € o segundo a
distancia entre os pacotes no espago de coordenadas. Estamos interessados em saber em quanto
tempo a coeréncia é perdida e qual a contribuicdo de cada um destes termos. Com este objetivo
em mente reescrevemos a expressio acima como, v

2 2 20.2
- (t) =exp {—87:202t4 - fhz t2} , (5-21)

e definimos um tempo de decoérencia 7, como o tempo em que o elemento néo d1agonal decai a
1/e. Pode-se mostrar que

2V2mo | 2V/2fmo® 8f2m?20°
=4/ 7 [—» ’{2 T+ 1+’£7{4"~ . (5.22)

Esta expressao obtida para o tempo de decoeréncia, ser4 analisada em dois casos:

2
8f*m*o” { > 1 primeiro caso . (5.23)

Rt <& 1 segundo caso

No primeiro caso podemos aproximar o tempo de decoeréncia como

k
= 5.24
o (5.24)
e no segundo como \
2V2mo
7

Obtido o tempo de decoeréncia, falta saber qual a separacdo dos pacotes, tanto no espago
de coordenadas como no'de momento, ao longo deste tempo. A distancia entre os pacotes no

= (5.25)
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espago de coordenadas (segundo fator da 5.19) é dada pelo valor da razao Az(1) /o (7). Esta
assume os seguintes valores:

—A—:’:(Tl) -~ _1__ h2
o(n) ~ \/52\/§fm03;<<

f”((fg) ~ \/ 2ﬂ£;"°3 <1 (5.27)

Portanto em ambos os casos os feixes (pacotes) ainda ndo se separaram quando a coeréncia é
perdida, sendo a separagdo entre os pacotes no espago de momento o responsavel pela decoeréncia.

1 (5.26)

Os dois casos considerados em 5.23, podem ser vistos de outra forma: o tempo ¢ no qual os
4rmo?

dois termos no expoente de 5.21 se igualam é tg = #3%. O valor assumido por eles fica
f2 4 2f2o.2 9 8f2m20.6
8m202t° = h2 tO = 4T° (528)

Ent3o, no primeiro caso, a coeréncia é perdida num tempo muito menor que #p sendo o termo
quadratico responsavel por esta perda. No segundo caso a coeréncia é perdida num tempo muito
maior que tg e o resposével por esta perda € o termo em t4. Note que para tempos t < 2mo?/k
podemos desprezar o alargamento do pacote e para tempos ¢ > 2ma? [k esse alargamento &
consideréavel, o que nos leva a concluir que, em ambos os casos, o tempo de decoeréncia & muito
menor que o tempo para separar os feixes. ‘

'Na experiéncia de Stern-Gerlach alguns valores tfpicos sio[16}: m=1,8 x 1072 K g(massa de
uma &tomo de prata), B/8z = 103T/m e o = 10~3m. Com estes valores e lembrando que

oB 6B N :
f= bz = ’Ygsza—z'- (5.29)

Temos B2m246
8_%—’;”3- ~ 10'¢, (5.30)

onde usamos v, = 10! (fator giromagnético), o que nos leva ao primeiro caso considerado.

~ Podemos observar a perda de coeréncia e a separagao dos pacotes no espaco de coordenadas
nas figuras abaixo, nas quais utilizamos os valores mencionados acima.
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P 4 O ¥ (Z,2n8)2
1 0.05
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Figura 5.2: Elementos n3o diagonajs da matriz densidade reduzida 1o espaco de spin e densidade
de probabilidade associada com spin para cima e para baixo em t = 2ns quando a coeréncia ja
foi perdida.: ; « RN : : : L : ~

s (2,2u8)P . Wy (Z,20u8) .
005 0.05

-~ - - z[10°°m}
-75 -850 =25 25 50 75 -75 ~50 =25 -

z[10°m)

Figura 5.3: Densidade de probabilidade associada a0 spin ‘u‘p e 'down em t =2us et =20us

Nestas figuras, como argumentado anteriormente, a coeréncia é perdida muito antes dos
pacotes se separarem no espago de coordendas. Deste modo esta perda de coeréncia & dev"i'dab
4 separacdo dos pacotes no espaco de momento, como pode ser observado abaixo no gréfico da
densidade de probabilidade no espago de momento. Note que em ¢ = 2ns os pacotes j& estdo
bem afastados apesar do momento adquirido ser muito pequeno, pois o que é relevante é a razao

ﬁ%';, . -
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H‘i (plzns)lz
1x107

8x10°

6x10%

p[10-2N.s)]

-4x1077 -2x1077 2x1077 4x1077

Figura 5.4: Densidade de probabilidade no espago de momento, mostrando que os pacotes ja
estdo bem separados sendo assim responsévies pela perda de coeréncia.



Capitulo 6
- ISG com flutuacoes

Nos dois dltimos capftulos analisamos a perda de coeréncia de spin em uma experiéncia de
Stern-Gerlach e a influéncia do alargamento do pacote na tentativa de obter o estado inicial,
puro, no ISG . Em ambos 0s casos o campo magnético foi tratado classicamente. Neste capitulo
pretendemos introduzir fontes de flutuacdes quénticas na anélise do ISG.

6.1 Hamiltoniana com flutuacgoes

Temos como objetivo introduzir flutuagdes no ISG que até o momento, a menos da parte uniforme
do campo que néo consideramos, foi descrito pela seguinte Hamiltoniana:

P2
H= o+ o.f(t)z. (6.1)

Como visto no capitulo 4, uma maneira de adicionar flutuacdes e dissipagio em mecénica
quéntica & acoplar o sistema a um reservatério que pode ser modelado por um conjunto de
osciladores cuja Hamiltoniana de interacdo com a particula é do tipo coordenada-coordenada.
Esse modelo ¢ uma boa aproximacio quando cada grau de liberdade do reservatério ndo &
fortemente pertubado pelo sistema. Sob estas condigbes contruiremos uma Hamiltoniana que
adicione flutuagGes ao nosso modelo e seja exatamente soltivel. No momento néo daremos uma
justificativa para a Hamiltoniana proposta, ficando esta para, o final deste trabalho.

Com as idéias acima em mente propomos a seguinte Hamiltoniana:

. P2 . Pk2 mka. C2 .
H=_— 3 > k3 k2. 2) .
o +0o.fo (t)z+ea?z A Crzr + . [ka + 2 zkf 2msze . (6.2) .

Apesar de deixarmos a justificativa a posteriori podemos pensar que estamos escrevendo a
parte flutuante do gradiente do campo magnético como a soma de osciladores, §f (t) = €3 Crzi,
estando a informagdo sobre o momento magnético da particula contida em e.

37
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Nessa Hamiltoniana temos o sistema acoplado a um reservatério de osciladores através da
posigio, com a ressalva que o acoplamento depende do spin da particula. Enfatizamos que
qualquer outro tipo de acoplamento ndo nos permitiria um célculo exato. Também estamos
supondo as mesmas aproximagdes de {1, 2J. v

Um modelo similar foi estudado em [15], onde a Hamiltoniana acima foi proposta, com a
diferenca de um acoplamento posigao-posicao ndo dependente do spin da particula, na anélise da
decoeréncia no experimento de Stern-Gerlach. Este acoplamento posi¢ao-posi¢ao nao dependente
do spin da particula modelaria uma Stern-Gerlach em um gés diluido. O caso do ISG nao foi
abordado nesse estudo.

6.2 Calculo do operador densidade do sistema

De posse dessa Hamiltoniana podemos calcular o operador densidade reduzide do sistema a
fim de analisar como ele é influenciado pelas flutuagdes do campo. Este longo calculo seré feito
usando o formalismo apresentado no capftulo 5, contudo nos restringiremos a apresentar somente
o resultado final e algumas idéias envolvidas, ficando os detalhes para o apéndice.

O operador densidade ¢ escrito como

Pss’ (wiy’t). = f/d.’l:’dy'.],y (3:1 Ut 17,11/,,0) (xlsl p1(0) ly’S’) ) | (6-3)

com

Jos (z 4, 82',9/,0) = //fdﬁdﬁ’dQ’K, (x,é, t;a:'R",O) <ﬁ" p2 (0) lQ_”> K3 (y,R, sy, 0, 0) .
(6.4)
No célculo do funcional de influéncia haver4 um acoplamento entre as trajetorias z (t) e y (t),
que serdo desacopladas através da seguinte transformagio de coordendas:

z+
g= 2y e tE=z—y. (6.5)

Feita esta transformacdo definiremos uma agéo, que nos fornecers uma trajetéria “cléssica”
conveniente sobre a qual expandiremos um caminho qualquer, ou seja,

q=q+qclass € £= E + Ectass- (6-6)

Com isso dividiremos nossa agdo em duas partes: uma cléssica, que contém os extremos e
que sai da integragao funcional e uma segunda, que deve ser integrada resultando em uma fun¢ao
somente do tempo pois os caminhos § e £ tém como extremos o valor nulo.

Seguindo este procedimento, usando uma fungso espectral Ohmica e assumindo um pacote
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inicial gaussiano com largura o e centrado em zero obtemos

M? Z\? €A N2g2 1 9
= T 2 LY g2 42 2 .2
pa(9:6,t) =G(t) /3 exp{ i (q:FM> 3 [ + <55~ o (0°NLy — €hB) ]+

+% [ _ - % (6NL; — e2ﬁB)] g€+ < d [X + 2Z52 (6?NLy — eth)] 5}
(6.7)

para os elemento diagonais no espaco de spin e

202N? o?L? 2¢2 (€?B? 2
Pod(g,€,t) = G(t) —exp{[ = (1_ 2aﬁ2)+_h_(2a—h—A)}Q+

B o*NL
+ [(EM 27) [e "—2h7+] +(EL_+ 2X)] g+
(EM F2Z)* _ 20 22L,NB :
16ah? ah3 ¢ (6:8)
para os elementos ndo diagonais no espago de spin. Utilizamos nas expressdes acima as seguintes
defini¢des: )
1 (L% (t)o? hC (t)e2 K2
a) =3 (“5 We + 2. (65)
+ (¢) = my [coth () £ 1], (6.10)
N e 6.1
(&) = sinhyt (6.11)
M er 6.12
(t) = my m’ (6.12)
X@t)= -1 / “at' £ (¢) ¢ sinhyt (6.13)
~ sinh(72) Jo ’ '
20)= g | “dt' f (¢) € sinhey (¢ - ¥) 6w
sinh (72) Jo ’

agr (t' —t") = / J (w) coth (;Ii{wT) cosw (t' — ¢") dw, (6.15)

W v L -y
SRR LT %
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mye™  M(i)

G®) = orhambyt ~ 2nh (6.16)

A= 1;;2 [SI((O) 10)-4(1-¢*)1@®) + (1- e”)zi'(O)] , (6.17)
B(6) = — - [4 (I (6) — I(0)) — 2sinh 261 (8) — (1 — cosh 20) § (o)] : (6.18)

CO = s [P T O -1E) -2(1-*) IO+ (1 - IO],  (©19)
1(0)= o 0 -';——2(—)&—:9—3—A—)0cothnAdA L 1(0) = -‘%gi). (6.20)

Nas quatro tltimas defini¢des, que contém a dependéncia com a temperatura, usamos 0 = ~t,
A =w/y e k = hy/2KT. Note que devido & dissipagao os elementos nao diagonais no espago de
spin néo obedecem a mesma dinimica dos elementos diagonais.

A densidade de probabilidade de se obter a particula em um ponto g é dada por

1 | 1 z1? |
pa (4,0, t) = \/2—7!_5_ (t) exp — 25 (t)2 [q:F 'M"] ) (6.21)

com

5(t) = hv/2a (t)’

M) (6.22)
ou seja, uma gaussiana de largura & (t) cujo centro & descrito por
_Z (t) ! fo () (1 - e 200

2(t) = o / dt' t) ) , (6.23)

que & a trajet6ria classica de uma particula sujeita & forga fo (%) e & forga viscosa nv .

No limite vt << 1, temos
. 1 ¢ ! ! ! .

’}txfl;oz(t)=;l— A at' f()@t-t) (6.24)

recuperando a equagio para uma particula sujeita somente & forga f (t). Note que este limite &
valido para tempos muito menores que o tempo de relaxacio, t < 7~! ou para o limite de baixa
dissipagdo, 7 — 0. Nesse limite também recuperamos as expressdes obtidas no capftulo 5 para a
largura do pacote, & (t), e para a distancia do centro do pacote, AZ (&) = Z () /M (8),

lim 5 () = o* +( ht )2

2mo
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T Az Az
120 2/25 (1) | 2v20 ()

Como queremos analisar a coeréncia de spin, dada pelos termos néo diagonais de p no espago

(6.25)

de spin, iremos fazer o trago parcial em relacdo as coordenadas espaciais, obtendo

o = vomn{-a o (55 -5 o -3 (5)

onde
_ M)
h(t) = 2h/a (t) a ()
e

2 a2 212 2 /.2R2 2022 . NB
a'(t)=2aN (l_a +>_2e (eB —A) o"e’LNB (6.26)

B2 2ah2 R\ 2ah ah3

Para o caso de altas temperaturas, KT > hy — & < 1, e dissipagdao Ohmica, J (A) = 2m~y),
podemos fazer a seguinte aproximagao:

J(A)cosAO my [ cosAd 1
1(6) = /az,\/\z(/\2 T thrc)\~27r/0 DT (6.27)

que é valida quando kA < 1. Note que a integragdo em A é feita até o infinito onde aproximagdo
cothkX ~ 1/k) néo seria mais vélida, mas devido fator 1/A (A% + 4) estes termos n3o irdo
contribuir para a integracdo.

Deste modo temos

-20
_my e 420
40) =" [4o+3+e de ] (6.28)
_my 1 20 20 _
B(0) = 71— [e e 49] (6.29)
e

my 20 20 _ ,~20

co) =21 Smh20 [4oe —3e¥ +4-e ] (6.30)

Tomando o limite A — 0 recuperamos o caso sem dissipacio, no qual
%h (t)=1. (6.31)

Portanto podemos dizer que a decoeréncia é dada pelo fator h () na frente da exponencial e
podemos reescrever

Pod (t) = h (%) poa (),
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onde foq (t) se reduz ao caso sem dissipag@o no limite v — 0. Observe que k(¢) néo depende
da dinamica do centro do pacote. Assim mesmo, escolhendo um campo médio de tal modo que
os feixes fossem recombinados com perfeicdo no final do ISG o fator k (t) poderia levar a uma
A perda da coeréncia. ' .

' Lembremos que estamos usando a aproxxma.gao de que a velomdade da partfcula na diregao
y & constante, o que, além das aproximagdes citadas no capitulo 3, supbe néo haver dissipagao
nessa direcao.

No caso nao dissipativo as particulas gastavam tempos iguais em cada uma das quatro partes
do ISG para que no final fossem recombinadas. Porém, com a introdugdio da dissipagdo o tempo
gasto para desacelerar a particula é menor que para aceleré-la devido & forga viscosa. Desse modo
se gastamos um tempo %p na primeira regido, com gradiente positivo, acelerando a particula o
tempo gasto para desacelers-la sera

1
= —In[2—e7?™].
131 2y In [ e ]
Na figura abaixo mostramos um esquema, cléssico, das forgas atuantes na particula de spin
para cima.

Figura 6.1: Esquema da trajetéria e forgas atuantes em uma particula passando pelo ISG. A
particula deve gastar um menor tempo nas regides 2a e 3.

De qualquer forma ﬁod (¢) seria o reponsével por um “revival” da coeréncia quando os feixes
fossem recombinados, porém o fator k (t) pode impedir que este revival aconteca. Nos gréficos
abaixo mostramos, qualitativamente, utilizando unidades arbitrarias, o comportamento do pré-
fator de foq (t) e do operador densidade reduzido.no espago de spin num ISG para o caso em que
o gradiente do campo varia abruptamente entre as regides do ISG. Nesses graficos a particula
atinge o tempo de relaxagio do reservatério na primeira regido do ISG.
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Figura 6.2: Comportamento do termo néo diagonal no espago de spin sem o fator k (t), mostrahdo
uma possivel recuperacdo da coeréncia, e comportamento do fator h ().

Nestes dois graficos observamos que a recombinagéb pode levar a uma recuperagdo da coe-
réncia, porém o fator h (¢) decai continuamente, podendo fazer com que esta i'ecupera,gé,o seja
desprezivel, como podemos ver no gréfico abaixo. Neste grafico apesar de haver uma pequena,
recuperagao da coeréncia, no final do experimento temos uma coeréncia da ordem de 1078 %.

o.oooés !
0.0002
Pos (Y1) 0.00015
0.0001 |

0.00005

Figura 6.3: Elemento ndo diagonal no espaco de spin.

Apesar da caracterfstica qualitativa dos graficos acima podemos dizer que para termos uma
recuperacao significativa da coeréncia o tempo da recombinagio deve ser muito menor que o
tempo de decoeréncia. Para o caso de recombinagio perfeita dos feixes teremos Poa(t) =1e
assim a recuperagio da coeréncia ficar4 restrita ao valor de h (£).

Vamos agora obter o tempo de decoeréncia do fator h(t). A anilise desse fator é bem
complicada porém podemos expandi-lo em torno do zero até primeira ordem no tempo obtendo

h(t) =142y (1 - 4”‘;’# (1+ 23)) t. | (6.32)
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Lembrando que € = v,/3/2 ~ 1023, sendo 7, o fator giromagnético da particula, temos

4mao’KT
.h (&)~ 1+2y (1 - _?h?_“) t. (6.33)
Podemos definir o tempo de decoeréncia 7 como
3h2
7= 8myo2KT'’ (6.34)

j& que, em geral, 4—"‘—%—;’(—7‘- > 1.

Para o caso em que o campo magnético é gerado por SQUIDs, modelo que seré justificado no
préximo capitulo, temos v = 10~1s~1. Para os valores utilizados no capitulo 5 e uma temperatura
da ordem de 1K temos 7 = 10~164~1 = 10~155. Este tempo de relaxacio foi obtido para
um SQUID com dimensGes da ordem de microns, assim o tempo em que a particula interage
com o campo, supondo que suas velocidades sejam aproximadamente 1000 m/s, & da ordem de
10~195. Portanto o tempo de decoeréncia ¢ algumas ordems de grandeza menor que o tempo da
experiéncia. ‘ ' ‘

Entdo para o caso em que as flutuacdes do .campo magnético t&ém como origem as flutuagdes
do fluxo magnético em um SQUID a dissipagio impde um limite & recuperagéo da coeréncia em
um ISG. Note que este resultado é devido ao fato de estarmos usando SQUIDs de dimensdes
microscépicas. Aumentando a dimens3o deste SQUID podemos controlar o tempo de decoeréncia
e assim observa-l4 durante o experimento. : '




Capitulo 7

Modelo

No capitulo 6 propusemos uma Hamiltoniana como modelo sem justifica-14. Neste capitulo
pretendemos justificar esta Hamiltoniana propondo um aparato experimental que ir4 elucidar as
possiveis fontes de flutuagdo do campo magnético.

7.1 Aparato experimental

Uma possibilidade de aparato para o ISG seria imaginar que o campo magnético em cada regiéo
do ISG é gerado por um SQUID. Para diminuir os efeitos de borda imaginamos dois SQUIDs
retangulares de diferentes tamanhos dispostos um acima do outro como mostra a figura abaixo.

Pt

X

Figura 7.1: Disposicio dos SQUIDs geradores do campo magnético em uma das regides do ISG.

Figura 7.2: Visfo lateral dos dois SQUIDS, mostrando as linhas de campo no plano yz.

45
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As particulas incidiriam logd acima do SQUID de menor 4rea, pelo centro do retangulo (linha
pontilhada), de forma a podermos considerar somente a componente £ do campo magnético e
ainda expandi-la até primeira ordem. Deste modo escrevemos

0B

B,(z) = Bo + s | (1)

onde ainda temos que incluir uma dependéncia em {§ para que possamos separar e juntar os
feixes. Esta dependéncia em § é trocada por uma dependéncia no tempo quando consideramos
que a velocidade nesta dirego é constante. Assim temos as mesmas aproximagoes usadas em
[1, 2. |

Deste modo o campo é gerado a partir do fluxo magnético no SQUID que como mostraremos
adiante, tem uma dindmica dissipativa. Agora, temos que escrever o campo magnético em fungéo
do fluxo no SQUID. Para o fluxo gerado pelo SQUID podemos escrever

'I>=B(z)A(z)———)B(z)%—f+A(z)%§=0——)—a£=a(z)‘I> (7.2)

e daf obter a Hamiltoniana de uma partfcula de spin 1/2 no campo magnético como

2 2
Hyort = o + i.B = 2%5 + p.Bo + pa®z. (7.3)

Nesta Hamiltoniana temos a posicdo da particula acbplada ao fluxo magnético dentro do
SQUID, que acoplaremos a um reservatério de osciladores que, por sua vez, irdo gerar as flutu-
agbes e a dinimica dissipativa do fluxo magnético.

Vale lembrar que a dependéncia do campo magnético em y ou no tempo deve levar a uma
recombinacgo dos feixes. Para isso nosso ISG deve ter trés regides cada uma com o gradiente do
campo em uma dire¢ao.

7.2 Dinamica do fluxo em um SQUID

Pode-se mostrar [11] que o fluxo ® em um SQUID, de capaciténcia C, induténcia L e resisténcia

R, obedece a equagio )

Ccd+ Tz‘i’ +U'(®) =0, (7.4)
com o potencial U (@) dado por
_(®@-8)°  oio 2r®
U(®) = 5L o 08 35 ) (7.5)

no qual ig & a corrente critica, ®; € o fluxo externo e Py é o quantum de fluxo do campo
eletromagnético

Desse modo o fluxo dentro do SQUID obdece uma equagdo de Langevin e portanto tem uma
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din&mica dissipativa que pode ser mapeada no problema de uma particula Browniana de massa
C e coordenada @ sujeita ao potencial U (®).

Este potencial pode assumir varias formas dependendo do valor do fluxo externo ®;. Em
nosso caso queremos que o campo tenha flutuacdes em torno de um minimo global ndo ocorrendo
tunelamento entre minfmos locais, e isto ocorre para fluxos externos ®, = n®,, onde o potencial

tem um minimo global em ® = ®; = n®; . Expandindo até segunda ordem em torno deste
minfmo temos

(® —n®)®  Boio

=~ .6
U @)~ St - S0, (76)
-1
o
com Lo = [} + 2] .
U@)
./\ nd,
\/ @
Figura 7.3: Potencial do SQUID
A Hamiltoniana do SQUID fica
P? (@ —ndo)® @i
_ T  (2-n®)” Boio
Hiquia = 55+ 2Lo o (7.7)
Escrevendo @ = & — n®, temos
P2 q),g ®ni
L _ e 27 Dou
qumd 20 + 2Lo o (78)

com ¥’ se referindo & ﬁﬁtuagéo em torno do minimo do potencial. Para ter uma dinimica
dissipativa vamos acoplar &' as coordenadas de um banho de osciladores, obtendo

Pz g P.2 2 2
kTR (:vk + %@') : (7.9)

Hquid+ose = % + 2_LO' +
k
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na qual excluimos o termo constante %Qwiﬂ. Com esta Hamiltoniana temos um SQUID que gera
um campo magnético com flutuagGes.
A Hamiltoniana da particula no campo magnético era

2 . : .
Hpgrt = %’T—n- + pzBo + pza (¥ + ndg) 2. (7.10)

Incluindo 0 SQUID e o banho de osciladores, 7.9, obtemos a Hamiltoniana total que se escreve

Pz P2 ¢ @'2 Pk myws Ck 2
= — oz 4+ 2 —* o' .
H 5 +o.foz + €0, 22+ 2C + + Imy + —= 5 (zk + mkw% ) , (7.11)
com

fo= ’ghan@ e e=’—y—;-,—i-a. (7.12)

Portanto temos a partfcula sujeita a um campo médio, que faria a recombinagdo perfeita, e
também as flutuagdes que podem interferir na recombinacéo dos feixes.

Nesta Hamiltoniana h4 um acoplamento indireto entre a posigdo da particula e os osciladores,
sendo o fluxo a varigvel intermedidria. Podemos obter uma Hamiltoniana “efetiva” na qual a
particula estaria diretamente acoplada a novos osciladores,

. - : - 2
o P2 Pk2 ‘ﬁbk&')g - Cr
H=-2—+azfoz+; m-}-T $k+m)\0’zz ’ (713)
com uma nova fungao espectral efetiva Jey s(ver abaixo).- Assim justificamos a Hamiltoniana
proposta no capitulo 6, faltando colocar a dependéncia no tempo em fp e obter a funcdo espectral
efetiva.

7.3 Calculo da funcao espectral efetiva

Um dos modos de se calcular a fungio espectral efetiva seria achar a transformacéo que leva a
H e portanto calcular as novas variavéis. Porém n&o vamos usar este método trabalhoso e sim
seguir a prescrigdo utilizada em [12]. -

"~ Para uma Hamiltoniana do tipo

. B2, med (G
H_2 +Vi(g) + “+ 2y+)\yq+2[ +—0 xk+mw%y (7.14)

Devemos escrever as equacdes cléssicas de movimento e depois definir a transformada de
Laplace,

g (w) = /0 oéq(t) et Im(u) <0, (7.15)
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de todas as varidveis envolvidas.

Em seguida escrevemos a equagio resultante para g (w) como
K)q(w) = -V, ), (716)
onde Uy (w) é a transformada de Laplace de V' (q). Desta expressio obtém-se Jesf como
Jejf = 61_1)%1_{_ Im[K (w—i€)] w real. (7.17)

Note que estamos eliminando a varivel y em nossas equagoes cléssicas. Seguindo estes passos
primeiramente obtemos as equagSes de movimento no espago de frequéncia

~mutg() = V)~ (), (1.9
2
Wy = —uy () -2 -2 Gk @)+ Ey )], (1)
k
~mit, @) = ~myua () - Cey (v). (7.20

Da dltima equacio,

Cy  y(w)
= — 0, 21
2k (w) mi [w? — wi] (7.21)
Que levada na segunda nos d4
- C? 1
=2 L(w) = —w? k 7.22
y (w) TR +L(w)JQ(w) (W) = ~w (“+kaw,§ 2 _wz]) (7.22)
que, finalmente substituida em (7.18) resulta, com o auxilio de (7.16), em
2 z?
K(w) = - [mw + m] (7.23)
Usando, entéo,
Jw=2%" Ce 8 (w — w) - (7.24)
2 = MW
obtemos 2 (o JW)
= —w? 2 L\
L(w)=—-w (u+ W/o‘ P wz)dw> . (7.25)

Assim temos uma expresséo para K (w)em termos da fungdo espectral original, que neste
caso é dada por

J (w) = nowe /e, (7.26)

Com isto podemos calcular L (w) usando o teorema dos residuos e lembrando que I'm [w] <O.
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Obtemos assim
L(w) = —pw® + iwnge~?/ve. (7.27)

Calculando o limite da equagao (7.17)

AZnowé—Q/Wc

Jeps (W) =

. 7.28
”2 [QZ _ w2]2 + n%wge_gw/wc ( )
Para obter Jgsy no nosso caso faremos as seguintes correspondéncias:
A—=es, p—C 92—->—1—- 170-)—}— (7.29)
P CLo R . -
com as quais obtemos
(e02)? Jwe /e
Jerr (W) = . 7.30
A'fungéo espectral pode ser reescrita como |
2L Liw _ nw ‘ (7.31)

J = ‘ ’
11 ) =TT O+ (L3[R -20L0) 1+ (8)" + (#)"

na qual n = eL3/R%, Q = 1/\/L%/R? = 2CLo, ¥ = 1/+4/CLy e fizemos w, — 00. Assim a
funcdo espectral efetiva tem uma nova frequéncia de corte dada por min [, Q).

Para um SQUID tipico [11] temos os seguintes valores: C ~ 10712F, L ~ 107%H, i ~
1054, e R ~ 1Q. Supondo um campo magnético de 0,17, o que exige SQUIDs com é&reas,
A = Li/B, da ordem de 10714 m?e 10~13 ;2 separados por um distancia da ordem de 10~°m,
temos ‘ L oA

a(z) = A_(z)—fa_z- ~100m 3.
Com estas especificaces para nosso aparato obtemos Lo ~ 10719H e n = 10732Kgs~!. Para
uma partfcula de massa m = 1,8 X 10-25kg(4tomo de prata) o tempo de relaxagao, 771, éda
ordem de 10 s. Note que este tempo de relaxagéo tem grande dependéncia com as dimensdes do
SQUID através do parémetro a (z). Para SQUIDs de maior rea esperamos encontrar tempos de
relaxacio maiores de tal modo que a particula sera insenstvel as ﬂutua,géesr do fluxo magnético.

Nos capitulos anteriores resolvemos o problema para o caso de uma fungéo spectral Ohmica, -
assim - nossa solugdo & valida para tempo. muitos menores que Q-1 e Q1. Para os valores
mencionados acima temos 9! ~ 10103 e -1 ~ 107! s respectivamente.



Capitulo 8
Conclusoes

Nesse trabalho investigamos efeitos de decoeréncia de spin discutindo experiéncias de feixes de
particulas submetidos a campos magnéticos. Primeiramente analisamos a influéncia do alarga-
mento do pacote na experiéncia da recombinacio dos feixes proposta em[1], na qual o campo
magnético é tratado classicamente. Com esta mesma anlise cléssica do campo investigamos
como ocorre a perda da coeréncia de spin em uma experiéncia de Stern-Gerlach. Por fim pren-
chemos uma lacuna existente, até o momento, na literatura analisando os efeitos de inevitavéis
flutuagdes do campo magnético, portanto tratado quanticamente, na parte espacial da funco de
onda. »

Usando a descri¢io de Schrodinger observamos que o alargamento da parte espacial da funggo
de onda pode aumentar a contribui¢io da separagdo dos pacotes no espaco de momento para
a perda de coeréncia. Como exemplo mostramos que para uma dada configuracio do campo
magnético na qual a recuperagéo era de 80% para o caso em que o alargamento era desprezivel§
essa recuperagéo diminuiria para 74% quando o pacote dobrava sua largura.

Com o mesmo formalismo nos surpreendemos com o fato de que na experiéncia de Stern-
Gerlach, a coeréncia de spin era perdida muito antes dos pacotes se separarem no espago de
coordenadas, sendo esta perda devida & separacio dos pacotes no espago de momento. Deste
modo obtemos um mistura estatistica tdo logo as particulas entram no magneto.

Por dltimo estendemos a 4nalise do interferdmetro de Stern-Gerlach incluindo flutuagSes do
campo magnético, atraves do acoplamento do sistema com um banho de osciladores harmoni-
cos. A introdugdo dessas flutuagGes, entre outras coisas, adicionou um fator nos elementos nio
diagonais do operador densidade no espago de spin que decai num tempo 7, chamado de tempo
de decoeréncia. Deste modo para que a recuperagio de coeréncia seja possivel, devemos ter um
_ tempo de decoeréncia muito maior que o tempo da experiéncia que é da ordem de milisegundos.

Para o caso em que as flutuacGes do campo magnético tém como origem as flutuaces do
fluxo magnético de um SQUID, com dimensdes da ordem de microns, usado como o gerador
do campo, observamos que a dissipagio deve ser levada em conta, pois obtivemos tempos de
decoeréncia da ordem de microsegundos enquanto que o tempo da experiéncia é da ordem de
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0,1 milisegundos. Portanto a dissipag&o nos fornece um limite superior para a recuperagao da
coeréncia.

Apesar de obtermos um tempo de coeréncia algumas ordens de grandeza menor que o tempo
da experiéncia nao podemos nos esquecer que a recombinagéo dos feixes nao é trivial, necessitando
de grandes precisdes no controle do campo magnético, além de que as aproximages utilizadas
favorecem o sucesso da experiéncia como apontado no final do capitulo 3. Estas aproximagoes
sd0, sem davida, muito mais importantes que as flutuagdes intrinsecas do campo em geral.

No caso de SQUIDs maiores o tempo de relaxagio ¢ muito longo e a decoeréncia devido
as flutuagdes do campo pode ser desprezada. A vantagem de se trabalhar com SQUIDs mi-
crométricos é que eles nos proporcionam uma grande ampliagdo das flutuagdes intrinsecas do
campo magnético, permitindo que se possa controlar a decoeréncia através da variaggo dos seus
parametros. Neste caso poderiamos testar diretamente os efeitos da perda de coeréncia do spin.



Apéndice A
Calculo do operador densidade reduzido

Neste apéndice mostraremos os detalhes do célculo do operador densidade reduzido do sistema,
apresentado no capftulo 6. A Hamiltoniana proposta pode ser dividida da seguinte forma:

H = Hy+ Hr+ Hpg. (Al)
Pz
Hy = 5+ a:fo(t) 2 (A.2)
HI = €02 Z Ckxk - (A.3)
E .
_ Pk2 mlc‘-"k z2 Cz 2
Hp = zk: [2mk +— 9 Tk + % (€022)"| . (A4)

Queremos calcular a matriz densidade reduzida para o sistema proposto. Sua expressdo foi
deduzida no capitulo 4 e escreve-se como

oot (2,9,1) / / / / / dRARdG dz' dy’ ZZ(wRSlU(t to) |o' BrS" ) +

v (z 'R'S”Ip(O Iy gs") <y’Q’S’"l Ut (¢, to) IyRS’> (A.5)

ou

Pss (T, 9,) / f [ / / dRAR A dz' dy EZK (:z: R,8,6<'R,8",0 ) (z'R"s"| 2(0) 'y’Q"S’”) )

3" alll

K* (y, h, S 4y, Q’,S’", O)

Lembrando que como consideramos que a velocidade na dire¢do {f é constante, estamos tra-
tando o problema unidimensionalmente. Logo as variavéis z,y, 2z correspondem a coordenadas
diregdo 2. ‘
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Como na Hamiltoniana S, comuta com os outros operadores temos
K (z, R,S,t;2'R, .S'",O) =(S IS”) Ks (a;, R tz'R, 0) (A7)

no qual o indice S se refere ao valor da variavél de spin que se tornou um “parfmetro”, e nao
mais um operador.

Entdo ficamos com
past (T,9:2) / / / / / dRIR'dQds' dy'K, (:z R t:2'R,0 ) <w’R"SIp(0) ly'c}"s'>
: (wRS 41, @, 0). | (A8)

Para condigbes iniciais separéveis, nas quais a interagdo entre o sistema e o reservatoério é
ligada no instante { = 0,

(28| p(0) [y @) = (5| ;1 (0) |y'S") (| 2 (0) | ") (A9)
Deste modo podemos escrever

Pss' (2,9, t)} = //dz’dy’Js,: (z,u,t:2',9/,0) (2'S| p1 0) lv'S"), (A.10)

com

Jo (0,4 7,1/,0) = / / / dRIR'dQ'K, (x, R t;oR, 0) (R"l p2 (0) |Q"> * (y, R84, Q",o)
, , (A.11)
O super-propagador J pode-se ser reescrito da seguinte maneira

T Y ifgs _g¢ ) ‘
oy (2,9, 82", 9,0) = L, Dz (¢) _L Dy (¢) ei(Sé[z(t’)] S8 [y(t,)_])Fss' =),y (#)] (A12)

Foy [z (') ,y (¢))] / / / dRAR'dQ'p R’ Q" ) f ()f_éDQ (t') *

vok (1= B)] 51 [u(t'),a(t')]) § (sa[Re]-s% (@) (A.13)

Sabemos calcular o funcional de influéncia [11] para um oscilador forgado pelas forgas z (t')
e y (¢') que em nosso caso resultam da seguinte correspondéncia '

z(t) — eSz(2) ‘
y() — eS'y(@) (A14)
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e, entdo, ficamos com
Fog [z (¢),y ()] = e P )3 (A.15)

Zmz

O [z(¥),y(t)] = 5 [Sz(0) — S’y (0)] /dt' () [Sz (¥) - S'y ()] +
+ M / at' / dt" [Sz (¢) — S'y (¢)] v (¢ — ") [S5 (¢7) + 85 ()] +
+oN /O dt' /0 dt" [Sz (') - S'y ()] ar (¢ — ") [Sz (¢") — Sy (¢")]

(A.16)
na qual
70 = -0() / ” %“-’—)- coswt dw (A.17)
0
ap (t' —t") = —71;/00 J (w) coth (;;?T) cosw (t' —t") dw (A.18)
0

Agora temos que saber a forma de J (w), a fungdo espectral do reservatério. Para o caso de
dissipacao Ohmica, '

7 (w) = nw paraw < €2 (A.19)
1o paraw > 2 ’

em que temos uma freqiiéncia de corte 2. Com esta funcio espectral obtemos

v (t) = %’75 ). (A.20)

Temos, entdo,

' Y i 8 Fy
o (:L',y,t; wl,yl,o) - / Dz (t')/ Dy (t') e‘ﬁ(so[x(t')]_so [y(t')]) e~ & Bust [2()9(t)] (A.21)
z v

z y
Jsst (2,9,8;2',9',0) = / Dz (t') / Dy () erPor 2(E) 4] (A.22)
! y

¢ lembrando que
s ’ ¢ UV ’
5§ [= (¢)] ?/0 dt' - (¢ — fo () S3) (A.23)

obtemos

Bos [5(¢),u (¢)] = / dt |2 (&~ ?) ~ o (¢) (S~ 8'9) ~ 12 (Sz ~ §'y) (53 +59)] +
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t ot
_ @ / dt' / dt" [Sz () — S'y ()] ar (¢ - ") [Sz (") - S'y (¢")] . (A-29)
o Jo
Calculando os termos diagonais(S = S’ = +1) e néo diagonais(S # §' = +1) temos
t : - | ~
Bule@) ()] = [ @ [FE-P)FAE) E-1)- 3@ @)+

_ & /; t dt' /0 ‘ dt" [.»; () -y er( —t") [z (¢") -y (¢")] (A.25)

Boa[2 () w (¥)] = i/otdt’ (5@ - F o) @+y) - J@+y) G -9)] +

B /: dt ./0" di" [:1: (t') ty (t')] ag (t' _ t”) [:!: (t") +y (t")] (A.26)

Assim eliminamos a variavél S de spin. Entdo vemos que a evolugéo dos termos fora da
diagonal no espago de spin é diferente da dos termos diagonais. Escrevendo a expresséo acima

nas novas coordenadas : 5
_z+y
=3

§=z-y (A.27)

temos |
: ¢ : ¢ ¢

Ba=i fo dt’ [mqg—négqq: fo () g] - € /0 dt’ /0 at"¢ () ar (t' —t")E(t")  (A-28)

: . ¢ 3 . ! ¢ ' ¢ " ! ! " "
ﬁod=i/0 dt [mqg—ne2§q¢2f0(t)q]-4e2/0dt/o dt"q(t)er (t' —t")q(t") (A29)

Escrevendo 8 = if8' — 8" temos os super-propagadores diagonais e ndo diagonais

z L -4 " :
Ja (9, 62,9/,0) = / Dz (¢) / Dy (¥) exli#utd (A.30)
z' v
. .
* 4 “1f:ar 7 .
Joa (2,9, 1;2',9/,0) = f Dz (t’)/ Dy (¢) erleapid - (A31)
z! v
com
t . 7
gy = [ o [mié-nta fo(¢)¢] (A.32)

¢ gt ,
Ba = 62‘/0- dt' -/0' dt"¢ (¢) ar (¢ — ") € (") o (A.33)
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Boa

1"
ﬁ od

I

/ "t [ma a7 260 (¢) (A.34)

t t
4¢? / at / dt" g (') ar (¢ — ) g () (A.35)
0 0

Em geral quando queremos resolver uma integracio funcional, primeramente obtemos os

caminhos cléssicos convenientes que, extremizam a acio, para depois expandir em torno deles.

Para isso definiremos uma agdo (ou Lagrangeana) conveniente que neste caso n&o inclui o termo

“forgante” dependente de f (¢')e se escreve

t 3
Sg = /0 dt' [mqg _ 'r]ezfq'] (A.36)
t - 3
Soa = [ at' [mdé — net] (A.37)
58 5S
[E] T==T¢ =0 [E] Y=Yc =0 (A38)

Destas equacdes obtemos as “equacoes cléssicas de movimento”

para os elementos diagonais e

da+2vqgq = 0 (A.39)
fa—2v€4 = 0 (A.40)
God —274oa = 0 (A.41)

éod+2')’éod =0 (A-42)

para os elementos fora da diagonal.

As solugbes classicas destas equagdes ficam:

9(t) =
boa (¥') =
&) =
% () =

com a defini¢do

o [a (0 sind () + 0 sinh (v (¢~ )], (A43)
st [E@ & sinh (07) +€ ©)sinb (v (:— )], (A44)
s‘iﬁ%a [€ (£) =" sinh (v#') + € (0) sink (x (¢ — #))] , (A45)
o la@ e s () +a@simh (e~ )], (Ado)
_ne
2m

Agora rescrevemos as trajetérias como a soma de uma parte “classica” mais uma variaggo:
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g=d+g E=E+& | (A47)
com os seguintes extremos -
i) = gO)=0, . (A49)

@) = €(@0)=0. (A.49)

Expandindo em torno deles temos

~ t -~ -~
B = sg+5aw [ fold) [+ 8] =B + By C (As0)
1 1 class et g nE(y 1 " (i
g = B¢ +-2-/0dt/0 '€ (¢)an (¢~ ") [26 @) +E@)] (A5

Bly = S%m0 4 8SuF / dt' 2fo (¢') lge + &) = B + Bra (A.52)
:B(’)'d —_ Blfclaas +26 / dtl/ dt" tl) R (tl —t”) [2q (t") (t”)] (A53)

em que dividimos a “agao” em duas partes; uma cléssica, que ndo varia e pode sair da integracao
funcional e uma segunda que varia com seus extremos fixos em zero. Essa é a vantagem de
expandir em torno dos “caminhos classicos”, pois estes néo variam e saem da integrac@o funcional,
fornecendo a agdo “classica” que sabemos calcular. A integrago funcional que sobra tem como
extremos o zero, ndo dependendo assim das coordenadas iniciais e finais do movimento, condigbes
de contorno. Em grande parte dos problemas esta Gltima integracio funcional ¢ uma fungdo do
tempo, podendo ser obtida por outros métodos que ndo o da integragao funcional.

Reescrevendo o super propagador, temos
Ja (zpt:2',9,0) = ek [iB5e —p ] / Dz (¥) / Dy (¢') erlfafil  (A54)

Jod (T, t;7,9,0) = ex[iBidees—postee] / Dz (¢) / Dy ( t’),gx['ﬂorﬂoa] (A.55)
Z’ y’,

; . ,

ﬁ:ida” — S‘riclaaa T / dt’ fo (t’) & (A.56)
t

;clasa S‘I)glass F 2/0 dt' fo (t’) gc ' (A.57)

A parte cléassica da agio pode ser calculada, com o auxflio das equagoes de movimento (3.47
a 3.50) obtendo-se
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pyess = = [62 t) + 26 (t) £ (0) B (t) + €2 (0) C (¥)] (A.58)
:,’:‘““=2e [4® () A (2) + 24 (£) g (0) B (t) + ¢* (0) C (t)] (A.59)

para a parte real, na qual usamos que ag (t' — t) é par,

t 4 1 t ]
/ at / dt" == / dt' / at” (A.60)
0 0 2 /o 0

e definimos as seguintes funces

_27,;

At) = dt' [ dit" " +") ginh t' — ¢") sinhyt" A.61
(?) 81nh27t/ / e sinhyt' ag (¢ )sm'y ( )

t t
C#)= =3 v /0 dt' /0 dt" e"¢+t) ginhy (t — ') ag (¢ — ") sinhy (t — ¢") (A.62)

e-—-'yt t t , ’

B(t) = — - dt’ / dt" et +t") sinhyt' g (¢ — ") sinhey (¢ — t") (A.63)
sin 0 0 ) . .

A parte imaginéaria fica

B = £(t)g(t)L- (1) +€(0)q(0) Ly (8) —£ () g (O) N (2) — £ (0) g (&) M (2)
F XMER)FZHEO) | (A64)

Bod®® = €W q®) L-(t) +£(0)g(0) L (8) — € (£) g (0) M (2) — £ (0) g (£) N (¢)
F 2X(t)q(t) ¥22Z(t)q(0) (A.65)

nas quais novamente definimos algumas fungtes

L (t) = my[coth ('yt) + 1] (A.66)

N() = Sl‘:;;t (A67)
M (t) = my—2 | (A8
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X)) =" / 4t fo (¢) €™ sinhy’ (A.69)
- sinh(7?) Jo- v - R
1 +
Z# =—,-——/ dt' fo (') € sinhey (t —¢' A.70
® = e ) fo (t') & sinhy (¢ - t') (A.70)
A parte “ndo cléssica” da agdo, que ainda precisa ser integrada, fica
/ dt / at' an (¢ — ') [E(¢) € (") +2£ (¢) & (¢")] (A.71)
Bl = 2¢2 / a [ dt" o (¢ — ) [3 (¢) G (¢") + 23 (¢) g (¢")] (A72)
0 0 , ‘
~ i .~ ~a -~
B~ [ o [mif-nééiw 1o (¢)¢]
-, t .~ 9 ~
Bra= [ o [mi - netaé =10 (1) q]
Finalmente obtemos ' '
satclass 1 class = v F<ar _ an
Ja (2,9,4;7',9/,0) = Rl -pie"] / Dz (¥) f Dy (¢) eklPaPd (A.73)
$' yl
Como o jacobiano da tranformagdo de coordenadas (A.27) é1 temos
1[;qtclass_ gt class 0 0 1 .
Ja (2,6, 5, 8',0) = enlscte=pice] / Dq (') / D¢ (¢) exlifa—Fi (A.74)
0 0
Ja (0,64, €,0) = eABB =], (¢,¢, 1,4, €,0) (A.75)
Agora s6 falta resolver a integral funcional
0 0 1 -8 "‘;n -
Ga(a.6,t:,€,0) = [ Da(¥) [ Dt (¢) bl (A.76)
: 0 ()}

com

BBl =i / at' [mié —ne?é 7 £ (¢) €]-5 / d / dt" ap (¢ - )€ (¢) [£ (¢") + 26 (¢")]

(A.77)

A seguir mostraremos que G4 é apenas uma fungéo do tempo, o que aqui nio &€ um resultado

6bvio devido a dependéncia funcional em & ().



61

Ao discretizar a integral funcional, podemos representar a forma resultante por

Q:N/WJW%W o (A.78)

na qual U7 = [q'l, ey GN-1,81, ...,EN_l] é um vetor de 2(N-1) dimensdes e U é o elemento de
volume neste espago. B & um outro vetor em 2(N-1) dimensdes oriundo da discretizaggo de & (")
e M é uma matriz 2(N — 1) x 2(N - 1).

O que ha de interessante & que

B=[O]eM=[0p] | (A.79)
b pr

com b um vetor N-1 dimensional e p e r matrizes (N — 1) x (N —1). As formas especificas de
A e M sdo devidas ao fato de ndo haver acoplamento da forma g (t') ¢ (¢")-

A integral A.78 é um exemplo bem conhecido de integrais gaussianas multidimensionais e o
resultado &

N /6U $UTMU ~BU _ 1 — e—$BM™'B (A.80)
det [iM]

Mas devido ao fato de M ter o seu bloco superior esquerdo nulo, sua inversa ters, necessa-
riamente, o bloco inferior direito nulo. Assim sendo o produto BM~1B ser4, obviamente, igual
a zero. Como toda a depéncia de (A.78) em g,¢,q e’ ests contida em B, concluimos que G &
finica e exclusivamente fungio do tempo ¢ _pode assim ser determinada por outros métodos.

Estas mesmas conclusoes podem ser obtidas em relagao ao elemento ndo diagonal, mas n&o
as apresentamos aqui. ' \

Com isto podemos escrever

s class ﬂ" class

Ja (Qa 67 (3 q’af'ao) = e%[: 4 ]Gd ( ’ ; (A'Sl)

e usando a seguinte n0t3»§501 N

£(t) £ £0)=¢ (A.82)
qt) = ¢ q(O)=¢ (A.83)

temos

e = gqL (1) +€'qLy (t) - E¢N () — E'qM (1)
F XWEFZWE ) . (asg)

BISs - = gqL_ (t)+E'qLy (t) — €¢M () - £gN (2)
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F 2X()gF2Z(t)d ' (A.85)
B class = [§2A (t) +2¢¢'B (t) + 5'20 ) - (A.86)
Bl dass — 2e2 [A(t) + 2qq'B (t) + ¢2C (¢)] : (A.87)
Se no inicio tivermos um pacote gaussiano centrado na origem tal que
P@) = e (A
) = e 4 .88
V2ro ' )
o opera/ddr densidade escreve-se como
2 72
(ql 6' 0) \/__O'_f € 307 3—8%7 (A.89)

Para encontrar G () podemos fazer o trago de p (¢, €',t) usando o operador densidade inicial
acima e a condigdo de normalizaggo '

[ap =1 — [ [ag [ eotde06wp.E0 =1 (Ao

Tomando o limite ¢ — 0, na integral acima, a exponencial em ¢ se torna uma, fungao delta
Fazendo a integracio em ze¢' e igualando a 1 obtemos -

mye®

G(8) = 5rFsinhyt

(A.91)

Agora podemos calcular o operador densidade reduzido do sistema para o estado inicial A.89.
O elemento diagonal no espago de spin fica

T M2 Z 2 2 €2A N20'2 1 2 2 2
palg,é,t) = ’/—&G(t)exp{—-m (q?-ﬁ) -£ [“2—-E+ 352 "ZJ;?(" NL, —¢ hB)]+
- M (oNL - & : Z_ (o 2

+h[ - = 5033 (°NLy ehB)]q&:tﬁ[X+2a (o NL+— KB)| ¢

com

a =

1 (L%20®  HKCe® | R
72 ( 2 + 2 + %—2) . (A.92)
Os elementos ndo diagonais no espago de spin ficam

o) = 000 Fen [0 N () ST 22 (22 )] g

€2
+ [(EM 22) [2;: "21:’;+]+(§L_i2)c)]q+
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(€M F22)° 20°@L,NB ,
16af2 amd 7

(A.93)

As fungGes A(t) e B(t) e C(t), que contém a dependéncia com a temperatura, podem ser

reescritas como

—20

A() = = h20_/ d0'/ 0" ¥ +%" sinh ¢’ ag (6 — 6") sinh 6",
sin
e—0-¢"
B(0-6") = 75 / de' / df" ¥ +%" sinh @' ag (6’ — 6") sinhy (6 — 6")
sin
1

c () =

sinh? @ J,

nas quais 8 = ¢,

ag (6'—6" / J (X) coth (kA) cos A (6 — 6") d],
) e Ry
T ==, a=2 e n=gl

Fazendo as integragGes em ¢’ e 6"

—20

AO) = 5o [SI((O) —I(0))—4(1—e29)i(0)+ (1-e29)2i(0)],

B(6) = m;:, - [4(1(6) - 1(0)) ~ 25inh 20} (9) — (1 — cosh20) | (6)],
C(8) = nh20 [4e29 (I(0) —I(8)) —2 (1 —e”) 1(6)+ (1 - cosh 20) £ )],
1(6) = {\%};‘%mhnm L 1(0) = %%‘Q,

9 @
/ de’ / d9" ¢%+%" sinh (0 — 8') o (¢’ — 6") sinh (0 — 6")
0

(A.94)

(A.95)

(A.96)

(A.97)

(A.98)

(A.99)
(A.100)
(A.101)

(A.102)
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