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Sumario

Fazemos a apresentacio e desenvolvimento da teoria de formas normais
num contexto de estudo do comportamento cadtico de sistemas dinAmicos ha-
miltonianos. Em particular, tratamos de hamiltonianos auténomos de dois
graus de liberdade, em torno de pontos de sela. Este ¢ um dos casos em que
Moser demonstra a convergéncia da forma normal. Além disso, mostramos
que a forma normal em torno de pontos de sela explicita naturalmente a
geometria cilindrica do fluxo na vizinhanca destes pontos. Por outro lado,
a existéncia de uma lopologia cilindrica numa regiao extensa em lorno do
ponto de sela é a assinatura, no préprio fluxo, do comportamento cadtico.
Esta combinagao permite um calculo semi-analitico preciso, diretamente no
espaco de fases de quatro dimensdes, daquelas estruturas do fluxo que, numa
secao de Poincaré conveniente, se projetam na célebre figura homoclinica.
Aplicamos o método a hamiltoniana de Hénon-Heiles. Em particular, pu-
demos computar com precisao, e pela primeira vez, as orbitas periddicas
instaveis vizinhas do ponto de sela, as érbitas homoclinicas associadas a cstas
iltimas e as orbitas periddicas de periodo longo que se acumulam nas ho-
moclinicas. Qualitativamente, foi possivel obler indicios numéricos de que a
regiao de convergéncia da forma norinal, inicialmente estabelecida por Moser,
pode ser extendida de algum modo numa vizinhanga ao longo das variedades
estavel e instavel que emanam do ponto de sela. Finalmente, apresentamos
as perspectivas de continuagio do presente trabalho.
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Capitulo 1

Introducao

As técnicas que envolvem o uso das formas normais, sao de fato versocs
especificas de um unico objetivo: reescrever um dado sistema dinamico, que é
em geral complexo, de modo a torna-lo mais transparente ao entendimento,
sermn (ue com isso se percam suas propricdades essenciais. Para Isso, sao
usadas transformagoes de coordenadas adequadas, satisfazendo uma ou mais
exigéncias de construcio, de modo que nas novas coordenadas o sistema se
apresente simplificado em algum sentido.

Iistas transformagoes de coordenadas podem ou nao ser localmente
analiticas, sendo que a nao-analiticidade nao elimina necessariamente as suas
possibilidades de uso. Um exemplo claro disso sdo as formas normais, cons-
truidas em torno de pontos de equilibrio estaveis do fluxo, gerado pelo sisterna
dinamico. Pelo fato de ser em torno destes pontos, que drbitas podem ser
aprisionadas por um longo tempo e, ainda mais, pela idéia subjacente de que
seja mals interessante estudar situagocs de estabilidade, este é historicamente
um dos casos mais disseminados de uso das formas normais. No entanto,
sabe-se que estas transformagdes de coordenadas em geral nao convergem,
sofrendo de deficiéncias ligadas aos chamados pequenos denominadores e as
ressonancias. lais defeilos nao impedem, porém, que o uso destas trans-
formagoes, como séries convenientemente truncadas, seja bem-sucedido no
tratamento numérico aproximado, e mesmo qualitativo cm alguns casos, do
sistema original.

Ocorre que, em geral, € inevitavel a existéncia de pontos de equilibrio



instaveis no fluxo gerado por um sistema dinamico. De fato, € essa existéncia

que torna possivel e, por que também nao dizer, inevitavel, a propria existéncia
do comportamento cadtico em sistemas dinamicos. I justamente num con-

texto “caotico” que faremos nosso estudo das formas normais. Devermnos

ressaltar em particular que, em alguns destes casos, as transformagoes de

coordenadas que levam ao sistema normalizado, ou simplificado, sao conver-

gentes, o que fol demonstrado por Moser em 1956 ¢ 1958, ao contrario do

que ocorre em geral nos casos em torno de equilibrios estaveis.

No Capitulo 2 apresentamos a técnica das formas normais, para o caso
de um sistema hamiltoniano autonomo, de dois graus de liberdade, estudado
em torno de pontos de sela (instiveis) da hamiltontana. Este é um dos casos
abarcados pela demonstragao de convergéncia de Moser: existe uma trans-
formagao de coordenadas polinomial localmente analitica que liga o sistema
hamiltoniano original ao sistema hamiltoniano normalizado. A seguir, mos-
tramos que o sistema normalizado pode ser reescrito, de modo a explicitar
naturalmente a existéncia de uma geomeiria cilindrica para o fluxo hamilto-
niano, na vizinhanga do ponto de sela. Esta dltitma propriedade formal da
forma normal, aliada & sua convergéncia, é crucial em nosso trabalho e seré
relomada no Capitulo 3. Ainda no Capitulo 2, desenvolvemos as relagoes de
recorréncia entre os coeficientes das transformagoes, de modo a possibilitar
a construgao de um algoritino para o computo geral dos mesmos.

No Capitulo 3 apresentamos e discutimos o fato de que a topologia de um
fluxo hamiltoniano cadtico, numa regiao extensa em torno do ponto de sela, é
cilindrica, em contrasie a topologia toroidal mats familiar, existente quando o
sistema é totalmente integravel. A persisténcia da topologia cilindrica numa
regiao extensa e para além da vizinhanga do ponto de sela, é justamente
a assinatura topoldgica do comportamento cadtico, no préprio espaco de
fases de quatro dimensdes do fluxo hamiltoniano. Portanto, num regime
caodlico, quase todas as drbitas nesla regido repousam sobre cilindros, os
quais se propagam e se entrecrnzam entre si de um modo complexo. Esse
fluxo cilindrico se projeta, numa se¢iao de Poincaré apropriada, justamente
na figura homoclinica.

Dada a capacidade da forma normal de descrever a estrutura cilindrica
do fluxo, mais o carater analitico local das transformagées de coordenadas, ¢
possivel propagar com precisio a topologia cilindrica no sistema original. Po-
demos, portanto, estudar dirctamente no fluxo em quairo dimensdes — e pela
primeira vez ——, as estruturas subjacentes a figura homoclinica: as érbitas



peridédicas instaveis vizinhas do ponto de sela, as drbitas homoclinicas asso-
ciadas a estas orbitas instaveis ¢ as orbitas periddicas de pertodo longo que
se acumulam nas homoclinicas. Fm suma, sera possivel tentar caracterizar
diretamente no fluxo hamiltoniano a assinatura do comportamento caotico.
No Capitulo 4, fazemos uma aplicacao numérica da teoria apresentada a
uma hamiltoniana especifica, a hamiltoniana de Hénon-Hetles.
Finalmente, no Capitulo 5 sumarizamos os resultados de nosso estudo.



Capitulo 2

Formas Normais

2.1 Introducao

A técnica das [ormas normais esta entre os métodos analitico numéricos bem
sucedidos no estudo do comportamento local de sistemas dinadmicos. Sua
ampla utilizacao adveém da sua simplicidade conceitual aliada & conhecida
eficiéncia numérica: trata-se de obter via uma tranformacao polinomial de
coordenadas, a simplificagdo (com eventual lincarizagiao) da série de Taylor
do campo vetorial de um sistema dindmico na vizinhanga de um ponto de
equilibrio ou érbita periddica, ou mesmo a simplificagao de uma série per-
turbativa em torno de um sistema dinidmico linear. Denominamos o sistema
dinamico resultante de sistema normalizado, o campo vetorial resultante de
forma normal e suas coordenadas de coordenadas normais.

Assim, esta técnica pode ser formulada tanto para sistemas gerais in-
cluindo aplicagdes no plano [1] quanto para sistemas hamiltonianos [2] ¢
aplicagoes conservativas [3]. Além disso, mesmo quando a forma normal nao
converge, tanto pela ocorréncia de pequenos denominadores quanto de res-
sonancias exatas, ela é de utilidade formal e numérica. Este é o caso quando a
forma normal é obtida em torno de um ponto de equilibrio ou érbita periddica
estaveis. Apesar da nao-convergéncia, esta é talvez a situagio mais explo-
rada na literatura, tendo em vista a possibilidade de acompanhamento do
movimento, pot periodos longos de tempo, usando-se a série truncada. Men-
cionaremos a titulo de ilustracio dois exemplos adicionais de uso das formas
normaits divergentes.



Seja. um sisterna hamiltoniano na vizinhanca de uma orbita periodica
estavel nao-degenerada (isolada na superficie de energia que a contém). Se
a orbita possuir frequéncia irracional, a forma normal truncada pode ser
util na descri¢io aproximada do movimento nessa regiao. Se a frequéncia
for racional teremos uma ressonancia exata e a forma normal nao se aplica.
Entretanto, os nimeros racionais sdo densos no conjunto dos reais, de modo
que qualquer orbita periddica irracional ¢ “quase ressonante” em alguma
ordemn suficientemente elevada, isto é, é sempre possivel escolher os inteiros
r e s com s suficientemente grande de modo que a frequéncia w da orbita
periddica seja dada por

r
W= -4¢
S

onde € é um irracional tao pequeno quanto se queira. Nesse caso, o uso da
forma normal permite estudar localmente a passagem pelas ressonancias da
familia (continua no parametro ¢) de érbitas periddicas, revelando o fendomeno
da bifurcagao local de érbitas periddicas com multiplicacao de periodo. Para
uma hamilloniana genérica, isto ocorre segundo um padrao universal que sé
depende do inteiro s [4].

Podemos usar também as formas normais na obtencio de integrais formais
de movimento. Isto foi primeiro feito em [5], descrevendo bem situacoes as-
sintoticamente integraveis mas falhando em regimes crescentemente cadticos.
As indicagoes de divergéncia sao claras [6], tanto numéricas quanto tedricas
(a teoria prevé a convergéncia como uma excegao a regra), o que nio impede
a obteucao de bons resultados numéricos em situacoes especificas.

2.2 Formas Normais Convergentes

O presente trabalho diz respeito ao uso de formas normais convergentes.
Enquanto Birkhoff desenvolveu formalmente a teoria das formas normais
para sistemas conservativos [3, 2], Moser demonstrou nesses casos que a
convergéncia se da em torno de pontos de equilibrio instaveis , tanto para
aplicagdes [7] quanto para sistemas hamiltonianos [8].

Sera que a utilizacio de formas normais convergentes permite caracterizar
o movimento onde a dinamica é cadlica? Neste contexto, se destacam como
elementos importantes a serem descritos as variedades estavel ¢ instavel que
emanam de pontos de equilibrio e/ou de orbitas periddicas instaveis (caso
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continuo), as 6rbitas homoclinicas e também as 6rbitas periddicas de periodos
longos que se acumulam assintoticamente nas homoclinicas. Todos estes
elementos sao basicos em um regime caético e se projetam numa aplicagao
ou secao de Poincaré segundo a classica figura homoclinica [9, 10].

Estudos para o caso de aplicagbes em torno de pontos fixos hiperbolicos
foram realizados por Ozorio de Almeida e colaboradores . Usando o mapa de
Hénon modificado [11], que é a aplicagdo quadratica conservativa mais geral
com um ponto {ixo instavel na origem, foi possivel obter resultados numéricos
muito bons na computagao das variedades estavel e instavel e suas intersecoes
— as orbitas homoclinicas. Em seguida, Ritter e outros [12] mostraram que a
regiao em que a forma normal assim obtida efetivamente converge, inclut uma,
estreita regido ao longo das variedades, cuja largura tende assintoticamente
a zero com o afastamento do ponto fixo. Isto permitiu uma compuiacao
precisa de orbitas periodicas de periodo longo, cujas familias tém as érbitas
homoclinicas como pontos de acumulagio. Além disso, Matos e Ozorio de
Almeida [13] verificaram que a adigao de uma perturbagao dissipativa nao é
obstaculo a uma boa aplicacao numérica do método.

O uso das formas normais convergentes no caso de sistemas hamiltoni-
anos, permite estudar diretamente no tempo o fluxo continuo de sistemas
dindmicos de interesse {isico. Ja as aplicacoes conservativas sao uma reducio
apropriada — sao “fotografias estroboscépicas” — na vizinhanca de um ponto
de equilibrio, de sistemas hamiltonianos de um grau de liberdade periédicos
no tempo, estes ultimos, por sua vez, sendo uma reducio de sistemas ha-
miltonianos auténomos de dois graus de liberdade, em torno de uma orbita
periodica.

Embora a prova de Moser de 1958 [8] trate de sistemas hamiltonianos
auténomos de dois ou mais graus de liberdade, consideraremos aqui apenas
a primeira possibilidade. Neste trabalho, Moser demonstra que existe uma
transformagao de coordenadas polinomial convergente que transforma um
sistema hamiltoniano inicial num sistema normalizado localmente integravel.
Uma particularidade da demonstragio € que ela exige que se parta de um
sistema hamiltoniano, leva a um sistema normalizado que também é hamilto-
niano, mas deixa em aberto se a transformagao de coordenadas convergente,
que leva de um a outro, pode ser feita candnica (em geral nao o ¢). Por-
tanto, este método lida diretamente com as equagoes de movimento para o
estabelecimento da convergéncia. Outro fato a ser mencionado é que a con-
vergéncia foi demonstrada em torno de pontos de equilibrio cuja linearizacao



produza uma quadrupla de autovalores independentes sobre os reais. lIsto
ocorre em dois casos: 1) quando um deles é imaginario nao-nulo e outro €
real ndo—nulo e ii} quando um deles é complexo com ambas as partes real e
imaginaria nao-nulas. Em ambos os casos o ponto de equilibrio é instavel,
sendo que no caso i) ele é frequentemente chamado de ponto de scla. [Para
uma exposi¢ao do teorema de Moser complelo, vide Apéndice A.]

Quanto a questiao deixada aberta por Moser da possivel canonicidade das
transformagoes de coordenadas convergentes, € digno de nota que surgiram
problemas em tentativas preliminares de Ozorio de Almeida, Yokoyama e Gi-
orgilli [14] de obter estas iransformacées via fung¢des geratrizes. De qualquer
modo, nao existe ainda, tanto quanto saibamos, uma resposta conclusiva a
esta importante questao.

A aplicagao de formas normais convergentes em {luxos hamiltonianos tem
sido previamente considerada na literatura [15]. Neste trabalho os autores
implementam, num fluxo especifico, tanto a forma de Poincaré-Moser con-
vergente na vizinhang¢a de um ponto de equilibrio instavel, quanto a forma
de Birkhoff-Gustavson em torno de um ponto de equilibrio estavel (ambos os
tipos de pontos estao presentes no fluxo mas sao obviamente distintos). I'm
seguida, fazem wina comparagao numérica de ambas as formas na vizinhanca
do ponto mstavel, o que confirma a precisao da primeira bem como revela
a deficiéncia da segunda na descrigdo do movimento instavel exato. Além
disso, o trabalho antecipa uma abordagem que considera ambas as formas
normais — de um modo alternado conveniente entre seus respeclivos pontos
de expansao — no estudo do comportamento cadtico {16].

No presente trabalho, utilizamos apenas as formas normais convergentes
em torno de pontos de sela de uma hamiltoniana auténoma de dois graus
de liberdade. Vamos mostrar gue podemos caracterizar a dinidmica caética
do fluxo exclusivamente em termos do uso destas formas normais, evitando
assim a necessidade de considerar formas alternativas de expansao em torno
de outros pontos de equilibrio. Deste modo, conseguimos obter direlamente
no fluxo hamiltoniano continuo de quatro dimensées, subjacente as secdes de
Poincaré de duas dimensdes, algumas das estruturas basicas que emergem na
figura homoclinica. Isto é possivel pela conjugacao deste formalismo a uma
constatagao crucial: fluxos hamillonianos cadticos possuem uma topologia
cilindrica na vizinhanga de pontos de sela [17]. Veremos que a forma normal
convergente desempenha naturalmente um papel privilegiado na revelacao
desta topologia. Isto sera visto na scquéncia no presente capitulo. Ja no



capitulo seguinte, apresentaremos a relagao entre a topologia cilindrica e o
comportamento caotico.

Para a implementacao do método de Poincaré-Moser, é fundamental que
a hamiltoniana inicial esteja na forma:

(1,23, 22, 4) = Ajzvs + Agzay + Z h’(lf’);r-fL } (2.1)
j¢/=3

Aqui, e sempre que for conveniente no futuro, usaremos a seguinte notagao:
£ = (b1, 03,82,04), x = (xy,03,22,%4), |f] = L+ b+ b + 44 e 2t =
el ele® | As varidveis x; e x, sdo as coordenadas do sislemae z3 e x4
s30 0s seus momentos canonicamente conjugados, respectivamente. A} = iw
e Ay = —X com w e A reais, sdo os autovalores geradores da quadrupla
correspondentie a parte linear do sistema e H(£) é o coeficiente do mondmio
z¢ na expansao (2.1). Denominaremos, por ébvia razio, o ntmero [¢| de
ordem do coeficiente H(f).

A forma usual ndo-complexificada que a parte quadratica da hamiltoni-

ana (2.1) assume em torno do ponto de sela é

A
h(qy, ga, pi,p2) = -2-( —q3) + - (P1+q. : (2.2)

As formas (2.1} e (2.2) estao ligadas pela translormacao simplética

th = :}3($1+i$3)

= liry + 13)
(2.3)
Jz2 = ‘:}5(12+1"1)




As equagoes de Hamilton para o hamiltoniano dado por (2.1) sao:

&1 = Mr+ Diza fa H(£) et el el
T3 = —MT3 — L=z {1 H(E) i lgh gl gl
(2.4)
B2 = Aoy + Yo la H(f) a2l aal ™
[ &4 = —XoZa— Ljioa o H(E) 2} 2503 alt

Pelo teorema de Moser, existe uma transformagao de coordenadas poli-
nomial convergente numa cerla vizinhanga do ponto de equilibrio,

tal que o sisterma (2.4) assume a seguinte forma normalizada:

o= [;1(9’1?}3,3}2?)‘4)311

vs = —F(ynys, vaya) s
(2.6)
Y2 = Gnya, Yaya) va

4 = "‘G(yly:hy2y4)y4 ;

onde F' e (i sao funcdes apenas dos produtos y,yz e 4 e devem ser de-
terminadas juntamente com os coelicientes das transformacgdes (2.5). Para
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que (2.6) tenha a estrutura particular apresentada, é necessario partir de
um sistema que ja seja hamiltoniano.

Por outro lado, o sistema normalizado (2.6) tambéin é hamiltoniano, cuja
funcao de Hamilton k(y) é dada por

k(i ys,v2,44) = Anys + deyaya + Y K(2m) (yaya)™ (y2pa)™ . (2.7)

|m|=2

Isto pode ser visto por substituicdo direta de (2.7) nas equagdes de Ila-
milton, o que leva ao sistema (2.6). K{(2m) = K(2my,2m;,) é o coeliciente
do monomio (y1y3)™ (y2y4)™* e o fator 2 é para indicar que os mondmios
de ordem {mpar ndo comparecern na expansao (2.7). Como ja mencionado,
permanece aberta a questao de saber se (2.5), ligando os dois sistemas ha-
miltonianos, pode ser feita uma transformagao canonica.

O sistema (2.6) pode ser imediatamente integrado, sua solugao sendo

yi(t) = y1(0) exp (¢ F)

ya(t) = y3(0) exp (=t F)
3 (2.8)
y2(t) = y2(0) exp (t &)

Yalt) = y4(0) exp (-1 G)

IX imediato que as duas constantes de movimento sao
yiys = cle; (2.9)

Yays = cley . (2.10)

F e (7 podem ser escritas em fungao dos K(2m) e das constantes de
movimento como

11



P(y193,9294) = A + iz ™1 K (2m) (g193)™ ' (y2y4)™2
(2.11)

Glyiya, y2u0) = Ao+ D=2 m2 K (2m) (y1y3)™ (yaya) ™!

Os cocficientes a serem determinados sao entdo os X(z,£) e os K(2m).

Podemos explicitar ainda mais a dindmica do sistema normalizado. Le-
vando em conta que o espago de fases original (q1, ¢z, p1, p2) € real, vemos de
(2.3) que as variaveis ©, e x4 530 reais e r; e r3 sao complexas, existindo
entre estas 1ltimas a relacao

T3 = —iz] (2.12)

com o asterisco indicando a operacao de conjugagao complexa. Por oulro
lado, o truncamento ja em primeira ordem das transformacoes (2.5) revela
wma identidade de natureza (quanto a ser real ou complexa) entre as res-
pectivas coordenadas z e y, o que faz com que as conclusdes acima para
se estendam automaticamente para y - Portanto, segue que y; e yy devem
ser reais e ¥; ¢ y3 devem ser complexas satisfazendo entre si uma relacao
ideéntica a (2.12):

ya = =Yy, lnl=lwl=p (2.13)

nya = —ipt (2.14)

sendo p uma constante de movimento. Tomando o modulo das duas primei-
ras equagoes de (2.8) vemos entao que I" deve ser imaginario puro. Além
disso, G deve ser real pois y; e y4 sdo reais. Definimos entao (lembrando
que Ay =itw e Ay = —A)

0= = utbw
(2.15)
A=G = At46r
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e portanto, de (2.11) e (2.14),

bw = —1 Pojmj=2 M1 K(2m) (—ipz)lm“](c)’”‘?
(2.16)
bA = Yio=zma2 K(2m) (—ip?)mi{c)m==t |

onde denotamos por ¢ a segunda constante de movimento. Iividentemente,
se €, p << 1 decorre que éw, 6A << 1. Com isto, podemos reescrever
(2.8) de modo que a estrutura cilindrica do fluxo normalizado se torne evi-
dente:

yi(t) = pexpi(fo+ Q1))

ya(t) = pexp[—i(fo+ 5 +Q21)]
) (2.17)
ya(t) = w20 expAt]

| y4(t) = yaoexp[—Atl] |, yaya = ¢

Um cilindro no sistema normalizado consiste entao da composicio direta
de dois movimentos: um circular de raio p no plano conjugado (y1,ys) e um
hiperbdlico no plano conjugado (y2,7%4) com pardmetro de hipérbole ¢. A
fase 8y caracteriza uma orbita particular sobre um cilindro. 6w e dX intro-
duzem a dependéncia das velocidades das orbitas em relagao ao cilindro sobre
o qual elas se propagam, o que é uma corregao ao fluxo cilindrico meramente
linear para o qual as velocidades sio todas degeneradas, independenies do
cilindro, com 6w = 6\ = 0. E claro que qualguer um desses cilindros tem
sua topologia preservada quando reescrito nas coordenadas originais.

No capitulo seguinte, estabeleceremos a ligagao desta topologia cilindrica
com o comportamento caotico da dinamica.
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2.3 Relagoes de Recorréncia para a Forma
Normal

Vamos agora obler os coeficientes X(7,£) e IK(2m) apresentados na segao
anterior, os quais juntamente com as constantes de movimento (2.9) e (2.10}),
determinam a dinamica da forma normal e sua relacio com a dinamica ori-
ginal.

O que temos a fazer ¢ substituir as eqs. (2.5) no sistema (2.4) e em
seguida aplicar ao resultado as eqs. (2.6) e (2.8). Obtenos entéo relagoes
de recorréncia para os coeficientes de modo que os X(z,€) e K(2m) de
ordem |€] e |2m| respectivamente, sao oblidos em fungio dos coeficientes
de ordens mais baixas. Apresentamos a seguir estas relagoes em sua forma
inicial:

A(l,n) X(1,n) + B(l,n) K(2n,2n;) =

(ng + 1) H{ny,ng + L,ng,n4q) +

[n]-1
@(|E| - 3) Z (63 + l) 11(61163 + -15£2a€'l) Zfi -
|£1=2
INT({}n|/2)
Ol —4) > KEm)WP, | (2.18)
lm|=2

A(3,n) X(3,n) + B(3,n) K(2n3,2n,) =

—(n1 + 1) H(ny + 1,n3,n2,n4) —

fn|-1
Olnl = 3) D (6 + 1) H(br + 1,45, 65, 44) Zf —
fel=2
INT(|nl/2)
Oln| —4) > K(m)Ws, (2.19)
|m|=2
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A2,n) X(2,n) + B(2,n) K(2n1,2n2) =

(n4 + ]) l{(n17n31n27 T4 + 1) +

[r|-1

[€]=2
INT(|nl|/2)
|m]=2

A(4,n) X(4,2) + B(4,n) K (2ny,2n4) =

~{ng + 1) H({ny,na,ng + 1, n4) —

[n]-1
O(ln|—3) D (fa+ 1) H(by, by, 8, + 1, 44) ZE —
i#]=2
INT(|n|/2)
O(ln]—4) > K(@m)WE . (2.21)
Im|=2

As definigoes envolvidas aqui séo as seguintes:

INT(z) = parte inteirade

k)

O(r) = lsez > 0 ou 0sex < 0
A(l,ﬂ) = /\l(nl—n3—1)+)\2(n2—~n4)

A(S,ﬂ) = /\](711 — N3 + 1) + /\2(712 — 114)

A(?,TI) = )\1('”-1 - ng) + /\2(712 — Ny — l)

| A n) = A(ng —na) + Aa(ng —ng + 1),
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B(1,n) = mrytay
B(3,n) = —naépition

< (2.23)
B(2,n) = n 6,’1‘;62:"

| B(4,n) = —n,6n16024

8 = lseci=j ou Oset # j
Wi = ma(ng —n3) X(i,ny —my + 1,n3 —my + Lng — ma,ng — ma)x
xO(ny —my+1)0(ng —my + 1) O(ng — my) O(ng — my) +
ma(n2 —ng) X(2,ny —my,nz —-my,ng —mo+ 1,ngy —my + 1) x

XOQ(ny —my)O(ng —my)O(ng ~ma+ 1)O(ng —ma+ 1) . (2.24)

Dados n e m, os W s6 dependem dos X(i,k) de ordem |k| = |n| —
2lm| + 2. Como o valor minimo de é 2, segue que |k| < [n|—2 e
portanto |k| < |n|. Como o valor maximo de m é INT'(|n|/2) resulta que
|k} > 2.

Resta mostrar o que sao os coeficientes 7% : Eles sdo os coeficientes que

surgem da expansao do mondmio g

nas coordenadas normais ¥:

at = [z1(y)]" [23(y)]® [2()]% [za(y)]™
= [m+ Z X(1,0) 55" [ys + Z X(3,0) 3" x

= =2

x[ya+ Y X(2, 0907 lya+ Y X(4,6) 4"
=2 =2

=+ Dzt (2.25)
Il =121+1
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A obtencdo dos Zf nao é trivial e foi feita através de um algoritmo
numérico de longo tempo computacional. Embora os Zf de ordem [n| sé
dependam de um dado £ e dos X (i, k) de ordem mais baixa (k] < |n]), ndo
foi possivel obter uma forma [echada para a recorréncia entre eles. A dificul-
dade para isto pode ser facilmente vista a partir da igualdade intermediaria
de (2.25): dado um certo £, para obtermos Z% até a ordem |n| = N ne-
cessitamos das somas dentro dos colchetes truncadas até uma ordern minima
que depende de V. Para se ir até a ordem N + 1, o truncamento das séries
muda, o que acarreta a alteragao de varios dos ZE calculados no estagio an-
terior. Apesar disso, deve-se ter em mente que no limite N — 0o o processo
converge na série dada pela iltima igualdade de (2.25).

Uma caracteristica dos Z¢ é que se o seu vetor n de indices é de um
certo tipo quanto aos ny,---,n4 que comparecem identicamente nulos, entio
os correspondentes Zf s6 dependem dos X(4,1) do mesmo tipo em 1. Isto
é imediato a partir da sua definicio em (2.25). A computagio apenas de
um certo sub-tipo entre os Z£ é tanto mais rapida quanto maior for a quan-
tidade de indices identicamente nulos que caracteriza o sub-tipo. Isto é de
importancia pois a obtengdo dos ZE se constitui no maior limitante de todo
o processo computacional de obtencio da forma normal.

Voltando as relagoes (2.18) a (2.21) vé-se que sens primeiros membros
sao lineares nos coeficientes X{i,n) e K{2m). Seus segundos membros de-
pendem do hamiltoniano inicial, que é em principio conhecido , dos X (z, k)
— que entram através dos Z£ e W7, — e tamhém dos K(2m). As ordens
com que os X (z,k) eos K(2m) entram nos segundos membros é sempre me-
nor que as suas ordens requeridas nos primeiros membros. Além disso, uma
inspecao de (2.22) e (2.23) revela a seguinte propriedade: se A(i,n) # 0
entio B(i,n) = 0 e vice-versa. Isto estd garantido pelo fato de os auio-
valores A; e Ay serem por hipétese independentes sobre os reais (no caso
de interesse aqui um é real ndo-nulo € o outro é imaginario nao-nulo). Em
vista disso, as referidas relacoes se subdividem em dois casos distintos: no
primeiro, A(i,n) # 0 e B(i,n) = 0 e as eqs. (2.18) a (2.21) se reduzem a:
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A(l,n) X(L,n) = (ng+ 1) H(ny,nz + 1,ng,n4)+

|m|—1
O(ln| —3) 3 (bs-+1) H(by,ba+ 1,45, 1) Z —
|€l=2
INT(|nl/2)
Ol —4) > KEm)Wi, | (2.26)
|m|=2

A3,n) X(3,n) = —(mi+ 1) H{ni + L, na,na,nyg)—

fn|~1
O(ln| —3) D (G + 1) H(by + 1,43, 82, 44) Zf -
|¢1=2
INT(|n|/2)
O(ln| —4) > K(@m)Wi, (2.27)
|m|=2

A(Za ﬂ) X(za ﬂ) = (n4 + 1) -lq(n] s N3, Ti2, 114 + 1)+

n|-1
O(nl —3) D (La41) H(ly, fy, by, s + 1) Z —
|£f=2
INT(|nl/2)
O(nl—4) 3> KCOCmyWE (2.28)
fm|=2

A4,n) X(4,n) = —(n2 + 1) H{(ny,na,ny + 1,ng)—

bn—1
O(lnl —3) 3 (6 +1) H(b, b5, b +1,4) 2% —
=
INT(|n|/2)
O(ln|—4) Y. Kemywp . (2.29)
|m|=2

No segundo caso, quando A(é,n) = 0 e B(i,n) # 0, as eqs. (2.22) e
(2.23) mostram que isto sO ¢ possivel quando |n| é impar. Neste caso, os

18



X(i,n) correspondentes aos A(i,n) nulos em (2.18) a (2.21) ficam inde-
terminados. Esses coeficientes sao do seguinte tipo: X(1,ky + 1, k1, k2, K2},
X(S, kl,kl + l,kg,kg) ,X(Q,kl, kl,kz + l,kz) e X(’l,kl, kl,kg, k-z + 1) com
ki +ky = 1,2,3,---. De fato, eles ndo podem ser totalmente arbitrarios se
se quer garantir a convergéncia do método. Moser, em sua demonstragao da
convergencia, impoe a seguinte condigio de normalizagao para os coeficientes
indeterminados: eles devem ser tais que as quatro séries abaixo sejam con-
vergentes:

1+ Z X(1,ky 4 1,k kg, k) (aya) ¥ (2ma)®
[El=1

I+ Z X (3, ki, ky + L kg, ko) (iwa)® (yaya)®
[k]=1

1+ Z X(2, k1, ke, by + l,kz)(y1y3)k’(yzy4)k2 ;
k=1

L4 > X(4, k1, gy oy bz + 1) (5193)" (y294)®

|%|=1

Obviamente, a normaliza¢do mais simples a ser feita compativel com esta
exigéncia é torna-los todos identicamente nulos, o que sera feito neste traba-
lho.

Devemos também levar em conta que as equagdes (2.18) a (2.21) sdo
redundantes para a obtengdo dos K (2m); € necessario utilizar apenas (2.18)
e (2.20) ou alternativamente (2.19) e (2.21). [fazendo a primeira escolha
e tomando ordens impares para n chegamos as scguintes relagoes para os

K(2m) quando A(i,n) = 0 e B(z,n) # 0:
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le(Qm) = mIH(ml, my, Mg, m2)+
2|m|~-2

O(lm|—2) 3. (la+1)H(br,ls+1,05,0) 25 —

€]=2

O(m|-3) 3 K@ep)WE, |, (2.30)

moK(2m) = moH(my,my,me,my)+
2|m|-2

O(lm|-2) > (£4+1)H(f1,fs,fz,€4+1)'7:§,m—
t=2
|mm| -1
O(lm|—3) Y. K(2p)W . (2.31)
Ipl=2

As novas defini¢oes envolvidas sao:

Z;u_’"_l = Z(m; ;mi—1mamz} (232)
4t £ )
Z?vﬂl = Z{_ml,ml,mz,mg—l) ’ (2.33)

W?,m = p1©O(my — p1 + 1)O(my — p1)O(m2 — pa) x
X X(1L,my —p1+1,my —pi,ma — p2,ma — p2) (2.34)

W%m = p20(m1 — p1)O(m2 — p2 + 1)O(m3 — pa) x
X X{(2,m1 —pr,my —pr,ma —pa+1,ma—py) . (2.35)

Se m; = 0 usamos (2.30); se my; = 0, usamos (2.31) e se m; e my sdo
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ambos nao-nulos, pode-se usar quaisquer destas equacgoes na determinagao
dos K(2m). Parauma dada ordem |p| impar, a ordem |m| requerida nestas
cquagoes € dada por 2|m| = |n|+ 1.

Agora podemos apreciar a consisténcia das eqs. (2.26} a (2.31). Jm
primeiro lugar, vé-se que para todo n de ordem par os coelicientes A(i,n)
sdo nao-nulos. Tomemos o caso inicial, |n| = 2; nesta ordem, os segundos
membros de (2.26) a (2.29) se resumem aos primeiros termos, que 5o de-
pendem da hamiltoniana inicial. Obtemos entao todos os X(z,n) de ordem
2. Quanto aos K {(2m), eles s6 existem para as ordens impares de n, como
vimos acima.

A seguir, tomemos |n| = 3. Nesta ordem os segundos membros de (2.26)
a (2.29) contém os primeiros termos como na ordem 2 e adicionalmente os
segundos termos , os quais colocam em cena os 7% | que 36 dependem dos
X(i,n) de ordem 2 ji calculados. Como estamos numa ordem fmpar de
n., certos cocficientes A(z,n) se anulario, o que deixa indeterminados seus
respectivos X(z,n). Delinitmos estes como identicamente nulos conforme a
normalizacao ja indicada, de modo que todos 0os X(z,n) de ordem 3 sao
determinados, Podemos agora computar os £ (2m) de ordem 2|m| = |n| +
L = 4. Neste caso, s6 os dois primeiros termos dos segnndos membros de
(2.30) e (2.31) cxistem, os quais s6 dependem da hamiltoniana inicial ¢ dos
X(2,n) de ordem 2 através dos Zim . Com iss0 calculamos todos os K(2m)
de ordem 4.

Vejamos a ordem |n| = 4. Agora cstardo presentes nos segundos mem-
bros de (2.26) a (2.29) lodos os termos 14 indicados. Os Gltimos termos,
que s6 a partir desta ordemn geram contribui¢oes, dependem aqui dos K {2m)
de ordem 4 ¢ dos X(7,n) de ordemn 2, ji caleulados. Nao hd novos K{(2m)
a calcular nesta ordem pois ela é par.

Finalmente, na ordem |n] = 5 entram cm cena os ulimos Lermos dos
segundos membros das eqs. (2.30) e (2.31). Aqui, |m| = 3 de modo que
estes termos s6 dependem dos K (2m) de ordem 4 ¢ dos X(i,n) de ordem 3
ja calculados. Obtemos entdo os X(7,n) de ordem 5 e os K(2m) de orden
6. A computacio das ordens seguintes ndo apresenta qualquer novo aspecto
quanto a recorréncia acima apresentada.

Mesimo sem especilicar a hamiltoniana particular a ser considerada, pode-
mos buscar nas relages gerais de recorréncia apresentadas casos particulares
de interesse. Vemos assim que no sistema normalizado (2.17) dois tipos par-



ticulares de drbitas se evidenciam naturalmente na vizinhanga do ponto de
sela: o primeiro tipo se caracteriza por y; = ya = 0 (t.e. p = 0) e apre-
senta dois casos, € = 0 ou ¢ # 0. [stas érbitas estdo confinadas ao plano
conjugado {y2,%4). Se € = 0 temos os proprios eixos coordenados ¥y, = 0
ou w4 = 0 se constituindo nas variedades estavel e instavel que emanam do
ponto de sela, enquanto que se ¢ # 0, temos as drbitas constituidas pelas
hipérboles w14 = ¢ vizinhas aos eixos.

O segundo tipo de orbitas especiais é dado pela escolha y; = y4 = 0. Se
p = 0 estamos trivialmente sobre o ponto de sela, enquanto que se p # 0
temos uma familia de 6rbitas (circulares) periédicas instaveis vizinhas da
origem, inteiramente contidas no plano conjugado (11, 1s) .

Uma vez que em quaisquer das duas situagoes acima apontadas temos que
duas dentre as quatro coordenadas y sao identicamente nulas, averiguamos a
possibilidade de simplificagdo das relacées de recorréncia anteriormente apre-
sentadas, uma vez que que os coeficientes X(i,n) necessarios & computacio
dessas orbitas sc reduzem aos tipos X(2,0,0,n,,n4) no caso y = y3 = 0
e X(t,n1,n3,0,0) no caso y» = y4 = 0. A vantagem dessa simplificagao
ja fol apontada e se deve ao fato da facilidade de computagao dos Zf ser
enormemente aumentada, 3 medida que um nimero crescente de indices de
n sejam identicamente nulos.

Infelizinente, uma inspec¢io dessas duas situacoes mais simples leva a con-
clusao de que os coeficientes da forma X(z,0,0,n2,n4) ¢ X(2,m(,73,0,0)
dependem em geral, embora indirelamente, dos demais coclicientes X (7, n):
esta dependéncia vemn através dos K(2m) presentes no ltimo termo dos
segundos membros de (2.26) a (2.29), os quais, ao screm obtidos de (2.30)
e (2.31), dependem em geral dos demais coeficientes.

A tnica sitnagao passivel de simplificagao é aquela em gue apenas um dos
indices n seja nao-nulo e nesse caso s6 ¢ de interesse obter os X(4,0,0,n,,0)
¢ X(4,0,0,0,n4), os quais podem ser usados na obtenciao das variedades
estavel e instavel que emanam do ponto de sela. Neste caso particular, os
coeficientes do tipo acima ndo dependem dos K(2m}, nem explicitamente
dos coeficientes X(z,n) de outros tipos. Portanto, neste caso nio necessita-
mos das relagoes (2.30) a (2.35) e as relagdes (2.26) a (2.29) sc reduzem a
(com m = (m,mq)):
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A(1,m) X(1,0,0,m) = H(0,1,m)+
[m|-1
O(lm| ~3) > (la+ 1) H(l,ba+ 1,60,8) Zy 0y (236)

1€|=2

A(3,m) X(3,0,0,m) = — H(1,0,m)+
|1

Olm| = 3) 3 (b + DH(E + 1,6, 6, 00) Zo gy > (237)

|€|=2

A(2,m) X(2,0,0,m) = (my+ 1) H(0,0,m,m2 + L)+

|-t

O(m| = 3) 3. (ba+ 1) H(0 by, 02, b+ 1) Ty + (2.38)
le=2
A(4,m) X(4,0,0,m) = —(my + 1) H(0,0,m, + 1,my)+
frai—1
O(lm| = 3) 3 (a4 U0, b+ 1,80) Z5y gy (239)
1e]=2

onde definimos os A(Z,m) a partir de (2.22) como

Afz,m) = A(7,0,0,m) . (2.10)

As relagoes (2.36) a (2.40) sdo vélidas apenas nos casos m = (m;,0) ou
m = (0,m;). Note-se tatubém que os A(i,m) acima nunca se anulam.
Veremos no Capitulo 4 que este caso reduzido permite uina computacio
numérica dos coeflicientes até uma ordem muito mais elevada que 1o caso da
obteng¢ao dos coeficientes gerais, o que obviamente ja é de se esperar.
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Capitulo 3

Topologia Cilindrica em
Fluxos Hamiltonianos

3.1 Introducgao

O teorema de Liouville-Arnold {18] estabelece as condi¢oes de integrabili-
dade para um sistema hamiltoniano. Se estas coudigoes forem satisleitas

o que inclut a exigéncia de a superficie de energia ser compacta e conexa - -,
o lluxo resultante estara quase todo confinado em loros imersos na super{icie
de energia. Entretanto, este é um caso especial, embora mais familiar, de um
teorema matis geral que permite que a superlicie de energia seja uma varie-
dade nao-compacta. He este for o caso, ao inves de uma lopologia toroidal
para o fluxo de orbitas teremos wina topologia em geral cilindrica [19, Cap.A].
Iividentemente, os casos de interesse fisico mais frequente sao os sistemas ha-
miltonianos cujas superficies de energia sao varicdades compactas. Faremos
a segnir uma apresentagio simplificada do assunto, o qual esta exposto em
detalhe na referéncia  [17] para o caso de fluxos cilindricos.

Um exemplo de sistema cujo fluxo estd (quase-todo) conlinado em ci-
lindros imersos em uma superficie de energia nao-limitada, ¢ dado pela Ii-
nearizagao de uin sistema hamilloniano autonomo em torno de um ponto
de sela. Embora globalmente nao-realista, uma hamiltoniana quadratica
ha com ponto de sela na origem propicia um contexto didalico adequado
a introducao da topologia cilindrica. Neste caso, a hamiltoniana pode ser

colocada na forina



ha(z) = g(zf — 25+ L;;(z§+zf) : (3.1)
Aqui, z; e 2, sdo as coordenadas e z3 e 24 sdo 0s momentos canonica-
mente conjugados a z; e z;, respectivamente. —A real ¢ 7w tmaginario sao
os auto-valores geradores da quadrupla de anto-valores do sistema lincar
associado a hy. A origem do espaco de fases esta colocado no préprio ponto
de sela. Como h; € separavel, seu movimento é completamente integravel,

com as duas constantes de movimento sendo dadas pelas energias parciais:

£, = g(zg + 2%) = etey (3.2)

Al /\ 2 2 Qo

]_’42 = 2‘ (24 — 22) = CtCQ y (J-})
1?2(2) = -'EI(ZI y 23) + 1’_’32(22, 24) . (3’1)

‘Temos aqui um espago de fases de quatro dimensoes, foliado pelas superficies
tridimensionais de energia hy = constante e duas constantes de movimento
independentes ¢ em involngao. Como as superficies de energia sao nao-
Jimitadas, quase todo o fluxo repousa sobre cilindros (ao invés de toros!)
bidimensionais imersos nessas superlicies. Para visualizarmos a dinamica. de-
terminada por cste sistema simples, fixemos a superlicie de energia: hy, =
Iy 4+ E; = FE. Gbviamente, para Iy = F; = 0 as tnicas possibilidades
de movimento sao o equilibrio instavel no ponto de sela ou 0 movimento as-
sintotico sobre as variedades estavel e instavel que dele emanam, contidas no
plano (z3, z4).

Nocasoemque £ > 0 (IYigura 3.1 ), teremos alguns tipos de movimentos
possiveis: se [y = 0 havera uma nica 6rbita hiperbdlica confinada ao plano
(z2,24) (Figura 3.1 (b) ). Se Iy = 0, teremos duas possibilidades: primeiro,
podemos ter z; = zy = 0 e o movimentlo sera uma arhita periddica instavel
confinada ao plano (zq,2z3) (IMigura 3.1 {a) ) - - pertencente a uma familia



de érbitas periédicas, continua no parametro F;. Designemos por 7 uma
dessas orbitas periddicas. Como F,; = 0, podemos ter também z, = 4+ 24
e nesse caso estaremos sobre uma das variedades estaveis (57 ou S;) ou
instaveis ( Uy ou Uy ) que emanam de 29 = z4 = 0 no plano (z,, z4) . Iintao,
o produto direto de 7 com estas variedades geram cilindros semi--infinitos
que coalescem na propria orbita 7. A energia de qualquer orbita nesses
semi—cilindros é a mesma de 7, bem como a arca simplética ou agao de 7
é identica, pelo teorema de Poincaré-Cartan, a acao de qualquer circuilo
irredutivel sobre qualquer um desses semi—cilindros. 15 digno de nota que a
unica intersegio desses cilindros entre si é a propria 6rbita 7, o que é possivel
por estarmos num espa¢o de quatro dimensoes. Uma orbita sobre nm semi-
cilindro estavel { gerado por S; ou Sz) tende a 7 para tempos — +oo o
uma sobre um semi-cilindro instavel { gerado por U; ou U, ) tende a 7 para
tempos — —oo.

Finalimente, quase todas as drbitas do fluxo recaem no caso geral E; # 0
e Iy # 0; clas estao confinadas a cilindros infinitos resultantes do produto
direto ST xR das correspondente curvas de nivel nos dois planos conjugados.

Se fizermos uma se¢do de Poincaré na superficie de energia hy = I que
scja transversal & drbita 7 (por exemplo a secdo dada por z; = 0), 7 apa-
recera nessa secao como utn ponto fixo central, do qual emana uma estrutura
hiperbdlica andloga & da I'igura 3.1 (b). Isto significa que estamos fazendo
um corte “longitudinal” na estrutura cilindrica do fluxo. Se absirairmos da
Figura 3.1 todas as curvas exceto 7 e um pequeno segmento de linha de al-
guma das variedades que emanam de 7, e imaginarmos ao longo de 7 uma
sucessao continua de se¢des de Poincaré transversais a 7, visualizaremos a
faixa cilindrica gerada pelo segmento escolhido.

Por outro lado, podemos fazer uma segao de Poincaré em que a 6rbila
7 esleja situada completamente de um dos lados da superficie de secao (por
exemplo a segdo dada por z3 = cte > 0). Veremos nela uma curva fechada
analoga a da Figura 3.1 (a) (uma para zy > 0 ou uma para z; < 0),
a qual é um civcuito irredutivel sobre um dos cilindros, tipica de um corte
“transversal” na estrutura cilindrica do fluxo.

Ha ainda um terceiro tipo possivel para a estrutura que pode surgir numa
sec¢ao de fluxos cilindricos: sao segmentos de linha abertos e finitos. Estes sur-
gem quando a superficie de segio intersecta os cilindros em eurvas fechadas
redutiveis sobre os mesmos. Como toda se¢ao de Poincaré prescreve apenas
um tinico sentido valido de travessia da superficie de secao pelas érbitas, de
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fato so comparecera na se¢ao a “metade” de qualquer curva fechada redutivel,
na forma de um segmento do tipo aludido acima. Evidentemente, no caso
de um fluxo cilindrico linear como o que estamos considerando, esta possibi-
lidade so existe se a superficie de secao for nao—usual, isto é, nao-plana.

3.2 Fluxos Nao—Lineares

A questao agora é se a topologia cilindrica descrita na se¢ao anterior pode so-
breviver, e nesse caso como sobrevive, em situagoes mais realistas onde as su-
perficies de energia sio compactas. Seja h(z) uma hamiltoniana analitica cu-
jas superficies de nivel sdo compactas e identifiquemos a hamiltoniana h(z)
dada por (3.1) como a parte quadratica da expansao de h(z) na vizinhaga
de um ponto de sela:

h(z) = holz)} + i ha(z) . (3.5)

n=3

hn(z) € um polinomio homogéneo de grau n em z.
Apesar da inclusdao em (3.5) de termos cibicos e além, se h(z) for ainda
separavel, podendo ser reescrita na forma

hz) = h(z1,23) + h(z2,24) (3.6)

teremos um sistema nao-lincar globalmente integravel s6 que agora em geral
do tipo prescrito pelo teorema de Liouville-Arnold. Entdo, o fluxo cstara
quase todo confinado em toros e consequentemente a topologia cilindrica é
substituida pela topologia toroidal. Porém, na vizinhanc¢a do ponto de sela
a geometria local ainda é aquela descrita na secao anterior; em particular,
a descricao la feita na qual os semi-cilindros estiveis e instiveis emanam
da orbita periddica instavel 7, permanece localmente valida e nao é afetada
pela presenca dos termos ndo—quadraticos na hamiltoniana (3.5). O que
ocorre agora ¢ que, a medida que esses tubos se afastam de 7, a acio das
nao-linearidades ou, o que da no mesmo, o carater compacto da superficie
de energia, os forcam a se curvarem e se fecharem suavemnente aos pares
em “pseudo-toros”, chamados por alguns autores de toros homoclinicos {17].
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Esses toros homoclinicos coalescem aos pares em 1 e sdo constituidos pelo
produto direto entre 7 e as variedades que emanam de 7. A Figura 3.1 dara
lugar a uma descrigao do tipo esquematicamente mostrado na IMigura 3.2.

Vejamos rapidamente os movimentos possiveis sobre a superficie de ener-
gia h(z) = E. Para h(z1,23) = E o movimento estard ou sobre 7 ou so-
bre as superficies assintoticas que coalescem em 7 -— o8 toros homoclinicos.
Qualquer 6rbita sobre essa superficie é uma érbita homoclinica, isto €, ten-
dera a 7 para tempos — Foo.

Para h(zz,z4) = E o movimento estard confinado ao plano (z2,z) (Fi-
gura 3.2 (b)) e as variedades estavel e instavel que emanam do ponto de sela
sao as separatrizes do movimento. Se F < 0, teremos uma orbita periodica
interior as separatrizes e se ¥ > 0, teremos uma orbita periddica exterior
a elas. O periodo dessas Orbitas cresce indefinidamente com a proximidade
das separatrizes. Essas 6rbitas periddicas sdo estiveis, o que as distingue
essencialmente das orbitas 7.

Finalmente, a maioria das 6rbitas recacm no caso geral em que
Ti(zl, z3) = By £ 0 e fz(zz, z4) = FEy # 0; elas estarao sobre os toros
resultantes do produto S' x S' das curvas de nivel correspondentes nos
dois planos conjugados. Os toros com E; < {0 cstao separados daqueles
com F; > 0 pelos toros homoclinicos no caso de dois graus de liberdade.

3.3 Topologia Cilindrica e Dinamica Cadtica

Acabamos de ver que se o fluxo ndo-lincar é totalmente integravel temos
apenas toros homoclinicos ligados as orbitas 7. Por oulro lado, podemos
intuitivamente prever que se for possivel existirem cilindros infinitos imer-
sos numa superficie compacta, eles acabarao por se intersectarem de algum
modo.

Sabemos que as nao-linearidades presentes na hamiltoniana (3.5) em
geral quebram a separabilidade do movimento e mais, tornam o sistema tipi-
camente nao-integravel (quase-integravel). Como a perda da integrabilidade
se revela na vizinhanca do ponto de sela? Se a vizinhanca for suficientemente
pequena, a integrabilidade continua localmente assegurada pelo teorema de
Moser [8] apresentado no Capitulo 2. Entretanto, os semi-cilindros estavel
e instavel que emanam da orbita periddica T, que no caso ainda integrivel
se constituiam nos toros homoclinicos assoclados a 7, deixam de se pro-
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longar suavemente uns nos outros fora dessa vizinhanca. Com a perda da
integrabilidade, cada um dos tubos passa a se propagar a partir de 7 de um
modo intrincado e distinto na superficie de energia, ocorrendo interse¢oes
transversais entre eles & medida em que se afastam de 7. Obviamente, ne-
nhum desses cilindros pode intersectar a si mesmo, o que violaria o carater
hamiltoniano do fluxo. No caso separavel nao-linear, toda orbita sobre os
toros homoclinicos era uma orbita homoclinica, que retornava a 7 para tem-
pos — +o0; no caso nio-integravel, os semi-cilindros estavel e instavel se
intersectam em orbitas homoclinicas isoladas.

Sempre haverd uma superficie de se¢ao apropriada (do tipo transversal aos
cilindros) para a qual a se¢ao de Poincaré exiba ao menos um par de curvas
fechadas intersectantes, sendo cada uma dessas curvas um circuito irredutivel
sobre um dos cilindros e cada ponto da intersegao entre elas correspondendo
a uma 6rbita homoclinica pertencente a ambos os cilindros. Por outro lado,
também haverd sempre uma superficie de segao transversal a o6rbita 7 (do
tipo longitudinal aos cilindros), tendo a érbita 7 como ponto fixo [10},[9,
Cap.3|, para a qual a segéio de Poincaré exibira a classica figura homoclinica.
Em geral, esta dltima superficie nao sera plana.

O surgimento de intersegoes transversais entre os cilindros estaveis e
instaveis que emanam de 7 gera consequéncias nas suas vizinhancas. Volte-
mos a Figura 3.2, onde ainda temos um fluxo (ndo-linear) integravel. Neste
caso, existem toros arbitrariamente proximos dos toros homoclinicos . Com
a perda da integrabilidade do fluxo, a interrupgdo da continuagao suave dos
cilindros instaveis nos cilindros estaveis (a quebra dos toros homoclinicos em
cilindros) se propaga por continuidade aos toros vizinhos. Portanto, estes
também se tornam cilindros, as auto-intersecoes sendo agora, por argumentos
de continuidade, inevitaveis. As érbitas nas auto-intersegoes eventualmente
se constituem em 6rbitas periddicas isoladas, o que de resto é consistente com
o teorema dos pontos fixos de Poincaré-Birkhoff acerca das orbitas periodicas
que restam apds a destruigao de um toro por perturbagoes ndo-integriveis.
Os periodos destas orbitas periodicas crescem com a sua proximidade das
orbitas homoclinicas e de fato as primeiras tém estas ultimas como pontos
de acumulagao.

Tendo em mente a apresentacdo feita até agora e o formalismo do Capitulo
2, torna-se facil visualizar o que ocorre com a dinamica do fluxo hamiltoniano
quando passamos do sistema original ao sistema normalizado. Tipicamente,
um fluxo nao-lincar como o da IYigura 3.2 (nas coordenadas originais) ¢ le-
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vado de volta a um fluxo separdvel como o da Figura 3.1 (nas coordenadas
normais). Portanto, ele recupera localmente a geometria separavel cilindrica
que possuia antes da inclusao das nao-linearidades. Em compensacao, ao
contrario do que ocorre com um fluxo cilindrico linear, as frequéncias angu-
lares das coordenadas periddicas (21, z3) das drbitas sobre os cilindros nao
sa0 mais degeneradas e iguais a w, do mesmo modo que as velocidades das
coordenadas hiperbdlicas (23, z4) ndo s&o mais degeneradas e iguais a A —
vide equagdes (1.15) a (1.17). Emn resumo, a velocidade das drbitas passa a
depender do cilindro sobre o qual elas estao (o que nao ocorre em um fluxo
linear), mas a geometria cilindrica mesma do fluxo linear é mantida. Po-
demos dizer que o processo de normalizacao atua como um “retificador” do
fluxo por assim dizer.

Do mesmo modo que a figura homoclinica se constitui na “assinatura” do
regime cadtico na segao de Poincaré, no fluxo hamiltoniano mesmo, subja-
cente a estas se¢oes, este papel cabe as estruturas cilindricas intersectantes
acima apresentadas.

E um ob jetivo do presente trabalho utilizar a técnica das formas normais,
apresentada no Capitulo 2, no estudo desses cilindros em regimes caoticos.
Os bons resultados obtidos por essa técnica no estudo da figura homoclinica
em aplicagoes conservativas do plano — e mesmo dissipativas — , a0 mesmo
tempo que a existéncia de convergéncia da forma normal em torno de um
ponto de sela para sistemas hamiltonianos, sdo as principais motivagdes para
esse trabalho. As transformacoes de coordenadas que normalizam o sistema
original sio dadas por séries convergentes nas coordenadas normais. Podemos
truncar tais séries até uma ordem arbitraria e fazer um tratamento semi-—
analitico das aproximagdes polinomiais resultantes. No préximo capitulo
vamos utilizar esta possibilidade para estudar, em um caso especifico, a to-
pologia cilindrica frente a perturbacoes nao-integraveis do fluxo linear.
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Figura 3.1: Fluxo linear esquematizado, gerado por uma hamiltoniana
quadratica separavel em torno de um ponto de sela. As linhas cheias sao elas
mesmas orbitas contidas em um dos planos; as linhas tracejadas compdemn
orbitas sobre cilindros.

(a)
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Figura 3.2: Fluxo nio-linear esquematizado, gerado por uma hamiltoniana.
ainda separivel. As linhas cheias sio elas mesmas 6rbitas contidas em um
dos planos; as linhas tracejadas compdem érbitas sobre toros.
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Capitulo 4

Aplicacao a Hamiltoniana de
Hénon—Heliles

4.1 Introducao

Vamos agora aplicar o desenvolvimento dos capitulos anteriores ao caso

da hamiltoniana de Hénon  Heiles [20]:

| ) .
f"'(f{hq:,]’h?’z) = 2(]’? + ?’é)"*“”("ﬁ#ﬁz) ) (1.1)
l 2 2 y 2 2 3 1
L’I(’Ila‘?‘z) = ;5(‘71 + 45 + 29742 — .‘;‘12) - (4-3)

Aqui, g, e gy sao as coordenadas e py e py sao seus respectivos momentos
canonicamente conjugados.

IEmbora a hamiltoniana (4.1) tenha tido nma motivacao inicial no campo
da astronomia, na simulacio do movimento de uma estrela sujetla a wmn
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campo gravitacional galatico com simetria axial, ela adquiriu relevancia por
si mesma, lornando-se uma das hamiltonianas mais exploradas na literatura
[10, 5, 21, 15]. Isto sc deveu tanto a sua simplicidade - é a hamiltontana
de um oscilador harmonico 1solropico bidimensional, perturbado por termos
cibicos nas coordenadas - -, quanto a riqueza dindinica por ela gerada: para
energias b = F suficientemente pequenas, a perturbagao se torna desprezivel
e o movimento pralicamente integravel, enquanto que para energias crescen-
tes a dinamica se torna progressivamente cadtica. Além disso, a hamiltoniana
de [lénon-Heiles também resulta do truncamento, até a ordem cabica, da ha-
miltoniana de Toda, que modela a dinamica de trés particulas confinadas a
um percurso circular plano e sujeitas a forgas de interacao exponenciais. 19m-
hora a hamiltoniana de Toda gere uma dinamica completamente integravel
e qualquer energia, o mesmo nao ocorre com a de Hénon -Heiles [10].
Representamos esquematicamente na Figura 4.1 as curvas equipotenciais
do potencial de Hénon-Heiles U{qy, ¢2) dado em { 1.2), o qual exibe uma
evidente simetria triangular. A regiao [ interna ao trangudo equildtero de-
limitado pelos pontos P, %5 e I3, se caracteriza por 0 < I/ < (l]
as linhas que unem Py, % e Py, ocorre 7 = é . Nas regioes 11, externas ao

Sobre

triangulo central, ocorve €/ > 1 e nas regioes 111, também externas, ocorre
U<,
O sistema hamiltontano obtido a partir de ( 4.1) ¢é dado por:

()| = ?j|
G2 =
(1.3)
M=~ — 2019
L P2 = —qa— i+ qh

Os pontos de cquilibrio do sistema { 4.3) sao os proprios pontos Iy, P, P e
%y da IMigura 4.1, sé que imersos no espaco de {ases. Suas coordenadas sao

(qt, 71,92, 72}
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Fo

0

(0,0,0,0)

Po= (0,0,1,0)
(4.4)
P,

(_'\'/j:;?ﬂ’ _%?0)

| Py = (44,0,-1,0)

1
2

A lincarizacao de { 4.3) em torno destes pontos fornece os seguintes auto -
valores:

APy Py {03, 1)

lintao, vernos que % ¢ um ponto de equilibrio elilico (estavel) e Py, Py ¢ 1y
sao pontos de scla (instdveis), conforme o esperado a partir da Figura 4.1 .

O sistema de Hénon Teiles possui a origem das coordenadas (g1, py, g, p2)
cotncidente com o ponto elitico Fy. Como queremos estuda lo na vizinhanca
dos pontos de sela Py, P ¢ 1, devemos realizar uma translacao prelimi-
nar da origem para estes ultimos pontos. Apds isso, a hamiltoniana { 4.1)
ainda deve ser colocada na forma dada cin (2.1), preparacao indispensavel
a aplicagao do método.

Temos trés pontos de sela, porlanto ha em principio uma forma normal
para cada um deles. Conludo, a simetria triangular do potencial de Hénon
Hetles torna os trés pontos de sela dinamicamente equivalentes entre si, o que
em particular resulta na igualdade das suas formas normais. Obviamente,
a transformagao preliminar que liga as coordenadas originais (qy, pr, g2, p2)
em que esta escrita (4.1}, as coordenadas “preparadas™ (xy, wa, @2, 24) , em
que esta escrita (2.1), ¢ pecnliar a cada um dos pontos P, 1% ¢ 1.



4.2 Preparacao do Sistema de Hénon-Heiles

A preparagao das coordenadas para quaisquer dos pontos 17, 7 =1,2,3,
¢ feita pela série de transformagoes abaixo, impostas sobre as coordenadas
originais (g1, p1,q2,p2):

T Ui .
" o P 5 16
ol =alr(8) (1.6)
m m
G k2
P % -
-~ = A - , 4
2 o 29 ( )
ﬁz Z3
S ¥ 0 00 2
:i:i — 0 V3 00 2y (1.8)
) f) 0 1 0 o)
o 0 ¢ 0 1 Zy
21 2 0 0 T
z 1 1 0 0 T
3 _ 3 4
2 V2 00 1 1 Ta (4.9)
24 0 0 -1 1 Ty

B ( 4.6}, () é o velor transposto obtido de { 4.4) para cada ponto
;o Em (4.7), amatriz A, ¢ dada por
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0100

1 0 0 0 .
= 1.1
=t 0001 (1:10)
0010
s¢ o ponto for Pp; ou por
cosll;  send); 0 0
_ —senfl;  cost; 0 0 S
4, = 0 0 cosll; send; |’ 1723 (4.H)
0 0 —senfl;  cosl,
se o ponto for P, ou Py, com #, = 5‘{ e Oy = % . Todas as translormagdes

acima, exceto obviamente a translagio, sio simpléticas,
Se aplicarmos { 4.6) a ( 4.8) a hamiltoniana ( 4.1}, chegamos a mesma
forma abaixo, nas coordenadas z, qualquer que seja o ponto de sela esco-

thido:
V3, . . V3 Py 1 ‘
h(z) = (=4 —23) + ';2"(Z§ + 1)+ 3'21222 - :';Z'zs ti (1.12)

A cnergia de dissociacao 2 = 1 surge explicitamente e { 4.12). Embora
scja um sistema intermediario de coordenadas, é nele que a parle quadralica
da hamiltoniana assume a (orma usual em torno do ponto de sela, apresen-
tada no Capitulo 3. Devido a isso, os resultados da secio seguinte serao
exibidos neste sistema de coordenadas.

A transformagao ( 4.9) sobre ( 4.12), leva finalmente a forma adequada

para a obiengao da forma normal:



pondentes aos préprios cixos coordenados y, e yy do sistema normalizado,
onde 0s mesmos sdo caracterizados por p = € = 0 (ver equagdo (2.17)).
Elas sio mostradas na Figura 4.2, onde usamos (¢ usaremos sempre, con-
forme foi adiantado na seccao antetior) as coordenadas z. Lsta figura &
ohtida do seguinte modo: primeiramente tomamos, proximo da origem, no
sislema normalizado, tma condigio inicial (convertida depois as coordena-
das z originais) sobre cada um dos cixos coordenados normais y; e 4.
Fin virtude da convergéncia da forma normal ai, estas sao, por construgao,
condig¢oes iniciais precisas sobre as variedades em questao. Tais condi¢oes
iniciais foram entdo propagadas no fluxo original (exato) via um mdétodo
numérico do tipo Runge-Kutta de quarta ordem com ajuste de passo oli-
mizado [22], obtendo-se assim, com precisdo, as curvas procuradas. Toda
a propagagio numérica referida nesta se¢ao foi feita usando-se este cadigo.
Nos casos onde se fez segoes de Poincaré, implementamos adicionalmente um
método simples devido a Hénon [23], o qual cvita a aproximagao iterativa
da secao de Poincaré procurada, através de uma elegante integragao final
(exata) de passo unico. Isto pode redundar em um ganho eventualmente
expressivo de precisdo numérica efon tempo computacional.

Constata -se, a parlir da Figura 4.2, e do fato de que ocorre zp = 23 =0
duranie toda a integracdo, que as variedades estavel ¢ instavel, que cmanam
do ponto de sela, prolongam-se suavemente uma na outra, constituindo-se
numa Gnica érbita homoclinica associada ao equilibrio instavel ( o que nao
era “a priori” necessarto). Portanto, esta drbita reside inteiramente no plano
(z2,24) . Na verdade, isto esta de acordo com uma caracteristica particular do
sistema estudado: uma particula inicialimente colocada em qualquer ponto
deste plano, isto ¢, em = = z; = 0, sofre apenas forcas langenciails ao
proprio plano quando submetida ao potencial de Hénon-lleiles, Isto revela
a cexisténcia de uma familia inteira de 6rbitas confinadas ao plano (zq, z4),
da qual faz parte a orhita homoclinica acima mencionada. Na FFigura 4.3
cxibimos algumas destas orbitas. sta familia corresponde as curvas que no
sistema normalizado sao caracterizadas por p = 0.

Apesar da integracao numcérica ter sido necessaria aqui, o uso analitico
da forma normal convergente é crucial na obten¢ao destas figuras, uma vez
que s6 no fluxo normalizado podemos localizar as estruturas que estamos
estudando. Portanto, esta dependéncia do método em relacao a forma normal
empresta a ele um carater semi-analitico, um {alo que estara em crescente
evidéncia ao longo desta secao.
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Fazemos também a propagacgao direta no fluxo normalizado — a gual é
inteiramente analitica, ver (2.17) - das mesmas boas condigoes iniciais que
geraram a Figura 4.2.] Obviamente, cscrevemos os resultados de cada passo
da integracdo nas coordenadas z]. Fazemos isso para varias ordens pares
da forma normal truncada. O resullado esta exposto na Figura 4.4, onde
superpomos, para efeito de comparacgao, a drbita exata da Figura 4.2.

A Figura 4.4 revela um resultado significativo: a orbita homoclinica ob-
tida com a forma normal acompanha com precisao, e cada vez mais longe, a
homoclinica exata, a medida que aumentamos a ordem de truncamento da
forma normal. Tal precisao no acompanhamento ocorre mtidamente fora de
um raio de convergéncia “microscopico” em torno da origem, como ¢ aquele
do tipo estabelecido na prova de Moser. ‘Femos entao uma forte indicacao de
que a convergeéncia da forma normal se estende de algum modo para além da
regiao estabelecida inicialmente por Moser. Embora isto nao esteja tratado
aqui, ¢ sem duvida nm dos principais desdobramentos do presente trabalho ¢
ja esta sendo por nds considerado. Também ¢ digno de nota o modo abrupio
com que a forma normal deixa de convergir, quando cla assim o [az.

Na Figura 4.5 procedemos do mesmo modo que na Figura 4.4, s6 que
agora o truncamento da forma normal é feilo em ordens fmpares. Os co-
mentarios acima feitos sobre a convergéncia da forma normal se mantem
aqui. A vnica diferenca entre as Figuras 4.4 e 4.5 é o modo de propagacao
da forma normal a partir de onde a perda da convergéncia se da.

Além disso, as Figuras 4.2 a 4.5 evidenciam o plano z; = 0 como um
plano de simetria tanto para o fluxo exato quanto para a forma normal. Ksta
simetria sera aproveilada adiante ao estudarmos a topologia cilindrica do
Tuxo.

‘m ordem crescente de complexidade, o proximo tipo importante de
orbitas a serem consideradas ¢ a familia de 6rbitas periédicas instaveis vi-
zinhas do ponto de sela. Illas estio contidas inteiramente no plano {11, y3)
do fluxo normalizado e s&o caraclerizadas por y, =4 =0 e p # 0 (vera
equagdo (2.17)). Conforme discutido no final do Capitulo 2, ja neste caso
ocorre a necessidade do computo geral dos coeficientes X(i,n) e K(2m),
contrariamente a expectativa inicial de que seriam necessarios apenas os
X{(z,ny,n3,0,0).

Os coeficientes gerais X(z7,n) ¢ K(2m) foram computados até a ordem
16 numa DEC Station 5000/125 da Digital, com 16 Mbytes de memédria
RAM (mais 50 Mbytes de Suap), num tempo computactonal real de uma
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semana. O computo até esta ordem revelou—se suficiente para o estudo a
seguir apresentado, embora tenha ficado bem abaixo da ordem 50, conse-
guida para o sub-grupo dos X(z,0,0,m,0) e X{(7,0,0,0,m,), conforme ja
esperavamos. A construgao de um codigo eficiente para esta computacio
passou criticamente pela obtengao dos coeficienics intermediarios Z¢
ja foi mencionado no Capitulo 3. De fato, grande parte da fase inicial da

pesquisa foi dedicada ao desenvolvimento ¢ otimizagio desse codigo.

y COINO

Apresentamos nas Figuras 4.6 e 4.7 as projecoes nos planos (zg,24) ¢
(z1,z3) , respectivamente, de algumas 6rbitas periddicas instaveis 7 proximas
do ponto de sela (especificadas pelo seu valor de p # 0). Devido ao carater
permanente dessa proximidade, estaremos sempre na regiao de convergéncia
da forma normal e porlanto podemos obté las de um modo inteiramente
analitico, isto €, semn a necessidade de qualquer propagacio via o fluxo ori-
ginal exato. Apecsar disso, superpomos nestas figuras, para efeito de com-
paragao, as orbitas propagadas tanto no fluxo normalizado quanto no exato.
A convergéncia da forma normal torna praticamente indistinguiveis ambos os
tipos de curvas, obtidas em cada caso. Uma particularidade das drbitas mos-
tradas nestas liguras ¢ que elas percorrem duas voltas completas na projecao
em (22, 21) enquanto realizam apenas uma volta na projecio em (zy, z3).
Também nota se que a projecdo em (zz, z4) ¢ “residual”em relagao aquela em
(21, 23) , sendo aproximadamente trés ordens de grandeza menor (na distancia
tipica) que esta dltima.

Conlorme for visto no Capitulo 3, de cada uma das érbitas periddicas
instaveis mostradas nas VFiguras 1.6 ¢ 1.7, emanam dois pares de semi
cilindros estavel e instavel. No lluxe normalizado, estes cilindros sao caracle-
rizados por p# 0 ¢ ¢ = 0. Em um fluxo original ainda integravel, esses tithos
se curvartan e, prolongando: se suavemente nns nos outros aos pares, dartam
origem a wm par de toros homoclinicos que coalescem na respectiva orbita,
7. No caso presente, a dinamica ¢ caolica, de modo que os quatro semi
ctlindros propagam -se a partir de 7 como estruturas independentes entre si,
embora ocorrendo intersec¢oes transversais entre eles. Nessas interseccoes,
encontramos as orbitas homoclinicas associadas a correspondente orbita 1,
as primeiras tendendo a esta iiltima para tempos — Foo. Passcinos agora
a busca destas estruturas.

Uma vez que a geometria cilindrica mesma do Nluxo esta garantida pela
lormulagio apresentada nos capitulos precedentes, o interessante é poder usa
la diretamiente na obscrvacio das intersecoes cilindricas transversais, o qne
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permitira, pela primeira vez, a compulacgao direta das orbitas homoclinicas.
As Iiguras 4.2 a 4.5 sugerem que, pelo menos longe da origem, uma secao de
Poincaré adequada a esse fim, isto é, do tipo transversal & estrutura cilindrica
(ver Capitulo 3), ¢ a que é dada pela condigao z4 = 0.

Construimos a passagem do fluxo cilindrico pela referida se¢ao por trés
métodos: o primeiro deles se apdia no fato de que os semi-cilindros ja estao
dados nas coordenadas normais, bastando apenas reescrever nestas coorde-
nadas a condigdo zq = 0. Sendo vejamos: p # 0 é fixo, de modo que
variando-se a fase total @ =y + Q¢ no intervalo [0,27] em (2.17), oble-
mos as coordenadas ¥, e y3 de todas as drbitas que atravessam uma dada
segao reta (circular) do cilindro:

1 = pexpliO]
(4.14)
y3 = —tpexp{—iO] ,plixo, © € [0,27]

Como, para um dado cilindro, temos sempre y, = 0 ou g4 = 0 (pois ¢ = 0
aqui), isto faz com que a altura da segho reta cilindrica, a partir da érbita
periddica 7, seja fixada pelo valor de y4 ou ¥y, respectivamente. Devido ao
carater liso do fluxo, o problema se reduz a determinar, para cada fase © no
intervalo [0,27] ( o que fixa automaticamenie os valores de i e y3), a que
altura ¥4 ou yz (para os cilindros com y; = 0 ou y4 = 0, respeclivamente),
satisfaremos a condigdo zy = 0. J4 esta rillima condicao, levando em conta
(2.5} e ( 4.9), pode ser reescrita nas coordenadas normais como

N
yévﬂ + Z [‘X'(Qa”r,":z,”za()) - X('L”h"r:s,"a,U)].’J{H?l.fa""!yé\%”? =0,

In|=2

para o caso do cilindro com ¥4 = 0, ou como
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N
yN+ 4 Z [(X(2,m1,n3,0,n4) — XA, ng,ng, 0, n)yMyioy¥tm = 0 |
Inl=2
(4.16)

para o caso do cilindro com y; = 0. Como dissemos, as coordenadas ) e 4y
j& estao numericamente determinadas por ( 4.14), de modo que as solugdes
ye de ( 4.15) ou yy de ( 4.16), sdo raizes de polindémios de grau 2N nestas
mesmas coordenadas, onde N é a ordem da séric normal truncada, que ¢
16 no caso presente, Evidentemente, de todas as 2N raizes complexas da
condicao polinomial envolvida para cada O, apenas aquelas que sio reais
sao signilicativas (lembrar que y2 e g4 devem ser reais); e, dentre estas,
apenas aqguela que salisfaz 2o < 0 € a raiz procurada. Este ultimo critério de
selecdo tem por base o fato de que a condicao z4 = 0 também {ornece seq¢oes
na regido onde zp > 0. Isto pode ser visto a partir da Figura 4.6, que ¢ a
projecao das orbitas 7 no plano (23, z4) e sabendo-se que os semi-cilindros
emanam destas ultimas. Mas, fica claro (inclusive numericamente) que estas
scghes proximas das orbitas 7 sao do tipo longitudinal a estrutura cilindrica
( ver Capitulo 3) e portanto inadequadas aos nossos propdsitos. A expecla-
tiva de que em cada caso a raiz selecionada pelo critério acima ( ¢ portantio
a secao do Lipo transversal aos cilindros buscada) fosse tinica, [o1 confirmada
em todos os casos estudados. A computagao de raizes de polinomios foi feita
pelo método de Laguerre otimizado, via rotinas descritas em [22].

Apds o cilculo acima para todas as fases © e para ambos os cilindros,
voltamos as coordenadas z ¢ oblemos as inlerseccoes dos semi cilindros com
o plano zy = 0 em z; < 0, as quais, quando projetadas no plano (zy, z3),
coustituem a secciio de Poincaré do tipo transversal aos cilindros, procurada.
Fisperamos ver nesta seccdo duas curvas fechadas intersectantes, cada qnal
correspondendo a um dos semi-cilindros, estavel ou instavel. O fato destas
curvas serem intersectantes constitui justamente a evidéncia de que vemos
uma interseccdo transversal, isto &, ndo-snave dos dots cilindros. A cons-
trucao das interseccoes cilindricas por este método analitico esta mostrada
nas Figuras 4.8 e 4.9 para dois valores do paramelro p e sao tipicas de lodos
os valores de p estudados. Nos pontos de interseccao das curvas mostradas
estao as drbitas homoclinicas primarias de nosso interesse.
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A simetria entre as curvas intersectantes, evidenciada nas Figuras 4.8 ¢
1.9 é um fato marcante ¢ sempre presente em todas as figuras deste iipo,
independentemente do valor do parametro p. Em particular, as érbitas ho-
moclinicas estarao sempre sobre os eixos coordenados z; ¢ z3 nestas figuras.
Esta disposi¢ao altamente simétrica da figura deve ser creditada ao sistera
hamiltoniano especifico (I1énon-lHeiles) de que estamos tratando,

O segundo método de busca das drbitas homoclinicas ¢ essencialmente
cquivalente ao primeiro acima descrito. Ele consistiu na propagacao tempo-
ral, no proprio fluxo normalizado, e al¢ a verificagao da condicao z; = 0, de
todas as orbitas de uma dada sec¢ao reta cilindrica inicial, vizinha da corres-
pondente érbita 7. As alluras em que foram feitas tais segoes iniciais foram
Y2 = 1,0x107% ou y4 = 1,0x 1072 conlorme o cilindro. Estas alturas devern
ser pequenas para se estar na regiao de convergencia da forma normal. Por
oulro lado, se elas forem suficientemente grandes, partiremos de condigoes
iniciais ja na regiao z; < 0, evitando assim problemas numéricos relaciona-
dos ao tangenciamento do plano z4 = 0 na regiao z > (0, que ocorre no caso
de algumas drbitas. No primeiro método acima sé haviamos necessitado dos
X(2,n) uma vez que 14 esteve em jogo apenas a gecometria cilindrica do fluxo
normal. Mas aqui, embora a integracao do fluxo via (2.17) seja trivial, o
método envolve a propria dinamica desse fluxo ¢ necessitamos adicionalmente
dos coclicientes K(2m). Portanto, a comparagio dos dois métodos se torna
um importante Leste de consisténcia para todos os coclicientes computados.

Os resultados do segundo método estiao apresentados nas Figuras 4.10 e
4.11, enquanto que nas Figuras 4.12 e 4.13 superpomos, para comparacio, os
resultados de ambos os métodos para os correspondentes valores do parametro
p. Vemos entdo que lais resultados sao pralicamente indistinguiveis, o
que confirma indirelamente a consisténcia do algoritmo usado na obtencao
numérica dos coelicientes gerais. Tal concordincia ocorren para todos os
outros valores de p considerados.

O terceiro método consistin na propagagao, no fluxo original exato, das
mesmas condig¢oes iniciais (analiticamente dadas) usadas no segundo método
acitna, obviamente depois de convertidas s coordenadas z. Utilizando se
valores apropriadamente pequenos para p e dado que yy e 3y sao tamhém
pequenos, a convergéncia da forma normal mais uma vez garante que par-
timos de boas condigoes iniciais, no sentido de que iniciamos o fluxo com
precisao sobre um dado semi cilindro. O resultado deste imétodo na ob-
tengdo do “cruzamento” transversal primario em z4 = 0 ¢ 12, < 0 dos
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cilindros que emanam de 7, esta mostrado nas Figuras 4.14 e 4.15 para os
mesmos dois valores de p usados nas figuras anteriores. Nas Figuras 4.16
¢ 4.17 superpomos, para comparagao, os resultados do primeiro ¢ do ter-
ceiro métodos para os valores correspondentes de p. Nas I'iguras 4.18 e 4.19
mostramos, a titulo de ilustragao, a evolugao pelo fluxo exato de uma orbita
tipica sobre o semi-cilindro estavel, com parametro p=1,0x 1072 (e = 0),
desde a secao reta cilindrica inicial até que atlinja a condicao z4 = 0. Ja
nas Figuras 4.20 e 4.21 , mostramos o mesmo para uma orbita tipica sobre o
semi—cilindro instavel correspondente. Estas trajetorias sao tipicas tambeém
para os demais valores de p cstudados.

A partir da comparagio dos trés métodos, feita nas Miguras 4.16 ¢ 4.17,
podemos concluir o seguinte: a construgao quantitativa inteiramente analitica
da topologia cilindrica a partir da forma normal (os dois primeiros métodos),
embora tenha sucesso garantido na vizinhanga do ponto de scla, nao é suli-
ciente, até a ordem 16 computada, para garantir uma concordancia quanti-
tativa completa com o fluxo exato fora dessa vizinhanga (terceiro método).
Entretanto, deve-se reconhecer que os resultados apresentados ja sao muito
bons se analizados no contexto do tecorema de Moser, levando em conta que
estamos nestas figuras rcalmente muito longe do ponto de sela. Quanto
aos aspectos qualitativos, o método analitico sc revela inleiramente {tef A
dinamica exatla (existéncia de cruzamentos homoclinicos, com a preservacao
das simelrias exatas), o que ressalta das figuras apresentadas. Voltando as
FFiguras 4.4 ¢ 4.5, ¢ ao que la comentamos acerca dos fortes indicios de
urma possivel extensao da regido de convergéncia da forma normal, vemos
que os resullados aciina nao desencorajam tal hipotese. Na verdade, eles
indicam que seria interessante buscar evidéncias numéricas adicionais dessa
posstbilidade. Neste sentido, poderiamos posteriormente continuar os cs-
for¢os de compulo da forma normal até ordens mais altas que a ordem 16
aqui alcangada, possivelimente usando recursos de supercomputagao. A cons-
tatacao de uma concordancia quantitativa entre os trés métodos, crescentie
com a ordem computada, nos moldes das Figuras 4.16 e 4.17 (sobretudo
para valores de p assintoticamente pequenos), seguramente completaria os
indicios numeéricos de tal hipdtese.

Por outro lado, o terceiro método possui “per se” duas virludes impor-
tanles: é preciso ¢ semi analitico |, sendo que ambas as qualidades se devem
crucialmente a cxisténcia da forma normal convergente e A sua capactdade
de descrever analiticamente a topologia cilindrica em torno do ponto de sela.



Este método permite o estudo preciso desta topologia, numa regiao mais
extensa que aquela onde a convergéncia esta garantida, via uma integragio
numérica complementar. Podemos por exemplo, a parlir das Figuras 4.16
e 1.17, localizar ¢ computar dirctamente no espaco de fases de quatro di-
mensdes, as orbitas homoclinicas primarias encontradas, bem como as érbitas
periodicas de periodo longo vizinhas. Faremos isso adiante, apos o término
do estudo numérico da topologia cilindrica como um todo.

Consideremos agora o caso dos cilindros (p # 0) para os quais ¢ #
0. Segundo o Capitule 3, um cilindro desses seria o que restaria de um
toro vizinho aos toros hotnoclinicos, apés uma perturbacio nao-integravel
de um sistema originalmente integravel (nesta imagem, vimos que os toros
homoclinicos em si teriam dado lugar aos semi-cilindros estavel e instavel
associados as orbitas 7, os quais acabamos de estudar).

Todos os trés métodos anteriormente descritos e aplicados ao caso p # 0,
¢ = 0, podem ser imediatamente estendidos ao caso € # 0. A dnica dife-
renga € que agora i, ¢ y4 estao sobre a hipérbole yayy = ¢ e temos um
inico cilindro auto-intersectante em z4 = 0. ksta dltima condigio pode ser
escrita nas coordenadas normais y como

N
yp = eyy T D IX(2n) = X(An)yPyste Myt = 0, (417)

In|=2

onde . e yy continuam dados por (4.11) e 34 passa a ser dado em funcio
de w2 por y4 = ¢fy2. Ja ¥, éoblido como a raiz real da condigio polinomial
( 4.17) para a qual ocorre z; < 0.

Os resultados obtidos com os trés métodos para os valores de p = ¢ =
1,0 x 1077 estdo mostrados nas Figuras 4.22 a 4.28: a Figura 4.22 é a sccio
de Poincaré por z; =0, obtida pelo primeiro método analitico (o das raizes
polinomiais), de ambos os ramos do cilindro (tinico) auto-intersectante: a [j-
gura 4.23 descreve os resultados da aplicagao do segundo método analitico (o
da integracdo no sistema normalizado) e a Figura 4.24 superpoe os resulta-
dos de ambos os métodos, confirmando como antes a esperada equivaléncia
dos mesmos. A Figura 4.25 descreve a aplicagio do terceiro método ( o
semi-analitico), que propaga no fluxo original exalo, hoas secoes cilindricas
transversais iniciais, preparadas a partir da forma normal. A Figura 4.26
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compara o primeiro e o terceiro métodos de construgao da se¢ao procurada,
estendendo para o caso ¢ # 0 tanto os bons resultados dos dois métodos
analiticos na descricdo qualitativa da dinamica cadtica, quanio a perspec-
tiva de boa descrigao numérica através deles, para ordens de truncamento da
forma normal maiores que 16. Finalmente, nas Figuras 4.27 e 4.28 proje-
tamos nos planos conjugados a evolug¢ao de uma orbita tipica desde a se¢éo
cilindrica transversal inicial, até a secdo de Poincaré por 24 = ¢ (ambas em
29 < 0), apds uma integracao em ambos os sentidos no tempo.

Apesar das semelhancas gerais, apresentadas pelas figuras no estudo acima,
ha uma grande diferenca qualitativa entre os resultados obtidos nos casos
¢ =0 e € # 0, no que concerne ao que se observa nas intersecgoes cilindricas
transversais. No primeiro caso, ja vimos que tais intersecgoes consistem (ne-
cessariamente) de orbitas homoclinicas associadas as érbitas 7, enquanto que
para ¢ # 0 temos (candidatas a) orbitas periodicas vizinhas as homoclinicas.
Conlorme vimos no Capitulo 3, neste tiltimo caso temos cilindros tinicos auto—
intersectantes que, embora vizinhos dos semi-cilindros que coalescem em 7,
sao independentes de 7. O fato de serem cilindros continuos na vizinhanca,
de 7 faz com que as orbitas nas auto-intersec¢oes, estejam precisamente
saindo do ramo cilindrico que as retira da vizinhag¢a de 7 e reentrando no
ramo cilindrico que as traz novamente a essa vizinhanca,

Dados p,e # 0, sejam as orbilas que estejam na primeira auto-interseccao
do cilindro ttnico. 1istas 6rbitas nao sao necessariamente periddicas pois pode
ocorrer de estarmos vendo apenas um trecho de uma trajetéria mais com-
plexa sobre o cilindro, envolvendo on nao uma ou mais auto-intersecgoes
adicionats; e ainda que {ossem periddicas, poderia ocorrer de elas s6 se fecha-
rem apos um cerlo numero dessas auto-interscccoes adicionais. Por outro
lado, consideramos no caso ¢ = 0 apenas as orbitas homoclinicas primarias,
advindas da primeira intersecgao transversal dos semi-cilindros. Como csta-
mos interessados na acumulagao de orbitas periadicas de periodo longo, nas
drbitas homoclinicas, vamos nos ater 1o caso € # 0 as orbitas periodicas
também primarias, isto ¢, aquelas que se fecham sobre si mesmas ja na pri-
meira anto- interseccao cilindrica transversal.

O fato de que as orbitas da primeira auto-intersecgao de um dado cilin-
dro, nao sao em geral periddicas primérias, pode ser facilmente constatado
propagando-as no tempo. Contudo, fixemos por exemplo o valor de p ¢
variemos o valor de €, obtendo para cada valor atribuido a este ultimo as
auto-intersecgdes primarias e propagando-as no tempo. Veremos que para
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alguns valores bem determinados e isolados do parametro ¢, estas 6rbitas
voltam-se sobre si mesmas exatamente, constituindo—se em 6rbitas periddicas
primarias.

O processo acima descrito foi utilizado com sucesso Lanto na obtencao de
orbitas periodicas primarias quanto na evidéncia do seu acimulo nas érbitas
homoclinicas primarias correspondentes, a medida que os periodos aumenta-
vam. E isto que passaremos a mostrar nas figuras seguintes.

Inicialmente, exibimos nas Figuras 41.29, 4.30 e 4.31 as projecoes de uma
orbita homoclinica primaria (e = 0), associada & drbita 7 para a qual
p = 2,6 x 107*. A homoclinica apresentada na figura (note-se que temos
quatro delas associadas a 1) ¢ aquela que, na segao correspondente i da
Figura 4.14 ou 4.15, para o valor de p aqui escolhido, esta na interseccio
das duas curvas e sobre o ramo negativo do eixo coordenado z,. A prépria
Orbita 7 para este caso, jA se encontra projetada nas Figuras 4.6 e 4.7,
possuindo periodo T' = 3,628 e energia E = 0, 166678375339 . Nas IYigu-
ras 4.32 e 4.33 superpomos a 6rbita homoclinica a 6rbita 7 correspondente,
para a qual a homoclinica tende para tempos — £oo. A érbila homoclinica
numericamente estabelecida nestas figuras foi integrada por um tempo total
de 83,795, que é muito maior que o préprio periodo de 7. Sua energia se
manteve idéntica a de 7 nesta inlegracao, dentro da precisao acima apresen-
tada.

Aplicando o método de busca de drbitas periddicas primarias acima deli-
neado, encontramos um niimero delas, o suficiente para que o processo de sua
acumulagao na correspondente homoclinica licasse claramente evidenciado.
Mantivemos o parametro p lixo em p = 2,6 x 1073, bem como ativemo nos
aquelas orbitas candidatas que, na se¢ao correpondente & Iigura 4.25 para o
valor de p escolhido, estavam na intersecgio das duas curvas também sobre
o ramo negativo do eixo coordenado =z, .

Nas Figuras 4.34 ¢ 4.35 mostramos a érbita periddica primaria para a qnal
¢ = 5,836022 x 107°. O periodo encontrado foi 7' = 14,026 ¢ sua encrgia,
computada pclo hamiltoniano original, a partir da condicio inicial nas co-
ordenadas normais y e convertida as coordenadas z, manteve-se constante
em 7 = 0,1666200153 . Deve ser lembrado aqui que a precisao no estabele-
cimento da energia é tanto maior quanto menores forem p e e, sendo dada
exatamente apenas no ponto de sela. Uma vez que a dinamica é cadtica,
¢ 6bvio que toda a precisao aqui exibida nos parametros das orbitas com-
putadas, se perde com rapidez exponencial no tempo, se as integramos em
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intervalos temporais desnecessariamente mais longos que os apresentados.
O que queremos com tantas casas decimais é apenas enfatizar a esperada
convergencia dos valores de energia aquela de 7, & medida que ¢ — 0.

Nas I"iguras 4.36, 4.37 € 4.38 mostramos a orbita periédica primaria para
aqual € =4,1216 x 1078 . O periodo e a cnergia desta drbita sao 7' = 21, 381
e I£=10,166678334123 , respectivamente.

Nas Figuras 4.39, 4.40 e 4.41 mostramos a orbita periddica primaria
para a qual € = 2,9118 x 107", O perfodo e a energia desta érbita sio
T = 28,536 e F =0,166678375310, respectivamente.

Finalmente, nas Figuras 4.42, 4.43 e 4.44 mostramos a érbita periddica
primaria para a qual € = 2,057124 x 10='*. O periodo e a energia desta
orbita sao 7'= 35,791 e F =0,166678375339, respectivamente.

A rigor, devemos estudar a acumulagao das 6rbitas numa mesma su-
perlicie de energia, no caso, na superficie que contém a prépria érbita 1
considerada. Entretanio, deve ser notado que os valores de energia das
orbitas acima vao rapidamente convergindo para o valor correspondente a
esta iltima, a medida que o valor de € diminui. Nota-se lambém que todos
os periodos encontrados sho aproximadamente multiplos do periodo de 7, o
que também é consistente.

Por fim, superpomos nas Figuras 4.45, 4.46 ¢ 4.47 a 6rbita homoclinica
mesma e as Orbitas peridédicas encontradas. O processo de acumulacio das
altimas na primeira, a medida que o periodo cresce, é evidenciado de modo
notavel aqui, principalmente porque ele pode ser acompanhado nao sé no
plano (z;,z3) ¢ na regido macroscdpica do plano (z,,2,), onde a quase
identificagao com a homoclinica é rapidamente alcangada (com o crescimento
do periodo), mas também na regiao microscépica préxima da origem do plano
(29,24). Embora esta iltima regido tenha distancias tipicas de cerca de
irés ordens de grandeza menores qua as da regidao macroscépica, é nela que
persistem as maiores diferenciagdes entre as 6rbitas vizinhas.

Foi fetto um teste final e independente, com o objetivo de assegurar-se
que o método acima esta computando com precisao 6rbitas periddicas exis-
tentes no fluxo hamiltoniano exato. Obviamente, isto nfio é necessirio em
principio, dado que a convergéncia da forma normal - e o ter-se 4 mao
um codigo de integragio numérica confidvel - sdo suficientes para garan-
tir isso. Entretanto, pode-se questionar se o truncamento da série normal
na ordem 16, aqui realizada, é suliciente para garantir a precisio numérica
dos resultados apresentados e, ainda mais, se o procedimento todo nao esta
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comprometido por possiveis erros sistematicos.

Para esse fim, utilizamos um cédigo divulgado na literatura [24] para o
calculo de orbitas periodicas em fluxos hamiltonianos de dois graus de li-
berdade. Partindo de uma drbita (aproximadamente) periddica dada, este
codigo utiliza um método linear do tipo Newton-Raphson para o sistema
diferencial, de modo a obter uma orbita periodica exata, vizinha da orbita
postulada. A principal caracteristica do método e a rapidez com que a con-
vergéncia ¢ alcancada, o que resulta de se reescrevé-lo em termos da matriz
de monodromia da orbita procurada.

No presente caso, introduzimos no referido codigo, como orbitas periddicas
postuladas, justamente aquelas que obtivemos nas figuras anteriores. A se-
guir, procedemos em cada caso a computacdo da orbita periodica exata de
mesina energia e periodo. O resultado foi que, em todos os casos, incluindo
o da propria orbita instavel 7, o codigo convergiu para oOrbitas periodicas
praticamente indistinguiveis daquelas que ja haviamos obtido através da
forma normal. Para efcito de comparagio, mostramos nas Figuras 4.48,
4.49 e 4.50 a superposicao de uma oOrbita periodica inicial, a de parametros
p=2,6x1072, ¢ =2,057124 x 10~ , T = 35,791 e E =0, 166678375339,
ja mostrada nas Figuras 4.42, 4.43 e 4.44, com aquela para a qual o refle-
rido codigo convergiu a partir desta 6rbita inicial. A concordancia entre as
orbitas, exibida nestas figuras, € tipica de todos os demais casos computa-
dos, o que confirma a suficiéncia do truncamento da série normal, por nos
considerado, na ordem 16.
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Figura 4.1: Curvas de nivel do potencial de Hénon-Heiles U{qy, ¢2), dado
pela equagio ( 4.2).
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Figura 4.2: Obtencao semi-analitica precisa das varicdades estivel e instavel
que emanam do ponto de sela (p = € = 0) . No sistema de Hénon-1leiles
elas constituem wma tduica orbita homoclinica, totalmente contida no plano

(22, 2'4).
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Figura 4.3: Familia de 6rbitas do plano (z3,2,), & qual pertence a 6rbita
homoclinica associada ao ponto de scla.
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Figura 4.5: ldem a Figura 4.4, com a forma normal truncada nas ordens
(impares): 3, 5, 11, 21, 31, 41 e 49, respectivamente.
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Figura 4.6: Obtencio analitica de érbitas periddicas instaveis vizinhas do
ponto de sela (projecdo no plano (g, 24)). Aqui, usamos a forma normal até
a ordemn 16, para trés orbitas (¢ = 0): p = 1,6;2,6 ¢ 3,6 x 1072, respec-
tivamente. Apresentamos também a integra¢ao semi- analilica precisa para

cleito de comparagao.
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IFigura 4.7: Proje¢ido no plano (zy,z3) das orbitas periodicas instaveis da
I'igura 4.6.
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Figura 4.8: Obtencao analitica pelo Primeiro Método (zeros de polinomios),
da secao de Poincaré por z4 = 0, das estruturas cilindricas que emanam da
Orbita 7, para p = [0 x 107% (e = 0). As intersecgdes da fignra consistem
de érbitas homoclinicas ¢ revelam a existéncia das intersecgoes cilindricas

transversais.
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Figura 4.9: Idem a Figura 4.8 pelo Primeiro Método, s6 que agora para

p=1,0x 1019
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Figura 4.10: Obten¢ao analitica pelo Segundo Método (pelo fluxo norma-
lizado), da se¢do de Poincaré por zy = 0, das estriduras cilindricas que
emanam da orbita 7, para p = [,0 x 107 (¢ = 0). As interseccoes da figura
consisten de érbitas homoclinicas e do mesmo modo revelam a existéncia
das intersecgoes cilindricas transversais.
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Figura 4.11: Idem a Figura 4.10 para o Segundo Método, s6 que agora p =
1,0 x 10719,
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Figura 4.12: Superposi¢ao das IMiguras 4.8 ¢ 4.10, para elcito de comparagao
dos dois métodos analiticos. Aqui, usamos p = [,0 x 107*. A concordancia
é quase completa, o que confirma a consisténcia numérica da obtengao dos
coelicientes gerais X (z,n) e I{(2m).
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Figura 4.13: Superposicao das Figuras 4.9 ¢ 4.11, para eleito de comparacio

10

dos dois métodos analiticos. Aqui, usamos p = 1,0 x 107 com conclusao

idéntica a da Figura 4.12.
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Figura 4.14: Obteng¢ao semi-analitica precisa pelo Terceiro Método (pelo
fluxo exato), da secao de Poincaré por z, = 0, das estruturas cilindricas que

) Y I
emanam da 6rbita 7, para p = 1,0 x 1073 (¢ = 0).
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Figura 4.15: ldem a [ligura 4.14 pelo Terceiro Método, s6 que agora para
p=1,0 % 10-1°,
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Figura 4.16: Superposicao das IFiguras 4.8 e
paragao do Primeiro (analitico) e do Terceiro (semi-analitico) métodos.

4.14, para efeito de com-

Aqui, p = 1,0 x 1073, Os métodos inteiramente analiticos descrevem os as-

pectos qualitativos da dinamica cadtica, com a perspectiva de levar também

a bons resultados numéricos, para ordens > 16 da forma normal.
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Figura 4.17: Idem & Figura 4.16, que compara os dois tipos de métodos, s6

que aqui isto é feito para p = 1,0 x 107'°, com idénticas conclusoes.
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igura 4.18: Evolucao no plano (29, z4) de uma orbita tipica sobre o semi-
b

cilindro estavel com p = 1,0 x 107 (¢ = 0), desde uma condigao inicial em

29 < 0 até atingir o plano 24 = 0 (mmediante inversao temporal).
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Figura 4.19: Evolugio no plano (zy, z3) da 6rbita mostrada na Figura 4.18.
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Figura 4.20: Idem a Figura 4.18, s6 que agora para uma orbita tipica sobre
o semi-cilindro instavel correspondente.
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IYigura 4.21: Evolugao no plano (zy, z3) da 6rbita mostrada na Figura 4.20.
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Figura 4.22: Obtencao analitica pelo Primeiro Método (zeros de polindmios),
da segdo de Poincaré por z; = 0, do cilindro para o qual p = ¢ = 1,0 x
1073, As intersecgoes da figura consistem de candidatas a érbitas periédicas
¢ também revelam a existéncia das intersecgoes cilindricas transversais.
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Figura 4.23: Obtengio analitica pelo Segundo Método (pelo fluxo nor-
malizado), da secao de Poincaré por z; = 0, do cilindro para o qual
p=c=1,0x 1072 Do mesmo modo, as intersec¢des da figura consistem
de candidatas a drbitas periddicas e revelam a existéncia das intersecgoes
cilindricas transversais.
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Figura 4.24: Superposigao das Figuras 4.22 e 4.23, para cfeito de comparacao
dos dois métodos analiticos, para p = ¢ = 1,0 x 1073, Também necsse caso
(e # 0) a concordancia é quase completa, o que mais uma vez confirma a
consisténcia numérica da obtengao dos coeficientes gerais X(z,n) e K(2m).
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Figura 4.25: Obtencao semi-analitica precisa pelo Terceiro Método (pelo
fluxo exato), da secao de Poincaré por z4 = 0, do cilindro para o qual p =
¢=1,0x10"3 .
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Figura 4.26: Superposi¢io das Figuras 4.22 e 4.25, para comparagao do
Primeiro (analitico) e do Terceiro (semi-analitico) métodos. Aqui, p = € =
1,0 x 1073 e confirmamos os bons resultados dos métodos analiticos na des-
crigao qualitativa da dinamica cadtica, além da perspectiva de bons resulta-
dos numéricos destes para ordens > 16 da forma normal.
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Figura 4.27: Evolucao no plano (zy, z4) de uma 6rbita tipica sobre o cilindro
y

com p=c=1,0x 1073, desde uma condigao inicial em 2z, < 0 até atingir o

plano z4 = 0 via uma integragio em ambos os sentidos no tempo.
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Figura 4.28: Iivolucao no plano (zy, z3) da érbita mostrada na Figura

2
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Figura 4.29: Evolugio no plano (29, 24) da 46rbita homoclinica (¢ = 0) indi-
cada no texto, para a qual p = 2,6 x 1072. O tempo de propagacao total
utilizado foi de 83,795, muito maior que o periodo 7' = 3,628 da 6rbita 7
correspondente. Sua energia, idéntica a de 7, é I¥ = 0, 166678375339.
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IFigura 4.30: Ampliacao e torno da origem, no plano (zy, z4), da Figura 4.29,
revelando a existéncia de uma micro-estrutura para a orbita homoclinica

nessa regiao.
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Figura 4.31: Evolugao no plano (z, 23) da érbita homoclinica mostrada na
Figura 4.29.
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Figura 4.32: Idem a Figura 4.30 no plano (z3, z4) onde, além da drbita ho-
moclinica, agora se inclui, para comparagao, a orbita periddica 7 correspon-

dente, para a qual ela tende para tempos — +oo.
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Figura 4.33: Superposi¢ao, no plano (zy,z3), da drbita homoclinica ¢ da
orbita T correspondente.
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Figura 4.34: Evolugao no plano (z,, z4) da dorbita periédica para a qual p =

2,6 x 1072 e € = 5,836022
' =0,1666200153.
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Figura 4.35: Evolugio no plano (z1,23) da dérbita periddica mostrada na

Ifigura 4.34.
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IFigura 4.36: Evolucao no plano (z3, z4) da orbita periddica para a qual p =
2,6 x 107% e ¢ = 4,1216 x 1078, Scu periodo é 1" = 21,381 ¢ sua energia &
F = 0,166678334123.
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Figura 4.37: Ampliacao em torno da ori cimn, Nno )l;mo 29424 (lﬂ, orbita
b 3 ’ "
p(*‘,l'i(,)(“(?ﬂ. mostrada na Figlll‘ﬂ, 4.36.
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Figura 4.38: Evolugio no plano (z;,z3) da 6rbita periédica mostrada na
FFigura 4.36.

0.004 I

ORRBITA
PERIODICA

0.002 NS
,///
/
y,
/
/
/
e 0.000 b
\\
A\
\\
-0.002 |

ERSILON - 4,1216X10- 8

RO=2.6410-.3

- 0.004 - D T R JT T DU PO [ T ! L R
-0.006 -0.004 -0.002 0.000 0.002 (3.004

88



Figura 4.39: Evolugao no plano (22, z4) da érbita periddica para a qual p =
2,6 x 107 e € = 2,9118 x 107", Scu periodo é 1" = 28,536 ¢ sua encrgia é
I7 =0, 16667835310.
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