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7 INTRODUGAO

A compreensao dos sitemas Hamiltonianos tem  sido
fruto de extensas pesquisas que remontam ha mais de um século.
Poincéré foli um dos pioneiros em propor .a busca de informagéo 50
bre estes sistemas via outros métodos que ndo a infrutifera bus
ca de solugoes explfcitas. Nasceu com Poincard a idéia de  se
“tratar o eSpago_de fases dos sitemas Hamiltonianos como um en
te geométrico e através deste conceito se tentar obter linhas
gerais sobre o que acontece ao sistema dadas diferentes condi
¢0es iniciais, sob perturbacgdes, com a variacao da '‘grandeza"

dalperfurbagéo, etc.

Dentro desta linha de pensamento écpm se situa este
crabalho. No capitulo I & feita uma rapida revisao dos sistemas
Hamiltonianns, conceito de_integrabilidéde, existéncia de solu
¢oes explicitas, do conceito oposto; ou seja, a.ergodicidade e
do conceito mais atual de sistemés quase-integraveis, onde coe
Xistem regiBes estaveis e regioes ''cabticas'' no espaco de fa
-ses de um mesmo sistema. Este,ﬁltimo_conceito tem origem  no
teorema de Kolmogorov, Arnold e Moser, conhecido como teo-
rema K. A. M.. Conforme sera discutido no capitulo sobre sis
temas _Hamiltonianos, tal teorema nao &.suficiente para uma
descrigao, mesmo qualitativa, satisfatoria. Fez-se entao neces-
sario juntar o método de superficie de seccao, também chamada

de Poincaré, método este melhor apropriado para o estudo de

sistemas Hamiltonianos con dois graus de liberdade.

.

A redugao do problema ﬁé.cilculo de aplicagaes, de



finidas pela aplicagao de Poincaré na superficie de secgao,

oferece um método muito menos enveolvido, tanto do ponto de vis-
ta computacional como analitico. Embora tal método tenha si
do proposto por Poincaré no fim do s€culo passado e continuado
por Birkhoff em varios trabalhos subsequentes, so foi efe-
tivamente usado pela priméira vez por Hénon(l) em 1963, no
que poderfamos considerar um trabalho pioneiro neste sentido.
E curioso notar que o teorema-K. A. M. foi definitivamente pro
vado neste mesmo ano, apesar de sua idéia inicial ter sido
proposta por Kolmogarov em 1954. O método de seégﬁo de Poinca-
ré e os conceitos sobre as aplicacoes de mesmo nome serdo tra
tados no capitulo II.. Em particular serao exaﬁinados 0% con-
ceitos de ponto fixo estévél ou inétévél,_correspondentes a0
de 6rBita, peridodica estavel ou instavel de um sistema Hamilto

niano.

Nas duas Gltimas décadas surgiram varios trabalhos
de pesquisa sobre diferentes aplicagoes. A aplicagao aqui tra-
tada & uma - variacao da aplicacZs 'quadrdtica proposta por Hé

non(z), a saber:

Xq X cos o - (y - xz) sen o

(1.1)

B

¥4 x sen a + {y - xz) cos o

2 qual, como veremos no capitulo III, podem ser reduzidas to-
das as aplicacgoes polinominais quadraticas. A aplicagao (1.1}

oferece um ¢0mplemento satisfatdrio ao teorema K. A. M. na ana
1ise do comporfamento dos sitemas Hamiltonianos. Féz-se necessa
Tio salientar que este tipo de estudo nao visa o tratamento de

um sistema Hamiltoniano eSpecifico, mas sim de uma classe de

-~



sistemas Hamiltonianos passiveis de éepem satisfatoriamente des
critos, do ponto de vista qualitativo, por aplicacgoes de Poincg
Té, qué No Nosso éaso em particular €& uma aplicacao polinomial
quadratica e que portanto aproxima aplicagoes 1wmais gerais na
vizinhanga da origem (ponto fixo estavel). A aplicacao aqui

tratada e:

x cosh o+ (y - xz) senh a

]
li

(I.2)

fl

y; = X senh a+ (y - xz) cosh «

Esta aplicagao, como sera visto em detélhe no ca-
pitulo III, € complementar @ I.1 no sentido dé que se presta
ao estudo da ocorreéncia de caos (ou instébilidade) nos sistemas
Hamiltonianos. A aplicacao I.1 descreve satisfatoriamente re
gios cadticas, circunscritas por orbitas estaveis na vizinhahga
de.origem, em. sua coexisténcia com "ilhas" de esfabilidade. Ja
no caso da aplicacao I.2 obtemos sempre regides cadticas a
Bertas, perto da origem, '"provocadas’ pela presenéa do pont6
fixo instavel na origem, que age como uma espécie de destabili-
zador do sistema com uma transicao do quase-integravel a total

ergodicidade, conforme se aumenta o parametro o da perturbagio

quadratica.

Devido a estas caracteristicas que notamos na apli-
cagdo de Henon modificada, concentramos a maior parte do traba
lho no estudo das separatrizes que surgem - do ponto fixo insta
vel e,confdrme' podera ser visto no capituio IY, vao gradual
mente trazendo maior '"caoticidade™ ao sistema, até que para um

dado valor de & o ponto estavel associado Se torna instavel,

dando origem a uma bifurcagdo, i, €, o aparecimento de dois



pontos estiveis associados ao novo instivyel.

Alligagao entre as assintotas e o caos das orbi-
tas wvizinhas aparece quando aquelas se cruzam em pontos home-
ctinicos, i, &, "pontos nido fixos. No capitulo IV calcularemos
a forma normal de Birkhoff(é) para a aplicacgao na vizinhanca
do ponto instivel até 3a. ordem, e obtemos razoavel concordancia
para a posigao do primeiro ponto homoclinico. E interessante no
tar que até agora o emprégo de formas normais tem se dado sem
pre nas vizinhancas de pontos fixos estaveis, obtendo-se assim
aproximagoes integréveis. O seu uso sistematico para.o estu-

do de regioes caldticas parece promissor.



CAPITULO I
SISTEMAS HAMILTONTANOS

- 1,1 - Sistemas Hamiltonianos Integraveis

Un sistema Hamiltoniano & caracterizado por um es.

pago de fases de dimensao:
N = 2n : : (1.1)

onde n € o numero de graus de liberdade do sistema. Neste espago
de fases podem ser definidos dois sistemas de coordenadas con
jugadas (q, p) e uma funcao H destas coordenadas (exclui-se

aqui a dependéncia temporal explicita), chamada fungdo Hamilto

niana do sistema H(g. p) que juntamente com o sistema de Zn
equagoes:
3 = V_H
T
(1.2)
p =-V_H
P

"definem inteiramente o sistema. O campo vetorial formado pelo

conjuhto de vetores (g, p). chamado campo vetorial Hamiltoniano,
determinam o fluxo de fase. Diz-se que um sistema Hamiltoniano
€ completamente integravel quando existem n primeiras integrais
analiticas e univocas i, €, n funcgoes F;{q, p) que sao
constantes ao longo da trajetoria do sistema no espago de fa

ses, também chamdas constantes de integracdo, i, e

F. (a, p) = f, o (1.3)

Além disso, estas n fungoes devem ser independentes



entre si ¢ satisfazer a condigao

(1.4)

onde { } € o colchete de Poisson. Neste caso as n F.'s sio

ditas "em involucgao'.

Como o sistema Hamiltoniano & conservativo, a ener
gia total do sistema pode ser tomada como uma destas constantes,

ou seja,

A existéncia destas n fungoes, constantes ao longo
da trajetoria do sistema no espago de fases, implica que a tra-
ietoria do sistema se limita a um sub-espago de n dimensdes imer

so no espago de fases Rzn

. Prova-se por argumentos de topolo-
gia que este sub-espaco €& um toro de n dimensoes ao  qual
o fluxo Hamiltoniano

. = (V. F.,-Vv_ F.),3=1, 2 ... n 1.6
v (.B i 7Y J) J (1. )

constituido de 2n componentes & sempre tangente.

No caso de sistemas com apenas um grau de liberda
de a constante de integragio, devido a relagdo (1.5), € a prd
pria energia total do sistema, em outras palavras, todo sistema
unidimensional € obviamente integravel, assim como qualquer sis
tema de n dimensoes que seja separavel, visto que sempre podé

mos desacopla-lo em n sistemas unidimensionais.

Nos sistemas com um grau de liberdade ‘o €Spago de



fases € bidimensional e os toros de uma dimensdao sao simplesmen
te as curvas de nivel de H(p, q). Tomemos como exemplo um pén

dulo simples, cujo espaco de fases & bastante familiar (Fig.l.1)

NN~

PN |
ETAN G AR
_\—//\-“\/;/t\\'\_,e

m

. Fig. 1.1
Como a Hamiltoniana pode ser dada por

pez o
B9y pg) = — mgleos § = B. (1.7)
ml
a equacao
pe(e, E) = {2 m1™ (E.+ mgl cos 8) ' (1.8)
define as curvas da Fig. 1.1 - a familia de curvas unidimensio-

nais definida pela eq. (1.8) sao os toros que neste caso coin

cidem com a propria trajetoria do sistema.

Podemos tomar outros potenciais unidimensionais
para ilustrar trajetdrias do sistema no espago de fase. Tomemos

por exemplo as Hamiltonianas,




+ xz + pz Z XS
H(x, p) = —_—x X (1.9)
L2 3

Se levarmos em conta o termo ciibico temos a equagao da 1la.
aproximagao de um oscilador nac-harmonico. A forma dos potenciais
incluindo-se o termo cibico e as rESpectivas curvas de fase @
ilustrada nas figuras 1.2a e 1.2b, respectivamente para cada

conjunto de sinais da equagéo-(i.Q).

vix) - - :
A )

x 4
T

-——

B
v

a) ' - b)
Fig. 1.2
Estes potenciais correspondem a osciladores pertur
bados por um termo cubico. As curvas unidimensionais correspon-

dentes a E = cte sio o© sub—espago definido por esta primeira

integral, ou seja, "os toros unidimensionais. A visualizacgao pa



ra sistemas com mais de um gfau de liberdade, cujos espagos
de fases tém dimensio 2n, ja _nio € tao simples e temos  que
recorrer a intuicdo. Para isto faz-se necessario colocarmos
0 problema em termos de ;oordenadas.conjugadas mais apropria-

das,

A existencia de toros folhendo o espago de fases
de uma forma densa, torna razoavel a escolha de coordenadas con-
jugadas topologicamente' mais naturais,que podem ser obtidas me
diante uma transformagéo-cananica. Estas varidveis siao ditas
normais e sao mais conﬁecidas como variaveis de angulo-acao.
(I, 8). Nestas variaveis a fungio Hamilfoniana.é ciclica  nos

angulos e portanto H depende  apenas das agoes. Temos entao:

Ij(t) = cte = Ci }J =1, 2 ... n (1.10)
e.
j -

As funcbes w. sao chamadas frequeéncias normais do
sistema e facilmente podemos integrar (1.11) como:

Bi(t)‘é wi.t *as ‘ (1.12)

onde os a;s sdo determinadas pelas condigoes iniciais.

Em uma dimensdo representamos o toro, inicialmente,
como um segmento de reta de Comprimenfo 2m. O ponto cofreSpql
dente & evolugao temporal do sistema se move ao longo deste seg
mento de 0 a 27 com a velocidade w dada pela eq.(1.12) . Co

mo o movimento & periddico, pois 6 € um angulo, ao atingir 2w
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o ponto passa subtamente de 27 de volta a © = 0, Para evi
tar esta descontinuidade podemos juntar as duas pontas do seg

mento obtendo assim um circulo (Fig. 1.3).

0 27T
—_—l A@
8, 27T

a) 8(t) = ot + « ‘ b) Trajetoria representada.
: como um circulo onde 6 &

coordenada angular e

) E =1, a acao.
Fig. 1.3

No caso de dois graus de liberdade que pode-se fa
zer uma'tonstfuﬁﬁo‘sehe}hante. No plano fei, 6,) o movimen-
to se di num quadrado de lado 2w, uma obvia extensdo do caso
n=1. 0 ponto da trajetdria se move com vélocidade wy e
W, respectivamente; quando um lado do quadrado & atingido ele
reaparece no lado oposto e paralelo a si mesmo (Fig. 1.4}. Des

ta  forma vemos que a superficie & de fato um

toro de duas dimensdes que nos e familiar também no espago Eu

clidiane,

Como sera entdo a forma da trajetoria num to-

ro genérico de n dimensdes? No caso n = 1 a trajetdria €, co

mo ja vimos, o proéprio toro, ou seja, o circulo H = cte. No

cnso de dois graus de liberdade a trajetoria pode ou mao  co
brir densamente o toro bidimensional; isto depende de como as

as duas frequéncias distintas v, e w, se relacionam entre

1 yA
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2T .
0, /

Fig. 1.4

m .
- - 1 - - 2o
si. Se a razao 5~ © Tracional temos uma trajetoria fechada

na superficie do toro. Quando as frequéncias ndo sao ressonantes,

ou seja nao existe uma relagao do tipo
my wg ﬂ$a n, w, = 0 (ml, m, inteiros)

é fidcil imaginar que o toro & densamente coberto pela trajeto-

ria que nunca se fecha e tal trajetoria € dita quase-periodica,

No caso geral, para n graus de liberdade, se as

frequencias nao obedecem uma relagido do tipo

n
Iomoe; =0 | (1.12)
i1

para nenhum m ent8o a trajetdria € densa mno toro n-dimensio-
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nal; caso exista uma relagdo parcial de comensurabilidade, ou
seja p -relagoes do tipo (1.12) independentes entre si, a

trajetdria ocupa um sub-espago de dimensio (m - p) no toro.

A relagao

v = == = £ (1.13)

€ chamada n? de rotagao da frequéncia w, e pode ser inter
pretada como o angulo entre pontos sucessivos no circuito Yq
correspondente a coordenada 6., enquanto a orbita da uma volta
completa mno outro circuito Y, correspondente a 6,. Caso nao
haja comensurabilidade, vy € dirracional e o toro & cober

to densamente,

Podemos imaginar o espago de fase como que  folheado

por toros nos quails estro todas as possiveis trajetdrias do

sistema. E fdcil extrapolar 0 caso visto de duas di
mensoes para o caso de n dimensdes onde cada um dos w; (i =1,
cee, M) sao coordenadas nos .oros e cada toro & representa

do pela sua agao I.

1.2 - Sistemas Hamiltonianos Quasi-Integrdveis e Ergddicos

Dado um sistema Hamiltoniano estavel € sempre possi

vel reduzi-lo & forma normal, ou seja:

H(I, 8)

Ho (1) + el (I, 8) (1.14)

onde EHl(l,'gj representa uma perturbagao do sistema Ho(l) in
tegrivel e e & um parametro que nos di a “grandeza" da

perturbagiao. A pergunta que se coloca & Se neste novo sistema
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as n constantes , de integragldo podem ainda ser en-
contradas. - Isto significaria que o espago de fases correspon-
dente seria, no caso afirmativo, estruturado pela mesma fo

lheagao de toros  como descrito na secgdo anterior, A respos-

ta €& que, em geral, nao 3 possivel ~ encon-
traT n constantes de integracao, sendo a integrabilidade

uma excessao € nao a regra. L

. L —
i v \1—’ i
L

No caso de e # 0L~§ﬁfoﬂmmg&3 de toros no espago de
fases € destruida parcialmente e apenas uma parte dos toros
sobrevivem distorcidos. A parte que sobrevive € um con-
juntoc - de medida finita.. Neste caso dizemos que 0
sistema & quase-integravel, na medida em que¢ o espago de fase &
ainda povoado por toros sobre os quais temos trajetorias com
as mesmas caracteristicas encontradas no caso integravel. E
natural que se pergunte -quais sao os toros destruidos e quais
os sobreviventes. Esta & exatémente a pergunta respondida pe

lo teorema K. A. M.

A prova de Arnold parte de um sistema integravel
com n graus de liberdade , e neste sistema considera um dos to
ros de dimens@o n caracterizado por suas n frequéncias u.wl(Il...1

In),..., w

o (rl... In). Ao sistema integravel e entao adicio

nada uma pequena perturbacao representada por aHl(l, 8) e pro-
cura-se a existéncia de um toro no sistema  perturbado com
exatamente estas frequencias. E usado para tanto um método
iterativa, ao contrério da teoria de pefturbagaes canonicas
que parte da Hamiltoniana intggrével Ho(l) para obtencao de
una série que em geral & divergente. O método de Arnold @& se

melhante ac método de Newton para se encontrar raizes de fun-
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¢oes.

Podemos resumir. o resultado do teorema em pou-
cas palavras. O toro permanece, embora distorcido, se as
frequencias ws 'sao suficientemente afastadas de qualquer
relagao de comensurabilidade do tipo (1.12), mais precisamente

oS w, devem obedecer a seguinte desigualdade

n -Y
I Imill R (1.13)

onde ¢ e y sao constantes para qualquer conjunto de inteil
ros  my (nao todos nulos . ao mesmo tempo); Y ¢ fixo e «c de

pende da amplifude da perturbagao.

O teorema K. A. M. nos fornece entdao uma condi
cdo suficiente para a existencia de toros invariantes sob per
tufbagﬁo; No. entanto, nada se pede afirmar com felagéo is re-
gioes que sao excluidas pela relagao (1.15), ou seja, o que
acontece com oS toros cujas frequencias sao ' comensuraveis
e suas vizinhangas. Ao contririo do que &s vezes se acredita,
este teorema nada afirma sobre a destruigcao de toros nesta
régiﬁo, apenas afirma a existéncia dos toros nas demais. No
entanto se examinarmos o problema com métodos numéricos, estes
tendem a sugerir,-como_veremos.no.cépftulolll, que os toros

sao de fato destruidos nas vizinhas das frequéncias comensura

veis.

Existem alguns sistemas especificos que podem ser
considerados Tesultantes de um sistema integravel fortemente

perturbado, para os quais ja foi demonstrada a ergodicidade!

Nestes sistemas as Orbitas sHo quase todas cadticas no sen
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tido de QUe .com © tempo a vizinhanga -de qualquer ponto da
superficie de energia ¢ atingida e isto dimplica na destrui
cao dos toros originais que limitam;(mmolja'vimos, a orbita
do sistema a um sub-espaco do espago de energia. A sobrevivencia de
‘uma ou outra Oorbita periddica conforme o sistema considerado,
‘nao quebra a ergodicidade, pois constituem um conjunto es

pecifico devido a condig¢bes iniciais muito especiais,
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CAPITULO 11

SECAQ DE POINCARE - APLICACOES QUE PRESERVAM A AREA

2.1 - Secdao de Poincaré

Como ja foi dito na introdugdo, a superficie de Sec
¢do de Poincaré facilita o estudo qualitativo dos sistemas me-
canicos hamiltonianos. Embora tal técnica seja genérica, ela
melhor se aplica & sistemas de dois gfaus de liberdade, Nesse
sistema o espago de fase R4 € definido pelo conjunto das qua-
druplas.(x, Ys Py» py)' Alequagﬁo H =(x, v, Py py) = E = cte.
define superficies tridimensionais que sao superficies de ni-
veél de energia total constante. Se interceptarmos uma destas
sﬁperf{cies com-o plano y = O-Obteremos a superficie de Secgio
de Poincaré, Sxf Desta forma se cqnhgéermos o estado inicial

do sistema em S digamos P, temos:
x

(x, px)' ey =0,

e py pode ser obtido da Hamiltoniana a menos de um sinal, que

é escolhido arbitrariamente para o estudo em questdo.

Uma 6rbita que descreve a evolugao do estado - do
sistema no espago de fases cruzara a superficie de Secgao de
Poincaré repetidas vezes Fig. (2.1). E claro que o sistema
considerado deve ser ligado (ou limitado). para que possamos ex
trair alguma informagdao. a respeito.do mesmo  através das

- - - - - -
sucessivas - passagens -.da orbita pela superficie de

Poincare. Pouco se ©poderia dizer de um sis-
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Px
d.... e, Sy
//XEK{P|’/P3
P2 X
y
Fig. 2.1

tema nao limitado, que tem apenas uma passagem por esta su-
perficie. Mantendo~se uma coexéncia com a escolha feita para

o sinal do movimento p dizemos que o ponto P. € a imagem de
5 .

1
P, sob uma aplicagdo T da superficie de Rﬁmﬁagé pela mesma.
Podemos entao agora mudar a nossa linguagem e ao invés de se
falar em _6rbitas, falarmos dqs sucessivos pontos Po’ P1 N
P que vao sendo obtidos a partir de P_.

P =T (P Py = T (P), (2.2) -

n—'l) L 1
Com o conceito desta aplicagado da superficie nela mesma, pode
mos agora reduzir o estudo do problema Hamiltoniano ao es-

tudo das aplicagoes deste tipo.

Consideremos agora ao invés de apenas uma oOrbita,
um tubo de Orbitas que intercepta a superficie de secgao

numa - curva C_ de area A . Entdoc, na sua proxima  pas-
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sagem o tubo cortara um contorno C, de area A, (Fig. 2.2)

Fig. 2.2

De acordo com a definigdo da aplicagdo T  acima

ﬁodemos dizer que todo ponto que passa por Ao volta em Ay

(2.3)

Os tempos de chegada de cada ponto P, ¢ [AO]' po~
dem ser diferentes uma vez que cada Orbita tem as suas carac-
teristicas proprias, mas do ponto de vista da aplicagdo consi

derada isto € irrelevante.
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0 teorema do invariante de Poincare. - Cartan nos
] -

diz que

“§;(P . dqg ¥ H dt) = cte (2.4)

—

para qualquer tubo de Grbitas no espago de fase estendido. No

caso em questao H = E = che., logo ’ﬁat = 0. Portantg (2.4) se

ufrp.qS = cte. (2.5)

Pode-se entd@o concluir que a area determinada pelo tubo de Or

reduz a

bitas na superficie de Poincaré, sobaagio de T € preserva
da, 1.e.,

T (A) = Ay,

e por (2.5) podemos concluir que

Por esta razao restringiremos o estudo de aplicagaec T do pla-

no sobre si mesmo Aquelas que preservam a area.

No caso de sistemas integraveis de 2 graus de 1i-
berdade sabemos que as orbitas estdo "presas" a toros bidi-
- . - Iﬂﬁffog{#— . - -
dimensionais“H(p, q) = E. Um toro & uma espécie de tubo
que volta sobre si mesmeo, portanto um corte determinado por
e
. . .io-}'-.
Sx sobre a familia de um parametro de toros” H (p,q) = E, nos
da.curvas concéntricas, cada uma delas sendo a inter€ecdo de

um toro com Sx (Fig. 2.3).



20

Fig. 2.3

Pela relagao (2.5) sabemos que a area destas cur-

vas fechadas enm Sx e

A, =2711 | (2.6)

1
p. d x (2.7)
.S__\X

e Yy corresponde a wm. dos circuitos irredutiveis do toro cor

onde:

respondente a2 frequéencia normal w_,. Portanto podemos reconhe-

x.
cer um toro em S, pela drea'interceptada', e a posigao no to-
ro pelo angulo © que comc ja foi visto no capitulo anterior,

e tal que ,
de
dt 3 1

it

= w (1) (2.8 )
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As curvas correspondentes ao caso integravel - sao
de dois tipos conforme a relagao de comensurabilidade entre
as duas frequéncias normais w, e my (Fig. 2.4) e conforme

discutido no capitulo anterior.

i) se o numero de rotagao

v= X -Psq  Pgq inteiro (2.9)
y

A
NEw:S

oS St
€ racional entao a'curva' & constituida de /qL pontos fixos

de Tﬁl(Fig. 2.4a), ou seja

) ' (2.10)

q 3 =
T (P) ‘ P,

e dizemos que o numero de iteragdes q ¢ @ ordem de comensura

bilidade;
ii) se- v € irracional temos ergodicidade no toro e, como
neste caso a orbita nunca se fecha, os pontos P. ...P "de-

1
. senham” uma curva fechada sobre a qual sao densos. Para  se

observar 1isto basta que tenhamos um grande ntmero de ite-
ragoes que corresponde a uma longa observacio do sistema

(Fig. 2.4b).

Quando o sistema € nao integravel temos pontos alea
torios (cadticos) que varrem uma regido bidimensional enm S,

para os valores de x & P permitidos (Fig. 2.5). Isto sig

X
nifica que a orbita n3o estd mais circunscrita @ superficie

~de toros e pode'varrer" uma fragdo finita da superficie

H(p.q) = E.
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Px Px
A
% Pr P
Po P
F’l P, 9
P2
Po .
. .
P P
P, > P5
. Pa P3
- % | ' = X
a) | ' b)
Fig. 2.4
PX
'}
* 2
X o d .7
aE
80 ¢ o3
4; .
3
- X
. Fig. 2.5

No caso integravel as curvas que as sucessivas iteragoes sob
T, a partir de um ponto inicial P, . desenham na superficie de

secgao sao chamadas curvas invariantes de aplicacgio T.
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2.2 ~ Classificac¢ao das Aplicacoes da Superficie sobre si mes-
ma.
Genericamente definimos uma aplicacdao de uma super

ficie sobre si mesma como:

T: xp = £(x,y) e y; =glx, ) (2.11)

onde (x,y) sao coordenadas escolhidas de tal forma que a ori

gem seja um ponto fixo, ou seja
T (0) =0

e f e g sao funcdes analiticas numa vizinhanga da ori-
gem,
Nestes termos a preservacao da area & definida pe-

l¢ determinante do Jacobiano de T

A(xy,y4)

(2.12)
3(x , ¥y) '

det

A aplicagido mais simples que podemos ter & uma apli

cacao linear:

X, = ax + by
(2.13)
Y1 S €x + dy
A classificagao dos pontos invariantes - depende

das ralzes da equacio
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A% - (a+d) A+ (ad - bc) = 0 (2.14)

ou seja dos autovalores da matriz

a b
c d {2.15)
De acordo com (2.13}) temos:
(2.16)
ad - bc = 1 .
donde se infere que os autovalores obedecem a relacio:
Ay Ay =1, . ' - (2.17)

Temos entao  apenas duas possibilidades; ou os autovalores sao
complexos conjugados no circulo unitérig ou numeros reais A e
1/10

Se ll e AZ sao complexos podem entao ser escritos

COmo

ioa -ia _ £2.18)

onde o € real. Mediante transformac¢ao linear de coordenadas

g _ (2.19)
.Yy = x' - iy

a aplicagao T pode ser escrita como:

Xl

o]
I

cos o - y' sen a :
' (2.20)
x' sen a + y' cos a ,

e
[
tt

Neste caso a aplicagao € mera rotacio de @ em
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torno do ponte fixo (O’U}T As curvas invariantes sao.entao
cfrculos (xz + y% e a aplicagdo € dita integravel. Em ca-
sos mais gerais as curvas invériantes sao elipses (Fig. 2.6)

e dizemos entido que o ponto fixo ou a transformacao € elfpti—_
ca ( ou estivel ): porque qualquer ponto inicial nas

proximidades da origem sob agao de T, {ou T_li,permanece pro
ximo A mesma independentemente do numero de iteracgdes e to-
dos pontos giram com a mesma velocidade angular o, qualquer que

seja curva invariante considerada.

-

=

(Ao | -ﬁ@n

Fig. 2.6

Quando os autovalores sao reais (|Ar]| > 1) as cur
vas invariantes sao hipérboles quadradas xy = cte nas CooY-
denadas das assintotas) e a transformagdao T pode ser

transformada na forma

(2.21)
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Neste caso a aplicagido se diz hiperbdlica e o ponto fixo
(0,0) a ela associado & dito instavel ou hiperbolico. No caso

geral as hip€rboles nao sdao quadradas (Fig. 2-7).

2.7

No caso hiperbdlico temos o ponto fixo ordinario ou com re-

110}

flexdoes. Este Qltimo caso ocorre para valores de X < 0 e

ilustrado na Fig. 2.8.
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0 ponto fixo hiperbflico & dito instavel porque um ponto P,
nas proximidades da origem ¢ carregado para longe da mesma

sob agao de T.

-+

Quando os autovalores sao iguais, (0] = A, = - 1)te
mos o ponto fixo parabolico. Neste caso, cOmo no hiperbGIiu%

também temos dois tipos de aplicagdes que correspondem ao pon
to ordindrio ( A = 1) e a aplicagao com reflexao { A = -1).

A aplicagdo pode ser posta na forma.

Xlz_}(

y; = X * ¢y (e # 0
' : ) -

As curvas invariantes serao entao um cizalhamento

ao loﬁgo de x = constante(Fig. 2-9).

Y

y'+“#-v !

Fig. 2.9
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As aplicaéﬁcs lineares sao, entretanto, demasiado
triviais. Por serem sempre integraveis nfo correspondem i rea
lidade do movimento hamiltoniano em geral. Como ja vimos na
introdugao, sabemos pelo teorema K.A.M que ha toros que de-
saparecem e outros que permanécem distorcidos. Faz-se necessa
rio portanto buscar aplicag¢Bes mais "sofisticadas' para se en
tender o que acontece na regido onde os toros sao destruidos
por uma perturbagdo, que no nosso caso se réduz i adigido de

termos ndo lineares a aplicacgao.
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CAPITULO 111

APLICACAO DE HENON MODIFICADA

3.1 - Propriedades Gerais

Conforme vimos no capitulo anterior, as aplicacgoes
lineares nao sdo suficientes para descrever a complexidade dos
sistemas Hamiltonianos por serem sempre integraveis. Uma das
aplicacoes ndo triviais, porém simples, e que descreve satisfa
toriamente muitas propriedades destes sistemas €& a aplica-

cao polinomial quadratrica:

ax + by + cxz + dxy + ey2

4
i

(3.1)

it

Y1 a'x + b}y + c'x2 + d'xy + e'y2
E demonstrado por Henon que aplicagoes quadriaticas

genéricas que preservam a area podem ser reduzidas por mudan

cas lineares de coordenadas a forma:

X]= X cos a - ty - xz) sen o -

(3.2)
yi= x sen a + (y - xz) coSsS o

— - . ’ - -
A aplicacao quadratica-de Henon (3.2} € a mais ge
ral com um ponto fixo estavel da origem, enquanto que a aplica

gao T:

X, cosh a + (yo~ xg)feasﬁ’ﬁ#

e
!

(3.3)

Y1 = X, senh o + (yo - xé) cosh «
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escolhida para este trabalho ¢ a mais geral com ponto fixo ins-

tavel na origem.

A aplicacio de Hénon e a sua modificacio se confun
dem mediante uma mudanga de coordenadas pois ambas possuem
um par de pontos fixos sendo um estavel e outro instavel. No
caso de Hénoﬁ o ponto fixo instavel associado ao par (0,0), tem

-por coordenadas:-

b
Il

2 tg (a/2)
(3.4)
2 tgz(a/Z)

<
I

]
e no caso da aplicagao (3345 o ponto fixo elitico (estavel)

associado ao instavel (hiperbolico) é€:

2 tgh of2

-
3

(3.5)

y =.2 tgh2 a/2

Vamos examinar alguns aspectoS importantes da trans
formagao T. O primeiro € a preservagao da area. Para tanto bas-
ta que Jeterminemos o determinante da matriz jacobiana correpon

dente.

axl ..Bxl

5 52 (cosh ¢ - 2 x senh o) senh o
4! ! hal2 h h
T Ty (senh a-2x cosh a) cosh a

coshi - senhé =1

L}
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Provamos agora que a aplicagio de Hénon modifica-
" da & obtida também de uma transformagdo polinomial quadritica

genérica do tipo (3.1).

Para o caso em questao queremos que a origem seja
‘um ponto fixo instavcel. Usando-se entdo a forma linear de Birk-

hoff para ponto fixo instavel, obtemos:

”
]

+ X cosh o + y senh o + cx2 + dxy +'¢y2

1 +
(3.6)
- 1 2 . ! 1 2
Yy = X senh o = y cosh a + ¢'x” + d'xy + e'y",
Da condigio que a area seja preservada, i. e.
+ cosha + 2cx + dy - senha + dx + 2ey
= 1
senha + 2¢'x + d'y * cosha + d'x + 2e'y
temos :
¢d' - de¢' =0
ce' - e'c =0
de' - ed' =0 : (3.7)
+ cosha(d'+2¢c) - Senha(éc'+d) = 0
+ cosha(d'+2e') ~senha(2e+d’) = 0,

Das tres primeiras relagOes do conjunto de relagoes (3.7) vemos
que os coeficientes dos termos de 2° grau sao proporcionais.

Chamemos:

c _ e _ _
ct d" T e" tghd = Zooh B

donde podemos escrever:
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¢ = C senh 8 d = D senh 8 e = E senh B
' (3.8)

c'= C cosh 8 d'= D cosh B e'= E cosh B,

Usando-se estas relacgoes (3;8) nas ultimas de (3.7) obtemos:

=+

cosh a(D cosh B + 2C senh B) - senh ao(D senh B+ 2C cosh B)

1+

]

cosh a(D senh B + 2E cosh B) - senh o«(D senh g+ 2E senh B)

donde:

D (*cosha cosh@— senha senhf} + ZC(icosha senhf - senho coshS)_= 0
-D (;coshd senhf +senho senhf) + ZE(+cosha coshg - senho senhB)'= 0.
Tomando-se © sinal positivo temos:
D cosh (@ -~ B) - 2C senh (o - 8) = 0
(3.9)
D senha (¢ - B) - 2E cosh (e - B) = 0 '

e com o sinal negativo:

]
c_

D cosh (a + B) + 2C senh (¢ + B)

D senh (a + B) + 2E senh (a + 8) = 0O,

Fagamos agora a seguinte transformagao linear de coordenadas: .

x'.= Al X cogh (q—s) + y senh (ax-8)] .
' ' (3.10)
cocn
yl = A[ x senh ((1'8) + y}eﬂ’l‘fl(a"ﬂ)] »

" Para o caso do sinal positivo. Chamemos a transformagao origi
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nal de T ¢ de cooxrdenadas de B,  entao;

X ‘ . x! X

"
=
o
n
o

b4 Y Y

entao teremos que efetuar a transformagao de semelhanca

x‘ xl
1 -
= pr}
Yq y'
X x']
Substituiremos entao X e y por: = g7t N
Y y'
ﬁ' cosh (a-8) ~'y‘ senh (a-8)
=171 ' o apenas na parte qua
-x"' senh{a-g) ' cosh (a-B)
y

dratica. Temos entao:

cx? + dxy + oy? - 5628{ Cix' cosh (a-8) - y' senh (a-§)1° +
A _

+ D[ (x' cosh(a-B) - y' senh(a-B)) (-x' sen((a-B)+y' (cosh(a-B) ] +

+ E(-x' senh{o-8) ;.y' cosh(u-B)lz 1.

Definimos entao C', D' e E'  como:
/ . . _ 2 . E . 2
- . €' = C cosh™ - D coshy senhy + E senh’y
2 2
E' = C senh”™y - D coshy senhy + E cosh’y
: ' 2 2
D' = - 2 (C+E) coshy senhy - D(senh”y + cosh Y)
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onde a~ B =y , como os coeficientes de x‘z, y'z e x' - y'.

Usando-se as relagoes (3.9) convenientemente mani-

puladas entre si temos que:

D' = E' =0

C' = (C - E)

A transformagao se reduz em termos de X' e y' a:

: 2
Xy = Ei%hﬁ (C coshzy + E senhzy - D coshy senhY)x'
Yy = CO;hB (C costh'+ E senth - D coshy senhy)x‘2
A : T :
ou conforme redenominagio acima:
Xy ='C'/A2 senh B x'?2
_ (3.11)
= o /pl ' 2
v, = C /A" cosh B x'“ |

Completando a transformagao de semelhanga podemos escrever que:

r ‘ ] ( 1‘ _ r‘senhB C x.Z]
Xy X | AZ .
, IF B(TB-lj L\ |= B . . + parte linear
61 Yo cosh B ., y,2
k J \ b U AR J
\ cosh y. senhy s.enhB'x'2
g = A .E% + parte linear
Y1 A .2
sen y . cosh ¥y coshf x
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‘ . _ .
X rcoshy senhf + coshy coshB
1 .
= %%_ x' 2 ' + parte linear,
y1 senhy senhB + coshy coshB
~ / . h .
Substituindo-se C' = (C-E) e desenvolvendo os cosh e senh da

diferenca temos:

'd 1 r . .
x senh o
1 2 .

= EI— (C-E) { + parte linear
1 ' -cosh o

Portando tomando-se A - {C-E) temos a transfor-

magao reduzida a forma desejada, i. e.

¥

x' cosh a + {(y' —x‘z) senh o

.-
[l
h

i ='x' cosh a + (y' -x‘z) cosh o

Doravante ndo usaremos mais as linhas que so foram usadas para

facilitar a exposicao das tranformagdes necessarias.

A tranfbrmagﬁo genérica foi reduzida a um s& parame
tro o ao invés dos dez iniciais. Como ja vimos o & o angulo de
rotacao (hiperbdlica) da aproximagdo linear e & uma caracteris-
tica da aplicacao. Temos entaoc uma familia de aplicagoes a um
parﬁmetro. Podemos entdo nos estudos numéricos varrer toda a
amplitude de o e examinar toda a familia de aplicagbes. Nestes
estudos veremos que a modificacao em estudo amplia os trabalhos

de Hénon, sende-lhe assim complementar.

-— - N - . -1
Nio &€ nada dificil obter-se a inversa, T =~ da trans

formacio T e apresentar também propriedades de simetria. S0 que
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neste caso nao temos um eixo de simetria de a/2 como no caso da
- .. 4 ] .
aplicagaoc original de Hénon. Neste caso ela apresenta "sime-

trias locais" e ao invés de um eixo teremes uma linha mnenos

simples de simetria,

A aplicacao T em estudo pode ser decomposta em
duas outras mais simples: T = RS onde S & um cizalhamento do

longo do eixo y:

I = ’ L] — 2
x' = x yv' =y - x

Este cizalhamento € uma aplicacgao que por si preserva a area;

basta examinar o determinante do jacobiano.

' 1 0
- s (-]

2x 1

A rotacaoc hiperbdlica R que se segue

Xy = x' cosha + y' senho

1

Yy = x senha + y'cosho

também preserva a aréa o que € facilmente verificavel.

E resultado ja demonstrado Engel(4J que qualquer.

aplicagao polinomial que preserva a area pode ser decomposta des

Sa maneira.

Se T = RS, podemos afirmar que Sua inversa €

donde podemos obter 771, Como acima §™! & da forma:

x = x' . y = y' +x
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enquanto R .

x" = cosh a x,

1 —.senh o Yy

y' =-senh o x; + cosh « Yy
Portanto temos,

X = X4 cosh o = Y1 senh. a

(3.12)
y = X4 senh o + Y1 cosha + (xl cosho - Y3 senha )2
Pode-se notar que a inversa de T € também quadratica e
preserva a area, conforme fol demonstrado DOT
Engel, a inversa de uma aplicacao polonomial que pre

serva a area, € em geral também polinomial, preservando a area.

Como:

cosh o = cosh {(-a); - senh o = senh {(-a)

notamos que para o > 0 temos a aplicagaoc correspondente a in-
teragoes sem reflexces na origem; com o < 0 a. aplicacgio se

torna uma aplicacao do ponto fixo hiperbdlico com reflexdes.

Estudaremos inicialmente o primeiro caso que ja a

presenta uma série de resultados interessantes.. Se a = 0, a

| o

plicagao T se reduz a. f%'i.e.‘

Y1'=Y'x

n

e por interagdao T €& da forma:

y - nx?

\<
b=}
u



isto &, um ponto inicial vai sendo apenas arrastado ao lon-

go da linha x = constante, com

lim yn - . (3.14)

n-e .

Poftanto, S & uma aplicacao integravel do tipo parabdlico. Sabe
mos pelo capitulo anterior que tal transformagio linear de coor
denadas pode ser posta na forma (2.13) e, R corresponde
entao a uma aplicagao hiperbdlica. ﬂ

Podemos associar a cada uma dessas aplicagbes integriveis
uma Hamiltoniana correspondente a um moviménto com apenas um grau de liber-
dade. As ite;agaes destas aplicagoes corresponderiam a uma fotografia estro-

boscopica do fluxo Hamiltoniano no espago dc‘faée-(x, y). Podemos escrever

. 3
HS = % 55 | para S,
. 2 2 : _
Hy = -—% ; y . (3.15)
h .
2 2
H = X + ¥V
R, 2

péra R no caso da aplicagao ‘de Hénon. modificada e da aplica-
¢ao de Henon, respectivaﬁente; Nos dois casos de rotagao o
intervalo de tempo de observaééo.é'Tl=tx e observariamos o
moVimento em torno dos pontos instdvel e estavel. Como ja vi-
mos para @ d teremos apenas cizalhamento; isto & verdadeiro

tanto para a aplicagao modificada como para a de Hénon.

Podemos agora considerar que os movimentos se dao

no limite de o + 0, sob a acao das Hamiltonianas
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= | 3.16a}).
Hpg = Hg * My (3-162)

- 3.16b
Hp g Hg + Hy ( )

As figuras 3.la. e 3.1b  ilustram a analogia en
tre aplicagdes e & observagac do fluxo das Hamiltonianas 3.16a

e 3.16b, respectivamente, para T > 0..

e L

NG A

Fig. 3.1

.Estas Hamiltonianas sao na verdade as mesmas discutidas no ca-
pitulo I para exemplificar a forma dos toros unidimensionais.
Embora as aplicagoes quadraticas em discuss@o descrevam siste-

mas com dois graus de liberdade na superficie de Poincareé, €
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interessante notar que podem ser visualizadas como Hamiltonianas
com apenas um grau de liberdade. Note-se a semelhanga entre a
figura 3.1b e as figs 1 e 2 obtida numéricamente c¢om a aplica-

- 7 s
¢ao de Henon modificada para o pequeno.

Vejamos agora a obtencao dos pontos fixos de pri -

meira ordem. Dado o sistema na forma:
= x; cosh o +-(y. - xz) senh a
1 i i
_ | 2
Yie1 = Xi senh o + (yi - xi) cosh o

1

" onde,

-
f#
o
-
‘N
=
|
—

8 condigao para que um ponto seja fixo € que:
XO n’ _ yo _.Yn

ou seja, de um par (Xo’.yb)’ o par (xn, yn) da n-esima interacgao
coincide com o par inicial. Temos entao um sistema de 2n equa-
¢Oes a 2n incdgnitas. Este sistema apresenta um numero  finito
de raizes.

T“(xo).= X =X

In- G

b}

A partir da aplicagao inversa(3.12) temos:

. = x. cosh o - y. senh «
x1-—1 1 _ y1

dopde

1—

Yi = (Ki cosh o - xa-l)/senh a. _ (3.17)
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Suhstituindo-se na la. equacgao do sistema de expressao(3.17) ob-

temos

2
X. + x., senh o - 2 x. cosh a + Xx. = 0
i+l i i i-1

(3.18)

(i=0,l,-..,n"‘1J'

modificando-se agora as condigdes de ponto invariante para:

Redyzimos entdo o cilculo dos pontos invariantes.é um sistema
de n equagdes a n incdgnitas. Cada equagao do sistema sendo

de 2° grau, o nimero de solucdes serd no maximo 2"; para n par
tal resultado pode ser obtido de um lema mais geral devido a

Moser.

No caso tomamos n = 1, o que nos da i = 0, e a

equacao (3.18) se reduz a:

> , _ i
xl + X senh oo - 2 xo caosh o + X~1 = 0
Como X; T Xy & X 40T Xg, ‘teremos, chamando.a incognita de E
simplesmente:
X +'x2 senh 00 - 2 x, cosh a + x,. =0
171 ‘1 _ 1 ,
donde:
X, = 0 ‘ (3.19)
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e
Xi — .ZZ(COS]’I o - 1) - 2 tgh 0./2, (3_20]
senh o
Usando-se a relaQEO (19) temos que
Y1 7 0
{(3.21)
y; = 2 tgh’ o/2,
Portanto, os pontos invariantes de T sao os pontos Il = (0 , 0)
e Ii = (2 tgh d/z , 2 tgh2 a/2), O ponto I1 nio nos causa

surpresa pois esta embutido na construgdo da aplicagdo, confor
me dito anteriormente, a origem &€ UM  um ponto fixo instavel

por hipdtese. Resta-nos estudar a natureza do ponto fixo Ii.

"~ Para isto desloca-se a origem para o ponto 1 e

procecde-se a um exame da natureza da aplicagao assim obtida quan

do linearizada. Para tal deslocamento usa-se a translagio:

X =x - 2 tgh o/2
(3.22)
Y =y -2 tgh® a/2
Substituindo-se na transformacgao original obtemos T,
Xl = X(cosha - 4tgh a/2 senh o) + (Y-Xz) senh a
: ' ‘ (3.23) .

Y, X(senh a - 4tgh a/2 cosh o) + (Y-XZ) cosh a

E'g!
0 trago da parte linear desta transformagao &:

It

Tr T, = cosh a - 4tgh a/2 senha+ cosh a

2 - 4 senh® a/2

y t : - X
.}} P O)i:\:q.-f,." '?.-.._‘\ T /Jn_,% . A - !,2 — (..‘\SL D(. i (Z. -Cnn_gl,a( )?' - ! ’ '(T*-..l. -
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Entao temos que:

Tr TL < 2

onde o sinal de igual vale apenas para a = 0 que ja descar-
tamos. Sabemos que o traco de uma matriz € invariante, portanto
vamos examinar qual deve ser o valor do trago para os dois

tipos de pontos fixos. No caso elitico temos que:

-3l ¥)
Tr T = Al + A, = e + e ™ = 2 cos a'(

portanto,

No caso hiperbdlico:

| —rt .
Tr T = Al + Az =féa + e a)=¢2 cosh <

cosh J_z 1
portanto,
! :
Tr T:> 2 ——
. 1
Concluimos entao que o ponto dado pelas coordenadas

(2 tgha/2, e tgh2 a/2) € um ponto eliptico ou es
tavel, até que ocorra bifurcagZ@o,» que acontece para o =
1.762748; quando o atinge este valor, Tr . TL = -2, o pon-
to fixo muda seu carater de eliptico para hiperbdlico.

Calculando-se os pontos fixos de TZ, através do
sistema (3.18), obtemos quatro raizes das quais duas sdo tam-

bem pontos fixos de T e as outras duas sio complexas conjuga-

- ' ) i

1 :
Y S O e S N s CRE o TP Voaiio ...

“ B ‘)“‘l"z )(-_: /{.(«:{) = -P'J’&;_

F
o
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das:
x = ctgh &+ (1 - —L—1/?
2 senh” -
y = 1% tgh (1 - ___17_6 )1/2
senh

Quando o discriminante 4 < 0 as raizes nad sido "solugdes" en
quanto pontos fixos da aplicagﬁo. Entretanto, quando A > 0 as
raizes se tornam reais e isto acontece exataﬁente para
.a.= 1.762748, i.e., o mesmo valor encontrado para satisfazer
Tr . T = -2. Quando ha Bifurcagéo temos entdo, a mudanga de
car?ter do ponto fixo de Tzn_,acompanhada do aparedimento

~de dois outros pontos fixos elipticos com o dobro do periodo

da orbida original.

Este processo continua gerando uma sequéncia in
finita de bifurcagBes com duplicagﬁo de orbitas. T.C. Bountist®)
:realizou um trabalho recente onde béorrem estés bifurcagoes
en umé aplicagao quadrﬁtica. Seus resultados tendem a confir
mar a hipdtese de que ha para estes sistemas, a semelhanga dos
diséipativos 'as-mesmaS'propfiedadeé universais encontradas por

{7 ), ;

Feingenbaun i. e., esta sequéncia de bifurcagoes € atin-
gida dentro de um intervalo finito do parametro de perturba-
cao noucaso da éplicagﬁo de Hénon modificada. A sequencia de
bifurcagdes estid relacionada com a destruicio- das curvas in-

variantes fechadas, destruicao esta que leva ao aparecimento

‘de caos.

Resta-nos ainda examinar o comportamento da apli
cagao a - distancias grandes do eixo y. Neste caso os termos

quadraticos dominam e podemos reduzir T a
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x.

“ex? senh o, Y. = x% cosh a
i+l i e i+l 1

| . (2
X... senh o ~-(xi senh o)

1+]
s¢ lxil > 1/senh o entao quando j » =, Xi+j + ©, 1.e,, 0S pon
tos da aplicagio, para valores iniciais ou valores gque apds su
cessivas iteragoes atingem este valor, escapam para o infini-

to rapidamente, uma vez que a distdncia a origem cresce expo-

nencialmente a cada iteracgao.
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3.2 - Resultados Numéricos

. Apesar de pertencer a uma classe de aplicagodes bas
tante estudadas nas Ultimas décadas, nao se tinha nenhum estu-
do nuﬁsrico com a aplicagao aqui considerada. Nao havia por-
tianto, muitas informacdes numcricas para se‘prever o comporta-

mento de uma aplicagac que se prestasse ao estudo das proximi-

dades do ponto hiperbdlico.

Numa primeira‘fase para se testar a precisao do
programa e da sub-rotina de graficos, reproduziu-se a partir
de dados de Hénon, alguns‘dos seus resultados. Desta forma podg
riaQos ter seguranga com‘relagao a forma computacional desen-
‘volvida para os "experimentos numéricos'. O programa foi execu
fado em precisaoc dupla devido ao séu cardter exponencial que
leva a uma rapida acumulagao de erros no processc iterativo.
No que tange argumentos relativos a erros numéricos, em geral,
devidos aos mecanismos de aproximacdo inerentes do prdprio
computador, 'Hénon descreve uma aplicac¢ao onde apenas ..umeros
inteiros sdo envolvidos, i. e., a superficie de secgao & conéi
derada discreta mediante arranjos convenientes "~na aplicacgao
de partida. 'Os resultados que a0 apresqntadés cbmparando uma
aplicagao assim trabalhada e, a sua forma original nao apre
sentam discrep&ncias. Isto nos da alguma seguranga com re-
lagdo as computagdes envolvidas neste ‘tipo de trabalho co
mo o aquil apresentédo. Na verdade, o computador também traba-
1ha éom uma rede discreta mesmd quando se trata de nﬁmeros
reais mas, neste €aso nao se tem controle direto do que aconte-
ce internamente quando um calculo &€ efetuado, a0 passo que' no

- ’ - - S - )
método descrito por Henon e o programador quem controla o pro-
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cesso de arredondamento.

ApOs os testes iniciais passamos entao ac trabalho
com a aplicacao de Iénon modificada. Teoricamente estamos traba
lhando com todos os valores de o positivos, mas, oS primeiros
‘resultados nos mostram que s6 a partir de « - ¢,0l se notava
algum comportamento diferente de um mero cizalhamento. Os as
pectos tedricos deste comportamento ja foram discutidos na -la.
secgao deste capituld. Usamos a aplicacao T é sua inversa para
se obter primeiramente o aspecto global-da aplicagao; nos ca
S0s em que as curvas .invariantes sdo fechadas ndo se necessita
ria da inversa pois obviamente coincidem. No entanto, isto po

de ser visto como um controle extra da precisao dos resultados

numéricos.

Como. se pode apreender das figuras 1, 2 ¢ 3 as cur
vas a esquerda da origem sdo ramos de hipérboles deformadas e
dado qualquer pendo  inicial nas prokimidades da origem  as
sucessivas iteragdes carregam-no fapidamente para o infinito.
A ésquerda da ofigem temos curvas fechadas em torno de ponto
fixo eliptico associado ao ponto fixo hiperbolico e, curvas a
bertas que -contornam a regiio estavel para depois se afasta-
rem. novamente para o infinito. Ja salientamos as semelhan-
cas deste grafico numérico com o fluxo de uma Hamiltoniana pa
Ta um sistéma com um grau de liberdade -~ em uﬁ plano de fases

bidimensional (Fig. 3.1);.

‘A medida que se aumenta o valor de o, nota-se um
afastamento para a direita do ponto eliptico associado, sem
haver, no entanto, variagoes significativas na estrutura glo

bal das iteragdes. Este resultado estd em conssonancia com o©0s
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valores obtidos para o ponto eliptico associado:

b
it

2 tgh o/2

2 tghz a/2

g
|

0 aparecimento de orbitas cadticas pode ocorrer em regioes cir-
cunscritas ou nao. Por <caos circunscrito queremos dizer

quebra de curvas invariantes em -cadeias de pontos fixes de
ordem superior cerceado 'por curvas invariantes que permane
cem, correspondentes aos toros nao ressonantes. Ja no caso do
caos abertos € o ponto hiperb6lico que 'desmancha' as cur-.
vas invariantes (abertas e fechadas) na sua vizinhanga. Confir
mamo's que em diregdo ao ponto eliptico as curvas fechadas pro-
tegem a regiao interiqr; a0 passo que a regiao externa torna-se

‘uma regiao cadtica (Fig.4 ¢ S} em coexistencia com ilhas de estabilidade.

Colocou-se entao a pergunta se © Caos SO apare-
cerié para determinados valores de o« ou ele sempre estaria
presente embora ocupando apenas pequenas regioes de um ouadro
regular e bem composto. Com esta pergunta em mente passamos
entao ao estudo das separatrizes que serd tratado no proximo

capitulo.
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CAPITULO IV

SEPARATRIZES - FORMA NORMAL DE BIRKHOFF

4.1 - Separatrizes e RegidGes Cadticas

Pelos resultados do capitulo anterior, Figs. 1 e
2 por exemplo, podemos ver que o ponto eliptico & circundado
por curvas invariantes fechadas até o limite das separatrizes.
Para pequencs valores do par&metro 'a_ estamos ainda bem pro-
ximos do compbrtamgnto integravel, e as separatrizes sao co-

mo mostra a Fig. 4.1.a onde temos apenas um ponto fixo hiper-

bélico; na Fig. 4.1b podemos ver um outro casoc onde temos
dois pontos fixos hiperbdlicos associados a um ponto elip-
tico

a) | by

Fig. 4.1

Nos dois casos as curvas invariantes mais externas se juntam




55
no ponto fixo hiperbdlice. Todas as curvas a esquerda do ve
tor velocidade ao lengo destas curvas nao correspondem a Or-

. + .
bitas recorrentes. Duas destas curvas, H , cujos pontos sa-

tisfazem

lim TN(P) » 0 ° (4.1)
k +

onde 0 &€ o ponto hiperbGlicq sao chamadas curvas estaveis ao
contrario das instaveis H onde, para um dado ponto P per

tencente a H temos:

lim T(P) » 0 | (4.2)

K oo

Isto quer dizer que dado um ponto P pertencente a H* {Fig.

4.2) as succssivas iteragoes de D

Y sob T, caminham parz o pon

to hiperbdlico. Se um ponto P pertence a H™ podemos  dizer,
. oo Aan : . -
de maneira pouco rigorosa, que P 3&¢i?origem apos infini

tas iveracgoes ‘de 771 (a aplicac¢do inversa).

Quando um sistema & integravel estas curvas cur
vas H e H™ se juntam de uma forma continua como mostrado na
Fig. 4.2. Isto também pode ser observado nas figuras 1 e 2
do capitulo anterior para.o caso da aplicag¢ao em estudo. Po
deriamos dizer que. um ponto que se inicia muito proximo ao
ponto hiperbdlico em H™ atinge este ponto novamente apés um
niimero infinito de iteragoes de T. Em geral, se o ponto hi-
perbolico € de ordem m ou seja um ponto fixo de T™, ele &
entao membro de um conjunto de pontos hiperbSlicos (com m
'pontos elipticos associados - as ilhas) as curvas H' e H™

também se juntam de maneira continua (Fig. 4.2), i.e., nao
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se interceptam .

0 conjunto de curvas H' e H_ acima caracteriza
uma oOrbita fechada instavel ,ao contrario das curvas inva-
_riantes que - civcundam uma Orbita estémﬂ mantendo és
iteragaes sempré na vizinhanca do mesmo. Os pontos elipti-
cos de terceira ordem podem ser iméginados como uma  Orbita
" que cruza trés vezes a superfi-ie de secgao antes de se fe-
char e o folheamento que envolve esta Orbita, os toros, po-
‘dem ser visualizados como mangueiras que circundam densamen-

teo'fio” e também cruzam trés vezes a superficie.

Tudo o que foi.afirmado até este ponto vale pa-
ra 0 caso integrﬁvel; Quando se adiciona uma perturbacao a0
sistema, que no lumsocmsa corresponde ao termo quadratico da
aplicagﬁoj(a Hamiltoniana Hg do Capitulo III), as curvas ja
nao se juntaﬁ de forma suave, i.e, H+'e.H— se cruzam em um
ponto que chamaremos de H (Fig. 4.3a).

Este ponto € chamado de primeiro ponto homoclinico porque H*

e H pertencem ao mesmo ponto hiperbdlico quando hd cruza-
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H” ’ : Po
(0) PzI Pl (b)

. Fig.4-3
' +‘ ’ =3 ‘ . - . - -
mento dos H s e H s de um ponto hiperbolico multiplo, es-
ta intercecgdo € também denominada homoclinica . No caso  da

. - + - . . PO

interceccao de curvas H e H oriundas de pontos hiperboli-
cos distintos mas de mesma ordem {(Fig. 4.1bh), HO é denominado
heteroclinico. No caso da aplicacgao aqui tratada n#o apare-

cem estes tipos de pontos.

A existencia deste ponto HO tem conscquéncias in-
~ teressantes.e importantes. Consideremos H0 como pertencente a

+ - ) - )
H entao ‘suas imagens, sob T, H H Hn $40 necessaria-

10 Hpsmves
mente pontos de H* e tendem ao ponto hiperbolico (Fig. 4.3b).
Lembremos que H0 pertence a H , o que 1mplica que H volteia
em redor de H' de tal forma a pdder passar pelos pontos H,,
Hy, ..., H . 0 mesmo ¢ verdadeiro se considerarmos H,  como
pontb de H e a aplicag@o inversa 1. Como a aplicagao pre-
serva a area, os lacos formados pela intercecgiao, de HY e H™

devem ter a mesma area de um e de outro lado de H' ( ou H').

Como os pontos vao ficando muito juntos 3 medida que tendenm
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ao ponto hiperbdlico, para que se dé a preservagdo de area es
tes lagos vao se tornando,‘mais longos e mais finos, até que
a preservagao de drea os obrigue a trangenciarem Ht (ou H)
uma vez que H* (ou H )} n3o se auto interceptam. O enrolar dos
lagos no interior de H' e H™ determinam pontos homoclinicos

. A - - .
de ordem superior, ou seja H e H vao se cruzando sucessiva

mente formando uma rede altamente complexa (Fig. 4.3c),

Quanto a estudos numéricos recentes ha alguns re-
sultados devidos a Cuthill {(citado por Berryl(g)&ﬂmapmﬂns
Jenkins e Bartlettgunpara citar alguns. Entretanto os dois
primeiros autores se limitaram a estudar evolug¢oes nas pro-
ximidades do ponto hiperbdlico. Resultado semelhante, obtido
com a aplicagao hiperbdlica € mostrado na Fig. 9. Jia os dois

Ultimos autores acima se dedicaram a um estudo mais global da

" superficie de Poincaré com uma aplicagido cibica.

Vizando entao examinar o comportamento global das
~separatrizes enquanto causadoras do caos obtivemos uma série

de resultados interessantes.

Ampliagoes de orbitas ja obtidas nas  proximida-
des do ponto hiperbdlico apenas confirmavam o conhecido resul
tado de que nas proximidades deste ponto as curvas invarian-

tes sdo ramos de hipérboles quadradas. A Fig. 6 obtida

para o 0.5 bem ilustra este fenomeno. Dado is-
to, pensou-se entao em examinar o aparecimento de caos a par
tir das assintotas a estas hipérboles que correspondem, na a-

proximacgao linear, as separatrizes.

Portanto, isto nos permite tomar pequenos seg-

- - Q -
mentos retilineos a 457, compostos de um numero de pontos
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(2000 em média) com orden de grancha_aproPriadw para ¢ - va-
lor de « em estudo. A dificuldade envolvida se relaciona com
a otimizagaoc entre a neceésidade de escolher pontos proximos
a origem,onde a aproximagdao linear ¢ satisfatdria,e a de re-
duzir o numcro ae iteragGes necessarias para conseguir ma-
pear" o ponto das proximidades do ponto hiperbélico para ou-
tras regioes do plano. Para Valorés de o muito pequenos sao
necessarios pontos de ordem de grandeza de 10_10, e o nlmero
de iteragoes sendo muito grande acarretam um écﬁmulo de er-
ros que desviam a trajetoria do ponto que estaria sobre a se-

(R}

paratriz para Orbitas estdveis. Mesmo assim com sucessivas "am

pliagbes" foi possivel chegar até o = 0.4.

Estes pontos pertencentés i assintota foram itera
‘dos com a aplicagac de Henon modificada em sua forma exata.
Observou~-se que, por exemplo (Figs.5.7 ¢ 8) a "curva" desenhada
ﬁelas sucessivas iteragaes dos pontos iniciais voltavam a o-
rigem circunscrevendo o ponto eliptico de uma forma extremamen
‘te complexa. Esta complexidade obedece a um modelo de uma Be—
leza e simplicidade que pode ser observado na Fig.9 , onde &
mostrado o caminho seguido por uma das separatrizes apenas.
Nesta figura o segmento inicial esta no segundo quadrante e &
levado ao primeciro, de volta as proximidades do ponto hiper-
bolico por sucessivas. iteracgoes de Tnl. Como ja vimos, na dis-
cussao teﬁrhxg_é 0 entrelecamento dés duas separatrizes que
produz o0s pontos homoclinicos e origina a figura altamente
‘complexa. A medida que o valor de « vai diminuindo na mesma
escala, a homoclinicidade vail se tornando mais e¢ mais "'estrei-
ta'" até desaparecer. Os dois ramos correspondentes a H ¢ H™

voltam a origem como se fossem um ramo de hipérbole liso" dan
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do, & primeira vista, a impressdo de que o ''caos" desaparcceu.
Se porcm, se diminui a escala por um fator apropriado, vemos
que a homoclinicidade perméneteu. Isto significa que realmen-
te & um fendmeno constante em qualidade, mas com "largura" de
pendente do parametro «. Embora, como ja mencionamos, existam
dificuldades computacionais, € de se supor que a homoclinicida
de estd sempre presente. Concluimos-entﬁo qﬁe embora o ponto
hiperbdlico mantém sua estrutura bem comportada na aﬁroximagéo
linear, ele "desmancha' as curvas invarianfes (abertas ¢ fe-
chadas)na sua vizinhanca. Em diregﬁb ao ponto eliptico, po-
de~-se notar que os toros invariantes rcstantes protegem a suya
regido interior da penetragao do caos. Isto pode ser - notado
em todas as fig&ras ondé o comportamento cadtico & visivel,
Quando o atinge valores da ordem de 1.7 pode-~se notar
(Fig.1lu ) que toda a regiﬁo compreendida pelas ass{ntotas' foi
totalmente coberta por pontos ”caSticos”.e neste caso podemos
afirmar que a integrabilidade foi, totalmente destruida e o

sistema tornou-se caotico.

Como temos porém o fenomeno da bifurcacgdo, & de
se esperar que exista pequenas ilhas de estabilidade em torno
de novos pontos estaveis . Porém, em termos de medida estas

regioes sao muito pequenas.

4,2 - Forma Normal de Birkhoff

Na secao anterior, o estudo do comportamento irre
gular oriundo dos pontos homoclinicos foi realizado com a apli
cagao de Hénon modificada na sua forma exata. Nesta secio férg
mos uso das séries de Birkhoff para testar se no Caso

hiperbolico elas se prestam a obtenc@o de boas aproximagbes do



66

comportamento das curvas invariantes.

0 primeiro estudo feito com as séries divergentes
de Birkhoff foram realizados por M. Henon & J. Roeléﬁl) para a
aplicacdo de Henon. Constatatou-se que apesar das s€ries serem
:divergentes, uma aproximagiao até 202, ordenm reproduzia as cur-
vas invariantes com uma margem de erro desprezivel até deter-
minados valores de R (distancia da origem); a partir. de tais
valores o desvic em rclagao 55'curvas obtidas de forma exata
cresce rapidamente com o Qalor de R.. Nio nos propusemos no
nosso trabalho a fazer um estudo tao preciso quanto ao de He-
non, mas simplesmente verificar se uma aproximagao por seérie
de‘Birkhoff nos mostraria a homoclinicidade das assintdtas. An

tes dos calculos para o ¢aso em questdo, faremos um ligeiro a-

.panhado sobre as séries de Birkhoff(3)e as suas formas normais.

Como ja vimos anteriormente qualquer transformagido
analitica T com pontos invariantes na origem pode ser posta

em forma de série:

i

X4 ax + by + ...

(4-1)

B a;x_+ b'y + :::

.

onde o©s termos que se seguem sao de grau 3 2.

. Podemos mediante uma transformagao linear de coor

denadas reduzir a série (4-1) a forma:

Il
el
SR
+
g
™
el
e

.Xl &

Y, A'1[y+ I (4-2)
m+n=2 M -~

que & a chamada forma de Birkhoff. Exclui-se o caso onde ‘la+b'|=
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= 2, 0 €aso parabGIico, que nao & de intcresse para este traba

* o _
1ho. No caso eliptico (A = e ), tomando-se variaveis reails:
x = X + 1Y
X, Y e R ' (4-3)
y = X = 1Y

temos a transformagdo na forma que nos € mais familiar:

X

1 X €COs o - ¥y sen o + ...

(4-4)

yy < X senh£+_y COS o + ...

+ _
- - . -
No casec hiperbolico (A = e ) toma-se novas coordenadas sobre

as assintotas, a saber:
X =x +y

i F.H- r_- (4_5)
Y = X - ¥

\\vfff—xj

e também lcvamos a forma dc Birkhoff o que chamamos a aplica-
cdo quadratica de Henon modificada:

X, T X cosh o + y senh o + ...

(4-6}
Y, =X senh o« + y cosh o + ...

As funcgoes invariantes da aproximag¢ao linear no primeiro caso

sao circulos (xz + yz) = cte ¢ no segundo hipérboles (XY =cte).

A proposta de Birkhoff € descobrir qual a mudanga
de coordenadas que nos permitiria manter esta forma simples de
fun¢Ses invariantes mesmo quando considerassemds oS ter-

mos de ordem superior e nao tac somente a parte linear.

De fato, Birkhoff prova que existe uma ex-
pansao formal das antigas variaveis (x,y)} em termos de novas

coordenadas (E,n).do tipo:
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(4-7)

-
#
=3
+
[}
e
~
bt
P
¥
=

tal que nas variaveis (£,n) a transformagao original toma a

forma:

& ° QE
: (4-8)
npoT U
que & a forma normal de Birkhoff, onde :
- e L |
u = x\w Iouy (M) (4-9)
k=1 :

. Como se pode notar, a aplicagao (4-8) € formalmente mais sim
ples do que (4-2) e as curvas invariantes sob a transformagio

T s3ao:

51“1 = En = cte

Vemos que neste caso a aplicacido se reduz a rotagbes sobre os
ramos das vdrias hipérboles de um dngulo hiperbdlico wu depen
dente do produto £, que define a hipérbole onde se da a  rota-

¢ao. Se £=0 oun =0 estamos sobre as assintotas.

Para se obter curvas invariantes no plano "real"
(X,Y) ou (x,y), conforme usemos coordenadas sobre as assinto-

‘tas ou ndo, partimos de hipérboles invariantes no plano (&,n)
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e via a mesma scquéncia de transformagaes (inversas) chegamos

as curvas invariantes desejadas.

No caso de nossa transformagao hiperbdlica parti-

mos de

x; = x cosh a +y senh o - x2 écnh a
(4-10)
Yy T X senh o + y cosh a - x° cosh o
e fazendo-se uso da transformagio linear (4~5), obtemos:
- A 2
Xl - )\X - -'-2—' (X + Y)
' (4-11)
- .1 X 2
Y]_ - A - —2" (X + YJ

Teremos agora que calcular os cocficientes Xig

e u da transformag¢ido ndc linear (4-7) de tal forma, que

'3 2k
(4~11) se reduza a (4-8) nas novas variaveis (&,n).

Isto foi feito por aproximagoes sucessivas. Con-

vém notar que prdéximo a origem o truncamento de série (4-8) ¢

uma aproximagdo vidlida. Entao nas proximidades da origem

o)

(m = Q- 5 Eou, "
k=1 .
Expandindo-se o parénteses da Ultima expressdo em série de Taylor
temos: A
_ n 1 ° k.1, K\ 2
ny =5~ (-5 Zu, (n)" + = (2 wu, (En}7)° + ...)
1 A A=y 2K ]\ k=1 2K
E ﬁodemos escrever:
_ 1 * Ky -
ny = (5—+ Kzl vy (En) On

onde:
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ué
Voe = (ﬁl)K( K )K.
A

Para «k = 1, primeira aproximagao, temos:

MO

MES I

Substituindo-se X ¢ Y em-primeira aproximagdo em (4-11) temos:

N N (RO LR VI
(1) ) ' |
Yy = k_%n + (& + n)2 A2 = ny

ignorando-se termos de segunda ordem em £ e n obtemos:

w
Xl = 51 = Xg
. Yfl) - =2l

Isto quer dizer que a parte linear ja estava correta. O proé-

(2 . (@

ximo passo seria «k = 2, usando-se calculados

ate 23 ordem_na aplicagao (11) e usando-se u = X + uzﬁn e

-1

v = ) vzgn mas, com este procedimento obteriamos termos de

32 ordem para Xiz) e Yl(z). Temos, portanto, que examinar
a 22 e 32 enm cbnjunto. Para tanto temos que examinar x = 3.

Partindo de:

2 3 -
(3) _ 2-9_ % 3-8 8 _
Xy SRR 5 BT I A
| 2 2-29, 4 3 3203990 -=
= (x+ uzgn)€ + I X 221' n + L A £
£=0 £ =10

.~
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_ 3 )
e RN T A P S O A
2=0 220
2 2
) 2-5_ 42
- % £+ I x0T+ me T2yt ]
2=0 2=0

Desenvolvendo-se o quadrado do lado direiro da ex-
pressao, agrupando-se em poténcias da mesma ordem temos os se-

guintes valores para os coeficientes, apds comparacgd@o termo a

termo:
! _ (X290 * Y30
X20 % T X30 7 ° '
2(1-2) (1 - 2%
o | _ .
x21 = - Xy indeterminado (4.12)
3 ¢ A,
- A O S S ¥ M a7 b DA PO
2 005y55)
X33 ~ A
(A1)
com
uy = TAXyy r Y,y Xyt Yog)

Fazendo-se calculo inteiramente andlogo. para a co-

ordenada y até 3% ordem obtemos:




72

. 1 , _ _ X1ty X007Y 50)
Y21 G - 1) ' Y31 "
a A" -1)
)\2( + %+ 3
_ A _ *227Y227 %2177 21
Y22 © X32 | Z
2(1 - ) (1 - 1°)
‘ (4-13)
Az (x,,+ 3
_ 22" 722
Y33 . 5
' (1 - A7)

com:

-1
Vo T TXgp vy, Y Xpp tYg)

A compatibilidade entre os valores obtidos para u,

e v, foi verificada através da expressio:

u2|< )K

Vo (_1)K ( )

Pode-se levar este calculo sucessivamente até a
.ordem desejada. Trata-se porém de calculo algébrico simples
mas laborieso na proporgao direta da ordem aesejada. Nossa in-
tengao porém nao era um calculo altamente preciso mas,apenas
um estydo qualitativo da viabilidade do emprégo das séries nor
mais de Birkhoff para o caso hiperbélico. Caso a aproximagao
acima se revelasse insuficiente para algo conclusivo teriamos
eﬁtﬁd aumentado a ordem onde a série'é truncada. Certamenté,
quanto maior for a ordem da aproximacdo usada mais nos apro-
ximariamos da realidade, isto €, possivelmente obteriamos um

maior nimero de pontos homoclinicos, ou seja, intersecodes das
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assintotas.

A expressao formal (4-7) adquire com os coeficien

tes acima a seguinte expressao:

3
33"

_ 2 ) 2 3 2
X = EX,aET X ENEX, N b X 8T+ Xgg EntXgyinT 4 x

' 2 2 3 2 2 3

= MtYeb t Yap Yot Yzeb X3 b Mty g Ny gan
{(4-14)

e nas coordenadas (§,n) a aplicagao T toma a forma:

2
RE-A(Xy1* Yoy * Xp0% Yp)Eom

N

_ ‘€1
(4-15)

-1 -1 2
Ny = A TN HR TRy Y 50t X, tY 5 ) EN

Finalmente usando-se o inverso da transformacdc (4-5) ob
temos a equagdo paramétrica para as coordenadas '"reais™ (x,y) em

termos dos (&, n):.

o2, 2 oy L3
x = (& mire (Xpptypp) ¥En(Xg*yp ) 7 (xpp%y5,) + B (Xg0ty3g) *
BN (Kay Yo )HENS Xy * Yao) 1 (Xag + Vo) (4.16)
31731 327 V320 33 Y33/ -
- E (X ya) *ENGGy - Vo) + 0P (X - y,.) *
Y n 20 ~ Y20 MXyp = ¥/ ¥ Xyg = ¥pp
+£3 (X0 =Y )+52n (Xgq - ¥ )+€n2(x - )+.n3(x - )
30 - 730 31~ V31 22 - Y32 33~ V33

Como x31'e Yz2 sao indeterminados, tomaremos para simplificar
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X = = 0,

31 732
Na forma normal (4-15) a transformaciao T descrg
vé curvas abertas (hipérbolés) no plano (& ,n). Se estamos in
teressados em estudar as assintotas, tomamos entdc o eixo & = O
e 1 = 0 respectivamente, e fazendo-se uso da exprcssao (4-16)
obtemos a tradugao para o ﬁlano "real" {x,y) apenas fazendo £
e n nulos conforme a assfntéta em éstudo. Como a transformacao
de coordenadas usadas, para Se'passar de um a outro € nao 1li-
near, estes eixos & =0 e n = 0 nos daraoc aproximacgoes das
assintotas estudadas na segao anterior, isto élos eixos & =0
e n = 0 devem se dobrar dando-nos pelo menos um pdnfo homocli
nico. A computacao numérica envolvida nao é mﬁito elaborada.
Basta-se tomar uma. rede de valbpes para. E(H?Q) e n{&=0) e zy;rg
ves da expressao . (4-16) obter os valores que serao, via subrotina
grﬁfica,-”desehhados” no plano (x,y}. O namero de pontos e o

passo entre ecles foi adequado a cada valor do parametre a.

Como podemos ver nos gréficos aparece um Pponto
‘homoclinico, ou seja, o cruzamcato das assintotas.{Figs. 11 e
12).

O truncamento da série na 3> ordem nos di um poli
nomio de 39 grau e com_este.polinamio nao seria de se espe-

rar que obtivéssemos mais de um ponto homoclinico.



U

L Lo

A oo

2.20

1 90

-



0%}

.ok ..m

. ey .

09°%

90

099

%9 0

<P

o0

76

8% e YaI

i

sb'0-

Y)Y

609

a9t eg-@ 056 g . 620

X &

TR

.8

1

12 - o

Fig.



(1)
(2)
(3)
(4)

(5)
(6)
(7)

(8)

(9)

(10)

(11)
(12)

(13)

77
REFERENCIAS

M. Henon e¢ C. Heiles, Astron. J. 69, 73 (1563).
M. Henon, Quarterly of Apllied Math. 27, 291 (1969).
G.D. Birkhoff, Acta Math. 43,.1 (1920).

W. Engel, Ein Satz Uber Ganze Cremona-Transformationen

der Ebene, Math. Ann. 130. 11-19 (1955).

W. Engel, Ganze Cremona-Transformationen von Primzahlgrad

in der Ebene, Math. Ann. 136, 319-325 (1958).

T.C. Bountis, Period Doubling Bifurcations and Universality

in Conservative Sysfcms, Physica 3D (1981) 577-589.

M. J. Feigenbaun, J. Stat. Phys. 19, (1978) 25; também
J. Stat. Phys. 21, (1979) 6.

M. Henon, Numerical Exploration of Hamiltonian Systems,
Chaotic Behaviour of Deterministic Systems, Les Houches,
(1981), North Holland (1983).

M. V. Berry, Toﬁics in Nen-Linear Mechanics, S. Jorna ,

ed. (Am. Inst. Phys. Proc. 46, (1978) 16.

Jenkins, B.Z. e J. H. Bartlett (1972) Celestial Mechanics

5, 407.
J. Roels e M. Henon, Bull. Astron. 2, 267 (1967).

J. Moser, On the integrability of area-preserving Cremona -
mappings near an elliptic fixed point, Bol. Soc. Mexicana,

176-180 (1960}.

W.1. Arnold, Mathematical Methods of Classical Mechanics

{Springer, New York, 1979).



78

(14) J. M. Greene, J. Math. Phys. 20, 1183 (1979).

(15) J. M. Grecene at al.,. Universal Behaviour in Families of

Area-Preserving Maps, Physica 3D (1981) 468 - 486.

(16) B. V. Chirikov, Physics Reports 52, 265 (1979).



