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RESUMO

Representamos um sistema dindmico autdnomo inte-
grével. com dols graus de liberdade na vizinhanga de um ponto
de equilibrio estdvel pela forma normal de Birkhoff. As Orbi
tas descrevem um movimento regular e estao presas a toros in-

variantes, figura (I[—S).

‘COnsideramos‘uma perturbacdao que nao gqucbra a in-
tegrabilidade do sistema gerada pelos termos regssonantoes de
mais baixa ordemn que aparecem na extensao da forma normal. Com
isse aprozimamos o movimento classico pela forma normal resso

nante, figura (IL-&) .

.Classicamente, esta perpurbaggo ressonante gqcra
.ﬁma familia de toros cm ilha envoltos por separatrizes. Em
primeira aproximagio poderiamos obter o espeétro de  energia
qﬁantizando, segundo as regras de Bohr-Sommer feld, a Adrea dos
toros externos 4 separatriz e ostoros em ilha separadamcnte,
mas com isso desprezariamos o efeito do tunelamento que oCoOX-

re na vizinhanga da separatriz.

Calculamos exatamente o©s autovalores da forma norx

mal ressonante descrita em coordenadas generalizadas (@ , %)
) e —

gquantizando-a na base dos autoestados de dois osciladores har

momicos. Por outro lado utilizamos um formalismo baseado na

respresentagao de Wigner-Weyl para calcular os autovalores semi-

classicos da Hamilteoniana descrita em coordenadas de angulo/

agao (J,8).

A conexao entre as variaveis (f , %) e as angu
lo/agdo (T,8) & feita por uma tranformagdo candnica nao-

linear, que nic tem equivalente quidntico. Portante, trabalhar
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Com 5ngulo/ag50 quanticamente, acarreta em nic obter scmiclas-—

sicamente os autovalores certos para a varidvel acdo.

Nesse sentido colocamos a seguinte questdo: “Se
quantizarmos diretamente o sistema descrito em angulo ¢ acao
e calcularmés seu espectro de encrgla no limite de grandes nil-
meros quanticos, qual serd a fidelidade do resultado uma vez
que a pequena contribuigao do tunelamento poderia ser da ordem

de magnitude do erro envolvido nd quantizacao da acao?"

Para responder essa questao, mostramos que os resulta
dos numéricos para o espectro de energia semiclissico coinci-
dem com aqueles exatos guanticamente. Assim, : evidenciamos,
atravésldesta verificagao numérica, que podemos trabalhar com
o formalismo de dngulo/agdo conforﬁe as conveniencias de cada
'proﬁlema, desde que as informagoes que queiramos saber depen-
dam da matriz Hamiltoniana inteira, que & o Easo dos autovalo

res, e nao dos elementos de matriz isoladamente.

Os temas. envolvidos com a teoria dos movimentos
regulares e irregulares c¢lassicamente s30 encontradog no capi
tulo I. No capitulo II, obtemos detalhadamente a forma normal
ressonante nas variaveis (g'%) e (gf)g) ; enguanto que
no capitulo III apresentamos a discussac sobre o formalismo se
miclissico e explicitamos os elementos de matriz de ]-{(g,g?).
No IV capituio guantizamos P{(p)g.) em operadores de ocupa

o pl Ll
¢ao e chegamos aos elementos de matriz para F{(% ,é.*).Final
mentc no capitulo V exibimos e discutimos os resultados com-

putacionais obtidos.



CAPITULO I

MOVIMENTOS REGULARES E IRREGULARES

Existem dois tipos contrastantes de movimentos
hamiltonianos, isto & movimentos governados pelas equagoes de

Newton sem dissipagao, o movimento regular e o irrcgular.

A situacdo mais simplés correspondendo ao caso
reqular & aguela guando © movimento & totalmente integravel,
Neste caso existem M constantes de movimento na forma de
fungoes E (?&1 11) com_(‘i.{ 3 4 M) no cspago de fase (fxg),
~em involugao. Isto quer dizer que todos parénteses de Poisson
entre pareé das F‘i”j desaparecem, {Fc ,FK}“.:.D . Se todas
.as .FEIS gdo mutuamente - independentes, o movimento fica res-
trito a uma superficie ;E: M-dimensional no espacgo de fase.
E, se as fungaes Fk‘g forem Suficieﬁtemente "suaves" entao

Ei & um toro M-dimensional e o movimento pode ser integra
1 7
gott1- 1371

A existéncia de toros por todo o espago de fase
de um sistema integravel torna natural intfoduzir um  conjunto
alternativo de coordenadas e momenta, conhecidoe como varid-
veis de Engulp e aéﬁo, as quais jogam um papel importante no
tratamento quintico de sistemas integriveis. As agocs ;g =
{Iﬁ,:[zik_-llﬁssﬁo combinagdes particulares das fungoes FEE
e indexam os toros zi . S3c definidas por

Ti= L o p.93 (1-1)

20l Tgu |
onde TG & 0 j~ézimo circuito irredutivel do toro. As agoes

830 agora os novos momenta do espago de fase, suas coordena



das conjugadas s5io chamadas angulos, € .
Fa vl

Pelo fato de existirem. somente M constantes de
movimento, cada F; podc ser expressa em termos das M agoes
J:i._Em particular, a hamiltoniana & conservada e pode sar

escrita por.

H= H(t,t)=H(T) (I-2)

isto € © sao variaveis ciclicas e

-

L]

& = QL) =V, H(T)

(1-3)

. Ls

I’:‘: O

As componentes Ldé das frequéncias dao a razao
na gual uma trajetoria viaja ao redor de zi em direcoes inde
¥adas pelos angulos Ey . Sempre que as frequéncias UJJ forem
racionalmente independentes cada trajetdria serad densa no to
ro o gqual & denominado toro nao ressonante. Mas, se todas

QJg:’j forem racionalmente dependentes, isto & se l::) . "vz‘l o
= (mi,ml o My o _)_-:O onde M & um vetor com componentes
inteiros, cada Orbita enlzi s desenvolve num toro de dimen-

sao menor do que M. No caso de M = 2 as Orbitas do toro res

sonante serao todas fechadas ou periddicas.

Sistemas integraveis assim considerados sac ra-
ros; dentre sistemas hamiltonianos gquase todos sac nao inte
graveis no sentido de que nao existem constantes globais de
movimento além da energia. Uma classe de sistemas nao integri

veis & aquela com a propriedade de ergodicidédc, isto € qua

se todas Orbitas exploram guase todos pontos da superficie



é

de energia (Zﬁﬂnni) -dimensional definida por F}[?}q)
tante, ac invés de estarem confinadas a um M-toro como nos
sistemas integravels, Nesse caso diz-se que o movimento & cad

tico.

Mas, ainda existem situagdes em que os sistemas
ndo sdo pem integriveis nem ergddicos e sim quase  inteqgrd

veis,., Estes tem a forma

H(tf%):Ho(.tji)‘té\/\/(fJ%) (I-—.‘f)

onde H, & intcgridvel e & & um pequeno parimetro que liga  a
perturbagac W. Quando £=0O ,todas trajetdérias estardo sobre
18]

os toros. Mas guando €%=O o teorema K.A.M. estabeleca quo
0s toros irracionails sobrevivem,embora distorcidos geometri-
canente. Portanto o movimento nag a ergﬁdicﬁ; Por outro lado
05 toros racionais a0 destrufd@a,dc'modo que o movimento Uan
bem nao & regular. Os Loros destruides sao aqueles cujas fre-
quéncias nao pcrﬁurbadas 9) sao raciondlmenle depcndentes,is-
to & cujas Orbilas sfo fechadas no caso de M= 2 e formam wuin
conjunto crescente com £ .

Podemos entender a destruigﬁo dos fnrns da se-
guinte maneira :da.fdmilid conLInﬁa de orbitas fechadas precr
chendo cada toro racional 'somente uma gquantidade finita,par,so
brevive a perturbacgdo. Metade delas determina pontos instéveié
ou hiperbdlicos numa secgao de superlicie tomada transversal-
mente ao fluxoe enquanto que outra métade debermina pontos  es-—
taveis ou elipticos nesta secgdo de supcrficie. O movimento na
ViZinhanga dos pontos instaveis & cadtico e precnche regiao
com dimenéionalidude ( 2M - 1 ). Ao redor dos pontos estaveéeils
definem-se pequenas curvas invariantes conhceldas por ilhas.No
limite de pcquénas perturbagaus,qs ilhas tornam-se longas ¢ fi

nas;a reglio caodtica praticamenle desaparnce.



Chamamos a regiﬁ@ vizinha ao toro racional nao perturbado de
xessanﬁngia. Nessa regifio nd3oc existem toros da familia origi
nal, Essa diséribuigﬁo dos toros pode ser entendida como o)
efeito de ressonancia entre o movimento nao perturbado e al
gum harmdnico da perturbagic forgosamente periddica em © .

Para visualizarmos o efecito da ressonancia toma-
mos uma sccgao transversal ao fluxo de trajetdrias do toro.
As ressonancias sao identificadas pela existencia de separatri
Zzes. A separatriz (Sx) corresponde a uma superficie que secpara
as superficies em ilhas (IL.) dagquelas deformadas pecla pertur-
bagao ¢ & formada pela jungaoc das &rbitas (ou variedades) cma
nante de win ponlo hiperbdlico e entrante no outro ponto hiper-
bélico, figqfa(f—l).

No ponto hiperbdlico (P.H.) guatro curvas se unemn,

+

duas correspondendo a variedades entrantes {ou estaveis) \m/ &
duaz a variedades emanantes (ou instéveis) \/\]d. Um ponto X
pertence & \A/*' se apds n iteragoes <'T-n X ) da 6rbita
( T —y OO ) o ponto )( for levado ao ponﬁo. hiper
bblico. Por outro lado, ele pertence a \A/h_ se a transforma

¢ao inversa CTd““{K) leva-lo ao ponto hiperboélico.

Considoremos a separatpiz unindo pontos hiperboli
cos adjascentes. Com o aumento gradativo da perturbacao pode-
se chegar & situacido onde a variedade W' emanante de  um
ponto hiperbdlico alravessa a variedade W™ gue estd entrando
no outro ponto hiperbdlico. Este ponto de intersecgao & deno

minado ponto homoclinico pelo fato de conectar as va-

riedades entrantes e emanantes da mesma ressondncia. Por  ou-
tro lado se os pontos de intersecgac fossem entre varicdades

de ressonancias vizinhas eles seriam denominadas pontos hete-

roclinicos. Se uma Gnica intersecgao homoclinica existe



entio demonstra-se que existirdo infinitas intersccgoes homo-—
c¢linicas. O movimento torna-se extremamente complicado, Pode

mos visualiza-lo em parte.

A intersecgao das variedades Wt e \Nﬂ'num pon-

to homoclinico X  implica num cruzamento em X' e ent@o ng
1 - . } }
vamente em X" , com X' mais proximo de X' do que X de X.
Uma veZ gue as iteragoes constituem uma aplicagao conservati-
va as areas envolvidas pelas intersecgoes,figura(i-?),sac igua
. . - . . . 1 A}
1s ¢ por ;SSO\M scila mais rapidamente cntre X e X do que en
' : o . - .

tre X & X.Sucessivos cruzamentos estac cada ver mals proximos,

W oscila com amplitude cada ver maior ea area e prescrvada.

Uma vez caracterizado o "gsplitting" da separa-
triz, as orbitas que estavam limitadas & regiac da ressonan-
cia passam agora a ocupar uma regiao maior no esgpago de fase
e agssim inicia-se © caos. Este rompimento da separatriz evi
dencia o desaparecimento das curvas racionals que nrao SUPOY
tam o efeito da perturbagdo. . Nos seus lugares formam-se fi-
nas camadas estocisticas compostas por ilhas e Orbitas cadti-
cas. Para dois graus de liberdade(h\:.ﬁ) cstas camadas esta
rao confinadas & regido limitada por duas curvas irracionais

gque sobreviveram a perturbagac conforme a figura (I-3).

Se tratarmos o problema com M graus de liber
dade maior do que dois , a regide ‘cadtica deixa de ser  esla
confinada entre as duasg curvas irracionails para ser pratica-
mente a superficie de energia (Zbﬂﬂ-ij dimensional inteira,

Estce fendmens & conhecide por difusao de Arnold.

0 movimento na vizinhanga da separatriz & um pou
co mais complexo do gue este apresentado agui. O leitor que

quiser ter um primeiro contatoc com © assunto podera encontra-



' . 2
lo no livro do Liecberman e Llchtemberg[ ].
. . - 13 . .
Por cutro lado, Chlrikov[ J'investlgou a transi-
¢ao entre movimento ordenado a cadtico através do “overlap?

de ressonancias vizinhas  cuja motivagao se deu também, no es-
tudo do movimento de particulas carregadas em espelhos mag-
néticos.

Un dos mais importantes problemas de mecinica se;
miclidssica é entender o efeito das ‘Grbitas cadticas no espactro
de energia.No caso de um sistema quase integravel‘r@ssonante,co_
mo aprésentado anteriormente,as orbitas cadticas aparecerio so-
mente em combinagao com os toros em. ilha,para os guais as condi
¢ocs usuais de quantizacio semiclidssicas valem s6 aproximadaman_
té.AﬂrazﬁD paré‘isto ¢ gue o sistema num itoro em ilha quantizo-
do;pode vcasionalmente tuneiar de uﬁa ilha a outra fazendo um
~corte no "loop" clissico que iria ser realizado.Também. , a pPré-
pria existencia das ilhas permite o tunelamento cntre 08 toros
que envolven as ilhas.Neste trabalho trataremeos de um sisiema /
ressonante inLUQIQVEl;hEO consideraremos o caos c¢lassico.h dife-
renga que existira entre o cspectro de cnergia do sistema nao
integravel e agucle obtido desta aproximacao pode ser atribuida

a0 cans gquantico,



Figura (I.-l). : Ilustragao da ressonfncia numa segao bidimensio

nal.

Figura (I-2) : Ilustragao do efeite de um ponto homoclinico

proximo a separatriz através de infinitas inter
seccdes entre WY e W™



Diagrama das trajetdrias na vizinhanga de duas
ressonancias. As linhas pontilhadas mostram as
separatrizes, As tracejadas a regiao ressonan-

te.



CAPITULO II

MOVIMENTO CLASSICO NA VIZINHANCA DE UM

"PONTC DE EQUILIBRIO

I1-i) Linearizacado : Pontos Estiveis e Instiveis

A determinagao ¢ identificac¢ao dos pontos de equi
librio do sistema dinfimico sdo de fundamental import&ncia pa
ra a compreensac dos movimentos em suas vizinhangas. Em algu
mas situagoes consegue-se visualizar o movimento globalmente
no espago de fase.

Consideremos um sistema representado por uma fun
¢ao hamiltoniana F{(f ) ) e cujos campos Vétmriais (equagdes

de movimento) sao dados por

9{;95

~ s ¥ (-1}
YN
As solugoes destas equagdes sac os pontos de
equilibrio )(;: (@IIF )'para 05 quals elas se anulam.

0s campos vetorials linearizados com um grau de
liberdade gque tiverem autovalores (ﬁi ¢ }L) reais,caracteri-
zam ©O ponto de equilibrio como instavel ou hiperbdlico, fi
gura (II-1).

Quande o©os autovalores (%ie }1) forem imaginéfios

o ponto de eéuilibrio ¢ estavel ou eliptico, figura (II-2)}.

f ! - . 1 bind ]
05 autovalores complexcs s0 existirac em siste-
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mas hamiltonianos gue tcenham pelo menos dois graus de liberda
de devido a sua simetria, uma vez que existe conservagao de
volume prevista pelo teorema de Liouville e aparecerao cons
tituindo quaternos, {+% +1w), (yx-iw)

; (-2 + ¢ ). ’

(-x-iw) . Neste caso os pontos de equilibrio sao,
atrativos (’Rc(}J {0 ) : fig, (II-3)
repulsivos( Re (A} Y 0O )‘ : fig., (TI-4)

0 movimento nas proximidades destes pontos de
cquilibrio'é bem aproximado pela parte linear das equacgocs de
movimento. 0 estudo dos autovalores do sistema hamiltoniano
linearizado nos fornece-informagaes sobre a estabilidade dos
pontos de edquilibrio e também sobre a configuracdo local das
trajetdrias. Solugdes estiveis 1ineérmente,levam a movimentos
na vizinhanga do ponto de equilibrio gue podem ser modificados
quando os termos ndo-linearcs tornam~se importantes,embora exis
tam superficies invariantes arbitrariamente proximas ao pon-
to de equilibrio. SolQQEEE linearmente instdveis levam a diver
gencvla exponencial das.trajctﬁrﬁas. Quande todas ou guase tTo-
dag solugbes sdo linearmente instaveis em uma regiao do espago
de fase pode-se eoperar gue as trajetorias tenham um comporta-

mento cadtico nessa regiao.

I1-ii) Feorma Normal de Rirkhoff

Entende-sc por forma normal, como sSendo a mais
simples expresgao analitica para a hamiltoniana classica, sim-
plificada por sucessivas transformagoes canonicas que levam o©

sistema a um comportamento totalmente integravel.



1l

GCeralmente nido se conscgue estender a ordem  da
forma normal até infinito, mas somente até um grau finito,
o que significa fazer uma aproximagﬁo ap movimento real. Com
isto _desprezamWSE termos, gue seguramente terao influéncia no
comportamento dindmico do sistema. Tais tcrﬁos podem ser ca
racterizados por perturbativos, na medida em que sad  irredu
tiveis 4 uma forma integrdvel. Mas, o truncamento da forma
normal, forﬁece uma boa aproximagao para a descrigao do movi-
mento nas proximidades do ponto de equilibrio, quande a magni
tude das grandezas envolvidas & adequadamente peqguena. Esta
forma normal truncada, a4 gual a hamiltoniana & reduzida, de

nomina~se forma normal de Birkhoff.

Neste trabalhio, obteremos num primeiro instante a
forma normal de Birkhoff pa;a‘repreéeﬁtar um sistema hamilto-
niano 4-dimensional no espago de fase e independentemcnte do
tempo. Posteriormente consideraremos o primeiro termo pertur-
bativo junto 3 forma normal de Birkhoff e estudaremos © seu
efeito nos espectros semicléssicgs e guinticos de energia do

sistema.

Suporemos que na aproximagido linearx, uma  posi-
¢3o de equilibrio de um sistema hamiltoniano com dois  graus
de liberdade & estavel, e que as duas frequéncias caracteris-
ticas Wy e FY sejam diferentes. Assim, a parte guadratica
da hamiltoniana pode ser reduzida por transformacoes canﬁnicas

lineares a forma

King s )= ofies) oo fle%)

No caso o iinico ponto de equilibrio para este sis

tema é (hfi%ﬂtglg),
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A hamiltoniana genérica pode ser representada por
uma cxpansao em série de Taylor, na vizinhanga de (9, o), a

partix do termo de terceira ordem mais a parte quadrétiCa(H-I),

isto & |
K Z .z 2 2 = | s A E_
(c'}ijriﬂ‘z,)ﬁ)::w.lh%h_) _t‘h)z(tz:_i‘j_;ﬁ) 1 k'(:.? i B t : q}_ ' l-); : %2
2 : a0 12! iy
*;;:T:-‘FL;:, (1L-3)

Y ‘
onde }{ & uma constante gque pode depender de ‘\’1, @':L y %2 ; ;31 .

Passamos a denotar a fungao K[gi.)ﬁ,ﬂh,ﬂ ) . em

termos das sequintes coordenadas complexas,

Fmgtp (L-4)

e

a =% +it ) a

e (aat) = (1 1)

(3

o
4
%
B
)

2 L

com (3 = (C\x \ Q,,_)

f=g-o e 3=

A partir das equagbes de movimento de Hamilton,

‘\;:___K_H_Q ér:-* 2 K (-6
~ 2% ) - 3% !
notamos que
A — % 1P = 2K -1 2K
2P 3%
~ (x-3)

15O~
E 3
|
fa s
1' -
.
f
2
+
T
S



13

_ As derivadas parciais de K (i ) T’ ) com ros-
peito a E} { q ¥ sao dadas por

o
!

— 9K % K 59
2R = 3K % Sk . A K
24 2% The ey e ?ﬁ_%ﬁ_+ z'%h

Portanto, as eqi_xaq.aes de movimento para as novas

varidveis Q e A%, sdo dados por

2Ll =3x —rak)
Jdar 9% 3%
(m-9)

3 [2tk) = — (Fez__is_ 12K
d a 2 ¥ 27

Comparando as equagoes (IIHG)‘ e (II-9), ve

rificamos que

d_(-21K)

oar

|
gop

(I-30)

Com isso, vemos gue 9-* faz o papel dos momen-
ta, (L o das coordenadas e (-»zi, K ) da hamiltoniana. En-
tao, podcmos considerar (*ZL KL%'«:}:‘)) como sendo a fungdo ha

miltoniana gue gera ¢ movimento das coordenadas complexas L

——
e OT.
L
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A base do calculeo da forma normal de Birkhoff &

a expansao em série de Taylor de L*Z"- K (o, %) ) , isto é&:

E E b
A kL ) )= - LW (qtq )"LL‘JZ.(DQ C'kz P\ﬂﬁ Bt Qi q‘” L0

"G’L‘I'P_l-n- (Ir 11)
YR+ p o=

O fato de & e 9;# , serem dependentes de for-

Y e 4 , faz com que os expoentes de

de

ma linear em relacao a

~

o e ‘CL* em (IT-11) sejam da mesma ordem dos expoentes

' }
e § em (1I-3), alterando apenas a constante kaﬁ.?zle‘a' g

h—

T
a gqual passc a chamar por h‘f‘::?;.wl,% .

0 fato de K(O\ ,a¥ ) ser real e 9* ser com

plexo conjugado de d. implica que

(m-a2)

,*
kﬂ(ﬁ-.eﬂ_\"{l,ﬁx —_ \3\ Pi N1 ﬁz"’\’z

Por conseguinte, vamos propor que por meio de

transformagaos canonicas sucessivas independentes do tenpo,

consigamos reduzir a hamiltoniana & forma:

'—Z{-K(E\d,%*) : — LK'-’j (Q.\-Q?) —-'l.“‘;l'z(Q;arf-\f) Ay (quz\t)z +

+ Eyzlacal)(a.a)) + €2 (GeaM) oo 4
L2EE
J‘"C’“J"""(ql'q?)" - *Hszmx‘(Qz CX:)_? +

«1 *?1 e *%
Z k"h A S R A

My Fa
TN+ P=W (IL-13)
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Os coeficientes jigd descrevem a dependen-
cia das frequéncias nas amplitudes das oscilagbes ou nas

energias propriamente dos osciladores.

A intengao agora & estender a simplificacao de

(I1-13) até a ordem ( @, %*) NoLE para tanto aplicamos a
: _ - ‘

tranformagao canonica (*’} . )—) (g - ‘Z’ ) . Seja a .

fungio geratriz dessa transformagao,

60 .
. LT E q ¢,
F-—“—"Zla: +ZZ'Q: + ; Sﬂfhgiﬂllﬂ‘ZL, Qf@ ) Zzi, C\:

q’.\fF3-« (I[“-ll'{)

""")1*?1 =N

. 3
. A nova hamiltoniana K (é ) %*) & dada por

1%
*
!
QJ.
e
"

= )
It ' (1-15)
isto &,

pois

———

ot

dFE(e,2n227) o (13 )

A partir de (II-14), obtemos

-

. . - ‘ 6‘)1_] *'?1_1 Dq";_ ,* Pz

Ay :—-a-—F- = "Zi L @1 '6"\’:.?.."(:-:?: : z!. . Ay - zz . Qg
=Ly :

Hya B

*’4\.1?;-"
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. - #?1 4 w B-1
a,= 25" F’ == Z{z 1+ ? Soah?“ne,.? Z ' Z - Az
o
LTV -
*41*&_:!‘4
(Im-s8)
* B ) SCSERE ﬁ 2 B
Zi:_.&i: Cl: 1+ % Dﬂ-su(,,gs“nfajﬁz Z ﬂi .Zz ~C13{, :
821 % +B .
T B, M
r o0 .
» " 4 W B ol _kft
ZZ. m_.a__F_.::Qz 1“" O\, 5"’(‘3?,"(2?; z C\-‘:Z?‘ C)\z
SZ, | .
&y o+ B
L_ ¥y B=N

Ao fazer a reversido das sdries das duas (ltimas
equacoes (II-18) e substituindo-as nas duas primeiras equa-
coes dc (II-18), obtemos (CL ) o*) como fungio explicita de

(Z,27)

s

h (0 | oy -1 - ?:. :
Ay = 4{{1 + E Q'Sﬂ\’v?."\'z'ﬁz ) Zk'l 75: l Z;é Z §]+TO 5

Z:Ea]—\—TD 4

Xy PN

}: Z % Oun . Zq/i Z‘*ﬁ "ﬁa 1

o By o4+

Ty ?1;.:0-.1 _TI 13]
al = 7, Bgebd o "
v 2y 4 — o(i.gﬂmﬂz,z ,Zi 2 Tos.
=y v by

LI PR P YV

Q?-‘ZZ i_Z 6%,?.4, Z f“h Znei ]

*8y+ %2 am

0 termo quadratico E Loy (ay e ) - L an.q{')J

da hamiltoniana (II-13) serd expresso até ordem N, por:
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Rt _ e oAl
~tuy (227) |4 +Z (;ai_ne‘).g_{“ﬁ%%. 7 Tahtg bkl

LTS
v, 5 LN

¥ # *B-1
.._'tqu(Zl-Zz ) i+Z(§3 0{) Wf b Zi £ f Z 27.

n“ * ?.
b qz. r‘-‘z:H

(TL-20)

Nos outros termos 'da hamiltoniana (II-13), gual-
* .
quer aproximagao a A e Q.M além da linear ( a =7 , & = [iw)

gera termos de ordem superior a N, Entdo, podemos escrever a

hamiltoniana KL%JQ‘J dada por (II-13), como fungdo explici-

ta de (é . Z*) até ordem N expressa por:

~

~2iKlg,an) = - 1wy (2,20 ) e twarl 2028 ) + cos (2, 200% o

t Ch2. (2,2 (2..2.%) « £22 (22272 4

+ Cyua (2,280 Lgea . (2e023) 85

' W Zﬂ“*@’ 9%
+ g ‘zl"(i.-g,acf;.ﬁ LL) ('@i"'n{ ) + t‘ z (?th "?1,?11"1‘;.]?3 . j' il ' 22. Zz

Fi+ B+ (]I‘-Zi]
Todee FouW Antes . de continuarmes o cialculo no sentido de

obter a forma normal resscnante convem fazer uma sucinta dis-

cussao sobre a equagao (II~21).

1) Se =%, e %:= ¥ , o0 termo em colchetes se anula e

portanto sobrarao os termos ,

Z kﬁ_lpg_ * ( Z: )tbl + (2;77,:
ZP+
*2p=N
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o que significa simplesmente acresccntar os termos de ordem
N & forma normal dJde Birkhoff, Isto independe da relagae en

tre (UJy e W; ser racional ou irracional.

2) Se "ﬁ + f3,q_ e %z % ﬁz , © termo em colchetes nac se anula,
e todog os termos de ordem N do somatdrio podem ser elimina

dos, com a seguinte escolha,

5‘(19 d B - = i" b\*ingz.’(l, P: I (]I‘-ZZ)
2 T4, 82, by S
Wi (f~%) + Wa (Rem )

Iisto acontece, sc assumirmos gue a relagﬁc entre

Ui e ()2 nfo seja racional ois, neste caso haverd um con-
] r P .

junto de inteiros ‘%3 e Fg tal que anhaiﬂljgl torna-se

infinito, correspondendo 3 ressondncia na orbita periddica es-

ravel |

Separaremos em duas etapas os célculos subsequén-
tes, num primeire instante chegaremos a uma forma normal to-
talmente integrivel ¢ posteriormente levaremos em consideragao

05 tormos ressonantes.

. ' ' -
Portanta, a escelha (IL-22) para 3*1,@1,W5 P,
nos leva a hamiltoniana de ordem N desejada uma vez que
por meio de transformagoes candnicas sucessivas podemos,em

principio, reduzir a hamiltoniana a forma,

. . . 2
*‘-ZLK(E'%ﬁ)_—: '—'{-('LJL‘(‘EL'&':J--—LL&J';_'(Z-;_-E:.)+ rci,i-tzi'zf) e
""}' C;,zv(éi.zf)- (Zsz) - ‘Czizv (_212:‘-)2}‘ e -
“ ‘:s.m.(zi- z}")”"‘.f e 4 Ko (;21-2;“‘)”/2 . T.o.5,

(IL-23)
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para gualguer N. Pcdemos, agora, retornar ds variaveis origi-

nais. utilizando as mesmas transformagoes feitas,

e o~

(z.2)=(ae)=(8+1")

K, 8) = w00 e (e 02) o bus (5 90)° -

2z
+ bi.Z-(ﬁz* C*:: ) . ('Pzz"'c'}:) + b-;,z (’?—f + C’*: ).a-t‘ e
b oouw (2™ e b (B INEL T,
| ' (T-24)
onde bi; = &c,;/( i)
. LA

A expressao {II-24) & a forma normal de Birkhoff
em (‘f,%) para uma hamiltoniana 4-dimensional no espage de
fase e independente do tempo, e pode scr expressa nas coorde-

nadas polares candnicas (I \ @. ) através de:
. o -

i’ — \J 2L Cos @ (1]‘_-.9,5)

At

COna

K(-I.L,Iz): U.)gL-IL—tLdrIz = bs,g-lf —+ bs,z I;'Ia -+

(m-2¢)
N/ Nz
+ bz,z Ii = - — + ba..w I,, z+ bz,u I;-, + T.0.5.

vt

. Z 2
onde L ;—.:(f o _?)/&‘ e cada ceoeficiente bt,j envolve ago-

ra o fator 1/2 com a poteéncia correspondente.

A hamiltoniana K(I, {f) & integravel polis os
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angulos § sBo varidveis ciclicas, { K, J;}:.cj . O siste
< ‘

ma descreve movimentos condicionalmente periddicos no toro

:_[; = constante com frequéncias L.f:) = V}: K(;I,) .

Podemos chegar ao limite de lﬂ-acﬂ em (II-26) s0o
mente se o -sistema for totalmente integravel, porgue Caso
chtrariq a série de Birkhoff diverge, pois sabemos pelo
teorcma K.A.M. gque para gualquer hamiltoniana nao integrivel
existem O6rbitas que nao estio presas a toros, enquanto que a
forma normal & porfeitamente integrivel, dal a razao para a
série nao poder convergir, Por outro lado para L pequenos,
¢ truncamento da forma normal d& uma boa aproximagao perto
da origem e nessa regiaoc.a hamilton;ana }((;) & bem represen

.tada pela aproximagao linear integravel.

I1.iii) Torma Normal Ressonante

Ao tentarmos meihorar a precisao da forma de
Birkhoff aumentande o ordem da série de Taylor verificamos
que mesmo para N finito aparecerac termos caracterizados por
peguenos denominadores gue impedem a convergéncia da série e
correspondem a uma  manifestagao de um fendmeno fisico
gue localmente varia o caridter das trajetdrias no espago de
fase. Quando estes dencminadores se anulam definem-se entao

ressonancias.,

A existéncia dos termos ressonantes impossibili-
ta a redugao da hamiltoniana & forma normal de Birkhoff. Eles
sempre surgirdo na investigacdo de uma familia de um pardme
tro de hamiltonﬁanas ée, conforme o parametro descrevendo a

familia variar ,os autovalores do problema linearizado tam-

bem variarem.
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A inclusao de termos ressonantes é forma normal
caracteriz$+a como forma normal ressonante. Esta pode ser
descrita como um sistema integravel na presénga de uma pertur
bagao periddica e consequentemente pode ser tratada por teo-
ria de perturbagio clidssica. Gustavson trata o problema de

(4]

forma geral e abstrata . Damos aqui um tratamento simples

para dois graus de liberdade.

Retornando agora & discussao que envolve as equa
goes (II-21) e (II-22), tomamos L) como parametros que defi-
nem a hamiltoniana e os escolhemos perto de um namero racio-

nal, isto &

W

e ——s—r

m-21)
L + A (

I lu's

onde s e r SAo inteiros primos entre si. Estudamos entao
a familia de hamiltonianas e procuramos a aproximagao mais

simples que valha perto de A= © .

Na redugdo 3 forma normal nao podemos "matar" oS

termos em que o denominador de (II-22),

Wile-2)+ & (B, =% )

torna-se zero na ressonancia. Neste sentido, podemos obter os

termos ressonantes de menor poténcia, para os quais Xy Ff e

% 55 B, fazendo,

Wi B _xy) 4+ Wa (B, -oa)= O (IL-28

ol

S{f-x) + ¥ (Fh-%)=0 (T-29)
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b .
A escolha dos ¥'» e PBh & feita de tal modo que

a soma ( ¥y Py oxn e B ) seja minima. Isto e,

(B-=)=12r (f-) =35 (I-20)
de (Ei-ﬁh)n:l" e (B‘l—'*\’z):‘..-—5
= f=r , =0 )JE#G , W= 6 (IL-34)
de (B - =)= - e (B —x) = 5
:f? ﬁ:(} ) °I).1.:'r' 5 f%:f‘:' ) = © (JI_'?"?')

Nota-se que a soma &e (‘¥1+ﬁ,+¥1+91) & (rxs).

Portanto o5 termos que aparecerao em (II-21) terao cocficien

\K‘“:F.sﬁt,ﬁz dados por,
i) k""l;?an“ﬁ.ﬁl_ﬂ—: \?\0-7'154'5‘ (31*33)
ll) \?\“Q"Fi‘“{"rﬁl: erOJOJB (.JI'-‘_E’L‘\

Assim, a hamiltoniana (1I-21) K:(Z

ordem N, mais sinples seria,

-—ZLK(é % )--- — L udy (El\ 15)--L.h32.£ﬁ /7 +b1,1-(21v2f)2 +
"i"bi?. (él?_)(zalﬁ.d)+bzg(_212j +,,.—.- — -1-

1 bh“'(zl £y )H/A-th,_.-u -rsz (#2.2 *)”/?. +

Mo L e 28]
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Para denotarmos o5 dois Ultimos termos de (IT-35)

nas variaveis :[1 @ :[; » fazemos uso da aproximacdo linear

* - -
Q. = Z.?: ' %’F: Z » da transformagao candnica (II-25)

da complexificagao (II-4)

‘é,-r: ’Z ;13_1-6@

e

chegando em,

£ lz1 .EL?'_' (T-36 )

! s

de modo que,

- L@,
Zir == (Z IA] /2' c

_ir 3,
22 1) e

|

(I->%)
250 (21,)" ¢t

™
I

(2 12)5/2. 615 :cp..a

Resgatando a relagﬁo {IT-12), e chamando cste coe

ficiente por R simplesmente, podemos escrever os dois {lti-

nos termos de (II-35) por:

lp[;;.zgjwﬂz;’.z{]:;

::k z;Lm(z[.sz

= Zk (2 Is)rlz (211)5./2 Sll‘ﬂ(r,@f‘ 5@:)
(I-32)

‘Mas, ao invés de usarmos giTl(P'@r—S @l) preferi-

mos usar o cosseno.

A transigac entre um e outro  envolve

uma rotagao de ﬁﬂ/a © que corresponde a uma transformagao
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candonica linear,

@1: \P_g + ﬁ/.ar"
P, =%

tal gue (II-38) fica,

(-39

Zk (2 ls)r/z, (2 _I}.)S/Z, C.CJS(_I“' ‘-Fi -5 ‘101) (I[-L\o)

Finalmente, a hamiltoniana (11-33) P((g,%f) des-

crita nas varidveis de &ngulo-agdo (I, ) & dada por

K(I,Lj’): Wy Ty + Wy I, -\*.bs.& 15 + by 1s T, +

z N Nl
+ b?-a ?.1“----+th 1, h-\-—-—--t\'-‘z,u 17_2—6-

v 2k (2 IJ%. (270 )*7%. Cos (tf =5 %) (TC-HA )

Esta expressdo & a forma normal ressonante (resso
nancia fora da orbita estivel) para uma hamiltoniana genérica
independentemente do tempo em 4 dimensoes no espaco de fase.
A equagac (II-41) considera somente o primeiro par de ter-
mos ressonantes, os‘quais podem ser interpretados como uma
primeira aproximagac ao conjunto de tcrmos ressonantes de

ordem superior que foram desprezados

Em termos de teoria de perturbagdo, podemos dizer
que temos dois osciladores harmanicos,(hdzflt) e(‘+h‘]:a\,
presentando um sistema nao perturbado, neles atua uma pertur-
bacao diagonal (b,JfIf 4 byz- Ty Ty + baz s & mme *bhm'lrﬁf___tbaﬁI:h)

e outra contribuicao perturbativa nao dlagonal

(z ko (2T (2m)” costrfi-sh) ) -
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Mesmo existindo esta dependéneia angular de 4&
e “& em.‘<(1,“?)  notamos que a integrabilidade do siste-

ma nao & quebrada, pois fazendo uma transformacao candnica

linear do tipo,
Q= (rY -3 Y, ) 1, = v J,
n= b h (L-y2)
C)z = 4%- :[2 = Zr"fajj

Verificamos que €, torna-se ciclica, e portanto a agao
Jao canonicamente conjugada a ela é_ﬁma constante de movi-
mento, a qual juntamente com a energia total do sistema ga-
rantem a integrabilidade do movimento uma vez - gque estamosl
trabalhande com dois graus de 1iberdaﬂé. Isto & ilustrado nas

figuras (II-5), (II-6),(II-7)

A hamiltoniana que queremos tratar no contexto

deste trabalho é a mesma da referéncia [5]

z 3 32
KIZ o) = (e A L« Tov e Ii + €10 L Coslett -2

C(m-43)

e para tanto ajustamos os pariametros e coeficientes de
KT ,¥4) da equagac (II-41), de acordo com a segquinte es-
colha

= 6

S =4

u)lz.(%‘/@"}\] (]Im’{‘i)

W, = 1

biA - /&

e os outros coeficientes égj nulos. Portanto temos,
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K{L 4T )= (A LT+ € T oo tinf)
| (-H?-Hs )

a gqual pode ser reescrita como,

KIT, 9] = Holz)+ WIZY) | (z-ne)

B

. Podemos considerar o sistema nao perturbado como

sendo aguele representado por,

Ho(T) = (M- Tiv 03 + Te (T-u3)

na presenca da perturbacao,

\/\/K;,ﬂ:' .13 T Cos (o - %) (- us)

0 efeito da perturbagao & tanto mais intenso quan

to mais suave for a variacao temporal de sua fasc,

(7//,,’5 = Yy = e -F ' . (IL-49)

0 limite de fase constante nos fornece a ressonan
cia entre o sistema n3o perturbado com o harmdnico (I 5)= (6. 1)

da perturbagao. Isto &,

93 = b1 - 1% = o (IL-50)

tal gue a condigao de ressonancia @&,

of =4 (T-51)
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..,_% ‘PLH:HI(UG_)) +,2.-L-I;,

(m-53)
' § =1
Logo,
(1-e%) ¢ $2 ¢ Is =1 (IL-54 )

e assim

:I:i':: P T (IE—SS'}
£ e

Esta relagdo (II-585) nos mostra a posicao do sis-

tema de ilhas:

i) se A=©, Li=©, a ressonidncia estard no ponto elipti-

ca da secgio. de superficie da filgura (II-5).

ii) Se A# o , a ressonfincia ocorrerd no toro ressonante de

terminado pelo J; = I_»L/é , isto é em

= A

i2- e (Hdse)

como islustrade na figura (II-6)

Semiclassicamente a separagdo entre dois niveis
de energia congecutivos & h de acordo com Bohr-Sommerfeld
e portanto Ji /'h nos fornece a guantidade aproximadamcente

de niveis de energia existentes até& a ressonancia.

Utilizando ainda a transformacgido candnica 1i-

near (It-42) com F= 6 e SH= 4 repscrevemes a hamiltonia-
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na (IT-4%5) nas novas varidveis de angulo ¢ agao

por,

H (J;@): - (07‘]1 T Jz +(°2'F--:]11+ E 6> 333-(.71-3',)‘/,"&361

(IL-5%)
ou .
Hig,e)= H )+ w(F,e) (r-5¢ )
onde
£ ~a. _
]'\OLJ)‘:;:—C-'AJi‘,'jE"_G"C"Ji CD: 5‘3)
e
3 3 . 1/2. &
W (;{,Q ):: £.6%. 07 (:Hf“jl) . Cos 1 (I-eo)
A cypressao (II-5%) serad utilizada posteriormente
para calcular o espectro de energia por um formalismo semi=-

classico.
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1
.

£

Figura (II-2) : Ponto ‘\O" de eguilibrioc estivel

Figura (II-1) : Ponto “(O* de equilibrio instavel



Figura (II-3)



A Pz

Tk A

Figura (I1-5) : Sistema integriwcl scm ressonancia.



Figura (II-6)

A perturbacdo desloca o sistema de ilhas  do

ponto estivel para um toro ressonante’ . 0
sistema ainda integrfvel apresenta varias fa
miliaz de hamiltonianas envolvidas por separa
trizes., Neste caso aparecem seis ilhas por-

que M= 6 e 5= 1 7 e J{,_:',[_-L}(-, -

32
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N

Figura (II-7) : Uma perturbagao genérica pode destruir a inte
grabilidade do sistema, ao gquebrar as separa-
trizes, gerando um sistema de ilhas cnvolvidas

por Orbitas cadticas.

33
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CAPITULO IIT

ELEMENTOS DE MATRIZ SEMICLASSICOS DE H ( g , &)
Em geral fendmenos macroscopicos podem ser  bem
deécritos por uma fungaoc hamiltoniana ‘4 (%]t ;t) ~classicamen
te. A mecinica clidssica assegura gue, se fizarﬁos uma medida
no sistema encontra-lo-emos com probabilidade .UM em um pon-
to(g(*),r(t)) que se move no espago de fase de acordo com
as equacoes de movimento de Hamilton,

§=l9.m)  P={tH (Tw-4)

e

onde {%,H} e {t,H} sd0 os parénteces de Poisson.

LNd memaniaa quﬁntica,exiate uma limitlagao funda-
mental dada pelo principio de incerteza do Heisenberg @0 que
nao & possivel delerminar a posicic de um sitema no espago de
fase com concordancia melhor do que num volume da ordem de
(h) ‘onde M & o nimero de graus de liberdade e h ¢ a costanle
de Planck. 0 principio de incerlieza mostra-nos o necessidade
de uma representacio diferente da classica para descrever o

movimento no espago de fasc .

Podemos construir um pacote de onda que se re-
duz a uma trajetdria no limite h-» O , mas essa onda sO se
ré estacionaria no caso de um ponto de equilibrio. O equiva-
lente clissico de um estado estaciondrio &€ uma superficie in-
variante no cspago de fase. Por essa razio procuramos entao

+ - s{/ (? _E#) L 3
associar uma fungao de onda CEANIE R a uma superficie
2{0( £*) de pontos no espago de fase (3 x #) , indexa-

da pelo valor P* da familia de curvas caracterizadas por



fa(ﬁ ' _E) . be fato, consideramos uma familia de estados
guanticos em gque cada qual corresponde a uma familia de,firbi
tas classicas. A superficie Zo (f") pode ser visualizada pe-

la figura (III-1),

A coordenada & ao longo de Z;. (E*) e esco-
lhida de modo gue os pontos classicos sobre Zo (f*) sao dis
tribuidos uniformemente. Entdo @ serfo consideradas como
novas coordenadas no espacgo de fase e 05 parametros :_E se-
rao tomados como os momenta conjugadas. 0 gerador desta trans
formacdc & a funcao acio 5. (%, :E’) satisfazendo as relagdes,

(2,8 )e— S (2, 2) — (8 2)

(IT-2 )

{—5
1
fylw
P T I

4a .
Q3
i
Qo [0
¢ by y‘l

Cada intersecgdo da superficie ,._9:'" constante
X (4 "
com a curva Z‘, (£7] fornece um ramé E (%, £*) da  fungao

j’ (j, :1;) e consequentemente a fungac agdc & dada por
(3 T G . Jda
P = [ 23 ()

L=
onde %, & uma constante.
A agao 5, C%,fﬁ) & identificada como uma solu

¢3o da equacac de Hamilton-Jacobi em T =0 ,

H(&-,B (5.04),) = ~25G.2.0) (- 4)

A condigao para que ‘,

— | L”?t.f ) / [ ' () f“)}
Y(g,t,£%) Z_\«:. 810020 | Peseli 843 (112"

salisfaga a equagav de Schroedinger para h—»0 & quc'.'S('i.g.t) 54

tiofaga ( IIT~4 ).
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A fungdo de onda (/jo (j,f*J semiclassica & cons-

truida por termos que ndo dcsaparecem quando'h-%C) e cada
L ety x '
contribuicgao ‘t)u (:‘l, r ) envolve uma fase dada pelo produto
(i)
-1 -~}
de {7 por Se (3._E*) a menos de uma constante. E, de acor-

[ 191

do com Berry a fungao de onda

t4 -\/z . qu "
W, 4 £ = €. 275 4,2} exe L(cg;;**%;_(ﬂ., )
e . ai, 3¢

L=

(-5 )

- . ~ . - , " -
estd assoclada a . superficie cla551ca,2;(f ) ; 55 é uma

fasa.

Para o caso de sistemas quanticos onde todos 05
cbservavcis podem ser exPréssos como fungoes das coordanédas
e seus momenta conjugados (%1 f) ' pddemos representar o sis
tema por uma distribuigac de quase-probabilidaﬂe ho espago
de fase ao invés das representacdes usuais de lleisenbery ¢
»Sﬁhroedinger. Em 1932, Wigner [6] introduziu uma  fungao

distribuigdo LJ(ﬁJg) no espaco de fase que descreve comple

tamente um cstado quantico Vj(i) e & definida por:

CEALIACAERELY,

(TI-¢)

L p. 8/
NI ERLE PERC
' L h
a gual corresponde a transformada de Fourier do produto de
<l CDHl({@l)* em posigSes separadas por & . A fungéo
bﬂ(i;t) & uma generalizagio guantica da densidade classica
de pontos no espago de fase. A fungao de Wigner para um esta-
do semicléssico associado a uma superficie éf; Cff} & obti-

da simplesmente pela comnbinagdo de (HOI-5) e (- o)
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0s auto estados de energia de um sistema que
clasaicaménte & Integravel, tem uma correspondéncia direta com
os toros tragados pelas 6rbitaé no espago de fase. Na repre-
sentacao das varidveis dngulo e agao (jg Qﬂ'), tais toros de

[ 7]

vem satisfazer 3 condigao de quantizagao

L= (n+ 2u/4) Cm

Onde'n‘=§Th “z,--~fnm] & um conjunto de nimeros gquinticos e
]
" . [ 8]
580 o5 Indices de Maslov . A
i{t!:{o\)fv\;)cfﬂz)—--—-)oel\du}
fungio de Wigner W, (I ) representande o estade  determi
Hh 1 ke i
nado por N , no limite classice foi obtida por Berry 9] e &

dada por

L

Wa (T)=(z%)" S(Tt,8) - Te) (-8 )

onde ;(3'1’] & a agido do toro que. passa por(i’f) . A
funcdo delta N — dimensional implica que a fung¢gao de Wigner
para um auto-estado esta ¢oncentrada scobre o.toro. Este resul
tadolé vilido para sistemas integraveis somente. Os sistemas
ndo integraveis classicamente, ainda ndo tem uma perfeita com

preensid no dominio da mecdnica quantica.

A formulagao de Wigner-Weyl permite-nos represeﬁ
tar gualquer observavel gque tenha um limite classico, por uma
matriz semiclissica construlda na base dos autoestados de um
sistema integravel. Se esses autoestados forem uma boa aproxi
macdo aos autoestados do Hamiltoniano ndo-integrdvel, entao a
matriz semicléssica representando este Hamiltoniano serd gua

se diagonal. Portanto o espectro semiclassico de energia do
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sistema nio integrivel pode ser obtido pela diagonalizagao

da matriz semiclassica.
-~

A reprcsentagdo matricial de um operador A em

termos de uma base completa \g) na representacdo de (‘i,t’)

-

gAY = 4, 49, <RI 1A (R 120
(TT-9)
{LVANES = [dp - 41 A(g,p) <81aD
(I~ 20
A f):SdQ (3rollAVa-al)y e/t
(IT-11)

[10]

& a transformada de Weyl "~ do operador A ;

< 8_,12??:—@1- \N.Sdé} aeaflyNa-ary 7 T2
am LI ore )
[111‘

£ a matriz de Moyal ou fun¢ao de Wigner cruzada

“ :
Mesmo se A nio depender explicitamente de H

nem sempre pode-se obter A(ﬁj)::AL(iﬁ)onde Ac(ilt) & o chser
vavel classico. Em geral essa correspondéncia de Weyl nao se
verifica para fungacs gque tenham uma dependéncia complicada

em {9 . t ) devido & dificuldade que existe na  guantizagdo
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112}

de fungodes classicas .

Tendo em conta as definigdes (III-10), (III-11) e
(III-12) utilizarcmos a representagdo de Engulo/aqéo(gﬂ?)
para obter os elementos de matriz semiclassicos para um opera

dor que tenha um limite classico.

A trasnformada de Weyl na representagio de &ngu-

lo/agao & dada por,

A(;[E )f):jua?éik.g <kg;g/z\5~\j§j—§/z> (TI-13)

I

Contrariamente i representagao de (ﬁ}f ) a trans-
formada de Weyl em tg,f)_ nao equivalé a uma transformada de
Fourier em ES[Z‘ dos elementos de matriz. [sso acarrela pro-
blemas para a transformada inversa de Fourier, quc sao trata-
dos em [11] |

A matriz de Moyal nessa representagao é dada por

P
il .
_tlh.

iy = ,L)"’, af . € ~3<§@/z|g><g w@@'

"3,y \2TH
-V (-4

e utilizando a representagao

Y A ¢
CHlny = ()" €7

R (II-35)

temos

(T -6 )
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Agui, cada elemento & exatamente uma fungao del

ta no membro da familia de toros, cujas agdes sao

, % (Dr-1%)

Assumindo a existéncia da correspondéncia de Weyl

para um DbserviVe]./q(Jh f?) , obtemos uma expressao para 0S|
" -

elementos de matriz semiclassicos do operador A na repre-

sentagao de angulo/agao. Analogamente a (III-9) e (III-10)

obiemos

(TII- A8 )
. 9 A gLzt
(J1ALD :<i 39 AT g N
~ ~ 21 - Tz T
| (T-49)

Esta equagao nos mostra gue 05 elementos de ma-
triz quinticos e as componentes de Fourier classicas descre-
vem 0s mesmos observiaveis fisicos no limite de grandes nume

ros gquanticos, Em outras palavras (III-19) evidencia o princi

pio de correspondéncia de Helscenberg e foi apresentada
por Percival e Richardsl 131 e derivada detalhadamente por
A.M, Ozbrio Almeida [ll].

Pombora as varidveis de &ngulos/agac nao possam

[141]

ser guantizadas diretamente & extremamente 4til uma quan

tizagdo aproximada devido & simplicidade do movimentoe classi-
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e

co nessas variaveis, 05 operadores 1? tém © cohjunto discre
to de autovalores semiclassicos dados pelas regras de
Bohr-Sommerfeld (III-7),
T —f(n+ &) , onde R & (1/4) do Indice de
Maslov.
bPe acordo com a transformagao (II-42) os autova

lores semiclassicos das ag¢oes T e J: sio

A NEY \
(ﬂI-a?o)

i

;iiﬁ(b’ﬂlabTh + Q-R)

&

A

donde definimos os numeros gquanticos (hﬁ,w) por,

LA =] &Mz My

| (MM-21)
fnj____._-._ rm + "Y')O :} fh:_—_ (rni-ﬂa)/(:.-

com hg :‘...'..Dn ilz;3,H o S.-
Entao .
jj—'\’](ﬂ-fﬂi 1—__‘?}_)
& &
(Ir-22)

Para obter o espectro scmiclassico de energia da

hamiltoniana (II-5%),
z FE 3
H7,8)= ~63% + T €e Tir €7 7 (50

utilizamos a integral de Fourier (IIi—lS} e as relagaes (III-22)

)1/2- (o3 9_-1‘_

A presencga de :E;““ constante em (IT-51) acarreta simples-
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mente numa translacac na medida da energia, por isso calcu-

laremos os elementos de matriz para(}{w-ﬂa) . Salientamos
também.que a passagem de K ( },i ), equagdo (II-u5) , para
H( J, @), equagdo (II-57) , se deu através de uma transforma
¢do canonica linear , equaqao (IT-42) , o que equivale a uma

' = c i : et 5 ‘
transformagac unltarla quantlcamenie[l ].

Portanto temos:

~ 27 ) 2
: (w-23)
e cxplicitamente,
D R R s S A
5/2 3 X
N b IS SR | N FEE IO I O - P B
Z V4 6 6 i © b
(IT- 24 )

-

A estrutura da matriz (IT1-24) e tridiagonal e a
partir de sua diagonalizagﬁo computacional obtemos os autova
lores semiclassicos da hamiltoniana descrita em variaveis de
dngulo/agao }{(Qj“%) , 05 guais serdo apresentados no capl

tulo V.
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23,27

43

(2)

o
A———
—_
o
* -
S

Figura (III-1) ; Geometria da familia de curvas,parame-
N L)
trizadas por P, mostrande a curva zzo(f )

num tempo inicial tso.

Y.
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CAPITULO IV
ELEMENTOS DE MATRIZ QUANTICOS DE H (p , q )

Deduzimos as formas normais de Birkhoff e a res
sonante com o auxilio da transformagao candnica linear:
(Wr-1)
(95 -t B

Essa transformagido tem um equivalente exato na mecanica guan-

tica. ‘De fato o- correspondente qunticJ'zo]

(‘-‘ré, o 1’;;_)

c’ié,:_L
(21
(ne- 2 )

&31-“ (7] (qf& — ﬂ)
ado os omhecidos operadores de eoriagao e destruigao dos oscila-
dorcs harmdnicos. As transformagoes candnicas subsequentes
gue reduzem a hamiltoniana a forma normal (TI-41) nao tem
equivalentes qguinticos exatos por serem nac lineares. Tomamos
entdo o casc mais simples de uma hamiltoniana ¢ue ja se encon
tra na forma normal ressgonante P(iﬂ)ﬁf) na equagao (II-35)
com a mesma escolha (II-4Y4) de constantes que fizemos ante-

riormente:

‘ » % 6 YA
H(qé; qJ):(l/(p“’)) Q;~Q1 +-q2 Ay + c(ﬂfﬂx\ +:§_(Q~1Q;+q.za_1 )
(17-3)
A transigdo desta hamiltoniana classieca para o ha

miltoniano quintico mais simples que represente dois oscilado



45

- L Al .
res acoplados pela perturbacao (Ckicll 4 Bz Gy ) se da por
[16 - -
simetrizar : as variaveis complexas @ e %* e repassa-

oy

o
las aos operadores & e ?}+ respectivamente, satisfazendo

as seguintes relagodes de comutagao candnica,
N N |
[ai’ ) +h] -z Lh &‘jak

{&} ,&h] = O ::;[A; 'th] | (HHHH\

cada termo de (Iv-3) & simetrizado para a seguinte

forma: ' .
o &; 8% + & a‘;)
(a595)— J:::( A
(ag.a1)'— (8,85.4,8) —Ra,8] + )

Nota-se gue o ultimo termo do (IV-3) ndo precisa

ser simetrizado porgque nele aparecem operadores que atuam em

subespagos distintos e por isso eles comutam entre si. Entao,

definimos o operador Hamiltoniano por,

A= (Ye-2) _(a;aﬁaia;h% (678, +3:87) +
P

(- )

- ~ oA - 2 LA
&y &sar K o,af + b )+u§’.,(q1 Az 4 Az Q1+L)

Através das relagoes (IV-4) e (IV-3) podemos de
.

finir os operadores Iﬂ 2 IZ por

T, :(% N 35%) . (-3 )
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Somente para os osciladores harmdénicos & que as agoes :Lé po
dem ser guantizadas exatamente, Resgatando a relagdo (II-42)
o

. o~ )
entre oz auvtovalorcs de:Ii}ifzcom j; definimos o operador J;

por ~
(- 8)

=S = 1 [+ 28,8, +_4_(ﬁ*zal'+3»z)
. 2 2 2

"y Y
Uma vez que H e J, comutam (Veja Apéndice B)

existem estados estacionarios do sistema gque sempre permane-

-

cem autoestados de :E com o mesmo autovalor. A perturbagao
o

gera autoestddos para H que Sa0 superposicgoes dos autoesta-

dos ndo perturbados com a mesma dependéncia em &, dada pe

Eat

las autofungdes de Jz ..

Ll
Por isso os autocstados de Jz constituem uma
v ,
boa base para representarmos H e podem ser encontrados a

s,

partir da atuacgdoc de J; na base \Wn 5h;> ;

EY

J; \min“?> :(%3- + iz) \7;1,'”?-> (-9

-

J; \YH‘W;>:-h(iz +-% h) \T“'ﬂ;7 (I — 40)

com

e = M oomy . (IZ - 14 )
G

Mas de (II1I-21) sabemos quec

ﬂj+(aﬂzm_-—~_.m
| (IT - 12 )
My = &M + Mo
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Logo,
o | (BZ-a3)
e ) .
Yl; = —MN- e WAL
z 32 G ( )
Assim a base ITH‘W;> é redefinida com 42 constan
te para,
\'m nb_ —_ \ v + Mo ) Yo - ﬂ~*ﬁu/,_>- (IW-15)
4 }1 3’2
a qual denotaremos simplesmente por \th>52

= fomem B, e

De (IV-1ll) vemos que éz & deéénerado de ordem

| (éz + 4 ) . A cada valor 42 assoclamos um subespago gerado
pelos (ég + 1} vetores correspondentes a este Jz- Por cau-

sa dessa degenerescéncia o hamiltoniano ndo & diagonal neste

subespago, mas devido & comutacao de i? com .ji o subespa-

¢o fica globalmente invariante frente a agad de iq e poOr—

]

tanto H pode ser diagonalizado em blocos.

Acumulado a isso, existem seis possiveis subespa
. : L]
¢os associados aos autovalores de Ji pois como ja vimos
Ny =6&vi 4+ 7o com Tie podendo assumir os valores 0, 1, 2,

3, 4 ou 5.

Assim podemos descrever o espago de estados da se
guinte mancira: Temos seis subespagos distintos; a cada um
correspondemos um autovalor 31(=THﬁJ de J} . Em cada um des

ses subespagos existem infinitos blocos dispostos diagonalmen

te. Cada bloco estd associado a um autovalor de :E cuja dimen
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830 & a ordem (3,44} aa degenerescéncia de J, . E como ve
remos a seguir o hamiltoniano tera uma estrutura tridiagonal

1

nesses blocos,

y )
Construiremos uma matriz para o operador (}{—J;)
analogamente ao formalismo semiclissico. Utilizando (IV-6) e

{(Iv-8) obtemos,

U T - o A A 2
(B-5.) = - 2(308 887 ), cfiara,dr-ha, a8 )+

(Ir-1%)

de acordo com (IV-7),
Fa

Na base (IV-~16) dos autoestados de :E a . ma-—-

N
triz repregentando(fi“Ji) € dada pelos sequintes elementos de

matriz

31<h‘l(\:%;jz) \h>§2:: qm%(m%k) £ 36 cF LT) +£Lh)j. §vm o

| 1
+ 1:,:’/7? £ (c,ﬂ.+ti)-(6;n+5)(6u.ﬂa) {en+3) (om+8) low+a) (§,- “‘%Pﬂ /-1 é,n\’,ﬂii
2
(- 43 )
com ‘T): 4,2, — =, Ae
0" cdlculo computacional da diagonalizagao desta

matriz fornece o espectro exato de energia do sistema dos

dois osciladores acoplados represcentado por H(ﬁ,?) e guanti
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zado na base ‘dos 0peradcres de ocupagidoc. No proximo capitu

lo apresentamos e discutimos os resultados.
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CAPITULO V

RESULTADCS, DISCUSSX0, CONCLUSAD

Os espectros de energias semiclissico e exato fo
ram obtidos . através da diagonalizagao computacional das matri

zes (III-2Y4) e (IV-43) respectivamente. No calculo numérico

escolhemos o conjunto de parametros,

C = Q*QD//Z
ﬁ — 6*13
= 7
> (-1 )

'h — 0,9%4%

Jo o= (&"+ iz ). 0,991%

No = 3
O Indice de Maslov e para o oscilador harmanl
co.é 2[8]_ e como nosso sistema nio perturbado é composto de
osciladores usamos ¥y = .2 . Consequentemente K: i/a ja

que }Kz ot /4

Os elementos de matriz semiclassicos fora da dia-
gonal, sao diferentes ~dagueles  obtidos  fora da
diagonal da matriz exata; as matrizes s3o diferentes. N dimen

sao cscolhida para as matrizes foi (75 x 75) .

Os autovalores obtidos sdo mostrados a Seguir na

tabela:



a) Matriz BExata

1)
2)
3)

4)

3)
.6)
7)
8}
9)
10)
11)
12)
13)
14)

'15)

16)

A7)

18)
19)
20)
21)
22)
23)

24)

25)
26)

27)

28)
29)
30)
31)
32)
33)
34)
35)
36)
37
38)
39)
40)

. 0,528903

0,524276
0,519769
0,515386
0,511131
0,507006
0,503018
0,499171
0,495473
0,491933
0,486563
0,485377

- 0,482409

0,479634
0,477472
0,474582
0,474087

0,469234
. 0,469182

0,462897
0,162812
0,455590

- 0,455457

0,447410
0,447216
0,438403
0,438134
0,428597
0,428240

0,418011

0,417550
0,40G655
0,406074
0,394638
0,393819
0,381667
0,380792
0,36E046

0,366995

0,353680

TARLELA

b)

Matriz -Semiclassica

1 0,528906
0,524278
°0,519772
0,516388
0,511133
0,507008
0,503019
0,499172
0,495474
0,491934

- 0,488563

0,485377
0,462400
0,479634
0,477471
0,474582

0,474056
0,469233
0,469182
0,462896
0,462811
0,455590
0,455457
0,447410
0,447215
0,438403
0,438134
0.428597
0,428240
0,418011
0,417550
0,406655
0,406074
0,394538
0,393810
0,381667
0,380792
0,368047
0,366995
0,353680
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Apresentamos apcnas o5 primeiros 40 autovalores
pdrquc estamos interessados em conhecer da ordem de duas
vezes a quantidade de niveis contidos na regiao ressonante,
Desde o "fundo do pogo", aproximadamente, Em;ﬂ‘:::.-oﬁ?’iah*z’
até a .cncrgia da separatriz [sy = - Q415292 existem da ordem
de 1% niveis de energia de acordo com o apéndice B. Por
isso, os 30 a 40 primeiros autovalores & quem sao importantes
para nosso objetivo, Embora o calculo de Esx seja aproxima-

do, a quantidade de niveis em ilha estd concordante com a

tabela apresentada.

Aéseguramos que ©0s resultados aprescntados na ta-
bela correspohdem aos verdadeiros autovalores, pois variamos
a dimensao das.matrizos--e constatamos que as energias da
regiso ressonante converQEm para équelas mostradas na tabe

1a.

Dos resultados apresentados, podemos verificar
tamb&m que a diferenga de encrgia entre dois niveis adjascen-

- . ' . - - 3
tes quinticos ou semiclissicos & da ordem de 10

& Oar S.C. Q,au 5.Q.

Ei -ﬂ E&—t ™~ iD_s (Yﬂz)

enquanto que a diferenga de energia entre niveis corresponden

. - . - . - - 6
tes seniclidssicos e gquanticos e da ordem de 10 -,

Q 5.C.

Ei — Ei ~ 1o " (¥-3)

Com isso, evidenciamos gue o erro envolvido no re
gultado & negligencidvel e portanto o proposito deste tra-
balho, em utilizar o formalismo de dngulo/agdo mesmo no domi-

nio da mecdnica gquintica, e verificado para o caso do siste
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ma nao perturbado ser constituido de osciladores harmdni-
cos. A contribuigao do tunelamento ao espectro de energia

€ levada em consideragdo c¢om muito boa precisio utilizan

do a representagdo das varidveis de angulo/acgao.
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APRNDICE A

CALCULO DE [J",' . ﬁ]

A partir de (IV-9) e (IV-18) descrevemos o opea-

rador hamiltoniano por

Pl ~ " -
~ Z. ‘ 1 b o~ i pa JERA
H:—)&Ii-&- -l:a + 1, +ﬁI-_«_ +_.,.§(CH af + Q Q-L)
(A-1)
ol -
Uma vez gue cada operador :Ei = :ta atunam em sub
espagos distintos, eles comutam entre si e consequentemente co

A .

muirtam  Com «:Tz,

(28] =0, [2.3)-0 o

Portanto para verificarmos a comutagioc entre Uz

Cal

- :
e{d , resta-nos calcular a comutagao entre J, e a perturbacao

.
W = £ [3]a," 4 &, 4] n) (A-3)
- |
Agssim
W =_£12878,4;4, +24a;a;a84, nqé 24fa;ard; +
24

-~ -~ "H
+Zaf"aza§az] (A-4)
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. . .
O termos de J; . W podem ser reescritos, uti-

lizando-se a relagdo de comutagao -[&,&*]:’ﬁ . Com isso ob

temos

F - -~ Aﬁ“-‘- - -~ - -
(afa, a8 d; )= arala)a, — 6k & ar

-

e o termo'(ﬂ'?_ . \;\/) fica escrito como,

" L = it
Cll CLZ q] O.i).'—-

-~
Hs
—
l
™
—
[aN]
[u})
a3
O
N+
ja )
-
ja 33
+
ot

La-7)

Y A Y fad ~ - n
+ %(za; &y afd, + 24/ 4a, qu.z)

-
Assim verificamos que U}_ & uma constante

movimento quanticamente tamb&m pois [J; , H-] =0 .

do
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APENDICE B

ENERGIA MINIMA, ENERGIA DA SEPARATRIZ [

APROXIMACAO DO PENDULO

Consideremos a equagao (II-5%) e fa?;amos a aproxima
¢io J; 3 J, de maneira que,

)
H:(H‘j‘z):”(’};].] -+ Gz-(.‘..jiz -+ £ C;-j -:]'13 jz_”?-c.ﬂﬁ Gi‘. (B__i)

A hamiltoniana ndo perturbada,

Z
Ho = (:,")\Ji - ¢ “ :Jl 5 tem como ralzes

I:o e I: )\/a.::, L8-2)
e v seu minimo corresponde a

I == A ) (B“E‘)
12-¢

4Lgura (b-1).
Utilizando o conjunto de pardmetros ( - 4 ) ,

/

?\/jz.p, ::3(17, A/@,; :72)61 energia minima de M, & El..=-05.
"Ligando" a perturbagao W= £.6% 37 J';”?‘. Cos 63y

a condigao de ressonincia &,

8, = 2He. = © (8-u)
3 Ji
da qual obtemos‘:ﬂ = ?\/12.,: . Dai vemos que a ressonidncia ocor

rerd na vizinhanca do minimo de H, -

Os pontos de equilibrio de H’ sao obtidos fazendo
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/= IH/ = ,
aHA:& O e /391 &)

] i . .
2H — -~ £.¢. 3.33, J, /2‘_ 5im @, — :
25 (B_S)
. : : 4
H 6N+ 2c. 2T 4+ 3E.CILY2 0, = ©
38,
A mais baixa energia do sistema represcentado por
{B-1) & encontrado quando ©;= Il e para o UJ; correspon-
O,
dente ao minimo de H’ . A encrgia minima de H ¢ Emm=-9531820
‘ } : .
correspondendo ao valor J; = 39,6183%¢ s Figura (B-3) .,
As raizes de H’' para 6,= 11 sdo,

%= o

U;@:__—-_, 56, 824 x'j_‘lc:v v o (B-6)
- o
Ji = g, 244¢ x 1o > O

0 minimo de ' corresponde & um ponto de equilibrio
estivel B84 - | para o quall Cos &4 atinge seu minimo valor.
A separatriz passard por ©;= O e ;= 2/ onde o Los & &
maximo. E, para ©,= ¢ o valor de J; que satisfaz (w.5) &
Jy = 33,294825, o gual fornece a energia da separatriz

E.ﬁx = - 0,475292) {‘igura Lb-4).

Utilizaremos o modelo do péndulo para estimar o nl-
mero de estados contidos no interior da separatriz. A aproxima
¢ao consiste em expandir H’ de (B-1) na vizinhanga de

Jio== A J12-g considerando termos até segunda ordem de
(] .

(I_Io):‘ NTJ e fazendo

)
oH = Q o (e-1)
3Ty (J, =T
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Assim chegamos & hamiltoniana de pé&ndulo

ﬁ(q 9)::. —-__2\_2_ w J2 “+ Lz.p.(ﬂﬂ')2+ A J:t,z ].zﬁ/? Cos &,
T P

(B-3)

onde,

(87—~ e£ 32 T 2 sid(e s
P (B-@)

e AJ correspondc & meia largura da separatriz. A integral,
2il
. . de
o
fornece a area cnvolvida pela separatriz, /ﬂsx.u 35,9. 0O ni-
mere de estados no interior desta ilha & aproximadamente

_qux //éﬁﬂﬁ seqgundo a quantizacao de Bohr-Sommerfeld e &

da ordem de 15 niveis de enexgia.
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Figura (b-1)

Figura (b-2)
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E""""i"'l- L — - — = = - e I,,-,f:--‘.

Figura (b-3)

(sx)

w» Ty

VIS | <

Esx

e —— — — — mun e —

FPigura (b-4): Tlustragao de H‘ com €©,=0, cujo minimo cor-

responde a energia da separatriz) J,G): S, 422240,
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