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Ezistem dois tipos de homens aos quais devemos re-
speitar, os homens de idéias e os homens de agdes. In-
felizmente, ndo se “aprende” a ter idéias, pois sdo iner-
entes a cada um. Mas as agdes, estas stm, podem ser
“cultivadas” com o tempo. Quanto as idéias, sou o que
sou, mas stnceramente espero ter ficado, ao final deste
trabalho, um pouquinho mais perto de ser um homem de
agdo.
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Resumo

Derivamos, para a transformacido do padeiro, uma soma exata
formal de integrais de caminho para o propagador quéantico e seu trago.
As fases dependem somente das agdes cléssicas, a exemplo das integrais
de caminho usuais, e as somas sdo sobre todas as érbitas simbdlicas. A
deducio baseia-se em transformagdes de Poisson muiiltiplas, que resul-
tam em uma soma infinita de integrais, mas nossas computacdes para
o propagador e seu traco mostram que os resultados sdo rapidamente
convergentes. Corregdes quanticas ao propagador semiclassico sdo discu-
tidas e férmulas explicitas sio apresentadas para o caso de duas iteradas
do mapa. Desenvolvemos também uma aproximacio estacionaria que
leva em conta efeitos de borda. Tal aproximagio ndo fornece nada de
novo para o propagador, mas se mostra interessante no caso do trago,
dando resultados melhores que o semicldssico se considerarmos tempos

menores que o “log-time”.
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Abstract

We derive a formally exact sum of path integrals for the quantum
propagator of the baker’s transformation. The phases depend only on the
classical actions as in usual phase space path integrals and the sums are
over all the symbolic orbits. The deduction depends on multiple Poisson
transformations, which lead to a further infinite sum of integrals, but our
computations for the propagator and its trace show that this is rappidly
convergent. Quantum corrections to the semiclassical propagator are
discussed and explicit formulae for two iterations are presented. We also
developed an stationary approximation considering edge effects. Such
approximation gives nothing new for the propagator, but it becomes
interesting for the trace, provide better results than the semiclassical

one for times earlyer than the “log-time”.
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Nota sobre as Figuras

Usamos neste trabalho, para a quantizagio do mapa do padeiro, as condigdes
anti-periédicas propostas por M. Saraceno, ou seja, as coordenas quanticas do mapa
devem ser escritas como m + 1/2 para o momento e n + 1/2 para a posi¢éo (sendo
m,n=20,1,...,N—1), ao invés de puramente m e n como na quantizacio de Balazs
e Voros. Entretanto, por comodidade, escrevemos em nossos gréficos as coordenadas
de momento e posi¢do simplesmente como m e n, mas considerando que assumem
os valores semi-inteiros corretos.

Atengdo especial também deve ser dada as escalas nas figuras, pois ndo sdo
todas as mesmas devido aos diversos intervalos de valores que as amplitudes dos

propagadores e de seus tragos assumem.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo de sistemas dindmicos ndo-lineares é relativamente recente, remontando
aos trabalhos de Poincaré no inicio do século. Mais recente ainda é o estudo da
quantizagio dos mesmos, principalmente no contexto de uma teoria semiclassica, que
possa fornecer comportamentos quanticos a partir de estruturas puramente classicas.

A dificuldade de uma tal teoria semicldssica j4 era apontada em 1917 (portanto
antes mesmo da teoria quintica moderna) pela mente visionaria de A. Einstein {1].
Foi no entanto, em uma série de trabalhos de Gutzwiller, considerando a férmula
do propagador semicldssico de Van-Vleck [2], que se desenvolveu o ferramental
necessirio para o entendimento de sistemas quanticos, a partir de seus analogos
classicos cadticos. Desde entdo, vem—se perguntando quais seriam as caracteristicas
da chamada caologia quantica, ou seja, que tipos de comportamentos “nao-usuais”
seriam esperados em sistemas quénticos, para os quais as contrapartidas classicas
fossem cadticas; por exemplo, as formas das distribui¢des de niveis de energia (uma
boa visdo geral sobre estas questdes é dada no livro de M.C. Gutzwiller [3]).

Entre estas indagagbes, uma das que mais tem sido investigadas nestes dltimos
anos é a validade da aproximacio semicldssica, ao considerarmos o limite de tem-
pos grandes. Este problema estd ligado ao grau de “resolugdo” que podemos ter
dos niveis de energia do sistema quéntico, quando usamos a férmula do traco de
Gutzwiller [4]. Surpreendentemente, tem-se verificado bons resultados semiclassicos
mesmo quando ultrapassamos os tempos estimados para uma boa concordancia da
aproximagio com o resultado exato. Tal tempo limite é chamado de “break-time”
(para uma estimativa geral do “break-time” ver Apéndice A).

Neste contexto, torna-se muito importante examinar a derivagido dos célculos
semicldssicos, com o objetivo de se estimar as magnitudes de corre¢bes quénticas.
Certamente que um tal programa é extremamente ambicioso em sua generalidade,
mas factivel para um modelo especifico, que de forma geral tenha uma dinamica
caética no limite cldssico, mas ao mesmo tempo simples de ser calculada.

Certamente um bom candidato a este projeto pode ser “encontrado” entre os
mapas no toro, sistemas discretos no tempo e com uma evolugio dindmica dada



em uma regido finita do espaco de fase. Seus parentescos com sistemas continuos
no tempo podem ser entendidos a partir das Segdes de Poincare destes dltimos. A
vantagem dos mapas no toro é que apresentam comportamento cadético mesmo tendo
um nimero de graus de liberdade menor que os dos sistemas usuais.

Seguindo entdo estes requisitos, torna-se 6bvia a escolha do mapa do padeiro
para tal programa. Em primeiro lugar é um paradigma do chamado “hard-chaos”,
na terminologia de Gutzwiller, ou seja, um sistema puramente hiperbdlico. Nao
possui portanto remanescéncias de integrabilidade como no caso do mapa do rotor
quicado [5] ou degenerescéncias como no caso do mapa do gato [6]. Em segundo,
contém todos os ingredientes basicos da dindmica cadtica de um sistema conserva-
tivo. Na conhecida ferradura de Smale [7], a evolugdo temporal cria estiramentos
e compressdes no espago, que vao recaindo recorrentemente sobre si mesmos, ilus-
trando assim a complexidade topoldgica do espago de fase de um sistema nio-linerar.
O mapa do padeiro pode ser visualisado como a linearizagdo local da ferradura de
Smale.

Como um terceiro ponto, podemos citar alguns ‘aspectos técnicos’ do mapa.
Sua evolucdo classica é descrita facilmente em termos de dindmica simbdlica, sua
quantizacdo formal é simples, obtida a partir de algumas analogias com o caso
classico e por iltimo, tem também uma teoria semiclassica ja desenvolvida. Para o
mapa do padeiro o “break-time”, chamado de “log-time”, é bem especificado. Se N
for o nimero de estados quanticos do mapa e ! denotar o nimero de iteragdes do
mesmo, o “log-time” I*, fica dado pela relacéo

I* = log, N. (1.1)

Neste trabalho entdo, propomo-nos estudar o mapa do padeiro considerando o
formalismo de integrais de caminho [8] (usualmente considerado o ponto de par-
tida ideal para a aproximacdo semicldssica) em seu espago de fase. Preocupagodes
similares podem ser encontradas em trabalhos anteriores na literatura, mas aqui
desenvolveremos nossas expressdes exatamente, sem a utilizagio de aproximacgoes
ou construgdes que possam, eventualmente, “encobrir” os pontos mais importantes
no entendimento do limite cldssico-quantico para o mapa.

Nossos objetivos principais serdo:

(i) Obter uma expressio exata do propagador e de seu traco para um nimero ar-
bitrario de iteradas do mapa.

(i) Reconhecé-la como uma integral de caminho continua no espago de fase.

(iii) Reobter o propagador semicldssico, mas sem as restri¢des das construgdes feitas
anteriormente.

(iv) Discutir o alcance de validade da aproximacio semicléssica.

(v) Avaliar as contribui¢des puramente quéanticas ao propagador.

(vi) Extender a aproximagio semicldssica, considerando corre¢bes de ordem maior,
ou s€ja, os efeitos de borda do mapa.

A isto é que nos dedicaremos a seguir.



Capitulo 2

Revisao do Mapa do Padeiro

2.1 Mapa Classico

O mapa do padeiro [9] é uma transformagéo definida sobre o quadrado unitario,
que preserva area e leva (p,q) em (p/,¢’) através da relacgéo

, _ p+I[24]
po= =
¢ = 2¢-2q], (2.1)

com [z] indicando a parte inteira de z. Sua agdo é, portanto, inicialmente com-
primir na diregio vertical (eixo p) e esticar na horizontal (eixo ¢) de uma forma
linear e entdo, cortar e recompor o retingulo resultante (tal dinimica é mostrada
esquematicamente na Figura 2.1).

A anélise das propriedades do mapa do padeiro fica extremamente simplificada se
usamos, para sua descrigdo, dindmica simbélica [9, 10]. Escrevendo as coordenadas

Figura 2.1: Forma esquemadtica da dinamica do mapa do padeiro.



p e q em notagdo binaria,

P = Qoad-i10_3...
g = -a10203..., (2.2)

onde a; = 0 ou 1; a agio do mapa é, entdo, isomérfica & transformacéo o(a;) = a;41,
ou seja, representando o par (p,q) por

(p,q) = ...a—za_1a0 - @10203.. ., (2.3)

os subseqiientes valores iterados de p e ¢ sdo obtidos pelo deslocamento do ponto dec-
imal (que separa as duas cadeias de a;’s em (2.3)) para a direita. Em particular, para
a seqiiéncia de decimais v = aja,...a;, o conjunto de érbitas alguma coisa-valguma
coisa, ap6s [ iteradas do mapa, se transformari em alguma coisav-alguma coisa.
Este conjunto de érbitas evoluidas pode ser descrito de duas formas diferentes:
(1) Os sucessivos inteiros a; determinam, para cada iterada, em que lado do quadrado
a orbita passa; a; = 0, lado L e a; = 1, lado R (ver Figura 2.1). Assim, a seqiiéncia
v contém informacio parcial sobre a histéria comum da evolucdo do conjunto de
érbitas para as [ iteradas do mapa.
(i) Podemos considerar inicialmente o quadrado unit4rio dividido em 2' faixas ver-
ticais de largura 1/2! (Figura 2.2). Para uma dada seqiiéncia fixa v, todos os ¢’s
escritos como -valguma coisa pertencem a uma tnica faixa (determinada por v).
Apés [ iteradas, estas faixas sio mapeadas em 2' faixas horizontais de larguras 1/2/,
onde agora todos os p’s escritos como -7 alguma coisa pertencem também a uma
tnica faixa (determinada por ¥, com ¥ = a;a;_1 . . .ay).

As equagdes para [ iteradas do mapa do padeiro sdo entdo dadas por [11]

o= 27 (po+7)
a = 2g—v (2.4)

Desta forma, é facil mostrar que

F.(p1,90) = 2'pigo — vp1 — Tgo (2.5)

é uma fun¢do geratriz do tipo F; [12] para o mapa. As coordenadas do ponto
periédico (de periodo 1), que se localiza na interse¢do da faixa vertical ¥ com a
faixa horizontal 7, sio facilmente obtidas, se impomos p, = p; € ¢o = ¢; em (2.4), ou

v

Po= 9o
. 14
¢ = 5T (2.6)

A agdo cléassica destas érbitas periddicas é determinada por uma transformacgao
de Legendre sobre a fungio geratriz F, (pi, ¢o), resultando em [11]

(médulo 1). (2.7
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Figura 2.2: Descrigido de faixas para a dindmica simbdlica. As faixas verticais sdo
nomeadas de acordo com v e as faixas horizontais de acordo com 7.

Por dltimo, é interessante também mencionar as simetrias do mapa cléssico.
Uma é a simetria de reversdo temporal anticandnica, ou seja, temos a invaridncia do
mapa do padeiro, se fizermos a troca p < ¢ e revertermos o tempo, { — —t. A outra
é a simetria de reflexdo através do centro do espago de fase, isto é, toda trajetéria
(p,q) tem a trajetoria correspondente (1 — p,1 — ¢q) (que é a reflexdo da primeira,
pelo centro (1/2,1/2) do quadrado unitério).

2.2 Mapa Quantico

A quantizagdo formal do mapa do padeiro foi obtida por Balazs e Voros [13]
e ligeiramente modificada por Saraceno [14], impondo condig¢des antiperiddicas nas
bordas do mapa de forma a preservar as simetrias do caso cléssico (e serdo estas as
condig¢des assumidas no decorrer deste trabalho). A justificativa destes resultados
em termos de dptica paraxial é apresentada por Hannay e colaboradores em [15].
~ No processo de quantizacédo, precisamos inicialmente discretizar o espago de fase
quéntico do mapa (uma vez que o espaco de fase do mapa cldssico é compacto).
Temos um quadrado de 4rea A = 1 e, portanto, a dimensdo N do espaco vetorial
necessario para descrever todos os possiveis estados quéanticos do sistema é dada por

A 1
N=—==— 2.8
h  2nh’ (28)
onde h é a constante de Planck. Desta forma, os estados de posicio e momento
séo representados respectivamente pelos vetores |n) e |m), com 0 < m,n < N —1



(sendo N tomado como um nimero par por conveniéncia). As mudangas entre as
representagdes de posi¢cdo e momento sdo mediadas por uma transformada de Fourier
discreta, onde cada elemento da matriz é dado por

1 27 1 1
Gn(m,n) = (m|n) = \/-—]_Vexp —Wm-(m + 5)(11 + -2—)] . (2.9)
A defini¢do da dindmica quintica é feita através de uma estreita comparagio
com a dinamica clédssica. A Tabela 2.1 faz um paralelo entre o mapa cléssico e o
mapa quantico, mostrando as analogias existentes entre os dois casos.

Mapa Cléssico Mapa Quantico
I TR T H=LOR —H=BsT
— 5 L—-B
R—-T
P =p/2 o =T /2
¢=2q of, =V /V2
para 0 <g<1/2 7{3_Z=\Il,‘;'=0 se m,n > N/2
=R =T
P=p/2+1/2 Uom = Pruynyz V2
d=2q-1 O, _y = UF /2
para 1/2<¢<1 7{;;-=\Ilf=0 se m,n < N/2
Tabela 2.1

O espago de Hilbert H do mapa quantico inicialmente é decomposto em dois
sub-espacos disjuntos, sendo escrito entdo como H = £ & R (aqui, & é a notagio
para soma direta de sub-espagos). Estados pertencentes & £ e R, U* e ¥R, sio tais
que, U< = \D§+N/2 = ( para n < N/2, seguindo assim o tipo de decomposicdo feita
no espaco de fase do mapa classico. Apds uma iterada, temos que estados em £

evoluem para o sub—espaco B e estados em R evoluem para o sub—espago 7 (com B

6



e 7 também disjuntos e, portanto, o espago de Hilbert podendo ser reescrito como
H =B®T). Novamente a semelhanca com o caso cldssico aparece, pois temos que
as fungdes de onda evoluidas @ sio tais que B- = 57,,;4_ ~y2 = 0 para m < N/2 (com
a barra denotando que as fungdes de onda estdo na representagdo de momento).

A dinadmica é dada pelo operador de evolugdo para uma iterada, que fornece a
funcio de onda final a partir da funcio de onda inicial, ou

®=UV. (2.10)

A relacao entre as func¢des de onda finais e iniciais segue uma estrita analogia
com a evolugido das varidveis dindmicas cléssicas p e ¢. Na Tabela 2.1 isto estd
mostrado, comparando-se os casos classico e quantico (notamos que os fatores /2,
que aparecem nas igualdades entre as fun¢bes de onda, sdo necessérios para garantir
as normalizagdes corretas). Assim, com a ajuda das relacbes entre os ®’s e ¥’s e
da transformada de Fourier (2.9), que nos permite passar de uma representacao &
outra, podemos determinar os elementos de matriz de U (em alguma representagio
especifica) e entdo, obtermos o propagador do mapa do padeiro quéantico (para
detalhes ver referéncia [13]).

Se associarmos “ndimeros quanticos”, y e v, aos vetores |m) e |n) do espago de
Hilbert do mapa através de

v=0 — 0Sn<£;[— p=0 — 0§m<€’-
N
v=1 — %§n<N p=1 — E—Sm<N, (2.11)

o propagador na representagio mista m’n fica em uma forma extremamente simples,

dada por
(U |n) = G (' ) By, (2.12)

tendo a seguinte estrutura de blocos

Gy 0 ] (2.13)

Unin = [ 0 Gy

2.3 Quantizacao Semiclassica

A quantizagio semicldssica usual, a partir da fungdo geratriz F(p', ¢), para um
sistema com varidveis de posicio e momento continuas tem a forma [16]

1

aZF(pI, q) 2

3/94 exp [—%F(p’, q)+ ia] . (2.14)

@1V lg) = (2n)} j



Agora, identificando p’ = (m+1/2)/N e ¢ = (n+1/2)/N e usando & = 1/(2xN), en-
contramos que os dois blocos ndo nulos do propagador (2.13) sdo obtidos exatamente
por (2.14) com a = 0 e F dado por (2.5) para [ = 1.

Embora a representacio mista do propagador tenha uma forma semicléssica
exata, a representacdo de posicio

N-1
(7'|U|n) = Y (n'|m') (m!|U|n) (2.15)

m!=0

nao tem. A razdo é que a preservagio da forma semicléssica de uma transformada de
Fourier, obtida pelo método de Maslov [16], n&o resulta da transformada de Fourier
discreta. Disto segue que a generalizagao para um ndimero ! arbitrario de iteragdes
do mapa,

(mi|U"| mo) = f (m |U | miey) (s Imuca) - (g fma) {ma U] no)

mg,n;=0

(i=1,2,...,1-1)

(2.16)
nio tem, também, aproximacgio semicléssica exata. Este resultado foi obtido por
Ozério de Almeida e Saraceno [11] ao inserir a fungdo geratriz (2.5), para cada
faixa de comprimento 2-!, em (2.14). O fato de que p e ¢ devam estar restritos a
valores discretos espagados de 1/N parece invalidar a aproximagio semicldssica para
tempos tais que 2! > N, uma vez que neste caso estariamos quantizando estruturas
classicas menores que h (é interessante observar aqui que esta discussio oferece uma
das maneiras de se deduzir o “log-time” para o mapa do padeiro, I* = log, N).
Entretanto, O’Connor e colaboradores [17] verificaram que é possivel obter boa
concordancia numérica para o propagador bem além deste limite. A explicacdo
para tal fato surpreendente estd na dupla interpretagio da seqiiéncia simbdlica do
mapa classico discutida anteriormente. Embora nio possamos dividir o espago de
fase quantico em faixas (ii) menores que 1/N = 27h (o que ocorreria para tempos
maiores que o “log-time”), a quantizagdo respeita perfeitamente a interpretagdo
histérica (i) da seqiiéncia simbélica.

Foi possivel a Saraceno e Voros [18] expressar o propagador quantico exato, para
[ iteradas, como uma integral de caminho discreta para cada seqliéncia simbdlica
e entdo, comparar estes termos com a aproximagao semicldssica. Entretanto, tais
caminhos discretizados nio tém uma agdo classica como na integral de caminho
usual de Feynman [19]. Isto pode ser obtido se aproximarmos as somas de Fourier
por integrais, como feito na tese de O’Connor [20], mas entio perdemos contato com
o propagador exato.

Nos préximos capitulos atacaremos o problema de definir uma integral de cam-
inho para o mapa do padeiro que seja continua, exata e que dependa explicitamente
de a¢des classicas.



Capitulo 3

Integral de Caminho para o Mapa
Quéantico Iterado

O propagador para ! iteradas do mapa do padeiro quéntico pode ser obtido
através de sua propriedade de composicio, dada pela eq. (2.16). Assim, com a
ajuda de (2.9) e (2.12), chegamos a seguinte soma explicita para a representagio
mista do propagador

2 Nl 4z 1 1
(mu| U |no) = N Z_o exp [——N—(m, + §)(n,_l + 5)]
(i=1,n—1)

27t 1 1
x exp [22 (s + ) (s + )]

27 1 1 47 1 1
X exp I:TV—(ml + 5)(7‘&1 + -2-)] exp [—TV-—(ml + 5)(110 + -2_)]
X‘SMM—: 5#1-1"1—2 ce 6#1!/0' (3.1)

Aqui, as deltas de Kronecker é,,, , garantem que sejam permitidas apenas as
seguintes evolugdes

N N
nj)s 0smjm S5 =1 (K =0) = |mj); 0sm;< o —1 (g =0)
N N
i) 5 SriaSN-1 (ya=1) = |my); 5 <m<N-1 (y=1),
(3.2)

onde |n;_;) representam os estados de posi¢do e |m;) os estados de momento. A
notacéo é simplificada quando fazemos uma mudanga para varidveis semi-inteiras,
ouseja, m; = m;—1/2en; = n;—1/2 (1 = 1,2,...,l—1); e definimos 1y = m;+1/2



e fip = ng + 1/2. Desta forma

-1
, 2 dmi 4 w
(my| U* |no) N > 1(‘5“1,,0 exp | ~—-mafto 81y €XP ——N—mml_ _
m1,n;— 1_2
N-} ori {1=1 1-2 ]
X 2 Ougine + Oy, €XP N Z mjn; — 2 E mjan; || -
mip1mi=4 Jj=1 j=1 i

(i=1,..,1-2)

(3.3)

Agora eliminamos as deltas de Kronecker pela introdugio de um somatdrio em
v = 0 ou 1, isto é, restringimos m; e n; a serem menores que N/2 através das
transformagdes m; — m;+v;_1N/2en; = n;+v;N/2 (j=1,...,1—1) e fazemos
uma soma explicita sobre os v;’s. Chegamos entdo a

| ol 1 1 ‘2&—% 1 %’"‘%‘
(my, | U* |no,vo) = N1 X 2 buma 2 )
vi.—2=0 1_;=0 mym_y=% Y1.-2=0 0=t
(i=1,...,-2)
X ex [ 4m(m + NV )7t ] ex [ 4ﬂ-.m (ni—1 + Nl/ )]
P N 1 2 0)70 P N n\ni- D) -1

X exp 2me (m NV Y(n + —v;)
1) (n; N
N V72 72

1-2
2% (mp+ )i+ g V,.)]}, (3.4

J=

que se torna, apds algumas simplificagGes,

N_1

o 1 T2

{mu, pul vt Ino,vo) = N2i-1 Z bpms fo Z
Vi1 =0 ming=

(i=1,...,01-1)

i | =2 N
X exp {—N—— [E (mjnj + E(mjl/j + njuj_1)>

j=1
-2
-2 Z m;y1n; + mafio + Mni_y ) (3.5)
J=1
com
= (__1)Vo+l/z-1 (z')N(Volﬂ+V1V2+---+Vz-2w—1). (3.6)

Neste ponto, podemos interpretar o propagador acima como uma soma de cam-
inhos [18]. A soma externa sobre v = (v,...,¥1) é a soma sobre todas as érbitas
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simbdélicas possiveis, o que é permitido classicamente. J4 a soma interna sobre os m’s
e n’s sdo nao-classicas. Todos os possiveis caminhos internos (ny, my,...,n1_1,Mi_1)
sdo permitidos e cada um contribui com um termo oscilatério ao propagador. Para
um caminho interno fixo, uma mudanca da érbita simbdlica ou fornece a mesma
contribui¢io ou muda seu sinal. Isto é essencialmente o resultado de Saraceno e
Voros [18]; o problema é que os expoentes néo estdo em uma forma apropriada para
a discussdo do limite semicléssico.

Para obtermos as a¢bes classicas nas somas internas, tomamos agora suas trans-
formacdes de Poisson [11, 21}, definidas por

N_1
72

3. F(k)= i ./07 dzF(z)exp[27i(z + %)K], (3.7

=1 -
k=4 K=—-c0

onde F(z) é a funcio que interpola corretamente F'(k). Temos também que para a
correspondéncia cldssica apropriada devemos usar as varidveis continuas p e ¢ com
m; = Np; e n; = Ng;. Assim, aplicando-se (3.7) a cada soma interna em (3.4),
considerando-se a mudancga de varidveis mencionada, obtemos o propagador

00 1
(mz,uzl U |no, 1/0) = VANN!-? E Z GkrL /02 dpy...dpi1dqy ... dg
v K, Li=—c0
(i=1,...,1-1)

1_1 . .
X exp {2’”'N [E (Pij +pi(Kj + %) +gi(L; + =2 )

J=1 2

-1
-2 EPJ'H‘IJ] } ) (3:8)

i=0
onde p; =17u/N, o = fio/N, Gkr = (—1)fr+-+Kiatlitotlio o

1

Z = Z 6#1”1—-1 fl/ (39)

14 V1 yeee Ve =0

é a soma sobre todas as érbitas simbdlicas ¥ com comego (1) e fim (u;) especificados.
O propagador (3.8) pode ser reconhecido como soma de integrais de caminho no
espago de fase [22].

Embora estejamos trabalhando agora com uma soma infinita de integrais, ao
invés de uma soma finita normal de ndmeros, ficard claro logo a seguir como so-
mente poucas destas integrais contribuem em cada 6rbita simbdlica para o limite
semiclassico usual.

Se ignorarmos todos os termos das somas em (3.8), para os quais ndo hajam
pontos estacionérios para as miltiplas integrais no intervalo de integragio (0,1/2) e
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estendermos & (—00,00) os limites de integragio das integrais restantes, obteremos
(veja o Apéndice A para dedugéo)

s 2! .
(mu, | U* [no, vo) ) = \[ == exp[27iN(—2'pigo + puus + qovo) 65, (3.10)
N

que coincide exatamente com o propagador semicléssico obtido por Ozorio de Almeida
e Saraceno. Assim, temos sucesso em nosso objetivo de rederivar o propagador

semicldssico, sem recorrer a faixas que se estreitam & medida que o nidmero de it-

eradas do mapa aumenta. Além disso, obtemos explicitamente expressdes (embora

complicadas) para as corregdes quanticas; a saber: os termos das somas que foram

ignorados e as diferengas nos intervalos de integracio dos termos considerados (uma

vez que podemos escrever [0 = [+ _ f¥®_ f¢ )  Desta forma, o propagador

exato sempre pode ser escrito como

(ma, | U* [no, vo) = (mu, | U* no, vo) ) + (mu, | U Ino, o)), (3.10)

sendo o dltimo termo do lado direito de (3.11) a corre¢do quéntica ao propagador
semicldssico.

Uma expressdo continua para o trago do propagador pode ser obtida de forma
similar. De fato, inserindo (2.4) em

N-1
Te(U) = > (nolmu) (mu| U’ |no) (3.12)

my,ng=0

e restringindo m; e ngo a serem menores que N/2, como anteriormente explanado,
temos

1

1 5-3
L) = VB R (apmepieng, T

Y yoeryMim1 =0 mi+1,n‘=%
(i=o0,...,l-1)
o9 -1 N -1
X exp {77\; [E (mjnj + 5 (myv; + njVj—l)) —2) mjqn;
J=1 7=0
2w N
X exp {% [mlno + 0} (muvo + nOVI—l)] } . (3.13)

Agora, aplicando a transformagéo de Poisson (2.6) & expressdo acima, encontramos
finalmente

(>3] 1
TU) = VIN'S S (=1)Kee Gy /0 t dpy...dpdgo. .. dgs
¢ Vo,V Kigq,Li=—o0
(i=0,...,I-1)
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com

-1 .
X eXp {QWiN { (pJQJ +PJ K + ])'*‘QJ(L + VJ2—1 ))
J=1

-1
-2 Zl’mqj] }

j=0

X exp {27er [pzqo + pu(K; + —) + go(Lo + Vlz ! ]} , (3.14)

1

E = Z (i)N(UoV1+...+U¢_1Vo). (315)

vo v V0 yeer Vj—1 =0

Analogamente, uma aproximacao para o traco do propagador é obtida de (3.14),
tomando-se os termos para os quais hajam pontos estaciondrios para as integrais
multiplas e estendendo-se o intervalo de integracéo & (—oo, +00). A expressio assim
obtida é equivalente aquela em [11], mas agora sem nenhuma rela¢io com a dindmcia
de faixas discutidas no Capitulo 2.
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Capitulo 4

O Caso Particular | =2

Este é o caso mais simples onde podemos estudar a integral de caminho desen-
volvida no Capitulo 3. Seu interesse estd no fato de que é o inico caso para o qual
a eq. (3.8) tem solugdo analitica exata. Portanto, temos a possibilidade de fazer
um estudo mais detalhado, sem a necessidade de usarmos aproximagdes ou célculos
numéricos mais complicados (mesmo para o traco, onde ndo podemos resolver ana-
liticamente as integrais, os cdlculos numéricos se limitam & integragdo em uma tnica
varidvel). Salientamos também que, embora estando longe de discutir algum limite
de “log-time” para ! = 2, podemos examinar a convergéncia das somas de Poisson,
bem como a precisio da aproximagdo semicléssica.

4.1 O Propagador

Considerando ! = 2 na eq. (3.8), temos

1
(ma, p2| U [no,vo) = 2V/N (—1)#2+ ()Nearo 3~ (—1)Kaths /05 dp1dg,

Kily
X exp {27rz'N [qul + p1(—=2¢90+ K1 + %—2
Y
ta(=2m+ L+ D))} (+.)

uma vez que para este caso ha apenas uma tnica 6rbita simbdlica. Integrando sobre
P1, encontramos

1
(maypal U oy o) = 2V (=1)pe (i) 50 (-1t = [ g,

Kily
x ! ex [2m'N (=2p2 + L1 + @)]
x {exp [m'N(q1 ~ 200+ Ky + £ ] - 1} . (4.2)
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A eq. (4.2) é facilmente integrada com a ajuda da identidade (veja o Apéndice B
para dedugio)

[ 222 4y _ Biip) - Biire) +iZ € [EA) — €@, (43)

[s 4

onde Ei(z) é a fung¢do exponencial-integral [23] e £(z) = +1se z > 0 e é(z) = -1
se ¢ < 0; entdo

2 ]
(ma, p2| U? |no,0) = —=—= exp[2miN(—4p2go + papia + qovo))
vN

- Ki+Li ¢ 1\p2+wo
{@+2m KZI;( 1) (-1)

1
 [Bil2riN(<2p + Ly + 22 4 D) (200 + Ky + 22 4 )

2
+Ei[27iN(=2ps + L1 + 5)(—2q0 + Ky + ﬁ;-)]

. . 1
—Ei[2niN(=2pz + L1 + 3 + 5)(=200 + Ku + ’—‘2-%)]

2
— Ei[27iN(—2p; + Ly + ——)( —2g0 + K, + 242 )]]}
(4.4)

Na equagédo acima, a soma
O = 7 3 (-1 (<12 [e(=2ps + Ly + 2+ ) — (=22 + L + )]

Ki,Ly

1
x [e(-200+ By + B2 4 ) — (=200 + K + %"1 I (4.5)

pode ser diferente de zero apenas se K; e Ly forem 0 ou 1 (para os outros casos, os
argumentos de cada par de {’s tém o mesmo sinal, dando entéo contribui¢do nula).
Assim

- 1
0 = 7 2 (F1fh(—1yete [ﬁ(—2pz+L1+1’9+—)—6(—2pz+L1+ﬂ)]
1 7 T3 2
[5 R )—g( 20+ Ky + 22 ] (4.6)

Aqui observamos que os valores de [¢(—2p; + Ly + £ + 3) — é(—2p2 + L1 + %))
dependem dos valores de g através de vg, 0 mesmo ocorrendo para [{(—2¢o + K7 +
&+ %) — &(—2g0 + K1 + £)] que depende dos valores de p, através de u,. Agora,
definindo em cédigo binéario v = 00;01;10;11 (x = 00;01;10;11) segundo, 0 < g¢ <
1/4; 1/4 < q0<1/2; 1/2 < g <3/4; 3/[4<qgp<1(0<p<1/4 1/4 < p; <
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1/2; 1/2 < p; < 3/4; 3/4 < p < 1), uma andlise cuidadosa da eq. (4.6) mostra
que © = 6, e a forma final do propagador exato fica

2 .
(m2,ﬂ2| U? |n0a Vo) = W exp[27er(—4p2q0 + pap2 + CIoVo)] 5W
2 .
+ﬁ exp(27iN (—4pago + P2tz + qovo)]

Z ( 1 K1+L1 1)M2+Vo

27rz KLy
x {Ei[27rz'N( s+ Ly + 22

042 )( 2QQ+K1+ + )]

2
+Ei[2miN(=2p; + L, + ——)( 290 + K1 + )]

2

— Ei[2riN(—2p; + L, + —)( 2¢0 + Ky + 242 )]}
(4.7)

>+ —)(—2610 + K+ —“)]

Estamos agora em posigdo de discutir a convergéncia da soma sobre os inteiros
K e Ly, introduzidos pela transformagio de Poisson. Uma vez que a expressdo (4.7)
para o propagador € formalmente exata, podemos comparar diferentes truncamentos
da soma sem o uso de nenhuma outra aproximagio.

Primeiro é necessirio determinar quais s&o os maiores termos na série acima.
Mesmo sem estarmos, a principio, considerando alguma aproximacio semiclassica
a integral dupla em (4.1), é evidente que a soma de Poisson serd dominada por
termos para os quais a fase do integrando tenha um ponto estacionério no quadrado
0<m <1/2,0 < ¢ <1/2. Esta condi¢do pode ser encontrada apenas quando
Li,K1 = 0 ou 1, dependendo dos valores de p; e go (ver Apéndice A). Entéo, con-
sideraremos sucessivos truncamentos da soma em torno destes valores. Nas Figuras
que se seguem, corte = j indica que somente os termos com Ky = —ja K; =j e
Ly = —j a L, = j seréo considerados na soma.

Nas Figs. 4.1 (a) até (e) comparamos a soma exata da parte real do propagador
(usando-se o célculo de matrizes discretas, eq. (2.16)) com a soma de Poisson
truncada com corte = 1 e 2, sendo N = 128. Em cada gréfico fixamos ng e variamos
mg entre § e 1271, Nas Figs. 4.2 (a) até (c) o mesmo é feito com relagio & parte
imaginaria. Ainda que corte = 1 fornega uma boa aproximacdo global, o erro é
apreciavel para valores grandes de mj,. A concordéncia da soma de Poisson para
corte = 2 é excelente em geral.
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Figura 4.1: Comparacdo entre o exato e a soma de Poisson truncada (com cortes
em 1 e 2) para a parte real de (mg, 2| U? |no, o), sendo N = 128. Os gréficos de
(a) até (e) mostram o propagador como fungdo de m; para diferentes valores de ny.
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do propagador, sendo N = 128.

’

Figura 4.2: Comparacio entre o exato e a soma de Poisson truncada para a parte
imaginaria :



Truncamentos com cortes maiores melhoram uniformemente a convergéncia, mas
tal “esforgo” é de dificil implementagdo. Devemos ter em mente que corte = 1
reduz a soma de Poisson para 9 termos, ao passo que para corte = 2 temos 25
termos a serem considerados e ainda, para corte = 3, este nimero aumenta para
49. Certamente que ndo hi vantagens em se obter o propagador desta maneira (ao
invés de se usar a multiplicacio de matrizes) para pequenos N’s, tais como 128.
Entretanto, a convergéncia da soma de Poisson parece aumentar com o aumento de
N e pode, portanto, ser mais indicada em termos computacionais do que calcular
matrizes muito grandes!

E interessante observar que no limite oposto, de N pequeno, os cortes no so-
matoério de Poisson ainda fornecem uma razoivel aproximacio ao propagador. As
Figuras 4.3 e 4.4 comparam estas aproximagdes com a parte real e imaginéaria do
propagador exato.
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Poisson truncada para N = 4.
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Agora vamos examinar o limite semicldssico, # — 0, que no mapa quantico
corresponde a N = 1/(27h) — oo. A fim de comparar o resultado exato com
a aproximagio semicldssica usual, consideremos a evolugio do mapa cldssico. Se
dividirmos o espago de fase do mapa cldssico em faixas, como descrito no Capitulo
2, encontraremos as seguintes evolugbes permitidas classicamente, com respeito ao
par continuo (p, q),

1

(v=00— p=00) = 0<q<———>0<p<z
1 1 1 3

(v=0 —p=10) = 159<3—3<p<y
1 3 1 1

(yv=10—p=0) = 53<e<gz—1<pP<j
v=11-—pu=11) = :31-<q<1———>%<p<1.

(4.8)

Identificando go = (no + 1/2)/N e p; = (m2+1/2)/N com as coordenadas classicas
g e p, vemos de (4.8) que a propagacdo ao longo dos caminhos clssicos nédo pode
fornecer todas as possiveis transi¢des (ng — m2) no mapa quéintico. Na Figura 4.5 é
mostrado esquematicamente quais sdo as transi¢des permitidas, segundo a evolugio
cldssica. Este tipo de representacio é extensivamente usada no belo trabalho de
Saraceno e Voros [18], que também mostra o propagador do mapa do padeiro para
valores maiores de [.

Se usarmos a aproximagio semicldssica proposta por Ozorio de Almeida e Sara-
ceno [11] para ! = 2, encontraremos justamente o primeiro termo do lado direito da
eq. (4.7). Entdo, a expressdo exata para o propagador pode ser escrita como

(ma, pa| U? [mo, vo) = (ma, pa| U Ino, v0) ) + (ma, | U? Imo, 1) ), (4.9)

onde (ma, 2| U? |no, uo)(c'q') é a corre¢ido quéntica, escrita em termos das funcgdes Ei,
para o propagador estacionério (ma, uo| U? |no, Vo)(eSt‘) (sendo, portanto, um exemplo
do resultado geral obtido no Capitulo 3, eq. (3.11)).

Devemos enfatizar que a aproximacio de fase estaciondria esta relacionada ape-
nas como os termos K;, L; = 0 ou 1 na soma de Poisson. Desta forma, as correges
quanticas sdo, em sua maioria, devidas aos outros termos da série. Com respeito
aos célculos mostrados nas Figs. 4.1 e 4.2, vemos que todos os ng’s usados estdo
na regido v = 00 da Fig. 4.5. Disto segue que (mg, 2| U? |ny, v0)***) pode ser nio-
nulo apenas no primeiro quarto do intervalo de my. Assim, o quanto o propagador
difere de zero nas demais regides mede diretamente as corre¢des quanticas a aprox-
imagcio semicldssica. Tais corre¢des parecem ser pequenas, exceto perto das linhas
p2=174,1/2,3/4 e 1 (especialmente desta dltima).
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3/4

p 12

1/4

0 1/4 172 3/4 1

90

Figura 4.5: Configuragio esquemética do propagador (mg, pa| U? |ne, vo)(*™*). Fora
da regido hachurada, nido hé propagacdo na aproximagdo semicléassica.

Na regido onde a aproximacio de fase estacionéria é n&o-nula, é de fato visivel-
mente boa, especialmente quando estd bem afastada das bordas do quadrado v = 00.
A parte real do propagador para N = 128 é comparada com a simples aproximagéo
semicldssica para diferentes valores de ng na Fig. 4.6. Na Fig. 4.7 é mostrada a parte
imaginéaria correspondente. Em ambos os casos, o simples resultado de fase esta-
cionaria tem excelente concordéncia com o comportamento fortemente oscilatério
caracteristico desta regiZo.
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4.2 O trago do propagador

De (3.14), temos que para | = 2

Tr(U?) = 2N22/05dp2dp1dq1dqo exp[2miNp(p, q, p2, o, K, L)], (4.10)

onde
1 0o

E \/: (_1)(K2+K1+L1 +Lo) (4.11)

#2,0=0 K3,K1,0l1 1L0="'°°

2

e
‘P(p,qa,u% Vo, I{ L) - Pz(Kz + 2 ) + pl(KI + “") + CI1(L1 + —) + qO(Lo + _)

—2p2¢1 — 2p190 + P11 + P290- (4.12)

Com a ajuda de (4.3), a equacdo acima pode ser integrada sobre p; e ¢, dando

N i '
Tr(U?) = ~5 3 /02 dpadq: exp[riN(p; + Lo + %2")(% + K, + %)]

x exp{2riN[pa(Ka + ) + q1(La + @) — 2p,q1]}

x Z (=1)®+2) E[—(p, + Lo + B2 _b),q+ Ky + % _a], (4.13)

b,a=0

com
- s
E(p,9) = EilviNg o] +iZ6@) (). (4.14)
Para a integral sobre ¢, consideramos a relagio

/: exp(Bz) Ei(az) dz = %exp(ﬂx) Ei(az)| — —;— /uv M dz. (4.15)

Entdo encontramos, apés tediosas mas simples manipulagdes,

M) < gy £ 2 G0 [ e
x exp[2niNpy (K, + 2K, + 5 2+ P — g-a)]
x {exp[?wiN(—§p2 F Lt 2Lot 2 4y - gb)(I{l +2 oy %)]
x E[—pg, Ky + %"1 —a+ -;—]
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o 3 3
— exp[2miN(=5p2 + Ly + 2Lo + 5 + o = 58)(Ky + £ — a)]

XE[—pg, Kl + % — a]

3 1
—E[2(—2p2 + L1 +2Lo + % +ps—b), K1 + B _q + 5]

2 2 2
3
+ B[22+ Ly +2Lo + 2 + iy — 50), Ky + B2 — a]} . (4.16)

com up = Lo + £ — b. Até onde sabemos, a integral (4.16) néo tem forma analitica
fechada, portanto temos que resolvé-la numericamente.

Nas Figs. 4.8 e 4.9 mostramos, respectivamente, a parte real e imaginaria do
trago do propagador para N = 4,8,16,32,64,128 e 256. O célculo exato (mul-
tiplicacio de matrizes, eq. (3.12)) é comparado com a soma de Poisson com os
cortes iguais a 0, 1 e 3. Aqui, corte = j significa que somente os termos com
Ky Ky,Ly,Ly = —j a K3,K,y,L;,Lo = j sdo considerados na soma. Assim, para
corte = 0, 1 e 3 temos 1, 81 e 2401 integrais a serem resolvidas numericamente. O
aumento de N melhora a convergéncia da soma de Poisson (para a parte imaginéria
ndo hé diferengas numéricas sensiveis entre os varios cortes). Ent&o, no limite de N
grande, podemos obter um bom valor para o traco do propagador resolvendo apenas
uma Unica integral!
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Figura 4.8: A parte real do traco do propagador exato é comparada com varios
cortes na soma de Poisson para diferentes valores de N.
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Figura 4.9: A parte imaginéria do traco do propagador exato é comparada com
vérios cortes na soma de Poisson para diferentes valores de N.
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4.3 Contribuicoes Semiclassicas e Puramente
Quanticas ao Propagador Exato

No inicio deste Capitulo fizemos um apanhado geral sobre o propagador exato
para [ = 2. Observamos, a convergéncia da soma de Poisson para diferentes trunca-
mentos, a boa concordancia da aproximacdo semicléssica nas regides de propagagéo
clssica permitida e o comportamento do propagador para as regides néo-classicas do
espago de fase. Estas anédlises foram feitas basicamente através da simples inspegao
dos gréaficos de (mgz, p2| U? |ng, vo), onde fixamos ng e variamos mz, considerando di-
ferentes cortes na soma de Poisson. Nesta Sec¢do, porém, queremos discutir como os
resultados obtidos graficamente podem ser entendidos, a partir da avaliacdo direta
das corregdes quanticas ao propagador semiclassico.

Com este propésito, vamos reescrever o propagador exato (4.7) sob a seguinte
forma

2 }
(ma, p2| U? [no, o) = W exp[2miN(—4pago + p2pt2 + qovo)] {645 + W(p2,90)}s

(4.17)
onde
1 1
W(pz,qo) = % Z (_1)K1+L1 (_1)u2+uo Z (_1)b+a
KyIn b,a=0
vt - b
XEil2miN(=2p; + Ly + 3+ 5)(=200+ K1 + 5 + 5)],
(4.18)

aqui lembramos que p; = (m2+1/2)/N e go = (no+1/2)/N. Ficaportanto evidente
que W(p2, go) mede quanto o propagador exato difere da aproximagéo semiclassica
usual.

A fim de estudarmos, para as varias regides de interesse, o comportamento de
W(p2, q0), vamos introduzir a seguinte aproximagio para as func¢bes exponenciais-
integrais (ver Apéndice C)

e exp[iz] T
N O — 2=
Ei[iz] e se || 2 5
kg . 2 7.1
Eifiz]  T'— —+In[z]+ic— =, se |z|<=, (4.19)
2 2 2
com ' = 0,577215... sendo a constante de Euler. Assim, quando o médulo do

argumento da fungdo exponencial-integral é grande, esta se comporta como uma
funcio oscilante, cuja amplitude decai com 1/z. J4 para argumentos de médulo
pequeno, seu comportamento é basicamente logaritmico, divergindo na origem.
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O papel de z, em (4.19), é desempenhado em (4.18) por

lat}

b
¢ =2rN(—2p; + Ly + % + -2-)(—2(10 + K + 5

+2). (4.20)

2
Logo, para p, e ¢o fixos, sdo os valores de K; e L; que determinam a importéncia
da contribui¢io de cada termo da soma de Poisson para W(p2, ¢), uma vez que ¢
depende diretamente destes valores.

Como exemplo, consideremos o quadrado hachurado no canto esquerdo inferior
da Figura 4.5. Quanticamente, para esta regifo, temos que 0 < ps,qo < § € pt2 =
vp = 0, portanto —1 + & < —2p; + 2, —2¢0 + 4 < —%. Nestas condigdes, ¢ pode
ser menor que 7/2, apenas se Ky = L; = 0. Entdo podemos escrever

1

1 a
W(p% qO) ~ Woo(pz, qO) + 2_ Z ('_]')KH-L1 Z (_1)b+
T K Li#0 b,a=0

 XP[2miN (=2p; + L1 + 3)(—290 + K1 + 3)]

, 4.21
2miN(=2p; + L1 + 2)(—2q0 + K1 + %) (420)
onde o somatério em Kj, Ly exclui o termo Ky =L,y =0 e
1 1 b+a 1: . b a
Woo(p2,90) = o Z (=1)’** Ei[27iN(=2p; + =)(—2¢0 + )] (4.22)
T o 2 2

Notamos aqui que, se um dos quatro termos de Wy, tiver o médulo do argumento
menor que 7 /2, os outros trés ndo terdo e portanto, sé contribuirdo com expressdes
do tipo exp[iz]/(iz).

Tomando agora ¢y, = —2¢o + a/2, vemos que |@y,| assume seu valor minimo,
1/N, quando ¢o for 1/2N (a = 0) ou 1/4 — 1/2N (a = 1). Classicamente isto
corresponde a estarmos o mais préximo possivel das bordas (linhas) ¢ = 0 ou 1/4 do
quadrado hachurado considerado na Figura 4.5, 0 mesmo ocorrendo para |¢p, | (¢p, =
—2p; + b/2) com relagdo as bordas (linhas) p = 0 ou 1/4. Notamos também que
mesmo que um dos |@|’s assuma o valor minimo 1/N, o outro ainda necessitara ser
pequeno para que |27 Ny, ¢y | < 7/2. Assim, somente quando estivermos perto dos
“cantos cldssicos”, (0,0), (0,1/4), (1/4,0) ou (1/4,1/4) é que teremos para (4.22) uma
contribui¢do do tipo In[z] + O[z] e portanto, maior que algo que decai como 1/z.
Isto explica, entdo, a 6tima concordancia entre o propagador semicldssico e o exato
vista nas Figuras 4.6 (b)-(c) e 4.7 (b)-(c), uma vez que, para estes casos, estamos
afastados dos referidos “cantos”. Para as Figuras 4.6 (a) e 4.7 (a), notamos uma
discrepancia, ainda que pequena, entre o exato e o semicldssico para valores de p;
préximos a 0 e 1/4. Observamos entretanto que ng = 0 nestas Figuras, implicando
em ¢,, = 1/N (se a =0). Assim, esta pequena discrepancia é esperada, pois neste
caso estamos (para p; = 0 ou pp = 1/4) perto de um “canto”.
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Para quantificarmos as contribui¢des de Wyo ao propagador exato, vamos consi-
derar my = ny = 0. Entdo

Woo( 1 1 ) o 1 {exp[27rz'N(-§- — )%2)2] B exp[27i(3 — #)]

2N’2N 2mi | 27iN(I - % i - L)

+T+ ln[%] _ (4.23)

ir 2mi 4n?
s TN TN
que para N = 128 resulta em Wy =~ —0,24 + 0,38:; desprezando-se os termos
exponenciais. Assim, inserindo este valor de Wy no lugar de W em (4.17), obtemos
uma corre¢do muito boa ao semicldssico para o ponto ms = no = 0 das Figuras 4.6
(a) € 4.7 (a). O mesmo podendo ser feito para todos os outros pontos onde haja
discrepéncia.

Podemos agora estender este tipo de andlise & regido onde o termo semicldssico
é nulo. Consideremos entdo 0 < go < 1/4 (1o = 0) e p; > 1/4. Obviamente aqui os
valores de K; e L, para os quais hd maior contribui¢do &s corre¢des quanticas nio
30 necessariamente os mesmos que os da regido anteriormente discutida. A Tabela
4.1 mostra, para 0 < go < 1/4, quais s&o estes valores de K; e L;, de acordo com a
proximidade que p; e go estejam das bordas (linhas) 0, 1/4, 3/4 e 1 da Figura 4.5.

Regido Valor de K, Valor de L,
0<p2<1/4 K, =0 Li=0
1/4<p2<1/2 I{1=O pg'rﬁl/‘l,Ll =0

P2 = 1/2,L1 =1
1/2<p2<3/4 qONO,I{lz—l L1=1

Go =~ 1/4,[(1 =0
3/4<p2<1 QQWO,I{1=—1 p2N3/4,L1=1
q0%1/4,.[(1=0 pgr@l,L1=2

Tabela 4.1

Face a esses resultados, podemos entender alguns dos comportamentos observa-
dos nas Figuras 4.1 e 4.2,
(i) Descontinuidade do propagador em p; = 1/4, 1/2 e 3/4: Primeiramente, notamos
que para a maior contribuigdo & corregio quantica, temos o fator (—1)Kitlituatw
que pode ou ndo mudar de sinal quando p; cruza uma das referidas linhas (compro-
vamos isto através de um rapido exame da Tabela 4.1). A descontinuidade na borda
1/4 é evidentemente devida & anulagdo do termo semicléssico para p; > 1/4. Agora,
se tomamos em (4.18), a funcéo Ei correspondente & maior contribuicio, verificamos
que seu argumento é o mesmo, porém, de sinal invertido, em cada um dos dois lados
dep; = 1/4,1/2 e 3/4. Como a parte imaginaria de Ei é uma fun¢io impar, temos,
entdo, que as outras descontinuidades sdo oriundas justamente destas mudangas de
sinais.
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(ii) Diferencas na amplitude dos propagadores para as regides nao-classicas das Fi-
guras 4.1 e 4.2 (a) com relagio as Figuras 4.1 e 4.2 (b)-(c): Para as Figuras (a),
ng = 0, estando assim perto de uma borda, j& para as Figuras (b) e (c), os ng’s sdo
tais que ficam afastados de bordas. Para os casos (a), temos, entdo, contribuigdes
do tipo In[z] +... para um maior niimero de valores de m,, do que para os casos (b)
e (c). Assim, é de se esperar diferencas nos valores das amplitudes do propagador,
de acordo com a proximidade que ng esteja de uma borda.

(iii) Discrepancia entre o exato e a soma de Poisson com corte=1 para valores gran-
des de my: Vemos da Tabela 4.1, que para 0 < ¢o < 1/4 e p2 = 1 (m2 préximo a
N —1), o termo de maior contribui¢io a W(p2,¢) vem de L; = 2. Para corte=1,
este termo n3o é computado, sendo portanto o motivo das diferengas observadas
para a regido p2 > 3/4. Como para corte=2, L; = 2 é considerado, temos, entdo,
que a convergéncia deste truncamento da soma de Poisson funciona muito bem em
todas as regides.

Todos estes resultados sdo véalidos para quaisquer valores de N (N > 4). Para
N = 4 em particular, os comportamentos (i) e (ii) ndo tém muito sentido, porém
(iil) continua verdadeiro, sendo inclusive observado nas Figuras 4.3 e 4.4.

Notamos que, para o termo de maior contribuigio a W (p,, go), temos algo do tipo
In[27 /N], que para N finito é sempre finito. Podemos pensar que, com o aumento de
N, esta correcio se torne importante comparada ao termo semicldssico. Na verdade
isto ndo é observado pois devemos ter em mente que, por exemplo, para N = 128,
In[2x/N] = —3.01, ao passo que para N = 1024 (portanto uma ordem de grandeza
maior), In[27/N] = —5.09, o que nfo é um aumento tio significativo, considerando-
se o rapido crescimento linear de N. Assim, a maior contribui¢do & soma de Poisson
parece n3o ter uma dependéncia em N tdo dréstica, a ponto de torna-la comparavel
ao termo semicldssico usual. As Figuras 4.10 e 4.11 comparam, respectivamente, a
parte real e imaginéria do propagador exato com o semicldssico (na regido p; = v =
00) para N = 1024, exemplificando entio o ndo comprometimento da aproximagéio
semiclassica devido a possiveis divergéncias logaritmicas.
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Figura 4.10: A parte real do propagador exato é comparada com a aproximagio
semicldssica no primeiro quadrado hachurado da Fig. 4.5, sendo N = 1024.

39



0.10 T T T T T

- w— — % Exato (a) ;
v Estacionario

_.  o.o2
S
> o0.00
e
X
E

-0.02

-0.05

-0.08 | N = 1024 |
L nO = 0.5 -
-0.10 . . , . o ‘ |
0.0 ‘ 32.0 64.0 96.0 128.0 160.0 192.0 224.0 256.0
0.10 : . ' mz2 . ' .
L - — % Exato . (b) ]
0.08 |} v Estacionario |
F ,g ~
0.05 | i 3 ]
= %L 711 5% 1 AR
£ I Py T or oy i + r 3 +
5 E b4 - - - » »* f i - v }
S  0.00 § Y ¥ + { * + : + ¥ |
g f ; T : H * I . ¥ Y 'ﬁ
£ kI T * * | + v
0.02 % W : k4 * I 1 - - * v I
- ; p * 3 ¢ v ¥
-0.05 } if % §J _
n # w |

-0.08 - N =1024 -
no = 5.5 |
-0.10 i 1 | L ) ) A
0.0 32.0 64.0 96.0 128.0 160.0 192.0 224.0 2586.0

m2z2

Figura, 4.11: As mesmas comparagdes feitas na Figura 4.10, s6 que para a parte
imaginéaria do propagador.
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Os pontos discutidos até aqui nos sugerem a seguinte possibilidade: ao invés
de fazermos cortes no somatério de Poisson, tomando termos que variem de —j a
J, escolhemos para cada par (mg,ng) fixo, os valores de K; e L; correspondentes
a contribuicdo maxima para W(pz,qo), e calculamos a soma de Poisson tomando
apenas estes termos. Podemos dizer, entdo, que temos corte = m.c. {m.c. - maior
contribui¢do) para tal truncamento. Desta forma, no célculo do propagador, para
cada ponto my ng, temos uma escolha particular de K; e Ly, que fornece a m.c.. Por
exemplo, se 0 < go < 1/4, os valores a serem considerados devem ser os mostrados na
Tabela 4.1. Assim temos 1 termo no truncamentose 0 < p, < 1/40ul/2 < p; < 3/4
e 2 termos se 1/4 < p; < 1/2 ou 3/4 < p; < 1. As Figuras 4.12 e 4.13 mostram
resultados para este tipo de corte, que sdo realmente muito bons levando-se em conta
os poucos termos considerados!
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Figura 4.13: As mesmas comparagdes feitas na Figura 4.12, s6 que para a parte

imaginaria do propagador.
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4.4 Uma Expressao Alternativa para o Propaga-
dor

Podemos reescrever a expressio (4.7), que fornece o propagador exato para ! = 2,
em uma forma diferente. Para tal, notamos que a eq. (4.1) é basicamente uma soma
do seguinte tipo de integral

J =/0 cly/0 dz exp[ii(zy + By + ax)], (4.24)

que pode ser escrita como

J = exp[—i/\ﬂa]{[Aa+%dy/()ﬁ+%dx+/oady/0ﬁd:v——/Oa+%dy/0ﬁdx

_ /oa dy /oﬁ+% dx} exp[i)\yil:]} ) (4.25)
ou ainda ) 1
J= exp[—.)z\/\ﬁa] E (_1)b+a I\ (a + _;_)(ﬂ + g)], (4.26)
t b,a=0
Tl = /Of dQt (exp[itt] -1 (4.27)

Desta forma, nosso propagador exato é também dado por

2 ;
(ma, p2| U? |no, vo) = I exp[27i N (—4pago + p2t2 + qovo)]
1

X5 Klzgl(—l)KﬁLl (=1)reto

X {I[?ﬂ'N(—sz + L+ 5’23 + %)(—2@ + Ki + -’%2- + %)]

I[N (=29 + Ly + 22) (=200 + K + £2)

—I[2nN(=2p; + Ly + -’f29 + %)(—2% + Ky + % ]

— I[2eN(=2p2 + Ly + 3)(~200 + Ko + £ + %)]}.
(4.28)

Se introduzirmos agora a seguinte aproximagdo para as func¢des Z (ver Apéndice
C)
Y

2

I[z] ~ iz — % s |z| < g
Tl ~ et Tefa], se o122, @29)
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podemos entdo mostrar que (4.28), com o auxilio de (4.29), recupera todos os resul-
tados obtidos na Secdo anterior.

A escolha feita neste Capitulo, de se estudar o comportamento do propagador
exato, escrevendo-o em termos de fungdes Ei, ao invés de fungdes Z, justifica-se,
uma vez que em (4.7) distingiiimos imediatamente a contribui¢do semicldssica da
contribui¢io puramente quantica, o que ndo podemos fazer em (4.28). J4 para ! > 2,
a obtengao explicita das corre¢des quanticas, para propagadores escritos na forma
(3.11), é extremamente complicada. Notamos também, que (4.24) é uma espécie
de elemento fundamental das expressdes gerais do propagador (3.8) e de seu traco
(3.14), o que nos possibilita usar as fungdes Z como base para os célculos do caso
geral para um nimero ! arbitrario de iteradas do mapa. E a isto que nos dedicaremos
no Capitulo a seguir.
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Capitulo 5
O Caso Geral |

A nio comutabilidade, em geral, dos limites # — 0 e ¢ — oo (para um exemplo
ver Apéndice A), pode impor restri¢des & validade da aproximacdo semicléssica para
tempos grandes [25], sendo entdo um dos grandes desafios no estudo da chamada
caologia quintica. Recentemente entretanto, alguns autores [26, 27] t&m considerado
a possibilidade de se obter bons resultados semicldssicos, mesmo para tais tempos
grandes. Neste sentido, um dos maiores interesses no mapa do padeiro quantico estd
justamente no acompanhamento de sua dinimica para um ndmero arbitrario ! de
iteradas e a partir disto, entender e predizer para quais tempos t* a aproximacao
semicldssica perde a validade.

No Capitulo anterior, onde discutimos os resultados para o caso particular de ! =
2, j4 pudemos perceber a dificuldade da anélise, tanto do propagador quanto de seu
traco. No entanto, por termos sido capazes de desenvolver os cilculos analiticamente,
ganhamos suficiente experiéncia a nos possibilitar discutir e entender vérios aspectos
do comportamento do caso geral [, mesmo sem podermos resolver as eqs. (3.8) e
(3.14) exatamente.

Este Capitulo estd dividido basicamente em duas partes, a primeira trata do
propagador, onde enfocamos trés pontos: os critérios para truncamento do so-
matério de Poisson, a aproximagio semicldssica com possiveis corregdes de borda e
finalmente, o comportamento do propagador na regido do espaco de fase aonde a
propagacio é classicamente permitida. A segunda parte considera o trago do propa-
gador, onde ao invés de desenvolvermos uma aproximacao para a expressiao exata,
tentamos “melhorar” o semiclassico e com isso, analisar o que acontece para tempos
maiores e menores que o “log-time”.

Porém, antes de propriamente discutirmos tanto o propagador quanto o seu traco,
vamos apresentar na préxima Secdo, o que chamaremos de aproximagdo “borda-
estacionéria”, a qual nos ser4 muito 1til na realizagdo das tarefas aqui mencionadas.
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5.1 Aproximacao Borda-Estacionaria

De forma geral, como salientamos anteriormente, as sucessivas integrais que
aparecem em (3.8) e (3.14), ndo podem ser resolvidas exatamente. Além disso,
encontramos pontos estacionérios, dentro das regides de integracdo, apenas para
alguns conjuntos de valores dos parametros K’s, L’s e v’s. Porém, se estivermos
interessados no limite semicléssico, sdo justamente com estes conjuntos que devemos
nos preocupar. Entdo aqui, para tais valores dos parametros, vamos apresentar um
método analitico aproximado, que considere explicitamente efeitos de borda e que
nos permita resolver as integrais miltiplas das expressdes do propagador e de seu
traco.

No método de fase estacionéaria usual, integrais do tipo

§0) = [ dt glt) explirs(ol, (5.1)

podem ser resolvidas aproximadamente, para grandes valores do paradmetro A. As-
sim, se s(t) é duplamente diferencidvel e existe & < 7 < S, tal que s'(r) = 0 (ou
seja, s(t) tem ponto estaciondrio interno & regido de integracdo) podemos escrever

para (5.1) .
FO) & ,/ﬁ%—) explids(r) + 7] (5.2)

No processo de dedugio da férmula acima, em um dos passos da aproximagio muda-
se o intervalo de integragio, extendendo-o de (e, B) para (—oo,+00 ) (veja detal-
hes na referéncia [28]). Desta forma, eventuais efeitos de borda sdo negligenciados
no método de fase estaciondria (é interessante observar que estes efeitos déo con-
tribuicdes de ordem O(1/})).

Nossa intengido é justamente obter uma aproximagdo que considere apenas as
contribui¢des dos pontos estacionarios, mas de forma a levar em conta o tamanho
finito do espaco de fase. Para tal, retomemos as eqgs. (3.8) e (3.14), que podem ser
escritas da seguinte forma

W=) Gw /05 11 dp- /05 11 dgx exp[27riNZ<pj], (5.3)
r k Fi

onde W denota genericamente o propagador ou o seu trago e
i = Cjpigi-1 + Bjpj + Aj_1gj-1, (5.4)

com Cj, B; e Aj_; podendo depender dos parametros e dos outros p’s e ¢’s. Notamos
que a eq. (5.3) é basicamente composta por termos do tipo

R
T, = ["dps [ dgjo expleming) (5.5)

47



que integrado em dp; dg;_, fornece
T; = g; exp[2miN;] I;, (5.6)
sendo

I =I[ £+ (i f7°) = T £5°] - Z0 7] (5.7)

com g; constante e 1; e os f’s dependentes de p;_; e ¢;, bem como dos K’s, L’s e
v's.
Para o préximo passo no célculo, teriamos que resolver

3 3 :
Ti1 = /0 dpjs1 /0 " dg; expl2miN (j41 + $5)] Li(pio1,45) (5.8)

e assim por diante; sendo que tais sucessivas etapas de integragéo, até onde sabemos,
ndo podem ser resolvidas exatamente.
: t . . ’
Consideremos agora pg 1) e qJes ), determinados através de

8(503’.'_1 + ¢J) = 0
apj_l qgest.)
an Pg‘.’:')

Se os pardmetros K’s, L’s e v’s forem tais que tenhamos 0 < pge’: ) qj("”t‘) <1/2e
se N for um ndmero grande, entdo a maior contribuicdo & (5.8), vem da integragio

sobre a regido hachurada ao longo das linhas p;_; = pgf_’f') eq; = q](-e’t'), mostrada
na Figura 5.1. Na regido hachurada podemos entdo aproximar

Li(pjc1, ;) = 1) = L(plet), gfot)). (5.10)

Entretanto, devido a pouca contribui¢do da regiio nio-hachurada a integral, nio
introduzimos um erro muito significativo se também extendemos (5.10) a todo o
quadrado da Figura 5.1. Assim

1 1
Tjwn 5 I /02 dpj41 /02 dg; exp[2milN (pjs1 + %], (5.11)

ou
Tjs1 & gip1 expl2miNeqa] I Iy (5.12)
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0 q 0.5
9
Figura 5.1: ‘Espaco de variaveis’ de I; na eq. (5.8). A maior contribui¢io & integral
vem da regido hachurada ao longo das linhas p(¢s*) e g(est),

Podemos agora aplicar sucessivamente estes procedimentos, chegando a uma
expressao final para W, dada por alguma coisa do tipo

W > Gt expl2miNep(eot))] II 1) (5.13)
(est.) k

onde (., indica que s6 estamos somando sobre os parametros que permitem ter-
mos pontos estaciondrios para as sucessivas fases que aparecem nas integrais. Como
veremos mais adiante, estes valores dos parametros coincidem exatamente com os
valores dos parametros da aproximacdo semicléssica usual. Neste caso, para o propa-
gador, o método sé é aplicivel nas regides onde a aproximagio semicldssica também
0 seja.

Chamamos a eq. (5.13) de aproximagdo borda-estacionéria pois, embora os
célculos tenham sido feitos considerando-se apenas os pontos estacionarios, também
contém informacg&o sobre o tamanho limitado do espaco de fase via o comportamento
dos I’s (através das fungdes 7).
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5.2 O Propagador

5.2.1 Truncamento da Soma de Poisson

Aqui, vamos discutir o truncamento do somatério de Poisson, para o caso geral .
Faremos isto através da analogia com o que foi feito para ! = 2, onde “procuramos”
as maiores contribui¢bes (m.c.), e a partir delas definimos um corte=m.c..

Ficara evidente logo a seguir, que com o aumento de [, se torna cada vez mais
trabalhoso encontrar os pardmetros que fornecem as m.c.. Assim, é mais conveniente
tratarmos dois casos especificos, [ = 3 el = 4, e a partir deles discutir o procedimento
geral. Salientamos também, que a construgéo de corte=m.c. se justifica, uma vez
que isto reduz drasticamente o nimero de termos a serem somados; por exemplo, se
tomassemos simplesmente corte=1, terfamos que calcular, j& considerando a soma
sobre as dérbitas simbdlicas ¥, 162 termos na soma de Poisson para o caso [ =3 e
2916 termos para o caso [ = 4!

Para [ = 3, a eq. (3.8) fornece

1
(bl Ul s0) = (M) (<1 30 (ipatwt) S (1)feeRisiast
=0 KoK 1LaLy

x Wi, (5.14)

onde

W = /02 dp2dp1dgzdq exp {27m'N [p2q2 + pig1 — 2p2q1 + p2(Ka + %)

)+ alli+ )]} 6.15)

141

+p1(—2¢0 + K1 + %) + q2(—2ps + L2 + 2

. Da integracdo em p; g1, temos

1} .
Ws = N /02 dp1dgy exp[2miNvs(p1, 42)] 1(p1, ), (5.16)

sendo

1
¥3(p1,q2) = p1(—2g0+ K1 + i/-1-) +q2(—2ps+ L2+ ﬁ) +=(p1+ L1+ 2)(‘Iz-l'Kz’-l- EE)
2 2 2 2 (5 127)

€

1
Ip,e) = 3 (-)*T[=aN@ + L+ 2 — D)@+ K+ 5 o). (5.18)

b,a=0

Lembramos que para o caso [ = 2, as maiores contribui¢des vém dos parametros
que tornam pequenos os mddulos dos argumentos das fungdes Ei na eq. (4.17) (ou
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equivalentemente, das func¢des 7 na eq. (4.28)). Observando a eq. (3.8), vemos que
em suas sucessivas integracdes, vio sendo originadas fun¢bes Z multiplicadas por
exponenciais complexas. Desta forma, seguindo a mesma argumentagio dada no
final do Capitulo anterior, os valores dos pardmetros das m.c., para o caso geral, s&o
justamente os que tornam pequenos os argumentos destas sucessivas fung¢des .

Com isto em mente, consideremos agora a eq. (5.18), onde os argumentos das
funcdes 7 podem ser escritos como —7 N @y, @, , sendo

14
¢p1 = P1+L1+50—b
$p = qz+K2+§—a. (5.19)

Aqui, tanto p; quanto ¢z (que sdo varidveis de integracdo) variam de 0 a 1/2. Por-
tanto, nossos pardmetros devem ser tais, que ¢,, e ¢,, se tornem pequenos em torno
de algum par p; §o, pertencente a estes intervalos. Uma répida andlise de (5.19),
mostra que isto é obtido se, L1 = —ygou 1 — vy com p; = /2 e K = —pu3 ou
1 — ps com g = p3/2.

Resta-nos agora, determinar K; e L,. Consideremos entdo a eq. (5.16), onde
encontramos uma exponencial oscilante de argumento ¥3(p1, g2, K, L, ). Para cada
conjunto de valores dos K’s, L’s e v’s, temos um 13 diferente. Certamente que de
todas estas fases possiveis, as que dardo maior contribuigio & integral (5.16), serdo
justamente aquelas cujas derivadas, 9¢s/0p; e O0v3/0q., estejam o mais préximo
possivel de zero, sendo portanto, algo “parecido” a um ponto estacionério. Queremos
entdo

a¢3(p1,62) ~ 0
Om

O3(Py, 42)

— = =~ 0, 5.20
94 (5.20)

com P, e g, compreendidos no intervalo [0,1/2]. Em (5.20), j4 devemos supor que
os valores de K2 e L; sejam os deduzidos anteriormente. Além disso, para garantir
a consisténcia na escolha de todos os pardmetros, devemos exigir que p; = P, e
g2 = §,. Observando-se esta imposicdes, é facil verificar de (5.20) que, para vy =0
e go pequeno, Ky = —vy,e Ly = —pgoul — pz se 0 < 2p3 — pu3 <1/2 e Ly = pz ou
1+ pussel/2 <2p3 —ps <1.

Os resultados numéricos do truncamento, para estes valores dos pardmetros, se
mostram muito bons se p3 < 1/2, mas para ps > 1/2, obtemos bons resultados
apenas se variamos L; de -1 a 0, ao invés de 0 a 1. Isto nos sugere que L, deva
assumir os valores —u3 € 1 — u3 e ndo —yp € 1 — vp, avaliados em nossa dedugdo das
m.c..

Finalmente, para | = 3, corte=m.c. (com ¢o pequeno) significa somar sobre
n = 0,1; fazer K; = —uvy; somar sobre K e Ly = —p3,1 — us3; e somar sobre
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Ly=—ps,1—p3se0 < 2p3—p3 < 1/2e Lo = p3, 1+ puzsel/2 < 2p3—puz < 1. Desta
forma, para cada ponto do propagador, devemos calcular 16 termos para corte=m.c.,
um nimero bem menor que os 162 termos necesséarios para corte=1. Nas Figuras 5.2
e 5.3 mostramos, respectivamente, a parte real e imaginiria do propagador exato,
comparado ao truncado com corte=m.c., para vérios valores de IV e ng. Na obtencao
dos graficos de corte=m.c., integramos a eq. (5.14) analiticamente nas varidveis p;,
¢1 € ¢2 € numericamente na variavel p, (neste cilculo numérico, usamos, para as
funcdes Z, a aproximagéo (4.29)).
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Figura 5.2: Comparagdo entre a parte real do propagador exato (I = 3) e a soma de
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Agora, passemos para o caso de quatro iteragdes. Da eq. (3.8), sendo I = 4,
temos

1
(maspal U lroy i) = NPV (<1t 3 (i)NComsmtian
V2,11 =0 K3K2K1LsLoLy
x(_l)K3+K2+K1+L3+Lz+L1 W4’ (5.21)
com

1
W, = /2 dpsdp;dp,dgsdgadq; exp {2m’N [pan + p2gs + 1qs — 2p3q2 — 2p2n

+p3(Ks + "') + p2(K2 + ) + p1(—2¢0 + K1 + —)

2
+q3(—2ps + L3 + -2—) + q2( L + -5) + @i(L1 + ‘2—)] } . (5.22)

Integrando W, em p, q; e ps ¢3, chegamos a

Wy =

87r2N2 / dpydg; exp[2miNp4(p1, ¢2)] I1y(P1, @2) I(2)(q2),  (5.23)

onde
1
Ya(p1,92) = p1(—2¢90+ K1 + %) + g2(Lo + %) + 5(171 + L+ %)(% + K; + 1/23

2 ?

Iny(p1, 42) = Z (1) I[-xN(p + Ly + = — b)(q2 + K2 + 2 _4q) (5.25)

b,a=0
(]

I2)(q2) = Z (1) I[2r N(—2¢, + K3 +

d,c=0

5 =+ )( 2P4+L3+ 2 4 )] (5.26)

Procedemos agora, de forma similar ao feito para o caso I = 3. Os argumentos das
fungdes 7 em (5.25) e (5.26) podem ser escritos,respectivamente, como —r N@{lg{l)

e 2rN ¢ ¢() com

7
¢§,11) P1+L1+50—b

¢ = q2+K2+-”§"1 —a (5.27)
€
$D = —2g+ Ko+ 5 g
80 = —op,+ Lo+ 2 o ; (5.28)

61



com as varidveis de integragio, p; e ¢q, variando de 0 a 1/2. Novamente, procuramos
os valores para os pardmetros, que tornem pequenos os ¢’s. Assim, encontramos;
K3 = —pg ou 1 — py para §; sendo 0 ou 1/2; K; = —v3 ou 1 — vp para §2 = 12/2;
Ly=ps—1loupusse0<2ps—pus<1/2elz=pgoups+1sel/2<2py—ps<];
e [y =—vpoul— vy para ) = vp/2.

K, e L, sio determinados, ao impormos

6’(,[’4(171 ) 62)
Om
6¢4(ﬁ1, Q2)
0q2

~ 0
0, (5.29)

ou ainda (considerando ¢ = 0)

1
Lt 2 +5B+ D+ 5) + A2+ La+3) =~ 0
1
Ki+ 2 +2@+Ka+2) ~ 0. (5.30)

Colocando agora em (5.30) os valores de m.c. dos outros K’s e L’s e fazendo também
P; = 1 € §, = §a, encontramos que K; = —v; e que L, deve variar de —(v; + 13) a
~(n+v)+3se0<2ps—pug<1/2ede —(n+rva+1l)a—(rn+rv2+1)+3se
1/2 < 2pgy — pg < 1. Por fim, os resulados numéricos mostram mais uma vez, que
L, deve assumir os valores —u3 e 1 — y3 ao invés de —vg e 1 — vy,

Corte=m.c., para | = 4, fica entdo definido como a soma sobre os valores dos
pardmetros deduzidos acima. Neste caso, estamos calculando 256 termos, uma or-
dem de grandeza menor caso fizéssemos corte=1. As Figuras 5.4 e 5.5, mostram a
parte real e imaginaria do propagador exato, comparado 4 soma de Poisson truncada,
com corte=m.c., para véarios valores de N e ng. Para estes gréaficos de corte=m.c.,
integramos Wy na eq. (5.24), analiticamente em p; e numericamente em ¢, (no
cdlculo numérico, usamos, para as fungdes Z, a aproximagio (4.29)).

62



Ref<m4|U(4)n0>]

Re[<m4|U(4)in0>]

0.42
0.36
0.30
0.249
o.18
0.12
0.06
0.00
-0.06
-0.12
-0.18
-0.24
-0.30
-0.36

-0.42

0.42
0.36
0.30
0.24
0.18
0.12
0.06
0.00
-0.086
-0.12
-0.18
-0.24
-0.30
-0.36

-0.42

i w— — -+ Exato a) ]
i < Poisson, corte=m.c. ]
1 7]
|
L1 I i
_# ; © %} _
F % | E
= 1$ ! { |
|
- % # i
- l ' .
- |l | i
o | ]
. i
|
- \ ' -
- ¥ -
__ i N =128 ”
| nO = 0.5 .
o] 8 16 24 32 40 48 56 64 72 80 88 96 104112120128
m4a
B w— — a4 Exato (b) i
i T < Poisson, corte=m.c. ]
n ’T a
RN .
]
L ‘ -
l'rl -
LS g .
g
I I ] #
i ,.
1! F
[} |||| i) <o % ]
I P N, Taut® T\hq__‘ AN~
ﬁ("llll % \' Ww |
i -
L!I:,l: -
£t ]
h :: ! i
[ |'i ]
|I ||
=1 i
L3 J
C N =128 ]
= NnO =4.5 __
(o] 8 16 24 32 40 48 56 64 72 80 88 96 104112120128

ma4

63



Re[<md]U(4)in0>]

Re[<m4{U(4)jn0>]

0.45 T T Y T T T T T T T T Y T T

0.38 —— 7
‘ w— — - Exato (c)
1 < Poisson, corte=m.c. 1
0.31 .

T

0.24

T

0.17

0.10

L4

T

0.03 |

1
I
1
|
- 4
i
i
|
1
I
]
|
-0.04 } { * .
) ° J
|
I
}
3
1
]
i
i
|
]
i

a<¥

cé_.o__

-0.11 |
-0.18 |-
-0.25 |
-0.32 |

-0.39 |

-0.46 f 1 L " 1 1 1 ! 1 L. 1 1 3 1 i
O 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 52 56 60 64
ma

0.49 T T Y T ¥ T T L LB T T T T T T

o.42 w— — % Exato (d) ]
0.85 | < Poisson, corte=m.c.

0.28 |-

0.21

0.14

=TT

0.07

0.00

| J— i

-0.07

Y

-0.14

-0.21

T FF

-0.28

-0.35 1 N =64

-0.42 | nO =2.5 -

-0.49 1 I 2 PRSP | ' 1 5 1 L 1 I 2 I N
O 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 52 56 60 64
ma

64



Ret<md|U{4)in0>]

Rel<m4{U(4)jn0>]

0.75

0.68 w— — -4 Exato (e) ]

< Poisson, corte=m.c.

L

0.61

0.54
0.47
0.40

0.33
0.28
0.19

I B B
~
\\
S SO T PR P

0.12

PRI DRRTU I IR

L
)o
AN
N\,
/
/
\
¥
/
\
*

0.05

-0.02 o <o -

-0.09
-0.16

4
I
-l
)
P PR PR I

-0.23 |-

9 10 11 12 13 14 15 16

-0.30

0.68 T v T T T T T

0.61 | w— — w Exato *) ]
0.54 - < Poisson, corte=m.c.

0.47

0
[ P

17
~
”~

0.40

~
”~
~
"

”~
~
I

0.33 | ;
o.26 |- / \

~
| S

0.19 /

I
0
~
¥
/
~
~

¥
/
L

0.12

\
0

0.05

.,.,.
*
/
\

-0.02 /
-0.09
-0.16
-0.23

-0.30

T T
~
P ST ST RN TSN RN NI |

-0.37 . ) 1

(o)
-
N
«
b
0
o
N
®

65



Re{<m4{U(4)jn0>]

0.74
0.65
0.56
0.47
0.38
0.29
0.20
0.11
0.02
-0.07
-0.16
-0.25
-0.34
-0.43
-0.52
-0.61
-0.70

- 4
- < ]
i w— —— % EXato i
L < Poisson, corte=m.c. (g) _
L - -
- / -5
L. , ]
! / J
i ,’*\ /

s N / ]
I s e N /
-3 / \ / -
- P 7 AN Y, -
! /s ~ .

-, N /
B /s N / .
L V4 ~ / 4
- Ve \\ / i
I w o |
| N =4 .
- 1
B nO = 0.5 ° ]
(o] 1 2 3 4
ma

Figura 5.4: Comparagdo entre a parte real do propagador exato (I = 4) e a soma de
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Figura 5.5: As mesmas comparagdes da Figura 5.4 para a parte imaginéaria do
propagador.
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Nas Figuras 5.2 a 5.5, observamos que a melhor ou pior concordéancia entre o
propagador exato e a soma de Poisson truncada, depende basicamente de ng e N.

Verificamos dos gréficos que a medida que ng se afasta do valor ng = 0 (para
um N fixo), temos uma melhora no resultado do propagador truncado. Isto sim-
plesmente reflete o fato de precisarmos de um maior nimero de termos na soma
de Poisson, & medida que nos aproximamos de uma descontinuidade ou “borda” do
mapa; caracteristica esta anteriormente encontrada para o caso | = 2.

Também observamos que, com a diminui¢do de N, corte=m.c. comega a dar
piores resultados. Os pardmetros de m.c. s3o encontrados a partir da imposigio
de que os argumentos das fun¢des Z, basicamente na forma 7 N¢, sejam pequenos.

Ora, quando N vai decrescendo, os argumentos das ZI’s vdo se tornando menores
como um todo. Portanto, a diferenca entre os termos de m.c. e o restante da soma
de Poisson comega a diminuir, e assim, torna-se necessirio considerar mais termos
no truncamento.

A convergéncia do propagador truncado, com relagdo a ng e N, é mais sensivel
para | = 4 do que para !l = 3. Isto é facilmente entendido, se lembrarmos que a
depéndencia de | = 4 com relacdo as fungdes Z é maior do que a de [ = 3, pois das
eqs. (5.16) e (5.23), vemos que W, depende do produto de duas fungdes I, ao passo
que W3 depende apenas de uma funcdo I (com I sendo, basicamente, a soma de
quatro fungdes 7).

Por dltimo, mencionamos que, embora para !’s grandes corte=m.c. possa nao ter
interesse pratico (pois terfamos um nimero muito grande de termos para somar),

ainda tem interesse tedrico pois mostra que, mesmo nas regides ndo-cléssicas, existem
conjuntos de ag¢les mais importantes que as demais, sendo as responsaveis pelas
maiores contribui¢des ao propagador (a exemplo do que acontece nas regides de
propagagdo classica, com relagdo as agdes cldssicas). A interpretacdo destas agdes,
bem como o estudo da relagido (se houver) com as agdes clissicas, seria uma boa
proposta de trabalho futuro.

3.2.2 Corregodes ao Propagador Semicléssico

Passemos agora, a nos concentrar nas regides do espago de fase do mapa quantico,
nde a aproximacio semicléssica seja definida.

Vimos no Capitulo 2 que, em termos da quantiza¢io semicldssica de Ozorio de
\Imeida e Saraceno, estas regides correspondem a intersec¢des na dinimica de faixas
o espago de fase classico. Porém, tal quantizagio perde o sentido, quando estas
ixas se tornam tdo estreitas, a medida que ! aumenta, a ponto de serem mais
finas” que o espacamento entre dois estados quanticos sucessivos. J4 em nossa
edugdo da aproximagio semicldssica, ndo precisamos lancar méo deste artificio. A
efinigdo das regides de validade da aproximagéo semicléssica surge unicamente de
ma imposi¢do matemadtica formal, oriunda dos valores que p; e ¢ devem assumir
rer Apéndice A).
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Nesta Segdo, vamos comparar o propagador exato com Poisson (corte=m.c.),
borda-estacionario e estacionario. Em todos estes 3 casos, os valores assumidos para
os parametros K’s e L’s s30 os mesmos deduzidos no Apéndice A, correspondentes
as condi¢bes necessdrias para termos regides com fase estacionaria, e sendo dados
por, Ky = vy, Li-y = pye K; = Lj.; =0 ( = 2,...,1 —1). Quanto aos v’s
das 6rbitas simbdlicas, podem assumir quaisquer dos dois valores 0 ou 1, mas uma
escolha particular para o conjunto dos v;’s (j = 1,...,1{ — 1), define univocamente
em qual regido do espaco de fase quantico, temos a condi¢do de fase estacionaria.
Portanto, para uma regido particular, ndo temos mais uma soma sobre os »’s, mas
sim um conjunto de valores bem determinado (de acordo com a regiéo).

Novamente, vamos estudar casos particulares | = 3, 4 e 5; os quais sio suficientes
para nos dar uma idéia geral do comportamento de um ! qualquer. Inicialmente,
precisamos obter a aproximagio borda-estacionaria. Assim, passaremos agora, para
estes 3 casos, a desenvolver o método apresentado na Secdo 5.1. Nas expressoes que
aparecerdo de agora em diante, j4 serdo considerados os valores estacionéarios para os
K’s e L’s, serdo também suprimidas as somas sobre os v’s (uma vez que estaremos
considerando uma tnica regido especifica).

(1) Casol=3

O propagador, para l = 3, é dado por (5.14), sendo W3 dado por (5.16). Definindo
¢(b'°') como a funcdo 3 em (5.16) com os K’s e L’s estaciondrios, temos

v
)(Pl,fh)—Pl( 2qo-f'z-i-l/o)-i-(]'z( 2P3+N3+ )+ (P1+‘é9)((h+—) (5.31)

. . . be. .
Se agora, igualamos a zero as derivadas parciais de ¢§ *) com relagdo a p; e g,
encontramos

est. 14
A = 4P3—-2/13—V1—70
) = -5 - (5.32)
Assim, escrevemos
1 .
W) x o 169 [ dpdg, explomiNe$ g, (559)
com
1
€. a €st. 4 8T,
IG5 = 3 (-1 I[N + 2 - b)(g™ + 5 - o)) (5.34)
b,a=0
A integral em (5.33) é facilmente resolvida e chegamos entéo a
.e. 1 ANy . est. st. H3to
(m3, us| U? |no, v o)) = o ()N 1o+hs) exp i N(—p{=*Hgle™) + T)]

IS 15, (5.35)
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sendo
a

4. (5.36)

b
Oyr lest)
)(g2 )

1
I(be) — E (_1)b+a I[WN(pgest.) _ 5

b,a=0
(2) Caso 1l =4

Para [ = 4, temos o propagador dado (5.21) com W, dado por (5.22). Integrando
W4(b'e') (que é W, com os K’s e L’s estaciondrios) com relagdo a peeq;, encontramos

. ,
e 2 . .e.
W(b “IoN ‘[) dpsdp;dqsdg, exp[27er<pgb )] Jay(p1,q2),  (8.37)
onde
€. v
o) = pags— 2psgy + ps% + p1(—2¢0 + 71 + vp)
v v 1 Vi v
4g3(~2ps+ pa+ =)+ e + (1 + )@+ =) (5.38)
2 2 2 2 2
e
! b+a ) V2
Toua) = 3 (DTN + 2 - b+ 2 -0 (539)
b,a=0
Impondo
asogb.e.) _ 0
apl (esc.)
aso(b .e.
= 0, 5.40
6(12 (est.) ( )
P
encontramos
es 1
Pg Y= 8P4—4N4—2V2*V1—§0
est. 14
o= = 4q0 - 72 - = 2. (5.41)

\gora em (5.37), aproximando J(1)(p1, ¢2) por J((lbj&) = Ja )(pgest ), 4" e integrando

m p3 g2, chegamos a

L. 1 €.
W(b )~ _(47rN)2 ((lb) )/ dp:1dgs exp[27er302 )]J(z)(Pl,QS) (5.42)
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sendo

(be.) 1 B Ha
©2 Pt (=20 + 8 + 2 1 2y 2 5 =+ vg) +
+qa(—2ps + pa + 2 « + Lt 8)+ (V0u2+u1p4+““2”°) (5.43)

1

J2)(p1,93) = bX_jo( 1)+ I[- WN(— +2 5 -+ j‘: —b)(gs + % —a)]. (5.44)

(est. )

e

Igualando a zero a derivada parcial de (,og em relagdo a p;, encontramos qg

q:gest) — 8q0 _ % — vy — 21y — 4. (545)

Finalmente, substituindo em (5.42) Ji2)(p1,93) por Jibe) = = J )(pgm ), ¢§*") e inte-

grando em p, ¢3, chegamos ao segumte propagador aproximado

€. vovi v va+tv. N est. est.
(m pal U [, ) = 2\/1V,,3 (i) Vo pravbizin) exp[ T (—p{* gl +

Bav1 , Volo | p l/o be.) y(be) y(b.e)
+o T T S >J‘ (5.46)
com
R-3 a €st. b est. a
I ’—b20< 1) 2T () - 2)(gf™) - 2] (5.47)
(8) Caso l=5
Para o caso | = 5, o procedimento para o calculo da aproximagdo borda-

estacionaria é o mesmo usado para ! = 3 e | = 4. Temos também que calcular
o propagador exato, para podermos fazer o truncamento do somatdrio de Poisson
com corte=m.c.. Nos dois casos, os célculos sdo muito extensos, porisso apresenta-
remos apenas os resultados finais.

O propagadador exato (a menos de duas integrais), com os K’s e L’s estacionarios
e sem o somatério sobre as dérbitas simbdlicas, serd chamado de propagador m.c.,
sendo dado por

m.c 2 . vou1 4 voFuava+u 3
(ms, 5| U® no, wo) ™) = —.\/——]—V\(;T)“(Z)N( ovtntatiaiet 3“5)/2 dpsdpy
X exp [27”'1\7 (ps(ff + %)ﬂu( ~2¢p + 22 1 2y 2 5 T %)
Qs +vs + 2\
+£82_(/1'5+V0))] ("‘2175 + ps + ﬂ52 V3 2)
o -1
x (—2173 + fl‘i'%*'__z_) Ws, (5.48)
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onde

Z( 1)“""'{ [ év d (—4p5 +ps + 205 + vs + %)} Fuy(d/2)

d,c=0

_ exp [ wiN (-2— _ ) (—4175 + ps + 2ps + va + %)] F(z)(d)}
N
X {exp [Lc (——4193 +p+un+ %)] Fis)(c/2)

— exp [ wiN (— - c) ( —4dps+p1+ 1 + )] F(4)(c)} (5.49)

com

Fuy(z) = Z( 1)+ 7] 7rN(Psri'——b)( + —a)]

b,a=0
Fy(z) = bZ_O(—l)”‘“‘ I[-wN(—4ps +2pus + v3 + b)(z — - — —)]
Fole) = 3 (DTN + 3 - be+ 52-"1 ~ )
Fly(z) = 62_20(—1)""“ I[-7N(—4ps + i + b)(z — — — -)] (5.50)

Para a aproximagio borda-estacionéria, temos o propagador

b ﬁ N 1411 % vy v Vo V. 1%
(Tnaz',,/atslU5 I’no,llo)(be) = —W(Z)N( ov1tvivz+vevs+ysps)

WZN €S €s
X exp{—— 1 [—p{g{) + s (V2+—)+V3V1
V3 Mslo b. b .e. b.
o+ ) ) R

(5.51)
sendo
Y e €s est. v
R = 2 (D" I-aN ) + 2 = )™ + 2 — a)]
b,a=0
(est.)
ng)e) = Z (— 1)b+a1’[ 7rN(Pl 1;1 n _1;9 _ b)(qgest.)_l_% _a)]
b,a=0
(est.)
RS = 3 (<1t VD T e g
b,a=0
) a es b est. a
R =Y (T - Sy - 2 (5.52)
b,a=0
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P = 16ps — 8us — dvs — 20 — 11 — %

qﬁe"t‘) = 16qo — %i —v3 — 2uy — 411 — 81

@ = 80— 2 —va—2m — 4

& = 4qo— % — v — 2. (5.53)

Agora estamos em condi¢des de comparar o propagador exato com as trés apro-
ximagGes propostas, ou seja, soma de Poisson com corte=m.c., borda-estacionéria e
estacionaria. Nos restringiremos ao estudo da regizo 0 < pr, g0 < 1/2!, uma vez que
as outras regides classicas permitidas apresentam comportamento anédlogo (para a
regido que consideraremos, todos os v;’s devem assumir o valor 0, qualquer que seja
[). Desta forma, as trés aproximagdes serdo calculadas apenas para tais valores de
b € qo.

Como j& vimos, o “log-time” é definido por {* = log, N. Porém, podemos fazer
o inverso, se tivermos ! fixo, podemos definir um N*, tal que N* = 2. Assim,
ultrapassar o limite de “log-time”, corresponde agora a termos N < N*. Paral = 3,
4 e 5 N* é dado, respectivamente, por 8, 16 e 32.

Nas Figuras 5.6 a 5.11, sdo mostradas as comparagdes para [ = 3,4 e 5. Em
cada caso, tomamos diferentes valores de ng € N, com N > N* (no caso limite de
N = N*, existe apenas um tinico ponto quintico na regido considerada).
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Comparagéo da parte real do propagador exato (I = 3) com trés apro-
ximagoes diferentes, considerando-se varios valores de N e ng.
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Figura 5.7: As mesmas comparagdes da Figura 5.6 para a parte imaginaria do

propagador.
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Figura 5.8: Comparacdo da parte real do propagador exato (I = 4)
ximagoes diferentes, considerando-se varios valores de N e nyg.
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Figura 5.11: As mesmas comparacgdes da Figura 5.10 para a parte imagindria do
propagador.
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Da anélise dos graficos, verificamos que na média tanto o propagador estacionario
quanto o propagador borda-estaciondrio tém a mesma concordincia com o resultado
exato, um néo sendo melhor que o outro (a tnica excessio é o melhor resultado
da aproximacao estacionéria em relacido & borda-estacionédria, para a parte real do
propagador, quando N = N*). Também verificamos, que a soma de Poisson com
corte=m.c., é um pouco melhor que as outras duas aproximacoes, isto podendo ser
melhor visto nas Figuras 5.6, 5.7, 5.8 e 5.9 (c); nas Figuras 5.10 e 5.11 (d) e nas
Figuras 5.6 e 5.7 (f).

Estes resultados nos sugerem o fato interessante de que n&o adianta tentarmos
fazer uma aproximacdo melhor que a semicldssica usual, considerando eventuais ter-
mos de borda para apenas um termo da soma de Poisson, calculado nos pontos
estacionarios. Na verdade, sucessivos refinamentos no célculo aproximado do pro-
pagador devem incluir contribui¢des oriundas de estruturas que nio sejam apenas
“pontos estacionérios”. Pois a aproximagio estaciondria, por si, ja faz isto muito
bem, além de parecer dar conta de algo mais: uma média do comportamento dos
outros termos, ndo estacionérios, da soma de Poisson.

Este nosso raciocinio fica também apoiado pelo melhor resultado do truncamento
da soma de Poisson com corte=m.c., comparado ao borda-estacionario, uma vez
que no primeiro estamos levando em consideracdo as constribuigdes das regides nao-
hachuradas da Figura 5.1, o que n3o fazemos no segundo.

Por fim, apresentamos para [ = 3, 4 e 5 a comparagio entre o propagador exato
e a soma de Poisson truncada com corte=m.c. para N = N*/2, isto é, para tempos
maiores que o “log-time”. Os resultados sdo mostrados nas Figuras 5.12 e 5.13.
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53 O Tracgo do Propagador

O trago do propagador é de grande interesse no entendimento de caos quantico.
Por um lado, é uma espécie de “suavizagdo” do propagador, uma vez que é dado
pela integral sobre as varidveis de posicdo e/ou momento deste. Por outro, sua
transformada de Fourier fornece a densidade de estados do sistema quéntico, objeto
de estudo da famosa férmula do trago de Gutzwiller [29].

No contexto do mapa do padeiro, seu interesse aumenta ainda mais, face aos
resultados obtidos para seu célculo, via aproximacdo semicldssica. O’Connor e Tom-
sovic [30] mostram bons resultados numéricos para o trago do propagador, consi-
derando tempos muito além do “log-time”. Face a isto, sugere-se em [31] que o
limite para a quebra da validade da aproximacio semicldssica n3o seja dada por
uma relagéo logaritmica, mas sim por uma relagdo do tipo linear.

Ozorio de Almeida e Saraceno [11] foram capazes de derivar uma expresséo para
o trago do propagador, a partir do propagador semicldssico (3.10). Basicamente,
tomaram uma transformada de Poisson dupla da eq. (3.12), com (m;| U |no) sendo
dado por (3.10), e depois, efetivaram as integracdes via método de fase estacionaria.
O resultado obtido é

Te(U) = > U, (5.54)
v

onde o somatério corre sobre v definido na Se¢do 2.1. Com excessdo de v = 00...0
ev=11...1, U, é dado por

i

Ur=57

exp[2miN S, ], (5.55)

com S, definido em (2.7). Portanto, o traco do propagador calculado semiclassica-
mente é escrito unicamente em funcdo das dérbitas periédicas do mapa cldssico. A
contribui¢do dos dois »’s faltantes pode ser calculada diretamente dos correspon-
dentes elementos de matriz da soma em (3.12) (sendo {mi| U' [no) substituido pelo
propagador semicldssico).

Analogamente ao que foi feito para o propagador, podemos também, para nossa
férmula exata do trago, eq. (3.14), truncar a soma de Poisson, considerando um
corte=m.c., ou desenvolver uma aproximagio borda-estacionédria. Para isto, preci-
samos primeiramente encontrar os K’s e L’s estacionérios. E muito facil verificar,
a partir da expressdo exata, que isto se verifica apenas se todos os valores dos
parametros K’s e L’s forem iguais a zero. Desta forma, corte=m.c. corresponde a
corte=0. Quanto aos v;’s, ndo hd nenhuma restri¢do sobre eles, portanto, devemos
efetuar a soma sobre as érbitas simbdlicas normalmente.

A obtencéo do trago borda-estacionario segue os moldes do método desenvolvido
na Sec¢do 5.1. Integra-se as duas variaveis, p; e g;—;, obtendo-se a soma de fungoes
Z, encontra-se os pontos estacionarios para os argumentos das funcdes Z, toma-se
as I’s nestes pontos e passa-se entdo para a préoxima etapa de integracdo. Com
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relagdo ao célculo de Poisson truncado com corte=0, integramos analiticamente nas
expressdes o maximo de varidveis possivel e depois, integramos numericamente as
varidvies restantes. Como j4 visto no caso do propagador, os célculos destas duas
aproximacoes sdo mecanicos, ndo oferencendo maiores dificuldades, mas originam
equagoes extremamente longas. Portanto, omitiremos aqui as expressdes resultantes,
mostrando apenas seus resultados graficos.

Nas Figuras 5.14 e 5.15 mostramos, respectivamente, as partes real e imagindria
do traco do propagador para [ = 2, 3, 4, 5, 6, 7 e 8; comparando o caso exato com
o Poisson truncado para corte=0 (calculado apenas para | = 2, 3 e 4), o borda-
estacionario e o estacionario. Os valores do trago, para um [ fixo, sdo apresentados
como fungéo de N. No eixo dos N’s existem flexas indicando o “log-time”, ou seja,
a esquerda destas flexas estamos no limite de tempos maiores que o “log-time”.

Os resultados obtidos sdo muito interessantes. Se olharmos inicialmente ape-
nas para a aproximagdo semicldssica, observamos que tanto para tempos maiores
quanto para tempos menores que o “log-time”, ela apresenta a mesma ordem de
concordancia com o trago exato, resultado este j& conhecido na literatura. Agora,
quando consideramos a aproximagdo borda-estacionéria, verificamos que é sempre
melhor que a estacionéria para tempos menores que o “log-time”, ao passo que para
tempos maiores que o “log-time” ora uma, ora outra é melhor.

Assim, o mapa, na verdade, parece sentir um “log-time”, uma vez que um “refi-
namento” da aproximagcio semicldssica funciona para ! < [*, ndo ocorrendo o mesmo,
entretanto, para [ > [*. Resultado esperado, caso realmente tivéssemos sensibilidade
do sistema ao “log-time” pois a principio, para I > [*, o método estacionirio nio
deveria funcionar e portanto, tal refinamento nio teria sentido.
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Figura 5.15: As mesmas comparacdes da Figura 5.14 para a parte imaginaria

traco.
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Capitulo 6

Conclusao

Neste trabalho desenvolvemos a quantizagio do mapa do padeiro em termos de in-
tegrais de caminho no espago de fase. Isto foi feito por intermédio de transformagoes
de Poisson, que introduziram somas infinitas nas expressdes para o propagador e seu
trago. Desta forma, os resultados nos colocam frente a uma soma infinita de inte-
grais, mas que se mostram, ao serem truncadas, satisfatoriamente convergentes para
a obtencdo de bons resultados numéricos. Além disso, as dedugdes incorporaram na-
turamente a dinadmica simbélica do caso classico, introduzindo um somatério sobre
toda a histéria comum da evolugio de drbitas classicas.

Os resultados semicldssicos de Ozorio de Almeida e Saraceno foram reobtidos,
mas por um método que nio incorpora as limitagbes da dedugdo usada por eles.

Uma grande vantagem do método repousa sobre o rapido reconhecimento das
diversas contribui¢des ao propagador, ou seja, podemos entender os resultados em
termos de a¢des no espago de fase, identificando tanto contribuigdes de trajetérias
cldssicas como de caminhos puramente quanticos ‘a la Feynman’. Isto nos per-
mitindo inclusive, desenvolver corre¢des de ordem maior que as do propagador se-
micléssico.

De fato, propusemos uma aproximagio, a qual chamamos de borda-estacionaria,
que considera apenas os pontos estacionérios usuais, mas que leva em conta os
efeitos do tamanho finito do espago de fase do mapa do padeiro. Para o propagador,
a aproximagio borda-estacioniria ndo deu melhores resultados que o semiclassico
no caso de ! < I*. J4 para trago, tal melhora foi observada para tempos menores
que o “log-time”.

Implementamos também um algoritimo para a escolha dos termos a serem retidos
no truncamento das somas de Poisson para nossas expressdes do propagador e de
seu traco. Este algoritimo permitiu-nos encontrar os termos da soma responsaveis
pelas maiores contribuigdes (m.c.). Isto nos possibilitou discutir corre¢bes quanticas
em termos das a¢des nao-classicas de m.c..

Os seis objetivos iniciais, listados na Introdugio, foram de forma geral alcangados.
Obviamente que algumas questdes ficaram em aberto, e outras nem mesmo foram
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discutidas. Acreditamos entretanto, que um trabalho ndo deve apenas responder
questdes sobre um assunto, mas também abrir novos caminhos para este mesmo
assunto.

Nesta linha podemos entéo listar algumas perspectivas:

(i) Correcdes ao propagador semiclésscio e seu trago - demos uma contribuigio im-
portante neste sentido, uma vez que mostramos, com nosso método, como considerar
tais correc¢oes. Fomos capazes de obter melhores resultados para o trago para tem-
pos menores que o “log-time” com a aproximagio borda-estacionéria do que com
a semicldssica. Isto ndo ocorre para tempos maiores que o “log-time”, mostrando
entdo uma espécie de sensibilidade ‘fraca’ do mapa ao “break-time”, ‘fraca’ pois os
resultados semicldssicos neste limite ainda sio razoiveis. Para o propagador, nada
de novo com a aproximacio borda-estacionaria foi obtido para I < [*. Porém nao
fizemos os céalculos no caso de [ > I*, sendo que uma tal extensio pode vir a escla-
recer alguns aspectos do alcance de validade da aproximagdo semiclassica.

(ii) Estudo do propagador nas regides néo classicas - onde néo hé trajetérias classicas
no espago de fase, ndo podemos obviamente aplicar uma teoria semicldssica ao pro-
pagador. Isto portanto exige um tratamento diferente, sendo uma possibilidade o
estudo do truncamento da soma de Poisson. Mostramos que para estas regides certos
‘cortes’ da expressdo exata, as m.c., podem dar bons resultados numeéricos. Porém,
nido estudamos a interpretacio destas acdes que nido advém de trajetérias classicas.
E curioso que existam caminhos ‘a la Feynman’ que possam contribuir mais que
outros. A anélise de tais agdes e sua interpretagdo em termos cldssicos (se houver)
é uma boa linha de prosseguimento deste trabalho.

(iii) Por dltimo, nosso enfoque pode ser generalizado facilmente e assim, ser apli-
cado a qualquer mapa no toro. Sem ddvida, sua utilizagdo em outros sistemas pode
trazer valiosas informagdes sobre o comportamento de sistemas cadticos a nivel de
Mecéanica Quantica. Candidatos a isto seriam o rotor quicado [5], o mapa do gato
[6] (interessante pois a aproximagio semicldssica é exata), ou o mapa de Anosov [32].

Esperamos entdo, que nosso trabalho tenha lancado um pouco mais de luz so-
bre este sistema t3o interessante e que os nossos principais desenvolvimentos aqui:
integrais de caminho para mapas no toro, identificacdo de contribuigbes classicas e
puramente quinticas € corre¢des de ordem maior ao propagador semiclassico; pos-
sam servir de subsidio para estudos futuros.
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Apéndice A

Tempo e Constante de Planck na
Aproximacao Semiclassica

A.1 Avaliacao do “Break-Time”

Uma estimativa do “break-time” para um sistema geral pode ser dada através
do principio de incerteza [20).

Consideremos V(E) o volume do espago de fase cldssico com energia menor que
E. Entdo, o nimero de estados quanticos contidos neste volume é dado por
V(E)

N(E) = =7 (A.1)

onde d é o nimero de graus de liberdade do espaco de fase.
Tomando uma energia média E, o espagamento médio AFE entre os niveis de
energia é obtido de
N(E+AE)-N(E) =1. (A.2)
Agora, das egs. (A.1) e (A.2), temos

V(E+AE)-V(E) _ 1~ V(E)AE

iz =iy

A resolugdo de AFE em energia requer, pela relagdo de incerteza, um tempo ¢p,
tal que

(A.3)

h

Assim, de (A.3) e (A.4) chegamos finalmente a
VI(E
tg = %)_, (A.5)

que é & estimativa para o “break-time”, tempo limite de validade da aproximacéao
semiclassica.
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A.2 Nao-Comutabilidade de t —» oo com h — 0:
Um Exemplo Simples

Usualmente assume-se que a transicido da Mecincia Quéntica para a Mecanica
Classica se da quando % — 0. Desta forma, a descri¢do semicldssica de um sistema
passa necessariamente pelos limites & pequeno e T grande. O problema, como
discutido por Berry [25], surge entdo justamente na nio comutagio de tais limites.

A fim de exemplificar esta n&o comutabilidade, basta olharmos o propagador da

particula livre
oy [T o
K(zp,z0;T) = 5 OXP [QhT(mb Tq) ] , (A.6)

que apés uma rapida inspe¢do mostra que

T— o0 edepois h =0 # h—0 edepois T — oo.
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Apéndice B

Deducao da Aproximacao
Semiclassica

Neste Apéndice, vamos derivar o propagador aproximado (3.10), a partir do
expressdo exata (3.8). Para isto, consideremos primeiramente o argumento da ex-
ponencial em (3.8),

-1 1-1
v; Vi
=2 (Pj‘Ij +pi(K; + 5) +ai(Li + —’2—1)) — 2 Pind, (B.1)
j=1 j:O
cujos extremos sdo encontrados pela imposigdo (j = 1,...,1 - 1)
0 v;
= qj_qu"1+I{j+EJ=0
3 Vil
g’ = P 2pin1 + Lj+ 5= =0. (B.2)

Estas equagbes acopladas sdo satisfeitas somente por certos valores dos pardmetros
K’s, L’s e v’s. Assumindo estes valores para os pardmetros, encontramos (i =
1,...,1-1)

1

pi-i = 2p— Y 27 (L + Vl—21 =
J=1
. oL Vi
g = 2g-—) 27(K;+ —éj—) (B.3)
J=1

Denotando por ¢(®*), © que satisfaz (B.2), temos das egs. (B.2) e (B.3)

exp[2miN(=)] = (—i)NCorat-1-21-0) expl2mi N (~2'pigo + pivi-1 + qoro)]. (B.4)
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Agora, consideremos
I= / dpy...dpi1dg ...dq-1 exp[27iNy] (B.5)

que é a integral da expresséo exata para o propagador (3.8), s6 que com o intervalo
de integragio estendido a (—00,00). Paraum j =1,...,l— 1 fixo,

I = / dpy...dp;_1dpjyr...dpi_adqr ... dgj_1dgipr ... dgiy /_ dp;dg;

x exp[27iNp;(q; + A)] exp[27iNg; B] exp[27iN F(q;;...)], (B.6)
com
0
o~ HtA
j
0
EPD = pi+B. (B.7)
i

A integracdo em p; fornece

1 ©o o
I = N /_oo dpy...dpj_1dpjt1...dpi1dqy ... dgj1dgsr ... dqi—q [_oo dg;
x6[—q; — A] exp[27iNg; B] exp[2niN F(qg;;...)]. (B.8)

Definindo I(¢#*), como sendo a integral I, com os valores dos parametros que satis-
fazem (B.2), temos
1 00
et = = /_ _dpy...dpjydpiyr . dpiadgs - dgiadgiva - dgi
X exp[—27iN A B] exp[2miN F(—A4;...)]. (B.9)

Assim, as sucessivas integragdes de 1(***) substituem os p;’s e ¢;’s por seus valores
dados em (B.3), entéo

Ilest) = exp[2miNp(es)]. (B.10)

Ni-1

Como tltima parte de nossa derivagdo, precisamos encontrar os K’s, L’s e v’s,
para os quais a eq. (B.2) seja vilida. Levando em consideragio o intervalo original
de integracdo (0 < pj,¢; < 1/2 for j=1,...,1-1)eque 0 < p;,q < 1, é facil
mostar que K; = Lj_y =0sej=2,...,1—-1; K1 = vy e Li_; = vj_y. Para estas
condi¢des, todos os pontos estaciondrios localizados nos extremos de integragdo sao
excluidos.

N3o hé restrigbes para os valores dos v;’s internos, 0 ou 1, mas uma escolha
particular destes v’s, limita os valores de p; e ¢o, para os quais teremos condigdes
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estaciondrias. Se definimos em cddigo bindrio, y e v, como sendo ndmeros com !
digitos, de acordo com

1 1
©p=00...00 (»=00...00) para 0<p1<§ (0<q0<—2-7)
1 1
p=00...01 (1/"—‘00...01) para §<p1<2l—1 (2l<qo<21_1)

p=11...11 (v =11...11)  para

1 1
1—§<p1<1 (1—-27<q0<1),

(B.11)

podemos mostrar, apés calculos tediosos mas diretos, que p; e ¢o estdo na condig¢éo

estacionéria se, p = 7. Finalmente, juntando todos os resultados obtidos acima, o
propagador semiclassico fica dado por

es 2! .
(mu, | U' o, v0) ) = V7w exp[2miN(=2'pigo + puu + goo)| 65 (B.12)
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Apéndice C

Deducao da Integral (4.3)

Aqui, vamos derivar explicitamente a integral
g :
I= / %Ww]dx = I, +il, (C.1)

Primeiro, consideremos o caso v # 0. Para a parte imaginéria de I, I,, temos

_ [bsin(z) esin(z) . . )
I, = /O -2 do — /0 -~ dz = Si(8) — Sia), (C.2)
onde a = ya,b = 0 e Si(z) é a funcdo seno-integral [24]. Para a parte real de I,
I., temos
_ % cos(z) % cos(z)
Ic_—/b . dm+/a - d. (C.3)

Aqui, observamos que a fungdo impar, cos(z)/z, diverge em & = 0, mas uma vez
que estas integrais se originam de transformacGes de Poisson de expressoes do tipo
> cos(...), devem entdo ser encaradas como valores principais. Assim, podemos
escrever

L. = ci(|b]) — ci(lal), (C4)

com ci(z) sendo a funcdo coseno-integral [24].
Com a ajuda das identidades [23]

Si(z) = sign(z)Si(|z])
si(z) = -g + Si(2)
Ei(iz) = ci(|z]) + ¢sign(z)si(|z]), (C.5)

onde sign(z) = -1 se z < 0 e sign(z) = +1 se > 0, a integral I se transforma em

I = Ei(ib) — Ei(ia) + i%[sign(b) — sign(a))], (C.6)
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vélida para v # 0. O caso de v = 0 é facilmente incluido se consideramos a relagio
}Yirr(l) [Ei(iv8) — Ei(tya)] = In(B) — In(«). (C.7)

Desta forma, finalmente encontramos

/ ? mexp57x] dz = Ei(i78) - Ei(iva) + ig £(7) [E(8) - ()], (C.8)

[»3

onde {(z) =+1sez >0ef(zx)=—-1sex <O0.
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Apéndice D

Deducoes das Aproximacoes
(4.19) e (4.29)

Vamos deduzir aqui, duas aproximacdes usadas no Capitulo 4.
(1) Aprozimagdo (4.19)

A funcido Ei pode ser escrita como [23]
Ei(iz) = ci(z) + ¢si(z). (D.1)
Para as fungdes ci e si, temos expansdes, dadas por [24]

s1n(:1:) E (— 1)" 2n) __cos :v) Z (=1~ (2n + 1)!

ci(z) =

si(z) = COS("’) Z%( 1)“ (2n)' sm(a:) ZO( l)n (2"+1) , (D.2)
se |z| for grande, e
. 1)n "
ci(z) = T +In() +Z————2—;§—

0 ( 1)n+l 2n—-1

si(z) = + E  Bn =D @n =D (D.3)

se |z| for pequeno, com I' = 0,577215... sendo a constante de Euler.

Assumindo agora, que para |z| > 7/2, usamos a expanséo (D.2), tomado termos
até ordem z7!, e para |z| < 7/2, usamos a expansdo (D.3), tomando termos até
ordem z2. Entdo, a eq. (D.1) pode ser escrita como

L exp(iz) T
E ~ SPUT) >7T
i(iz) g se |z| 2 2
: 2
Ei(iz) ~ T — %5 +1In(z) + iz — -"52- se  |z| < 325 (D.4)
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que é a aproximagao (4.19).
(2) Aprozimagdo (4.29)

A funcado .
T(@)= [ d (e—""—(?ti):—l)-, (D.5)

pode ser escrita, para |z| pequeno, como
z 1 t? z?
I(a)= [ dt 5 (it-% iz — 2 D.
(z) A : (z 5 +. ) - (D.6)

Também podemos escrever (D.5) na seguinte forma

sin(t)
?

2@ = [ L= i) | (D7)

onde {(z) =1sez >0eé(zx) =—1sez <0. Temos os seguintes resultados [23]

l=| it (cos(t) — 1)

[ t = —T —In(|z|) + ci(|z|)
lel , sin(t)

A ) (D.8)

Se |z| for um nimero grande, entdo de (D.8) e de (D.2) (considerando-se termos até
z~1), encontramos para (D.5)

I(z) ~ %gf‘”) — T —In(|z]) + %f(w). (D.9)

Desta forma, tomando (D.6) se |z| < /2 e (D.9) se |z| > 7 /2, encontramos

2

I(z) =~ zm—%, se |x|<g
I(z) =~ %E)~I‘~ln(lw|)+%§(x), se |x12-’2§, (D.10)

que é a aproximagcio (4.29).

Os graficos a seguir comparam estas aproximacdes com os resultados exatos.
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Figura D.1: Comparagéo da parte real e imaginaria da fungio Ei(:z) com sua apro-
ximagdo dada por (C.4).
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