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Resumo

O objetivo prin
ipal deste trabalho �e o estudo da dinâmi
a das ex
ita�
~oes topol�ogi
as em sis-

temas magn�eti
os de baixa dimensionalidade e pode ser dividido essen
ialmente em duas partes:

fundamentos e apli
a�
~oes. Nos fundamentos apresentamos os 
on
eitos b�asi
os sobre os s�olitons

em uma e duas dimens~oes e a forma em que �e poss��vel 
al
ular este tipo de solu�
~ao. Os 
asos

parti
ulares da equa�
~ao de sine-Gordon (1D) e do modelo sigma n~ao linear (2D) s~ao dis
utidos

em detalhe. Demostraremos que, ao 
ontr�ario do que a
onte
e do ponto de vista 
l�assi
o, numa

teoria quânti
a o 
entro do s�oliton se a
opla 
om as 
utua�
~oes do 
ampo em torno da solu�
~ao

solitôni
a levando a uma equa�
~ao de movimento dissipativa. Para 
onstruir uma teoria quânti
a

dos s�olitons foi utilizado o m�etodo das 
oordenadas 
oletivas. Este m�etodo permitiu tratar 
orre-

tamente os modos de freq�uên
ia zero que surgem em teorias invariantes por transla�
~ao e ao mesmo

tempo deduzir uma hamiltoniana quânti
a geral para o sistema interagente s�oliton-
utua�
~oes em

uma e duas dimens~oes. Posteriormente, partindo de uma hamiltoniana geral em 2D de intera�
~ao

s�oliton-
utua�
~oes e usando o formalismo de Feynman e Vernon, �e demostrado que o movimento

das ex
ita�
~oes topol�ogi
as nestes sistemas �e do tipo Browniano e pode ser 
ara
terizado por uma


onstante de de
aimento que depende da temperatura. Uma express~ao expl��
ita para esta 
onstan-

te que de�ne a mobilidade dos s�olitons em duas dimens~oes foi tamb�em 
al
ulada. Os resultados

obtidos tanto na quantiza�
~ao 
omo na dinâmi
a dos s�olitons foram posteriormente apli
ados na

des
ri�
~ao das ex
ita�
~oes topol�ogi
as dos sistemas magn�eti
os de baixa dimensionalidade.

Na primeira das apli
a�
~oes apresentamos o estudo da dinâmi
a das paredes de Blo
h que apa-

re
em em um toy model para uma 
adeia de spins ferromagneti
a 
ompletamente anisotropi
a.

Demostramos que neste sistema as paredes dos dom��nios magn�eti
os 
orresponedem aos s�olitons

de uma teoria de 
ampos es
alar efetiva em 1D que possui uma equa�
~ao de movimento do tipo

sine-Gordon. Utilizando a teoria geral desenvolvida previamente obtivemos uma hamiltoniana efe-

tiva para o sistema que des
reve o a
oplamento entre as paredes dos dom��nios e as ondas de spin
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(
utua�
~oes). Esta hamiltoniana permitiu a an�alise do movimento Browniano da parede em termos

dos 
oe�
ientes de re
ex~ao e transmis~ao do poten
ial efetivo que age sobre as ondas de spin 
riado

pela presen�
a da parede. Demostrou-se que para valores �nitos do 
ampo magn�eti
o externo apli-


ado no sistema a mobilidade da parede �e tamb�em �nita. O espe
tro do poten
ial para 
ampos

magn�eti
os fortes foi 
al
ulado e isto permitiu 
omputar o valor da 
onstante de de
aimento da

parede para qualquer valor da temperatura. Como resultado �nal apresentamos a dependên
ia da

mobilidade da parede 
om a temperatura e 
om o 
ampo magn�eti
o apli
ado.

A segunda apli
a�
~ao da teoria desenvolvida para a dinâmi
a dos s�olitons 
orresponde ao estudo

dos skyrmions. Como �e demonstrado, os skyrmions s~ao as ex
ita�
~oes 
arregadas de mais baixa

energia que apare
em no sistema de Hall em torno de � = 1 e podem ser dete
tados usando a

t�e
ni
a de ressonân
ia nu
lear magn�eti
a. Do ponto de vista te�ori
o, partindo da densidade de

lagrangiana proposta para a dinâmi
a dos spins no sistema de Hall, des
reveremos os skyrmions

pelas solu�
~oes do modelo sigma n~ao linear 
om um tamanho �xo. Como se demostra, este tamanho

est�a determinado pela 
ompeti�
~ao dos termos de Zeeman e Coulomb no sistema. Usando ent~ao

esta solu�
~ao solitôni
a para des
rever os skyrmions, 
al
ulamos uma hamiltoniana de intera�
~ao

skyrmion-m�agnon via m�etodo das 
oordenadas 
oletivas. Posteriormente usando o formalismo

desenvolvido estudamos a mobilidade dos skyrmions no sistema skyrmion-m�agnon do g�as bidimen-

sional de el�etrons. A dependên
ia do 
oe�
iente de transporte que 
ara
teriza a dinâmi
a de um

skyrmion 
om a temperatura e 
om o 
ampo magn�eti
o foi 
al
ulada. Finalmente, a in
uên
ia do


ar�ater dissipativo do movimento dos skyrmions nas experiên
ias de espalhamento de neutrons foi

investigada.

4



Abstra
t

We have studied the problem of the dissipative motion of Blo
h walls 
onsidering a totally

anisotropi
 one dimensional spin 
hain in the presen
e of a magneti
 �eld. Using the so-
alled

\
olle
tive 
oordinate method" we 
onstru
t an e�e
tive Hamiltonian for the Blo
h wall 
oupled

to the magneti
 ex
itations of the system. It allows us to analyze the Brownian motion of the

wall in terms of the re
e
tion 
oeÆ
ient of the e�e
tive potential felt by the ex
itations due to

the existen
e of the wall. We �nd that for �nite values of the external �eld the wall mobility is

also �nite. The spe
trum of the potential at large �elds is investigated and the dependen
e of the

damping 
onstant on temperature is evaluated. As a result we �nd the temperature and magneti


�eld dependen
e of the wall mobility.

On the other hand, exploring a 
lassi
al solution of the non-linear sigma model for a quantum

Hall ferromagnet, a skyrmion-magnon e�e
tive hamiltonian is obtained via the 
olle
tive 
oordina-

tes method. Using the Feynman-Vernon fun
tional integral formalism we investigate in a general

way the dynami
s of the 2-D solitons. Our treatment is applyed to the skyrmion-magnon model for

the 2-D ele
tron gas. The temperature dependent transport 
oeÆ
ients whi
h 
hara
terize a single

skyrmion dynami
s is found. Finally an investigation on the possible in
uen
e of the skyrmion

dynami
s in neutron s
attering experiments is presented.
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a da Cadeia de Spins . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

3.3.1 Estados Coerentes de Spin. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

3.3.2 A�
~ao na Representa�
~ao dos Estados Coerentes para um Spin. . . . . . . . . . 67

3.3.3 A�
~ao para a Cadeia de Spins . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

3.4 A�
~ao Efetiva para os QHS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

3.5 Tamanho e Energia dos QHS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

3.6 Con
lus~oes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

4 A Dinâmi
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Introdu�
~ao

Do ponto de vista 
l�assi
o muitos sistemas na natureza s~ao des
ritos adequadamente por

equa�
~oes de movimento que envolvem termos dissipativos (propor
ionais �a velo
idade). Um exem-

plo 
onhe
ido �e o movimento de uma part��
ula qualquer atrav�es de um 
uido. Em muitos 
asos

em que existe dissipa�
~ao, n~ao �e ne
ess�ario levar em 
onta efeitos quânti
os, pois a teoria 
l�assi
a

des
reve 
orretamente o fenômeno. Infelizmente, isto n~ao a
onte
e em todas as situa�
~oes poss��veis.

Podemos esperar, por exemplo, que para temperaturas relativamente baixas, os efeitos quânti
os

se tornem relevantes. Nesta situa�
~ao somos obrigados a en
ontar uma forma de 
on
iliar equa�
~oes

de movimento dissipativas 
om o pro
esso de quantiza�
~ao.

Um fato bem 
onhe
ido �e que n~ao �e poss��vel obter diretamente uma equa�
~ao de movimento

dissipativa usando a formula�
~ao lagrangiana ou hamiltoniana sem dependên
ia expl��
ita do tempo.

Assim sendo, para resolver o problema da dissipa�
~ao quânti
a, somos obrigados a es
olher uma das

formula�
~oes j�a desenvolvidas: o uso de novos m�etodos de quantiza�
~ao [1℄-[4℄ ou o tratamento do

sistema na forma part��
ula mais reservat�orio [5℄-[7℄. Neste �ultimo n~ao se tenta quantizar o sistema

dissipativo diretamente mas sim trat�a-lo 
omo um subsistema que interage 
om um reservat�orio


omplexo. Nesta intera�
~ao est�a, pre
isamente, a origem da dissipa�
~ao.

Sendo o sistema 
omposto 
onservativo �e possivel usar, ent~ao, os pro
edimentos 
onven
ionais

de quantiza�
~ao. Cumprida esta etapa, poderemos tra�
ar as 
oordenadas do reservat�orio e obter

assim uma equa�
~ao de movimento para a evolu�
~ao do subsistema que 
arrega a informa�
~ao da

perda de energia. Esta id�eia foi desenvolvida por Caldeira e Leggett [8℄ no estudo do movimen-

to Browniano quânti
o usando o m�etodo do fun
ional de in
uên
ia de Feynman-Vernon. Nesse

trabalho, es
olhendo uma forma parti
ular da intera�
~ao do subsistema 
om o reservat�orio, se 
al-


ula o fun
ional de in
uên
ia de forma fe
hada em termos de parâmetros ma
ros
�opi
os 
omo a

vis
osidade. Este resultado mostrou que as propriedades de transporte de um sistema quânti
o

podem ser des
ritas pelos 
oe�
ientes de de
aimento e difus~ao fenomenol�ogi
os, exatamente 
omo

9
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nos sistemas 
l�assi
os.

Um dos resultados mostrados em [8℄ �e o fato do movimento da part��
ula Browniana ser dis-

sipativo mesmo para temperatura zero. Como veremos no 
aso das propriedades de transporte

dos s�olitons isto n~ao a
onte
e, pois a part��
ula (subsistema) e o reservat�orio têm a mesma origem

mi
ro
�opi
a. O 
�al
ulo das propriedades de transporte de sistemas que possuem ex
ita�
~oes to-

pol�ogi
as envolve dois pontos fundamentais. Por um lado, a quantiza�
~ao de teorias 
l�assi
as que

possuem s�olitons 
omo solu�
~oes das equa�
~oes n~ao lineares de movimento [9℄ e, por outro, a forma


orreta de se lidar 
om sistemas dissipativos quânti
os [8℄. Uma abordagem sistem�ati
a, que uni�
a

estes dois pontos, foi desenvolvida 
om su
esso por Castro Neto e Caldeira [10℄. Nela se mostra,

de forma 
onsistente, uma forma 
orreta de se 
al
ular as propriedades de transporte (mobilidade

e 
oe�
iente de difus~ao) dos s�olitons de uma teoria de 
ampo es
alar em 1-D.

Em uma teoria 
l�assi
a de 
ampos os s�olitons s~ao 
on�gura�
~oes deste 
ampo que se movimen-

tam 
om velo
idade 
onstante sem mudar a forma. Portanto, �e su�
iente 
onhe
ermos a posi�
~ao

do 
entro do s�oliton em fun�
~ao do tempo para des
rever a sua dinâmi
a. J�a do ponto de vista

quânti
o, as teorias 
l�assi
as invariantes por transla�
~ao podem ser quantizadas usando o m�etodo

das 
oordenadas 
oletivas [9℄. Nesta des
ri�
~ao, o 
entro do s�oliton pode ser interpretado 
omo

uma vari�avel quânti
a dinâmi
a que des
reve o s�oliton 
omo part��
ula [10℄. �E importante ressaltar

neste 
aso que, para temperaturas �nitas, nem todos os graus de liberdade do sistema 
ontribuem

para a forma�
~ao do s�oliton e, portanto, n~ao �e possivel que o mesmo se movimente livremente 
omo

a
onte
e na teoria 
l�assi
a. O objetivo fundamental deste trabalho �e o estudo das propriedades de

transporte dos s�olitons em sistemas magn�eti
os. Nele mostraremos que a dinâmi
a das ex
ita�
~oes

topol�ogi
as tem 
ar�ater dissipativo 
omo 
onseq�uên
ia da intera�
~ao 
om os graus de liberdade \re-

siduais"(ondas de spin) no sistema. Estudaremos dois tipos de ex
ita�
~oes: as paredes dos dom��nios

magn�eti
os ou paredes de Blo
h e os \Quantum Hall Skyrmions", ou simplesmente skyrmions.

As paredes de Blo
h s~ao as regi~oes que separam os dom��nios num material 
om propriedades

magn�eti
as [11℄, enquanto os skyrmions s~ao as ex
ita�
~oes 
arregadas de menor energia no sistema

de Hall quando o fator de preen
himento dos n��veis de Landau �e pr�oximo de 1 [12℄.

O primeiro 
ap��tulo ser�a dedi
ado a introduzir os 
on
eitos fundamentais que ser~ao utilizados

ao longo do trabalho. Mostraremos as propriedades fundamentais das solu�
~oes solitôni
as em uma

e duas dimens~oes. Logo em seguida, partindo de uma a�
~ao geral para um 
ampo es
alar em uma

dimens~ao apresentaremos a forma em que �e poss��vel quantizar suas solu�
~oes lo
alizadas usando o
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m�etodo das 
oordenadas 
oletivas. A parte �nal do 
ap��tulo ser�a dedi
ada a obter a hamiltoniana

que des
reve a intera�
~ao entre o s�oliton e as 
utua�
~oes do 
ampo em torno deste tipo de solu�
~ao.

No segundo 
ap��tulo, partindo de ummodelo mi
ros
�opi
o unidimensional estudaremos a dinâmi
a

das paredes de Blo
h [13℄. Usando o limite 
ont��nuo para des
rever as mesmas, demostraremos que

as paredes dos dom��nios magn�eti
os que apare
em nos ferromagnetos 
orrespondem a s�olitons das

equa�
~oes de movimento para as vari�aveis de spin. Por outro lado, a a�
~ao 
l�assi
a que des
reve o

sistema tem essen
ialmente a mesma forma que aquela utilizada para ilustrar o m�etodo das 
oorde-

nadas 
oletivas no 
ap��tulo 1. Isto nos permitir�a obter uma hamiltoniana que a
opla o momento da

parede 
om o momento das ondas de spin e que ser�a usada para estudar a dinâmi
a da ex
ita�
~ao.

A forma em que �e poss��vel realizar a dete
�
~ao e a des
ri�
~ao te�ori
a dos \quantum Hall skyr-

mions"�e o tema fundamental do 
ap��tulo 3. Nele dis
utiremos 
omo, usando a t�e
ni
a de Res-

sonân
ia Nu
lear Magn�eti
a, podemos ter evidên
ias da presen�
a do skyrmion no sistema de Hall.

Logo em seguida apresentaremos a a�
~ao efetiva que des
reve os skyrmions do ponto de vista te�ori
o.

Como veremos, a mesma n~ao �e mais que um modelo sigma n~ao linear geralizado. Isto permite o


�al
ulo do tamanho e energia das ex
ita�
~oes usando as solu�
~oes de Belavin e Polyakov [14℄.

No 
ap��tulo 4 abordaremos o estudo da dinâmi
a dos skyrmions no sistema de Hall [15℄. Como

veremos, partindo da densidade de lagrangiana para as 
utua�
~oes de spin apresentada no 
apitulo

anterior e usando o m�etodo das 
oordenada 
oletivas, deduziremos uma hamiltoniana de intera�
~ao

skyrmion-m�agnons. Posteriormente usando o formalismo de Feynman -Vernon, 
al
ularemos uma

a�
~ao reduzida, que envolve basi
amente as 
oordenadas do 
entro da ex
ita�
~ao e que pode ser utili-

zada de forma geral para estudar a dinâmi
a de s�olitons en duas dimens~oes. Finalmente obteremos

uma equa�
~ao de movimento efetiva para o skyrmion que 
arrega a informa�
~ao da intera�
~ao 
om os

m�agnons.

Os �ultimos 
ap��tulos ser~ao dedi
ados a estudar a in
uên
ia da dinâmi
a do skyrmion nas ex-

periên
ias de espalhamento de neutrons e a apresentar as 
on
lus~oes �nais sobre o trabalho e as

perspe
tivas futuras.



Cap��tulo 1

Ex
ita�
~oes Topol�ogi
as

Este 
ap��tulo ser�a dedi
ado a apresentar 
on
eitos fundamentais que ser~ao utilizados ao longo

do nosso trabalho. Nele introduziremos o 
on
eito de ex
ita�
~oes topol�ogi
as, mostraremos 
omo �e

poss��vel 
al
ul�a-las e ilustraremos o pro
edimento 
om os 
asos parti
ulares da equa�
~ao de sine-

Gordon e do modelo sigma n~ao-linear. Finalmente dis
utiremos a forma 
orreta de realizar a

quantiza�
~ao destas solu�
~oes utilizando o m�etodo das 
oordenadas 
oletivas.

1.1 Introdu�
~ao

Em meados dos anos 70 foram desenvolvidos m�etodos [16℄ que tornaram poss��vel a obten�
~ao de

solu�
~oes exatas de equa�
~oes n~ao lineares. Este �e o ponto de partida na tentativa de obter informa�
~ao

a
er
a das propriedades quânti
as de um determinado sistema partindo da solu�
~ao das equa�
~oes

do 
ampo 
l�assi
o do mesmo. Como �e de se esperar, n~ao �e poss��vel rela
ionar todas as solu�
~oes,

derivadas de uma teoria de 
ampos 
l�assi
a, 
om as propriedades do sistema na teoria quânti
a


orrespondente. De forma intuitiva veremos que para obter esta rela�
~ao, devemos pro
urar solu�
~oes

geradas pelas equa�
~oes n~ao lineares que 
araterizam o 
ampo que sejam lo
alizadas no espa�
o.

As solu�
~oes lo
alizadas s~ao, a grosso modo, pa
otes de energia que viajam sem deformar-se


om uma velo
idade uniforme. Este tipo de solu�
~ao �e freq�uentemente 
hamada de s�oliton ou onda

solit�aria. Mais adiante veremos 
omo �e poss��vel dar uma de�ni�
~ao rigorosa dessa solu�
~ao.

Para ilustrar melhor as propriedades das solu�
~oes lo
alizadas, tomemos, por exemplo, o 
aso

mais simples, a equa�
~ao de onda  
1


2
�2

�t2
� �2

�x2

!
�(x; t) = 0: (1.1)

12
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Como �e sabido, qualquer fun�
~ao da forma f(x�
t) �e solu�
~ao da equa�
~ao (1.1). Se em parti
ular,

f �e uma fun�
~ao lo
alizada, ent~ao, podemos 
onstruir um pa
ote que viaje 
om velo
idade uniforme

�
 sem mudar a sua forma 
om o tempo.

Por outro lado, �e sempre poss��vel veri�
ar que qualquer 
ombina�
~ao de fun�
~oes da forma f1(x�

t) + f2(x + 
t) �e sempre solu�
~ao de (1.1). A an�alise da evolu�
~ao temporal deste tipo de solu�
~ao

revela que, para t ! �1, o sistema �e 
omposto por dois pa
otes separados e aproximando-se

entre si. Para t �nito, os pa
otes sobrep~oem-se simulando uma 
olis~ao e, para t! +1, o sistema

volta a estar 
omposto basi
amente pelos pa
otes separados, 
om as suas formas ini
iais mantidas

e afastando-se entre si. Estas 
arater��sti
as das solu�
~oes da equa�
~ao (1.1) podem ser resumidas


omo:

(i) A 
onserva�
~ao da forma e velo
idade do pa
ote simples.

(ii) A 
onserva�
~ao, ao menos assint�oti
a, da forma e velo
idade de v�arios pa
otes depois de uma


olis~ao entre eles.

Como sabemos as part��
ulas elementares s~ao de 
erta forma pa
otes lo
alizados que viajam

sem deformar-se, e a
redita-se, sejam des
ritas por alguma teoria de 
ampos relativ��sti
a. Logo as

propriedades (i) e (ii) enun
iadas anteriormente, assemelham-se �as dos estados estendidos quânti
os,

ou de part��
ula livre.

No 
aso parti
ular da equa�
~ao de onda (1.1), as propriedades (i) e (ii) s~ao 
onseq�uên
ia direta

da linearidade e n~ao dispersividade da mesma. Uma an�alise leviana deste fato, sugerir-nos-ia, a n~ao

existên
ia de solu�
~oes solitôni
as em �areas da f��si
a em que os sistemas s~ao governados por equa�
~oes

que 
ontêm termos n~ao lineares e dispersivos. O fato interessante �e que, apesar da 
omplexidade

que estas modi�
a�
~oes podem introduzir, existem sistemas des
ritos por equa�
~oes n~ao lineares

que possuem solu�
~oes 
om as 
arater��sti
as (i) e (ii), ou seja, admitem a existên
ia de s�olitons1.

Isto nos leva a pensar que, apesar dos s�olitons serem solu�
~oes de equa�
~oes 
l�assi
as n~ao lineares

do 
ampo, estas guardam alguma rela�
~ao 
om os estados quânti
os de part��
ula livre da teoria

quânti
a 
orrespondente. Certamente a id�eia anterior �e puramente intuitiva, mas propor
ionou a

motiva�
~ao ne
ess�aria para desenvolver o formalismo 
onhe
ido 
omo quantiza�
~ao dos s�olitons [9℄

que estabele
eu justamente essa rela�
~ao.

Voltando �as propriedades das solu�
~oes lo
alizadas, agora do ponto de vista formal, pre
isa-se de

uma grandeza f��si
a adequada para 
lassi�
ar as solu�
~oes de determinado sistema em solitôni
as ou

1ver por exemplo An Introdu
tion to Solitons and Instantons in QFT, R. Rajaraman [17℄
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n~ao. Para dar uma de�ni�
~ao de s�oliton utiliza-se 
omumente a densidade de energia 
omo grandeza

f��si
a para medir a lo
aliza�
~ao das solu�
~oes. Ent~ao, a solu�
~ao de uma equa�
~ao n~ao linear asso
iada

a um determinado 
ampo 
l�assi
o �(x; t) tem 
ar�ater solitôni
o quando a densidade de energia


orrespondente a ela pode ser es
rita 
omo

"(x; t) = "(x� ut); (1.2)

onde u �e um vetor velo
idade e "(x) �e uma fun�
~ao lo
alizada, ou seja

lim
x!�1

"(x; t) = 0: (1.3)

As equa�
~oes anteriores, (1.2) e (1.3), n~ao s~ao mais que a express~ao formal da propriedade (i)

apresentada anteriormente. Por outro lado a 
ondi�
~ao de 
onserva�
~ao da forma dos pa
otes depois

das 
olis~oes pode ser expressa 
omo:

"(x; t) =

8><>:
PN

i=1 "0(x� ai � uit) para t! �1PN
i=1 "0(x� ai � uit� Æi) para t! +1

(1.4)

onde ai �e a posi�
~ao do 
entro do i-�esimo s�oliton e os Æi s~ao apenas vetores 
onstantes que representam

uma mudan�
a na trajet�oria original dos mesmos. Esta �ultima propriedade �e bem mais 
ompli
ada

de ser veri�
ada na pr�ati
a, pelo que muitas vezes abusa-se da linguagem 
hamando de s�olitons as

solu�
~oes das equa�
~oes n~ao lineares que de�nem determinado 
ampo, quando na verdade, 
umprem

apenas 
om a primeira das propriedades (i).

Como foi apontado anteriormente, existe um pro
edimento que estabele
e a 
orrespondên
ia

entre solu�
~oes solitôni
as e propriedades quânti
as, 
onhe
ido 
omo quantiza�
~ao dos s�olitons. A

teoria que faz esta liga�
~ao foi desenvolvida por v�arios autores usando diferentes t�e
ni
as (ver por

exemplo [18℄-[23℄) e mostra que �e poss��vel asso
iar n~ao s�o um estado de part��
ula estendida �a solu�
~ao


l�assi
a do tipo s�oliton, mas tamb�em toda uma s�erie de estados ex
itados. Estes estados ex
itados

se obt�em atrav�es da quantiza�
~ao das 
utua�
~oes do 
ampo em torno de uma solu�
~ao solitôni
a e

permitem obter propriedades da quasi-part��
ula quânti
a solitôni
a, 
omo massa e fator de forma.

Tendo introduzido o 
on
eito de s�oliton passamos em seguida a ilustrar, 
om exemplos que

usaremos ao longo deste trabalho, a rela�
~ao que os mesmos possuem 
om a topologia dos sistemas.

Estudaremos os 
asos parti
ulares da equa�
~ao de sine-Gordon e do modelo sigma n~ao linear. Pos-

teriormente apresentaremos o pro
edimento para realizar a quantiza�
~ao das solu�
~oes lo
alizadas,

analisando em detalhe a di�
uldade de quantizar sistemas que possuem invariân
ia de transla�
~ao e


omo o m�etodo das 
oordenadas 
oletivas fun
iona nestes 
asos.
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1.2 Ex
ita�
~oes Topol�ogi
as em 1-D

As propriedades dos s�olitons, que foram enun
iadas na se�
~ao anterior, n~ao possuem apenas um


ar�ater formal, pois s~ao usadas na pr�ati
a quando pro
uramos solu�
~oes lo
alizadas em determinado

sistema. Usualmente a imposi�
~ao das 
arater��sti
as solitôni
as �as solu�
~oes pro
uradas têm 
omo


onseq�uên
ia o surgimento de uma grandeza 
onservada 
onhe
ida 
omo 
arga topol�ogi
a ou ��ndi
e

de Pontryaguin [24℄.

Apesar da 
arga topol�ogi
a ser um n�umero inteiro, ela tem uma origem diferente da origem dos

n�umeros quânti
os. Esta 
arga est�a diretamente rela
ionada 
om o 
omportamento dos 
ampos

envolvidos no in�nito . Isto signi�
a, ent~ao, que a presen�
a das solu�
~oes lo
alizadas em determinado

sistema est�a rela
ionada 
om a topologia do mesmo, o que d�a origem �a denomina�
~ao ex
ita�
~oes

topol�ogi
as para este tipo de solu�
~ao.

Para ilustrar o pro
edimento a se seguir no 
�al
ulo das solu�
~oes solitôni
as em 1-D e es
lare
er a

importân
ia e o papel da 
arga topol�ogi
a, trataremos em seguida o 
aso geral de um 
ampo es
alar

em duas dimens~oes (1 temporal + 1 espa
ial). Posteriormente usaremos a metodologia exposta na

obten�
~ao de solu�
~oes solitôni
as que ser~ao usadas no estudo da dinâmi
a das paredes de Blo
h [13℄.

Para uma an�alise geral, 
onsideremos um 
ampo es
alar �(x; t) 
uja dinâmi
a �e governada pela

densidade de lagrangiana

L(x; t) = 1

2

�
_�2 � �02

�
� U(�); (1.5)

onde a fun�
~ao poten
ial �e positiva de�nida e o seu valor m��nimo �e zero. A equa�
~ao de movimento

gerada pela apli
a�
~ao do prin
��pio varia
ional em (1.5) tem a forma

��� �00 = ��U(�)

��
; (1.6)

e a densidade total de energia do sistema �e

"(x; t) =
1

2

�
_�2 + �02

�
+ U(�): (1.7)

Vamos supor, por simpli
idade, que a fun�
~ao U tenhaM (M � 0) pontos onde al
an�
a o m��nimo

absoluto. Sejam ent~ao estes pontos g(i) 
om i = 1; 2; 3:::M . Por outro lado �e evidente que, nestes

pontos, o fun
ional de energia �e nulo, ou seja

E[g(i)℄ = 0; (1.8)

onde E['℄ �e a integral espa
ial de (1.7).
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(a) (b)

φ

(U− −U(φ)φ)

φ1
φ φ φ

φ

1 2 3

Figura 1.1: (a) O poten
ial �U(�) que age sobre a part��
ula f��
ti
ia quando U(�) possui um �uni
o

m��nimo �1. (b) Caso em que U(�) possui três m��nimos degenerados.

Como j�a vimos, as solu�
~oes solitôni
as movimentam-se 
om velo
idade uniforme. Portanto,

podemos pro
urar solu�
~oes lo
alizadas est�ati
as e, posteriormente, atrav�es de uma transforma�
~ao

de Lorentz (ou Galileu), obter solu�
~oes dependentes do tempo. As solu�
~oes assim obtidas, s~ao

solu�
~oes do problema original (1.6) pois a lagrangiana (1.5) �e invariante pelas transforma�
~oes de

Lorentz. Desta forma o problema est�ati
o a ser resolvido ser�a ent~ao

�00 =
�U(�)

��
: (1.9)

Antes de passar a resolver expli
itamente este tipo de equa�
~ao, devemos impor as 
ondi�
~oes de


ontorno ne
ess�arias. Como as solu�
~oes solitôni
as devem ter energia �nita e uma densidade de

energia lo
alizada, teremos

lim
x!�1

�(x) = g(i): (1.10)

Se o poten
ial U(�) tiver somente um ponto de m��nimo g, ent~ao, quando x ! �1, �(x) ! g

ne
essariamente. Se pelo 
ontr�ario, o poten
ial U(�) tiver v�arios pontos onde al
an�
a o m��nimo

degenerado, ent~ao �(x) deve tender a um desses pontos de m��nimo para x ! �1 e ao mesmo

valor, ou a um outro ponto de m��nimo diferente, quando x! +1.

Usando as 
ondi�
~oes de 
ontorno (1.10), a equa�
~ao (1.9) pode ser resolvida para qualquer forma

do poten
ial U(�). Por�em, antes de en
ontrar uma forma geral do 
ampo �(x) em fun�
~ao do

poten
ial, �e 
onveniente, para a an�alise topol�ogi
a, notar que a equa�
~ao (1.9) possui um an�alogo

me
âni
o [25℄. Se na equa�
~ao (1.9) tomamos a 
oordenada x 
omo o tempo e a vari�avel � 
omo a


oordenada, esta equa�
~ao representar�a a segunda lei de Newton para uma part��
ula �
t��
ia de massa



Ex
ita�
~oes Topol�ogi
as 17

unit�aria que se movimenta sob a a�
~ao de um poten
ial �U(�). Portanto a solu�
~ao �(x) representar�a

a posi�
~ao desta part��
ula, 
om uma energia asso
iada, que se 
onserva em 
ada instante x

W � 1

2

�
d�

dx

�2

� U(�): (1.11)

Das 
ondi�
~oes de 
ontorno (1.10) vemos que a energia da part��
ula �
t��
ia �e sempre nula. Certa-

mente esta energia n~ao deve ser 
onfundida 
om a energia real do sistema, que pode ser 
al
ulada

pela simples integra�
~ao de (1.7).

Usando a analogia 
om a part��
ula �
t��
ia vamos analisar o 
aso em que o poten
ial U(�) possui

um �uni
o m��nimo. Nesta situa�
~ao a part��
ula f��
ti
ia est�a sujeita �a a�
~ao de um poten
ial 
omo o

que apare
e na Figura 1.1(a). Obviamente n~ao �e poss��vel exe
utar qualquer movimento (a n~ao

ser o trivial) em que o sistema evolua partindo de �1 em um passado remoto (x = �1) e volte

novamente a �1 em um futuro tamb�em remoto (x = +1) sem violar a 
onserva�
~ao da energia. Esta

simples ilustra�
~ao permite a�rmar que se a fun�
~ao U(�) tem um �uni
o m��nimo absoluto, n~ao existem

solu�
~oes lo
alizadas est�ati
as n~ao triviais. Por outro lado no 
aso em que o poten
ial U(�) possui

v�arios m��nimos degenerados, 
omo apare
e na Figura 1.1(b), a part��
ula �
t��
ia pode partir de

qualquer um destes m��nimos e 
hegar at�e o pr�oximo, sempre sem ultrapass�a-lo. O fato da evolu�
~ao

nun
a a
onte
er entre os pontos �1 e �3, por exemplo, tem a ver 
om a anula�
~ao da velo
idade

e a a
elera�
~ao �
t��
ias �0 e �00 nos pontos de m��nimo. Desta forma 
on
lu��mos que a part��
ula

havendo deixado �1 movimentar-se-ia na dire�
~ao de �2, al
an�
ando este ponto assintoti
amente,

pois nele todas as derivadas do movimento se anulam. Logo, quando U(�) possui v�arios m��nimos

degenerados, as solu�
~oes est�ati
as lo
alizadas devem ser tais que 
one
tem os m��nimos vizinhos aos

pares.

Por outro lado, 
omo os valores admiss��veis dos 
ampos no in�nito formam um 
onjunto dis
reto

(o 
onjunto dos m��nimos de U(�)), n~ao �e poss��vel 
one
tar solu�
~oes que unam m��nimos distintos

atrav�es de deforma�
~oes 
ont��nuas de um valor de m��nimo a outro mantendo a energia do sistema

�nita em todo momento. Portanto se uma solu�
~ao determinada �(1; t0) = �1, ela permane
er�a

esta
ion�aria neste ponto sem pular para outro valor de m��nimo �2. Isto sugere, ent~ao, que o

espa�
o de todas as solu�
~oes lo
alizadas n~ao singulares de energia �nita pode ser dividido em setores


ara
terizados pelos valores das solu�
~oes no in�nito, �(+1) e �(�1). Os setores assim de�nidos

s~ao topologi
amente des
one
tados, pois 
omo foi apontado, n~ao �e poss��vel deformar a solu�
~ao

que perten
e a um determinado setor em outra que perten
e a um setor diferente sem violar a


onserva�
~ao da energia.
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Al�em da 
lassi�
a�
~ao baseada nos valores �(+1) e �(�1), usa-se amiude a 
arga topol�ogi
a

para identi�
ar o setor do espa�
o a que perten
e uma determinada solu�
~ao. A 
arga topol�ogi
a em

1-D �e simplesmente

Q =
1

2�

Z 1

�1

��

�x
dx; (1.12)

que n~ao �e mais que a diferen�
a entre os valores das solu�
~oes no in�nito. Certamente o valor de

Q n~ao �e su�
iente para 
lassi�
ar os setores topol�ogi
os, por�em em muitos problemas f��si
os as

grandezas 
al
uladas dependem apenas da 
arga topol�ogi
a e n~ao do valor absoluto dos 
ampos

no in�nito. A an�alise anterior nos permite a�rmar que os ��ndi
es topol�ogi
os s~ao basi
amente


ondi�
~oes de 
ontorno que se 
onservam devido ao valor �nito da energia do sistema em qualquer

instante.

Es
lare
ido o papel da topologia, podemos voltar agora �a solu�
~ao da equa�
~ao (1.9). Esta pode

ser resolvida fa
ilmente em uma dimens~ao, poisZ
�0�00dx =

Z
dU

d�
�0dx;

1

2
�0

2
= U(�); (1.13)

ent~ao

x� x0 = �
Z �(x)

�(x0)

d�p
2U(�)

: (1.14)

A express~ao anterior (1.14) �e geral para as solu�
~oes lo
alizadas est�ati
as em 1-D e nos permite

estudar, por exemplo, o 
aso 
on
reto da equa�
~ao de sine-Gordon. A equa�
~ao de sine-Gordon possui

uma importân
ia parti
ular em f��si
a, pois apare
e nos estudos de propaga�
~ao de deslo
amentos

em 
ristais [26℄, dinâmi
a de paredes de Blo
h em sistemas magn�eti
os [13℄ e modelos de part��
ulas

elementares bidimensionais [27℄. Com o objetivo de ilustrar os 
on
eitos apresentados at�e aqui e

para o uso posterior no estudo da dinâmi
a das paredes de Blo
h no 
ap��tulo 2, apresentaremos em

seguida as solu�
~oes solitôni
as da equa�
~ao de sine-Gordon.

1.2.1 Equa�
~ao de sine-Gordon

A densidade de lagrangiana que gera a equa�
~ao de sine-Gordon tem a forma

L(x; t) = 1

2

�
_�2 � �0

2
�
� (1� 
os�); (1.15)

onde �(x; t) �e um 
ampo es
alar em uma dimens~ao. Neste 
aso o poten
ial 1 � 
os� possui um

n�umero in�nito de m��nimos, que podem ser es
ritos 
omo gn = 2�n, onde n �e um inteiro. Como
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vimos na an�alise do papel da topologia nos sistemas unidimensionais, a 
arga topol�ogi
a pode ser


al
ulada partindo de (1.12). Neste 
aso parti
ular ser�a simplesmente

Q � n1 � n2 =
1

2�

Z 1
�1

��

�x
dx: (1.16)

Mas 
omo nos sistemas 
ara
terizados por um 
ampo es
alar em 1-D as solu�
~oes est�ati
as lo
alizadas

devem 
one
tar os m��nimos vizinhos de 1� 
os�, 
on
lu��mos que Q = �1.
Por outro lado, substituindo o poten
ial envolvido em (1.15) em (1.14) teremos

x� x0 = �
Z �(x)

�(x0)

d�

2 sin(�=2)
; (1.17)

que integrando se transforma em

�(x) =

8><>: 4 ar
tan ex�x0 para o sinal positivo

�4 ar
tan ex�x0 para o sinal negativo:
(1.18)

A solu�
~ao positiva, 
hamada de s�oliton, tem valores que v~ao de 0 a 2� de 2� a 4�, 4� a 6�

et
, e 
arrega, portanto, 
arga topol�ogi
a Q = 1. Por outro lado, a solu�
~ao negativa 
onhe
ida


omo antis�oliton possui 
arga topol�ogi
a Q = �1. Na Figura 1.2 apare
em as formas das solu�
~oes

anteriores e a densidade de energia asso
iada a elas para x0 = 1. Como era esperado a densidade

de energia tem realmente uma forma lo
alizada mantendo a energia do sistema sempre �nita.

Finalmente, para obter solu�
~oes dependentes do tempo basta realizar uma transforma�
~ao de Lorentz

nas solu�
~oes (1.18).

Apesar de n~ao apresentarmos aqui a demonstra�
~ao, as solu�
~oes lo
alizadas da equa�
~ao de sine-

Gordon obtidas s~ao verdadeiros s�olitons [28℄, ou seja, solu�
~oes que 
umprem 
om as exigên
ias (i)

e (ii) apresentadas na introdu�
~ao deste 
ap��tulo.

1.3 Ex
ita�
~oes Topol�ogi
as em 2-D

At�e agora apresentamos algumas das 
arater��sti
as fundamentais das solu�
~oes lo
alizadas est�ati
as

para um 
ampo es
alar em 1-D e a sua rela�
~ao 
om a topologia. Por�em, n~ao �e poss��vel estender,

a priori, a forma de pro
urar e 
lassi�
ar as solu�
~oes para o 
aso em que existem dois ou mais


ampos es
alares a
oplados envolvidos no problema [29℄. Por isso apresentamos em seguida o 
aso

parti
ular do modelo sigma n~ao linear que pode ser resolvido exatamente [14℄ e que ser�a usado no

estudo da dinâmi
a dos skyrmions no ferromagneto de Hall [15℄.
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Figura 1.2: As linhas tra
ejadas 
orrespondem �as solu�
~oes solitôni
as e a linha 
ont��nua �a densidade

de energia asso
iada a elas.

1.3.1 O Modelo Sigma n~ao Linear

O modelo sigma n~ao linear (NL�M) [14℄ 
onsiste em três 
ampos es
alares n = (n1; n2; n3) reais

em duas dimens~oes sujeitos ao v��n
ulo n � n = 1 e 
ara
terizados pela densidade de lagrangiana

L(r; t) = 1

2

X
�

(��n) � (��n) : (1.19)

Este modelo tem sido utilizado por v�arios autores para estudar as ex
ita�
~oes topol�ogi
as que apare-


em em ferromagnetos, antiferromagnetos e super
ondutores de alta temperatura 
r��ti
a [30℄, [31℄.

A a�
~ao asso
iada �a densidade de lagrangiana anterior, que leva em 
onta o v��n
ulo, pode ser es
rita


omo

S =

Z X
�

"
(��n) � (��n) + �(x; t)

 X
i

n2
i (x)� 1

!#
dxdt; (1.20)

que, por sua vez, gera uma equa�
~ao para os 
ampos es
alares ni(x) (i = 1; 2; 3) est�ati
os da forma

r2n(r) + �n(r) = 0: (1.21)

Utilizando o v��n
ulo n � n = 1 na equa�
~ao anterior, �e poss��vel obter o valor do multipli
ador de

Lagrange em termos dos 
ampos es
alares ni(x) 
omo

� = �n (r) � r2n(r): (1.22)

Portanto a equa�
~ao (1.21) es
reve-se da forma

r2n(r)�
�
n (r) � r2n(r)

�
n(r) = 0: (1.23)
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Por outro lado, a energia asso
iada �a a�
~ao (1.20) pode ser 
al
ulada partindo de

E =
1

2

Z
(�in)

2 d2x; (1.24)

que forne
e a 
ondi�
~ao impres
ind��vel para a existên
ia das solu�
~oes lo
alizadas est�ati
as para a

equa�
~ao dos 
ampos 
om energia �nita, pois, para a 
onvergên
ia da integral anterior, devemos

garantir que:

lim
r!1

r krnk = 0 ! lim
r!1

n = n0; (1.25)

onde n0 �e um vetor unit�ario no espa�
o interno (o espa�
o dos 
ampos ni). Isto signi�
a que �a medida

em que nos afastamos da origem de 
oordenadas em qualquer dire�
~ao, n(r) tende ao mesmo valor

limite. Este fato �e essen
ialmente equivalente a 
ompa
tar o espa�
o real R2 em uma superf��
ie

esf�eri
a que 
hamaremos Sphy
2 (o que poder ser feito usando a proje�
~ao estereogr�a�
a). Por outro

lado, o espa�
o interno �e tamb�em uma superf��
ie esf�eri
a de raio um que denotaremos por Sint
2 ,

logo qualquer 
on�gura�
~ao est�ati
a dos 
ampos ni(x) 
om energia �nita n~ao ser�a mais que um

mapeamento de Sphy
2 em Sint

2 .

Todos os mapeamentos n~ao-singulares de uma superf��
ie esf�eri
a S2; em outra superf��
ie esf�eri
a

S2; podem ser 
lassi�
ados em setores homot�opi
os [17℄. Aqueles mapeamentos perten
entes a um


erto setor topol�ogi
o podem ser deformados de maneira 
ont��nua em outro dentro do mesmo setor,

por�em nun
a naqueles que se a
ham fora dele. Por outro lado, os setores homot�opi
os s~ao in�nitos,

numer�aveis e formam um grupo que �e isomorfo ao grupo dos inteiros, o que formalmente es
revemos


omo

�2(S2) = Z; (1.26)

onde �n(Sm) representa o grupo de homotopias asso
iadas aos mapeamentos de Sn ! Sm e Z o


onjunto dos inteiros. Este n�umero �e agora a 
arga topol�ogi
a ou ��ndi
e de Pontryaguin e des
reve

basi
amente o n�umero de vezes que uma superf��
ie envolve a outra.

O ��ndi
e de Pontryaguin pode ser 
al
ulado diretamente das 
on�gura�
~oes dos 
ampos 
omo

Q =
1

8�

Z
"��n � (��n� ��n) d

2x: (1.27)

Como vimos anteriormente a 
arga topol�ogi
a tem um papel importante na 
lassi�
a�
~ao das so-

lu�
~oes. Neste 
aso parti
ular, a 
onserva�
~ao de Q permite pro
urar solu�
~oes da equa�
~ao dos 
ampos

em 
ada setor topol�ogi
o separadamente atrav�es de uma equa�
~ao simpli�
ada.
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Para isso partiremos de um vetor 
onvenientemente 
onstru��do [14℄

V = ��n�"��n���n; (1.28)

e da 
ondi�
~ao de norma positiva para todo vetor no espa�
o interno. Desta formaZ
d2x [(��n�"��n���n) � (��n�"��n���n)℄ � 0: (1.29)

Assim podemos es
reverZ
d2x [(��n) � (��n) + "��(n���n)�"��(n���n)℄ � (1.30)

�2

Z
d2x ["��n � (��n� ��n)℄ :

Os dois termos do lado esquerdo da equa�
~ao anterior s~ao exatamente iguais, portanto

2

Z
d2x [(��n) � (��n)℄ � �2

Z
d2x ["��n � (��n� ��n)℄ (1.31)

que n~ao �e mais que

E � 4� jQj : (1.32)

Esta desigualdade forne
e um limite inferior para as energias das 
on�gura�
~oes est�ati
as em


ada setor topol�ogi
o. Logo a equa�
~ao dos 
ampos (1.23) pode ser resolvida a
hando os extremos

do fun
ional energia levando em 
onta o v��n
ulo que permite s�o vetores de norma unit�aria.

Por outro lado, em um 
erto setor topol�ogi
o, a desigualdade (1.32) se tornar�a uma igualdade

sempre que a inequa�
~ao (1.29) o for tamb�em, e isto a
onte
e se e somente se

��n = �"��n���n: (1.33)

A equa�
~ao anterior (1.33) pode ser simpli�
ada usando a mudan�
a de vari�aveis da proje�
~ao

estereogr�a�
a, ou seja,

!1 =
2n1

1� n3
; !2 =

2n2
1� n3

: (1.34)

�E 
onveniente tamb�em introduzir

! = !1 + i!2 =
2 (n1 + in2)

1� n3
=

2n

1� n3
; n = n1 + in2; (1.35)

e ent~ao

�1! � �!

�x1
=

2 [(1� n3) �1n+ n�1n3℄

(1� n3)
2 ; (1.36)
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�1! =
2

(1� n3)
2

�
�1n+ n�1n3

�
; (1.37)

onde b�a = b�a� a�b. Usando agora as novas vari�aveis, a equa�
~ao (1.33) pode ser es
rita 
omo

�1n = �i(n�2n3); �2n = �i(n�1n3); (1.38)

que ao serem substitu��das em (1.37) geram as rela�
~oes

�1! = ��2!; (1.39)

�!1

�x1
= ��!2

�x2
;

�!1

�x2
= ��!2

�x1
: (1.40)

As rela�
~oes que apare
em em (1.40) s~ao aquelas de Cau
hy-Riemann para ! e logo qualquer

fun�
~ao anal��ti
a !(z) �e solu�
~ao delas. Um prot�otipo de solu�
~ao 
om qualquer valor do ��ndi
e de

Pontryaguin (N) ser�a:

!(z) =

�
z � z0
�

�N
(1.41)

que para N=1 no espa�
o real adota a forma:

n1(2) =
4�x(y)

r2 + 4�2
; n3 =

r2 � 4�2

r2 + 4�2
(1.42)

sendo � o tamanho da ex
ita�
~ao lo
alizada 
om o 
entro na origem de 
oordenadas.

Como vimos n~ao foi usado nenhum formalismo geral para tratar este problema, pois para o 
aso

de dois ou mais 
ampos es
alares a
oplados n~ao existe tal possibilidade [32℄. O motivo pelo qual

um tratamento semelhante ao exposto para o 
aso de um 
ampo es
alar em uma dimens~ao n~ao

�e poss��vel pode ser 
ompreendido fa
ilmente. Consideremos um sistema des
rito por dois 
ampos

es
alares a
oplados em uma dimens~ao. A dinâmi
a deste sistema ser�a governada pelo 
onjunto de

equa�
~oes

�00
1 = ��U(�1; �2)

��1
; �00

2 = ��U(�1; �2)

��2
: (1.43)

Ao 
ontr�ario da equa�
~ao (1.9), que pode ser integrada fa
ilmente por quadratura, n~ao existe

um m�etodo geral que permita resolver o sistema a
oplado (1.43). Mesmo assim, podem ser obtidas

algumas 
ara
ter��sti
as das solu�
~oes lo
alizadas nestes 
asos. Por exemplo, ao 
ontr�ario dos sistemas


ompostos por um �uni
o 
ampo es
alar, em que n~ao existiam solu�
~oes lo
alizadas quando U(�)

tinha um m��nimo n~ao degenerado, os sistemas 
ompostos por dois ou mais 
ampos possuem solu�
~oes

lo
alizadas em situa�
~oes semelhantes. Nestes 
asos, a presen�
a de uma outra "dimens~ao", ou 
ampo
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�2, permite que a part��
ula �
t��
ia possa exe
utar um movimento fe
hado voltando ao m��nimo g

de onde partiu ini
ialmente.

Outro ponto interessante, na existên
ia de solu�
~oes est�ati
as lo
alizadas para dimens~oes maio-

res que um, �e o 
onhe
ido teorema de Derri
k [33℄ (ver Apêndi
e A). Este teorema propor
iona

basi
amente um resultado negativo, pois mostra que para sistemas des
ritos por densidades de

lagrangianas da forma

L(x; t) = 1

2
(���) � (���))� U(�); (1.44)

onde �(x; t) = �i(x; t) 
om i = 1; 2; ::N em D dimens~oes espa
iais, n~ao existem solu�
~oes est�ati
as

lo
alizadas para D � 3. A obten�
~ao deste resultado tamb�em forne
e uma 
ondi�
~ao interessante

para o 
aso de duas dimens~oes. Isto �e, o valor do poten
ial U(�) na solu�
~ao lo
alizada �1, por

exemplo, deve ser identi
amente nulo, ou seja,

U(�1) � 0: (1.45)

Ent~ao, se U(�(x)) tem m��nimos dis
retos degenerados, teremos somente a solu�
~ao trivial, ou

seja, aquela em que � �e igual a um dos m��nimos de U . Por outro lado, se o poten
ial possui um


onjunto 
ont��nuo de m��nimos, ent~ao �e poss��vel uma solu�
~ao diferente da trivial, ou seja, dependente

de x, onde � muda 
ontinuamente dentro do 
onjunto 
ont��nuo de m��nimos. Este �e, pre
isamente,

o 
aso do modelo sigma n~ao linear, em que o poten
ial envolvido �e identi
amente nulo e portanto

possui um 
onjunto de m��nimos 
ont��nuo.

Para 
ompletar este breve estudo sobre as solu�
~oes lo
alizadas, que nos permitir�a posteriormen-

te investigar a dinâmi
a das mesmas, �e pre
iso estabele
er a 
orrespondên
ia entre os s�olitons e os

estados quânti
os de part��
ula livre. Portanto, a pr�oxima se�
~ao ser�a dedi
ada a apresentar o for-

malismo de quantiza�
~ao das solu�
~oes solitôni
as que estabele
e pre
isamente esta 
orrespondên
ia.

1.4 Quantiza�
~ao dos S�olitons

1.4.1 Introdu�
~ao

Partindo da forma 
anôni
a da hamiltoniana dos sistemas que admitem solu�
~oes lo
alizadas,

Christ e Lee [9℄ desenvolveram um m�etodo simples para a quantiza�
~ao dos s�olitons. Para introduzir

a id�eia que est�a por tr�as deste m�etodo, �e 
onveniente explorar o modelo de uma part��
ula n~ao

relativ��sti
a de massa unit�aria que se movimenta sob a a�
~ao de um poten
ial U(x) 
omo apare
e



Ex
ita�
~oes Topol�ogi
as 25

x

U(x)

a b

Figura 1.3: Poten
ial U(x) que age sobre uma part��
ula �
t��
ia n~ao relativ��sti
a. A equa�
~ao de

Newton ter�a 
omo solu�
~oes est�ati
as os pontos a e b.

na Figura 1.3. Do ponto de vista 
l�assi
o, o movimento da part��
ula ser�a des
rito pela segunda lei

de Newton
d2x

dt2
= �dU(x)

dx
; (1.46)

e portanto as solu�
~oes est�ati
as deste problema ser~ao os extremos de U(x), ou seja os pontos a e

b. Desta forma, a energia asso
iada ao sistema no primeiro dos estados, ser�a E
las = U(a). J�a do

ponto de vista quânti
o, os estados em que a part��
ula se a
ha em a ou b n~ao s~ao permitidos, pois o

prin
��pio de in
erteza pro��be um estado de momentum nulo e posi�
~ao de�nida. Como 
onseq�uên
ia

a part��
ula 
utuar�a em torno da posi�
~ao a, por exemplo, de forma que a energia m��nima tenha a

forma

E0 = E
las +�0; (1.47)

onde �0 representa a 
orre�
~ao quânti
a derivada do movimento do ponto zero.

Explorando a id�eia anterior, se o poten
ial U(x) for aproximadamente harmôni
o perto do ponto

a, podemos fazer uma expans~ao tipo weak-
oupling e asso
iar ao sistema um 
onjunto de estados

lo
alizados em torno de a. Neste 
aso

En = E
las + (n+
1

2
)�h!: (1.48)

Com algumas diferen�
as, podemos ent~ao estender a id�eia anterior a sistemas governados por


ampos que possuem solu�
~oes lo
alizadas. Considere, por exemplo, um sistema des
rito pela la-
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grangiana

L[�℄ =

Z (
1

2

�
��

�t

�2

� 1

2

�
��

�x

�2

� U(�)

)
dx; (1.49)

onde �(x; t) �e um 
ampo es
alar em duas dimens~oes (1 espa
ial + 1 temporal) e U �e uma fun�
~ao

deste 
ampo. Para explorar a analogia 
om a id�eia da quantiza�
~ao exposta a
ima, es
reveremos a

equa�
~ao (1.49) 
omo

L[�℄ = T [�℄ + V [�℄; (1.50)

onde

T [�℄ =

Z
1

2

�
��

�t

�2

dx e V [�℄ =

Z (
1

2

�
��

�x

�2

� U(�)

)
dx: (1.51)

A equa�
~ao de Euler-Lagrange que se obt�em de (1.50) �e simplesmente

�2� (x; t)

�t2
= �ÆV [�℄

Æ�
; (1.52)

sendo o lado direito uma derivada fun
ional. As solu�
~oes est�ati
as de (1.52) s~ao os extremos do

poten
ial V [�℄, que podem ser obtidos de

ÆV [�℄

Æ�
= 0; (1.53)

no espa�
o das 
on�gura�
~oes do 
ampo �.

Consideremos agora a possibilidade de 
onhe
er alguma das solu�
~oes de (1.53) que denotaremos

por �0(x). Ent~ao, a expans~ao fun
ional de V [�℄ em torno de �0(x) ter�a a forma

V [�℄ = V [�0℄ +

Z
1

2

8<:�(x)
"
� �2

�x2
+

�2U

��2

#
�0

�(x)

9=; dx+ � � �; (1.54)

onde �(x) � �(x)� �0(x):

Como vemos o fun
ional V [�℄ desenvolvido em torno de �0 gera um problema de autovalores e

autofun�
~oes dado pela equa�
~ao diferen
ial"
� �2

�x2
+

�2U

��2

#
�0

�i(x) = !2
i �i(x); (1.55)

sendo �i(x) o 
onjunto de modos normais (ortonormais) ou 
utua�
~oes em torno de �0(x). Podemos

ent~ao es
rever �(x) � �(x)� �0(x) [34℄ 
omo

�i(x; t) �
X
i


i(t)ni(x): (1.56)
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Substituindo (1.55) e (1.56) em (1.49) teremos

L =
1

2

X
i

�
d
i(t)

dt

�2
�
 
V [�0(x)℄ +

1

2

X
i

[
i(t)℄
2 !2

i

!
+ � � �; (1.57)

que 
laramente 
orresponde a um 
onjunto de os
iladores harmôni
os, um para 
ada modo normal,

al�em de um termo 
onstante V [�0℄. Como uma 
onseq�uên
ia direta de (1.57) podemos 
onstruir

uma teoria quânti
a, em torno do estado 
l�assi
o �0, 
omo um 
onjunto de autoestados harmôni
os

aproximados. Isso pode ser feito quantizando os 
oe�
ientes 
i, e desta forma as energias dos

estados ser~ao

Eni
= V [�0(x)℄ + �h

X
i

(ni +
1

2
)!i + � � �; (1.58)

sendo ni o n�umero de quanta do i-�esimo modo normal. A equa�
~ao (1.58) (primeiro termo) rela
iona

aproximadamente a energia de um 
erto estado quânti
o 
om a solu�
~ao 
l�assi
a �0, e, por outro

lado, as freq�uên
ias de os
ila�
~ao !i aos poss��veis estados ex
itados, ou 
utua�
~oes em torno da

solu�
~ao lo
alizada �0(x).

O exemplo anterior ilustra 
omo fun
ionam as id�eias b�asi
as da asso
ia�
~ao de um 
onjunto de

estados quânti
os a uma solu�
~ao est�ati
a qualquer, sempre que esta �ultima seja um m��nimo est�avel

do poten
ial envolvido no problema. Uma situa�
~ao diferente apare
e quando se trata de solu�
~oes

que possuem estabilidade neutra, ou seja, a segunda derivada fun
ional nula em determinado ponto

do espa�
o interno em torno do qual queremos apli
ar o m�etodo de quantiza�
~ao des
rito nesta se�
~ao.

Para demonstrar a existên
ia destes pontos de sela, �e 
onveniente es
rever a equa�
~ao de movi-

mento (1.53) na seguinte forma

��2�(x)

�x2
=

�U(�)

��
; (1.59)

e tomar a derivada da express~ao anterior em rela�
~ao a x. Desta maneira obtemos 
� �2

�x2
+

�2U(�)

��2

!
��0
�x

= 0: (1.60)

Isto demonstra que a equa�
~ao tipo S
hr�odinger (1.55), possui autovalores de freq�uên
ia nula e

que a autofun�
~ao asso
iada a este modo, �e simplesmente ��0=�x, sendo �0 um extremo de V (�).

Neste 
aso a estrat�egia a seguir para a quantiza�
~ao �e diferente, pois o m�etodo exposto anteriormente

falha 
omo 
onseq�uên
ia da presen�
a dos modos 
om !i = 0.

Os modos de freq�uên
ia nula s~ao 
onhe
idos 
omo modos transla
ionais e podem ser tratados

apropriadamente. A seguir analisaremos um pou
o mais a fundo a origem e as impli
a�
~oes dos

modos transla
ionais.
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1.4.2 Modos Transla
ionais

Os modos de freq�uên
ia zero apare
em sempre que se quantizam solu�
~oes est�ati
as de uma

teoria que possui invariân
ia de transla�
~ao. Em outras palavras, quando uma solu�
~ao qualquer da

equa�
~ao de movimento �0(x) �e transladada para �0(x� a), esta �ultima 
ontinua sendo solu�
~ao da

equa�
~ao que gerou �0(x) para todo a. Nesta situa�
~ao a energia poten
ial do problema em quest~ao

n~ao depender�a de a e ser�a poss��vel de�nir 
urvas equipoten
iais no espa�
o interno.

O ponto 
have em tal 
aso �e que apesar da solu�
~ao �0(x) ser um extremo de V [�℄, ela n~ao �e um

m��nimo nem mesmo lo
almente. Esta a�rma�
~ao pode ser entendida da seguinte forma: partindo

de �0(x) sempre �e poss��vel deslo
ar-se (no espa�
o interno) ao longo da 
urva de poten
ial 
onstante

ao longo da qual a segunda derivada fun
ional �e nula (estabilidade neutra). Este fato expli
a a


onex~ao entre um tipo de simetria 
ont��nua e a existên
ia dos modos de freq�uên
ia nula.

Havendo 
ompreendido a origem dos modos transla
ionais, podemos passar a analisar o impa
to

que estes têm na 
onstru�
~ao dos estados quânti
os. Para isso retomaremos a teoria de 
ampo es
alar

em uma dimens~ao espa
ial. O poten
ial V [�℄, em torno de um dos seus poss��veis m��nimos, tem a

forma de um vale, no fundo do qual se estende a 
urva equipoten
ial, ou seja uma parametriza�
~ao

por a da solu�
~ao �0(x�a). Em qualquer dire�
~ao ortogonal a esta 
urva o valor de V [�℄ aumenta, o

que traz 
omo 
onseq�uên
ia a possibilidade de 
onstruir estados na forma des
rita na se�
~ao anterior.

No entanto, ao longo da 
urva, o poten
ial n~ao tem a�
~ao 
on�nante, o que provo
a a n~ao lo
aliza�
~ao

no espa�
o real da fun�
~ao de onda asso
iada a essa dire�
~ao. Este fato sugere a existên
ia de um

termo do tipo onda plana na energia do sistema.

Como 
onseq�uên
ia imediata, para 
ada modo transla
ional, deve apare
er na energia do pro-

blema um termo do tipo part��
ula livre, al�em das 
orre�
~oes provenientes da expans~ao harmôni
a.

Um resultado deste tipo n~ao �e poss��vel de se obter atrav�es do formalismo desenvolvido at�e aqui.

Entretanto, 
omo veremos a seguir , ao introduzirmos modi�
a�
~oes no m�etodo proposto, o 
aso

das freq�uên
ias nulas ser�a tratado apropriadamente. O formalismo que apresentaremos em segui-

da, 
onhe
ido 
omo o m�etodo das 
oordenadas 
oletivas, nos permite quantizar as solu�
~oes

solitôni
as lidando de forma 
orreta 
om os modos de freq�uên
ia nula, ou transla
ionais.

1.4.3 M�etodo das Coordenadas Coletivas

Nesta se�
~ao apresentaremos o m�etodo das 
oordenadas 
oletivas para o 
aso de um 
ampo

es
alar em duas dimens~oes, uma espa
ial e uma temporal. A generaliza�
~ao para o 
aso de um
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n�umero arbitr�ario de 
ampos es
alares em duas dimens~oes espa
iais poder ser feito seguindo o

tratamento que apresentaremos (para detalhes ver, por exemplo, [9℄).

Para expor as id�eias fundamentais deste formalismo, partiremos novamente do sistema des
rito

pela densidade de lagrangiana (1.49). Suponha, ainda, que existam solu�
~oes 
onhe
idas �
l(x) �
�(x�X) da equa�
~ao de movimento (1.53) a ela 
orrespondente. Como j�a vimos,

�(x; t) = �(x�X) +
1X
i=0


i(t)�i(x�X); (1.61)

onde i = 0, 
orrespondente ao modo de freq�uên
ia zero, n~ao �e uma boa es
olha no 
aso de existirem

autovalores nulos da equa�
~ao"
� �2

�x2
+

 
�2U

�x2

!#
�(x�X)

�i(x�X) = !2
i �i(x�X): (1.62)

�E importante notar que o valor de X nestes 
asos n~ao �e relevante, pois o sistema �e invariante

por transla�
~ao.

Em lugar de (1.61), a id�eia do m�etodo 
onsiste em expandir �(x; t) 
omo

�(x; t) = �(x�X(t)) +
1X
i=1

qi(t)�i(x�X(t)): (1.63)

Neste 
aso, o termo i = 0 n~ao apare
e na soma (1.63) e o vetor X, que n~ao tinha importân
ia

alguma, passa a ter um papel determinante na des
ri�
~ao do sistema, pois agora �e dependente do

tempo. Este vetor re
ebe o nome de 
oordenada 
oletiva e des
reve o movimento do 
entro da

ex
ita�
~ao, que 
omo vemos em (1.63) est�a a
oplada �as 
utua�
~oes pela 
oordenada relativa x�X(t).

O ponto 
have do m�etodo �e o uso de X(t) e qi(t) (
om i > 0) 
omo 
oordenadas do sistema, ao

inv�es do 
onjunto 
i(t) 
omo foi feito em (1.61). A derivada temporal de � ser�a

d�(x; t)

dt
= �

 
��

�x
+
1X
i=1

qi(t)
��

�x

!
dX(t)

dt
+
1X
i=1

�
�qi
�t

: (1.64)

�E 
onveniente passar agora a uma nova nota�
~ao, onde u0(t) = X(t) e ui(t) = qi(t) (para i > 0).

Logo, utilizando (1.64) podemos es
rever a energia 
in�eti
a do sistema 
omo

K � 1

2

Z
dx

�
d�

dt

�2

=
1

2

1X
i;j=0

dui
dt

Di;j
duj
dt

; (1.65)

onde Di;j �e uma matriz 
ujos elementos s~ao:
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D0;0 =

Z
dx

 
��

�x
+

1X
i

qi
��i
�x

!2
(1.66)

D0;j = �
Z

dx

 
��

�x
+

1X
i

qi
��i
�x

!
�j = �

1X
i

Z
dx

��i
�x

�jqi; j 6= 0 (1.67)

Di;j = Æi;j ; i; j 6= 0 (1.68)

Na obten�
~ao das express~oes anteriores usamos a ortogonalidade entre as fun�
~oes �i (i 6= 0) e �0,

em virtude de (1.60). Como os elementos de Di;j s~ao invariantes de transla�
~ao, a sua integra�
~ao n~ao

depender�a de X(t) e portanto ser~ao s�o fun�
~ao de fqig. Analogamente o termo de energia poten
ial

na densidade de lagrangiana �e tamb�em invariante de transla�
~ao e 
omo 
onseq�uên
ia independente

de X(t) .

Podemos es
rever ent~ao

U [�℄ �
Z

dx

(
1

2

�
��

�x

�2
+ V [�g

)
= U(fqng); (1.69)

que, 
om a ajuda de (1.63) e (1.60), se transforma em

U [�℄ =
1

2

1X
n=1

q2n!
2
n + � � � (1.70)

Portanto a lagrangiana do sistema em termos das 
oordenadas ui poder�a ser es
rita 
omo

L =
1

2

1X
i;j=0

�ui

�t
Di;j(fqng)�uj

�t
� U(fqng): (1.71)

Para 
onstruir a hamiltoniana asso
iada �a lagrangiana anterior, devemos 
al
ular os momentos

�i 
anoni
amente 
onjugados �as 
oordenadas ui. Estes s~ao

�i � �L

�
�
ui

= Di;j
�uj

�t
: (1.72)

Ent~ao,

H �
1X
i=0

�i
dui

dt
� L =

1X
i;j=0

1

2
�i(D

�1)i;j�j + U(fqng); (1.73)

Por outro lado, usando as express~oes que de�nem a matriz D teremos

(D�1)0;0 =
1

D ; (D�1)0;i = �D0;i

D i 6= 0; (1.74)

(D�1)i;j = Æi;j +
D0;iD0;j

D i; j 6= 0; (1.75)
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sendo D o determinante da matriz Di;j, dado por

D =DetDi;j = D0;0 �
1X
i=1

D2
0;i: (1.76)

Ao substituir os elementos Di;j pelos seus valores (1.66) o determinante adota a forma

D = A+ 2

Z
��

�x

 
1X
i=1

qi
��i
�x

!
dx+

Z
dx

 
1X
i=1

qi
��i
�x

!2

�
1X
i=1

"Z
dx�i

 
1X
i=1

qj
��j
�x

!#2
: (1.77)

Se na express~ao anterior expandirmos
P1

i=1 qi
��i
�x em termos da base �j(x � X(t)), in
luindo

�0(x�X(t)) = 1=
p
A��(x�X)

�x ; a express~ao do determinante se reduz a:

D =
�p

A+ �
�2

; (1.78)

onde

� =

Z
�0

 
1X
i=1

qi
��i(x�X)

�x

!
dx: (1.79)

Substituindo (1.78) e (1.79) em (1.73) e denotando o momento �0 
omo P , a hamiltoniana do

sistema pode ser es
rita 
omo

H =
P 2

2D +
P

D
1X
i=1

D0;i�i +
1

2

1X
i;j=1

�
Æi;j +

D0;iD0;j

D
�
�i�j + U(fqng) (1.80)

ou simplesmente

H =
1

2D

 
P +

1X
i=1

D0;i�i

!2

+
1

2

1X
i=1

�2i + U(fqng): (1.81)

Como pode-se notar na express~ao anterior, a energia do sistema 
ont�em agora um termo do

tipo part��
ula livre asso
iado ao movimento do 
entro do s�oliton. Este resultado 
on
orda 
om

a an�alise feita anteriormente quando estudamos a origem e relevân
ia dos modos transla
ionais.

Portanto, podemos 
on
luir que atrav�es da mudan�
a de vari�aveis do 
ampo �(x; t) para o 
onjunto

fX(t); qn(t)g, 
onsegue-se tratar adequadamente o modo de freq�uên
ia nula. Por outro lado, de-

pois de 
al
ular de forma adequada a hamiltoniana que 
arateriza o sistema, podemos realizar a

quantiza�
~ao da mesma e, desta forma, obter a energia no setor do espa�
o de Hilbert 
orrespondente

�a solu�
~ao solitôni
a.
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1.4.4 Quantiza�
~ao das Solu�
~oes Solitôni
as

Para a quantiza�
~ao de uma teoria unidimensional es
alar es
rita em termos das 
oordenadas


oletivas e dos seus momentos 
anoni
amente 
onjugados, devemos promover �a 
ategoria de ope-

radores as vari�aveis ui e �i, de forma que as regras de 
omuta�
~ao

[un(t); �m(t)℄ = iÆnm [un; um℄ = [�n; �m℄ = 0 (1.82)

sejam satisfeitas. Para es
rever a hamiltoniana 
l�assi
a (1.80) em termos dos operadores posi�
~ao

e momento, devemos resolver o problema da ambig�uidade na ordem destes operadores. Para isso

assumiremos que a nova hamiltoniana (quânti
a) possua a forma \
anôni
a", ou seja, assumiremos

que a hamiltoniana quânti
a na representa�
~ao de S
hr�odinger tenha a forma:

H =

Z
1

2
(�̂(x))2 dx+ V [�(x)℄ (1.83)

onde �(x) �e o operador 
anoni
amente 
onjugado ao 
ampo �(x), de forma que este seja 
onsistente


om as rela�
~oes de 
omuta�
~ao (1.82) e de�nido pela derivada fun
ional

�(x) = �i Æ

Æ[�(x)℄
(1.84)

A mudan�
a de vari�aveis de �(x) para as novas 
oordenadas ui pode ser feita 
onvertendo o

operador diferen
ial fun
ional (1.84) em um operador envolvendo este novo 
onjunto de 
oorde-

nadas. Das regras do 
�al
ulo sabemos que quando temos um n�umero �nito de vari�aveis �i 
om

i = 1; 2; 3:::N , o lapla
iano pode ser es
rito em termos de um 
onjunto diferente de 
oordenadas �i


omo:
NX
i=1

�2

��2i
=

NX
i;j=1

1p
B

�

��i

�
B�1

�
i;j

p
B

�

��j
(1.85)

onde

Bi;j =
NX
k=1

��k
��i

��k
��j

B = DetBi;j (1.86)

Nosso problema envolve um n�umero in�nito de vari�aveis, logo devemos usar uma generaliza�
~ao

de (1.86), isto �e

Bi;j =

Z
dx

��(x)

�ui

��(x)

�uj
: (1.87)

Usando (1.63) podemos mostrar que Bi;j = Di;j , onde os elementos Di;j 
oin
idem 
om a express~ao

(1.66). Neste ponto estamos em 
ondi�
~oes de es
rever a hamiltoniana do sistema em termos dos

operadores diferen
iais. Assim,

H = �1

2

1X
n;m=0

1pD
�

�un

�
D�1

�
i;j

p
D �

�um
+ V (fuig) (1.88)
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Fazendo agora �i�=�un = �n, que �e 
onsistente 
om as rela�
~oes de 
omuta�
~ao (1.82), a ex-

press~ao para a hamiltoniana adota a forma:

H =
1

2
pD

"
P̂ 2

pD � P̂
1X
n=1

�
D0;npD �̂n + �̂n

Dn;0pD
�#

+

+
1

2
pD

24 1X
n;m=1

�̂n

�
Ænm

p
D +

D0;nD0;mpD
�
�̂m

35+ V (fqng); (1.89)

onde agora, a matriz D0;i �e um operador que envolve as 
oordenadas fqng. Esta express~ao pode

ser ainda simpli�
ada para fa
ilitar a sua interpreta�
~ao f��si
a. Para isso substituimos o valor de

D0;n em (1.89), que usando as regras de 
omuta�
~ao pode ser es
rito 
omo

H =
1

2D

24P̂ � 1X
m;n=1

Gmnq̂m�̂n

352 + 1

2

1X
n=1

�̂2n + V [qn℄; (1.90)

onde

Gmn =

Z 1
1

��m(x)

�x
�n(x)dx: (1.91)

Por outro lado, lembrando da expans~ao em modos normais do poten
ial, a hamiltoniana do sistema

pode ser es
rita �nalmente 
omo

H =
1

2D

24P̂ � 1X
m;n=1

Gmnq̂m�̂n

352 + 1

2

1X
n=1

�̂2n + !2nq
2
n: (1.92)

O segundo termo da hamiltoniana (1.92) 
orresponde a um 
onjunto de os
iladores desa
oplados.

Claramente a origem destes modos normais est�a rela
ionada 
om a 
utua�
~ao do 
ampo �(x; t) em

torno da solu�
~ao solitôni
a e tem uma origem puramente quânti
a . Por outro lado o primeiro termo


orresponde ao a
oplamento deste sistema de os
iladores 
om o momento da ex
ita�
~ao topol�ogi
a,

e deve ser examinado 
om aten�
~ao. Por exemplo, sendo P̂ uma 
onstante de movimento, pois

_̂
P =

1

i�h

h
P̂ ;H

i
= 0; (1.93)

P̂ n~ao deve ser 
onfundido 
om o momentum da ex
ita�
~ao topol�ogi
a. Ao mesmo tempo, pode-se

veri�
ar que

_̂x0 =
1

i�h
[x̂0;H℄ =

1

D

24P̂ �
1X

n;m=1

Gmnq̂m�̂n

35 ; (1.94)

portanto �e 
orreto interpretar D _̂x0 
omo o momentum do s�oliton e o termo
P1

n;m=1Gmnq̂m�̂n 
omo

o momentum do 
ampo das 
utua�
~oes.
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1.5 Con
lus~oes

Es
lare
idos a origem e signi�
ado dos termos que 
omp~oem a hamiltoniana do sistema, pode-

mos ent~ao 
on
luir que, sempre que um sistema possui invariân
ia transla
ional e admite solu�
~oes

lo
alizadas, estas �ultimas apresentar~ao uma dinâmi
a des
rita por uma hamiltoniana do tipo (1.92).

Nestes 
asos, devido ao s�oliton ter o seu momento a
oplado �as 
utua�
~oes do 
ampo, sua dinâmi
a

passa a ser n~ao trivial. No pr�oximo 
ap��tulo apresentaremos o estudo das propriedades de trans-

porte de ex
ita�
~oes topol�ogi
as que apare
em em sistemas magn�eti
os unidimensionais. Veremos

que partindo de um modelo puramente mi
ros
�opi
o, �e poss��vel 
onstruir uma hamiltoniana do

tipo (1.92) que des
reva o 
omportamento das ex
ita�
~oes e mostrar 
omo pode ser enfrentado, de

forma sistem�ati
a, o estudo da dinâmi
a destes sistemas 
omplexos.



Cap��tulo 2

Dinâmi
a das Paredes de Blo
h

Neste 
ap��tulo mostraremos 
omo �e poss��vel estudar a dinâmi
a das ex
ita�
~oes topol�ogi
as em

uma dimens~ao. Para isso, partiremos de um modelo mi
ros
�opi
o simpli�
ado para os sistemas

ferromagn�eti
os. Veremos que, no limite 
ont��nuo, as ex
ita�
~oes topol�ogi
as das equa�
~oes de mo-

vimento da teoria 
orrespondem �a parede dos dom��nios magn�eti
os. Estas ex
ita�
~oes ser~ao quan-

tizadas usando o m�etodo das 
oordenadas 
oletivas apresentado no 
ap��tulo 1, o que permite obter

uma hamiltoniana que a
opla a parede dos dom��nios 
om as ondas de spin. Finalmente, para n~ao

sermos redundantes ao 
al
ular a mobilidade das ex
ita�
~oes, nos limitaremos a usar a express~ao

parti
ular do 
oe�
iente de de
aimento para o 
aso 1-D, 
uja dedu�
~ao para um 
aso mais geral

(2-D) �e apresentada integralmente no 
ap��tulo 4.

2.1 Introdu�
~ao

Como �e 
onhe
ido, os sistemas ferromagn�eti
os tridimensionais, abaixo de uma 
erta tempera-

tura 
r��ti
a, apresentam uma transi�
~ao de fase de segunda ordem [35℄. A manifesta�
~ao ma
ros
�opi
a

deste fenômeno, �e o surgimento de uma magnetiza�
~ao (M) mesmo na ausên
ia de 
ampo magn�eti
o

externo. Do ponto de vista experimental, veri�
a-se que neste tipo de sistemas 
oexistem fases 
om

diferentes valores de M, o que pode ser perfeitamente expli
ado �a luz da teoria das transi�
~oes

de fase de Landau [36℄. Quando isto a
onte
e, as amostras estudadas podem �
ar divididas em

regi~oes, que permane
em em 
ontato, onde M aponta em diferentes dire�
~oes. Estas regi~oes 
om

magnetiza�
~ao espontânea n~ao nula, s~ao 
onhe
idas 
omo dom��nios magn�eti
os [36℄.

Sendo a magnetiza�
~ao uma grandeza que pode ser tomada 
omo 
ont��nua, pois varia pou
o em

35
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Figura 2.1: Dom��nios magn�eti
os numa �ta de CoFeSiB amorfa obtida usando o efeito Kerr, 
ortesia

de K. Pirota e M. Knobel, LMBT, IFGW, UNICAMP.

distân
ias da ordem da separa�
~ao interatômi
a, �e poss��vel demar
ar 
laramente a regi~ao estreita

que separa os dom��nios. Estas regi~oes de transi�
~ao s~ao 
onhe
idas 
omo paredes do dom��nio e em

diversas situa�
~oes devem ser tratadas 
omo entes f��si
os reais. De fato, ao 
al
ularmos a estrutura

de dom��nios, devemos ne
essariamente in
luir a energia 
orrespondente �as paredes [37℄. Sabe-se

tamb�em que para baixas frequên
ias e 
ampos magn�eti
os fra
os, a fun�
~ao resposta dinâmi
a �e

determinada pela resposta das paredes dos dom��nios [11℄, que dever�a in
luir a mobilidade das

mesmas e a sua massa.

Por outro lado o surgimento de novas t�e
ni
as de 
res
imento de materiais, Chemi
al Beam

Epitaxy (CBE) e Mole
ular Beam Epitaxy (MBE) por exemplo, possibilitaram a fabri
a�
~ao de

sistemas magn�eti
os de baixa dimensionalidade [38℄. Neste novo tipo de sistema, de enorme im-

portân
ia te
nol�ogi
a 1, tamb�em apare
em dom��nios magn�eti
os e portanto paredes de dom��nios


onhe
idas 
omo paredes de Blo
h.

Como se sabe, as paredes de Blo
h, podem se deslo
ar pela amostra. De fato, Landau e

Lifshitz [39℄ sugeriram que o movimento das mesmas �e dissipativo devido �a presen�
a das ex
ita�
~oes

1Ver [38℄ e as referên
ias nele 
itadas.



Dinâmi
a das Paredes de Blo
h 37

magn�eti
as elementares (m�agnons) no sistema. De fato, quando as paredes de Blo
h e as ondas de

spin 
oexistem, as 
olis~oes entre elas, envolvendo transferên
ia de momentum, provo
am a redu�
~ao

da velo
idade das paredes e portanto uma mobilidade �nita das mesmas.

A mobilidade das paredes de Blo
h tem sido estudada amplamente do ponto de vista te�ori
o

e experimental. A maioria dos trabalhos te�ori
os parte de 
onsidera�
~oes fenomenol�ogi
as, o que

n~ao permite avaliar a in
uên
ia dos diferentes fatores (defeitos e ondas de spin, por exemplo) na

mobilidade das mesmas. Do ponto de vista experimental existem v�arios m�etodos para observar

a existên
ia das parades 2. Um dos mais utilizados baseia-se no efeito Kerr. Este efeito 
onsiste

fundamentalmente na varia�
~ao do plano de polariza�
~ao da luz depois que esta se re
ete numa

amostra que possui magnetiza�
~ao n~ao nula na super�
ie. Ent~ao, estudando a luz que prov�em

da amostra 
om um polarizador, 
onsegue-se distinguir nitidamente as regi~oes de polariza�
~oes

diferentes que apare
em 
om tonalidades 
laras e es
uras (ver Figura 2.1). Por outro lado, se na

mesma experiên
ia, observa-se 
om detalhes a amostra ao mi
ros
�opio, poder~ao ser vistas regi~oes

de tonalidades intermedi�arias separando os dom��nios. Estas regi~oes de transi�
~ao s~ao pre
isamente

as paredes dos dom��nios ou paredes de Blo
h.

Depois de identi�
ar as regi~oes que 
orrespondem �as paredes, �e possivel estudar seu movimento

submetendo-as a um gradiente de 
ampo magn�eti
o ou for�
ar as mesmas a exe
utar um movi-

mento os
ilat�orio quando submetidas a 
ampos magn�eti
os vari�aveis no tempo. Estas experiên
ias

mostram, sem d�uvidas, que o movimento das paredes �e dissipativo. No entanto, existem pou
os

trabalhos rela
ionados 
om a in
uên
ia da temperatura no movimento das mesmas.

A in
uên
ia da temperatura no movimento das paredes de Blo
h est�a rela
ionada 
om a popu-

la�
~ao de m�agnons no sistema. Como a popula�
~ao dos m�agnons depende fortemente da temperatura

e estes est~ao a
oplados de alguma forma �as paredes, a dinâmi
a das mesmas torna-se dependente

da temperatura. Esta dependên
ia ser�a o prin
ipal objetivo a ser estudado no presente 
ap��tulo.

Partindo de um modelo mi
ros
�opi
o ferromagn�eti
o unidimensional, ser�a demonstrado que a

abordagem semi
l�assi
a do problema da existên
ia das paredes, permite identi�
ar a 
on�gura�
~ao de

spins 
orrespondente �as mesmas 
om as solu�
~oes lo
alizadas de uma teoria de 
ampo efetiva. Logo

em seguida, usando um m�etodo sistem�ati
o para o estudo da dinâmi
a das ex
ita�
~oes topol�ogi
as

[40℄ [41℄, apresentaremos um estudo da mobilidade das paredes de Blo
h 
om a temperatura.

2Ver por exemplo [11℄ e as referên
ias nele 
itadas.
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a

b

c

x

y

z

Figura 2.2: (a) Con�gura�
~ao 
orrespondente ao m��nimo do fun
ional de energia quando B = 0. (b)

Parede de Blo
h �, 
on�gura�
~ao 
orrespondente a um m��nimo lo
al do fun
ional de energia para

B = 0. (
) Parede de Blo
h 2�, 
on�gura�
~ao 
orrespondente a um m��nimo lo
al do fun
ional de

energia quando B 6= 0.

2.2 Modelo Mi
ros
�opi
o das Paredes de Blo
h

Para estudar as paredes de Blo
h usaremos um modelo magn�eti
o unidimensional totalmente

anisotr�opi
o. Este sistema �e 
omposto por um 
onjunto de spins dispostos ao longo da dire�
~ao

ẑ, 
om um espa�
amento a entre eles, submetidos a um 
ampo magn�eti
o externo. Este tipo de

sistema �e des
rito pela hamiltoniana

H = �
X
hiji

�
JxS

(x)
i S

(x)
j + JyS

(y)
i S

(y)
j + JzS

(z)
i S

(z)
j

�
� �

�h
B �
X
i

Si: (2.1)

Na express~ao (2.1) S
(�)
j �e a 
omponente � (� = x; y; z) do i-�esimo spin do sistema, � �e o m�odulo do

momento magn�eti
o em 
ada s��tio e B �e o m�odulo do 
ampo magn�eti
o externo. As 
onstantes de

a
oplamento s~ao tais que Jx > Jy > Jz > 0 e por 
onveniên
ia assumiremos que B est�a orientado

na dire�
~ao x̂.

Para fazermos uma an�alise dos poss��veis estados de um sistema des
rito pela hamiltoniana

(2.1), �e 
onveniente 
ome�
ar pelo 
aso em que B = 0. Nesta situa�
~ao, o estado fundamental do

sistema �e aquele em que todos os spins apontam na dire�
~ao x̂ (ver Figura 2.2(a)). Por�em existe um
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x

y

φ

θ

z

Figura 2.3: Des
ri�
~ao 
l�assi
a dos spins,
P3

i=1 S
(i)2 = S2.

estado diferente da solu�
~ao uniforme. Nos referimos a aquele estado que, sendo um m��nimo lo
al

do fun
ional de energia, n~ao pode ser obtido partindo da 
on�gura�
~ao 
ompletamente uniforme por

qualquer opera�
~ao que 
onserve a energia do sistema �nita. Um exemplo deste tipo de 
on�gura�
~ao

apare
e na Figura 2.2(b). Para des
rever de forma qualitativa este estado �e 
onveniente representar

os spins 
lassi
amente, ou seja, por vetores de norma S (
omo apare
e na Figura 2.3). Desta forma

Si = S(sin �i 
os'i; sin �i sin'i; 
os �i) (2.2)

onde �i e 'i s~ao os ângulos polares do i-�esimo spin.

Usando as novas vari�aveis �i e 'i, a 
on�gura�
~ao da Figura 2.2(a) 
orresponde ao 
aso em que

�i = �=2 
om 'i = 0 ou 'i = �. Por outro lado a 
on�gura�
~ao 2.2(b) 
orresponde �a situa�
~ao em

que �i = �=2 e 'i = 0 quando i ! +1 e 'i = � quando i ! �1. Esta 
on�gura�
~ao em que

Si roda em torno da dire�
~ao ẑ 
ome�
ando em (�; ') = (�=2; 0) e terminando em (�; ') = (�=2; �)

�e 
onhe
ida 
omo parede de Blo
h � [42℄. Como veremos posteriormente esta solu�
~ao �e do tipo

lo
alizada e pode ser 
al
ulada, na aproxima�
~ao de magnetiza�
~ao 
ont��nua, usando as t�e
ni
as

expostas no 
ap��tulo 1.

Voltando �a an�alise do sistema, no 
aso em que o 
ampo magn�eti
o �e diferente de zero, quebra-

se a degenere
ên
ia entre os estados ' = 0 e ' = �. De fato, por simples inspe�
~ao vemos que o

estado em que S(x) �e paralelo ao 
ampo externo (' = 0) possui menor energia que o estado em que

S(x) �e antiparalelo a B (' = �). Nesta situa�
~ao ainda �e poss��vel en
ontrar uma 
on�gura�
~ao que


orresponda a um m��nimo lo
al do fun
ional de energia. Claramente, neste 
aso �i = �=2 emquanto

que 'i �e igual a zero (ou 2�) para i! �1 (ver Figura 2.2(
)). Esta nova 
on�gura�
~ao �e 
onhe
ida



Dinâmi
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omo 
omo parede de Blo
h 2�.

Resumindo, as 
on�gura�
~oes de spin que 
orrespondem �as paredes de Blo
h � e 2� possuem as

seguintes 
arater��sti
as

Parede de Blo
h � =

8>>>><>>>>:
�i =

�
2 ; para todo i

'i = 0; para i ! +1
'i = �; para i ! �1

(2.3)

Parede de Blo
h 2� =

8>>>><>>>>:
�i =

�
2 ; para todo i

'i = 0; para i ! +1
'i = 2�; para i ! �1

(2.4)

Como vimos no 
ap��tulo 1 as solu�
~oes lo
alizadas podem ser 
lassi�
adas atendendo ao valor

dos 
ampos envolvidos no in�nito. Desta forma �
a evidente que as solu�
~oes que 
hamamos de

paredes de Blo
h � e 2� perten
em a setores topol�ogi
os diferentes e, portanto, n~ao podem ser

deformadas, 
ontinuamente, uma na outra sem violar a 
onserva�
~ao da energia.

Como veremos em seguida, �e poss��vel, passando ao limite 
ont��nuo, mapear a hamiltoniana

(2.1) em um modelo te�ori
o que reproduz 
ompletamente as 
arater��sti
as (2.3) e (2.4). Ou seja,

des
revemos as paredes de Blo
h 
omo solu�
~oes lo
alizadas no espa�
o de uma 
erta densidade de

Lagrangiana efetiva. Mostraremos ainda a forma 
orreta de des
rever as 
utua�
~oes do sistema em

torno destas solu�
~oes e 
omo �e poss��vel obter uma hamiltoniana 
apaz de des
rever a intera�
~ao das

paredes de Blo
h 
om as ondas de spin.

2.3 Modelo Cont��nuo das Paredes de Blo
h

Para 
ome�
ar a des
ri�
~ao do sistema des
rito pela hamiltoniana (2.1) em termos de vari�aveis


ont��nuas, �e 
onveniente partir das equa�
~oes de movimento asso
iadas a S(�), estas equa�
~oes tem

a forma
dS(�)

dt
=

1

i�h
[S(�);H℄: (2.5)

Substituindo (2.1) em (2.5) e 
al
ulando os 
omutadores teremos

dSx
i

dt
= Jz(S

z
i+1 + Sz

i�1)S
y
i � Jy(S

y
i+1 + Sy

i�1)S
z; (2.6)

dSy
i

dt
= Jx(S

x
i+1 + Sx

i�1)S
z
i � Jz(S

z
i+1 + Sz

i�1)S
x +

�B

�h
Sz
i ; (2.7)
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dSz
i

dt
= Jy(S

y
i+1 + Sy

i�1)S
x
i � Jx(S

x
i+1 + Sx

i�1)S
y � �B

�h
Sy
i : (2.8)

Podemos agora tomar o limite 
ont��nuo das equa�
~oes anteriores, pois sabemos que a varia�
~ao

das 
ompoentes do spin entre vizinhos pr�oximos �e pequena [36℄. Para isso, devemos lembrar que

f 00(z) = lim
�!0

(z + 2�)� 2f(z +�) + f(z)

�2
; (2.9)

que permite es
rever as equa�
~oes (2.6)-(2.8) 
omo:

_Sx(z; t) = a2(JzS
z 00Sy � JyS

y 00Sz) + 2(JzS
zSy � JyS

ySz); (2.10)

_Sy(z; t) = a2(JxS
x00Sz � JzS

z 00Sx) + 2(JxS
xSz � JzS

zSx) +
�B

�h
Sz; (2.11)

_Sz(z; t) = a2(JyS
y 00Sx � JxS

x00Sy) + 2(JyS
ySx � JxS

xSy)� �B

�h
Sy: (2.12)

Conv�em notar que no 
aso isotr�opi
o (Jx = Jy = Jz) as rela�
~oes anteriores reproduzem as

equa�
~oes de Landau-Lifshitz [24℄, que, no regime linear e para k pequeno, forne
em a rela�
~ao de

dispers~ao para as ondas de spin ferromagn�eti
as 
onhe
ida 
omo lei de Blo
h,

!2 / (k2 +�)2: (2.13)

Para avan�
ar na des
ri�
~ao semi
l�assi
a do sistema es
reveremos o 
onjunto de equa�
~oes, (2.10)-

(2.12), em termos das vari�aveis � e ' de�nidas em (2.2). Ao mesmo tempo podemos 
onsiderar

que, devido �a anisotropia, a vari�avel � pode ser es
rever na forma

�(z; t) � �

2
+ �(z; t); (2.14)

onde �(z; t)� 1. Usando novamente o fato de que as varia�
~oes de � e ' entre primeiros vizinhos

�e pequena e linearizando 
om respeito a �, as equa�
~oes de movimento que des
revem o sistema

(2.10)-(2.12) podem ser es
ritas 
omo:

_' = �2S(Jx 
os
2 '+ Jy sin

2 '� Jz); (2.15)

_� = a2S(Jx sin
2 '+ Jy 
os

2 ')
�2'

�z2
� sin'

�
�B

�h
+ 2S(Jx � Jy) 
os'

�
; (2.16)

onde a �e o parametro da rede. Ent~ao, eliminando � deste sistema de equa�
~oes, teremos uma equa�
~ao

de movimento efetiva para a vari�avel '(z; t) da forma:

1


2
�2'

�t2
� �2'

�z2
= �A1 sin'�A2 sin 2'; (2.17)
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onde foram usadas as seguintes de�ni�
~oes


2 �= 2a2S2JxJy

 
1� Jz

Jy

!
; (2.18)

A1 =
�B

a2SJx�h
; (2.19)

e

A2 =
1

a2

�
1� Jy

Jx

�
: (2.20)

Conv�em notar que mantendo os termos de quarta ordem nas derivadas espa
iais de (2.17), a equa�
~ao

de movimento resultante reproduziria a rela�
~ao de dispers~ao 
orreta para m�agnons ferromagn�eti
os.

Por�em a rela�
~ao que ela nos forne
e

!2 / A+Bk2; (2.21)

lembra as ondas de spin de um sistema antiferromagn�eti
o. Portanto, no uso da equa�
~ao de

movimento (2.17) para o 
ampo '(z; t) devemos lembrar que ela �e v�alida apenas at�e termos de

ordem k2.

Por outro, lado podemos mostrar que a equa�
~ao de movimento (2.17) anterior pode ser derivada

de uma densidade de Lagrangiana da forma

L =
1

2


�
d'

dt

�2

� 1

2

�
d'

dz

�2

� U('); (2.22)

onde

U(') = A1(1� 
os') +
A2

2
(1� 
os 2'): (2.23)

Com isto vemos que: o passo ao limite 
ont��nuo nos permitiu obter uma densidade de Lagran-

giana efetiva em fun�
~ao de um �uni
o 
ampo es
alar real e desta forma mapear o sistema original

(2.1) em um sistema efetivo des
rito pelas rela�
~oes (2.22) e (2.23) que ofere
e a possibilidade de

realizar uma an�alise topol�ogi
a, semelhante a do 
ap��tulo 1 para sistemas unidimensionais. Como

veremos em seguida, �e poss��vel mostrar que as paredes de Blo
h podem ser interpretadas 
omo

solu�
~oes lo
alizadas, ou s�olitons, do sistema efetivo des
rito por (2.22) e (2.23).

Paredes de Blo
h 
omo Solu�
~oes Lo
alizadas do Campo '

Come�
aremos esta an�alise pela situa�
~ao mais simples, ou seja, aquela em que n~ao existe 
ampo

magn�eti
o externo sobre o sistema ferromagn�eti
o. Sendo assim a densidade de Lagrangiana que



Dinâmi
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des
reve o sistema tem a forma

L =
1

2
2

�
d'

dt

�2
� 1

2

�
d'

dz

�2
� A2

2
(1� 
os 2'): (2.24)

Como vimos no 
ap��tulo 1 a densidade de Lagrangiana que gera a equa�
~ao de sine-Gordon (sG)

possui a forma (2.24). Portanto, as solu�
~oes lo
alizadas de 
arga topol�ogi
a Q = �1, j�a obtidas

para a equa�
~ao de movimento de sG, des
rever~ao a parede de Blo
h no 
aso em que o sistema n~ao

�e submetido a 
ampos magn�eti
os externos. Expli
itamente a solu�
~ao lo
alizada tem a forma

'(z) = 2tan�1[exp
p
2A2(z � z0)℄; para A1 = 0 (2.25)

Por outro lado se 
onsideramos o 
aso em que sobre o sistema �e apli
ado um 
ampo magn�eti
o


onstante e ao mesmo tempo a anisotropia �e nula, o sistema ser�a des
rito pela densidade de La-

grangiana

L =
1

2


�
d'

dt

�2
� 1

2

�
d'

dz

�2
� A2

2
(1� 
os 2'); (2.26)

que gera solu�
~oes lo
alizadas da forma

'(z) = 4tan�1[exp
p
A1(z � z0)℄; para A2 = 0 (2.27)

As solu�
~oes anteriores (2.25) e (2.27) des
revem as paredes de Blo
h � e 2� respe
tivamente.

De fato, 
al
ulando os limites destas express~oes vemos que os 
omportamentos no in�nito s~ao

'(�1) = 0 e '(+1) = � para o 
aso em que o 
ampo magn�eti
o �e nulo e '(�1) = 0 e

'(+1) = 2� quando a anisotropia �e nula, est~ao em 
orrespondên
ia 
om as 
ara
ter��sti
as (2.3) e

(2.4) respe
tivamente.

Por outro lado no 
aso em que tanto a anisotropia 
omo o 
ampo magn�eti
o s~ao n~ao nulos

tamb�em �e poss��vel en
ontrar solu�
~oes lo
alizadas. Nestes 
asos, a densidade de Lagrangiana que

des
reve o sistema �e dada pela express~ao (2.22), que possui uma solu�
~ao lo
alizada da forma

'(z) = 2 tan�1[

osh �

sinh(z=�)
℄; (2.28)

onde

� = 1=
p
A1 + 2A2; (2.29)


osh � =

s
1 +

2A2

A1
: (2.30)

Tomando os limites z ! �1 na solu�
~ao (2.28) podemos veri�
ar que no in�nito os spins est~ao

orientados na mesma dire�
~ao, o que 
orresponde ao 
aso das paredes de Blo
h 2�.
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�E 
onveniente men
ionar que existe outro tipo de solu�
~ao lo
alizada, diferente do ponto de vista

topol�ogi
o, da equa�
~ao de movimento (2.17), que �e 
onhe
ida 
omo n�u
leo [43℄ e 
orresponde a uma

superposi�
~ao de duas paredes de Blo
h � [44℄.

Como vimos, �e poss��vel interpretar as paredes de Blo
h 
omo solu�
~oes lo
alizadas das equa�
~oes

de movimento 
orrespondentes a uma densidade de lagrangiana efetiva derivada a partir da ha-

miltoniana mi
ros
�opi
a que 
arateriza o sistema ferromagn�eti
o. Na pr�oxima se�
~ao, mostraremos


omo estudar a dinâmi
a das paredes partindo da a�
~ao efetiva que as des
reve.

2.4 Dinâmi
a das Paredes de Blo
h

2.4.1 Introdu�
~ao

Quando se estuda a dinâmi
a quânti
a de um sistema n~ao isolado, uma das vias poss��veis

�e 
onsiderar que o sistema em estudo est�a a
oplado 
om um banho de os
iladores harmôni
os de

fun�
~ao espe
tral 
onhe
ida [8℄. Se pro
edermos desta forma, �e evidente que n~ao estamos interessados

nos detalhes mi
ros
�opi
os da intera�
~ao do sistema 
om o meio, e sim naquelas 
ara
ter��sti
as

essen
iais que permitem re
uperar as equa�
~oes de movimento fenomenol�ogi
as no limite 
l�assi
o

[45℄. Outra das poss��veis vias para o estudo da dinâmi
a quânti
a de um sistema que interage


om um meio, �e o tratamento do ponto de vista mi
ros
�opi
o; por exemplo, o 
�al
ulo do operador

densidade reduzido do sistema, atrav�es da integra�
~ao das vari�aveis que 
ara
terizam o meio. Por�em,

este pro
edimento �e na maioria dos 
asos extremamente 
ompli
ado, tornando imposs��vel a obten�
~ao

de qualquer informa�
~ao �util.

Como solu�
~ao alternativa �a anterior [46℄ podemos tratar a hamiltoniana do sistema 
omo quasi-


l�assi
a, e obter solu�
~oes esta
ion�arias do tipo solitôni
as para as equa�
~oes de movimento. Como

j�a vimos, as solu�
~oes lo
alizadas (s�olitons) viajam sem deformar-se, mas se de alguma forma (via


utua�
~oes quânti
as) estas interagissem 
om o meio, sua dinâmi
a passaria a ser n~ao trivial.

Lembrando a id�eia fundamental exposta no 
ap��tulo 1, partimos do poten
ial envolvido na

lagrangiana do sistema e o expandimos 
omo uma s�erie (fun
ional) at�e segunda ordem em torno

das solu�
~oes lo
alizadas. Assim, 
hegamos ao problema de autovalores e autofun�
~oes que forne
e a

base ne
ess�aria para a quantiza�
~ao da hamiltoniana. A forma em que a quantiza�
~ao �e desenvolvida

requer o uso do m�etodo das 
oordenadas 
oletivas, pois a simetria de transla�
~ao que o sistema

possui, leva �a existên
ia do 
hamado modo de freq�uên
ia zero ou transla
ional.
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Por outro lado vimos que o m�etodo das 
oordenadas 
oletivas, forne
e uma hamiltoniana semi-


l�assi
a, que a
opla o momento do objeto estudado (a parede no nosso 
aso) 
om o momento das

poss��veis 
utua�
~oes quânti
as do sistema (m�agnons). Esta hamiltoniana pode ser posteriormente

quantizada, usando o m�etodo de quantiza�
~ao 
anôni
a, que 
omo vimos pode ser es
rita na forma

forma

H =
1

2D

24P̂ � 1X
m;n=1

Gmnq̂m�̂n

352 + 1

2

1X
n=1

�̂2n + !2nq
2
n; (2.31)

onde

Gmn =

Z +1

�1

��m(x)

�x
�n(x)dx: (2.32)

Como mostraremos no 
ap��tulo 4, quando se estuda a dinâmi
a de objetos des
ritos por uma

hamiltoniana da forma (2.31) �e 
onveniente passar ao formalismo da segunda quantiza�
~ao. Ent~ao,

usando as regras de 
omuta�
~ao bosôni
as e levando em 
onta que Gmn = �Gnm a express~ao para

H se transforma em

H =
1

2D

� bPs � bPm�2 + 1X
n=1

�h!nb
y
nbn; (2.33)

onde

bPm =
1X

n;m=1

�h

2i
Gmn

 s�
!n
!m

�
+

s�
!m
!n

�!
bymbn +

1X
n;m=1

�h

4i
Gmn

 s�
!n
!m

�
�
s�

!m
!n

�!�
bmbn � bymbyn

�
: (2.34)

Nesta express~ao, o 
onjunto de freq�uên
ias !n �e determinado pela equa�
~ao tipo S
hr�odinger das


utua�
~oes do sistema em torno da solu�
~ao solitôni
a 's. Expli
itamente pela equa�
~ao(
� d2

dz2
+ U 00('s)

)
 n(z � z0) = !n n(z � z0); (2.35)

onde U(') �e dado pela rela�
~ao (2.23) e massa da parede (D) �e determinada pela express~ao [17℄

D =
2JS2a


2

Z +1

�1
dzU('s(z)) (2.36)

Por outro lado, �e 
onveniente notar que o segundo termo da direita de (2.34) n~ao 
omuta 
om

o n�umero total de m�agnons bN =
1X
n=1

bynbn; (2.37)

e portanto quebra a 
onserva�
~ao do n�umero total de quasi-part��
ulas. Como estamos interessados

nos pro
essos de baixa freq�uên
ia, ou seja, no setor do espa�
o de Hilbert onde o n�umero total de
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quasi-part�i
ulas se 
onserva, o modelo para o estudo do movimento da parede de Blo
h interagindo


om um reservat�orio de m�agnons reduz-se a

H =
1

2D :

0� bPs � 1X
n;m=1

wmnb
y
mbn

1A2

: +
1




1X
n=1

!nb
y
nbn (2.38)

onde

wmn =
1

2i

"s�
!n
!m

�
+

s�
!m
!n

�#
Gmn (2.39)

Da mesma forma que Gmn, wmn = �wnm, o que impli
a em que o termo de intera�
~ao na

hamiltoniana (2.38) a
ople s�o ex
ita�
~oes 
om diferentes n�umero de o
upa�
~ao. Este 
omportamento

simula o espalhamanto dos m�agnons pelas paredes e a intera�
~ao entre eles pode ser interpretada


omo a simples tro
a de momento. Este fato 
on�rma a id�eia de que a dinâmi
a das paredes de

Blo
h �e n~ao trivial e portanto mere
e um estudo 
om maior detalhe, o que apresentaremos em

seguida.

2.4.2 Mobilidade da Parede de Blo
h

Neste ponto estamos em 
ondi�
~oes de estudar a mobilidade das paredes a partir da hamilto-

niana (2.38). Para isso usaremos apenas as express~oes (que s~ao deduzidas integralmente para o


aso bidimensional no 
ap��tulo 4) que nos permitem 
al
ular o 
oe�
iente de de
aimento de uma

ex
ita�
~ao topol�ogi
a que interage 
om as 
utua�
~oes do meio,


(t) =
�h

2M

Z 1

0

Z 1

0
d!d!0S(!; !0)(! � !0)[n(!)� n(!0)℄ 
os(! � !0)t; (2.40)

onde 
(t) �e a fun�
~ao de de
aimento (o inverso da mobilidade), M �e a massa da ex
ita�
~ao topol�ogi
a

e

n(!) =
1

e��h! � 1
; (2.41)

�e a distribui�
~ao de Bose-Einstein. Na express~ao (2.40) S(!; !0) �e a fun�
~ao de espalhamento, que

pode ser es
rita 
omo

S(!; !0) =
X
mn

jwmnj2Æ(! � 
n)Æ(!
0 � 
m); (2.42)

onde wmn �e determinada pela rela�
~ao (2.39).

Na aproxima�
~ao de tempo longo, 
(t) pode ser es
rito 
omo


(t) �= �
(T )Æ(t) (2.43)
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onde �
(T ) esta determinado por [46℄

�
(T ) =
1

2�Ms

Z 1

0
dE R(E)

�E e�E

(e�E � 1)2
(2.44)

Nesta express~ao R(E) �e o 
oe�
iente de re
ex~ao do poten
ial U 00('s) envolvido na equa�
~ao tipo

S
hr�odinger que des
reve as 
utua�
~oes,(
� d2

dz2
+ U 00('s)

)
 n(z � z0) = !n n(z � z0); (2.45)

sendo o poten
ial U(') da forma

U(') = A1(1� 
os') +
A2

2
(1� 
os 2'): (2.46)

Com os elementos ne
ess�arios, (2.44)-(2.46), podemos dar in��
io ao estudo da mobilidade da parede

de Blo
h. Isto ser�a feito 
ome�
ando pelo 
aso mais simples, ou seja, aquele em que o 
ampo

magn�eti
o que age sobre o sistema �e nulo.

Mobilidade da Parede de Blo
h para o Campo Magn�eti
o Nulo

Nesta situa�
~ao o poten
ial U 00('s) se obt�em substituindo (2.25) em (2.46). Expli
itamente

U 00(z) = �2(1� 2se
h2�z): (2.47)

O espe
tro do poten
ial (2.47) �e 
onhe
ido [47℄, e est�a 
omposto por um estado ligado de energia

zero,

 0 =

r
�

2
se
h(�z); (2.48)

que representa o modo transla
ional da parede do dom��nio, e um 
ont��nuo de estados de espalha-

mento (magnons) dados por

 n(x) =
1p
L

�
kn + i� tanh(�z)

kn + i�

�
eiknz; para k > �; (2.49)

onde

kn =
2n�

L
� Æ(kn)

L
; e Æ(k) = ar
tan

�
2�k

k2 � �2
�
: (2.50)

Como �e 
onhe
ido, o 
oe�
iente de re
ex~ao R para um poten
ial sim�etri
o, pode ser es
rito de

forma geral [48℄ em fun�
~ao dos desvios de fase 
orrespondentes aos estados pares e ��mpares,

R(k) = sin2
�
Æp(k)� Æi(k)

�
; (2.51)
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onde Æp e Æi s~ao os desvios de fase 
orrespondentes aos estados pares e ��mpares respe
tivamente.

Pode ser demonstrado, separando as solu�
~oes pares e ��mpares em (2.49), que os desvios de fase

para o poten
ial (2.47) s~ao iguais entre si,

Æp;i(k) = ar
tan(�=k): (2.52)

Portanto, 
omo o poten
ial U 00(z) n~ao distingue entre estados pares e ��mpares, o 
oe�
iente

de re
ex~ao �e identi
amente nulo e, 
omo 
onseq�uên
ia, a mobilidade da parede de Blo
h � ser�a

in�nita. Neste 
aso parti
ular, a parede se 
omporta 
omo um verdadeiro s�oliton da equa�
~ao de

movimento efetiva obtida para o 
ampo '.

Mobilidade da Parede de Blo
h 2�

No 
aso em que o 
ampo magn�eti
o �e diferente de zero, o 
oe�
iente de re
ex~ao torna-se n~ao

nulo e, 
omo 
onseq�uên
ia, a parede possuir�a uma mobilidade �nita. A equa�
~ao tipo S
hr�odinger

que deveremos resolver neste 
aso se obt�em substituindo (2.28) em (2.46). Expli
itamente(
� d2

dz2
+ V (z)

)
 n(z) = !n n(z); (2.53)

onde V (z) se es
reve 
omo

V (z) =
se
h2(�)

�2

�
tanh(

z

�
+ �) tanh(

z

�
� �)� se
h(

z

�
+ �)se
h(

z

�
� �)

�
+
tanh2(�)

�2

"�
tanh(

z

�
+ �) tanh(

z

�
� �)� se
h(

z

�
+ �)se
h(

z

�
� �)

�2

� se
h2(
z

�
+ �)se
h2(

z

�
� �)

�
sinh(

z

�
+ �) + sinh(

z

�
� �)

�2
#
: (2.54)

Como 
onseq�uên
ia da invariân
ia transla
ional do sistema para qualquer valor das grandezas

� e �, o poten
ial (2.54) possui um estado de energia zero, dado pela express~ao

 0 / se
h(
z

�
+ �) + se
h(

z

�
� �): (2.55)

O estado des
rito por  0 �e simplesmente o modo transla
ional para as paredes de Blo
h 2�. Para

obter expli
itamente o valor da 
onstante de de
aimento (2.44) pre
isamos dos valores dos desvios

de fase para os estados pares e ��mpares do poten
ial (2.54). Infelizmente o 
�al
ulo anal��ti
o para

qualquer par de valores de � e � �e extraordinariamente 
ompli
ado. Portanto, analisaremos em

seguida a situa�
~ao em que o 
ampo magn�eti
o �e maior que a anisotropia, pois neste 
aso �e poss��vel

realizar algumas aproxima�
~oes que simpli�
am os 
�al
ulos.
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2.5 Mobilidade da Parede de Blo
h 2� para Campos Magn�eti
os

Fortes

Esta se�
~ao ser�a dedi
ada ao 
aso parti
ular das paredes de Blo
h 2� quando o 
ampo magn�eti
o

externo �e maior que a anisotropia (� � 1). Por�em, devemos ter sempre em mente que os nossos

resultados s~ao v�alidos para sistemas reais, sempre que o 
ampo magn�eti
o externo n~ao ultrapasse

um 
erto valor 
r��ti
o que torna inst�aveis as paredes de Blo
h.

2.5.1 Desvios de Fase

A equa�
~ao de Shr�odinger (2.53) para 
ampos magn�eti
os fortes pode ser es
rita 
omo(
� d2

dz2
+ V (z)

)
 n(z) = �2n n(z); onde �2n = k2n �

1

�2
� �2

�2
: (2.56)

O poten
ial V (z) �e agora a soma de duas 
ontribui�
~oes. A primeira, que 
hamaremos de V0(z),


orresponde �a parte n~ao re
etora analisada para 
ampos magn�eti
os nulos, e uma segunda, V1(z),

introduzida 
omo uma perturba�
~ao proveniente da presen�
a do 
ampo magn�eti
o externo. Expli-


itamente

V (z) = V0(z) +

�
�

�

�2

V1(z); (2.57)

onde

V0(z) = �2se
h2
�
z

�

�
(2.58)

e

V1(z) = 1� 8 tanh2
�
z

�

�
se
h2

�
z

�

�
: (2.59)

Para 
al
ular expli
itamente os desvios de fase, que denotaremos por �p;i dependendo da pa-

ridade dos estados, usaremos a vers~ao unidimensional da teoria de Fredholm [49℄. As rela�
~oes

prin
ipais que permitem este 
�al
ulo s~ao

�Ae;o(E) 
ot(�e;o) = 1 + P
Z 1

0
dE

Ae;o(E0)

E �E0
; (2.60)

onde �p;i s~ao os desvios de fase originados das duas 
ontribui�
~oes presentes em (2.57). Por outro

lado, as fun�
~oes espe
trais Ap;i(E) podem ser es
ritas em termos de uma s�erie (ver [49℄ para mais

detalhes) que at�e segunda ordem tem a forma:

A(E) = �hEjV (z)jEi + P
Z 1

0

dE1

E �E1

�������
hEjV (z)jEi hEjV (z)jE1i
hE1jV (z)jEi hE1jV (z)jE1i

�������+ � � � (2.61)
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onde P representa o valor prin
ipal de Cau
hy.

Apesar de n~ao poder 
al
ular analiti
amente a express~ao (2.61) at�e qualquer ordem, podemos,

fazendo uso da express~ao (2.52), es
rever uma express~ao para os desvios de fase at�e segunda ordem

em � da forma

tan�p;i =
�

k
+ �2

�Ap;i
1

1 + 2Bp;i
0

; (2.62)

onde

A1 = �hEjV1(z)jEi; (2.63)

e

Bp;i
0 = P

Z 1

�1

Ap;i
0 (k0)k0dk0

k2 � k02
; A0 = �hEjV0(z)jEi: (2.64)

Usando uma base 
onveniente, as express~oes anteriores (2.63) e (2.64) podem ser 
al
uladas

sem di�
uldade (ver apêndi
e B). Expli
itamente

Ae;o
0 (k) =

2M

�h2

�
1

�k�
� 1

sinh(�k�)

�
; (2.65)

Ae;o
1 (k) =

8�2M

�h2

"
1

�k�
� (2k2 � ��2)

�2

sinh(�k�)

#
; (2.66)

Be;o = �4M

�h2

1X
n=1

(�1)n+1 n

(k�)2 + n2
: (2.67)

Substituindo (2.66) e (2.67) em (2.62), podemos es
rever uma express~ao �nal para os desvios

de fase �p;i at�e segunda ordem em �

tan�p;i(k) =
1

k�
+

8�M�h�2�2

1� 8M�h�2
P1

n=1(�1)n+1 n
(k�)2+n2

"
1

3k��
� 2k2�2 � 1

3 sinh(k��)

#
: (2.68)

Uma an�alise da express~ao anterior (2.68) revela que a presen�
a do 
ampo magn�eti
o afeta pou
o

o valor dos desvios de fase para os estados pares �p(k) (
om respeito ao valor quando B = 0), por�em

o 
omportamento �i(k) muda drasti
amente. Na Figura 2.3 apare
e o 
omportamento do desvio de

fase para os estados pares em fun�
~ao de k para diferentes valores da perturba�
~ao �. Como pode-se

observar n~ao existem grandes varia�
~oes entre as diferentes rela�
~oes anisotropia/
ampo. Isto nos leva

a 
on
luir que o surgimento de uma 
onstante de de
aimento diferente de zero est�a intimamente

rela
ionada 
om o 
omportamento do desvio de fase dos estados ��mpares.

De fato, ao 
al
ular os limites k ! 0 e k ! 1 da express~ao (2.68) para os estados ��mpares

vemos que

lim
k!0

h
tan�i(k)

i
=

�

2
; lim

k!1

h
tan�i(k)

i
= 0: (2.69)
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Figura 2.4: O desvio de fase para os estados pares em tr^es situa�
~oes diferentes. A linha 
ont��nua


orresponde ao 
aso em que � = 0:14, a linha pontilhada e a des
ont��nua aos 
asos em que � = 0:31

e � = 0:50 respe
tivamente.

Logo, o 
omportamento no in�nito �e o 
orreto pois para energia su�
ientemente altas os desvios

de fase deven ser sempre nulos. Por�em o valor de tan�i(k) em k = 0 deve ser ajustado es
olhendo

o ramo 
orreto da fun�
~ao ar
tan. Isto porque a express~ao anterior (2.68) para os estados ��mpares

apresenta uma des
ontinuidade. Ent~ao, ao es
olhermos o ramo 
orreto da fun�
~ao ar
tan, de forma

tal que o desvio de fase seja uma fun�
~ao 
ont��nua para todo k, o valor de tan�i(k) em k = 0 ser�a

3�=2. Este resultado est�a em 
ontradi�
~ao 
om o que se espera da vers~ao unidimensional do teorema

de Levinson [50℄ para poten
iais sim�etri
os. Este teorema estable
e que:

�p(k = 0) = �(np � 1
2
);

�i(k = 0) = �ni; (2.70)

onde np e ni s~ao o n�umero de estados ligados pares e ��mpares respe
tivamente. Por outro lado

Kivshar et al. [51℄ demonstraram, estudando os modos de pequena amplitude em torno das solu�
~oes

lo
alizadas da equa�
~ao de sine-Gordon dupla, que este sistema sempre apresenta um segundo estado

ligado ��mpar. Este resultado forne
e o valor 
orreto do desvio de fase para os estados ��mpares em

k = 0, ou seja, de a
ordo 
om (2.70), �i(k = 0) dever�a ser igual a �. Obviamente a impossibilidade

de prossegir analiti
amente al�em da segunda ordem em � no 
�al
ulo de �i(k) �e a 
ausa deste

resultado in
orreto.
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Figura 2.5: Desvio de fase para os estados ��mpares em fun�
~ao do momento. A linha 
ont��nua


orresponde ao 
aso em que � = 0:14, as linhas pontilhadas e des
ont��nuas 
orrespondem aos 
asos

em que � = 0:31 e � = 0:50 respe
tivamente.
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Figura 2.6: O desvio de fase pare e ��mpar para o 
aso em que � = 0:14.
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Figura 2.7: Coe�
iente de re
ex~ao em fun�
~ao do momentum. A linha 
ont��nua 
orresponde ao 
aso

� = 0:14, a linha pontilhada ao 
aso � = 0:31 e a linha des
ont��nua ao 
aso em que � = 0:50.

Para obter o 
omportamento adequado dos desvios de fase dos estados ��mpares implementamos

um 
�al
ulo n�umeri
o 
apaz de resolver a equa�
~ao tipo S
hr�odinger (2.56). Como pode ser observado

na Figura 2.5, os resultados num�eri
os est~ao de a
ordo 
om a an�alise feita anteriormente usando o

teorema de Levinson e 
om as previs~oes de [51℄. Por outro lado, 
omo vemos na Figura 2.6, para

valores de � su�
ientemente pequenos os desvios de fase ��mpares se aproximam dos valores pares,

em 
on
ord^an
ia 
om o valor nulo do 
oe�
iente de re
ex~ao do poten
ial resultante no problema.

Depois desta an�alise podemos 
on
luir que o espe
tro do poten
ial (2.57) esta 
omposto por:

i) a solu�
~ao  0 (2.55) 
orrespondente ao modo transla
ional (o modo de Goldstone), ii) um modo

interno que apare
e quando o sistema �e perturbado 
om o 
ampo magn�eti
o e iii) estados 
ont��nuos

de espalhamento  k 
orrespodentes aos m�agnons ferromagn�eti
os.

2.5.2 O Coe�
iente de De
aimento

Para obter o valor do 
oe�
iente de de
aimento em fun�
~ao da temperatura do sistema, devemos


al
ular expli
itamente o 
oe�
iente de re
ex~ao R(k). Isto pode ser feito substituindo os valores

dos desvios de fase pares e ��mpares, 
al
ulados numeri
amente, na express~ao geral

R(k) = sin2(�p(k)��i(k)): (2.71)

Na Figura 2.7 apare
e o 
oe�
iente de re
ex~ao em fun�
~ao de k para diferentes valores da
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Figura 2.8: Coe�
iente de de
aimento em fun�
~ao da temperatura para diferentes valores de �. A

linha 
ont��nua 
orresponde ao 
aso em que � = 0:14, a linha des
ont��nua e pontilhada aos 
asos em

que � = 0:31 e � = 0:50 respe
tivamente

rela�
~ao anisotropia/
ampo magn�eti
o �. Como pode ser visto, a 
ontribui�
~ao fundamental para o


oe�
iente de re
ex~ao prov�em dos estados 
om mais baixa energia, o que era esperado em fun�
~ao do

bom 
omportamento dos poten
iais (2.58) e (2.59) envolvidos na equa�
~ao de S
hr�odinger estudada.

Antes de passar a integrar a express~ao (2.44) para obter o 
oe�
iente de de
aimento, �e 
on-

veniente desta
ar que o segundo estado ligado do poten
ial (2.57) n~ao �e levado em 
onta. Isto

porque no 
�al
ulo dos elementos de matriz (2.42) somente s~ao 
onsiderados termos el�asti
os (ver

por exemplo [40℄, [41℄, [46℄ ou [52℄).

Es
lare
ido este ponto, podemos substituir o valor do 
oe�
iente de relex~ao em (2.44). O

resultado da depend^en
ia do 
oe�
iente de de
aimento 
om a temperatura apare
e na Figura 2.8.

Como se observa, o de
aimento �e linear para temperaturas su�
ientemente altas, resultado que

pode ser obtido diretamente da express~ao (2.44). De fato, para temperaturas su�
ientemente altas

a 
onstante de de
aimento pode ser es
rita 
omo

�
(T ) ' 1

2�Ms�
Z 1

0

dE
R(E)

E

/ T (2.72)

que �e linear 
om T , independentemente da forma expl��
ita da fun�
~ao R(k).

Por outro lado, para temperaturas baixas a express~ao geral (2.44), pode ser aproximada da
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forma

�
(T ) ' 1

2�Ms

Z 1
0

dE R(E)�Ee��E : (2.73)

Como o 
omportamento 
orreto do 
oe�
iente de re
ex~ao foi obtido numeri
amente, n~ao pos-

suimos uma express~ao anal��ti
a para o 
oe�
iente de de
aimento. Por�em, 
omo pode ser observado

na Figura 2.8, para temperaturas su�
ientemente baixas o 
oe�
iente de de
aimento se anula ex-

ponen
ialmente devido a presen�
a do gap introduzido pelo 
ampo magn�eti
o. �A medida que a

temperatura aumenta o 
oe�
iente de de
aimento aumenta seguindo uma lei de potên
ias at�e que

�nalmente torna-se linear. Devemos ressaltar tamb�em que, quando a rela�
~ao anisotropia/
ampo

magn�eti
o se anula, re
upera-se o 
ara
ter n~ao re
etivo do poten
ial gerado pelas 
utua�
~oes do

sistema em torno da solu�
~ao solitôni
a e a mobilidade da parede torna-se in�nita.

2.6 Con
lus~oes

Como vimos neste 
ap��tulo o limite 
ont��nuo para tratar o sistema ferromagn�eti
o unidimensio-

nal totalmente anisotr�opi
o, nos permite des
rever as paredes de Blo
h 
omo solu�
~oes lo
alizadas

de uma teoria de 
ampos efetiva. A vantagem deste pro
edimento baseia-se no fato que o uso do

m�etodo das 
oordenadas 
oletivas permite reformular o problema em termos de uma hamiltoniana

que leva em 
onta as 
olis~oes entre as paredes de Blo
h e os m�agnons.

Ao mesmo tempo, o m�etodo sistem�ati
o utilizado para o 
�al
ulo da mobilidade pode ser usado

tamb�em para estudar o 
aso em que o 
ampo magn�eti
o externo �e fra
o. Vale desta
ar que para

sistema reais devemos sempre levar em 
onta que o limite para a intensidade do 
ampo externo n~ao

deve ultrapassar o valor que torna inst�aveis as paredes de Blo
h.

Para 
omplementar o nosso estudo seria ne
ess�ario realizar uma experiên
ia sens��vel ao 
oe�-


iente de de
aimento que possuem as paredes de Blo
h. Como se sabe, foram feitas experiên
ias

em que ao serem submetidas a um 
ampo magn�eti
o externo vari�avel 
om o tempo, as paredes de

Blo
h exe
utam um movimento os
ilat�orio. Se de alguma forma pud�essemos medir a freq�uên
ia de

os
ila�
~ao destas paredes, ter��amos a
esso direto ao valor do 
oe�
iente de de
aimento e portanto

poder��amos avaliar a relevân
ia experimental do estudo aqui apresentado.

Por outro lado, as paredes de Blo
h n~ao s~ao as �uni
as ex
ita�
~oes topol�ogi
as que apare
em nos

sistemas magn�eti
os. Como veremos adiante, as ex
ita�
~oes 
arregadas de menor energia no g�as de

el�etrons em duas dimens~oes s~ao solu�
~oes lo
alizadas no espa�
o de spin. A introduzir este tipo de

ex
ita�
~ao e suas propriedades fundamentais ser�a dedi
ado o pr�oximo 
ap��tulo.
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Este 
ap��tulo ser�a dedi
ado a apresentar um tipo parti
ular de ex
ita�
~ao topol�ogi
a bidimensio-

nal que apare
e no espa�
o de spins 
onhe
ida 
omo \quntum Hall skyrmion". Na primeira parte do


ap��tulo mostraremos a forma em que �e poss��vel dete
tar estas ex
ita�
~oes utilizando a t�e
ni
a de

ressonân
ia nu
lear magn�eti
a. Logo em seguida, apresentaremos a forma em que podem ser des-


ritos estes s�olitons bidimensionais do ponto de vista te�ori
o. Como n~ao existe obten�
~ao rigorosa

da a�
~ao que 
ara
teriza este tipo de ex
ita�
~ao, a mesma ser�a apresentada explorando a analogia


om o 
aso da rede bidimensional de spins. Por �ultimo, obteremos o tamanho e a energia desta

ex
ita�
~ao topol�ogi
a.

3.1 Introdu�
~ao

As t�e
ni
as atuais de 
res
imento de materiais (Mole
ular Beam Epitaxy (MBE) e Metalorgani


Chemi
al Vapor Deposition (MOCVD)) permitem obter sistemas de 
amadas m�ultiplas de alta

pureza. Dependendo do tipo de substân
ias pre
ursoras usadas no pro
esso de 
res
imento e da

disposi�
~ao das 
amadas, �e poss��vel fabri
ar heteroestruturas 
apazes de manter 
on�nado, em

uma regi~ao do espa�
o, um g�as de el�etrons bidimensional (2DEG). Geralmente nestes sistemas

as impurezas repons�aveis pela forma�
~ao do g�as de el�etrons a
ham-se espa
ialmente separadas do

mesmo, pelo que o 2DEG apresenta um movimento planar quase livre [53℄.

Em 1980 von Klitzing mostrou que se o sistema anterior �e sumetido a baixa temperatura

(T � 4K) e 
ampo magn�eti
o intenso (1T �B� 30T ), a 
ondutân
ia Hall do 2DEG �e igual a um

m�ultiplo inteiro do quantum de 
ondutân
ia ( e
2

h = (25812:807
)�1) [54℄. Este fenômeno �e hoje

56
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onhe
ido 
omo Efeito Hall Quânti
o Inteiro (IQHE).

Posteriormente, em 1982, Tsui, St�ormer e Gossard [55℄, obtiveram em amostras 
om menor

n�umero de impurezas e a mais baixas temperaturas, uma 
ondutân
ia igual a uma fra�
~ao ra
ional

da 
ondutân
ia quânti
a; efeito que 
onhe
emos 
omo Hall Quânti
o Fra
ion�ario (FQHE).

Os efeitos anteriores originaram uma longa s�erie de trabalhos te�ori
os e experimentais (ver

por exemplo The Quantum Hall E�e
t [56℄), nos quais usualmente distinguia-se o IQFE 
omo

aquele que para um 
erto preen
himento � dos n��veis de Landau, o gap no espe
tro das quasi-

part��
ulas �e 
onseq�uên
ia do gap que surge no espe
tro de part��
ulas independentes; no entanto,

quando a origem do gap �e atribu��da �a intera�
~ao el�etron-el�etron, se diz que o sistema exibe FQHE.

Por�em, existem algumas ex
e�
~oes em que a 
lassi�
a�
~ao anterior est�a longe de ser 
on�rmada

experimentalmente [57℄, para � ��mpar por exemplo. Estas dis
repân
ias levaram �a realiza�
~ao de

um estudo detalhado do papel da intera�
~ao el�etron-el�etron quando � �e um inteiro. Em alguns dos

trabalhos desenvolvidos nesse sentido1 pro
urou-se realizar um tratamento uni�
ado dos efeitos

Hall quânti
o inteiro e fra
ion�ario, abandonando-se o modelo de part��
ulas n~ao interagentes, que �e

usado para expli
ar o IQHE.

As tentativas de uni�
ar as teorias existentes 
ulminaram 
om a proposta de uma transforma�
~ao

unit�aria que rela
iona as propriedades do 2DEG 
om as propriedades de um g�as bosôni
o bidimen-

sional que interage 
om um 
ampo de gauge 
utuante do tipo Chern-Simon [58℄. Esta vers~ao

bosonizada n~ao s�o permitiu o tratamento uni�
ado dos efeitos Hall quânti
o e de outros fenômenos


onhe
idos que surgem no 2DEG, 
omo tamb�em a 
onje
tura de outro novo efeito quando a energia

de tro
a �e a dominante no problema.

A 
onje
tura anterior manifesta-se, no 
aso em que a energia de Fermi se a
ha dentro do gap que

se abre entre dois n��veis de Landau, ao levar-se em 
onta a intera�
~ao de Zeeman. Esta intera�
~ao tem

asso
iada uma energia EZ � 0:3meV , menor que as energias t��pi
as de Coulomb (EC � 13:7meV )

e 
i
lotrôni
a (�h! � 16:8meV )2, permitindo que a 
orrela�
~ao entre os el�etrons leve �a existên
ia de

estados 
oletivos de mais baixa energia que o estado 
ompletamente polarizado. Ou seja, quando

a intera�
~ao do spin eletrôni
o 
om o 
ampo externo �e levada em 
onta, a 
ria�
~ao (destrui�
~ao) de

um el�etron 
om spin oposto (igual) ao dos demais el�etrons polarizados n~ao produz a 
on�gura�
~ao


orrespondente �a ex
ita�
~ao de mais baixa energia do sistema. Forma-se, assim, uma 
on�gura�
~ao

n~ao uniforme de spins 
entrada em torno da quasi-part��
ula (quasi-bura
o), o \Quantum Hall

1ver The Quantum Hall E�e
t e as referên
ias nele 
itadas.
2Neste 
aso part��
ular B = 10T , g� = �0:44 e m� = 0:07me
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Skyrmion"(QHS), tamb�em 
onhe
ido 
omo \Charged Spin Texture"(CST).

Os skyrmions foram introduzidos por T.H.R. Skyrme [59℄ em 1958 
omo uma forma de repre-

sentar o n�u
leon (f�ermion) 
omo um s�oliton topol�ogi
o de um 
ampo piôni
o (bosôni
o). Portanto,

em uma teoria de 
ampos n~ao linear, os skyrmions n~ao s~ao mais que s�olitons 
om spin e estat��sti
a

diferentes dos 
ampos que os suportam. At�e os anos 90 o maior interesse no estudo destas ex
i-

ta�
~oes topol�ogi
as provinha das �areas da f��si
a nu
lear e de part��
ulas. Por�em, em 1993, Sondhi,

Karlhedee e Kivelson [12℄ predisseram a existên
ia de ex
ita�
~oes do tipo skyrmion no sistema de

Hall quando o fator de preen
himento dos n��veis de Landau �e ligeramente diferente de 1.

Nos �ultimos quatro anos as pesquisas te�ori
as envolvendo QHS 
res
eram 
onsideravelmente.

Por exemplo, estudos referentes �a estat��sti
a dos QHS foram reportados por v�arios autores [60℄

[61℄ [62℄. Um m�etodo varia
ional do tipo Hartree-Fo
k foi usado para 
al
ular de forma pre
isa a

energia, tamanho e spin destas ex
ita�
~oes [63℄. Trabalhos estudando a dinâmi
a do QHS ligado a

uma impureza [64℄ e a depênden
ia da mobilidade 
om a temperatura [15℄ foram reportados. Por

outro lado foram desenvolvidas: uma formula�
~ao de teoria do 
ampos para lidar 
om o problema

de muitos skyrmions a baixas temperaturas [65℄, 
�al
ulos num�eri
os em torno de � = 1 [66℄ [67℄ e

um estudo da possibilidade de existên
ia dos QHS para preen
himento fra
ion�ario (� = 1=3) dos

n��veis de Landau [68℄.

Paralelamente �as primeiras pesquisas te�ori
as apare
eram trabalhos experimentais que 
on�r-

mam a presen�
a dos skyrmions no sistema de Hall. Em seguida apresentaremos a forma em que

estas ex
ita�
~oes podem ser dete
tadas.

3.2 Dete
�
~ao Experimental dos QHS

3.2.1 Sinal de NMR de um Po�
o Quânti
o

A dete
�
~ao experimental dos QHS, apesar de n~ao trivial, pode ser feita atrav�es da t�e
ni
a de

ressonân
ia magn�eti
a nu
lear (NMR). Nestas experiên
ias a amplitude do sinal de radiofreq�uên
ia

medida �e propor
ional ao n�umero de n�u
leos N e �a sua polariza�
~ao m�edia PN � hJzi. Usualmente

PN �e muito pequena ( 10�4 � 10�5 , para B = 10T e T=100K), tornando-se ne
ess�arios valores de

N entre 1017 e 1020 para podermos dete
tar o sinal induzido. Infelizmente, os valores de N para

sistemas de baixa dimensionalidade (2DEG por exemplo) n~ao 
hegam a ser dessa ordem, tornando

o m�etodo inapli
�avel.
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Figura 3.1: Sinal de NMR vs freq�uên
ia para um po�
o quânti
o de GaAs.

Uma solu�
~ao poss��vel para driblar a limita�
~ao anterior 
onsiste em aumentar o valor de PN ,

pois, para valores pr�oximos de 1 (spins fortemente polarizados) pre
isa-se s�o de valores de N entre

1012 e 1015. A id�eia anterior 
onstitui a base da t�e
ni
a 
onhe
ida 
omo OPNMR3, e permitiu

in
rementar os sinais de NMR dos po�
os quânti
os, onde se formam os 2DEG, em mais de duas

ordens de grandeza, possibilitando a medi�
~ao direta do sinal de radiofreq�uên
ia proveniente dos

mesmos.

Para o bombeamento �opti
o nas experiên
ias OPNMR usa-se luz laser polarizada no infra-

vermelho pr�oximo. A ilumina�
~ao de um po�
o quânti
o, usando esta fonte de luz, produz transi�
~oes

eletrôni
as interbandas, 
riando el�etrons na banda de 
ondu�
~ao e bura
os na banda de valên
ia


om spins longe do equil��brio. Estes, por sua vez, polarizam os spins dos n�u
leos de 71Ga via

a
oplamento hiper�no n�u
leo-el�etron. O anterior se traduz em um in
remento do sinal de NMR,

possibilitando a dete
�
~ao direta da radiofreq�uên
ia de ressonân
ia e do tempo de relaxa�
~ao spin-rede

(T1) dos n�u
leos de
71Ga que se a
ham nos po�
os.

A id�eia anterior foi usada num sistema 
omposto por 40 po�
os quânti
os 
res
idos por Mole
ular

Beam Epitaxy (MBE) [74℄. A heteroestrutura �e 
omposta por 
amadas de GaAs de 300�A separadas

3Do inglês Opti
ally Pumped Nu
lear Magneti
 Resonan
e
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por barreiras de Al0:1Ga0:9As de 1800�A de espessura, 
res
idas num substrato deGaAs orientado na

dire�
~ao (001). O 
entro de 
ada barreira foi dopado 
om �atomos de Si de forma tal que a densidade

de portadores nos po�
os �e (1.41�0.14)�1011
m�2 e a mobilidade dos mesmos �e de 1:44 �106 
m2/Vs.

Para a ex
ita�
~ao �opti
a usou-se um laser de modo 
ont��nuo Ti:sapphire bombeado por outro de

Ar+. A luz emitida foi polarizada em mais do que 95% para 
omprimentos de onda entre 735 e

850 nm.

O pro
esso de medi�
~ao do sinal de OPNMR, realizou-se usando a seguinte sequên
ia: SAT �
�L � �D �DET , onde SAT representa um 
onjunto de 20 pulsos �=2 separados por 1ms, 
om a

�nalidade de destruir qualquer polariza�
~ao que possua o is�otopo de interesse no estudo (71Ga em

nosso 
aso). Em seguida, se faz in
idir luz de laser polarizada sobre a amostra durante um per��odo

�L, e, depois de um tempo de espera �D, apli
a-se um pulso �=2 e 
ome�
a-se a fazer a medida do

sinal de NMR. Este per��odo �e 
hamado DET .

Na Figura 3.1 [74℄, mostram-se v�arios espe
tros de NMR do is�otopo de 71Ga gerados pelo po�
o

quânti
o m�ultiplo, des
rito previamente, a uma temperatura de 5:1K. Usou-se uma luz de laser

polarizada 
ir
ularmente para a direita (+�) de 
omprimento de onda igual a 815nm e de uma

potên
ia de 120mW=
m2.

As medidas foram realizadas submetendo a amostra a três 
ondi�
~oes radi
almente diferentes.

(
) �L = 0, �D = 5400s, ou seja, sem ilumina�
~ao e 
om um tempo longo de dete
�
~ao. Neste


aso �e poss��vel atribuir o sinal a todos os is�otopos de 71Ga presentes no sistema; N � 2:7 � 1018

e PN � 0:0011, pois T1; para os n�u
leos nas barreiras, �e aproximadamente 2500s. (b) �L = 0,

�D = 31s, o que signi�
a n~ao ilumina�
~ao e tempos de dete
�
~ao muito 
urtos. Desta vez nenhum

sinal �e dete
tado devido ao alto valor de T1 nas barreiras e aos baixos valores de PN e 
on
entra�
~ao

nos po�
os. (a) �L = 30s, �D = 1s, neste 
aso a amostra �e iluminada durante 30s, e, sabendo que

�D � T1 nas barreiras, o sinal que apare
e deve ser atribu��do aos n�u
leos que se a
ham nos po�
os.

Sabendo que a 
on
entra�
~ao de is�otopos de 71Ga nestes po�
os �e muito baixa, s�o justi�
a-se este

resultado por um aumento no valor de PN 
ausado pela ilumina�
~ao 
om luz polarizada.

A experiên
ia anterior sugere, ent~ao, que a t�e
ni
a de OPNMR possa ser usada para investigar as

propriedades do 2DEG que apare
em nestas heteroestruturas, a partir das mudan�
as nas freq�uên
ias

de ressonân
ia dos n�u
leos que se a
ham nas barreiras (na ausên
ia de polariza�
~ao eletrôni
a), 
om

respeito �aqueles que se a
ham nos po�
os, onde o 2DEG est�a polarizado de alguma forma. O

fenômeno anterior �e similar �aquele em que os n�u
leos do elemento estudado, ao mudar de um
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Figura 3.2: Sinal de NMR vs freq�uên
ia de um po�
o quânti
o de GaAs para diferentes tempos de

bombeamento �opti
o.

meio paramagn�eti
o para um meio diamagn�eti
o, experimentam uma varia�
~ao da freq�uên
ia de

ressonân
ia, este fenômeno �e 
onhe
ido 
omo Knight Shift (ver Apêndi
e C).

3.2.2 Dete
�
~ao dos QHS usando OPNMR

A primeira evidên
ia experimental sobre a forma�
~ao do QHS no 2DEG [74℄, foi en
ontrada

usando-se a t�e
ni
a de OPNMR exposta anteriormente. O estudo do 2DEG realiza-se via a an�alise

do sinal de NMR que prov�em dos n�u
leos de 71Ga quando o sistema �e iluminado 
om luz polarizada

para valores do fator de preen
himento dos n��veis de Landau � = 1� ", 
om "! 0.

A amostra usada no estudo que ser�a des
rito em seguida [76℄, possui as mesmas 
ara
ter��sti
as

daquela em que se obtiveram pela primeira vez sinais de NMR provenientes de po�
os quânti
os [74℄.

As medidas foram feitas seguindo uma seq�uên
ia SAT � �L� �D �DET , 
om uma polariza�
~ao da

luz laser +� e 
omprimento de onda e potên
ia iguais a 806nm e 10� 300mW=
m2.

Como no 
aso anterior [74℄, os el�etrons ejetados da banda de 
ondu�
~ao possuem spins polarizados

fora do equil��brio, que atrav�es da intera�
~ao hiper�na polarizam os n�u
leos. O sistema eletrôni
o

equilibra-se rapidamente j�a no in��
io de �D, mas a polariza�
~ao nu
lear persiste at�e o 
ome�
o do

per��odo de dete
�
~ao DET .
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Figura 3.3: A
ima, Knight shift vs ângulo formado entre o vetor normal a amostra e o 
ampo

magn�eti
o externo. Embaixo, Knight shift vs fator de preen
himento dos n��veis de Landau.

Na Figura 3.2 mostra-se o espe
tro do is�otopo 71Ga em fun�
~ao de �L para valores de �D = 1s,

� = 1, B = 7:05T e T = 1:55K: Para �xar um valor de �, desviou-se a amostra de um ângulo � na

dire�
~ao de 
res
imento (z) 
om respeito �a dire�
~ao do 
ampo magn�eti
o. A rela�
~ao entre estas duas

grandezas �e dada pela express~ao � = nh

eB 
os(�) , sendo � = 0 neste 
aso.

Seguindo a mesma linha de ra
io
��nio que no 
aso anterior, a ressonân
ia para �L = 5s �e

atribu��da aos is�otopos de 71Ga que se a
ham nos po�
os. �A medida que o tempo de ilumina�
~ao

aumenta, a polariza�
~ao se difunde na dire�
~ao das barreiras via intera�
~ao nu
lear spin-spin, dando

origem aos novos pi
os de ressonân
ia que apare
em nas 
urvas para �L = 200s e �L = 480s. Sendo

a polariza�
~ao dos n�u
leos PN diretamente propor
ional �a magnetiza�
~ao dos el�etrons, a mudan�
a

nas transi�
~oes tipo spin-
ip dos �atomos que se a
ham nos po�
os (em rela�
~ao �aqueles que se a
ham

nas barreiras) pode ser atribu��da �a presen�
a dos 2DEGs que se formam nos po�
os.

Atrav�es de medidas deste tipo, podemos obter o Knight Shift Ks(�; T ) a partir da diferen�
a de

freq�uên
ia entre as duas ressonân
ias poss��veis, ou seja, para os �atomos dentro e fora dos po�
os

quânti
os. Do ponto de vista te�ori
o, o valor de KS pode ser 
al
ulado a partir de:

KS = AZZ hSZ(�; T )i ; (3.1)

para o 
aso em que Bk Z e onde AZZ �e a 
onstante de a
oplamento hiper�na para n�u
leos que se



\Quantum Hall Skyrmions" 63

a
ham no 
entro dos po�
os. A hamiltoniana de a
oplamento tem a forma

H =
X
�;�

hA��I�S�; (3.2)

onde �; � = x; y; z:

A Figura 3.3 mostra a dependên
ia de KS 
om o ângulo � que se forma entre o vetor que

aponta na dire�
~ao de 
res
imento da amostra e o 
ampo magn�eti
o. As medidas foram feitas para

B = 7:05 e 9:39T para uma temperatura de T = 1:55K. O valor m�aximo de KS para B = 7:05T

se al
an�
a aproximadamente no valor � = 28:5o, o que 
orresponde ao 
aso � = 1: A partir dessa

rela�
~ao �e poss��vel inferir a densidade de el�etrons nos po�
os, n = 1:50� 1011
m�2, e ainda es
rever

o fator de preen
himento em fun�
~ao de �.

Por outro lado, a Figura 3.3 tamb�em mostra a dependên
ia do KS 
om �. A similaridade entre

as duas 
urvas sugere a existên
ia de isotropia na 
onstante de a
oplamento hiper�no, ou seja,

AZZ = A. Este �ultimo fato impli
a ent~ao que a medida do Knight shift re
ete diretamente o valor

da polariza�
~ao eletrôni
a, KS � A hSZ(�(�))i.
Quando o n��vel de Landau (LL) mais baixo est�a 
ompletamente 
heio 
om os el�etrons 
om-

pletamente polarizados e a intensidade do 
ampo magn�eti
o �e reduzida, � ! � + " de forma tal

que se produz a remo�
~ao de um estado de part��
ula independente. Como 
onseq�uên
ia imediata, S

el�etrons s~ao for�
ados a o
upar o LL seguinte , provo
ando a diminui�
~ao da polariza�
~ao do sistema.

De forma similar, 
om o aumento da intensidade do 
ampo (� ! � � "), adi
iona-se um estado de

part��
ula independente vazio a 
ada LL, for�
ando o surgimento de A bura
os no n��vel de Landau

mais baixo. Este �ultimo pro
esso tamb�em reduz a polariza�
~ao total do sistema, 
ontrariamente ao

que a
onte
e para o sistema 
omposto por el�etrons n~ao interagentes.

A id�eia anterior pode ser usada para es
rever KS(�) em fun�
~ao dos valores de A e S 
omo:

KS(�) =
A

2

�
�(1� �)

�
2

�
(1�A)� (1� 2A)

�
+�(� � 1)

�
2S

�
+ (1� 2S)

��
(3.3)

onde �(x) �e a fun�
~ao de Heaviside. Note que para � = 1, KS = A , o que est�a rela
ionado

diretamente 
om o valor m�aximo que pode tomar a polariza�
~ao.

A Figura 3.4 mostra dois �ttings diferentes das 
urvas de KS(�); para B = 7:05T e T = 1:55K.

Neste 
aso o valor m�aximo do Knight shift (que 
orresponde ao 
aso de m�axima polariza�
~ao)

�e tomado 
omo 44kHz. A linha s�olida 
orresponde ao 
aso parti
ular em que existe simetria

el�etron-bura
o A=S=1 (situa�
~ao que reproduz o 
aso de el�etrons n~ao interagentes) e que n~ao


orresponde ao resultado experimental. Por�em, a 
urva des
ont��nua reproduz aproximadamente os
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Figura 3.4: Knight shift vs �. Os 
��r
ulos 
orrespondem aos dados experimentais. As linhas


ont��nua e des
ont��nua 
orrespondem aos 
asos em que A = S e A 6= S respe
tivamente.

dados 
oletados nas experiên
ias para valores A=S=3.6. Este �ultimo, unido ao fato de que KS (ou

a magnetiza�
~ao eletrôni
a) muda abruptamente 
om varia�
~oes insigni�
antes de �, sugere que as

ex
ita�
~oes 
arregadas do estado fundamental � = 1 n~ao sejam mais simples pares el�etron-bura
o,

mas sim, quasi-part��
ulas de spin maior que 1
2 .

Na Figura 3.5 apare
e a dependên
ia do inverso do tempo de relaxa�
~ao em fun�
~ao de �. Vemos

que o valor m��nimo se al
an�
a para � = 1 e que qualquer mudan�
a em torno deste valor leva a um

in
remento do mesmo. Sabendo que T1 �e inversamente propor
ional ao n�umero de estados ex
itados

de mais baixa energia, 
om spin oposto ao estado fundamental (spin 
ipped state), podemos inferir

que, quando o fator de preen
himento muda em torno de 1, formam-se estados deste tipo, j�a que

uma das vias atrav�es da qual os n�u
leos relaxam �e provo
ando transi�
~oes eletrôni
as entre estados de

diferentes spins. Baseando-nos nestes resultados, podemos 
on
luir que os novos estados 
oletivos

que apare
em s~ao diferentes do estado 
ompletamente polarizado.

Por outro lado, a dependên
ia do Knihgt shift 
om a temperatura 
on�rma a existên
ia destes

estados ex
itados de baixa energia, pois hSZ(T )i pode ser 
al
ulado a partir de:

hSZ(T )i � 1

Z
h0 jSZ j 0i+

X
i

1

Z
exp�(�i

kT
) hi jSZ j ii (3.4)

sendo j0i o estado fundamental de muitas part��
ulas e a soma feita sobre todos os estados ex
itados

jii 
om energia �i.
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Figura 3.5: Inverso do tempo de relaxa�
~ao em fun�
~ao do fator de preen
himento de Landau.

A Figura 3.6 mostra a dependên
ia de KS 
om a temperatura para � = 0:98 e B = 7:05T . A

satura�
~ao a
onte
e aproximadamente a 20kHz para T menor que 2K, 
on
ordando 
om o modelo

que se fez anteriormente para o skyrmion.

O modelo mais simples para o 
�al
ulo de hSzi para � = 1 leva em 
onta el�etrons n~ao interagentes

que obede
em �a estat��sti
a de Fermi-Dira
 
om o poten
ial qu��mi
o no meio do gap de Zeeman.

A id�eia anterior nos forne
e o 
omportamento mostrado na �gura 3.6 representado por uma linha

des
ont��nua, que obede
e a

KS(T ) = K(0) tanh(
EZ

4kT
) (3.5)


om K(0) = 20KHz e Ez

k = 2:08K. Este modelo dis
orda dos resultados obtidos experimental-

mente, o que 
on�rma uma vez mais a id�eia de que a intera�
~ao el�etron-el�etron �e a respons�avel pelos

efeitos observados, e que, para se obter resultados melhores no 
�al
ulo de hSzi, deve-se in
luir a

intera�
~ao entre el�etrons. Uma das poss��veis vias �e 
onsiderar que os modos de ondas de spin s~ao

os estados ex
itados de mais baixa energia 
om uma o
upa�
~ao determinada pela distribu�
~ao de

Bose-Einstein. A 
urva de tra�
os duplos e pontos mostra o 
omportamento de Ks(T ); quando �e

usado o espe
tro de dispers~ao das ondas de spin em duas dimens~oes, o que 
laramente n~ao 
on
orda


om os resultados experimentais.

As 
urvas do gr�a�
o menor da �gura 3.6 
orrespondem aos 
asos � = 0:88 e � = 1:2. Conv�em

notar que nestes 
asos n~ao h�a satura�
~ao quando a temperatura est�a pr�oxima de 2K, o que demonstra
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Figura 3.6: Knight shift em fun�
~ao da temperatura.

a dependên
ia do estado de muitas part��
ulas e, por 
onseguinte, do espe
tro de energia 
om o fator

de preen
himento dos n��veis de Landau �.

Tendo apresentado as evidên
ias experimentais que 
on�rmam a pres
en�
a do skyrmion no

sistema de Hall, passaremos, na pr�oxima se�
~ao, a des
rever do ponto de vista te�ori
o estas ex
ita�
~oes

topol�ogi
as.

3.3 Dinâmi
a da Cadeia de Spins

Como �e de se esperar a obten�
~ao de uma densidade de lagrangiana que des
reva os skyrmions

�e extremamente 
ompli
ada. Por�em, baseando-se na dinâmi
a de um ferromagneto, obtida 
omo

generaliza�
~ao do problema da 
adeia de spins, �e poss��vel propor uma densidade de lagrangiana que


ontenha os termos apropriados para des
rever estas ex
ita�
~oes topol�ogi
as. Portanto, seguindo

esta id�eia, apresentaremos primeiramente a obten�
~ao da a�
~ao para a 
adeia de spins e 
omo esta

pode ser generalizada para o 
aso bidimensional.

Para estudar a dinâmi
a da 
adeia de spins usaremos o m�etodo das integrais de 
aminho. Neste


aso �e 
onveniente utilizarmos a representa�
~ao de estados 
oherentes para os estados de spin, pelo

que dis
utiremos em seguida a forma em que podem ser 
onstru��dos os estados 
oerentes de spin.



\Quantum Hall Skyrmions" 67

3.3.1 Estados Coerentes de Spin.

O 
onjunto de estados 
oerentes de spin pode ser obtido partindo-se de uma representa�
~ao

irredut��vel do grupo SU(2) [69℄, 
ara
terizada pelo estado de maior valor de spin S. Denotemos por

j0i o estado de maior peso desta representa�
~ao, ou seja, j0i = jS; Si. O estado assim es
rito �e um

autovetor de S3 e do invariante quadr�ati
o de Casimir S2, ou seja:

S3j0i = Sj0i; S2j0i = S(S + 1)j0i: (3.6)

Consideremos um estado qualquer jni obtido pela rota�
~ao do estado j0i. Expli
itamente:

jni = exp(i�no � n � S)jS; Si = jS;MiD(S)(n)M;S ; (3.7)

onde n0 = (1; 0; 0), n � n0 = 
os(�) e S s~ao os geradores do grupo SU(2). As matrizes D(S) n~ao

formam um grupo por�em satisfazem �a rela�
~ao

D(S)(n1)D
(S)(n2) = D(S)(n3) exp(i�(n1;n2;n3)S3); (3.8)

sendo �(n1;n2;n3) a �area do triângulo esf�eri
o 
om v�erti
es (n1;n2;n3).

Outras propriedades importantes dos estados 
onstru��dos desta forma s~ao

hn0j
�
D(S)(n1)

�y
D(S)(n2)j0i = exp(i�(n1;n2;n3)S3)

�
1 + n � n0

2

�S
; (3.9)

hnjSjni = hnjS1; S2; S3jni = Sn; e 1 =

Z
d�(n)jnihnj; (3.10)

onde a medida de integra�
~ao �e dada por

d�(n) =
2S + 1

4�
d3nÆ(n2 � 1): (3.11)

Estamos agora em 
ondi�
~oes de es
rever formalmente uma express~ao para as integrais de 
a-

minho na representa�
~ao dos estados 
oerentes de spin obtidos a
ima, 
om o objetivo de en
ontrar

uma a�
~ao que des
reva o sistema nesta representa�
~ao.

3.3.2 A�
~ao na Representa�
~ao dos Estados Coerentes para um Spin.

Consideremos que a hamiltoniana que 
ara
teriza um spin possa ser es
rita 
omo H = B � S,
logo a amplitude de probabilidade de transi�
~ao entre os estados jn(t)i e jn(0)i ser�a

Z = hn(t)jn(0)i = hn(0)jeiHtjn(0)i; (3.12)
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que para trajet�orias fe
hadas (
ondi�
~oes peri�odi
as de 
ontorno) e tempos imagin�arios � = �it se

transforma em

Z = hn(0)j exp(��H)jn(0)i: (3.13)

Como �e usual dividiremos o intervalo de tempo imagin�ario � em Nt partes iguais (� = ÆtNt,

Æt ! 0). Usando a f�ormula de Troter [70℄ e inserindo repetidas vezes a identidade (3.10) na

express~ao (3.13) teremos

Z = lim
Æt!0

Z
hn(tN )j exp(�HÆt)jn(tN�1)id�(n(tN�1))

hn(tN�1)j exp(�HÆt)jn(tN�2)id�(n(tN�2))

hn(tN�2)j exp(�HÆt)jn(tN�3)id�(n(tN�3)) � �� (3.14)

= lim
Æt!0

NtY
j=1

�Z
d�(n(tj))

� NtY
j=1

hn(tj)j exp(�HÆt)jn(tj+1)i (3.15)

que, aproximando exp(�HÆt) por 1�HÆt, para intervalos de tempo su�
ientemente pequenos, se

transforma em

Z = lim
Æt!0

NtY
j=1

�Z
d�(n(tj))

�
(3.16)

NtY
j=1

[hn(tj)jn(tj+1)i � Æthn(tj)jHjn(tj+1)i℄ :

Por outro lado, dentro da aproxima�
~ao Æt ! 0, podemos es
rever tamb�em

jn(tj+1)i = hn(tj)jn(tj+1)ijn(tj)i+O(Æt); (3.17)

que nos permite obter o elemento de matriz,

hn(tj)jHjn(tj+1)i = hn(tj)jHjn(tj)ihn(tj)jn(tj+1)i+O(Æt): (3.18)

Substituindo (3.17) e (3.18) em (3.16) temos

Z = lim
Æt!0

NtY
j=1

�Z
d�(n(tj))

�
(3.19)

NtY
j=1

(hn(tj)jn(tj+1)i [1� Æthn(tj)jHjn(tj)i℄) :

De�nindo ent~ao D� =
QNt

j=1 d�(n(tj) e usando a propriedade (3.9) pode-se es
rever Z em uma

forma 
ompa
ta 
omo

Z = lim
Æt!0

Z NtY
j=1

[1 + n(tj) � n(tj+1)℄ exp(�Æthn(tj)jHjn(tj)i)
2 exp(�i�(n(tj);n(tj+1);n(0) � S) D�: (3.20)
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A express~ao anterior nos permite ainda es
rever Z em fun�
~ao da a�
~ao eu
lidiana SE na forma:

Z = lim
Æt!0

Z
D�e�SE[n℄; (3.21)

onde

SE[n℄ = �
NtX
j=1

iS�(n(tj);n(tj+1);n(0)) + Æt
NtX
j=1

(hn(tj)jHjn(tj)i)

�
NtX
j=1

ln

�
1 + n(tj) � n(tj+1)

2

�
: (3.22)

O primeiro termo da equa�
~ao (3.22) representa a �area da regi~ao de�nida pela trajet�oria de n(t),

e no limite 
ont��nuo, pode ser es
rito 
omo

SWZ =

1Z
0

d�

�Z
0

dt [n(t; �) � (�tn(t; �) � ��n(t; �))℄ ; (3.23)

onde n(t; 0) = n(t); n(t; 1) = n0; n(0; �) = n(�; t); t 2 [0; �℄ ; e � 2 [0; 1℄ :

O termo (3.23) �e 
hamado usualmente de Wess-Zumino ou Chern-Simon. Este termo est�a

evidentemente asso
iado �a simetria do sistema. Por outro lado os demais termos de (3.22) possuem

limites 
ont��nuos da forma

S
NtX
j=1

ln

�
1 + n(tj) � n(tj+1)

2

�
= �SÆt

8

�Z
0

(�tn(t))
2 dt; (3.24)

e
NtX
j=1

�Æthn(tj)jB � Sjn(tj)i = S

�Z
0

B � n(t)dt: (3.25)

Partindo das rela�
~oes (3.23), (3.24) e (3.25) a a�
~ao eu
lideana pode ser es
rita 
omo

SE [n℄ = �iSSWZ[n℄ +
SÆt

8

�Z
0

(�tn(t))
2 dt+ S

�Z
0

B � n(t)dt; (3.26)

que, ao voltarmos ao tempo real (t = ix0; � = it), se transforma em:

SMag = SSWZ[n℄ +
SÆt

8

TZ
0

(�0n(x0))
2 dx0 � S

TZ
0

B � n(x0)dx0: (3.27)

A express~ao anterior 
orresponde �a a�
~ao em 1D de um spin submetido a um 
ampo magn�eti
o

externo, e est�a es
rita na representa�
~ao de estados 
oerentes. Seguindo a mesma linha de ra
io
��nio

utilizada para obter (3.27), �e poss��vel 
al
ular a a�
~ao de uma 
adeia de spins.
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3.3.3 A�
~ao para a Cadeia de Spins

A generaliza�
~ao do formalismo anterior [24℄ para o 
aso de 
adeias em uma dimens~ao des
ritas

pela hamiltoniana H = J
P

hr;r0i
S(r) � S(r0

) �e trivial. O espa�
o de Hilbert desta vez ser�a o produto

tensorial dos espa�
os de Hilbert de part��
ulas independentes em 
ada s��tio, i.e.

E = Er1 
 Er2 
 Er3 
 Er4 
 � � 
ErN : (3.28)

O estado de muitas part��
ulas de maior peso ser�a, neste 
aso, aquele 
onstru��do 
omo o produto dos

estados de maior peso em 
ada s��tio. Se usamos novamente os estados 
oerentes, podemos es
rever

jN(r; t)i = jn(r1; t)i 
 jn(r2; t)i 
 jn(r3; t)i 
 � � �; (3.29)

e pro
edendo de forma an�aloga ao 
aso de um spin en
ontramos que a a�
~ao em termos destes

estados 
oerentes pode ser es
rita 
omo

SM [n℄ =
M

2a0

�Z
0

dr

Z
dt (�tn(r; t))

2 dx0 +
JS2a0

4

�Z
0

dr

Z
dt (�xn(r; t))

2 dx0 +

1Z
0

d�

�Z
0

dt

Z
dr [n(t; �) � (�tn(t; �)� ��n(t; �))℄ : (3.30)

Esta express~ao pode ser generalizada para duas dimens~oes de forma imediata. Para termos

uma des
ri�
~ao 
ompleta do sistema, basta levar em 
onta a 
ondi�
~ao de normaliza�
~ao dos estados

n(r; t). Logo, na express~ao (3.30) devemos in
luir o v��n
ulo: �(r)(n2� 1), onde � �e o multipli
ador

de Lagrange. Com isto a a�
~ao adota a forma

SM [n℄ =
M

2a0

�Z
0

dr

Z
dt (�tn(r; t))

2 dx0 +
JS2a0

4

�Z
0

dr

Z
dt (�xn(r; t))

2 dx0 +

1Z
0

d�

�Z
0

dt

Z
dr [n(t; �) � (�tn(t; �) � ��n(t; �))℄ +

�Z
0

dt

Z
dr�(r)(n2 � 1): (3.31)

A express~ao (3.31) quando se toma M ! 0 (Æt ! 0) 
orresponde �a a�
~ao de um ferromagneto

sem 
ampo magn�eti
o apli
ado e dela podem ser deduzidas v�arias propriedades deste sistema (ver

por exemplo [24℄). Um 
aso parti
ular de extrema importân
ia �e aquele em que os 
ampos que

minimizam a a�
~ao s~ao esta
ion�arios. Neste 
aso, a a�
~ao (3.31) 
orresponde exatamente 
om �a

modelo sigma n~ao linear, que 
omo vimos no 
ap��tulo 1, possui solu�
~oes lo
alizadas da forma

nx(y) =
4�x(y)

r2 + 4�2
; nz =

r2 � 4�2

r2 + 4�2
: (3.32)
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Este fato sugere a possibilidade de mapear o problema de el�etrons interagentes do sistema de Hall

(2DEG) em um sistema efetivo geralizado, similar ao modelo sigma n~ao linear, que possua solu�
~oes

lo
alizadas. Na proxima se�
~ao mostraremos 
omo �e poss��vel, sem realizar o 
�al
ulo expl��
ito, propor

uma densidade de lagrangiana efetiva que des
reva os skyrmions.

3.4 A�
~ao Efetiva para os QHS

No 
aso do sistema de Hall, o estudo das ex
ita�
~oes 
arregadas de menor energia (QHS) 
or-

respondentes �a 
ria�
~ao (destrui�
~ao) de um el�etron no estado � = 1 pode ser feito 
ovenientemente

dentro de uma teoria do tipo Ginzburg-Landau (GL) desenvolvida em [71℄ para o g�as de el�etrons

e generalizada posteriormente em [72℄ levando em 
onta o spin.

Para ilustrar o pro
edimento, 
onsideremos primeiramente o 
aso em que o grau de liberdade

de spin n~ao �e relevante. Nesta situa�
~ao a densidade de lagrangiana do tipo GL que governa o

sistema pode ser obtida atrav�es do m�etodo das integrais de 
aminho, o que �e equivalente a es
rever

a fun�
~ao de parti�
~ao 
omo uma integral sobre as 
on�gura�
~oes de um 
erto 
ampo 
l�assi
o �. Para

pro
edermos desta forma des
reveremos o 2DEG 
omo N el�etrons polarizados que interagem via um

poten
ial V (ri � rj) em um 
ampo eletromagn�eti
o externo 
araterizado por A�. A hamiltoniana

que des
reve este sistema tem a forma:

H =
�h2

2m�

NX
j=1

�
�irj � e



A�

�2
+
X
i<j

V (ri � rj) +
NX
j=1

A0j ; (3.33)

onde A�j = A�(rj):

O problema

H	(frig) = E	(frig); (3.34)

onde 	 �e uma fun�
~ao antisim�etri
a quando se tro
a as 
oordenadas de qualquer par de part��
ulas

pode ser bosonizado usando a transforma�
~ao

e	 = exp

24�i(2k + 1)
X
j>k

Im(ln(zj � zi))

35	 (3.35)

onde k 2 Z e z = x+ iy:

Pode-se demonstrar que a fun�
~ao de onda assim 
onstru��da �e sim�etri
a quando se tro
a um par

de 
oordenadas qualquer. No entanto, a hamiltoniana que forne
e as energias da equa�
~ao (3.34)
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poder�a ser obtida se em (3.33) �zermos a substitu�
~ao

Aj ! Aj + aj ; (3.36)

onde

r� aj = bj = (2k + 1)�0
X
i 6=j

Æ(ri � rj); (3.37)

e �0 �e o quantum de 
uxo magn�eti
o. Portanto adi
ionar (remover) um el�etron no sistema �e

equivalente a remover (adi
ionar) um quantum de 
uxo.

Depois de mapear o sistema formado por um 
onjunto de el�etrons em outro 
omposto por

b�osons, a rela�
~ao de 
omuta�
~ao entre os operadores de 
ampo asso
iados �as novas fun�
~oes de onda

ser�a h
�y(r0);�(r)

i
= Æ(r0 � r); (3.38)

que transforma (3.37) em

r� aj = bj = (2k + 1)�0 j�(r)j2 : (3.39)

A vers~ao em segunda quantiza�
~ao da hamiltoniana (3.33) em termos dos novos 
ampos bosôni
os

de�nidos por (3.35) pode ser es
rita 
omo

H =

Z
dr�y(r)

(
�h2

2m�

�
�ir� e



(A(r) + a(r))

�2
+A0

)
�(r) +

1

2
j�j2 V j�j2 ; (3.40)

onde

j�j2 V j�j2 =
Z Z

drdr0 j�(r)j2 V (r� r0)
���(r0)��2 : (3.41)

Pro
edendo da forma usual para a quantiza�
~ao via integrais de 
aminho, �e poss��vel es
rever a

fun�
~ao de parti�
~ao do sistema bosonizado 
omo

Z = Tr fexp��Hg =
Z
D[�; ��℄e�S0 ; (3.42)

onde

S0[�; �
�; A0;A+ a℄ =

�Z
0

d�

Z
drL0[�; ��; A0;A+ a℄; (3.43)

L0 = ��(�h
�0 � ieA0)�
� � �h2

2m
��
�
�ir� e



(A(r) + a(r))

�2
�+

1

2
j�j2 V j�j2 : (3.44)

A teoria do tipo GL 
erta para o sistema des
rito por (3.42), (3.43) e (3.44) pode ser 
onstru��da

supondo que o 
ampo a(r) 
utue, ou seja, que este se 
omporte 
omo uma vari�avel dinâmi
a.
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Levando em 
onta o v��n
ulo (3.39), que introduziremos na a�
~ao via o multipli
ador de lagrange a0,

e partindo da identidade

1 = Cte

Z
DaÆ(r� a

k�0
� j�j2) = Cte

Z
D[a;a0℄ exp ie

Z
a0(

r� a

(2k + 1)�0
� j�j2); (3.45)

�e poss��vel es
rever a fun�
~ao de parti�
~ao (a menos de uma 
onstante multipli
ativa) 
omo

Z =

Z
D[�; ��;a;a0℄e

�S ; (3.46)

S = i

Z
d�

Z
d2r

�
ea0

� r� a

(2k + 1)�0
� j�j2

��
+ S0; (3.47)

ou

Z =

Z
D[�; ��;a�℄e

�S (3.48)

S = �
Z

d�

Z
d2r

�
e

(2k + 1)�0
"���a���a�

�
+ S0 (3.49)

Substituindo a express~ao para S0 teremos,

S = �
Z Z (

� �h2

2m
��
�
�ir� e



(A(r) + a(r))

�2
�

)
d�d2r + (3.50)

+

Z Z �
�� (�h
�0 � ieA0)�+

1

2
j�j2 V j�j2 � 


(2k + 1)�0
"���a���a�

�
d�d2r

Podemos ent~ao es
rever as equa�
~oes do movimento obtidas varia
ionalmente da a�
~ao anterior


omo

b(r) = r� a = �(2k + 1)�0 j�(r)j2 ; (3.51)

"��e�(r) = "��(�0a� � ��a0) = �(2k + 1)�0



j�(r); (3.52)

(�h
�0 � ieA0)�+
1

2m

�
�ir� e

�h

(A(r) + a(r))

�2
�+

1

2
�

Z
V j�j2 = 0: (3.53)

As equa�
~oes anteriores possuem solu�
~ao do tipo 
ampo m�edio para 
ampos magn�eti
os externos


onstantes. Suponha que A(r) n~ao dependa do tempo; ent~ao, para � =
p
� (onde � �e a densidade

media) o 
ampo de gauge b(r) ter�a a forma

b(r) = �k�0�: (3.54)

Se por outro lado o 
ampo estat��sti
o (de gauge) 
an
ela exatamente o 
ampo magn�eti
o externo

e a0 = 0, a a�
~ao (3.50) ser�a m��nima e

r� (A(r) + a(r)) = 0 ! � =
B

k�0
: (3.55)
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Esta rela�
~ao s�o �e poss��vel se � = 1=k e impli
a que neste tipo de estados o quantum de 
uxo

asso
iado a 
ada b�oson �e absolutamente n~ao lo
alizado (solu�
~ao espa
ialmente uniforme). Tendo

apresentado ao menos um tipo de solu�
~ao de 
ampo m�edio para o 
ondensado podemos tentar

estudar as poss��veis 
utua�
~oes envolvendo dinâmi
a de spins em torno desta solu�
~ao.

Para a
har as ex
ita�
~oes do tipo skyrmion em torno de � = 1 a a�
~ao efetiva obtida para o

2DEG n~ao �e apropriada, pois n~ao 
ont�em termos de spin. A generaliza�
~ao do tratamento anterior

foi desenvolvida por Lee e Kane [72℄ para o 
aso em que o spin �e levado em 
onta na sua intera�
~ao


om o 
ampo magn�eti
o, esta nova densidade de lagrangiana possui a forma

L(r) = �y(r) [i�h�t � ea0℄�(r)� 1

2m�

������hir� e



[A(r) + a(r)℄

�
�(r)

����2
�1

2

Z
dr0

2
V (r� r

0

)
h
j�(r)j2 � �

i h���(r0)��2 � �
i
�

e2

4�h
�
����a�(r)��a�(r)� 1

2
g�BB�

+(r)�Z�(r) (3.56)

onde:

r� a(r) = (2k + 1)�0 (3.57)

de tal forma que � �e um 
ampo es
alar 
omplexo de duas 
omponentes, que pode ser es
rito 
omo

(�1; �2), B = r�A = �Bz e V (r) = e2

"r �e o poten
ial de intera�
~ao 
oulombiana entre el�etrons.

k 2 Z e �0 
orresponde a um quantum de 
uxo. Se � �e um 
ampo bosôni
o, � = (2k + 1)�.

Para estudar as poss��veis ex
ita�
~oes topol�ogi
as nesta situa�
~ao, os 
ampos envolvidos em (3.56)

podem ser de
ompostos na forma �i =
p
�Zi, de forma tal que a 
ondi�
~ao

P
i Z

y
iZi = 1 seja

satisfeita. Esta transforma�
~ao nos leva a um problema onde os 
ampos Z� têm a forma do modelo

CP1 (1+1 
ampos es
alares 
omplexos em duas dimens~oes) a
oplados a um 
ampo de gauge de

Chern-Simon e ao 
ampo �. Mas, existe uma transforma�
~ao

n�(x) = Zy��Z; (3.58)

onde �� s~ao as matrizes de Pauli, que reduz o problema CP1 ao problema sigma n~ao linear. Isto

nos permite obter uma densidade de lagrangiana generalizada do tipo sigma n~ao linear, que quando

integrada nos 
ampos que n~ao s~ao de interesse, nos leva a um problema efetivo (Leff ) que des
reve

a dinâmi
a das 
utua�
~oes que queremos estudar.

Apesar de n~ao podermos pro
eder do modo des
rito anteriormente por ser 
ompli
ado demais,

podemos propor [12℄, baseados na dinâmi
a de um ferromagneto4 
om uma intera�
~ao de longo
4ver geraliza�
~ao para duas dimens~oes da 
adeia de spins
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al
an
e proveniente da intera�
~ao 
oulombiana entre el�etrons, uma Leff que 
ontenha os termos

que pre
isamos:

Leff (r) = �A(n(r)) � �tn(r)� �
0

(rn(r))2 � g�Bn(r) �B

�1

2

Z
dr02V (r� r0)q(r)q(r0): (3.59)

onde q(r) �e a densidade de skyrmions dada pela rela�
~ao

q(r) =
1

8�
"��n � (��n� ��n) (3.60)

e A(n(r)) tem a forma

A(n(r)) = �tn(t; �)� ��n(t; �) (3.61)

Um tratamento mais rigoroso deste problema foi elaborado por Stone [73℄, 
onseguindo demonstrar

a partir de (3.56) 
omo �e poss��vel obter os dois primeiros termos da a�
~ao anterior.

Uma vez en
ontrada uma densidade de langrangiana efetiva para des
rever os QHS podemos

obter as equa�
~oes de movimento que de�nem os 
ampos n(r). Por�em, estas equa�
~oes s�o podem ser

resolvidas usando m�etodos num�eri
os. Para obter uma express~ao anal��ti
a podemos realizar um


�al
ulo varia
ional. De fato, a invariân
ia 
onforme do modelo sigma n~ao linear permite que usemos

o tamanho do skyrmion (�) 
omo o parâmetro varia
ional. Isto a
onte
e porque a 
ompeti�
~ao

entre os termos de Zeeman e Coulomb quebram a invariân
ia de es
ala no sistema, estabilizando o

tamanho das ex
ita�
~oes. Com isto �e poss��vel, 
omo veremos em seguida, determinar o tamanho e

a energia dos skyrmions.

3.5 Tamanho e Energia dos QHS

A densidade de lagrangiana proposta para a des
ri�
~ao do QHS (3.59) assemelha-se �aquela

do modelo sigma n~ao linear para solu�
~oes est�ati
as. Podemos ent~ao pro
urar, usando o m�etodo

varia
ional, o tamanho das ex
ita�
~oes que minimizam o valor da energia. Substituindo (3.32) na

express~ao para a densidade de skyrmions obtemos

q(r) =
4�2

�(r2 + 4�2)2
: (3.62)

Agora podemos substituir (3.32) e (3.62) na express~ao para a densidade de energia do sistema:

E(r) = �
0

(rn(r))2 � g�Bn(r) �B� 1

2

Z
dr02V (r� r0)q(r)q(r0) (3.63)
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de onde se obt�em

E = 32�2�0
2�Z
0

1Z
0

1

(r2 + 4�2)2
dr2 � 1

2
ge��BB 2�Z

0

1Z
0

r2 � 4�2

r2 + 4�2
dr2 �

�2e2�2

��2

2�Z
0

1Z
0

1

(r2 + 4�2)2
dr2

2�Z
0

1Z
0

1

jr� r0j (r02 + 4�2)2
dr02 (3.64)

O primeiro termo 
oin
ide 
om a energia do sistema sigma n~ao linear, 8��0, e n~ao depende do

tamanho das ex
ita�
~oes (invariân
ia de es
ala) nem da posi�
~ao do 
entro da ex
ita�
~ao (invariân
ia

de transla�
~ao). Para o 
�al
ulo da 
ontribui�
~ao da parte magn�eti
a �a energia (segundo termo da

equa�
~ao (3.64)) normalizaremos a express~ao 
om respeito �a energia de um ferromagneto no estado


ompletamente polarizado, ou seja,

Emag = 8�ge��BB 1Z
0

r

r2 + 4�2
dr; (3.65)

que evidentemente �e uma express~ao n~ao 
onvergente. Por�em, o limite superior de integra�
~ao pode

ser �xado em �, por ser o tamanho da ex
ita�
~ao. Desta forma

Emag ' 4�ge��BBg ln(5=4)�2: (3.66)

Por outro lado, o �ultimo termo de (3.64) (E
oul) tem a forma:

E
oul =
8e2�4

"�2

1Z
0

2�Z
0

8<:
1Z
0

2�Z
0

r0dr0d�0

jr� r0j (r02 + 4�2)2

9=; rdrd�

(r2 + 4�2)2
; (3.67)

que integrado nos ângulos se transforma em:

E
oul =
e2

4��

8><>:
1Z
0

dt�
t2

4 + 1
�2

r=�Z
0

K(t0=t)t0dt0�
t02

4 + 1
�2
9>=>;+

+
e2

4��

8><>:
1Z
0

tdt�
t2

4 + 1
�2

1Z
r=�

K(t=t0)dt�
t02

4 + 1
�2
9>=>; ; (3.68)

onde

K(x) =
1

2

�Z
0

d�

(x2 � 2x 
os(�) + 1)1=2
: (3.69)

Os valores das integrais que apare
em em (3.68) podem ser 
al
ulados numeri
amente. Sendo

I �= 2:78 e levando em 
onta que e� = 1=2�l2 temos

E = 8��0 + 2�BBg ln (5=2) e�2 + e2I

4��l

1e� (3.70)
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onde e� = �=l. Derivando (3.70) 
om respeito a e� obtemos o valor do tamanho da ex
ita�
~ao em

fun�
~ao do fator de Land�e reduzido (eg) 
omo

e� = 0:62(eg)� 1

3 onde eg = g�BB�l

e2
: (3.71)

Substituindo agora este valor em (3.70) obtemos uma express~ao para a energia do skyrmion,

E ' e2

4�l

�r
�

2
+ 0:52(eg) 13 � : (3.72)

Desta forma �e posss��vel 
onhe
er o valor aproximado do tamanho e da energia dos QHS.

3.6 Con
lus~oes

Como vimos, a presen�
a do 2DEG �e 
on�rmada pela diferen�
a de frequên
ia entre os sinais de

NMR que prov�em dos n�u
leos que se en
ontram nos po�
os e nas barreiras. A mudan�
a 
onsider�avel

de Ks (ou da magnetiza�
~ao eletrôni
a) 
om pequenas varia�
~oes de � em torno de 1 e a impossibili-

dade de reproduzir os dados experimentais a partir do modelo de el�etrons n~ao interagentes, sugere

a existên
ia de estados 
oletivos de baixa energia 
om spin maior que 1
2 , 
on�rmando a importân
ia

da intera�
~ao el�etron-el�etron no sistema. Por outro lado a diminui�
~ao de T1 em torno de � = 1,


on�rma a presen�
a de estados do tipo spin 
ipped pr�oximos do estado fundamental, o que tamb�em

se manifesta nas medidas de Ks vs T. Portanto, podemos 
on
luir que de�nitivamente os skyrmions

s~ao os estados de mais baixa energia do 2DEG quando � = 1 � " e a intera�
~ao de tro
a prevale
e

sobre a intera�
~ao de Zeeman devido ao pequeno valor do fator de Land�e.

Do ponto de vista te�ori
o, vimos que �e poss��vel des
rever os skyrmions atrav�es de uma den-

sidade de lagrangina, semelhante �a do sistema ferromagn�eti
o bidimensional, 
om um termo de

longo al
an
e que leva em 
onta a intera�
~ao 
oulombiana. No pr�oximo 
ap��tulo estudaremos as

propriedades de transporte dos QHS tendo 
omo ponto de partida esta formula�
~ao.



Cap��tulo 4

A Dinâmi
a dos Skyrmions

Neste 
ap��tulo abordaremos o estudo da dinâmi
a dos QHS. Partindo da densidade de lagrangia-

na para as 
utua�
~oes de spin apresentada no 
apitulo anterior, e usando o m�etodo das 
oordenada


oletivas, deduziremos uma hamiltoniana de intera�
~ao skyrmion-m�agnons. Posteriormente usando

o formalismo de Feynman -Vernon, 
al
ularemos uma a�
~ao reduzida que envolve basi
amente as


oordenadas do 
entro da ex
ita�
~ao. Finalmente obteremos uma equa�
~ao de movimento efetiva para

o skyrmion que 
arrega a informa�
~ao da intera�
~ao 
om os m�agnons.

4.1 Introdu�
~ao

Como vimos no 
ap��tulo anterior a teoria dos QHS proposta por Shondi et al. foi 
on�rmada

experimentalmente por Barrett e 
olaboradores atrav�es das experinên
ias de NMR [74℄. Destes

trabalhos podemos 
on
luir que os skyrmions s~ao as ex
ita�
~oes 
arregadas de mais baixa energia

no 2DEG dete
t�aveis apenas quando a intera�
~ao de tro
a domina sobre o a
oplamento de Zeeman.

Esta situa�
~ao �e poss��vel, para 
ampos magn�eti
os fortes, porque em 
ertos materiais (GaAs por

exemplo) o fator de Land�e efetivo �e muito pequeno.

Por outro lado mostramos que do ponto de vista matem�ati
o �e 
onveniente 
onsiderar o skyr-

mion 
omo um objeto topol�ogi
o. Deste ponto de vista, os QHS podem ser 
araterizados pelos

mapeamentos do espa�
o f��si
o bidimensional no espa�
o interno, tamb�em bidimensional, 
omposto

pelos estados 
oerentes de spin de norma unit�aria.

Na pr�ati
a, para o 
�al
ulo das propriedades dos QHS podem ser adotados dois 
aminhos dife-

rentes: ou os m�etodos num�eri
os, em uma des
ri�
~ao puramente quânti
a, ou uma teoria de 
ampos

78
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n~ao linear semi-
l�assi
a. No primeiro 
aso, a aproxima�
~ao Hartree-Fo
k tem-se mostrado em ex
e-

lente a
ordo 
om as diagonaliza�
~oes exatas para ex
ita�
~oes de pequeno tamanho. Por�em, existem

situa�
~oes em que o tamanho do skyrmion �e 
onsideravelmente grande, tornando imprati
�aveis as

t�e
ni
as 
omputa
ionais. Este �e o 
aso tratado em [77℄, por exemplo, onde apli
ando uma press~ao

hidrost�ati
a sobre o 2DEG, Leadly et al. 
onseguiram um fator de Land�e muito pequeno e, 
omo


onseq�uên
ia, skyrmions que envolvem aproximadamente 33 spins.

Situa�
~oes 
omo a anterior, estimulam o desenvolvimento de t�e
ni
as baseadas em teorias de


ampos semi-
lassi
as n~ao lineares onde os QHS s~ao des
ritos 
omo ex
ita�
~oes topol�ogi
as. Esta �e

pre
isamente a id�eia que ser�a usada neste 
ap��tulo no estudo das propriedades dinâmi
as dos QHS.

O primeiro ponto importante no nosso tratamento �e o fato da invariân
ia transla
ional da teoria

efetiva que des
reve os skyrmions [12℄. Isto signi�
a que para temperaturas su�
ientemente baixas,

em que os modos de ondas de spin n~ao s~ao ex
itados, a posi�
~ao do 
entro de massa do skyrmion

pode se a
har 
om igual probabilidade em qualquer ponto do sistema. Nesta situa�
~ao os QHS

exibem mobilidade in�nita. �A medida que a temperatura aumenta e os modos de ondas de spin


ome�
am a ser ex
itados, originam-se pro
essos de 
olis~ao skyrmion-m�agnons levando a um valor

�nito da mobilidade dos QHS. Evidentemente, a popula�
~ao dos estados de ondas de spin depende

fortemente da temperatura, o que provo
a, em �ultima instân
ia, que a mobilidade das ex
ita�
~oes

seja uma grandeza f��si
a que tamb�em dependa da temperatura.

Neste 
ap��tulo, partindo da densidade de lagrangiana proposta por Shondi [12℄, estudaremos a

in
uên
ia dos modos de ondas de spin ferromagn�eti
as nas propriedades dinâmi
as do skyrmion.

Como veremos, o m�etodo para desenvolver este estudo 
onsistir�a basi
amente em uma teoria de


ampos efetiva em que o momentum do skyrmion est�a a
oplado ao momentum total do sistema

de m�agnons. A primeira parte do 
ap��tulo ser�a dedi
ada a se obter os modos de ondas de spin


al
ulando as 
utua�
~oes do sistema em torno de uma solu�
~ao parti
ular do modelo sigma n~ao li-

near. Posteriormente, usando o m�etodo das 
oordenadas 
oletivas des
rito no 
ap��tulo 1 para a

quantiza�
~ao dos s�olitons, uma hamiltoniana que simula o espalhamento das ondas de spin pelos

skyrmions em 2-D ser�a obtida. Logo em seguida, usando o formalismo de Feynman-Vernon 
al
ula-

remos o operador densidade reduzido para os skyrmions tra�
ando as 
oordenadas 
orrespondentes

aos m�agnons. Este m�etodo nos forne
er�a uma equa�
~ao de movimento efetiva para o 
entro de massa

do skyrmion es
rita em termos de uma matriz de de
aimento dependente da temperatura. Podemos

ent~ao 
ome�
ar apresentando o 
�al
ulo da hamiltoniana que des
reve a intera�
~ao skyrmion-m�agnons



A Dinâmi
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no 2DEG.

4.2 Hamiltoniana Efetiva de Intera�
~ao Skyrmion-M�agnons

Como vimos na des
ri�
~ao dos skyrmions no 
ap��tulo 3, a densidade de Lagrangiana efetiva, que


ara
teriza a dinâmi
a dos spins no 2DEG em fun�
~ao dos estados 
oerentes n(r; t) tem a forma

L(r) = �A(n(r)) � �tn(r)� �
0

(rn(r))2 � g��Bn(r) �B (4.1)

�1

2

Z
dr0

2

V (r� r0)q(r)q(r0);

onde � e �0 s~ao 
onstantes que garantem a obten�
~ao do espe
tro ferromagn�eti
o das ondas de spin

para o 
aso em que n~ao �e levada em 
onta a intera�
~ao 
oulombiana. g �e o fator de Land�e e � �e uma

fun�
~ao do fator de preen
himento que se es
reve 
omo �=2�l . Por outro lado, �B �e o magneton de

Bohr e o poten
ial de intera�
~ao V (r � r0) �e o 
oulombiano. Finalmente a densidade de skyrmions

q(r); pode ser 
al
ulada partindo de:

q(r) =
1

8�
"��n � (��n� ��n) : (4.2)

Por outro lado para obter a a�
~ao 
orreta asso
iada a (4.1), devemos in
orporar a 
ondi�
~ao de

normaliza�
~ao dos estados n. Isto pode ser evitado realizando uma mudan�
a de vari�aveis em que os


ampos n j�a est~ao normalizados. Por exemplo, uma mudan�
a do tipo

nx = sin(�(r; �)) 
os(�(r; �)); ny = sin(�(r; �)) sin(�(r; �)); nz = 
os(�(r; �)): (4.3)

A a�
~ao 
orrespondente �a express~ao (4.1), para 
ampos que n~ao dependem do tempo, se es
reve

em termos das novas vari�aveis 
omo

V [�;�℄ =

Z n
�0

h
(r�)2 � sin2�(r�)2

i
+ g�BB�(1� 
os�)

o
dr2 +Z (

e2

2
q(r)

Z
q(r0)

jr� r0j
�����(�;�)

�(r0; �0)

���� dr02
)
dr2; (4.4)

onde as barras 
orrespondem ao Ja
obiano da transforma�
~ao e q(r) = sin�=4�r. Como 
on-

seq�uên
ia imediata, as equa�
~oes

ÆV [�;�℄

Æ�
=

ÆV [�;�℄

Æ�
= 0; (4.5)

que geram as solu�
~oes lo
alizadas est�ati
as, es
ritas em termos das novas vari�aveis adotam a forma

�0
�
r2�� sin 2�

2
(r�)2

�
� g�BB� sin� + e2q(r)

Z
q(r0)

�������; jr� r0j�1

�r; �

����� dr02 = 0; (4.6)
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�0
h
sin2�r2�+ sin2� (r�) :(r�)

i
+ e2q(r)

Z
q(r0)

������ jr� r0j
�1 ;�

�r; �

����� dr02 = 0: (4.7)

As equa�
~oes (4.6) e (4.7) n~ao possuem solu�
~oes anal��ti
as. Por�em aquelas en
ontradas para o

modelo sigma n~ao linear,

nx(y) =
4�x(y)

r2 + 4�2
; nz =

r2 � 4�2

r2 + 4�2
; (4.8)

s~ao boas aproxima�
~oes para um � determinado varia
ionalmente pela 
ompeti�
~ao entre os termos

de Zeeman e Coulomb1. Com isto estamos des
revendo o 2DEG por um 
onjunto de skyrmions

n~ao interagentes, de 
arga topol�ogi
a 1 e tamanho de�nido �. Evidentemente esta representa�
~ao

est�a longe de ser 
ompleta pois 
omo sabemos o sistema tamb�em suporta ondas de spin.

Para introduzir os modos de ondas de spin no problema, 
al
ularemos as 
utua�
~oes do sistema

em torno das solu�
~oes (4.8), que na representa�
~ao (4.3) se es
revem 
omo

�(r; �) = ar

os

 
r2 � 4�2

r2 + 4�2

!
; �(r; �) = �: (4.9)

A pr�oxima se�
~ao ser�a dedi
ada, pre
isamente, ao 
�al
ulo das 
utua�
~oes.

4.2.1 Expans~ao Fun
ional do Poten
ial

De forma geral um fun
ional V [�1; �2℄

V [�1; �2℄ =

Z
U(�1; �2)d

2r (4.10)

pode ser expandido at�e segunda ordem em torno das fun�
~oes �1; �2 na forma

V [�1; �2℄ = V [�1; �2℄ +

Z
d2r

2X
i=1

�U

��i

����
�i

(�i � �i)

+
1

2

Z Z
d2r02d2r

2X
i;j=1

�2U

��iÆ�j

�����
�i;�j

(�i � �i)(�j � �j): (4.11)

No nosso 
aso, �1; �2 
orrespondem �as solu�
~oes �;� das rela�
~oes (4.9) e o fun
ional V possui a

forma (4.4). Ent~ao, substituindo (4.4) e (4.9) na rela�
~ao (4.11), teremos que na express~ao resultante

o primeiro termo do lado direito da expans~ao �e 
onstante, o segundo �e aproximadamente nulo e o

�ultimo d�a origem ao problema

M

0B� Æ�i

Æ�i

1CA = w2
i

0B� Æ�i

Æ�i

1CA ; (4.12)

1Ver se�
~ao 3.4
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onde Æ�i = �i(r; �)��i(r; �) e Æ�i = �i(r; �)��i(r; �). Por outro lado a matriz M tem a forma:

M =

0B� Æ2V
Æ�2

Æ2V
Æ�Æ�

Æ2V
Æ�Æ�

Æ2V
Æ�2

1CA
�;�

: (4.13)

Depois de 
al
ular as segundas varia�
~oes, as rela�
~oes anteriores geram a equa�
~ao diferen
ial

para as 
utua�
~oes em torno do 
ampo �

f��0r2 + U [�;�℄gum;k(r) = Em(k)um;k(r); (4.14)

onde

U [�;�℄ = �0 
os(2�)(r�)2 + g�BB� 
os� + e2q(r)

Z
q(r0)K[�;�℄dr02 (4.15)

e

K =

��������
�

�
�(r);

�����(jr�r0j�1;�(r0))
�(r0;�0)

�����
�(r; �)

�������� : (4.16)

Substituindo (4.9) em (4.15) a equa�
~ao tipo S
hr�odinger para as 
utua�
~oes se es
reve 
omo

n
�r2 + U(r)

o
um;k(r) = emum;k(r); (4.17)

onde

em = Em � g�BB

2�
; (4.18)

e

U(r) =
�0l20
r2

� 25�0�2l20
(r2 + 4�2)2

� 2g�BB�2

�(r2 + 4�2)
: (4.19)

A solu�
~ao da equa�
~ao independente do tempo (4.17) nos permitir�a es
rever a solu�
~ao dinâmi
a

do 
ampo � na forma:

�(r; t) =
X
i


i(t)Æ�i: (4.20)

Portanto o problema 
onsiste em resolver a equa�
~ao (4.17), que evidentemente n~ao possui uma

solu�
~ao trivial. Felizmente podemos usar a teoria desenvolvida por Pais e Jost usando o m�etodo

de Fredholm para as equa�
~oes integrais. Esta teoria �e baseada na rela�
~ao entre a perturba�
~ao

esta
ion�aria dos estados do 
ont��nuo e os desvios de fase provo
ados pelo poten
ial perturbador no

problema de espalhamento e permite lidar 
om problemas que envolvem poten
iais 
ompli
ados.

Neste trabalho usaremos apenas as express~oes que nos permitem 
al
ular os desvios de fase. Uma

des
ri�
~ao detalhada sobre o m�etodo de Fredholm pode ser en
ontrada em [49℄.
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4.2.2 Ondas de Spin no 2DEG

Apesar da forma 
omplexa do poten
ial (4.19), as solu�
~oes da equa�
~ao (4.17) para 
ada 
ompo-

nente de momento angular m das ondas de spin 
on�nadas em uma regi~ao 
ir
ular de raio R (
om

R muito maior que o al
an
e do poten
ial) pode ser es
rita 
omo a soma de duas 
ontribui�
~oes [47℄

na forma

umn / 1

2
fH(1)

jmj(kmnr)e
im� +

X
l

e�2iÆm;lH
(2)
jlj (klnr)e

il�g; (4.21)

onde H
(1;2)
m (kr) s~ao as fun�
~oes de Hankel de primeiro e segundo tipo, respe
tivamente, e Æml �e a

matriz dos desvios de fase que 
one
ta os 
anais de momento angular m e l. O primeiro termo do

lado direito de (4.21) 
orresponde a uma onda in
idente de simetria 
il��ndri
a. No entanto 
ada


omponente do segundo termo representa uma onda 
il��ndri
a emergente de momento angular l


om um 
erto desvio de fase que apare
e 
omo resultado da intera�
~ao da onda in
idente 
om o

poten
ial U(r).

Como se pode ver na express~ao (4.19), o poten
ial envolvido nos pro
essos de espalhamento

possui simetria 
il��ndri
a e, portanto, Æm;l �e uma matriz diagonal. Desta forma (4.21) pode ser

es
rita 
omo:

umn / 1

2
fH(1)

jmj(kmnr) + e�2iÆmH
(2)
jmj(kmnr)geim�: (4.22)

Como j�a men
ionamos, o m�etodo de Fredholm [49℄ ser�a usado para o 
�al
ulo dos desvios de

fase para 
ada 
omponente do momento angular m. Para isso devemos basi
amente 
omputar as

rela�
~oes,

�A(E) 
ot Æ(E) = 1 + P
1Z
0

A(E0)

E �E0
dE0; (4.23)

onde Æ(E) �e o desvio de fase para a onda de energia E, P signi�
a valor prin
ipal de Cau
hy, e a

fun�
~ao espe
tral A(E) at�e segunda ordem possui a forma

A(E) = �hEjHjEi+
1Z
0

dE1

E �E1

�������
hEjHjEi hEjHjE1i
hE1jHjEi hE1jHjE1i

�������+ � � � (4.24)

No 
�al
ulo de A(E) usaremos a base 
il��ndri
a gerada pelo problema n~ao perturbado. Esta base

para R!1 pode ser es
rita 
omo

hrjEi =
�
2M

�h2

� 1

2

Jm(kr)eim�: (4.25)
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Devemos ressaltar por�em que, devido ao 
ara
ter singular de (4.19) para r ! 0, todas as 
ompo-

nentes da base es
olhida devem anular-se em r = 0. Esta 
ondi�
~ao �e automati
amente satisfeita

pelas fun�
~oes Jm(kr) para m 6= 0. Ent~ao, substituindo (4.25) em (4.24) teremos

Am(x) =
�xe


8
p
2�
fIm(x)[Km+1(x) +Km�1(x)℄�Km(x)[Im+1(x) + Im�1(x)℄

� (4mx)�1
o
+ 2ezIm(x)Km(x); (4.26)

onde

e
 =
e2=l0

�h2=Ml20
e ez =

g�BB

�h2=M�2
: (4.27)

Aqui, usamos o valor de spin sti�ness, e2=32
p
2�l0, do ferromagneto de Hall. Por outro lado, Im e

Km s~ao as fun�
~oes de Bessel modi�
adas e x = 2k�. Logo, o desvio de fase para 
ada 
omponente

de momento angular m �e determinado pela rela�
~ao

Æm = ar
tan

�
�Am(2�k)

1 + �m(2�k)

�
; (4.28)

onde �(2�k) �e usada para denotar a express~ao

�m(k) = P
1Z
0

Am(x)

(2�k)2 � x2
xdx; (4.29)

que devido �a forma 
ompli
ada de (4.26) ser�a 
al
ulada numeri
amente.

Logo, nosso modelo para o grau de liberdade de spin do ferromagneto de Hall est�a 
omposto

por um 
onjunto de skyrmions 
ilindri
amente sim�etri
os des
ritos pelas express~oes (4.8) e pelos

modos n~ao interagentes de ondas de spin 
ara
terizados por (4.22) e (4.26)-(4.29). A freq�uên
ias

destes modos têm a forma

!mn =
�hk2mn
2M

+
g�BB

�h
; (4.30)

onde o momento kmn pode ser determinado pela 
ondi�
~ao de 
ontorno umn(kR) = 0. Portanto,

usando a expans~ao assint�oti
a de (4.22) teremos

kmn =
2n+ 1

2R
+
m�

2R
� Æm

R
: (4.31)

4.2.3 A
oplamento Skyrmion-M�agnons

O pr�oximo passo no estudo da dinâmi
a dos QHS �e a expans~ao do termo 
in�eti
o da lagrangiana

em termos das 
oordenadas 
oletivas que envolvem as solu�
~oes de (4.17). Para es
rever em forma
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apropriada a parte 
in�eti
a da lagrangiana que des
reve o 
ampo de skyrmions partiremos de (4.1)

es
rita na forma

L = ��
Z
n � (�tn� ��n) d

2r + V [n℄: (4.32)

A equa�
~ao de movimento gerada pela equa�
~ao

ÆS = Æ

tZ
0

L(t0)dt0 = 0; (4.33)

tem a forma

��tn =2�0n�r2n+ g��Bn�B: (4.34)

Pois, quando o poten
ial �e expandido at�e segunda ordem em torno das solu�
~oes do modelo sigma

n~ao linear, a intera�
~ao 
oulombiana n~ao modi�
a a energia dos m�agnons.

As equa�
~oes 
omponentes geradas pela equa�
~ao anterior, em termos dos 
ampos � e �, podem

ser es
ritas 
omo:

��B sin� sin� = �K
�
sin�r2�� sin 2� sin�

2
(r�)2

�
�

�K
�
sin 2� 
os�

2
r2�+ 2 
os2�
os� (r�) � (r�)

�
�

�J�
�

os� 
os�

�
� � sin� sin�

�
�

�
(4.35)

��B sin� 
os� = �K
�

os �r2�� sin 2� sin�

2

�
r2�

��
K

�
sin 2� 
os�

2
(r�)2 + 2 
os2�sin� (r�) � (r�)

�
�J�

�

os� sin�

�
� +sin� 
os�

�
�

�
(4.36)

J� sin�
�
� +K

h
sin2�r2�+ 2 sin� 
os� (r�) � (r�)

i
= 0 (4.37)

Eliminando agora a vari�avel � no sistema anterior, obt�em-se a uma equa�
~ao de movimento que

des
reve a dinâmi
a do 
ampo �. Expli
itamente,

1


2
��
� +�0

h
r2�+ sin 2�(r�)2

i
� g��BB sin� = 0; (4.38)

onde


 =
2�0

�
(4.39)

Esta equa�
~ao de movimento �e gerada pela lagrangiana efetiva,

Leff =
1

2
2

Z �
�
�

�2

d2r � V [�;�℄; (4.40)
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onde

V [�;�℄ =

Z n
�0
h
r2�� sin2�(r�)2

i
+ g��BB(1� 
os�)

o
d2r: (4.41)

A densidade de lagrangiana efetiva obtida para o 
ampo de skyrmions (4.40) possui uma forma

similar �aquela densidade de lagrangiana usada para ilustrar o m�etodo das 
oordenadas 
oletivas, o

que nos permite usar diretamente os resultados da se�
~ao 1.4.3. Ent~ao, denotando por �0(r) o modo

transla
ional (ou de freq�uên
ia nula), a densidade de Lagrangiana efetiva obtida para o 
ampo de

skyrmions pode ser expandida 
omo

�(r; t) = �0(r�R(t)) +
1X

mn=2


mn(t)�mn(r�R(t)) (4.42)

onde �mn s~ao as solu�
~oes de (4.17) numa regi~ao 
ir
ular de raio R. Substituindo (4.42) em (4.40)

e pro
edendo de forma an�aloga que a se�
~ao 1.4.3 obtemos a hamiltoniana 
l�assi
a que des
reve o

sistema. Esta hamiltoniana pode ser es
rita 
omo

H =
2X

k=1

8<: P 2
k

2M
+

Pk
M

1X
mn;lq=2

Dk;mnpmn +
1

2

1X
mn;lq=2

�
Æmn;lq +

Dk;mnDk;lq

M

�
pmnplq

9=;
+U(fqmng); (4.43)

onde

M =

Z
(r�0)2dr2; Dk;mn = �

Z 1X
lq=2

qlq(rk�lq)�mndr
2; (4.44)

e k denota as duas dimens~oes espa
iais.

Seguindo o pro
edimento de quantiza�
~ao 
anôni
a apresentado na se�
~ao 1.4.4 podemos es
rever

a vers~ao quânti
a da express~ao (4.43) 
omo

H =
1

2M

24bP2 � 2bP �
1X

mn;lq=2

(Gmn;lqbqmnb�lq +Gmn;lqb�lqbqmn)

35+

1

2M

0� 1X
mn;lq=2

Gmn;lqbqmnb�lq +Gmn;lqb�lqbqmn

1A2

+
1

2

1X
mn=2

b�2mn + V (fqmng); (4.45)

onde

Gmn;lq =

Z
�mn(r�lq)dr2: (4.46)

A hamiltoniana (4.45) pode ser es
rita 
omo a soma de dois termos

H = HI +HR; (4.47)
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que possuem a forma:

HI =
1

2M

24bP� 1X
mn;lq=2

(Gmn;lqbqmnb�lq +Gmn;lqb�lqbqmn)

352 ; (4.48)

HR =
1

2

1X
mn=2

b�2mn + V (fqmng): (4.49)

Como se pode observar, HI des
reve o skyrmion a
oplado 
om o reservat�orio de m�agnons,

enquanto que HR des
reve o 
omportamento dos m�agnons livres. Lembrando que at�e segunda

ordem o poten
ial �e quadr�ati
o nas 
oordenadas generalizadas qmn, HR possui a forma de um


onjunto de os
iladores harmôni
os desa
oplados, ou seja,

HR =
1X

mn=2

1

2

�b�2mn + !2mnbq2mn

�
: (4.50)

Este tipo de hamiltoniana �e muito simples de se tratar quando rees
rita na forma de segunda

quantiza�
~ao, ou seja,

HR =
1X

mn=2

�h!mnb
y
mnbmn: (4.51)

onde bymn e bmn s~ao os operadores de 
ria�
~ao e destrui�
~ao. Podemos, agora, es
rever os operadores b�n
e bqm em termos desses mesmos operadores de 
ria�
~ao e destrui�
~ao. Usando as regras de 
omuta�
~ao

bosôni
as e levando em 
onta que Gmn;ql = �Gql;mn, (4.47) se reduz a

bH =
1

2M

�bP� bPmg

�2
+
X
mn

�h!mnb
y
mnbmn: (4.52)

Na express~ao (4.52), bP e bPmg denotam os operadores de momento dos skyrmions e dos m�agnons

respe
tivamente. O operador momento para os m�agnons pode ser es
rito na forma

bPmg =
X
mn;kl

Dmn;klb
y
mnbkl +

X
mn;kl

Cmn;kl

�
bmnbkl � bymnb

y
kl

�
; (4.53)

onde

Dmn;kl =
1

2

"s�
!kl
!mn

�
+

s�
!mn

!kl

�#
Gmn;kl; (4.54)

Cmn;kl =
1

4

"s�
!kl
!mn

�
�
s�

!mn

!kl

�#
Gmn;kl; (4.55)

As rela�
~oes (4.52)-(4.55) s~ao uma generaliza�
~ao para sistemas 2-D das express~oes obtidas em

[40℄, [41℄ e [46℄. Como se observa em (4.53), o operador momento dos m�agnons �e 
omposto por

duas 
ontribui�
~oes. O primeiro termo s�o a
opla ex
ita�
~oes 
om k-s diferentes, 
omo pode ser
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demostrado partindo da antisimetria de Gmn;kl por invers~ao de ��ndi
es. Este termo �e respons�avel

pelo espalhamento de baixa energia dos m�agnons pelos skyrmions, e 
omo ao mesmo tempo 
omuta


om o n�umero total de m�agnons, bN =
1X

mn=2

bymnbmn; (4.56)

nos faz lembrar do problema de espalhamento por um 
il��ndro r��gido no espa�
o. Por outro lado,

o segundo termo de (4.53) n~ao 
omuta 
om o n�umero total de m�agnons no sistema e, portanto,

est�a asso
iado �a emiss~ao ou absor�
~ao dos mesmos. Em algumas situa�
~oes espe
���
as, por exem-

plo quando os skyrmions s~ao submetidos a 
ampos el�etri
os, esta 
ontribui�
~ao radiativa pode ser

relevante.

Conhe
ida, ent~ao, a forma em que skyrmions e m�agnons interagem, estamos em 
ondi�
~oes de


ome�
ar o estudo da dinâmi
a destas ex
ita�
~oes. Como foi exposto no in��
io do 
ap��tulo, nosso

prin
ipal objetivo �e o 
�al
ulo do operador densidade reduzido para o skyrmion, de tal forma que

possamos en
ontar uma equa�
~ao de movimento asso
iada ao seu 
entro de massa, o que faremos

na pr�oxima se�
~ao.

4.3 O Operador Densidade Reduzido Dinâmi
o

4.3.1 Introdu�
~ao

Esta se�
~ao ser�a dedi
ada ao 
�al
ulo do operador densidade reduzido para o skyrmion. Isto

signi�
a que estamos interessados nas propriedades estat��sti
as quânti
as destas ex
ita�
~oes quando

interagem 
om um reservat�orio 
omposto por um 
ampo de m�agnons. A id�eia 
have no 
�al
ulo

do operador densidade reduzido do skyrmion �e tra�
ar as 
oordenadas 
orrespondentes ao 
ampo

de m�agnons. Assumiremos que este 
ampo de m�agnons aja apenas 
omo fonte nos pro
essos de

difus~ao e relaxa�
~ao que sofrem os skyrmions e que esteja a uma temperatura 
onstante. A evolu�
~ao

temporal do operador densidade do sistema 
omposto (skyrmions e m�agnons) pode ser es
rita 
omo

b�(t) = exp(� i

�h
bHt)b�(0) exp( i

�h
bHt) (4.57)

onde b�(0) �e o operador densidade para t = 0 e bH �e a himiltoniana que des
reve o sistema skyr-

mion+m�agnons.

A express~ao expl��
ita para b�(t) na representa�
~ao de 
oordenadas pode ser es
rita da seguinte
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forma

hxR jb�(t)jyQi =

Z Z Z Z
d2x0d2y0dR0dQ0

�
xR

����exp(� i

�h
bHt)

����x0R0
�
�



x0R0 jb�(0)j y0Q0� �y0Q0

����exp( i�h bHt)

����yQ�
; (4.58)

onde o vetor R = (R1; R2; :::RN ) �e o valor da 
oordenada generalizada qi e as 
oordenadas x e y

estam asso
iadas ao 
entro de massa do skyrmion. Tamb�em se fez uso da rela�
~ao de 
ompletezaZ Z
d2x0dR0

��x0R0� 
x0R0
�� = 1: (4.59)

Na express~ao (4.58) est~ao presentes dois elementos de matriz que 
orrespondem exatamente aos

propagadores de Feynman [78℄, que s~ao�
xR

����exp(� i

�h
bHt)

����x0R0
�
= K(x;R; t;x0R0); (4.60)

�
y0Q0

����exp( i�h bHt)

����yQ�
= K�(y;Q; t;y0Q0): (4.61)

Fazendo uso desta nova nota�
~ao, (4.58) se transforma em

hxR jb�(t)jyQi =

Z Z Z Z
d2x0d2y0dR0dQ0 
x0R0 jb�(0)j y0Q0��

K(x;R; t;x0R0)K�(y;Q; t;y0Q0): (4.62)

Podemos, ent~ao, 
al
ular o operador densidade reduzido do skyrmion, b�(x;y; t), tomando o

tra�
o de (4.62) respeito �as vari�aveis do reservat�orio, ou seja,

b�(x;y; t) = Z
dR hxR jb�(t)jyRi (4.63)

b�(x;y; t) =

Z
� � �

Z
d2x0d2y0dR0dQ0dR



x0R0 jb�(0)j y0Q0��

K(x;R; t;x0R0)K�(y;R; t;y0Q0): (4.64)

�E poss��vel fazer agora uma hip�otese simpli�
adora em (4.64) [79℄. Vamos supor que o operador

densidade ini
ial do sistema 
omposto (skyrmions e m�agnons)



x0R0 jb�(0)j y0Q0� � b�(x0;R0;y0;Q0; 0); (4.65)

possa ser fatorado da forma

b�(x0;R0;y0;Q0; 0) = b�s(x0;y0; 0)b�r(R0;Q0; 0); (4.66)
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onde b�s e b�r s~ao, respetivamente, os operadores do sistema e do reservat�orio quando isolados.

Isto signi�
a assumir que no instante ini
ial (t = 0) n~ao existe intera�
~ao entre o skyrmion e o

reservat�orio. Claramente esta n~ao �e a �uni
a es
olha poss��vel. Por exemplo, uma outra 
ondi�
~ao

ini
ial foi proposta em [80℄ no estudo do movimento browniano quânti
o de uma part��
ula livre.

Substituindo (4.66) em (4.64) podemos es
rever o operador densidade reduzido

b�(x;y; t) = Z Z
d2x0d2y0J (x;y; t;x0;y0; 0)b�s(x0;y0; 0) (4.67)

onde

J (x;y; t;x0;y0; 0) =

Z Z Z
dR0dQ0dRb�r(R0;Q0; 0) �

K(x;R; t;x0R0)K�(y;R; t;y0Q0) (4.68)

�e 
onhe
ido 
omo o superpropagador do sistema e rege a evolu�
~ao temporal de b�(x;y; t).
Nos resta ent~ao o 
�al
ulo dos propagadores que apare
em na express~ao anterior. A obten�
~ao

de uma express~ao expl��
ita para eles se d�a quando passamos �a representa�
~ao dos estados 
oeren-

tes (ver Apêndi
e D). Em seguida mostraremos 
omo �e poss��vel 
al
ular os propagadores nesta

representa�
~ao.

4.3.2 Superpropagador na Representa�
~ao dos Estados Coerentes

Partindo da hamiltoniana que des
reve o sistema de skyrmions e m�agnons em termos de ope-

radores 
ria�
~ao e destrui�
~ao, podemos es
rever o superpropagador (4.68) em termos dos estados


oerentes2. Para isso partiremos da forma expl��
ita do mesmo na representa�
~ao de 
oordenadas

J (x;y; t;x0;y0; 0) =

Z Z Z
dR0dQ0dRb�r(R0;Q0; 0) �

�K(x;R; t;x0R0)K�(y;R; t;y0Q0); (4.69)

que na representa�
~ao de estados 
oerentes se transforma em

J (x;y; t;x0;y0; 0) =

Z
d�

�

Z
d�

�

Z



�
hx�j exp(�iH

�h
t)

��x0�0��
�r(�

�; 
)


y0


�� exp(iH
�h
t)

��y�0� ; (4.70)

onde

�r(�
�; 
) =



x0�

�� b�r ��y0
0� (4.71)

2Ver Apêndi
e D
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e os propagadores em termos dos estados 
oerentes adotam a forma

K(x; �; t;x0�0) = hx�j exp(�i
bH
�h
t)
��x0�0� : (4.72)

O 
�al
ulo expl��
ito do propagador (4.72) (que apare
e no Apêndi
e E) nos permite es
rever

K(x; �; t;x0�0) 
omo

K(x; �; t;x0�0) = exp

(
�j�j2

2
� j�0j2

2

) x0Z
x

exp

�
i

h
S0 [x℄

�
Dx�

��Z
�

exp (��(0)� + ���(t)) exp

�
i

h
SI [x; �℄

�
D2�; (4.73)

onde

S0 [x℄ =

tZ
0

M
(
:
x)2

2
dt0; (4.74)

SI =

tZ
0

f i�h

2

X
mn

��
mn _�mn � �mn _��

mn �
X
mn

�h!mn�
�
mn�mn

+�hM _x �
X
mn;kl

Dmn;kl�
�
mn�kl

+�hM _x �
X
mn;kl

Cmn;kl(�mn�kl + ��
mn�

�
kl) g dt0; (4.75)

e Y
j=1

Z
d�j

�
� D2�;

Y
j=1

s
M

2��hi"

Z
d2xj � Dx; (4.76)

Usando as express~oes anteriores obtemos �nalmente a forma do superpropagador em termos

dos estados 
oerentes 
omo:

J (x;y; t;x0;y0; 0) =

Z
Dx

Z
Dy exp i

�h
[S0[x℄� S0[y℄℄

Z
d2�

�

Z
d2�

�

Z
d2


�
�

�m(��; 
) exp

�
� j�j2 � j�j

2
� j
j

2

� ��Z
�

D2�

�Z



D2
� (4.77)

exp
i

�h

�
SI [x; �℄ +

�h

i
��(0)� + ���(t)� SI [y; 
℄ + 
(0)�� + �
�(t)

�
:

A express~ao anterior nos permite introduzir o j�a 
onhe
ido fun
ional de in
uên
ia [78℄

F [x;y℄ =

Z
d2�

�

Z
d2�

�

Z
d2


�
�m(��; 
) exp

�
� j�j2 � j�j

2
� j
j

2

� ��Z
�

D2�

�Z

�

D2
�

exp
i

�h

�
SI [x; �℄ � SI [y; 
℄ +

�h

i
(��(0)� + ���(t) + 
(0)�� + �
�(t)

�
; (4.78)
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e, �nalmente, es
rever o superpropagador em forma 
ompa
ta 
omo:

J (x;y; t;x0;y0; 0) =

x0Z
x

Dx
yZ

y0

Dy exp i

�h
[S0[x℄� S0[y℄℄F [x;y℄: (4.79)

Em seguida veremos 
omo F pode ser tratado adequadamente dentro do formalismo de integrais

de Feynman.

4.4 Fun
ional de In
uên
ia

4.4.1 Aproxima�
~ao de Fase Esta
ion�aria

Nesta se�
~ao mostraremos 
omo �e possivel 
al
ular as integrais que apare
em no fun
ional de

in
uên
ia explorando a forma quadr�ati
a da hamiltoniana de intera�
~ao skyrmions-m�agnons (E.27).

Para isto investiguemos primeiramente o termo da express~ao (4.78)

�x� =

��Z
�

exp [��(0)� + ���(t)℄ exp
i

�h
[SI [x; �℄℄D2�; (4.80)

que expli
itamente es
reveremos 
omo

�x� =

��Z
�

exp [��(0)� + ���(t)℄� (4.81)

exp
i

�h

24 tZ
0

f 1

2

X
mn

��
mn

:
�mn ��n

:
�

�
mn �

X
mn

�h!mn�
�
mn�mn

+�hM
:
x �

X
mn;kl

Dmn;kl�
�
mn�kl

+�hM
:
x �

X
mn;kl

Cmn;kl(�mn�kl + ��
mn�

�
kl) g dt0

�D2�:

Para 
al
ular a integral no tempo usaremos o m�etodo da fase esta
ion�aria [70℄. Para isto

expandiremos �(t) em torno das solu�
~oes 
l�assi
as (�
(t)) das equa�
~oes de movimento geradas a

partir de
ÆSI

Æ�mn
= 0;

ÆSI

Æ��
mn

= 0; (4.82)

que s~ao
:
�mn +i!mn�mn � iM

:
x �
X
kl

Dmn;kl�kl + 2Cmn;kl�
�
kl = 0; (4.83)
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e
:
��
mn �i!mn�

�
mn + iM

:
x �
X
kl

Dmn;kl�
�
kl + 2Cmn;kl�kl = 0: (4.84)

Ent~ao, substituindo

�(t) = �
(t) + �(t); (4.85)

em SI e usando as equa�
~oes de movimento (4.83) e (4.84) a express~ao para (E.27) se reduz a

SI [x; �
 +�℄ = SI [x; �
℄ +

tZ
0

8<: i�h

2

�
�� � _���� ��

�
+ �hM _x

X
mn;kl

Dmn;kl�
�
mn�kl

+Cmn;kl(�mn�kl +��
mn�

�
kl)� �h

X
mn

!mn�
�
mn�mn

)
dt0; (4.86)

ou em forma 
ompa
ta

SI [x; �
 +�℄ = SI [x; �
℄ + f(t): (4.87)

Ent~ao, usando este resultado, (4.80) pode ser es
rita 
omo

�x� =

��Z
�

exp [��(0)�+ ��(�
(t) + �)℄ exp
i

�h
(SI [x; �
℄ + f(t))D2�; (4.88)

onde ��(0) e � s~ao 
onstantes. A express~ao anterior pode ser rees
rita introduzindo uma 
onstante

de normaliza�
~ao dependente do tempo, ou seja

�x� =
1

C(t)
[exp���
(t)℄

�
exp

i

�h
SI [x; �
℄

� ��Z
�

D2�; (4.89)

�x� =
1

C(t)
exp

i

�h
(SI [x; �
℄) exp�

��
(t) (4.90)

Pro
edendo de forma similar para a outra integral temporal que apare
e em (4.78), podemos

es
rever o fun
ional in
uên
ia 
omo

F [x;y℄ =

Z
d2�

�

Z
d2�

�

Z
d2


�
�m(��; 
) exp

i

�h
[SI [x; �
℄� SI [y; 

℄℄�

exp

�
���
(t) + 

�


 (t)� j�j2 � j�j
2
� j
j

2

�
(4.91)

Podemos ainda fazer uso das equa�
~oes de movimento (4.83) e (4.84) em SI de forma tal que

F [x;y℄ =

Z
d2�

�

Z
d2�

�

Z
d2


�
�m(��; 
)�

exp

�
� j�j2 � j�j

2
� j
j

2
+ ���
(t) + 

�


 (t)

�
: (4.92)
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Neste ponto, resta-nos somente o 
�al
ulo da forma expl��
ita de �m em termos dos estados


oerentes antes de tentarmos 
al
ular as integrais envolvidas no fun
ional de in
uên
ia. A forma

expl��
ita de �m(��; 
) �e 
al
ulada no Apêndi
e F, e pode ser es
rita 
omo

�m(��; 
) =
Y
mn

exp
n
��
mn
mn exp(���h!mn)� j�mnj

2

2 � j
mnj
2

2

o
1

1�exp(���h!mn)

: (4.93)

Com este resultado o fun
ional de in
uên
ia se reduz a

F [x;y℄ =
1

Z

Z
d2�

�

Z
d2�

�

Z
d2


�
exp

n
� j�j2 � j�j2 � j
j2

o
�

exp f���
(t) + 

�
(t)g
Y
mn

exp f��
mn
mn exp(���h!mn)g ; (4.94)

onde Z �e dada por (F.11). Sendo os estados 
oerentes apenas n�umeros 
omplexos, as integrais que

apare
em, mesmo n~ao sendo triviais, podem ser tratadas adequadamente lembrando sempre que a

express~ao (4.94) foi obtida usando a aproxima�
~ao de fase esta
ion�aria.

4.4.2 Integra�
~ao do Fun
ional de In
uên
ia

Esta se�
~ao trata da obten�
~ao de uma express~ao �nal para o fun
ional de in
uên
ia obtida em

termos dos estados 
oerentes. Ini
ialmente, vamos estudar separadamente a forma do termo

exp f���
(t) + 

�
(t)g (4.95)

quando se usam as solu�
~oes das equa�
~oes de movimento obtidas no Apêndi
e G. Como foi demons-

trado as solu�
~oes podem ser es
ritas em forma gen�eri
a 
omo

�mn(�) = �0
mn +

X
mn6=kl


Wmn;kl(�)�
0
kl (4.96)

��
mn(�) = ��

mn +
X

mn6=kl

�
W t0
mn;kl(�)�

0
kl

��
(4.97)

Ent~ao, teremos que

exp f���
(t)g = exp

8<: X
mn;kl

h
Æmn;kl + 
Wmn;kl[x℄

i
��
mn�kl

9=; (4.98)

exp f

�
(t)g = exp

(X
nm

h
Æmn;kl + 
Wmn;kl[y℄

i
�mn


�
kl

)
: (4.99)
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Usando estas express~oes o fun
ional de in
uên
ia se es
reve 
omo

F [x;y℄ =
1

Z

Z
d2�

�

Z
d2�

�

Z
d2


�
exp

n
� j�j2 � j�j2 � j
j2

o
�

exp

8<: X
mn;kl

h
Æmn;kl + 
Wmn;kl[x℄

i
��mn�kl

9=;�

exp

8<: X
mn;kl

h
Æmn;kl + 
Wmn;kl[y℄

i
�mn


�
kl

9=;�
Y
mn

exp f��mn
mn exp(���h!mn)g : (4.100)

�E 
onveniente fazermos as substitui�
~oes

J�mn[x℄ =
X
kl

h
Æmn;kl + 
Wmn;kl[x℄

i
��kl; (4.101)

Jmn[y℄ =
X
kl

h
Æmn;kl + 
Wmn;kl[y℄

i
�kl; (4.102)

que nos permite es
rever F [x;y℄ 
omo

F [x;y℄ =
1

Z

Z
d2�

�

Z
d2�

�

Z
d2


�
exp

n
� j�j2 � j�j2 � j
j2

o
�Y

mn

exp (exp(���h!mn)�
�
mn
mn + J�mn[x℄�mn + Jmn[y℄


�
n) (4.103)

Na express~ao (4.103) �e poss��vel estudar separadamente o termo

�� =

Z Y
mn

exp
�
exp(���h!mn)�

�
mn
mn + J�mn[x℄�mn � j�mnj2

� d2�
�

; (4.104)

que, ao es
revermos �mn em fun�
~ao das partes real e imagin�aria (�mn = x+ iy); se transforma em

�� =
1

�

Y
mn

1Z
�1

exp
n
� jxj2 + (J�mn[x℄ + exp(���h!mn)
mn) x

o
dx�

1Z
�1

exp
n
� jyj2 � i (J�mn[x℄� exp(���h!mn)
mn) y

o
dy: (4.105)

Sabendo que
1Z

�1

exp
�
�ax2 + bx

�
dx =

r
�

a
exp

b2

4a
; (4.106)

obtemos

�� =
Y
mn

exp (
mnJ
�
mn[x℄ exp(���h!mn)) ; (4.107)
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o que nos permite es
rever F [x;y℄ 
omo

F [x; y℄ =
1

Z

Z
d2�

�

Z
d2


�
exp

n
� j�j2 � j
j2

o
�Y

n

exp (Jn[y℄

�
n + exp(���h!n)J�n[x℄
n) (4.108)

Es
revendo agora 
 em fun�
~ao de suas partes real e imagin�aria (
 = x+ iy) e usando novamente

(4.106) o fun
ional de in
uên
ia se transforma em

F [x;y℄ =
1

Z

Z
exp

�
� j�mnj2 + J�mn[x℄Jmn[y℄ exp(���h!mn)

� d2�
�

(4.109)

Para 
ompletar o nosso 
�al
ulo devemos substituir (4.101) e (4.102) na express~ao anterior, de

onde se obt�em

F [x;y℄ =
1

Z

Z
exp

0�� X
mn;kl

��mnMmn;kl�kl

1A d2�

�
; (4.110)

onde,

Mmn;kl =
h
1� (1+W [y℄)D

�
1+W y[x℄

�i
mn;kl

; (4.111)

Wmn;kl[y℄ = 
Wkl;mn[y℄; W y
mn;kl[x℄ =


W �
kl;mn[x℄; Dmn = exp(���h!mn): (4.112)

Por outro lado, sabe-se [85℄ que

Z
exp

0�� X
mn;kl

��mnMmn;kl�kl

1A d2�

�
= [detMmn;kl℄

�1 ; (4.113)

o que nos permite reduzir o fun
ional de in
uên
ia (4.110) a

F [x;y℄ =
1

Z
[detM ℄�1 : (4.114)

Podemos avan�
ar ainda mais na simpli�
a�
~ao desta express~ao notando que

detM = exp (Tr lnMmn;kl) : (4.115)

Expli
itamente,

detM = exp

(
1X
�=1

X
mn

(�1)�

�

h
(1+W [y℄)D

�
1+W y[x℄

�i�
mn;mn

)
; (4.116)

ou ainda es
revendo h
(1+W [y℄)D

�
1+W y[x℄

�i�
= [D (1+ �)℄� ; (4.117)

onde

� = W [y℄ +W y[x℄ +W [y℄W y[x℄; (4.118)
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teremos

detM = exp

(
Tr

1X
�=1

(�1)�
�

(D (1+ �))�
)
: (4.119)

Portanto, usando a express~ao para a expans~ao da fun�
~ao logaritmo, teremos que

detM = exp Tr ln (1�D (1+ �)) = det (1�D (1+ �)) (4.120)

Ao substituirmos esta express~ao em (4.114) e es
revermos a fun�
~ao de parti�
~ao (F.11)em termos

de D, o fun
ional de in
uên
ia pode ser es
rito em forma 
ompa
ta 
omo

F [x;y℄ =
det(1�D)

det (1�D (1+ �))
: (4.121)

Es
revendo ainda a express~ao anterior na forma

F [x;y℄ =
1

det
�
1� D

1�D�
� ; (4.122)

e poss��vel introduzir o n�umero m�edio de part��
ulas no estado mn, pois

D
1�D = Nmn =

1

exp(��h!mn)� 1
: (4.123)

Desta forma 
onseguimos es
rever o fun
ional de in
uên
ia em forma 
ompa
ta 
omo

F [x;y℄ =
1

det
�
1�Nmn�mn;kl

� ; (4.124)

onde

�mn;kl =Wmn;kl[y℄ +W y
mn;kl[x℄ +Wmn;ij [y℄W

y
ij;kl[x℄: (4.125)

As express~oes expli
itas das matri
es Wmn;kl se obt�em partindo das equa�
~oes integrais (ver

Apêndi
e G)


W �
mn;kl[x(�)℄ =

�Z
t

W t0
mn;kl[x(�

0)℄d� 0 +

�Z
t

X
ij 6=mn

W t0
mn;ij[x(�

0)℄
W �
ij;kl[x(�

0)℄d� 0 (4.126)


Wmn;kl[y(�)℄ =

�Z
0

W 0
mn;kl[y(�

0)℄d� 0 +

�Z
0

X
ij 6=mn

W 0
mn;ij[y(�

0)℄
Wij;kl[y(�
0)℄d� 0 (4.127)

Podemos simpli
ar o 
�al
ulo do fun
ional de in
uên
ia tomando apenas os primeiros termos da

s�erie que se obt�em ao desenvolver a express~ao (4.124). Esta aproxima�
~ao 
on
orda 
om o fato de

estarmos lidando 
om baixas energias, esperando que os primeiros termos da s�erie sejam su�
ientes

para 
aptar a essên
ia do fenômeno do de
aimento no movimento do skyrmion. Portanto,

F [x;y℄ = exp

�
Tr

�
Nmn�mn;kl +

1

2

�
Nmn�mn;kl

�2
+ � � �

��
; (4.128)
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que usando a de�ni�
~ao (4.125) se es
reve 
omo

F [x;y℄ � exp

0�X
mn

Nmn�mn;mn +
1

2

X
mn;ij

NmnN ij�mn;ij�ij;mn

1A : (4.129)

Neste ponto, levado em 
onta que estamos envolvidos 
om pro
essos de baixas energias, podemos

es
rever solu�
~oes aproximadas para (4.126) e (4.127) usando o m�etodo iterativo at�e primeira ordem.

Desta forma


W �
mn;kl[x(�)℄ �

�Z
t

W t0
mn[x(�

0)℄d� 0 +
X
ij

�Z
t

�
0Z

t

W t0
mn;ij [x(�

0)℄W t0
ij;kl[x(�

00

)℄d�
00

d� 0 + � � � (4.130)


Wmn;kl[y(�)℄ =

�Z
0

W 0
mn;kl[y(�

0)℄d� 0 +
X
ij

�Z
0

� 0Z
0

W 0
mn;ij[y(�

0)℄W 0
ij;kl[y(�

00)℄d� 00d� 0 + � � � (4.131)

Usando ent~ao as de�ni�
~oes (ver Apêndi
e G)

W 0
mn;kl(�) = i _x

�
Dmn;kle

�i(!kl�!mn)� + 2Cmn;kle
i(!kl+!mn)�

�
(4.132)

W t0
mn;kl(�) = i _x

�
Dmn;kle

�i(!kl�!mn)(��t0) + 2Cmn;kle
i(!kl+!mn)(��t0)

�
; (4.133)

em (4.130) e (4.131), o fun
ional de in
uên
ia (4.129) depois de alguma �algebra se transforma

�nalmente em

F [x;y℄ = e
i
�h
(�I+	I)e�

1

�h
(�R+	R): (4.134)

Na express~ao anterior usamos as seguintes de�ni�
~oes,

�R =

tZ
0

dt0
t
0Z

0

dt00
2X

i;j=1

nh
:
xi (t

0)+
:
yi (t

0)
i
�R
i;j(t

0 � t00)
h
:
xj (t

00)� :
yj (t

00)
io

; (4.135)

�I =

tZ
0

dt0
t
0Z

0

dt00
2X

i;j=1

nh
:
xi (t

0)+
:
yi (t

0)
i
�I
i;j(t

0 � t00)
h
:
xj (t

00)� :
yj (t

00)
io

; (4.136)

	R =

tZ
0

dt0
t
0Z

0

dt00
2X

i;j=1

h
:
xi (t

00)�R
i;j(t

0 � t00)
:
yj (t

0)� :
xi (t

0)�R
i;j(t

0 � t00)
:
yj (t

00)
i
; (4.137)

	I =

tZ
0

dt0
t
0Z

0

dt00
2X

i;j=1

h
:
xi (t

00)�I
i;j(t

0 � t00)
:
yj (t

0)+
:
xi (t

0)�I
i;j(t

0 � t00)
:
yj (t

00)
i
: (4.138)
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Em (4.135)-(4.138) (x1; x2) e (y1; y2) des
revem a posi�
~ao do 
entro de massa do skyrmion em

instantes diferentes. Por outro lado, �i;j e �i;j s~ao matrizes 2 � 2 que envolvem as 
omponentes

do vetor Gmn;kl introduzido em (4.46). Expli
itamente

�Ri;j(t) =
X
mn;kl

(Nmn +Nkl + 2NmnNkl)(!mn + !kl)
2

2!mn!kl
Mi;j(mn; kl) 
os(!kl � !mn)t; (4.139)

�Ii;j(t) =
X
mn;kl

(Nmn �Nkl)(!mn + !kl)
2

2!mn!kl
Mi;j(mn; kl) sin(!kl � !mn)t; (4.140)

�R
i;j(t) =

X
mn;kl

(Nmn +Nkl + 2NmnNkl)(!mn � !kl)
2

2!mn!kl
Mi;j(mn; kl) 
os(!kl + !mn)t; (4.141)

�I
i;j(t) =

X
mn;kl

(Nmn +Nkl + 2NmnNkl)(!mn � !kl)
2

2!mn!kl
Mi;j(mn; kl) 
os(!kl + !mn)t; (4.142)

onde

Mi;j =

0B� jG(1)
mn;klj2 0

0 jG(2)
mn;klj2

1CA : (4.143)

Aqui G
(1);(2)
mn;kl s~ao as 
omponentes do vetorGmn;kl. Desta forma 
on
luimos o 
�al
ulo do fun
ional de

in
uên
ia, o que nos permite ent~ao es
rever uma a�
~ao efetiva para o skyrmion e estudar a equa�
~ao

de movimento efetiva que o 
ara
teriza, o que passaremos a fazer a seguir.

4.5 Dinâmi
a do Skyrmion

4.5.1 Equa�
~ao de Movimento

Nesta se�
~ao estudaremos a dinâmi
a do skyrmion e 
omo ela �e in
uen
iada pela temperatura.

Para 
ome�
ar substituimos (4.134) em (4.79), e desta forma o superpropagador para o skyrmion

pode ser es
rito 
omo

J =

xZ
x0

Dx
yZ

y0

DyeiS[x;y℄+�h(�R�	R); (4.144)

onde

S[x;y℄ = S0[x℄� S0[y℄ + �h(�I +	I): (4.145)

A express~ao anterior n~ao �e mais que a a�
~ao reduzida para os skyrmions depois de tra�
ar as


oordenadas dos m�agnons. Esta a�
~ao 
ont�em a informa�
~ao da intera�
~ao skyrmion-m�agnon e, por-

tanto, a equa�
~ao de movimento gerada pela mesma dever�a des
rever o movimento efetivo do 
entro



A Dinâmi
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de massa do skyrmion em fun�
~ao de parâmetros que 
ara
terizam o meio. Antes de analisar o

movimento efetivo que des
reve o skyrmion, �e 
onveniente es
rever (4.145) em termos de um novo


onjunto de vari�aveis, R = (x+ y)=2 e r = (x� y). As equa�
~oes de movimento asso
iadas �a a�
~ao

S[R; r℄ podem ser es
ritas 
omo

��
Ri (t) +

tZ
0


i;j(t� t0)
�
Rj (t

0)dt0 = 0; (4.146)

��
ri (t)�

tZ
0


i;j(t� t0)
�
rj (t

0)dt0 = 0; (4.147)

onde introduzimos a matriz de de
aimento, 
i;j(t� t0), que em geral des
reve a forma que possui a

mobilidade dos s�olitons em 2-D. Em termos das express~oes (4.140), (C.10) e (4.143) a matriz 
i;j �e

dada pela rela�
~ao


i;j(t� t0) = �2�h

M

d

dt

n
�I
i;j(t� t0) + �I

i;j(t� t0)
o
: (4.148)

As equa�
~oes de movimento (4.146) e (4.147) s~ao uma generaliza�
~ao daquelas que 
ara
terizam

a dinâmi
a de um s�oliton em 1-D e que 
orrespondem ao movimento Browniano quânti
o [10℄. As

diferen�
as fundamentais s~ao que o tratamento at�e aqui apresentado permite o estudo de ex
ita�
~oes

topol�ogi
as em 2-D e ao mesmo tempo in
lui a possibilidade da emis~ao ou absor�
~ao de mesons

(m�agnons no nosso 
aso) pelo s�oliton (skyrmion). Por outro lado, 
omo em [10℄, a parte real do

exponente em (4.145) est�a asso
iada �a matriz de difus~ao

Di;j(t) = �h
d2

dt2
(�R

i;j +�R
i;j); (4.149)

que pode ser 
al
ulada seguindo a id�eia que apresentaremos em seguida para o 
�al
ulo da matriz

de de
aimento.

Voltando ao an�alise de (4.148), �e 
onveniente es
rever 
i;j(t� t0) 
omo a soma de dois termos,


i;j(t� t0) = 
Ei;j(t� t0) + 
Ii;j(t� t0); (4.150)

onde


Ei;j =
�h

M

X
mn;kl

(Nmn �Nkl)(!mn + !kl)
2(!kl � !mn)

2!mn!kl
�

Mi;j(mn; kl) 
os
�
(!kl � !mn)(t� t0)

�
; (4.151)



A Dinâmi
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e


Ii;j =
2�h

M

X
mn;kl

(Nmn +Nkl + 2NmnNkl)

!mn!kl
Mi;j(mn; kl)�

(!mn � !kl)
2(!kl + !mn) 
os

�
(!kl + !mn)(t� t0)

�
: (4.152)

Como podemos ver em (4.46) e (4.143) a matriz Mi;j envolve esen
ialmente os elementos de

matriz do operador momento entre dois estados de onda de spin ferromagn�eti
as dadas pela ex-

press~ao (4.22). Portanto, em analogia 
om a fun�
~ao espe
tral introduzida em [46℄ de�niremos a

matriz 2� 2 fun�
~ao de espalhamento, Si;j, 
omo

Si;j(!; !
0) =

X
mn;kl

Mi;j(mn; kl)Æ(! � !mn)Æ(!
0 � !kl): (4.153)

A de�ni�
~ao anterior nos permite rees
rever as 
ontribui�
~oes 
Ii;j e 
Ei;j presentes na fun�
~ao de

de
aimento 
omo


Ei;j(t) =
�h

M
�(t)

Z
d!

Z
d!0Si;j(!; !

0)(N (!)�N(!0))�
(! + !0)2(!0 � !)

!!0

os(!0 � !)t; (4.154)

que 
omo veremos adiante envolve somente pro
essos de espalhamento el�asti
o,


Ii;j(t) =
2�h

M
�(t)

Z
d!

Z
d!0Si;j(!; !

0)(! � !0)2(!0 + !)

!!0
�

[N (!) +N(!0) + 2N (!)N(!0)℄ 
os(! + !0)t; (4.155)

que est�a rela
ionada 
om os pro
essos de absor�
~ao e emiss~ao de m�agnons quando levamos em


onsidera�
~ao transi�
~oes entre estados 
om diferentes energias. Portanto, nos referiremos a esta


ontribui�
~ao 
omo inel�asti
a. Conv�em desta
ar tamb�em que em (4.154) e (4.155), �(t) assegura o

prin
ipio de 
ausalidade.

Neste ponto, s�o nos resta o 
�al
ulo expli
ito das 
ontribui�
~oes que 
omp~oem a matriz de de
ai-

mento para o 
aso espe
���
o dos skyrmions, pois os resultados obtidos at�e aqui s~ao v�alidos sempre

que se estuda a dinâmi
a de um s�oliton em 2 dimens~oes espa
iais.

4.5.2 A Matriz de De
aimento

Em primeiro lugar analisaremos a 
ontribui�
~ao 
Ii;j(t) ao movimento dissipativo do skyrmion.

Da express~ao (4.155) vemos que para tempos longos o termo 
os(!0 + !)t os
ila rapidamente,
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dando uma 
ontribui�
~ao nula para a matriz de de
aimento. Isto a
onte
e a menos que !0 + ! seja

pra
ti
amente nula, o que o
orre ao mesmo tempo que o fator (!�!0)2 faz 
om que esta 
ontribui�
~ao

possa ser desprezada. Portanto, at�e primeira ordem na solu�
~ao de (4.127), a 
ontribui�
~ao inel�asti
a


Ii;j(t) pode ser desprezada.

Por outro lado, a an�alise de (4.154) simpli�
a-se se mudamos as vari�aveis de freq�uên
ia ! e !0

para ' = (!0 + !)=2 e � = (!0 � !). Desta forma


Ei;j(t) =
2�h

M
�(t)

1Z
0

d'

1Z
�1

d�Si;j('; �)�
2f('; �)

N ('+ �=2) �N('� �=2)

�

os(�t): (4.156)

onde

f('; �) = 2 +
'+ �=2

'� �=2
+

'� �=2

'+ �=2
: (4.157)

Como em (4.155), a express~ao (4.156) se anula para tempos longos devido �as r�apidas os
ila�
~oes

do termo 
os(�t) a menos que � seja pr�oximo de zero. Neste 
aso, f('; �) pode ser tomado 
omo


onstante e
N('+ �=2) �N('� �=2)

�
� �N(')

�'
: (4.158)

Portanto, na aproxima�
~ao de tempo longo, (4.156) adota a forma


Ei;j(t) =
8�h

M
�(t)

1Z
0

d'

1Z
�1

d�Ai;j(')
�N (')

�'

os(�t); (4.159)

onde introduzimos a fun�
~ao Ai;j(') de�nida 
omo

Ai;j(') = lim
�!0

Si;j('; �)�
2: (4.160)

Agora, usando (4.123) e integrando (4.159) em d� teremos que


Ei;j(t) = 
i;j(T )Æ(t); (4.161)

onde 
i;j(T ) �e a matriz de de
aimento dependente da temperatura que 
ara
teriza a mobilidade

dos s�olitons em 2-D e se es
reve 
omo


i;j(T ) =
8�h

M

1Z
0

e�(g�BB+�h')

(1� e�(g�BB+�h'))2
Ai;j(')d'; (4.162)

e Æ(t) �e a fun�
~ao delta de Dira
. Como �e usual, nos referiremos �a 
ontribui�
~ao (4.161) 
omo Mar-

koviana, pois possui memoria instantânea, ou seja, n~ao depende do movimento pr�evio da part��
ula.

Com o objetivo de 
omputar a express~ao (4.161) devemos 
al
ular a fun�
~ao de espalhamento
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Figura 4.1: Coe�
iente de de
aimento em fun�
~ao da temperatura para valores diferentes do fator

de Land�e. A linha s�olida 
orresponde ao 
aso em que g = 0:25, as linha des
ont��nua e pontilhada

aos 
asos em que g = 0:025 e g = 0:0025 respe
tivamente.

Si;j('; �). Para isso o primeiro passo ser�a obter uma express~ao anal��ti
a para Si;j(!; !
0) para

posteriormente passar �as novas vari�aveis '; � e assim tomar o limite (4.160). Seguindo esta id�eia,

no Apêndi
e H se mostra que

Ai;i(') =

�
�M

�h

�2
G(')'2 (4.163)

onde

G(') = 2
1X

m=1

sin2(Æm+1 � Æm); (4.164)

e os desvios de fase Æm para 
ada 
omponente do momento angular m s~ao tamb�em fun�
~oes de '.

Portanto, a matriz de de
aimento (4.162) pode ser es
rita 
omo


ii =

 
8�2M

�h

!
e�g�BB

1Z
0

'2e��h'G(')
(e�(g�BB+�h') � 1)2

d': (4.165)

Para obter a dependên
ia expli
ita da express~ao anterior 
om a temperatura devemos 
al
ular

numeri
amente as integrais que de�nem os desvios de fase (4.26)-(4.29). Isto foi feito para um


ampo magn�eti
o externo B = 9T e para três valores diferentes do fator de Land�e (g) (ou tamanho
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do skyrmion). O resultado obtido apare
e na Figura 4.1 para qualquer valor de temperatura em

unidades de 
0 = �2�h2=32M2�4. Nas três situa�
~oes apresentadas, devido ao pequeno valor da

energia de Zeeman (0.13 meV, 0.013 meV e 0.0013 meV) os estados de m�agnons s~ao ex
itados,

mesmo a baixas temperaturas, provo
ando que a 
onstante de de
aimento seja sempre �nita. Por

outro lado se observa que para temperaturas muito altas, o valor da 
onstante de de
aimento


res
e linearmente. Este resultado 
omo ja vimos no estudo da parede de Blo
h pode ser obtido

diretamente da express~ao (4.165)


ii =
M

�h3

0� 1Z
0

G(')d'
1A 1

�
; (4.166)

que �e linear em T independente da forma espe
���
a de G(').

4.6 Con
lus~oes

Como foi demonstrado, o uso do m�etodo das 
oordenadas 
oletivas da teoria quânti
a de 
am-

pos nos permite obter uma des
ri�
~ao da mobilidade do skyrmion em fun�
~ao da temperatura. A

formula�
~ao geral para sistemas bidimensionais apresentada mostrou que na aproxima�
~ao de tempo

longo somente os termos el�asti
os, na intera�
~ao da ex
ita�
~ao 
om as 
utua�
~oes do meio s~ao de

interesse.

Por outro lado demonstrou-se que a mobilidade do skyrmion para altas temperaturas �e linear e

que para as temperaturas baixas (mas ainda a
ima da energia de Zeeman) se 
omporta 
omo T�,

onde � e um 
oe�
iente que depende do fator de Land�e.

Apesar de ter estudado expli
itamente o problema da dinâmi
a dos QHS, a des
ri�
~ao utilizada

para este 
aso parti
ular pode ser usada para sistemas bidimensionais em geral e, portanto, para

qualquer generaliza�
~ao ou extens~ao do modelo sigma n~ao linear.

Para avaliar a relevân
ia que os nossos resultados possam ter do ponto de vista experimental

propomos uma experiên
ia que seja in
uen
iada pela dinâmi
a dos QHS. A este tema dedi
aremos

o pr�oximo 
ap��tulo.



Cap��tulo 5

Dinâmi
a dos Skyrmions e

Espalhamento de Neutrons

Neste 
ap��tulo se estudar�a a in
uên
ia da dinâmi
a dos QHS na experiên
ia de espalhamento

de neutrons. Mostraremos ainda 
omo 
ar�ater dissipativo do seu movimento afeta os resultados

gerais.

5.1 Introdu�
~ao

Como foi demonstrado nos 
ap��tulos anteriores, a dinâmi
a do skyrmion �e similar �a de uma

part��
ula Browniana 
om um fator de de
aimento dependente da temperatura e mem�oria puramente

lo
al, ou instantânea. Por�em, para veri�
ar se estas previs~oes te�ori
as têm alguma in
uên
ia do

ponto de vista pr�ati
o, se faz impres
ind��vel propor uma experiên
ia 
apaz de determinar o tipo de

lei de movimento que rege a dinâmi
a destas ex
ita�
~oes e assim veri�
ar a validade da nossa teoria.

Para o estudo da dinâmi
a do skyrmion no sistema de Hall foi usado um modelo em que o 2DEG,

para T 6= 0, era 
omposto fundamentalmente por dois tipos de ex
ita�
~oes de naturezas diferentes.

Por um lado as ex
ita�
~oes lo
alizadas, de origem puramente topol�ogi
a, n~ao interagentes entre si e


onhe
idas 
omo skyrmions ou texturas 
arregadas de spin (CST). Por outro, as ondas de spin ou

m�agnons, que s~ao ex
ita�
~oes 
ompletamente deslo
alizadas, sem intera�
~ao entre si e a
opladas 
om

as CST via transferên
ia de momentum. Este modelo lembra em 
erta medida, o de uma part��
ula

de massa 
onsider�avel submersa em um l��quido (part��
ula Browniana). Esta analogia sugere o uso

de uma t�e
ni
a experimental 
apaz de dete
tar a difus~ao de uma part��
ula, ou quasi-part��
ula, em

105
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um meio. Nestas situa�
~oes, uma das t�e
ni
as usadas 
om su
esso �e o espalhamento de neutrons.

A t�e
ni
a de espalhamento de neutrons tornou poss��vel o estudo de diversos fenômenos, que v~ao

desde a difus~ao de hidrogênio em metais, at�e as ex
ita�
~oes elementares no estado l��quido do 3He,

4He e misturas de ambos.

Como �e 
onhe
ido, os neutrons s~ao part��
ulas de massa 1:675 � 10�27Kg que n~ao possuem


arga el�etri
a, têm spin 1/2 e momento magn�eti
o igual -1.913 vezes o momentum magn�eti
o do

n�u
leo. Os neutrons s~ao geralmente obtidos por um pro
esso de �ss~ao nu
lear do 235U enrique
ido.

Este pro
esso realiza-se em um reator nu
lear de onde ini
ialmente se obt�em neutrons de altas

energias. Estes neutrons prim�arios s~ao posteriormente `freiados' ao passarem por meios diferentes,

ou materiais moderadores, at�e atingir a energia ne
ess�aria para a realiza�
~ao dos experimentos.

Usualmente nas experiên
ias de f��si
a da mat�eria 
ondensada, usam-se neutrons t�ermi
os, ou seja,

neutrons em equil��brio t�ermi
o 
om o material moderador que a
ha-se a uma temperartura pr�oxima

da ambiente. Os neutrons t�ermi
os possuem um espe
tro de Maxwell-Boltzman 
om um m�aximo

em torno de 25meV e um 
omprimento de onda de aproximadamente 1.8�A.

A t�e
ni
a de espalhamento 
onsiste basi
amente em fazer in
idir sobre o sistema em estudo

um feixe de neutrons previamente 
araterizado. Ap�os a intera�
~ao feixe-sistema, �e poss��vel obter,

usando um dete
tor, a distribui�
~ao dos neutrons emergentes em fun�
~ao da energia e do momento.

Como veremos mais adiante, esta fun�
~ao de distribui�
~ao 
arrega informa�
~oes da estrutura interna

e das propriedades dinâmi
as do sistema.

A proposta da t�e
ni
a de espalhamento, para determinar experimentalmente o tipo de dinâmi
a

que possuem os skyrmions, est�a intimamente ligada a 
ertas propriedades intr��nse
as dos neutrons e

da sua intera�
~ao 
om a mat�eria. Como vantagens desta es
olha podemos 
itar a ausên
ia de 
arga

el�etri
a e o momento magn�eti
o n~ao nulo. Estas 
ara
ter��sti
as determinam basi
amente que a

intera�
~ao entre os materiais magn�eti
os e os neutrons seja de 
arater magn�eti
o. Ao mesmo tempo,

o 
omprimento de onda dos neutrons pode ser fa
ilmente vari�avel, dependendo das 
arater��sti
as do

material moderador, o que permite es
olher as ex
ita�
~oes que ser~ao reveladas durante a experiên
ia.

Este 
onjunto de propriedades tornaram poss��vel o estudo de estruturas e de ex
ita�
~oes de natureza

magn�eti
a 
omo, por exemplo, o espe
tro de m�agnons em 
ertos materiais magn�eti
os [81℄ e a


arateriza�
~ao de dom��nios magn�eti
os [82℄. Por outro lado, os neutrons s~ao pou
o absorvidos pela

mat�eria, o que possibilita a realiza�
~ao de experiên
ias, mesmo 
om amostras de volume 
onsider�avel.

Outro ponto importante �e o fato da energia do feixe de neutrons poder ser sintonizada entre 1 e
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50 meV, pois �e justamente neste intervalo de energias que apare
em as ex
ita�
~oes elementares nos

s�olidos e l��quidos. Esta 
arater��sti
a possibilita adequar o 
omprimento de onda dos neutrons ao


omprimento ou tamanho das ex
ita�
~oes sob estudo. No nosso 
aso, os skyrmions s~ao ex
ita�
~oes


om um tamanho maior que 60�A(para um 
ampo magn�eti
o de 9T ) e, portanto, 
om neutrons de

aproximadamente 1meV, 
om 
omprimento de onda de 9�A, a estrutura da rede atômi
a n~ao ser�a

revelada, por�em as ex
ita�
~oes topol�ogi
as sim. Por �ultimo, a natureza fra
a da intera�
~ao entre os

neutrons t�ermi
os e a mat�eria, permite o estudo te�ori
o do problema do espalhamento usando a

s�erie de Born at�e primeira ordem. Este fato simpli�
a de forma not�avel a obten�
~ao da se�
~ao de


hoque diferen
ial te�ori
a e, portanto, a interpreta�
~ao dos resultados experimentais.

Es
lare
idos os pontos fundamentais que nos levam a propor o espalhamento de neutrons 
om o

intuito de veri�
ar a dinâmi
a dos QHS no 2DEG passamos em seguida a apresentar a formula�
~ao

do problema em termos da fun�
~ao de 
orrela�
~ao.

5.2 Espalhamento de Neutrons e Fun�
~oes de Correla�
~ao

Suponha um sistema A submetido �a intera�
~ao 
om um feixe de part��
ulas (neutrons no nosso


aso) 
omo apare
e na �gura 1. Ini
ialmente as part��
ulas a
ham-se su�
ientemente afastadas

de A de forma tal que o sistema 
omposto �e n~ao interagente e portanto pode ser des
rito pelo

produto direto j ii 
 jkimii onde, ki denota o momentum do estado dos neutrons, mi a proje�
~ao

do spin na dire�
~ao z e  i 
orresponde ao estado de A antes da 
olis~ao. Depois da 
olis~ao feixe-

amostra os neutrons emergentes podem ter energia igual ou diferente que os in
identes. Estas

duas situa�
~oes 
orrespondem ao espalhamento el�asti
o ou inel�asti
o, respe
tivamente, e podem ser

estudadas separadamente 
om o simples ajuste do dete
tor.

Para o estudo te�ori
o da experiên
ia de espalhamento, vamos supor que a intera�
~ao entre o

feixe de neutrons e o sistema A possa ser es
rita 
omo

Hi =

Z b�(R� r) � bS(r)dr3; (5.1)

onde r e R denotam as posi�
~oes dentro do sistema A e das part��
ulas do feixe de neutrons respe
-

tivamente, b� �e o operador de spin dos neutrons e bS �e o operador densidade de spin dos skyrmions.

Como foi apontado ini
ialmente, a intera�
~ao neutron-sistema �e fra
a e portanto a probabilidade

de transi�
~ao entre dois estados, que 
hamaremos ini
ial (i) e �nal (f), pode ser 
al
ulada usando a
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Sistema Espalhados
NeutronsNeutrons Incidentes

Detector

q transferido

k incidente

k espalhado

Figura 5.1: Representa�
~ao gr�a�
a geral de uma experiên
ia de espalhamento. O momento transfe-

rido para o sistema �e simplesmente q=ki-kf .

regra de ouro de Fermi, ou seja

Pi!f =
2�

�h
jhijHijfij2Æ(Etot

f �Etot
i ); (5.2)

onde Etot
i(f) s~ao as energias ini
ial e �nal do sistema 
omposto. Como foi dito anteriormente a

experiên
ia �e montada de forma que nos estados ini
ial e �nal, o feixe de neutrons a
ha-se su�
ien-

temente afastado do sistema A. Ent~ao, o elemento de matriz hijHijfi que apare
e na express~ao

anterior pode ser 
al
ulado 
omo

hijHijfi =
Z
hkimijb�(R� r)jkfmf i � h ij bS(r)j f idr3: (5.3)

Usando o fato da ausên
ia de intera�
~ao feixe-sistema nos estados ini
ial e �nal podemos assumir,


om boa aproxima�
~ao, que os estados jki;f i s~ao ondas planas. Logo, a express~ao (5.3) pode ser

es
rita 
omo

hijHijfi =
Z
dr3

Z
dk3e�iqRhmijb�(R� r)jmf i � h ij bS(r)j f i; (5.4)

onde q=ki-kf �e o momentum transferido para a amostra. Para simpli�
ar os 
�al
ulos vamos


onsiderar que o feixe in
idente de neutrons esteja polarizado, de forma que o momento magn�eti
o

dos mesmos en
ontre-se na dire�
~ao z. Ent~ao a express~ao anterior pode ser es
rita em fun�
~ao da
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transformada de Fourier do elemento de matriz �(R � r) = hmijb�(R � r)jmf i na forma

hijHijfi =
Z
dr3

Z
dk3e�iqR�(q)h ij bSz(r)j f i; (5.5)

onde

�(q) =

Z
dR3e�iq(R�r)�(R � r): (5.6)

Por outro lado, as energias ini
ial e �nal do sistema 
omposto podem ser es
ritas 
omo a soma

da 
ontribui�
~ao do feixe (�h!i(f)) e do sistema A (Ei(f)). Usando esta nova nota�
~ao, a delta de

Dira
 que apare
e na express~ao (5.2) pode ser es
rita 
omo

Æ(Etotf �Etoti ) =
1

2��h

Z
e�i(Ef �Ei � �h!)t=�hdt (5.7)

onde ! = !i � !f . A rela�
~ao anterior permite es
rever o produto hijHijfiÆ(Etotf �Etoti ) 
omo

hijHijfiÆ(Etotf �Etoti ) =
j�(q)j
2��h

Z
dr3

Z
dte�i(qr�!t)h ij bSz(r; t)j f i; (5.8)

onde bSz(r; t) �e a representa�
~ao de Heisenberg do operador densidade de spin,

bSz(r; t) = e�iHt=�h bSz(r)eiHt=�h: (5.9)

Podemos ent~ao, partindo de (5.3) e (5.8) es
rever a probabilidade de transi�
~ao Pi!f 
omo

Pi!f =
j�(q)j2
�h2

Z
e�i!tdt

Z
dr3

Z
dr0

3
e�iq(r�r

0)h ij bSz(r; t)j f ih f j bSz(r0; 0)j ii: (5.10)

Neste ponto podemos voltar nossa aten�
~ao para o objetivo prin
ipal de qualquer tipo de expe-

riên
ia de espalhamento, ou seja, 
onhe
er, dado um 
erto 
uxo de part��
ulas in
identes, o 
uxo

emergente 
om momentum entre kf e kf+dkf . Do ponto de vista te�ori
o isto pode ser es
rito


omo

d� =
M

�hki

0�X
 f

Pi!f

1A d3kf
(2�)3

; (5.11)

onde M �e a massa das part��
ulas in
identes. Es
revendo agora a diferen
ial de momentum �nal

em 
oordenadas esf�eri
as, d3kf = k2fdkfd
f onde d
f �e a diferen
ial de ângulo s�olido e levando em


onta que a energia do feixe emergente sempre pode ser es
rita 
omo Ef = �h2k2f=2M , a express~ao

(5.11) se transforma em

d� =
M2

(2��h)3
kf
ki

0�X
 i

Pi!f

1A dEfd
f : (5.12)
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Substituindo agora (5.10) na express~ao anterior podemos es
rever uma rela�
~ao geral para a se�
~ao

de 
hoque diferen
ial

d�

dEfd
f
=

M2

(2�)3�h5
ki
kf

j�(q)j2
Z
dt

Z
dr3

Z
dr0

3
e�iq(r�r

0)h ij bSz(r; t) bSz(r0; 0)j ii: (5.13)

Na realiza�
~ao de uma experiên
ia de espalhamento, a grandeza f��si
a medida �e pre
isamente a

transformada de Fourier temporal da express~ao (5.13), que 
omo se pode ver, depende diretamente

da estrutura interna do sistema A atrav�es da fun�
~ao de 
orrela�
~ao dinâmi
a

S(rt; r00) = h ij bSz(r; t) bSz(r0; 0)j ii: (5.14)

Levando em 
onta que os skyrmions s~ao 
araterizados pela sua distribui�
~ao de spin, que s�o depende

da posi�
~ao do 
entro de massa (pois o tamanho �e �xo), a fun�
~ao S(rt; r00) n~ao �e nada mais que a

probabilidade de a
harmos a ex
ita�
~ao na posi�
~ao r no instante t, se no tempo t = 0 existia uma

outra na origem. A express~ao (5.13) 
orresponde ao 
aso em que o sistema a
ha-se a T = 0, a

generaliza�
~ao da fun�
~ao de 
orrela�
~ao dinâmi
a para T 6= 0 �e simplesmente a m�edia termodinâmi
a

de (5.13), ou seja

S(rt; r00) = 1

Z

X
 i

e��Eih ij bS(r; t) bS(r0; 0)j ii; Z =
X
i

e��Ei : (5.15)

5.3 Fun�
~ao de Correla�
~ao Dinâmi
a para os Skyrmions

Na se�
~ao anterior obtivemos uma express~ao geral para o fator de estrutura dinâmi
o, ou fun�
~ao

de 
orrela�
~ao para sistemas magn�eti
os. Por�em no 
aso parti
ular dos skyrmions, o tamanho

relativamente grande dos mesmos em rela�
~ao aos el�etrons e sua energia 
in�eti
a 
onsideravelmente

maior que a energia das 
utua�
~oes quânti
as permitem uma abordagem semi
l�assi
a do problema.

Esta abordagem simpli�
ada introduz algumas modi�
a�
~oes na rela�
~ao (5.15). Por exemplo o

peso estat��sti
o pode ser tomado 
omo a distribui�
~ao de velo
idades de Maxwell-Boltzmann e a

a�
~ao dos operadores densidade de spin sobre os estados do sistema A, podem ser tomados 
omo

a sobreposi�
~ao de Ns skyrmions n~ao interagentes, 
ada um representado pela solu�
~ao lo
alizada

obtida para o skyrmion est�ati
o. Para obtermos uma representa�
~ao dinâmi
a do skyrmion, basta

supor que o seu 
entro de massa movimente-se seguindo a lei dissipativa obtida no 
ap��tulo anterior,

ou seja,

bSz(r; t)j i = NsX
n=1


os(�(r;Rn))j i; (5.16)
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onde


os(�(r;R)) =
(x�X)2 + (y � Y )2 � 4�2

(x�X)2 + (y � Y )2 + 4�2
; (5.17)

e os 
entros das ex
ita�
~oes movimentem-se de a
ordo 
om as leis

X = X0 +
V0x


(T )

�
1� e�
(T )t

�
; Y = Y0 +

V0y


(T )

�
1� e�
(T )t

�
: (5.18)

Nas express~oes anteriores 
(T ) �e o fator de de
aimento que depende da temperatura, V0j denota

as 
omponentes da velo
idade ini
ial do skyrmion enquanto que X0; Y0 �e a sua posi�
~ao ini
ial.

Com estas simpli�
a�
~oes o fator de estrutura dinâmi
o pode ser es
rito na forma

S(rt; r00) = Nh
os[�(r �Rn � g(t)Vn)℄ 
os[�(�Rn)℄i (5.19)

onde N �e o n�umero de skyrmions e g(t) = (1� e�
t)=
. Assumindo que a �area da amostra seja A,

a m�edia termodinâmi
a de um operador que depende da posi�
~ao e da velo
idade tem a forma

hK(V;R)i = 1

A

Z
dR2

Z
dV 2M�K(V;R)e��MV 2=2: (5.20)

Substituindo (5.16) e (5.20) na express~ao para a fun�
~ao de 
orrela�
~ao e tomando a transformada

de Fourier temos

S(q; t) = nsM�jf(q)j2
Z
e��MV 2=2�ig(t)V qdV 2 (5.21)

onde

f(q) =

Z
e�iq(r�R�g(t)V ) 
os(�(r �R� g(t)V ))dr2 (5.22)

e ns �e a densidade de skyrmions. Do ponto de vista experimental, o fator de estrutura dinâmi
o

�e medido em fun�
~ao da freq�uên
ia e, portanto, tomaremos a transformada de Fourier temporal na

express~ao anterior. Ent~ao, passando para o dom��nio das freq�uên
ias teremos que

S(q; !) = �nsM�jf(q)j2
Z
e�i!tdt

Z
e��MV 2=2�ig(t)V qdV 2: (5.23)

Considerando agora que os ângulos que os vetores q e V fazem 
om uma dire�
~ao �xa s~ao � e �,

respe
tivamente, podemos es
rever

S(q; !) = �nsM�jf(q)j2
Z
e�i!tdt

Z 1

0

Z 2�

0
V e��MV 2=2�ig(t)V q 
os(���)d�dV: (5.24)

Por outro lado �e 
onhe
ido que Z 2�

0
e�ia 
os(���)d� = 2�J0(a); (5.25)
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logo a express~ao (5.24) se transforma em

S(q; !) = 2�nsM�jf(q)j2
Z

e�i!tdt

Z 1
0

J0(qV g(t))e��MV 2=2V dV: (5.26)

Nesta express~ao a integra�
~ao nas velo
idades pode ser feita sem di�
uldades [83℄, pois

Z 1
0

xJ0(bx)e
�ax2 =

eb
2=4a

2a
; (5.27)

portanto

S(q; !) = 2�nsjf(q)j2
Z

e�i!te�u
2q2g2(t)=4dt (5.28)

onde u2 = 2=�M .

5.3.1 Movimento n~ao Dissipativo

Antes de 
al
ular expli
itamente a forma �nal da fun�
~ao de 
orrela�
~ao (5.28) 
onv�em estudar um

regime diferente do dissipativo no tipo de movimento que o skyrmion pode experimentar. Uma das

poss��veis situa�
~oes �e aquela em que o skyrmion movimenta-se sem dissipa�
~ao. Isto �e o que a
onte
e

quando a temperatura �e t~ao baixa que os modos de m�agnons n~ao s~ao ex
itados provo
ando a queda

exponen
ial do parâmetro de de
aimento. Do ponto de vista formal, basta tomar os dois primeiros

termos da expans~ao de g(t) = (1� e
t)=
 para baixas temperaturas, expli
itamente

g(t) � 1


(T )
(1� 1 + 
(T )t) = t; (5.29)

o que 
orresponde ao regime bal��sti
o. Ent~ao

S(q; !) = 2�nsjf(q)j2
Z

e�i!te�u
2q2t2=4dt; (5.30)

que poder ser 
al
ulada sem di�
uldade de forma que

S(q; !) = 4�3=2ns
jf(q)j2
qu

e�!2=u2q2 : (5.31)

Este resultado �e 
onhe
ido dos estudos em sistemas em que existe difus~ao. A origem do pi
o


entral 
hamado de quasi-el�asti
o est�a asso
iada ao 
ar�ater dinâmi
o da part��
ula estudada, possui

uma largura qu=2 e a sua altura depende fortemente do inverso da temperatura.
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5.3.2 Movimento Dissipativo

Por outro lado quando a temperatura n~ao �e t~ao baixa, os modos de magnons s~ao ex
itados e o

skyrmion apresenta movimento dissipativo. Em seguida estudaremos a forma em que a mudan�
a

no 
ar�ater do movimento do skyrmion in
uen
ia a fun�
~ao de 
orrela�
~ao dinâmi
a.

Substituindo a forma de g(t) na express~ao (5.28) devemos 
al
ular

S(q; !) = 2�nsjf(q)j2
Z

e�i!te�u
2q2(1�2e�
t+e�2
t)=4
2dt: (5.32)

A express~ao a
ima, mesmo numeri
amente, �e di�
il de ser 
omputada para temperaturas arbitr�arias.

Por�em no regime em que u2 << 4
2=q2 (5.32) pode ser es
rita 
omo

S(q; !) = 2�nsjf(q)j2
Z

e�i!t
 
1� q2u2

4
2

�
1� 2e�
t + e�2
t

�!
dt: (5.33)

Integrando a express~ao anterior temos uma rela�
~ao anal��ti
a para a fun�
~ao de 
orrela�
~ao dinâmi
a

quando o movimento do skyrmion �e dissipativo, expli
itamente

S(q; !) = 2�nsjf(q)j2
  

1� q2u2

4
2

!
Æ(!) +

q2u2

4
2

r
�




�
2e�!

2=8
 � 1

2

�
e�!

2=8


!
: (5.34)

A presen�
a de um termo de freq�uên
ia nula (propor
inal a Æ(!)) na express~ao (5.34) esta rela-


ionado 
om o fator de estrutura est�ati
o. Como pode ser observado ao 
ompararmos as express~oes

(5.28) e (5.34), o 
ar�a
ter dissipativo do movimento do skyrmion introduz uma mudan�
a 
onsi-

der�avel na fun�
~ao de 
orrela�
~ao. Na �gura 2 apare
em as fun�
~oes de 
orrela�
~ao do espalhamento

inel�asti
o para T = 1K nas situa�
~oes em que o movimento do skyrmion �e dissipativo e quando a

mobilidade �e in�nita (dissipa�
~ao nula). Em ambos os 
asos apare
e o 
hamado pi
o 
entral quasi-

el�asti
o, que tem a sua origem no 
ar�ater dinâmi
o do skyrmion, por�em a largura e altura dos

mesmos �e diferente.

Os 
omportamentos diferentes da fun�
~ao de 
orrela�
~ao para os 
asos em que a dissipa�
~ao no

sistema �e ou n~ao levada em 
onta pode ser utilizado 
omo uma medida da validade da nossa pesquisa

te�ori
a.
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Figura 5.2: Fun�
~ao de 
orrela�
~ao para T=1K. A linha des
ont��nua 
orresponde ao regime bal��sti
o

e a linha 
ont��nua ao regime dissipativo 
om 
 = 1 .



Cap��tulo 6

Con
lus~oes

Neste trabalho estudamos de forma geral a dinâmi
a das ex
ita�
~oes topol�ogi
as em sistemas

de baixa dimensionalidade. Os resultados obtidos foram apli
ados aos 
asos 
on
retos das paredes

de Blo
h que apare
em em um modelo ferromagn�eti
o simples e aos skyrmions que apare
em no

ferromagneto de Hall.

Do ponto de vista 
l�assi
o a posi�
~ao do 
entro do s�oliton em fun�
~ao do tempo �e su�
iente para

des
rever seu movimento. Como foi demonstrado, numa teoria quânti
a, a situa�
~ao �e diferente.

Neste 
aso, a 
oordenada que 
ara
teriza o 
entro do s�oliton se a
opla 
om os graus de liberdade


orrespondentes �as 
utua�
~oes do 
ampo em torno da solu�
~ao solitôni
a. Este a
oplamento �e o

respons�avel pela dinâmi
a n~ao trivial dos s�olitons do ponto de vista quânti
o.

Para estudar a dinâmi
a dos s�olitons primeiramente os quantizamos utilizando o m�etodo das


oordenadas 
oletivas para sistemas bidimensionais. Como vimos a hamiltoniana quânti
a que

des
reve o sistema a
opla os momentos do s�oliton e das 
utua�
~oes do 
ampo. Partindo desta ha-

miltoniana geral e usando o formalismo de Feynman e Vernon generalizou-se o m�etodo desenvolvido

por Castro Neto e Caldeira em 1-D para o estudo das ex
ita�
~oes tol�ogi
as em duas dimens~oes. Isto

permite o estudo das propriedades de transporte dos s�olitons nos sistemas bidimensionais em ge-

ral. No tratamento apresentado tamb�em levamos em 
onta termos rela
ionadaos 
om a emiss~ao ou

absor�
~ao de quanta de energia do reservat�orio. Demostrou-se que dentro da aproxima�
~ao de tempo

longo estes termos n~ao 
ontribuem para o 
�al
ulo da 
onstante de de
aimento.

No 
aso das apli
a�
~oes, partindo de um modelo puramente mi
ros
�opi
o, desenvolveu-se um tra-

tamento que permite o estudo das paredes de Blo
h 
omo ex
ita�
~oes topol�ogi
as em uma dimens~ao.

A densidade de lagrangiana en
ontrada para o sistema tem asso
iada uma equa�
~ao de movimento

115
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do tipo sine-Gordon dupla. Este tipo de equa�
~ao de movimento des
reve 
orretamente os 
asos das

paredes de Blo
h � e 2� que 
orrespondem aos 
asos em que B = 0 e B 6= 0 respe
te
tivamente.

Realizou-se o estudo da dinâmi
a da parede �, mostrou-se que dentro das aproxima�
~oes utili-

zadas o 
oe�
iente de de
aimento para o 
aso em que n~ao existe 
ampo externo �e nulo. Para o


aso das paredes 2�, quando o 
ampo magn�eti
o �e forte, 
al
ulou-se a dependên
ia do 
oe�
iente

de de
aimento 
om a temperatura. Para T ! 0 o 
oe�
iente de de
aimento se anula exponen
ial-

mente e torna-se linear para temperaturas altas. Isto indi
a que nas experiên
ias de dinâmi
a de

dom��nios, dependendo do valor da temperatura, quando 
oexistem 
ampos magn�eti
os e anisotropia

o 
oe�
iente de de
aimento das paredes deve ser levado em 
onta.

Um ponto importante sobre o que devemos 
hamar a aten�
~ao �e a estabilidade das solu�
~oes

obtidas para as paredes. Como estamos assumindo que o sistema estudado �e in�nito, as paredes

de Blo
h s~ao solu�
~oes topologi
amente est�aveis das equa�
~oes de movimento quando B 6= 0, por

exemplo. Logo, independente do valor do 
ampo magn�eti
o externo estas solu�
~oes existir~ao sempre.

Isto 
laramente est�a em 
ontradi�
~ao 
om a experiên
ia, pois para 
ampos magn�eti
os fortes a

estrutura de dom��nios desapare
e 
ompletamente. Portanto, os resultados apresentados aqui s~ao

v�alidos sempre que se leve em 
onta que o 
ampo magn�eti
o externo n~ao ex
eda o valor 
r��ti
o que

polariza 
ompletamente a amostra.

Seguindo esta id�eia, uma extens~ao imediata do nosso trabalho �e o estudo da dinâmi
a das pare-

des para 
ampos baixos. Neste sentido j�a existem evidên
ias experimentais de que a dinâmi
a para


ampos alternados depende fortemente do 
oe�
iente de de
aimento das paredes os dom��nios [86℄.

Uma outra possibilidade �e a in
lus~ao da estrutura de dom��nios, des
ritos pelas equa�
~oes de movi-

mento do nosso modelo, no 
�al
ulo de grandezas 
omo a magnetoimpedân
ia e magnetoresistên
ia

para sistema magn�eti
os.

No outro sistema 
on
reto estudado, partindo da densidade de lagrangiana que 
ara
teriza

aos skyrmions 
al
ulamos uma hamiltoniana (via m�etodo das 
oordenadas 
oletivas) que a
opla

o momento do skyrmion 
om o momento dos m�agnons do sistema. Usando esta hamiltoniana

estudamos a in
uên
ia da intera�
~ao skyrmion-m�agnon na dinâmi
a dos graus de liberdade de

spin no sistema de Hall pra qualquer temperatura. Os resultados mostraram que para baixas

temperaturas, por�em a
ima do gap de Zeeman, o fator de de
aimento para os skyrmions se anula

seguindo uma lei de potên
ias, o que est�a de a
ordo 
om o pequeno valor do gap de Zeeman para

skyrmions que envolvem muitos el�etrons.
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Para investigar a in
uên
ia do 
ar�a
ter dissipativo do movimento dos skyrmions no sistema de

Hall 
al
ulamos a fun�
~ao de 
orrela�
~ao dinâmi
a na experiên
ia de espalhamento de neutrons. Os

resultados obtidos mostraram uma 
onsider�avel redu�
~ao do pi
o quasi-el�asti
o que se obteria no


aso em que os skyrmions se deslo
asem pela amostra sem dissipa�
~ao.

Uma exten�
~ao imediata deste trabalho �e o estudo da dinâmi
a dos skyrmions em sistemas

antiferromagn�eti
os 
omo os planos CuO2 dos super
ondutores de alta temperatura. O m�etodo

semi
l�assi
o apresentado permitir�a obter uma teoria efetiva para um sistema multiskyrmion intera-

gente onde a intera�
~ao entre skyrmions seja mediada pela presen�
a das ondas de spin no sistema.



Apêndi
e A

Teorema de Derri
k

Suponha que um sistema seja des
rito pela densidade de lagrangiana da forma

L(x; t) = 1

2
(��') � (��')� U('(x; t)): (A.1)

Na express~ao anterior '(x; t) = [�i(x; t); i = 1; :::N ℄ �e um 
onjunto de 
ampos es
alares em D

dimens~oes espa
iais e uma temporal. Tomemos o poten
ial U(') 
omo positivo de�nido.

As solu�
~oes est�ati
as do sistema des
rito por (A.1) obede
em �a equa�
~ao de movimento

r2�i =
�U(')

��i
(A.2)

onde r2 �e o operador de Lapla
e em D dimens~oes. A equa�
~ao (A.2) pode ser obtida partindo da


ondi�
~ao de extremo do fun
ional de energia est�ati
a ÆW ['℄ = 0. Expli
itamente,

W ['℄ =

Z
dDx

�
1

2
(ri') � (ri') + U(')

�
(A.3)

que pode ser es
rita 
omo

W ['℄ = V1['℄ + V2['℄: (A.4)

onde os termos V1 e V2 s~ao os fun
ionais do lado direito de (A.4).

Como se observa n~ao s�o W , mas V1 e V2 s~ao fun�
~oes positivas semi-de�nidas. Vamos supor


onhe
ida uma das solu�
~oes est�ati
as de (A.3) que 
hamaremos '1(x). Ent~ao, podemos 
onstruir

uma fam��lia de fun�
~oes '� partindo de '1(x) 
omo

'�(x) = '1(�x) (A.5)

Ent~ao, substituindo (A.5) em (A.3) temos

W ['�℄ =

Z
dDx

�
1

2
(ri'�) � (ri'�) + U('�)

�
; (A.6)
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que pode ser es
rita 
omo

W ['�℄ = �2�DV1['1℄ + ��DV2['1℄ (A.7)

Como '1(x) �e extremo de W ['℄ temos que

d

d�
W ['�℄ = 0 para � = 1: (A.8)

Ent~ao, derivando (A.8) temos

(2�D)V1['1℄ = DV2['1℄: (A.9)

Como V1 e V2 positivos semi-de�didos (A.9) n~ao �e satisfeita para D > 3, a menos que V1('1) =

V1('1) = 0, o que signi�
a que '1 n~ao depende da posi�
~ao e �e igual a um dos zeros de U ['℄ que �e

uma solu�
~ao trivial.



Apêndi
e B

C�al
ulo dos Desvios de Fase

Neste apêndi
e mostraremos 
omo obter analiti
amente as fun�
~oes espe
trais pares e ��mpares

(2.64) e (2.63). Para 
ome�
ar 
onsideremos que existe uma part��
ula submetida �a a�
~ao de um

poten
ial unidimensional sim�etri
o da forma V = V0 + gV1 
on�nada em uma regi~ao do espa�
o

(�L;+L) onde L �e muito maior que o al
an
e do poten
ial. As formas assint�oti
as das fun�
~oes de

onda que 
araterizam a part��
ula podem ser es
ritas 
omo

jzip =

r
1

L

os(kjzj+�e(k));

jzii =

r
1

L
sgn(z) sin(kjzj +�i(k)); (B.1)

onde jzj ! 1. No 
aso em que V = 0 as fun�
~oes de onda possuir~ao a estrutura (B.1), por�em os

valores dos desvios de fase ser~ao nulos �e;o = 0. Como as fun�
~oes de onda (B.1) devem-se anular

no in�nito, pode ser demostrado que em z = �L
ÆEn

�En
= � 1

�
�p;i

onde

�En = E0
n+1 �E0

n e ÆEn = En �E0
n: (B.2)

Seguindo o m�etodo exposto por Gottfried [49℄, mais para o 
aso de uma dimens~ao, as fun�
~oes

espe
trais (2.64) e (2.63) s~ao dadas por

Ap;i
j (E) = �

Z +1

�1
dzVi(z)hzjEie;ohEjzie;o; j = 0; 1 (B.3)

onde os estados hEjzip;i podem ser obtidos tomando o limite

hzjEie;o = lim
L!1

jzip
�En

: (B.4)
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Expli
itamente,

hzjEi = 1p
2�k

8><>: 
os(kx); para estados pares

sin(kx); para estados ��mpares
(B.5)

Substituindo (B.5) e (2.59) em (B.3) teremos

Ap
1 +Ai

1 =
8M�2

��h2k

Z +1

�1
se
h2(

z

�
) tanh2(

z

�
)dz; (B.6)

que pode ser fa
ilmente 
al
ulada 
om a substitui�
~ao y = tanh z=�. O resultado pode ser es
rito


omo

Ap
1 +Ai

1 =
16�2M

��h2�k
: (B.7)

Por outro lado temos que

Ap
1 �Ai

1 =
8M�2

��h2k

Z +1

�1
se
h2(

z

�
) tanh2(

z

�
) 
os(2k�)dz; (B.8)

que pode ser es
rita 
omo

Ap
1 �Ai

1 =
8M�2

��h2k

Z +1

�1

�
se
h2(

z

�
)� se
h4(

z

�
)

�

os(2k�)dz: (B.9)

Esta express~ao pode ser 
al
ulada analiti
amete [83℄, de forma que

Ap
1 �Ai

1 =
16�2M

�h2 sinh(�k�)

"
1

3
� 2k2�2

3

#
: (B.10)

Portanto, 
ombinando as express~oes (B.7) e (B.10) teremos �nalmente (2.66). Pro
edendo da

mesma forma �e poss��vel mostrar que

Ap
0 +Ai

0 =
4M

��h2k�
e Ap

0 �Ai
0 =

4M

�h2 sinh(�k�)
; (B.11)

de ondeobtemos a express~ao (2.65).

Agora podemos 
al
ular o valor prin
ipal de Cau
hy na express~ao (2.64),

Bp;i
0 =

2M

�h2
P
Z +1

�1

�
1

�k0�
� 1

sinh(�k0�)

�
k0dk0

k2 � k02
: (B.12)

O primeiro termo do lado direito da express~ao anterior (B.12) �e zero. Portanto, usando a expans~ao

em forma de produto da fun�
~ao sinh(�z) [83℄ o segundo termo se transforma em

Bp;i
0 = �2M

��h2
P
Z +1

�1

dq

k2 � q2

1Y
n=1

n2

n2 + q2
; (B.13)

onde q = k=�. Passando agora ao plano 
omplexo, a express~ao anterior pode ser 
al
ulada analiti-


amente, podendo ser es
rita na forma �nal 
omo

Bp;i
0 = �4M

�h2

1X
n=1

(�1)nn

(k=�)2 + n2
: (B.14)



Apêndi
e C

\Knight Shift"

O deslo
amento na freq�uên
ia de ressonân
ia, para 
ertos tipos de �atomos, foi observado pela

primeira vez por Walter Knight, ao notar que a ressonân
ia dos n�u
leos de 63Cu, no 
obre met�ali
o,

o
orre a uma freq�uên
ia 0.23% maior do que quando o is�otopo se a
ha em um meio diamagn�eti
o,


omo o CuCl.

O fenômeno anterior pode ser expli
ado da seguinte forma [75℄: na ausên
ia de 
ampo magn�eti
o

externo, n~ao existe orienta�
~ao preferen
ial dos spins eletrôni
os e, portanto, o a
oplamento magn�eti
o

m�edio entre n�u
leos e el�etrons �e nulo. J�a na presen�
a de um 
erto 
ampo interno, os el�etrons ad-

quirem uma 
erta polariza�
~ao, fazendo 
om que o a
oplamento m�edio seja diferente de zero. Desta

forma, os n�u
leos experimentam um 
ampo magn�eti
o extra (�H) paralelo ao 
ampo H0, que traz


omo 
onsequên
ia o aumento na freq�uên
ia de ressonân
ia ! em um valor �!, geralmente positivo

e diretamente propor
ional a H0.

A id�eia anterior pode ser ilustrada estudando o 
aso de um metal que �e submetido a um 
ampo

magn�eti
o externo quando os modos plasmôni
os n~ao s~ao ex
itados. Nesta situa�
~ao �e poss��vel tratar

os el�etrons de 
ondu�
~ao 
omo fra
amente interagentes, e o sistema poder�a ser des
rito atrav�es da

hamiltoniana:

H = He +Hn +Hen; (C.1)

onde He des
reve o grupo de el�etrons fra
amente interagentes, Hn des
reve os n�u
leos, ou seja, a

intera�
~ao dipolar entre eles e 
om o 
ampo externo; e Hen �e a intera�
~ao hiper�na n�u
leo-el�etron,

que pode ser es
rita da forma

Hen =
8�

3

e
n�h

2
X
j;l

Ij�SlÆ(rl �Rj): (C.2)
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Como a intera�
~ao n�u
leo-el�etron �e fra
a, podemos tomar a fun�
~ao de onda do sistema na forma

 =  e n, que seria exata no 
aso Hen = 0, sendo

 e =
1p
N !

X
P

(�1)PP k
1
s
1
(1) k

2
s2(2) : : :  kN s

N
(N) (C.3)

e

 ks = uk(r) exp(ik � r) s: (C.4)

A partir das express~oes (C.2), (C.3) e (C.4), podemos 
al
ular o operador de Hamilton reduzido

(Hred
n ) 
orrespondente aos n�u
leos. Pode-se fazer isto por integra�
~ao direta da parte eletrôni
a, ou

seja

Hred
n =

8�

3

e
n�h

2Ij�

Z
 �
e

X
l

SlÆ(rl) ed�e; (C.5)

e, para o 
aso em que o j-�esimo n�u
leo a
ha-se na origem de 
oordenadas (Rj = 0), se obt�em

Hred
n =

8�

3

e
n�h

2Ijz
X
k;s

juk;s(0)j2msp(k; s); (C.6)

onde p(k; s) toma os valores 1 ou 0, dependendo da o
upa�
~ao do estado e pode ser 
onvenientemente

substituida pela distribu�
~ao de Fermi-Dira
 (f(s; k)) para T 6= 0K.

Consideremos que os valores permitidos de ms s~ao s�o �1
2 . Logo, um termo t��pi
o da soma que

apare
e em (C.6) teria a forma

8�

3

n�hIjz

�

e�h

�
1

2

�
f(k;

1

2
)� 
e�h

�
�1

2

�
f(k;�1

2
)

�
juk;s(0)j2 : (C.7)

Lembrando que o momento magn�eti
o eletrôni
o se es
reve 
omo �e = �
e�hS, a parte en-

tre 
ol
hetes da express~ao anterior representa a 
ontribui�
~ao m�edia do estado de momentum k �a


omponente da magnetiza�
~ao eletrôni
a na dire�
~ao z (�z;k), que se poderia 
al
ular 
omo

�z =
X
k

�zk: (C.8)

Por outro lado, a sus
eptibilidade magn�eti
a de spin �s �e de�nida 
omo �z = �s
eH0, o que nos

permite, analogamente, introduzir a seguinte rela�
~ao

�z;k = �s
kH0; (C.9)

que substitu��da em (C.7) transforma (C.6) em

Hred
n = �8�

3

n�hIjz

X
k

juk(0)j2 �s
kH0: (C.10)
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O problema se reduz agora a realizar a soma em k, o que pode ser feito usando a de�ni�
~ao da

densidade de estados �(Ek) e a hip�otese de que a sus
eptibilidade s�o depende da parte transla
ional

da energia (que denotaremos por Ek). Desta forma, pode se es
rever a soma anterior 
omo

X
k

juk(0)j2 �s
k =

Z D
juk(0)j2

E
EF

�s
k�(Ek)dEk; (C.11)

onde D
juk(0)j2

E
EF

=
1

�(Ek)

Z
juk(0)j2 g(Ek; A)dA; (C.12)

e

�(Ek) =

Z
Ek=
te

g(Ek; A)dA: (C.13)

Sabendo que �s
k s�o �e diferente de zero su�
ientemente perto da energia de Fermi e 
onsiderando

que uk(0) varia lentamente no intervalo de energia de interesse, a express~ao (C.11) transforma-se

em X
k

juk(0)j2 �s
k =

D
juk(0)j2

E
EF

Z
�s
k�(Ek)dEk: (C.14)

A integral que apare
e a
ima n~ao �e mais que uma outra forma de se es
rever o valor da soma

�s
e =

P
k �

s
k. Logo, substituindo (C.14) em (C.10) teremos que

Hred
n = �8�

3

n�hIjz

D
juk(0)j2

E
EF

�s
eH0 (C.15)

que nada mais �e que uma intera�
~ao extra dos spins nu
leares de momentos �
n�hIjz 
om um 
ampo

magn�eti
o de intensidade

�H =
8�

3

D
juk(0)j2

E
EF

�s
eH0; (C.16)

o que expli
a o deslo
amento da freq�uên
ia de ressonân
ia em 
ertos materiais (paramagn�eti
os) e,

portanto, a origem do Knight Shift.



Apêndi
e D

Estados Coerentes

Na teoria de 
ampos usualmente representamos os 
ampos livres por um 
onjunto de os
iladores

n~ao interagentes. Por�em, nesta representa�
~ao, as vari�aveis asso
iadas ao momento e �as 
oordena-

das n~ao possuem um signi�
ado f��si
o evidente. Nesta situa�
~ao �e 
onveniente a introdu�
~ao dos

operadores de 
ria�
~ao e destrui�
~ao, pois as integrais fun
ionais asso
iadas a estes operadores s~ao


omprovadamente �uteis [85℄ nos 
�al
ulos que em alguma forma envolvem 
ampos.

Comumente as integrais de 
aminho podem ser obtidas inserindo a identidade

1 =

Z
dq jqi hqj (D.1)

entre os termos de exp(�iHt), quando es
ritos na forma

exp(�iHt) =

�
exp(� iHt

N
)

�N
: (D.2)

Se tro
armos a base das autofun�
~oes do operador posi�
~ao por aquela do operador destrui�
~ao

obteremos uma integral de 
aminho 
om uma forma um pou
o diferente. Estas autofun�
~oes (do

operador destrui�
~ao) s~ao 
hamadas de estados 
oerentes e s~ao parti
ularmente 
ômodas na hora de

tratar problemas que envolvem muitos 
orpos e 
al
ular integrais de 
aminho em teoria de 
ampos.

Em seguida apresentamos a obten�
~ao dos estados 
oerentes e algumas propriedades importantes

dos mesmos.

Como �e 
onhe
ido os estados jni n~ao s~ao autoestados do operador b, por�em pode ser veri�
ado

que o estado

jzi = N(z) exp(zby) j0i (D.3)
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onde z �e um n�umero 
omplexo e N(z) �e uma 
onstante de normaliza�
~ao �e efetivamente um autoes-

tado do operador destrui�
~ao. Aqui j0i �e o v�a
uo ou estado fundamental de a
ordo 
om a nota�
~ao

usada.

Cal
ulemos expli
itamente a a�
~ao da do operador destrui�
~ao sobre o estado 
onstruido da forma

(D.3); isto �e

b jzi = bN(z) exp(zby) j0i = jzi = N(z)b
1X
n=0

1

n!
(zby)n j0i (D.4)

= N(z)
1X
n=0

1p
n!

(z)nb jni = N(z)
1X
n=1

p
np
n!
(z)n jn� 1i (D.5)

= zN(z)
1X
n=1

1p
(n� 1)!

(z)n�1 jn� 1i = zN(z)
1X
m=0

1p
m!

(z)m jmi (D.6)

= zN(z) exp(zby) j0i = z jzi : (D.7)

Cal
ulemos agora a 
onstante de normaliza�
~ao N(z), o adjunto do estado (D.3) pode ser es
rito


omo

hzj = N(z) h0j exp(z�b); (D.8)

portanto 

z0jz� = h0j exp(z�b) exp(zby) j0i : (D.9)

Usando a identidade

exp( bA+ bB) = exp( bA) exp( bB) exp�1

2
exp( bA) exp( bB) exp�1

2

h bA; bBi
= exp( bB) exp( bA) exp�1

2

h bB; bAi ; (D.10)

v�alida sempre que
h bA; bBi 
omuta 
om bA e bB, obtemos



z0jz� = N(z0)N(z) exp(z0z�); (D.11)

de onde se segue que

N(z) = exp

 
�jzj2

2

!
: (D.12)

Logo, podemos es
rever os estados 
oerentes de forma geral 
omo

jzi = exp

 
�jzj2

2
+ zby

!
j0i : (D.13)
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Para 
on
luir a introdu�
~ao aos estados 
oerentes apresentamos em seguida algumas propriedades

importantes 1 dos mesmos,

jzi = exp

 
�jzj2

2

!
1X
n=0

1p
n!
(z)n jni (D.14)

hzj x jzi =
p
2Rez hzj p jzi =

p
2Imz (D.15)

exp (�iH0t) jzi = exp

�
� it

2

�
jz exp (�it)i (D.16)

hwj exp (�iH0t) jzi = exp

 
� it

2
+ w�z exp�it� jwj2 + jzj2

2

!
(D.17)

hxjzi = ��1=4 exp

 
�jzj2

2
+�1

2

�
x2 + z2

�
+
p
2xz

!
(D.18)

1 =
1

�

Z
d2z jzi hzj = 1

�

Z
d(Rez)d(Imz) jzi hzj (D.19)

Usando as de�ni�
~oes e propriedades apresentadas, podemos passar agora ao 
�al
ulo do super-

propagador de�nido pela express~ao (4.68) na representa�
~ao de estados 
oerentes.

1Para mais detalhes ver Coherent States[84℄



Apêndi
e E

C�al
ulo do Propagador

Por simpli
idade es
reveremos a hamiltoniana que des
reve o sistema (skyrmions+m�agnons)


omo a soma de termos 
orrespondentes aos skyrmions e m�agnons, separadamente, somados a um

termo de intera�
~ao entre os mesmos. Expli
itamente

bH = bHS + bHr + bHI (E.1)

bHS =
1

2M

�bPs

�2
; (E.2)

bHr =
1

2M

0� X
mn;kl

Dmn;klb
y
mnbkl +Cmn;kl

�
bmnbkl � bymnb

y
kl

�1A2

+
1X

mn=2

�h!mnb
y
mnbmn; (E.3)

bHI = �bPs

X
mn;kl

Dmn;klb
y
mnbkl +Cmn;kl

�
bmnbkl � bymnb

y
kl

�
= �bPsh(bmn; b

y
mn) (E.4)

Como �e feito usualmente, a express~ao para K(x; �; t;x0�0) pode ser es
rita 
omo

K(x; �; t;x0�0) = hx�j
 
exp(� i bH

(N � 1)�h
)t

!N�1 ��x0�0� ; (E.5)

que por sua vez permite introduzir uma nova vari�avel asso
iada aos intervalos de tempo na forma

" = t=(N � 1). Usando esta nova de�ni�
~ao a express~ao anterior para o propagador se transforma

em

K(x; �; t;x0�0) = hx�j
 
exp(� i bH

�h
)"

! 
exp(� i bH

�h
)"

!
:::

 
exp(� i bH

�h
)"

! ��x0�0� ; (E.6)

que usando as rela�
~oes de 
ompletezaZ
jxi hxj d2x = 1;

Z
j�i h�j d�

�
= 1; (E.7)
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se reduz a

K(x; �; t;x0�0) =

Z
d2x1::

Z
d2xN�1

Z
d�1
�

::

Z
d�N�1

�
�

hx�j
 
exp(� i bH

�h
)"

!
jxN�1�N�1i �

hxN�1�N�1j
 
exp(� i bH

�h
)"

!
jxN�2�N�2i :::�

hx1�1j
 
exp(� i bH

�h
)"

! ��x0�0� : (E.8)

Para simpli�
ar a express~ao anterior podemos es
rever hx�j = hxN�N j e jx0�0i = jx0�0i, desta
forma

K(x; �; t;x0�0) =
N�1Y
j=1

�Z
d2xj

Z
d�j

�

� NY
j=1

hxj�j j
 
exp(� i bH

�h
)"

!
jxj�1�j�1i ; (E.9)

que usando a rela�
~ao de 
ompleteza Z
jpi hpj d2p = 1; (E.10)

N vezes se transforma em

K(x; �; t;x0�0) =
N�1Y
j=1

�Z
dxj

Z
d�j

�

� NY
j=1

Z
d2pj �

hxN�N j
 
exp(� i bH

�h
)"

!
jpN�N�1i hpN jxN�1i �

hxN�1�N�1j
 
exp(� i bH

�h
)"

!
jpN�1�N�2i hpN�1jxN�2i � � � �

hx1�1j
 
exp(� i bH

�h
)"

!
jp1�0i hp1jx0i : (E.11)

Por outro lado, para "! 0,

hxj�jj
 
exp(� i bH

�h
)"

!
jpj�j�1i � hxj�jjpj�j�1i exp

��i"
�h
bH(xjpj; �

�
j�j�1)

�
; (E.12)

onde bH(xjpj ; �
�
j�j�1) =

hxj�j j bH jpj�j�1i
hxj�jjpj�j�1i : (E.13)

Substituindo as express~oes (E.12) e (E.13) em (E.11) e usando a rela�
~ao

hpjjxji = 1p
2��h

exp

�
�ipixi

�h

�
(E.14)
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o propagador K(x; �; t;x0�0) pode ser es
rito 
omo

K(x; �; t;x0�0) =
N�1Y
j=1

�Z
d2xj

Z
d�j
�

Z
d2pj

� NY
j=1� h�j j�j�1i

2��h
exp

�
i

�h
[pj(xj � xj�1)℄� " bH(xjpj; �

�
j�j�1)

��
: (E.15)

Podemos usar agora as propriedades dos estados 
oerentes expostas no Apêndi
e D, o que nos

permite es
rever o produto es
alar h�jj�j�1i na forma

h�jj�j�1i = exp

�
�1

2

h
��
j (�j � �j�1)� (��

j � ��
j�1)�j�1

i�
: (E.16)

Substituindo este resultado em (E.15) e agrupando adequadamente os termos teremos

K(x; �; t;x0�0) =
N�1Y
j=1

(Z
d2xj

Z
d�j
�

Z
d2pj
2��h

)
�

exp

8<:
N�1X
j=1

�1

2

h
��
j (�j � �j�1)� (��

j � ��
j�1)�j�1

i9=;�

exp

8<:
N�1X
j=1

i

�h

�
[pj(xj � xj�1)℄� " bH(xjpj ; �

�
j�j�1)

�9=; : (E.17)

Devemos agora realizar a integra�
~ao nas vari�aveis auxiliares pj introduzidas no 
�al
ulo do

propagador. Para que isto possa ser feito, subtituimos as express~oes 
orrespondentes a bH (E.3) e

(E.4) na representa�
~ao dos estados 
oerentes. Desta forma

K(x; �; t;x0�0) =
N�1Y
j=1

�Z
d2xj

Z
d�j
�

exp

�
1

2

h
(��

j � ��
j�1)�j�1 � ��

j (�j � �j�1)
i��

�

N�1Y
j=1

Z
d2pj
2��h

exp

(
i

�h
"

"
� p2j
2M

+ pj

�
h(��

j�j�1) +
xj � xj�1

"

�#)
�

exp

8<:
N�1X
j=1

� i

�h
bHr(�

�
j�j�1)

9=; : (E.18)

Sabendo que Z
exp(�ax2 + b)dx =

r
�

a
exp(b2=4a); (E.19)

a integral no momento pjZ
d2pj exp

(
i

�h
"

"
� p2j
2M

+ pj

�
h(��

j�j�1) +
xj � xj�1

"

�#)
; (E.20)

se reduz a s
2M�h�

i"
exp

(
i

2�h
"M

�
h(��

j�j�1) +
xj � xj�1

"

�2)
; (E.21)
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e portanto a express~ao para o propagador pode ser es
rita 
omo

K(x; �; t;x0�0) =
N�1Y
j=1

8<:
Z
d2xj

Z
d�j

�

s
M

2��hi"

9=;�

exp

8<:
N�1X
j=1

1

2

h
(��j � ��j�1)�j�1 � ��j (�j � �j�1)

i9=;� (E.22)

exp

8<:
N�1X
j=1

i

�h

"
"M

2

�
h(��j�j�1) +

xj � xj�1
"

�2
� " bHr(�

�
j�j�1)

#9=; ;

que 
om a forma expl��
ita de bHr(�
�
j�j�1) se transforma em

K(x; �; t;x0�0) =
N�1Y
j=1

8<:
Z
d2xj

Z
d�j

�

s
M

2��hi"
h�j j�j�1i

9=;� (E.23)

exp

8<:
N�1X
j=1

1

2

h
(��j � ��j�1)�j�1 � ��j (�j � �j�1)

i9=;�

exp

8<:
N�1X
j=1

i"

�h

"
M

�
xj � xj�1

"

�2
+Mh(��j�j�1)�

1X
mn=2

�h!mnb
y
mnbmn

#9=; :

Estamos agora em 
ondi�
~oes de tomar o limite N ! 1 e " ! 0. Neste pro
esso devemos

prestar parti
ular aten�
~ao ao produto es
alar h�j j�j�1i e lembrar que seus pontos extremos s~ao

�xos. Se ao mesmo tempo de�nimos

Y
j=1

Z
d�j

�
= D2�;

Y
j=1

s
M

2��hi"

Z
d2xj = dx; (E.24)

a express~ao para o propagador pode ser es
rita na 
omo

K(x; �; t;x0�0) = exp

(
�j�j

2

2
� j�0j2

2

) x0Z
x

exp

�
i

h
S0 [x℄

�
dx�

��Z
�

exp (��(0)� + ���(t)) exp

�
i

h
SI [x; �℄

�
D2�; (E.25)

onde

S0 [x℄ =

tZ
0

M
(
:
x)2

2
dt0; (E.26)

e

SI =

tZ
0

f i�h

2

X
mn

��mn _�mn � �mn _��mn �
X
mn

�h!mn�
�
mn�mn

+�hM _x �
X
mn;kl

Dmn;kl�
�
mn�kl

+�hM _x �
X
mn;kl

Cmn;kl(�mn�kl + ��mn�
�
kl) g dt0; (E.27)



Apêndi
e F

Operador de Densidade �r em Termos

dos Estados Coerentes

A forma expl��
ita de �m(��; 
) pode ser en
ontrada partindo da de�ni�
~ao

�m(��; 
) = h�j b�m j
i ; (F.1)

onde,

b�m =
exp

�
��
P
mn

�h!mnb
y
mnbmn

�
Z

; (F.2)

Z = Tr exp��
X
mn

�h!mnb
y
mnbmn: (F.3)

Desta forma

�m(��; 
) =
1

Z
h�j exp

(
��
X
mn

�h!mnb
y
mnbmn

)
j
i ; (F.4)

que, 
om o auxilio da propriedade de 
ompleteza

X
ni

jnii hnij = 1; (F.5)

se transforma em

�m(��; 
) =
1

Z

Y
mn

X
ni

h�mnjnii hnij
mni exp(���h!mnni): (F.6)

Podemos, agora, substituir na express~ao anterior a forma expli
ita dos estados 
oerentes na

representa�
~ao de n�umero de o
upa�
~ao. Neste 
aso

h�mnjnii = (��
mn)

ni

ni!
exp�j�mnj2

2
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e, portanto, �m(��; 
) ter�a a forma

�m(��; 
) =
1

Z

Y
mn

exp

(
��mn
mn exp(���h!mn)�

j�mnj2
2

� j
mnj2
2

)
(F.7)

Usando que Z
d2�mn

�
exp

n
�w j�mnj2

o
=

1

jwj ; (F.8)

podemos es
rever a fun�
~ao de parti�
~ao

Z = Tr exp��
X
mn

�h!mnb
y
mnbmn (F.9)


omo

Z =
Y
mn

Z
d2�mn

�
exp

n
� [1� ��h!mn℄ j�mnj2

o
(F.10)

ou ainda,

Z =
Y
mn

1

1� exp(���h!mn) ; (F.11)

e, portanto,

�m(��; 
) =
Y
mn

exp
n
��mn
mn exp(���h!mn)� j�mnj

2

2 � j
mnj
2

2

o
1

1�exp(���h!mn)

: (F.12)



Apêndi
e G

Solu�
~ao das Equa�
~oes de Movimento

Em seguida mostraremos 
omo resolver as equa�
~oes de movimento

:
�mn +i!mn�mn � iM

:
x �
X
kl

Dmn;kl�kl + 2Cmn;kl�
�
kl = 0; (G.1)

:
��mn �i!mn�

�
mn + iM

:
x �
X
kl

Dmn;kl�
�
kl + 2Cmn;kl�kl = 0; (G.2)

Primeiramente 
onv�em es
rever os estados 
oerentes na forma

�mn(�) = e�mn(�) exp�i!mn�; (G.3)

que substituindo em (G.1) nos forne
e

:e�mn �iM :
x Dmn;mne�mn = iM

:
x

X
kl 6=mn

�
Dmn;kle

�i(!kl�!mn)� + 2Cmn;kle
i(!kl+!mn)�

� e�kl: (G.4)

Para simpli�
ar a equa�
~ao anterior introduziremos as seguintes de�ni�
~oes

Fmn(�) = M
:
x Dmn;mn; (G.5)

W 0
mn;kl(�) = iM

:
x
�
Dmn;kle

�i(!kl�!mn)� + 2Cmn;kle
i(!kl+!mn)�

�
: (G.6)

Desta forma a equa�
~ao de movimento se torna

:e�mn �iFmne�mn =
X

kl 6=mn

W 0
mn;kle�kl; (G.7)

que pode ser es
rita 
omo
d

d�
b�mn =

X
kl 6=mn

W 0
mn;klb�kl (G.8)
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quando se faz a substitui�
~ao

b�mn(�) = e�mn exp�i

�Z
0

Fmn(t
0)dt0: (G.9)

Por outro lado podemos es
rever de (G.8)

b�mn(�) = e�mn(0) +
X

kl 6=mn


Wmn;kl(�)b�kl(0); (G.10)

onde 
Wmn;kl(�) =

�Z
0


W 0
mn;kl(�

0)d� 0: (G.11)

Combinando (G.10) e (G.8) a
hamos uma equa�
~ao para 
Wmn;kl(�) em forma intergral,


Wmn;kl(�) =

�Z
0

W 0
mn;kl(�

0)d� 0 +

�Z
0

X
ij 6=mn

W 0
mn;ij(�

0)
Wij;kl(�
0)d� 0; (G.12)

que junto �a express~ao que de�ne �mn(�);

�mn(�) = �0
mn +

X
kl 6=mn


Wmn;kl(�)�
0
kle

�i!mn� ; (G.13)

onde

�0
n = �n(0); �0

m = �m(0); (G.14)


omp~oem a solu�
~ao (formal) da equa�
~ao de movimento. Portanto bastar�a usar algum m�etodo que

permita en
ontrar uma solu�
~ao expl��
ita do 
onjunto de equa�
~oes integrais (G.12) para termos

resolvido 
ompletamente o problema.

Pro
edendo em forma similar ao tratamento anterior e propondo ini
ialmente a de
omposi�
~ao

��
mn(�) = e��

mn(�) exp fi!mn(� � t0)g ; (G.15)

podemos 
al
ular as solu�
~oes para ��
m.



Apêndi
e H

C�al
ulo da Fun�
~ao de Espalhamento

Para o 
�al
ulo da fun�
~ao de espalhamento

Si;j(!; !
0) =

X
mn;kl

Mi;j(mn; kl)Æ(! � !mn)Æ(!
0 � !kl); (H.1)

devemos obter primeiramente os elementos que 
omp~oem Mi;j(mn; kl) e que s~ao dados pelas re-

la�
~oes

Mi;j(mn; kl) = jG(i;j)
mn;klj2 (H.2)

onde

G
(i;j)
mn;kl =

Z
�mn�i;j�kld

2r: (H.3)

Na express~ao anterior as fun�
~oes � possuem a forma (4.22). Por outro lado, ao estarmos lidando


om um modelo isotr�opi
o, as 
ompoentes x e y de Gmn;kl s~ao iguais e, portanto, bastar�a 
al
ular

uma delas. Por exemplo,

Gmn;kl =

LZ
0

rdr

2�Z
0

d�u�kl(
os �
�

�r
� sin �

r

�

��
)umn: (H.4)

Substituindo as solu�
~oes (4.22) na express~ao anterior, intergrando e 
onsiderando valores de

R!1 obtemos que

Gmk;lk0 =
�2Æl;m�1

L2
p
kk0

�
�
(1)
lmP

k

k + k0
+ i�k[�

(2)
lmÆ(k � k0)� i�k�

(3)
lmÆ(k + k0)℄� �

(4)
lmP

k

k � k0

�
+

�2Æl;m

L2
p
kk0

�
i
�

2
�
(2)
lm + (Ci(k � k0)�

(4)
lm � Ci(k + k0)�

(6)
lm

�
(H.5)

onde Ci(k) �e de�nida por

Ci(k) =

LZ
�


os kt

t
dt (H.6)
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e o 
onjunto de express~oes �(n) s~ao de�nidas 
omo

�(1) = ei
�
2
(l+m)e2iÆm + e2iÆle�i�

2
(l+m) (H.7)

�(2) = ei
�
2
(l�m) � e�i�

2
(l�m)e2i(Æl�Æm) (H.8)

�(3) = ei
�
2
(l+m)e2iÆm + e2iÆle�i�

2
(l+m): (H.9)

�(4) = ei
�
2
(l�m) + e�i�

2
(l�m)e2i(Æl�Æm) (H.10)

�(5) = �(2) + e2iÆle�i�
2
(l+m) � e�2iÆmei

�
2
(l+m) (H.11)

�(6) = ei
�
2
(l+m)e�2iÆm + e2iÆle�i�

2
(l+m) (H.12)

A express~ao (H.5) permite obter uma vers~ao 
ontinua de (4.153) para a matriz de de
aimento

na forma

Si;i(!; !
0) =

L4

4�2

X
ml

Z
kdk

Z
k0dk0jGmk;lk0 j2Æ(! �
k)Æ(!

0 � 
k0); (H.13)

onde

! =
�hk2

2M
+
g�B

�h
: (H.14)

Usando (H.5)-(H.9) podemos a
har uma express~ao analiti
a para (H.13) e assim obter Si;i(!; !
0)

que ao mesmo tempo nos permite 
al
ular Ai;i em termos das vari�aveis ' e �. Ent~ao, tomando o

limite que de�ne Ai;i na express~ao (4.160) teremos

Ai;i(') =

�
�M

�h

�2
G(')'2; (H.15)

onde

G(') = 2
1X

m=1

sin2(Æm+1 � Æm); (H.16)

aqui os desvios de fase Æm s~ao tamb�em fun�
~oes de '.
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