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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é o estudo da dinamica das excitacoes topolédgicas em sis-
temas magnéticos de baixa dimensionalidade e pode ser dividido essencialmente em duas partes:
fundamentos e aplicacdes. Nos fundamentos apresentamos os conceitos basicos sobre os sélitons
em uma e duas dimensoes e a forma em que é possivel calcular este tipo de solucao. Os casos
particulares da equagao de sine-Gordon (1D) e do modelo sigma nao linear (2D) sao discutidos
em detalhe. Demostraremos que, ao contrario do que acontece do ponto de vista cldssico, numa
teoria quantica o centro do séliton se acopla com as flutuagoes do campo em torno da solucao
solitonica levando a uma equacao de movimento dissipativa. Para construir uma teoria quantica
dos sélitons foi utilizado o método das coordenadas coletivas. Este método permitiu tratar corre-
tamente os modos de freqiiéncia zero que surgem em teorias invariantes por translacdo e a0 mesmo
tempo deduzir uma hamiltoniana quantica geral para o sistema interagente séliton-flutuacoes em
uma e duas dimensoes. Posteriormente, partindo de uma hamiltoniana geral em 2D de interacao
soliton-flutuacoes e usando o formalismo de Feynman e Vernon, é demostrado que o movimento
das excitacoes topoldgicas nestes sistemas é do tipo Browniano e pode ser caracterizado por uma
constante de decaimento que depende da temperatura. Uma expressao explicita para esta constan-
te que define a mobilidade dos sélitons em duas dimensoes foi também calculada. Os resultados
obtidos tanto na quantizacao como na dinamica dos sélitons foram posteriormente aplicados na
descricao das excitagoes topoldgicas dos sistemas magnéticos de baixa dimensionalidade.

Na primeira das aplicacoes apresentamos o estudo da dindmica das paredes de Bloch que apa-
recem em um toy model para uma cadeia de spins ferromagnetica completamente anisotropica.
Demostramos que neste sistema as paredes dos dominios magnéticos corresponedem aos sélitons
de uma teoria de campos escalar efetiva em 1D que possui uma equacao de movimento do tipo
sine-Gordon. Utilizando a teoria geral desenvolvida previamente obtivemos uma hamiltoniana efe-

tiva para o sistema que descreve o acoplamento entre as paredes dos dominios e as ondas de spin



(flutuagoes). Esta hamiltoniana permitiu a anilise do movimento Browniano da parede em termos
dos coeficientes de reflexao e transmisao do potencial efetivo que age sobre as ondas de spin criado
pela presenca da parede. Demostrou-se que para valores finitos do campo magnético externo apli-
cado no sistema a mobilidade da parede é também finita. O espectro do potencial para campos
magnéticos fortes foi calculado e isto permitiu computar o valor da constante de decaimento da
parede para qualquer valor da temperatura. Como resultado final apresentamos a dependéncia da
mobilidade da parede com a temperatura e com o campo magnético aplicado.

A segunda aplicacao da teoria desenvolvida para a dindmica dos sélitons corresponde ao estudo
dos skyrmions. Como é demonstrado, os skyrmions sdo as excitacoes carregadas de mais baixa
energia que aparecem no sistema de Hall em torno de v = 1 e podem ser detectados usando a
técnica de ressonancia nuclear magnética. Do ponto de vista tedrico, partindo da densidade de
lagrangiana proposta para a dindmica dos spins no sistema de Hall, descreveremos os skyrmions
pelas solugoes do modelo sigma nao linear com um tamanho fixo. Como se demostra, este tamanho
estd determinado pela competicao dos termos de Zeeman e Coulomb no sistema. Usando entao
esta solucdo solitonica para descrever os skyrmions, calculamos uma hamiltoniana de interacao
skyrmion-mégnon via método das coordenadas coletivas. Posteriormente usando o formalismo
desenvolvido estudamos a mobilidade dos skyrmions no sistema skyrmion-magnon do gis bidimen-
sional de elétrons. A dependéncia do coeficiente de transporte que caracteriza a dindmica de um
skyrmion com a temperatura e com o campo magnético foi calculada. Finalmente, a influéncia do
carater dissipativo do movimento dos skyrmions nas experiéncias de espalhamento de neutrons foi

investigada.



Abstract

We have studied the problem of the dissipative motion of Bloch walls considering a totally
anisotropic one dimensional spin chain in the presence of a magnetic field. Using the so-called
“collective coordinate method” we construct an effective Hamiltonian for the Bloch wall coupled
to the magnetic excitations of the system. It allows us to analyze the Brownian motion of the
wall in terms of the reflection coefficient of the effective potential felt by the excitations due to
the existence of the wall. We find that for finite values of the external field the wall mobility is
also finite. The spectrum of the potential at large fields is investigated and the dependence of the
damping constant on temperature is evaluated. As a result we find the temperature and magnetic
field dependence of the wall mobility.

On the other hand, exploring a classical solution of the non-linear sigma model for a quantum
Hall ferromagnet, a skyrmion-magnon effective hamiltonian is obtained via the collective coordina-
tes method. Using the Feynman-Vernon functional integral formalism we investigate in a general
way the dynamics of the 2-D solitons. Our treatment is applyed to the skyrmion-magnon model for
the 2-D electron gas. The temperature dependent transport coefficients which characterize a single
skyrmion dynamics is found. Finally an investigation on the possible influence of the skyrmion

dynamics in neutron scattering experiments is presented.
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Introducao

Do ponto de vista classico muitos sistemas na natureza sao descritos adequadamente por
equagoes de movimento que envolvem termos dissipativos (proporcionais & velocidade). Um exem-
plo conhecido é o movimento de uma particula qualquer através de um fluido. Em muitos casos
em que existe dissipacdo, nao é necessario levar em conta efeitos quanticos, pois a teoria classica
descreve corretamente o fendomeno. Infelizmente, isto nao acontece em todas as situacgoes possiveis.
Podemos esperar, por exemplo, que para temperaturas relativamente baixas, os efeitos quanticos
se tornem relevantes. Nesta situacao somos obrigados a encontar uma forma de conciliar equagoes
de movimento dissipativas com o processo de quantizacao.

Um fato bem conhecido é que nao é possivel obter diretamente uma equacao de movimento
dissipativa usando a formulagao lagrangiana ou hamiltoniana sem dependéncia explicita do tempo.
Assim sendo, para resolver o problema da dissipagao quantica, somos obrigados a escolher uma das
formulagoes ji desenvolvidas: o uso de novos métodos de quantizacio [1]-[4] ou o tratamento do
sistema na forma particula mais reservatério [5]-[7]. Neste ultimo ndo se tenta quantizar o sistema
dissipativo diretamente mas sim trata-lo como um subsistema que interage com um reservatério
complexo. Nesta interacao estd, precisamente, a origem da dissipacao.

Sendo o sistema composto conservativo é possivel usar, entdo, os procedimentos convencionais
de quantizacdo. Cumprida esta etapa, poderemos tracar as coordenadas do reservatorio e obter
assim uma equacao de movimento para a evolucao do subsistema que carrega a informacao da
perda de energia. Esta idéia foi desenvolvida por Caldeira e Leggett [8] no estudo do movimen-
to Browniano quantico usando o método do funcional de influéncia de Feynman-Vernon. Nesse
trabalho, escolhendo uma forma particular da interacdo do subsistema com o reservatorio, se cal-
cula o funcional de influéncia de forma fechada em termos de parametros macroscépicos como a
viscosidade. Este resultado mostrou que as propriedades de transporte de um sistema quantico

podem ser descritas pelos coeficientes de decaimento e difusao fenomenoldgicos, exatamente como
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nos sistemas classicos.

Um dos resultados mostrados em [8] é o fato do movimento da particula Browniana ser dis-
sipativo mesmo para temperatura zero. Como veremos no caso das propriedades de transporte
dos sélitons isto nao acontece, pois a particula (subsistema) e o reservatério tém a mesma origem
microcdpica. O célculo das propriedades de transporte de sistemas que possuem excitacoes to-
poldgicas envolve dois pontos fundamentais. Por um lado, a quantizacao de teorias classicas que
possuem sélitons como solugoes das equagoes nao lineares de movimento [9] e, por outro, a forma
correta de se lidar com sistemas dissipativos quanticos [8]. Uma abordagem sistemédtica, que unifica
estes dois pontos, foi desenvolvida com sucesso por Castro Neto e Caldeira [10]. Nela se mostra,
de forma consistente, uma forma correta de se calcular as propriedades de transporte (mobilidade
e coeficiente de difusao) dos sélitons de uma teoria de campo escalar em 1-D.

Em uma teoria classica de campos os sélitons sao configuracoes deste campo que se movimen-
tam com velocidade constante sem mudar a forma. Portanto, é suficiente conhecermos a posicao
do centro do séliton em fungao do tempo para descrever a sua dinamica. Ja do ponto de vista
quantico, as teorias cldssicas invariantes por translacdo podem ser quantizadas usando o método
das coordenadas coletivas [9]. Nesta descrigao, o centro do séliton pode ser interpretado como
uma varidvel quantica dindmica que descreve o séliton como particula [10]. E importante ressaltar
neste caso que, para temperaturas finitas, nem todos os graus de liberdade do sistema contribuem
para a formacao do séliton e, portanto, nao é possivel que o mesmo se movimente livremente como
acontece na teoria classica. O objetivo fundamental deste trabalho é o estudo das propriedades de
transporte dos sélitons em sistemas magnéticos. Nele mostraremos que a dindmica das excitagoes
topoldgicas tem carater dissipativo como conseqiiéncia da interacao com os graus de liberdade “re-
siduais” (ondas de spin) no sistema. Estudaremos dois tipos de excitagoes: as paredes dos dominios
magnéticos ou paredes de Bloch e os “Quantum Hall Skyrmions”, ou simplesmente skyrmions.

As paredes de Bloch sdo as regioes que separam os dominios num material com propriedades
magnéticas [11], enquanto os skyrmions sao as excitagoes carregadas de menor energia no sistema
de Hall quando o fator de preenchimento dos niveis de Landau é préximo de 1 [12].

O primeiro capitulo serd dedicado a introduzir os conceitos fundamentais que serao utilizados
ao longo do trabalho. Mostraremos as propriedades fundamentais das solugoes solitonicas em uma,
e duas dimensoes. Logo em seguida, partindo de uma acgao geral para um campo escalar em uma

dimensao apresentaremos a forma em que é possivel quantizar suas solugoes localizadas usando o
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método das coordenadas coletivas. A parte final do capitulo serd dedicada a obter a hamiltoniana
que descreve a interacao entre o séliton e as flutuagoes do campo em torno deste tipo de solugao.

No segundo capitulo, partindo de um modelo microscépico unidimensional estudaremos a dindmica
das paredes de Bloch [13]. Usando o limite continuo para descrever as mesmas, demostraremos que
as paredes dos dominios magnéticos que aparecem nos ferromagnetos correspondem a sélitons das
equacoes de movimento para as varidveis de spin. Por outro lado, a acao cldssica que descreve o
sistema, tem essencialmente a mesma forma que aquela utilizada para ilustrar o método das coorde-
nadas coletivas no capitulo 1. Isto nos permitira obter uma hamiltoniana que acopla o momento da
parede com o momento das ondas de spin e que serd usada para estudar a dindmica da excitagao.

A forma em que é possivel realizar a deteccao e a descrigao tedrica dos “quantum Hall skyr-
mions”é o tema fundamental do capitulo 3. Nele discutiremos como, usando a técnica de Res-
sonancia Nuclear Magnética, podemos ter evidéncias da presenca do skyrmion no sistema de Hall.
Logo em seguida apresentaremos a acao efetiva que descreve os skyrmions do ponto de vista tedrico.
Como veremos, a mesma nao é mais que um modelo sigma nao linear geralizado. Isto permite o
célculo do tamanho e energia das excitacoes usando as solugoes de Belavin e Polyakov [14].

No capitulo 4 abordaremos o estudo da dindmica dos skyrmions no sistema de Hall [15]. Como
veremos, partindo da densidade de lagrangiana para as flutuagoes de spin apresentada no capitulo
anterior e usando o método das coordenada coletivas, deduziremos uma hamiltoniana de interacao
skyrmion-magnons. Posteriormente usando o formalismo de Feynman -Vernon, calcularemos uma
acao reduzida, que envolve basicamente as coordenadas do centro da excitacao e que pode ser utili-
zada de forma geral para estudar a dinamica de sélitons en duas dimensées. Finalmente obteremos
uma equacao de movimento efetiva para o skyrmion que carrega a informacao da interacao com os
magnons.

Os ultimos capitulos serdao dedicados a estudar a influéncia da dindmica do skyrmion nas ex-
periéncias de espalhamento de neutrons e a apresentar as conclusoes finais sobre o trabalho e as

perspectivas futuras.



Capitulo 1
Excitacoes Topologicas

Este capitulo serd dedicado a apresentar conceitos fundamentais que serao utilizados ao longo
do nosso trabalho. Nele introduziremos o conceito de excitagoes topolégicas, mostraremos como é
possivel calculd-las e ilustraremos o procedimento com os casos particulares da equacdo de sine-
Gordon e do modelo sigma nao-linear. Finalmente discutiremos a forma correta de realizar a

quantizacao destas solugoes utilizando o método das coordenadas coletivas.

1.1 Introducao

Em meados dos anos 70 foram desenvolvidos métodos [16] que tornaram possivel a obtencao de
solucoes exatas de equacoes nao lineares. Este é o ponto de partida na tentativa de obter informacao
acerca das propriedades quanticas de um determinado sistema partindo da solucdo das equagoes
do campo clédssico do mesmo. Como é de se esperar, nao é possivel relacionar todas as solugoes,
derivadas de uma teoria de campos classica, com as propriedades do sistema na teoria quantica
correspondente. De forma intuitiva veremos que para obter esta relagao, devemos procurar solucoes
geradas pelas equagoes nao lineares que caraterizam o campo que sejam localizadas no espaco.

As solugoes localizadas sao, a grosso modo, pacotes de energia que viajam sem deformar-se
com uma velocidade uniforme. Este tipo de solugao é freqiientemente chamada de séliton ou onda,
solitaria. Mais adiante veremos como é possivel dar uma definicao rigorosa dessa solucao.

Para ilustrar melhor as propriedades das solucoes localizadas, tomemos, por exemplo, o caso

mais simples, a equacao de onda
10> 9
(0_2 o2 ax_2> P, t) =0. (L.1)

12
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Como é sabido, qualquer fun¢ao da forma f(z+ct) é solu¢ao da equagao (1.1). Se em particular,
f é uma funcao localizada, entdo, podemos construir um pacote que viaje com velocidade uniforme
+c¢ sem mudar a sua forma com o tempo.

Por outro lado, é sempre possivel verificar que qualquer combinagao de fungoes da forma fi(x —
ct) + fo(z + ct) é sempre solucao de (1.1). A andlise da evolucdo temporal deste tipo de solugio
revela que, para t — —oo, o sistema é composto por dois pacotes separados e aproximando-se
entre si. Para t finito, os pacotes sobrepoem-se simulando uma colisao e, para t — +00, o sistema
volta a estar composto basicamente pelos pacotes separados, com as suas formas iniciais mantidas
e afastando-se entre si. Estas carateristicas das solucoes da equagido (1.1) podem ser resumidas
como:

(i) A conservagao da forma e velocidade do pacote simples.

(ii) A conservagio, a0 menos assintética, da forma e velocidade de vérios pacotes depois de uma
colisao entre eles.

Como sabemos as particulas elementares sao de certa forma pacotes localizados que viajam
sem deformar-se, e acredita-se, sejam descritas por alguma teoria de campos relativistica. Logo as
propriedades (i) e (ii) enunciadas anteriormente, assemelham-se as dos estados estendidos quéanticos,
ou de particula livre.

No caso particular da equacdo de onda (1.1), as propriedades (i) e (ii) sdo conseqiiéncia direta
da linearidade e nao dispersividade da mesma. Uma anélise leviana deste fato, sugerir-nos-ia, a nao
existéncia de solugoes solitdnicas em areas da fisica em que os sistemas sao governados por equagoes
que contém termos nao lineares e dispersivos. O fato interessante é que, apesar da complexidade
que estas modificacoes podem introduzir, existem sistemas descritos por equacoes nao lineares
que possuem solucoes com as carateristicas (i) e (ii), ou seja, admitem a existéncia de sélitons!.
Isto nos leva a pensar que, apesar dos sélitons serem solugoes de equacgdes cldssicas nao lineares
do campo, estas guardam alguma relacdo com os estados quanticos de particula livre da teoria
quantica correspondente. Certamente a idéia anterior é puramente intuitiva, mas proporcionou a
motivacao necessaria para desenvolver o formalismo conhecido como quantizacao dos sélitons [9]
que estabeleceu justamente essa relagao.

Voltando as propriedades das solugoes localizadas, agora do ponto de vista formal, precisa-se de

uma grandeza fisica adequada para classificar as solugoes de determinado sistema em solitonicas ou

Lyer por exemplo An Introduction to Solitons and Instantons in QFT, R. Rajaraman [17]
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nao. Para dar uma defini¢ao de séliton utiliza-se comumente a densidade de energia como grandeza
fisica para medir a localizacdo das solugoes. Entao, a solucdo de uma equacido nao linear associada
a um determinado campo cldssico ¢(x,t) tem cardter solitonico quando a densidade de energia

correspondente a ela pode ser escrita como
e(x,t) = e(x — ut), (1.2)
onde u é um vetor velocidade e £(x) é uma fungao localizada, ou seja

lim e(x,t) =0. (1.3)

T—F00
As equacoes anteriores, (1.2) e (1.3), nio sdo mais que a expressdo formal da propriedade (i)
apresentada anteriormente. Por outro lado a condicao de conservagao da forma dos pacotes depois

das colisoes pode ser expressa como:

SN eo(x — a; — u;t) para t — —00
e(x,t) = (1.4)
Efil eo(x —a; —u;t — ;) parat — +oo
onde a; é a posicao do centro do i-ésimo séliton e os §; sao apenas vetores constantes que representam
uma mudanca na trajetdria original dos mesmos. Esta tltima propriedade é bem mais complicada
de ser verificada na pratica, pelo que muitas vezes abusa-se da linguagem chamando de sélitons as
solucoes das equacoes nao lineares que definem determinado campo, quando na verdade, cumprem
apenas com a primeira das propriedades (i).

Como foi apontado anteriormente, existe um procedimento que estabelece a correspondéncia
entre solucoes solitonicas e propriedades quénticas, conhecido como quantizacdo dos sélitons. A
teoria que faz esta ligagao foi desenvolvida por varios autores usando diferentes técnicas (ver por
exemplo [18]-[23]) e mostra que é possivel associar ndo s6 um estado de particula estendida & solucao
classica do tipo séliton, mas também toda uma série de estados excitados. Estes estados excitados
se obtém através da quantizacao das flutuagoes do campo em torno de uma solucao solitonica e
permitem obter propriedades da quasi-particula quantica solitonica, como massa e fator de forma.

Tendo introduzido o conceito de séliton passamos em seguida a ilustrar, com exemplos que
usaremos ao longo deste trabalho, a relacao que os mesmos possuem com a topologia dos sistemas.
Estudaremos os casos particulares da equagao de sine-Gordon e do modelo sigma nao linear. Pos-
teriormente apresentaremos o procedimento para realizar a quantizacdo das solucoes localizadas,
analisando em detalhe a dificuldade de quantizar sistemas que possuem invariancia de translacao e

como o método das coordenadas coletivas funciona nestes casos.
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1.2 Excitagoes Topoldgicas em 1-D

As propriedades dos sélitons, que foram enunciadas na se¢ao anterior, ndo possuem apenas um
cardter formal, pois sdo usadas na pratica quando procuramos solucgoes localizadas em determinado
sistema. Usualmente a imposicao das carateristicas solitonicas as solugoes procuradas tém como
conseqiiéncia o surgimento de uma grandeza conservada conhecida como carga topolégica ou indice
de Pontryaguin [24].

Apesar da carga topoldgica ser um nimero inteiro, ela tem uma origem diferente da origem dos
nimeros quanticos. Esta carga estd diretamente relacionada com o comportamento dos campos
envolvidos no infinito . Isto significa, entdao, que a presenca das solucoes localizadas em determinado
sistema, estd relacionada com a topologia do mesmo, o que dé origem a denominagao ezxcitagoes
topolégicas para este tipo de solugao.

Para ilustrar o procedimento a se seguir no célculo das solucoes solitonicas em 1-D e esclarecer a
importancia e o papel da carga topoldgica, trataremos em seguida o caso geral de um campo escalar
em duas dimensoes (1 temporal + 1 espacial). Posteriormente usaremos a metodologia exposta na
obtencao de solugdes solitonicas que serdo usadas no estudo da dindmica das paredes de Bloch [13].

Para uma anélise geral, consideremos um campo escalar ¢(z,t) cuja dindmica é governada pela

densidade de lagrangiana
1/. 2
Lla,t) = 5 (¢ - ¢%) - U@, (1.5)
onde a funcido potencial é positiva definida e o seu valor minimo é zero. A equacao de movimento

gerada pela aplicacdo do principio variacional em (1.5) tem a forma

b _8U(¢)
e a densidade total de energia do sistema é
1 /.
e(a,t) = 5 (¢ +97) +U (). (1.7)

Vamos supor, por simplicidade, que a fungao U tenha M (M > 0) pontos onde alcanga o minimo
absoluto. Sejam entio estes pontos ¢ com i =1,2,3...M. Por outro lado é evidente que, nestes

pontos, o funcional de energia é nulo, ou seja
E[g] =0, (L8)

onde E[p] é a integral espacial de (1.7).
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Figura 1.1: (a) O potencial —U(¢) que age sobre a particula ficticia quando U(¢) possui um tinico

minimo ¢1. (b) Caso em que U(¢) possui trés minimos degenerados.

Como ja vimos, as solucoes solitonicas movimentam-se com velocidade uniforme. Portanto,
podemos procurar solucoes localizadas estaticas e, posteriormente, através de uma transformacao
de Lorentz (ou Galileu), obter solucoes dependentes do tempo. As solugbes assim obtidas, sdo
solucoes do problema original (1.6) pois a lagrangiana (1.5) é invariante pelas transformacoes de

Lorentz. Desta forma o problema estatico a ser resolvido serd entao

oU(4)

= (1.9)

Antes de passar a resolver explicitamente este tipo de equacao, devemos impor as condicoes de
contorno necessarias. Como as solugoes solitonicas devem ter energia finita e uma densidade de

energia localizada, teremos

lim ¢(z) = ¢g@. (1.10)

r—+o00

Se o potencial U(¢) tiver somente um ponto de minimo g, entdo, quando z — £o0, ¢(z) = g
necessariamente. Se pelo contrario, o potencial U(¢) tiver véarios pontos onde alcanga o minimo
degenerado, entdo ¢(z) deve tender a um desses pontos de minimo para z — —oc e a0 mesmo
valor, ou a um outro ponto de minimo diferente, quando =z — +o0.

Usando as condigoes de contorno (1.10), a equacao (1.9) pode ser resolvida para qualquer forma
do potencial U(¢). Porém, antes de encontrar uma forma geral do campo ¢(z) em funcao do
potencial, é conveniente, para a andlise topoldgica, notar que a equacao (1.9) possui um andlogo
mecanico [25]. Se na equagao (1.9) tomamos a coordenada x como o tempo e a variivel ¢ como a

coordenada, esta equacao representard a segunda lei de Newton para uma particula ficticia de massa
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unitdria que se movimenta sob a a¢ao de um potencial —U(¢). Portanto a solu¢ao ¢(x) representara

a posicao desta particula, com uma energia associada, que se conserva em cada instante x

W= (%)2 _U(9). (1.11)

Das condicoes de contorno (1.10) vemos que a energia da particula ficticia é sempre nula. Certa-
mente esta energia nao deve ser confundida com a energia real do sistema, que pode ser calculada
pela simples integracao de (1.7).

Usando a analogia com a particula ficticia vamos analisar o caso em que o potencial U (¢) possui
um unico minimo. Nesta situacao a particula ficticia estd sujeita a agdo de um potencial como o
que aparece na Figura 1.1(a). Obviamente nao é possivel executar qualquer movimento (a nao
ser o trivial) em que o sistema evolua partindo de ¢; em um passado remoto (z = —oo) e volte
novamente a ¢; em um futuro também remoto (z = +00) sem violar a conservagao da energia. Esta
simples ilustracao permite afirmar que se a fungao U(¢) tem um tinico minimo absoluto, nao existem
solucoes localizadas estdticas ndo triviais. Por outro lado no caso em que o potencial U(¢) possui
varios minimos degenerados, como aparece na Figura 1.1(b), a particula ficticia pode partir de
qualquer um destes minimos e chegar até o préximo, sempre sem ultrapassa-lo. O fato da evolugao
nunca acontecer entre os pontos ¢ e ¢3, por exemplo, tem a ver com a anulacdo da velocidade
e a aceleracao ficticias ¢’ e ¢” nos pontos de minimo. Desta forma concluimos que a particula
havendo deixado ¢; movimentar-se-ia na direcao de ¢, alcangando este ponto assintoticamente,
pois nele todas as derivadas do movimento se anulam. Logo, quando U(¢) possui varios minimos
degenerados, as solucdes estaticas localizadas devem ser tais que conectem os minimos vizinhos aos
pares.

Por outro lado, como os valores admissiveis dos campos no infinito formam um conjunto discreto
(o conjunto dos minimos de U(¢)), ndo é possivel conectar solugoes que unam minimos distintos
através de deformagoes continuas de um valor de minimo a outro mantendo a energia do sistema
finita em todo momento. Portanto se uma solucido determinada ¢(co,ty) = ¢1, ela permanecerd
estaciondria neste ponto sem pular para outro valor de minimo ¢,. Isto sugere, entdo, que o
espaco de todas as solugoes localizadas nao singulares de energia finita pode ser dividido em setores
caracterizados pelos valores das solugoes no infinito, ¢(+00) e ¢p(—00). Os setores assim definidos
sao topologicamente desconectados, pois como foi apontado, nao é possivel deformar a solucao
que pertence a um determinado setor em outra que pertence a um setor diferente sem violar a

conservagao da energia.



Excitacgoes Topoldgicas 18

Além da classificagao baseada nos valores ¢(+00) e ¢(—o0), usa-se amiude a carga topoldgica
para identificar o setor do espago a que pertence uma determinada solu¢ao. A carga topolégica em
1-D é simplesmente

oo L [T,

or |- on x, (1.12)
que nao é mais que a diferenca entre os valores das solugoes no infinito. Certamente o valor de
@ nao é suficiente para classificar os setores topoldgicos, porém em muitos problemas fisicos as
grandezas calculadas dependem apenas da carga topoldgica e nao do valor absoluto dos campos
no infinito. A andlise anterior nos permite afirmar que os indices topoldgicos sao basicamente
condicoes de contorno que se conservam devido ao valor finito da energia do sistema em qualquer
instante.

Esclarecido o papel da topologia, podemos voltar agora & solu¢ao da equagao (1.9). Esta pode

ser resolvida facilmente em uma dimensao, pois

r o . dU li 1 12
[odrar= [ Cdan 97 =U) (1.13)
entao
¢=)  dg
— =+ _—, 1.14
o /¢(mo> V2U () (L.14)

A expressio anterior (1.14) é geral para as solucoes localizadas estaticas em 1-D e nos permite
estudar, por exemplo, o caso concreto da equacao de sine-Gordon. A equacao de sine-Gordon possui
uma importancia particular em fisica, pois aparece nos estudos de propagacao de deslocamentos
em cristais [26], dinamica de paredes de Bloch em sistemas magnéticos [13] e modelos de particulas
elementares bidimensionais [27]. Com o objetivo de ilustrar os conceitos apresentados até aqui e
para o uso posterior no estudo da dinamica das paredes de Bloch no capitulo 2, apresentaremos em

seguida as solucoes solitonicas da equagao de sine-Gordon.

1.2.1 Equacgao de sine-Gordon

A densidade de lagrangiana que gera a equacao de sine-Gordon tem a forma

L(z,t) = % (¢2 — ¢'2) — (1 — cos ¢), (1.15)

onde ¢(z,t) é um campo escalar em uma dimensao. Neste caso o potencial 1 — cos ¢ possui um

nimero infinito de minimos, que podem ser escritos como g, = 27n, onde n é um inteiro. Como
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vimos na andlise do papel da topologia nos sistemas unidimensionais, a carga topolégica pode ser

calculada partindo de (1.12). Neste caso particular serd simplesmente

anl—ng:i %dx

. 1.1
21 J_ oo O (1.16)

Mas como nos sistemas caracterizados por um campo escalar em 1-D as solucoes estaticas localizadas
devem conectar os minimos vizinhos de 1 — cos ¢, concluimos que @ = +1.

Por outro lado, substituindo o potencial envolvido em (1.15) em (1.14) teremos

_ ¢ de

que integrando se transforma em

4 arctan e® 70 para o sinal positivo
d(z) = (1.18)

—4 arctan e?~%° para o sinal negativo.

A solucgao positiva, chamada de séliton, tem valores que vao de 0 a 27w de 27 a 4w, 4w a 6w
etc, e carrega, portanto, carga topoldgica () = 1. Por outro lado, a solucao negativa conhecida
como antisoliton possui carga topoldgica Q = —1. Na Figura 1.2 aparecem as formas das solugoes
anteriores e a densidade de energia associada a elas para g = 1. Como era esperado a densidade
de energia tem realmente uma forma localizada mantendo a energia do sistema sempre finita.
Finalmente, para obter solucoes dependentes do tempo basta realizar uma transformacao de Lorentz
nas solugoes (1.18).

Apesar de nao apresentarmos aqui a demonstracao, as solucoes localizadas da equacao de sine-
Gordon obtidas sao verdadeiros sélitons [28], ou seja, solucoes que cumprem com as exigéncias (i)

e (ii) apresentadas na introdugao deste capitulo.

1.3 Excitacoes Topolégicas em 2-D

Até agora apresentamos algumas das carateristicas fundamentais das solugoes localizadas estaticas
para um campo escalar em 1-D e a sua relacao com a topologia. Porém, nao é possivel estender,
a priori, a forma de procurar e classificar as solucées para o caso em que existem dois ou mais
campos escalares acoplados envolvidos no problema [29]. Por isso apresentamos em seguida o caso
particular do modelo sigma nao linear que pode ser resolvido exatamente [14] e que serd usado no

estudo da dinadmica dos skyrmions no ferromagneto de Hall [15].
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Figura 1.2: As linhas tracejadas correspondem as solugoes solitonicas e a linha continua a densidade

de energia associada a elas.

1.3.1 O Modelo Sigma nao Linear

O modelo sigma nao linear (NLoM) [14] consiste em trés campos escalares n = (ny, ng, ng) reais

em duas dimensoes sujeitos ao vinculo n - n =1 e caracterizados pela densidade de lagrangiana

L(r,t) == (9un)- (8"n). (1.19)

i

N —

Este modelo tem sido utilizado por varios autores para estudar as excitacoes topolégicas que apare-
cem em ferromagnetos, antiferromagnetos e supercondutores de alta temperatura critica [30], [31].
A acao associada a densidade de lagrangiana anterior, que leva em conta o vinculo, pode ser escrita

S = /Z [((%n) - (0Fn) + A(x, 1) (Z n?(x) — 1)] dxdt, (1.20)
o 7

que, por sua vez, gera uma equaciao para os campos escalares n;(x) (i = 1,2, 3) estdticos da forma
V2n(r) + An(r) = 0. (1.21)

Utilizando o vinculo n - n = 1 na equacao anterior, é possivel obter o valor do multiplicador de

Lagrange em termos dos campos escalares n;(x) como
A= -n(r) Vn(r). (1.22)
Portanto a equagao (1.21) escreve-se da forma

Vn(r) - (n (r) - V?n(r)) n(r) =0. (1.23)
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Por outro lado, a energia associada & agao (1.20) pode ser calculada partindo de
1
E= 5/(ain)2d2x, (1.24)

que fornece a condicao imprescindivel para a existéncia das solucoes localizadas estiticas para a
equacao dos campos com energia finita, pois, para a convergéncia da integral anterior, devemos
garantir que:

lim  ||[Vn| =0 — lim n = n" (1.25)
r—00 r—00

onde n® é um vetor unit4rio no espaco interno (o espaco dos campos n;). Isto significa que 4 medida
em que nos afastamos da origem de coordenadas em qualquer diregao, n(r) tende ao mesmo valor
limite. Este fato é essencialmente equivalente a compactar o espaco real R? em uma superficie
esférica que chamaremos Sghy (o que poder ser feito usando a projecao estereogrifica). Por outro
lado, o espacgo interno é também uma superficie esférica de raio um que denotaremos por ng,
logo qualquer configuragao estatica dos campos n;(x) com energia finita nao serd mais que um
mapeamento de S5 em Si,

Todos os mapeamentos nao-singulares de uma superficie esférica So, em outra superficie esférica
Sa, podem ser classificados em setores homotépicos [17]. Aqueles mapeamentos pertencentes a um
certo setor topoldgico podem ser deformados de maneira continua em outro dentro do mesmo setor,
porém nunca naqueles que se acham fora dele. Por outro lado, os setores homotépicos sao infinitos,
numeraveis e formam um grupo que é isomorfo ao grupo dos inteiros, o que formalmente escrevemos
como

m2(S2) = Z, (1.26)

onde m,(S,,) representa o grupo de homotopias associadas aos mapeamentos de S,, = Sy, e Z o
conjunto dos inteiros. Este niimero é agora a carga topolégica ou indice de Pontryaguin e descreve
basicamente o nimero de vezes que uma superficie envolve a outra.

O indice de Pontryaguin pode ser calculado diretamente das configuragoes dos campos como

Q= 8% /5Wn- (9,n x 9,n) d%a. (1.27)

Como vimos anteriormente a carga topolégica tem um papel importante na classificacdo das so-
lucoes. Neste caso particular, a conservacao de () permite procurar solugoes da equacao dos campos

em cada setor topoldgico separadamente através de uma equagao simplificada.
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Para isso partiremos de um vetor convenientemente construido [14]
VY = Oyn+te,,nxo,n, (1.28)
e da condicao de norma positiva para todo vetor no espaco interno. Desta forma
/ ¢ [(8unzte unxdyn) - (Juntenxd,n)] > 0. (1.29)
Assim podemos escrever
/ %2 [(8um) - (8um) + £ (MX0) -0 (nXIpm)] > (1.30)
+9 / ¢ [em - (9,n X Hym))].
Os dois termos do lado esquerdo da equacgao anterior sao exatamente iguais, portanto
2/(12:5 [(9,n) - (9,m)] > i2/d2x e - (9un X 9,m)] (1.31)

que nao é mais que

E >4r|Q|. (1.32)

Esta desigualdade fornece um limite inferior para as energias das configuragoes estiticas em
cada setor topoldgico. Logo a equacdo dos campos (1.23) pode ser resolvida achando os extremos
do funcional energia levando em conta o vinculo que permite s6 vetores de norma unitéria.

Por outro lado, em um certo setor topoldgico, a desigualdade (1.32) se tornard uma igualdade

sempre que a inequacio (1.29) o for também, e isto acontece se e somente se
Oyn = e, nx0,n. (1.33)

A equagao anterior (1.33) pode ser simplificada usando a mudanca de varidveis da projecao

estereografica, ou seja,

2 2
W= = 2 (1.34)
1- ns 1- ns
E conveniente também introduzir
2 ) 2
w=w) +iwy = (n1 + ino) = i , N =mn]+1ing, (1.35)

1—n3 _1—n3

e entao
2[(1 —
=22 _ 2l(L=ns) Oin ha ndins} (1.36)
0z (1 - ng)
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Ow = on + nglng) R (137)

2
il

onde bda = bda — adb. Usando agora as novas varidveis, a equacio (1.33) pode ser escrita como
O1n = Fi(ndans), Oan = Fi(ndin3), (1.38)
que ao serem substituidas em (1.37) geram as relagoes

0w = +ow, (1.39)

8w1 (9&]2 8w1 aw2
=+ =4 . 14
63:1 (9$2 ’ 63:2 63:1 ( 0)

As relagoes que aparecem em (1.40) sdo aquelas de Cauchy-Riemann para w e logo qualquer
funcao analitica w(z) é solucdo delas. Um protétipo de solucido com qualquer valor do indice de

Pontryaguin (N) serd:

_ N
w(z) = [Z—Aﬂ (1.41)
que para IN=1 no espaco real adota a forma:
4 x(y) r2 — 4)\?
mEe = Eype T e (1.42)

sendo A o tamanho da excitacdo localizada com o centro na origem de coordenadas.

Como vimos nao foi usado nenhum formalismo geral para tratar este problema, pois para o caso
de dois ou mais campos escalares acoplados nio existe tal possibilidade [32]. O motivo pelo qual
um tratamento semelhante ao exposto para o caso de um campo escalar em uma dimensao nao
é possivel pode ser compreendido facilmente. Consideremos um sistema, descrito por dois campos
escalares acoplados em uma dimensdo. A dindmica deste sistema serd governada pelo conjunto de

equacoes
" _ _3U(¢1,¢2) " _ _3U(¢1,¢2)‘
! o1 2 092

Ao contrario da equagao (1.9), que pode ser integrada facilmente por quadratura, nao existe

(1.43)

um método geral que permita resolver o sistema acoplado (1.43). Mesmo assim, podem ser obtidas
algumas caracteristicas das solugoes localizadas nestes casos. Por exemplo, ao contrario dos sistemas
compostos por um unico campo escalar, em que nao existiam solugoes localizadas quando U/(¢)
tinha um minimo nao degenerado, os sistemas compostos por dois ou mais campos possuem solucoes

localizadas em situacoes semelhantes. Nestes casos, a presenca de uma outra ”dimensao”, ou campo
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¢2, permite que a particula ficticia possa executar um movimento fechado voltando ao minimo g
de onde partiu inicialmente.

Outro ponto interessante, na existéncia de solucoes estaticas localizadas para dimensdes maio-
res que um, é o conhecido teorema de Derrick [33] (ver Apéndice A). Este teorema proporciona
basicamente um resultado negativo, pois mostra que para sistemas descritos por densidades de

lagrangianas da forma
L0x,1) = 5(0u8) - (99) - U(9), (1.44)

onde ¢(x,t) = ¢;i(x,t) com i = 1,2,..N em D dimensoes espaciais, nao existem solugoes estiticas
localizadas para D > 3. A obtencdo deste resultado também fornece uma condicido interessante
para o caso de duas dimensoes. Isto é, o valor do potencial U(¢) na solu¢ao localizada ¢, por

exemplo, deve ser identicamente nulo, ou seja,
U(é1) =0. (1.45)

Entao, se U(¢(x)) tem minimos discretos degenerados, teremos somente a solugio trivial, ou
seja, aquela em que ¢ é igual a um dos minimos de U. Por outro lado, se o potencial possui um
conjunto continuo de minimos, entao é possivel uma solugao diferente da trivial, ou seja, dependente
de x, onde ¢ muda continuamente dentro do conjunto continuo de minimos. Este é, precisamente,
o caso do modelo sigma nao linear, em que o potencial envolvido é identicamente nulo e portanto
possui um conjunto de minimos continuo.

Para completar este breve estudo sobre as solugoes localizadas, que nos permitird posteriormen-
te investigar a dinamica das mesmas, é preciso estabelecer a correspondéncia entre os sélitons e os
estados quanticos de particula livre. Portanto, a préxima secao serd dedicada a apresentar o for-

malismo de quantizacao das solucgoes solitonicas que estabelece precisamente esta correspondéncia.

1.4 Quantizacao dos Sélitons

1.4.1 Introducao

Partindo da forma canonica da hamiltoniana dos sistemas que admitem solugoes localizadas,
Christ e Lee [9] desenvolveram um método simples para a quantizagao dos sélitons. Para introduzir
a idéia que esta por tras deste método, é conveniente explorar o modelo de uma particula nao

relativistica de massa unitiria que se movimenta sob a acdo de um potencial U(z) como aparece
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UX)

Figura 1.3: Potencial U(z) que age sobre uma particula ficticia nao relativistica. A equacao de

Newton tera como solucoes estaticas os pontos a e b.

na Figura 1.3. Do ponto de vista classico, o movimento da particula serd descrito pela segunda lei

de Newton
d*z dU (z)
7 (1.46)

e portanto as solugoes estaticas deste problema serao os extremos de U(x), ou seja os pontos a e
b. Desta forma, a energia associada ao sistema no primeiro dos estados, serd E.,s = U(a). Ja do
ponto de vista quantico, os estados em que a particula se acha em a ou b nao sdo permitidos, pois o
principio de incerteza proibe um estado de momentum nulo e posi¢ao definida. Como consequéncia
a particula flutuard em torno da posicao a, por exemplo, de forma que a energia minima tenha a
forma

Ey=FE. ., + Ao, (147)

onde A representa a correcao quantica derivada do movimento do ponto zero.

Explorando a idéia anterior, se o potencial U(z) for aproximadamente harmoénico perto do ponto
a, podemos fazer uma expansao tipo weak-coupling e associar ao sistema um conjunto de estados
localizados em torno de a. Neste caso

1
E, = FE¢as + (n + §)hw (1.48)

Com algumas diferencas, podemos entdo estender a idéia anterior a sistemas governados por

campos que possuem solucoes localizadas. Considere, por exemplo, um sistema descrito pela la-
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grangiana
1 (0p\2 1 [04\?
L — i g — (== - U d 1.49
0 /{2(8t) 5 (52) ~U@) s (149
onde ¢(z,t) é um campo escalar em duas dimensoes (1 espacial + 1 temporal) e U é uma funcao
deste campo. Para explorar a analogia com a idéia da quantizacao exposta acima, escreveremos a
equagao (1.49) como

L{g] = T[¢] + V[¢], (1.50)

T[] :/% (%)2@ e Vg :/{% (%)2 - U(qﬁ)}dw. (151)

A equagao de Euler-Lagrange que se obtém de (1.50) é simplesmente

onde

92 oV
_%%22_7%L (1.52)

sendo o lado direito uma derivada funcional. As solugoes estaticas de (1.52) sao os extremos do

potencial V' [¢], que podem ser obtidos de

o, (1.53)

no espaco das configuracoes do campo ¢.
Consideremos agora a possibilidade de conhecer alguma das solugoes de (1.53) que denotaremos

por ¢o(z). Entao, a expansao funcional de V[¢] em torno de ¢o(x) terd a forma

2 2
Vo] = V]do] + /% {n(x) l—% + 27(2]] n(x)} dr +---, (1.54)
%o

onde 7(x) = p() — do(x).
Como vemos o funcional V[¢] desenvolvido em torno de ¢y gera um problema de autovalores e

autofuncoes dado pela equacao diferencial

0? 0’U
[_@ " 3752] m(e) = wbn() (1.55)
%o

sendo 7;(x) o conjunto de modos normais (ortonormais) ou flutuagoes em torno de ¢o(z). Podemos

entdo escrever 7(z) = ¢(z) — do(x) [34] como

ni(x,t) = Zcz(t)nz(:f;) (1.56)

i
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Substituindo (1.55) e (1.56) em (1.49) teremos

i 2
L= %; [dcglit)] _ <V[¢0(x)] + % zl: [ci(t)]2wg> ¥ (1.57)

que claramente corresponde a um conjunto de osciladores harmonicos, um para cada modo normal,

além de um termo constante V[¢p]. Como uma conseqiiéncia direta de (1.57) podemos construir
uma, teoria quantica, em torno do estado classico ¢g, como um conjunto de autoestados harmoénicos
aproximados. Isso pode ser feito quantizando os coeficientes c¢;, e desta forma as energias dos

estados serao

En; = Vigo(z)] +ﬁ2(ni + %)wi + (1.58)

sendo n; o nimero de quanta do i-ésimo modo normal. A equagao (1.58) (primeiro termo) relaciona
aproximadamente a energia de um certo estado quantico com a solucao cléssica ¢, e, por outro
lado, as frequéncias de oscilacdo w; aos possiveis estados excitados, ou flutuacoes em torno da
solugao localizada ¢g(z).

O exemplo anterior ilustra como funcionam as idéias basicas da associacao de um conjunto de
estados quanticos a uma solucio estatica qualquer, sempre que esta tltima seja um minimo estdvel
do potencial envolvido no problema. Uma, situacao diferente aparece quando se trata de solucoes
que possuem estabilidade neutra, ou seja, a segunda derivada funcional nula em determinado ponto
do espaco interno em torno do qual queremos aplicar o método de quantizagao descrito nesta segao.

Para demonstrar a existéncia destes pontos de sela, é conveniente escrever a equagao de movi-

mento (1.53) na seguinte forma

_%¢(x) _ 9U(¢)

= 1.59
e tomar a derivada da expressao anterior em relacao a . Desta maneira obtemos
9> 9*U(4) ) 9¢o
——+—=-]—=—=0. 1.60
( o2 " og? ) ou (1.60)

Isto demonstra que a equacao tipo Schrodinger (1.55), possui autovalores de freqiiéncia nula e
que a autofuncdo associada a este modo, é simplesmente d¢g/0z, sendo ¢y um extremo de V(¢).
Neste caso a estratégia a seguir para a quantizacao é diferente, pois o método exposto anteriormente
falha como consequéncia da presenca dos modos com w; = 0.

Os modos de freqiiéncia nula sao conhecidos como modos translacionais e podem ser tratados
apropriadamente. A seguir analisaremos um pouco mais a fundo a origem e as implicagoes dos

modos translacionais.
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1.4.2 Modos Translacionais

Os modos de freqiiéncia zero aparecem sempre que se quantizam solucoes estdticas de uma
teoria que possui invariancia de translacdo. Em outras palavras, quando uma solug¢ao qualquer da
equacao de movimento ¢g(z) é transladada para ¢o(x — a), esta tltima continua sendo solugao da
equagao que gerou ¢o(z) para todo a. Nesta situagao a energia potencial do problema em questao
nao dependerd de a e serd possivel definir curvas equipotenciais no espaco interno.

O ponto chave em tal caso é que apesar da solucao ¢y (z) ser um extremo de V|[¢], ela ndo é um
minimo nem mesmo localmente. Esta afirmagao pode ser entendida da seguinte forma: partindo
de ¢o(z) sempre é possivel deslocar-se (no espago interno) ao longo da curva de potencial constante
ao longo da qual a segunda derivada funcional é nula (estabilidade neutra). Este fato explica a
conexao entre um tipo de simetria continua e a existéncia dos modos de freqiiéncia nula.

Havendo compreendido a origem dos modos translacionais, podemos passar a analisar o impacto
que estes tém na construcao dos estados quanticos. Para isso retomaremos a teoria de campo escalar
em uma dimensao espacial. O potencial V[¢], em torno de um dos seus possiveis minimos, tem a
forma de um vale, no fundo do qual se estende a curva equipotencial, ou seja uma parametrizagao
por a da solucdo ¢o(z —a). Em qualquer direcdo ortogonal a esta curva o valor de V[$] aumenta, o
que traz como consequéncia a possibilidade de construir estados na forma descrita na secdo anterior.
No entanto, ao longo da curva, o potencial nao tem agao confinante, o que provoca a nao localizagao
no espaco real da funcao de onda associada a essa direcao. Este fato sugere a existéncia de um
termo do tipo onda plana na energia do sistema.

Como conseqiiéncia imediata, para cada modo translacional, deve aparecer na energia do pro-
blema um termo do tipo particula livre, além das correcoes provenientes da expansao harmonica.
Um resultado deste tipo nao é possivel de se obter através do formalismo desenvolvido até aqui.
Entretanto, como veremos a seguir , ao introduzirmos modificagoes no método proposto, o caso
das freqiiéncias nulas serd tratado apropriadamente. O formalismo que apresentaremos em segui-
da, conhecido como o método das coordenadas coletivas, nos permite quantizar as solucoes

solitonicas lidando de forma correta com os modos de freqiiéncia nula, ou translacionais.

1.4.3 Método das Coordenadas Coletivas

Nesta secao apresentaremos o método das coordenadas coletivas para o caso de um campo

escalar em duas dimensoes, uma espacial e uma temporal. A generaliza¢do para o caso de um
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nimero arbitrario de campos escalares em duas dimensoes espaciais poder ser feito seguindo o
tratamento que apresentaremos (para detalhes ver, por exemplo, [9]).

Para expor as idéias fundamentais deste formalismo, partiremos novamente do sistema descrito
pela densidade de lagrangiana (1.49). Suponha, ainda, que existam solugoes conhecidas ¢ (z) =
o(x — X) da equacdo de movimento (1.53) a ela correspondente. Como ja vimos,

oo
¢z, t) =o(z — X +ch ni(z — X), (1.61)
i=0
onde 7 = 0, correspondente ao modo de frequiéncia zero, nao é uma boa escolha no caso de existirem

autovalores nulos da equacao
0? 0’U 5
[_WJF (W)L(mx) ni(z — X) = wini(z — X). (1.62)

E importante notar que o valor de X nestes casos nao é relevante, pois o sistema é invariante
por translacao.

Em lugar de (1.61), a idéia do método consiste em expandir ¢(z,t) como

P(z,t) =0z — +Z(h ni(z — X (t)). (1.63)

Neste caso, o termo 7 = 0 ndo aparece na soma (1.63) e o vetor X, que nio tinha importancia
alguma, passa a ter um papel determinante na descricao do sistema, pois agora é dependente do
tempo. Este vetor recebe o nome de coordenada coletiva e descreve o movimento do centro da
excitacdo, que como vemos em (1.63) estd acoplada as flutuacoes pela coordenada relativa z — X (¢).

O ponto chave do método é o uso de X (t) e ¢;(t) (com 7 > 0) como coordenadas do sistema, ao

invés do conjunto ¢;(¢) como foi feito em (1.61). A derivada temporal de ¢ serd

do(z,t) do & on > 3qZ
At v (¢t 1.64
o= (S a3 055 (164
E conveniente passar agora a uma nova notacao, onde ug(t) = X (t) e u;(t) = ¢i(t) (para i > 0).

Logo, utilizando (1.64) podemos escrever a energia cinética do sistema como

K=- /dx( )2:%§: ' ,Jd;; (1.65)

onde D; ; ¢ uma matriz cujos elementos sao:
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Doo = /d:v (— + Z am> (1.66)
do 3772 .
Dy =— /d:I; (% + i ) Z/d:r; LS j#£0 (1.67)

D;j = 6;;, 1,7 #0 (1.68)

Na obtengao das expressoes anteriores usamos a ortogonalidade entre as fungoes n; (i # 0) e ng,
em virtude de (1.60). Como os elementos de D; ; sao invariantes de translagao, a sua integracao nao
dependerd de X (¢) e portanto serao sé funcao de {¢;}. Analogamente o termo de energia potencial
na densidade de lagrangiana é também invariante de translagao e como conseqiiéncia independente
de X (¢) .

Podemos escrever entao

vl = | dx{ (%) +V[¢}}=U({qn}>, (1.69)

que, com a ajuda de (1.63) e (1.60), se transforma em

Z qnwn + - (1.70)

Portanto a lagrangiana do sistema em termos das coordenadas w; podera ser escrita como
1 & du,j
J
:—Z @)=L —U({an}). 171
5 2 G Dia) G~ Ulan)) (1.71)
Para construir a hamiltoniana associada a lagrangiana anterior, devemos calcular os momentos
m; canonicamente conjugados as coordenadas u;. Estes sao

oL 3u]

o =D (1.72)

Entao,
o0
duz

H = Zm

Por outro lado, usando as expressées que definem a matriz D teremos

= Z —m Y5+ U({an}), (1.73)

_ 1 _ Dy .
(D™ Moo = D (D™ "o = —% i #0, (1.74)
Dy ;D
(D7)ig = 0ij+ ==L i #0, (1.75)
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sendo D o determinante da matriz D; ;, dado por
oo
D =DetD;; = Doo— Y Dj ;. (1.76)
i=1

Ao substituir os elementos D; ; pelos seus valores (1.66) o determinante adota a forma

B Jo On; > O
D = A+2/%<i1 )dw—i—/dm(Zqz )
R @)]
dxmn; . 1.77
;V 7 (;% 5 (1.77)

Se na expressao anterior expandirmos Y ;2 ¢g; 63; em termos da base nj(z — X(t)), incluindo

o0

no(z — X (t)) = 1/\/2%, a expressao do determinante se reduz a:
2
D=(VA+a), (1.78)

onde
= Oni(z—X
a= /170 (Z ql%> dzx. (1.79)
i=1

Substituindo (1.78) e (1.79) em (1.73) e denotando o momento my como P, a hamiltoniana do

sistema pode ser escrita como

P D iDg.
_r DZ Do+ L Z < 0,;) 0,J> w4+ U({qn}) (1.80)

i,j=1

ou simplesmente

2
H = 2;) <P+ZDom> + = Zw +U({qn})- (1.81)

=1 zl

Como pode-se notar na expressao anterior, a energia do sistema contém agora um termo do
tipo particula livre associado ao movimento do centro do séliton. Este resultado concorda com
a andlise feita anteriormente quando estudamos a origem e relevincia dos modos translacionais.
Portanto, podemos concluir que através da mudanga de varidveis do campo ¢(z,t) para o conjunto
{X(t),qn(t)}, consegue-se tratar adequadamente o modo de freqiiéncia nula. Por outro lado, de-
pois de calcular de forma adequada a hamiltoniana que carateriza o sistema, podemos realizar a
quantizacao da mesma e, desta forma, obter a energia no setor do espaco de Hilbert correspondente

a solucao solitonica.
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1.4.4 Quantizagao das Solugoes Solitonicas

Para a quantizacao de uma teoria unidimensional escalar escrita em termos das coordenadas
coletivas e dos seus momentos canonicamente conjugados, devemos promover a categoria de ope-

radores as varidveis u; e m;, de forma que as regras de comutacao
[un (t)v Tm (t)] = i0pnm [una um] = [ﬂ'na 7Tm] =0 (1.82)

sejam satisfeitas. Para escrever a hamiltoniana cldssica (1.80) em termos dos operadores posi¢ao
e momento, devemos resolver o problema da ambigiiidade na ordem destes operadores. Para isso
assumiremos que a nova hamiltoniana (quéntica) possua a forma “candnica”’, ou seja, assumiremos

que a hamiltoniana quéntica na representacao de Schrédinger tenha a forma:

M= /2 V2 das + V()] (1.83)

onde 7(x) é o operador canonicamente conjugado ao campo ¢(z), de forma que este seja consistente

com as relacoes de comutacao (1.82) e definido pela derivada funcional

)
) = @)

A mudanga de varidveis de ¢(z) para as novas coordenadas u; pode ser feita convertendo o

(1.84)

operador diferencial funcional (1.84) em um operador envolvendo este novo conjunto de coorde-
nadas. Das regras do cdlculo sabemos que quando temos um nimero finito de varidveis a; com

1 =1,2,3...N, o laplaciano pode ser escrito em termos de um conjunto diferente de coordenadas 5;

como:
Y2 X1 oo N vpo
— = ——— (B~ — 1.85
; Ot} z]z::1 VB 9p; ( ) 9pB; (1.85)
onde
N 8ak 8ak
B; ;= — B =DetB; ; 1.86
5] kzjl aﬁz 8,6] ) ( )

Nosso problema envolve um niimero infinito de varidveis, logo devemos usar uma generalizacao

de (1.86), isto é

(z)
,]_/d 3ul au]' (1.87)

Usando (1.63) podemos mostrar que B; j = D; j, onde os elementos D; ; coincidem com a expressao
(1.66). Neste ponto estamos em condicoes de escrever a hamiltoniana do sistema em termos dos

operadores diferenciais. Assim,

33 o (07), VB + V() (1.53)

an
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Fazendo agora —id/0u, = m,, que é consistente com as relagoes de comutacao (1.82), a ex-

pressao para a hamiltoniana adota a forma:

1 [P & /Dy, Do
= — __PE ——a, + 7 _’> +
2vD L/D = (x/D "D
1 > DOnDOm
R iin 6 \/D—l—%)fr TV , 1.89
2D |, 2=, (m o )| Vi) (1.89)

onde agora, a matriz Dg; é um operador que envolve as coordenadas {g,}. Esta expressio pode
ser ainda simplificada para facilitar a sua interpretacao fisica. Para isso substituimos o valor de
Dy, em (1.89), que usando as regras de comutagao pode ser escrito como

2

1 |- > 1
H=—x |P— > Gunlmfn| +35 Y 72+ Vig), (1.90)
2D mn=1 2 n=1
onde
o0
G = /OO anglx(x)nn(x)dx. (1.91)

Por outro lado, lembrando da expansao em modos normais do potencial, a hamiltoniana do sistema,

pode ser escrita finalmente como

1 . 00
H:ﬁ P — Z Gmnﬁmﬁ'n

m,n=1

2 . o
+3 > k4w (1.92)
n=1

O segundo termo da hamiltoniana (1.92) corresponde a um conjunto de osciladores desacoplados.
Claramente a origem destes modos normais estd relacionada com a flutuagao do campo ¢(z,t) em
torno da solucao solitonica e tem uma origem puramente quantica . Por outro lado o primeiro termo
corresponde ao acoplamento deste sistema de osciladores com o momento da excitagao topoldgica,

e deve ser examinado com atencao. Por exemplo, sendo P uma constante de movimento, pois

P= % [P.#] =0, (1.93)

P nio deve ser confundido com o momentum da excitacio topolégica. Ao mesmo tempo, pode-se

verificar que

. 1 1
IBUZE[%‘U,H]:ﬁ

n,m=1

r- % Gmnqmﬁn], (1.94)

portanto é correto interpretar Dz como o momentum do séliton e o termo Y >0 | GppGmTp cOmo
b

o momentum do campo das flutuagoes.
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1.5 Conclusoes

Esclarecidos a origem e significado dos termos que compdem a hamiltoniana do sistema, pode-
mos entao concluir que, sempre que um sistema possui invariancia translacional e admite solucoes
localizadas, estas tultimas apresentarao uma dinamica descrita por uma hamiltoniana do tipo (1.92).
Nestes casos, devido ao séliton ter o seu momento acoplado as flutuacoes do campo, sua dinamica
passa a ser nao trivial. No préximo capitulo apresentaremos o estudo das propriedades de trans-
porte de excitagoes topoldgicas que aparecem em sistemas magnéticos unidimensionais. Veremos
que partindo de um modelo puramente microscopico, é possivel construir uma hamiltoniana do
tipo (1.92) que descreva o comportamento das excitacoes e mostrar como pode ser enfrentado, de

forma sistematica, o estudo da dinamica destes sistemas complexos.



Capitulo 2

Dinamica das Paredes de Bloch

Neste capitulo mostraremos como é possivel estudar a dindmica das excitacoes topoldgicas em
uma dimensao. Para isso, partiremos de um modelo microscopico simplificado para os sistemas
ferromagnéticos. Veremos que, no limite continuo, as excitagoes topoldgicas das equagoes de mo-
vimento da teoria correspondem a parede dos dominios magnéticos. Estas excitagoes serao quan-
tizadas usando o método das coordenadas coletivas apresentado no capitulo 1, o que permite obter
uma hamiltoniana que acopla a parede dos dominios com as ondas de spin. Finalmente, para nao
sermos redundantes ao calcular a mobilidade das excitacoes, nos limitaremos a usar a expressao
particular do coeficiente de decaimento para o caso 1-D, cuja deduc¢do para um caso mais geral

(2-D) é apresentada integralmente no capitulo 4.

2.1 Introducao

Como é conhecido, os sistemas ferromagnéticos tridimensionais, abaixo de uma certa tempera-
tura critica, apresentam uma transicao de fase de segunda ordem [35]. A manifesta¢ao macroscépica
deste fenémeno, é o surgimento de uma magnetizacao (M) mesmo na auséncia de campo magnético
externo. Do ponto de vista experimental, verifica-se que neste tipo de sistemas coexistem fases com
diferentes valores de M, o que pode ser perfeitamente explicado a luz da teoria das transicoes
de fase de Landau [36]. Quando isto acontece, as amostras estudadas podem ficar divididas em
regides, que permanecem em contato, onde M aponta em diferentes direcoes. Estas regides com
magnetizacdo espontanea niao nula, sio conhecidas como dominios magnéticos [36].

Sendo a magnetizagdo uma grandeza que pode ser tomada como continua, pois varia pouco em

35
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Figura 2.1: Dominios magnéticos numa fita de CoFeSiB amorfa obtida usando o efeito Kerr, cortesia

de K. Pirota e M. Knobel, LMBT, IFGW, UNICAMP.

distancias da ordem da separacdo interatomica, é possivel demarcar claramente a regiao estreita
que separa os dominios. Estas regioes de transicao sao conhecidas como paredes do dominio e em
diversas situacoes devem ser tratadas como entes fisicos reais. De fato, ao calcularmos a estrutura,
de dominios, devemos necessariamente incluir a energia correspondente as paredes [37]. Sabe-se
também que para baixas frequéncias e campos magnéticos fracos, a funcdo resposta dinamica é
determinada pela resposta das paredes dos dominios [11], que deverd incluir a mobilidade das
mesmas e a sua Mmassa.

Por outro lado o surgimento de novas técnicas de crescimento de materiais, Chemical Beam
Epitaxy (CBE) e Molecular Beam Epitaxy (MBE) por exemplo, possibilitaram a fabrica¢ao de
sistemas magnéticos de baixa dimensionalidade [38]. Neste novo tipo de sistema, de enorme im-
portancia tecnolégica !, também aparecem dominios magnéticos e portanto paredes de dominios
conhecidas como paredes de Bloch.

Como se sabe, as paredes de Bloch, podem se deslocar pela amostra. De fato, Landau e

Lifshitz [39] sugeriram que o movimento das mesmas é dissipativo devido & presenca das excitacoes

"Ver [38] e as referéncias nele citadas.
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magnéticas elementares (magnons) no sistema. De fato, quando as paredes de Bloch e as ondas de
spin coexistem, as colisoes entre elas, envolvendo transferéncia de momentum, provocam a redugao
da velocidade das paredes e portanto uma mobilidade finita das mesmas.

A mobilidade das paredes de Bloch tem sido estudada amplamente do ponto de vista tedrico
e experimental. A maioria dos trabalhos teéricos parte de consideragoes fenomenoldgicas, o que
nao permite avaliar a influéncia dos diferentes fatores (defeitos e ondas de spin, por exemplo) na
mobilidade das mesmas. Do ponto de vista experimental existem varios métodos para observar
a existéncia das parades 2. Um dos mais utilizados baseia-se no efeito Kerr. Este efeito consiste
fundamentalmente na variacdo do plano de polarizagao da luz depois que esta se reflete numa
amostra que possui magnetizacdo nao nula na superficie. Entao, estudando a luz que provém
da amostra com um polarizador, consegue-se distinguir nitidamente as regioes de polarizacoes
diferentes que aparecem com tonalidades claras e escuras (ver Figura 2.1). Por outro lado, se na
mesma experiéncia, observa-se com detalhes a amostra ao microscopio, poderao ser vistas regioes
de tonalidades intermedidrias separando os dominios. Estas regioes de transigao sao precisamente
as paredes dos dominios ou paredes de Bloch.

Depois de identificar as regioes que correspondem as paredes, é possivel estudar seu movimento
submetendo-as a um gradiente de campo magnético ou forcar as mesmas a executar um movi-
mento oscilatério quando submetidas a campos magnéticos varidveis no tempo. Estas experiéncias
mostram, sem duvidas, que o movimento das paredes é dissipativo. No entanto, existem poucos
trabalhos relacionados com a influéncia da temperatura no movimento das mesmas.

A influéncia da temperatura no movimento das paredes de Bloch estd relacionada com a popu-
lacao de méagnons no sistema. Como a populacdo dos mignons depende fortemente da temperatura
e estes estao acoplados de alguma forma as paredes, a dindmica das mesmas torna-se dependente
da temperatura. Esta dependéncia serd o principal objetivo a ser estudado no presente capitulo.

Partindo de um modelo microscépico ferromagnético unidimensional, serd demonstrado que a
abordagem semicldssica do problema da existéncia das paredes, permite identificar a configuracao de
spins correspondente as mesmas com as solugoes localizadas de uma, teoria de campo efetiva. Logo

em seguida, usando um método sistematico para o estudo da dindmica das excitacoes topoldgicas

[40] [41], apresentaremos um estudo da mobilidade das paredes de Bloch com a temperatura.

%Ver por exemplo [11] e as referéncias nele citadas.
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Figura 2.2: (a) Configuracao correspondente ao minimo do funcional de energia quando B = 0. (b)
Parede de Bloch 7, configuragao correspondente a um minimo local do funcional de energia para
B = 0. (c) Parede de Bloch 27, configuracao correspondente a um minimo local do funcional de

energia quando B # 0.
2.2 Modelo Microscoépico das Paredes de Bloch

Para estudar as paredes de Bloch usaremos um modelo magnético unidimensional totalmente
anisotrépico. Este sistema é composto por um conjunto de spins dispostos ao longo da diregao
Z, com um espagamento g entre eles, submetidos a um campo magnético externo. Este tipo de

sistema, é descrito pela hamiltoniana

H==3 (L5787 + 1,505 +1.5757) - £B- 3" 8. (2.1)

(i) i

Na expressao (2.1) SJ(-a) é a componente « (o = z,y, z) do i-ésimo spin do sistema, p é o médulo do

momento magnético em cada sitio e B é o médulo do campo magnético externo. As constantes de

acoplamento sao tais que J, > J, > J, > 0 e por conveniéncia assumiremos que B esta orientado
na direcdo .

Para fazermos uma andlise dos possiveis estados de um sistema descrito pela hamiltoniana

(2.1), é conveniente comegar pelo caso em que B = 0. Nesta situacao, o estado fundamental do

sistema é aquele em que todos os spins apontam na dire¢do Z (ver Figura 2.2(a)). Porém existe um
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Figura 2.3: Descri¢ao classica dos spins, Z?:l S0)? — g2,

estado diferente da solugao uniforme. Nos referimos a aquele estado que, sendo um minimo local
do funcional de energia, nao pode ser obtido partindo da configuracao completamente uniforme por
qualquer operacao que conserve a energia do sistema finita. Um exemplo deste tipo de configuracao
aparece na Figura 2.2(b). Para descrever de forma qualitativa este estado é conveniente representar

os spins classicamente, ou seja, por vetores de norma S (como aparece na Figura 2.3). Desta forma
S; = S(sin6; cos ¢;, sin B; sin ¢;, cos 6;) (2.2)

onde #; e ©; sao os dngulos polares do i-ésimo spin.

Usando as novas varidveis 6; e ¢;, a configuracao da Figura 2.2(a) corresponde ao caso em que
0; = m/2 com ¢; = 0 ou ¢; = w. Por outro lado a configuragio 2.2(b) corresponde & situacao em
que 0; = 7/2 e p; = 0 quando i — 400 e ; = m quando ¢ — —oo. Esta configuracao em que
S; roda em torno da direcao z comecando em (6, ¢) = (7/2,0) e terminando em (6, ¢) = (7/2,7)
é conhecida como parede de Bloch 7 [42]. Como veremos posteriormente esta solucdao é do tipo
localizada e pode ser calculada, na aproximagao de magnetizagao continua, usando as técnicas
expostas no capitulo 1.

Voltando & andlise do sistema, no caso em que o campo magnético é diferente de zero, quebra-
se a degenerecéncia entre os estados ¢ = 0 e ¢ = 7. De fato, por simples inspecao vemos que o
estado em que S é paralelo ao campo externo (¢ = 0) possui menor energia que o estado em que
S(@) & antiparalelo a B (¢ = ). Nesta situacio ainda é possivel encontrar uma configuracio que
corresponda a um minimo local do funcional de energia. Claramente, neste caso 6; = 7/2 emquanto

que ¢; é igual a zero (ou 2w) para i — £o0o (ver Figura 2.2(c)). Esta nova configuracao é conhecida
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como como parede de Bloch 2.
Resumindo, as configuracoes de spin que correspondem as paredes de Bloch 7 e 27 possuem as

seguintes carateristicas

i = 5, paratodo i

Parede de Bloch 7 =< ¢, =0, parai — 400 (2.3)

p; =T, parai— —00

0; = 5, paratodo s

Parede de Bloch 2m = { ¢; =0, parai — 400 (2.4)

| vi = 2w, para i — —00

Como vimos no capitulo 1 as solucoes localizadas podem ser classificadas atendendo ao valor
dos campos envolvidos no infinito. Desta forma fica evidente que as solugoes que chamamos de
paredes de Bloch 7 e 2w pertencem a setores topoldgicos diferentes e, portanto, nao podem ser
deformadas, continuamente, uma na outra sem violar a conservacao da energia.

Como veremos em seguida, é possivel, passando ao limite continuo, mapear a hamiltoniana
(2.1) em um modelo tedrico que reproduz completamente as carateristicas (2.3) e (2.4). Ou seja,
descrevemos as paredes de Bloch como solugoes localizadas no espago de uma certa densidade de
Lagrangiana efetiva. Mostraremos ainda a forma correta de descrever as flutuacoes do sistema em
torno destas solucoes e como é possivel obter uma hamiltoniana capaz de descrever a interacao das

paredes de Bloch com as ondas de spin.

2.3 Modelo Continuo das Paredes de Bloch

Para comegar a descri¢ao do sistema descrito pela hamiltoniana (2.1) em termos de varidveis
continuas, é conveniente partir das equacoes de movimento associadas a S(®), estas equagdes tem

a forma
ds@ 1

= E[s@, H]. (2.5)

Substituindo (2.1) em (2.5) e calculando os comutadores teremos

e J(Si1 + 87 1)SY — Jy(SY, + 87_1)S%, (2.6)
pr Jo(Sipy +8i1)S7 — J(Si + 571)8" + fsz'a (2.7)
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ds?
dt

nB
h

= Jy (8} + 5] 1)SF — Ju(SH + S21)SY — Sy (2.8)

Podemos agora tomar o limite continuo das equacoes anteriores, pois sabemos que a variacao

das compoentes do spin entre vizinhos préximos é pequena [36]. Para isso, devemos lembrar que

(z4+2A) = 2f(z+ A) + f(2)

" R T
7"(z) = lim - , (2.9)
que permite escrever as equacoes (2.6)-(2.8) como:

S%(z,t) = a®(J,8°"8Y — JySY"S%) + 2(J,8%SY — J,SYS5%), (2.10)

. B
SY(z,t) = a®(J,S*"'S* — J,87" %) + 2(J,S"S* — J,87S%) + “752, (2.11)

. B
S (2,t) = a®(J,S¥" 8% — J,S™"SY) + 2(J, VS — J,S7SY) — %sy. (2.12)
Convém notar que no caso isotrépico (J, = J, = J,) as relagoes anteriores reproduzem as

equagoes de Landau-Lifshitz [24], que, no regime linear e para k pequeno, fornecem a relagao de

dispersao para as ondas de spin ferromagnéticas conhecida como lei de Bloch,
w? o (K% 4+ A)?. (2.13)

Para avancar na descrigao semicldssica do sistema escreveremos o conjunto de equagoes, (2.10)-
(2.12), em termos das varidveis € e ¢ definidas em (2.2). Ao mesmo tempo podemos considerar

que, devido & anisotropia, a varidvel 6 pode ser escrever na forma
i
0(z,t) =~ B + a(z,t), (2.14)

onde a(z,t) < 1. Usando novamente o fato de que as variagoes de « e ¢ entre primeiros vizinhos
é pequena e linearizando com respeito a «, as equacoes de movimento que descrevem o sistema

(2.10)-(2.12) podem ser escritas como:

¢ = a2S(J;cos® o+ Jysin’p — J,), (2.15)
: : 0? : B
& = a’S(J,sin® p + J, cos® (P)a—zf —singp % +2S5(Jy — Jy) cos |, (2.16)

onde a é o parametro da rede. Entao, eliminando a deste sistema de equacdes, teremos uma equagao

de movimento efetiva para a variivel ¢(z,t) da forma:

_— = _Al Sin(p — A2 Sin2(,0, (2]‘7)
¥4
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onde foram usadas as seguintes defini¢oes

? = 2d*S% ], J, (1 — ﬁ) , (2.18)
Jy
uB
A= ——— 2.1
YT Q2SR (2.19)
(&
1 Jy

Convém notar que mantendo os termos de quarta ordem nas derivadas espaciais de (2.17), a equagao
de movimento resultante reproduziria a relacao de dispersao correta para magnons ferromagnéticos.
Porém a relacdo que ela nos fornece

w® o A + BEk?, (2.21)

lembra as ondas de spin de um sistema antiferromagnético. Portanto, no uso da equacdo de
movimento (2.17) para o campo ¢(z,t) devemos lembrar que ela é vilida apenas até termos de
ordem k2.

Por outro, lado podemos mostrar que a equagio de movimento (2.17) anterior pode ser derivada

de uma densidade de Lagrangiana da forma
1 /dp\? 1 (dp\?
— () (X)) — 2.22
£ 2c (dt) 2 (dz) Ule), (2.22)

U(p) = A1(1 —cosp) + %(1 — cos 2p). (2.23)

onde

Com isto vemos que: o passo ao limite continuo nos permitiu obter uma densidade de Lagran-
giana efetiva em fungdo de um tnico campo escalar real e desta forma mapear o sistema original
(2.1) em um sistema efetivo descrito pelas relagoes (2.22) e (2.23) que oferece a possibilidade de
realizar uma anilise topoldgica, semelhante a do capitulo 1 para sistemas unidimensionais. Como
veremos em seguida, é possivel mostrar que as paredes de Bloch podem ser interpretadas como

solugoes localizadas, ou sélitons, do sistema efetivo descrito por (2.22) e (2.23).

Paredes de Bloch como Solugoes Localizadas do Campo ¢

Comecaremos esta andlise pela situagao mais simples, ou seja, aquela em que nao existe campo

magnético externo sobre o sistema ferromagnético. Sendo assim a densidade de Lagrangiana que



Dinamica das Paredes de Bloch 43

descreve o sistema tem a forma

1 /de\?%2 1 [dp\? A,
— (22} 2 (22 _ 2201 os20). 9.24
22 (dt) 2<dz> 5 (1= cos2¢) (2:24)

Como vimos no capitulo 1 a densidade de Lagrangiana que gera a equacao de sine-Gordon (sG)
possui a forma (2.24). Portanto, as solugoes localizadas de carga topoldgica Q = £1, ja obtidas
para a equacao de movimento de sG, descreverao a parede de Bloch no caso em que o sistema nao

é submetido a campos magnéticos externos. Explicitamente a solucdo localizada tem a forma

©(z) = 2tan exp /245 (2 — 2)], para A; =0 (2.25)

Por outro lado se consideramos o caso em que sobre o sistema é aplicado um campo magnético

constante e a0 mesmo tempo a anisotropia é nula, o sistema serd descrito pela densidade de La-

1 rdy 21 dp\? Ay

grangiana

que gera solucoes localizadas da forma

o(z) = 4tan™[exp VA (z — )], para As =0 (2.27)

As solugoes anteriores (2.25) e (2.27) descrevem as paredes de Bloch 7 e 27 respectivamente.
De fato, calculando os limites destas expressoes vemos que os comportamentos no infinito sao
p(—00) = 0 e ¢(+00) = 7 para o caso em que o campo magnético é nulo e p(—o0) = 0 e
©(4+00) = 27 quando a anisotropia é nula, estao em correspondéncia com as caracteristicas (2.3) e
(2.4) respectivamente.

Por outro lado no caso em que tanto a anisotropia como o campo magnético sdo nao nulos
também é possivel encontrar solucoes localizadas. Nestes casos, a densidade de Lagrangiana que
descreve o sistema é dada pela expressao (2.22), que possui uma solucdo localizada da forma

cosh p

o(z) = 2tan™" [m

1, (2.28)

onde

A = 1/\/A1+2A2, (229)

[ 24
coshp = /1+ A—2 (2.30)
1

Tomando os limites z — 400 na solugao (2.28) podemos verificar que no infinito os spins estao

orientados na mesma direcao, o que corresponde ao caso das paredes de Bloch 27.
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E conveniente mencionar que existe outro tipo de solucao localizada, diferente do ponto de vista
topoldgico, da equagdo de movimento (2.17), que é conhecida como nicleo [43] e corresponde a uma
superposicao de duas paredes de Bloch 7 [44].

Como vimos, é possivel interpretar as paredes de Bloch como solucoes localizadas das equacoes
de movimento correspondentes a uma densidade de lagrangiana efetiva derivada a partir da ha-
miltoniana microscopica que carateriza o sistema ferromagnético. Na préxima secao, mostraremos

como estudar a dindmica das paredes partindo da acao efetiva que as descreve.

2.4 Dinamica das Paredes de Bloch

2.4.1 Introducao

Quando se estuda a dindmica quintica de um sistema nao isolado, uma das vias possiveis
é considerar que o sistema em estudo estd acoplado com um banho de osciladores harmonicos de
funcao espectral conhecida [8]. Se procedermos desta forma, é evidente que ndo estamos interessados
nos detalhes microscépicos da interacao do sistema com o meio, e sim naquelas caracteristicas
essenciais que permitem recuperar as equagoes de movimento fenomenolégicas no limite classico
[45]. Outra das possiveis vias para o estudo da dindmica quintica de um sistema que interage
com um meio, é o tratamento do ponto de vista microscopico; por exemplo, o calculo do operador
densidade reduzido do sistema, através da integracao das varidveis que caracterizam o meio. Porém,
este procedimento é na maioria dos casos extremamente complicado, tornando impossivel a obtengao
de qualquer informagcao util.

Como solucao alternativa & anterior [46] podemos tratar a hamiltoniana do sistema como quasi-
cldssica, e obter solucoes estaciondrias do tipo solitonicas para as equagoes de movimento. Como
j& vimos, as solugoes localizadas (s6litons) viajam sem deformar-se, mas se de alguma forma (via
flutuagoes quanticas) estas interagissem com o meio, sua dindmica passaria a ser nao trivial.

Lembrando a idéia fundamental exposta no capitulo 1, partimos do potencial envolvido na
lagrangiana do sistema e o expandimos como uma série (funcional) até segunda ordem em torno
das solucoes localizadas. Assim, chegamos ao problema de autovalores e autofungoes que fornece a
base necessaria para a quantizacao da hamiltoniana. A forma em que a quantizacao é desenvolvida
requer o uso do método das coordenadas coletivas, pois a simetria de translacao que o sistema

possui, leva a existéncia do chamado modo de freqiiéncia zero ou translacional.
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Por outro lado vimos que o método das coordenadas coletivas, fornece uma, hamiltoniana semi-
classica, que acopla o momento do objeto estudado (a parede no nosso caso) com o momento das
possiveis flutuagdes quéanticas do sistema (magnons). Esta hamiltoniana pode ser posteriormente

quantizada, usando o método de quantizagao candnica, que como vimos pode ser escrita na forma,

forma
1 o0
H= ﬁ Z Gmnﬁmﬁ'n + 3 Z Ty, + w (2'31)
m,n=1
onde
10 O, (z
Goun = / 778( )nn(x)dx. (2.32)
—o0 T

Como mostraremos no capitulo 4, quando se estuda a dinamica de objetos descritos por uma
hamiltoniana da forma (2.31) é conveniente passar ao formalismo da segunda quantizagio. Entao,
usando as regras de comutagao bosonicas e levando em conta que G,,, = —Gpy, a expressao para

H se transforma em

1 /= 2172 &
H=g5 (Py = Pn) + 3 hwnblb, (2.33)

n=1

5 o ((52) +(22)) s
i_ %Gmn (J(S—Z) - \/(Z—’;’)) (bmbn — Blub}) - (2.34)

Nesta expressao, o conjunto de frequéncias w, é determinado pela equacao tipo Schrodinger das

onde

Pn =

flutuagoes do sistema em torno da solugao solitonica p,. Explicitamente pela equagao

d2
{—p +U"(p )}¢n(z—zO) = wathn(z — 20), (2.35)
onde U(yp) é dado pela relagdo (2.23) e massa da parede (D) é determinada pela expressio [17]
2JS5%a [t+o°
D=3 /_ T dU(pu(2) (2.36)

Por outro lado, é conveniente notar que o segundo termo da direita de (2.34) ndo comuta com

o numero total de magnons
o.¢]
N =" blb,, (2.37)

e portanto quebra a conservacao do ntimero total de quasi-particulas. Como estamos interessados

nos processos de baixa freqiiéncia, ou seja, no setor do espago de Hilbert onde o niimero total de
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quasi—partfculas se conserva, o modelo para o estudo do movimento da parede de Bloch interagindo

com um reservatério de magnons reduz-se a

H=gn | Prm X0 wmnblba | o= 3 wnblb (2.38)
n,m=1 n=1
onde
1
oy = L N (42) \/ (w_mﬂ G (2.39)
21 W Wn
Da mesma forma que G, Wmpn = —Wpm, 0 que implica em que o termo de interacao na

hamiltoniana (2.38) acople s6 excitacoes com diferentes nimero de ocupacio. Este comportamento
simula o espalhamanto dos magnons pelas paredes e a interacao entre eles pode ser interpretada
como a simples troca de momento. Este fato confirma a idéia de que a dindmica das paredes de
Bloch é nao trivial e portanto merece um estudo com maior detalhe, o que apresentaremos em

seguida.

2.4.2 Mobilidade da Parede de Bloch

Neste ponto estamos em condicoes de estudar a mobilidade das paredes a partir da hamilto-
niana (2.38). Para isso usaremos apenas as expressoes (que sao deduzidas integralmente para o
caso bidimensional no capitulo 4) que nos permitem calcular o coeficiente de decaimento de uma

excitagao topoldgica que interage com as flutuagoes do meio,

2 (1) = % /0 - /0 " dwde S (w,0') (w — W) n(w) — n(w)] cos(w — w)t, (2.40)

onde () é a fungao de decaimento (o inverso da mobilidade), M é a massa da excita¢ao topoldgica

e
1

= (2.41)

n(w)

é a distribuigao de Bose-Einstein. Na expressao (2.40) S(w,w’) é a func¢ao de espalhamento, que
pode ser escrita como

S(w,w') = Z Wy |26 (w — Q)0 (w’ — Qyy), (2.42)

mn

onde wp,, é determinada pela relacao (2.39).

Na aproximagcao de tempo longo, y(¢) pode ser escrito como

1

() = 4(T)o(t) (2.43)
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onde ¥(T') esta determinado por [46]

1
2w M

BE PP

¥(T) = /0 YaE RUE) 5 (2.44)

Nesta expressdo R(E) é o coeficiente de reflexdo do potencial U”(ps) envolvido na equacdo tipo

Schrodinger que descreve as flutuacoes,

dz?

d2
{_— + U”(@s)} ¢n(z - ZO) = wnd)n(z - zU)a (2'45)

sendo o potencial U(y) da forma
Ay
U(p) = A1(1 —cosp) + 7(1 — cos 2p). (2.46)

Com os elementos necessarios, (2.44)-(2.46), podemos dar inicio ao estudo da mobilidade da parede
de Bloch. Isto serd feito comecando pelo caso mais simples, ou seja, aquele em que o campo

magnético que age sobre o sistema é nulo.

Mobilidade da Parede de Bloch para o Campo Magnético Nulo

Nesta situacao o potencial U”(ps) se obtém substituindo (2.25) em (2.46). Explicitamente
U"(z) = n*(1 — 2sech?nz). (2.47)

O espectro do potencial (2.47) é conhecido [47], e estd composto por um estado ligado de energia
zero,

o = \/gsech(nz), (2.48)
que representa o modo translacional da parede do dominio, e um continuo de estados de espalha-

mento (magnons) dados por

1 kn + in tanh(ﬁz)} iknz
() = : nZ k ’ 2.49
P (ZL‘) = |: e e para k > n ( )
onde
onm 6(ky) 2nk
k, = I T d(k) = arctan [7]{2 — 2] . (2.50)

Como é conhecido, o coeficiente de reflexdo R para um potencial simétrico, pode ser escrito de

forma geral [48] em funcao dos desvios de fase correspondentes aos estados pares e impares,

R(k) = sin® (87 (k) = 6'(k)), (2.51)
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onde 0P e §* sao os desvios de fase correspondentes aos estados pares e impares respectivamente.
Pode ser demonstrado, separando as solucoes pares e impares em (2.49), que os desvios de fase

para o potencial (2.47) sdo iguais entre si,
6P (k) = arctan(n/k). (2.52)

Portanto, como o potencial U”(z) nao distingue entre estados pares e impares, o coeficiente
de reflexao é identicamente nulo e, como conseqiiéncia, a mobilidade da parede de Bloch 7 sera
infinita. Neste caso particular, a parede se comporta como um verdadeiro séliton da equacio de

movimento efetiva obtida para o campo .

Mobilidade da Parede de Bloch 2«

No caso em que o campo magnético é diferente de zero, o coeficiente de reflexdo torna-se nao
nulo e, como conseqiiéncia, a parede possuird uma mobilidade finita. A equagao tipo Schrodinger

que deveremos resolver neste caso se obtém substituindo (2.28) em (2.46). Explicitamente

2
{—% +V(z )} Pn(2) = wpthn(2), (2.53)
onde V' (z) se escreve como
sech?
Viz) = %(’0) tanh(A +p) tanh(X —-p) — sech(A + p)sech()\ p)}
anh? 2
—i—t;l% <tanh(>\ +p) tanh(x —p)— sech(A + p)sech(A p))
2
— sech2(>\ + p)sechZ(A ) (smh()\ +p) + Slnh(x — ,0)) ] (2.54)

Como conseqiiéncia da invariancia translacional do sistema para qualquer valor das grandezas

A e p, o potencial (2.54) possui um estado de energia zero, dado pela expressiao

o sech()\ +p)+ sech( (2.55)

S P
O estado descrito por 1y é simplesmente o modo translacional para as paredes de Bloch 27. Para
obter explicitamente o valor da constante de decaimento (2.44) precisamos dos valores dos desvios
de fase para os estados pares e impares do potencial (2.54). Infelizmente o cdlculo analitico para
qualquer par de valores de A e p é extraordinariamente complicado. Portanto, analisaremos em
seguida a situagao em que o campo magnético é maior que a anisotropia, pois neste caso é possivel

realizar algumas aproximagcoes que simplificam os calculos.
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2.5 Mobilidade da Parede de Bloch 27 para Campos Magnéticos

Fortes

Esta secao serd dedicada ao caso particular das paredes de Bloch 27 quando o campo magnético
externo é maior que a anisotropia (p < 1). Porém, devemos ter sempre em mente que 0s nossos
resultados sao validos para sistemas reais, sempre que o campo magnético externo nao ultrapasse

um certo valor critico que torna instaveis as paredes de Bloch.

2.5.1 Desvios de Fase

A equagao de Shrodinger (2.53) para campos magnéticos fortes pode ser escrita como
d 2 2 2

12 +V(2) p ¥n(2) = 65, 9n(2), onde kp =k, — = — =. (2.56)

O potencial V(z) é agora a soma de duas contribui¢ées. A primeira, que chamaremos de V(z),

corresponde & parte nao refletora analisada para campos magnéticos nulos, e uma segunda, V;(z),

introduzida como uma perturbacao proveniente da presenca do campo magnético externo. Expli-

citamente
Vi(z) =Vo(2) + (;)2 Vi(z), (2.57)
onde
Vo(z) = —2sech? (;) (2.58)
e Vi(z) = 1 — 8 tanh? <§> sech? <§> . (2.59)

Para calcular explicitamente os desvios de fase, que denotaremos por AP* dependendo da pa-
ridade dos estados, usaremos a versio unidimensional da teoria de Fredholm [49]. As relagdes
principais que permitem este cdlculo sdo

o0 e,o0 !
T AO(B) cot(A%%) = 1 + P /0 dE%, (2.60)

onde AP+ s3o os desvios de fase originados das duas contribuicoes presentes em (2.57). Por outro
lado, as fungdes espectrais AP*(E) podem ser escritas em termos de uma série (ver [49] para mais

detalhes) que até segunda ordem tem a forma:

dB, | (E|V(2)|E) (E|V(2)|Ey)
E=E |\ (B\|V(2)|E) (E|V(2)|E)

A(E) = —(E|V(2)|E) +7>/0°° (2.61)
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onde P representa o valor principal de Cauchy.
Apesar de nao poder calcular analiticamente a expressao (2.61) até qualquer ordem, podemos,
fazendo uso da expressao (2.52), escrever uma expressao para os desvios de fase até segunda ordem

em p da forma

. Ap7
tan AP = 1 4 2 TOL (2.62)
k 1+ 2Bp’

onde

Ay = —(E|Vi(2)|E), (2.63)
e
Ap’ "E'dE'

B =P [ SIS A= —(BWE)E). (2.64)

Usando uma base conveniente, as expressoes anteriores (2.63) e (2.64) podem ser calculadas

sem dificuldade (ver apéndice B). Explicitamente

oM [ 1 1
Ae70 — 2
o (k) h? erx sinh(wkk)] (2.65)
e 8p’M | 1 5 A2
AS°(k 2hr — N2 ———— 2.
(k) = Rz [ N T ( )sinh(ka) ’ (2:66)
AM & n
€0 _ | n+1 2

Substituindo (2.66) e (2.67) em (2.62), podemos escrever uma expressao final para os desvios
de fase AP até segunda ordem em p

, 1 8t Mh2p? 1 262N% — 1
tan AP (k) = — + — F— : (2.68)
EX 1 8MRT2 50 (1) i [3kmA  3sinh(km))

Uma andlise da expressao anterior (2.68) revela que a presenga do campo magnético afeta pouco
o valor dos desvios de fase para os estados pares AP(k) (com respeito ao valor quando B = 0), porém
o comportamento A’(k) muda drasticamente. Na Figura 2.3 aparece o comportamento do desvio de
fase para os estados pares em funciao de k para diferentes valores da perturbagao p. Como pode-se
observar nao existem grandes variagoes entre as diferentes relagoes anisotropia/campo. Isto nos leva
a concluir que o surgimento de uma constante de decaimento diferente de zero estd intimamente
relacionada com o comportamento do desvio de fase dos estados impares.

De fato, ao calcular os limites & — 0 e k — oo da expressao (2.68) para os estados impares

vemos que

lim [tan A(k)] = g lim_[tan A'(k)] = 0. (2.69)

k—0 k—o0
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Figura 2.4: O desvio de fase para os estados pares em trés situagoes diferentes. A linha continua

corresponde ao caso em que p = (.14, a linha pontilhada e a descontinua aos casos em que p = 0.31

e p = 0.50 respectivamente.

Logo, o comportamento no infinito é o correto pois para energia suficientemente altas os desvios
de fase deven ser sempre nulos. Porém o valor de tan A’(k) em k = 0 deve ser ajustado escolhendo
o ramo correto da funcdo arctan. Isto porque a expressao anterior (2.68) para os estados impares
apresenta uma descontinuidade. Entao, ao escolhermos o ramo correto da funcgao arctan, de forma
tal que o desvio de fase seja uma funcio continua para todo k, o valor de tan A’(k) em k = 0 serd,
37 /2. Este resultado estd em contradi¢do com o que se espera da versao unidimensional do teorema

de Levinson [50] para potenciais simétricos. Este teorema establece que:

AP(k = 0) = w(n? — %),
Al(k =0) = mn’, (2.70)

onde n? e n' sdo o nimero de estados ligados pares e impares respectivamente. Por outro lado
Kivshar et al. [51] demonstraram, estudando os modos de pequena amplitude em torno das solugoes
localizadas da equacao de sine-Gordon dupla, que este sistema sempre apresenta um segundo estado
ligado impar. Este resultado fornece o valor correto do desvio de fase para os estados impares em
k = 0, ou seja, de acordo com (2.70), A’(k = 0) devera ser igual a . Obviamente a impossibilidade

de prossegir analiticamente além da segunda ordem em p no célculo de A’(k) é a causa deste

resultado incorreto.
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Figura 2.5: Desvio de fase para os estados impares em funcdo do momento. A linha continua

corresponde ao caso em que p = 0.14, as linhas pontilhadas e descontinuas correspondem aos casos

em que p = 0.31 e p = 0.50 respectivamente.
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Figura 2.6: O desvio de fase pare e impar para o caso em que p = 0.14.
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Figura 2.7: Coeficiente de reflexdo em funcdo do momentum. A linha continua corresponde ao caso

p = 0.14, a linha pontilhada ao caso p = 0.31 e a linha descontinua ao caso em que p = 0.50.

Para obter o comportamento adequado dos desvios de fase dos estados impares implementamos
um célculo niimerico capaz de resolver a equagao tipo Schrodinger (2.56). Como pode ser observado
na Figura 2.5, os resultados numéricos estao de acordo com a andlise feita anteriormente usando o
teorema de Levinson e com as previsoes de [51]. Por outro lado, como vemos na Figura 2.6, para
valores de p suficientemente pequenos os desvios de fase impares se aproximam dos valores pares,
em concordancia com o valor nulo do coeficiente de reflexdo do potencial resultante no problema.

Depois desta andlise podemos concluir que o espectro do potencial (2.57) esta composto por:
i) a solucao )y (2.55) correspondente ao modo translacional (o modo de Goldstone), ii) um modo
interno que aparece quando o sistema é perturbado com o campo magnético e iii) estados continuos

de espalhamento v correspodentes aos méagnons ferromagnéticos.

2.5.2 O Coeficiente de Decaimento

Para obter o valor do coeficiente de decaimento em funcao da temperatura do sistema, devemos
calcular explicitamente o coeficiente de reflexao R(k). Isto pode ser feito substituindo os valores

dos desvios de fase pares e impares, calculados numericamente, na expressao geral
R(k) = sin?(AP (k) — A'(k)). (2.71)

Na Figura 2.7 aparece o coeficiente de reflexdo em funcdo de k para diferentes valores da
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Figura 2.8: Coeficiente de decaimento em funcio da temperatura para diferentes valores de p. A
linha continua corresponde ao caso em que p = 0.14, a linha descontinua e pontilhada aos casos em

que p = 0.31 e p = 0.50 respectivamente

relagao anisotropia/campo magnético p. Como pode ser visto, a contribui¢ao fundamental para o
coeficiente de reflexao provém dos estados com mais baixa energia, o que era esperado em fungao do
bom comportamento dos potenciais (2.58) e (2.59) envolvidos na equacao de Schrodinger estudada.

Antes de passar a integrar a expressao (2.44) para obter o coeficiente de decaimento, é con-
veniente destacar que o segundo estado ligado do potencial (2.57) nao é levado em conta. Isto
porque no célculo dos elementos de matriz (2.42) somente sdo considerados termos eldsticos (ver
por exemplo [40], [41], [46] ou [52]).

Esclarecido este ponto, podemos substituir o valor do coeficiente de relexao em (2.44). O
resultado da dependéncia do coeficiente de decaimento com a temperatura aparece na Figura 2.8.
Como se observa, o decaimento é linear para temperaturas suficientemente altas, resultado que
pode ser obtido diretamente da expressao (2.44). De fato, para temperaturas suficientemente altas

a constante de decaimento pode ser escrita como

e R(E)
7(T)_27TMsﬁ/0 B = T (2.72)

que é linear com T', independentemente da forma explicita da funcdo R(k).

Por outro lado, para temperaturas baixas a expressao geral (2.44), pode ser aproximada da
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forma

3(T) =~ —— / dE R(E)BEe5". (2.73)
2t My Jo

Como o comportamento correto do coeficiente de reflexdao foi obtido numericamente, nao pos-
suimos uma, expressao analitica para o coeficiente de decaimento. Porém, como pode ser observado
na Figura 2.8, para temperaturas suficientemente baixas o coeficiente de decaimento se anula ex-
ponencialmente devido a presenca do gap introduzido pelo campo magnético. A medida que a
temperatura aumenta o coeficiente de decaimento aumenta seguindo uma lei de poténcias até que
finalmente torna-se linear. Devemos ressaltar também que, quando a relacdo anisotropia/campo
magnético se anula, recupera-se o caracter nao refletivo do potencial gerado pelas flutuagoes do

sistema, em torno da solugao solitonica e a mobilidade da parede torna-se infinita.

2.6 Conclusoes

Como vimos neste capitulo o limite continuo para tratar o sistema ferromagnético unidimensio-
nal totalmente anisotrépico, nos permite descrever as paredes de Bloch como solucoes localizadas
de uma teoria de campos efetiva. A vantagem deste procedimento baseia-se no fato que o uso do
método das coordenadas coletivas permite reformular o problema em termos de uma hamiltoniana
que leva em conta as colisoes entre as paredes de Bloch e os méagnons.

Ao mesmo tempo, o método sistematico utilizado para o calculo da mobilidade pode ser usado
também para estudar o caso em que o campo magnético externo é fraco. Vale destacar que para
sistema reais devemos sempre levar em conta que o limite para a intensidade do campo externo nao
deve ultrapassar o valor que torna instaveis as paredes de Bloch.

Para complementar o nosso estudo seria necessario realizar uma experiéncia sensivel ao coefi-
ciente de decaimento que possuem as paredes de Bloch. Como se sabe, foram feitas experiéncias
em que ao serem submetidas a um campo magnético externo varidvel com o tempo, as paredes de
Bloch executam um movimento oscilatério. Se de alguma forma pudéssemos medir a freqiiéncia de
oscilacdo destas paredes, teriamos acesso direto ao valor do coeficiente de decaimento e portanto
poderiamos avaliar a relevancia experimental do estudo aqui apresentado.

Por outro lado, as paredes de Bloch nao sao as tnicas excitagoes topoldgicas que aparecem nos
sistemas magnéticos. Como veremos adiante, as excitacoes carregadas de menor energia no gas de
elétrons em duas dimensoes sao solucoes localizadas no espaco de spin. A introduzir este tipo de

excitacao e suas propriedades fundamentais serd dedicado o préximo capitulo.



Capitulo 3

“Quantum Hall Skyrmions”

Este capitulo serd dedicado a apresentar um tipo particular de excitagao topoldgica bidimensio-
nal que aparece no espaco de spins conhecida como “quntum Hall skyrmion”. Na primeira parte do
capitulo mostraremos a forma em que € possivel detectar estas excitagoes utilizando a técnica de
ressondncia nuclear magnética. Logo em sequida, apresentaremos a forma em que podem ser des-
critos estes solitons bidimensionais do ponto de vista tedrico. Como ndo existe obtengdo rigorosa
da acdo que caracteriza este tipo de excitacao, a mesma serd apresentada explorando a analogia
com o caso da rede bidimensional de spins. Por ultimo, obteremos o tamanho e a energia desta

excitagcao topoldgica.

3.1 Introducao

As técnicas atuais de crescimento de materiais (Molecular Beam Epitaxy (MBE) e Metalorganic
Chemical Vapor Deposition (MOCVD)) permitem obter sistemas de camadas miltiplas de alta
pureza. Dependendo do tipo de substincias precursoras usadas no processo de crescimento e da
disposicao das camadas, é possivel fabricar heteroestruturas capazes de manter confinado, em
uma regido do espaco, um gis de elétrons bidimensional (2DEG). Geralmente nestes sistemas
as impurezas reponsaveis pela formagao do gis de elétrons acham-se espacialmente separadas do
mesmo, pelo que o 2DEG apresenta um movimento planar quase livre [53].

Em 1980 von Klitzing mostrou que se o sistema anterior é sumetido a baixa temperatura
(T < 4K) e campo magnético intenso (17" <B< 307T'), a condutancia Hall do 2DEG é igual a um

2

miltiplo inteiro do quantum de condutincia (4 = (25812.807) 1) [54]. Este fenomeno é hoje
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conhecido como Efeito Hall Quéntico Inteiro (IQHE).

Posteriormente, em 1982, Tsui, Stormer e Gossard [55], obtiveram em amostras com menor
nimero de impurezas e a mais baixas temperaturas, uma condutincia igual a uma fracao racional
da condutancia quantica; efeito que conhecemos como Hall Quéantico Fracionario (FQHE).

Os efeitos anteriores originaram uma longa série de trabalhos tedricos e experimentais (ver
por exemplo The Quantum Hall Effect [56]), nos quais usualmente distinguia-se o IQFE como
aquele que para um certo preenchimento v dos niveis de Landau, o gap no espectro das quasi-
particulas é conseqiiéncia do gap que surge no espectro de particulas independentes; no entanto,
quando a origem do gap é atribuida & interacao elétron-elétron, se diz que o sistema exibe FQHE.
Porém, existem algumas excecbes em que a classificacao anterior estd longe de ser confirmada
experimentalmente [57], para v impar por exemplo. Estas discrepancias levaram a realizagao de
um estudo detalhado do papel da interagdo elétron-elétron quando v é um inteiro. Em alguns dos
trabalhos desenvolvidos nesse sentido! procurou-se realizar um tratamento unificado dos efeitos
Hall quantico inteiro e fraciondrio, abandonando-se o modelo de particulas nao interagentes, que é
usado para explicar o IQHE.

As tentativas de unificar as teorias existentes culminaram com a proposta de uma, transformacao
unitaria que relaciona as propriedades do 2DEG com as propriedades de um gas bosénico bidimen-
sional que interage com um campo de gauge flutuante do tipo Chern-Simon [58]. Esta versao
bosonizada nao s6 permitiu o tratamento unificado dos efeitos Hall quantico e de outros fenémenos
conhecidos que surgem no 2DEG, como também a conjectura de outro novo efeito quando a energia
de troca é a dominante no problema.

A conjectura anterior manifesta-se, no caso em que a energia de Fermi se acha dentro do gap que
se abre entre dois niveis de Landau, ao levar-se em conta a interacao de Zeeman. Esta interacao tem
associada uma energia Fz = 0.3meV, menor que as energias tipicas de Coulomb (E¢ ~ 13.7meV")
e ciclotronica (hw =~ 16.8meV )2, permitindo que a correlacio entre os elétrons leve & existéncia de
estados coletivos de mais baixa energia que o estado completamente polarizado. Ou seja, quando
a interagao do spin eletréonico com o campo externo é levada em conta, a criagao (destruigao) de
um elétron com spin oposto (igual) ao dos demais elétrons polarizados nao produz a configuracio
correspondente a excitagdo de mais baixa energia do sistema. Forma-se, assim, uma configuracao

nao uniforme de spins centrada em torno da quasi-particula (quasi-buraco), o “Quantum Hall

lver The Quantum Hall Effect e as referéncias nele citadas.
2Neste caso particular B = 10T, g* = —0.44 e m™ = 0.07m.
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Skyrmion” (QHS), também conhecido como “Charged Spin Texture” (CST).

Os skyrmions foram introduzidos por T.H.R. Skyrme [59] em 1958 como uma forma de repre-
sentar o nicleon (férmion) como um séliton topolégico de um campo piénico (bosénico). Portanto,
em uma teoria de campos nao linear, os skyrmions nao sao mais que sélitons com spin e estatistica
diferentes dos campos que os suportam. Até os anos 90 o maior interesse no estudo destas exci-
tacoes topoldgicas provinha das areas da fisica nuclear e de particulas. Porém, em 1993, Sondhi,
Karlhedee e Kivelson [12] predisseram a existéncia de excitagoes do tipo skyrmion no sistema de
Hall quando o fator de preenchimento dos niveis de Landau é ligeramente diferente de 1.

Nos tltimos quatro anos as pesquisas teéricas envolvendo QHS cresceram consideravelmente.
Por exemplo, estudos referentes a estatistica dos QHS foram reportados por vérios autores [60]
[61] [62]. Um método variacional do tipo Hartree-Fock foi usado para calcular de forma precisa a
energia, tamanho e spin destas excitagoes [63]. Trabalhos estudando a dindmica do QHS ligado a
uma impureza [64] e a depéndencia da mobilidade com a temperatura [15] foram reportados. Por
outro lado foram desenvolvidas: uma formulagdo de teoria do campos para lidar com o problema
de muitos skyrmions a baixas temperaturas [65], cdlculos numéricos em torno de v =1 [66] [67] e
um estudo da possibilidade de existéncia dos QHS para preenchimento fraciondrio (v = 1/3) dos
niveis de Landau [68].

Paralelamente as primeiras pesquisas tedricas apareceram trabalhos experimentais que confir-
mam a presenca dos skyrmions no sistema de Hall. Em seguida apresentaremos a forma em que

estas excitacoes podem ser detectadas.

3.2 Deteccao Experimental dos QHS

3.2.1 Sinal de NMR de um Poco Quantico

A deteccao experimental dos QHS, apesar de nao trivial, pode ser feita através da técnica de
ressonancia magnética nuclear (NMR). Nestas experiéncias a amplitude do sinal de radiofreqiiéncia
medida é proporcional ao niimero de nticleos N e & sua polarizacao média Py = (J,). Usualmente
Py é muito pequena, ( 107* — 107° , para B = 10T e T=100K), tornando-se necessarios valores de
N entre 10'7 e 10%° para podermos detectar o sinal induzido. Infelizmente, os valores de N para
sistemas de baixa dimensionalidade (2DEG por exemplo) nao chegam a ser dessa ordem, tornando

o método inaplicavel.
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Figura 3.1: Sinal de NMR vs freqiiéncia para um poco quantico de GaAs.

Uma solucao possivel para driblar a limitacao anterior consiste em aumentar o valor de Py ,
pois, para valores préximos de 1 (spins fortemente polarizados) precisa-se sé de valores de N entre
102 e 10'5. A idéia anterior constitui a base da técnica conhecida como OPNMR?, e permitiu
incrementar os sinais de NMR dos pocos quanticos, onde se formam os 2DEG, em mais de duas
ordens de grandeza, possibilitando a medicao direta do sinal de radiofreqiéncia proveniente dos
mesmos.

Para o bombeamento éptico nas experiéncias OPNMR. usa-se luz laser polarizada no infra-
vermelho préximo. A iluminacido de um poco quantico, usando esta fonte de luz, produz transicoes
eletronicas interbandas, criando elétrons na banda de conducdo e buracos na banda de valéncia
com spins longe do equilibrio. Estes, por sua vez, polarizam os spins dos nicleos de "'Ga via
acoplamento hiperfino nicleo-elétron. O anterior se traduz em um incremento do sinal de NMR,
possibilitando a deteccao direta da radiofreqiiéncia de ressonincia e do tempo de relaxacao spin-rede
(T1) dos niicleos de "' Ga que se acham nos pocos.

A idéia anterior foi usada num sistema composto por 40 pocos quanticos crescidos por Molecular

Beam Epitaxy (MBE) [74]. A heteroestrutura é composta por camadas de GaAs de 300A separadas

8Do inglés Optically Pumped Nuclear Magnetic Resonance
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por barreiras de Alg 1 Gag.9As de 1800A de espessura, crescidas num substrato de GaAs orientado na
direcdo (001). O centro de cada barreira foi dopado com dtomos de Si de forma tal que a densidade
de portadores nos pogos é (1.4140.14)-10' cm~2 e a mobilidade dos mesmos é de 1.44-10% ¢cm?/Vs.
Para a excitacao déptica usou-se um laser de modo continuo Ti:sapphire bombeado por outro de
Art. A luz emitida foi polarizada em mais do que 95% para comprimentos de onda entre 735 e
850 nm.

O processo de medigao do sinal de OPNMR, realizou-se usando a seguinte sequéncia: SAT —
1, — Tp — DET , onde SAT representa um conjunto de 20 pulsos 7/2 separados por lms, com a
finalidade de destruir qualquer polarizacio que possua o isétopo de interesse no estudo ("'Ga em
nosso caso). Em seguida, se faz incidir luz de laser polarizada sobre a amostra durante um periodo
71,, €, depois de um tempo de espera 7p, aplica-se um pulso 7/2 e comega-se a fazer a medida do
sinal de NMR. Este periodo é chamado DET.

Na Figura 3.1 [74], mostram-se vérios espectros de NMR do is6topo de "1Ga gerados pelo poco
quantico multiplo, descrito previamente, a uma temperatura de 5.1K. Usou-se uma luz de laser
polarizada circularmente para a direita (To) de comprimento de onda igual a 815nm e de uma
poténcia de 120mW/cm?.

As medidas foram realizadas submetendo a amostra a trés condicoes radicalmente diferentes.
(c) 7, = 0, 7p = 5400s, ou seja, sem iluminacdo e com um tempo longo de deteccio. Neste
caso é possivel atribuir o sinal a todos os isétopos de "'Ga presentes no sistema; N ~ 2.7 - 10'8
e Py =~ 0.0011, pois T, para os niucleos nas barreiras, é aproximadamente 2500s. (b) 7, = 0,
Tp = 31s, o que significa ndo iluminacdo e tempos de deteccio muito curtos. Desta vez nenhum
sinal é detectado devido ao alto valor de T7 nas barreiras e aos baixos valores de Py e concentracao
nos pogos. (a) 7, = 30s, 7p = ls, neste caso a amostra é iluminada durante 30s, e, sabendo que
Tp < T1 nas barreiras, o sinal que aparece deve ser atribuido aos niicleos que se acham nos pocos.
Sabendo que a concentracio de isétopos de "'Ga nestes pocos é muito baixa, s6 justifica-se este
resultado por um aumento no valor de Py causado pela iluminagao com luz polarizada.

A experiéncia anterior sugere, entao, que a técnica de OPNMR possa ser usada para investigar as
propriedades do 2DEG que aparecem nestas heteroestruturas, a partir das mudancas nas frequéncias
de ressonancia dos nicleos que se acham nas barreiras (na auséncia de polarizacao eletronica), com
respeito aqueles que se acham nos pocos, onde o 2DEG estd polarizado de alguma forma. O

fendmeno anterior é similar Aquele em que os nucleos do elemento estudado, ao mudar de um
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Figura 3.2: Sinal de NMR vs frequéncia de um po¢o quantico de GaAs para diferentes tempos de

bombeamento éptico.

meio paramagnético para um meio diamagnético, experimentam uma variacao da frequéncia de

ressonancia, este fenémeno é conhecido como Knight Shift (ver Apéndice C).

3.2.2 Deteccao dos QHS usando OPNMR

A primeira evidéncia experimental sobre a formacao do QHS no 2DEG [74], foi encontrada
usando-se a técnica de OPNMR exposta anteriormente. O estudo do 2DEG realiza-se via a andlise
do sinal de NMR que provém dos nticleos de "' Ga quando o sistema é iluminado com luz polarizada
para valores do fator de preenchimento dos niveis de Landau v =1 + ¢, com ¢ — 0.

A amostra usada no estudo que serd descrito em seguida [76], possui as mesmas caracteristicas
daquela em que se obtiveram pela primeira vez sinais de NMR provenientes de pocos quanticos [74].
As medidas foram feitas seguindo uma sequéncia SAT — 7, — 7p — DET, com uma polarizagao da
luz laser To e comprimento de onda e poténcia iguais a 806nm e 10 — 300mW /cm?.

Como no caso anterior [74], os elétrons ejetados da banda de conducao possuem spins polarizados
fora do equilibrio, que através da interacao hiperfina polarizam os nticleos. O sistema eletronico
equilibra-se rapidamente ja no inicio de 7p, mas a polarizacao nuclear persiste até o comego do

periodo de deteccao DET.
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Figura 3.3: Acima, Knight shift vs angulo formado entre o vetor normal a amostra e o campo

magnético externo. Embaixo, Knight shift vs fator de preenchimento dos niveis de Landau.

Na Figura 3.2 mostra-se o espectro do isétopo “'Ga em funcio de 77, para valores de 7p = 1s,
v=1, B="7.05T eT = 1.55K. Para fixar um valor de v, desviou-se a amostra de um angulo 6 na
diregao de crescimento (z) com respeito & dire¢ao do campo magnético. A relacao entre estas duas
grandezas é dada pela expressao v = #Zsc(e) , sendo € = 0 neste caso.

Seguindo a mesma linha de raciocinio que no caso anterior, a ressonancia para 77, = 95s é
atribuida aos is6topos de "'Ga que se acham nos pocos. A medida que o tempo de iluminacao
aumenta, a polarizagao se difunde na direcao das barreiras via interagao nuclear spin-spin, dando
origem aos novos picos de ressonancia que aparecem nas curvas para 77, = 200s e 7, = 480s. Sendo
a polarizacao dos nucleos Py diretamente proporcional & magnetizacao dos elétrons, a mudanca
nas transigoes tipo spin-flip dos 4tomos que se acham nos pogos (em relacao aqueles que se acham
nas barreiras) pode ser atribuida & presenca dos 2DEGs que se formam nos pogos.

Através de medidas deste tipo, podemos obter o Knight Shift K(v,T') a partir da diferenga de

frequiéncia entre as duas ressonancias possiveis, ou seja, para os dtomos dentro e fora dos pogos

quanticos. Do ponto de vista tedrico, o valor de Kg pode ser calculado a partir de:
K,S' :AZZ <Sz(V,T)>, (31)

para o caso em que B|| Z e onde Az é a constante de acoplamento hiperfina para nicleos que se
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acham no centro dos pocos. A hamiltoniana de acoplamento tem a forma

H =Y hAus1.5, (3.2)
o,

onde o, 8 =z,y, 2.

A Figura 3.3 mostra a dependéncia de Kg com o angulo 6 que se forma entre o vetor que
aponta na dire¢do de crescimento da amostra e o campo magnético. As medidas foram feitas para
B = 7.05 e 9.397 para uma temperatura de T' = 1.55K. O valor mdximo de Kg para B = 7.05T
se alcanca aproximadamente no valor # = 28.5°, o que corresponde ao caso v = 1. A partir dessa

relacdo é possivel inferir a densidade de elétrons nos pocos, n = 1.50 x 10! cm =2

, € ainda escrever
o fator de preenchimento em funcgao de 6.

Por outro lado, a Figura 3.3 também mostra a dependéncia do Kg com v. A similaridade entre
as duas curvas sugere a existéncia de isotropia na constante de acoplamento hiperfino, ou seja,
Azz = A. Este tltimo fato implica entdo que a medida do Knight shift reflete diretamente o valor
da polarizagao eletronica, Kg = A (Sz(v(0))).

Quando o nivel de Landau (LL) mais baixo estd completamente cheio com os elétrons com-
pletamente polarizados e a intensidade do campo magnético é reduzida, v — v + ¢ de forma tal
que se produz a remocao de um estado de particula independente. Como conseqiiéncia imediata, S
elétrons sao forcados a ocupar o LL seguinte , provocando a diminuicao da polarizacao do sistema.
De forma similar, com o aumento da intensidade do campo (v — v — ¢), adiciona-se um estado de
particula independente vazio a cada LL, forcando o surgimento de A buracos no nivel de Landau
mais baixo. Este ultimo processo também reduz a polarizacao total do sistema, contrariamente ao
que acontece para o sistema composto por elétrons nao interagentes.

A idéia anterior pode ser usada para escrever Kg(v) em fungao dos valores de A e S como:

A

Ksr) =5 (61-0) |

;(1—,4)—(1—2,4)} +OW-1) {¥+(1—25)D (3.3)
onde O(z) é a funcio de Heaviside. Note que para v = 1, Kg = A , o que estd relacionado
diretamente com o valor méximo que pode tomar a polarizacao.

A Figura 3.4 mostra dois fittings diferentes das curvas de Kg(v), para B = 7.05T e T = 1.55K.
Neste caso o valor méximo do Knight shift (que corresponde ao caso de méxima polarizagao)
é tomado como 44kHz. A linha sélida corresponde ao caso particular em que existe simetria

elétron-buraco A=S=1 (situacao que reproduz o caso de elétrons nao interagentes) e que nao

corresponde ao resultado experimental. Porém, a curva descontinua reproduz aproximadamente os
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Figura 3.4: Knight shift vs v. Os circulos correspondem aos dados experimentais. As linhas

continua e descontinua correspondem aos casos em que A4 = S e A # S respectivamente.

dados coletados nas experiéncias para valores A=S=3.6. Este tltimo, unido ao fato de que Kg (ou
a magnetizacdo eletronica) muda abruptamente com variacoes insignificantes de v, sugere que as
excitagoes carregadas do estado fundamental ¥ = 1 nao sejam mais simples pares elétron-buraco,
mas sim, quasi-particulas de spin maior que %

Na Figura 3.5 aparece a dependéncia do inverso do tempo de relaxacdo em funcao de v. Vemos
que o valor minimo se alcanca para v = 1 e que qualquer mudanca em torno deste valor leva a um
incremento do mesmo. Sabendo que T} é inversamente proporcional ao nimero de estados excitados
de mais baixa energia, com spin oposto ao estado fundamental (spin flipped state), podemos inferir
que, quando o fator de preenchimento muda em torno de 1, formam-se estados deste tipo, ji que
uma das vias através da qual os nicleos relaxam é provocando transicoes eletronicas entre estados de
diferentes spins. Baseando-nos nestes resultados, podemos concluir que os novos estados coletivos
que aparecem sao diferentes do estado completamente polarizado.

Por outro lado, a dependéncia do Knihgt shift com a temperatura confirma a existéncia destes

estados excitados de baixa energia, pois (Sz(T')) pode ser calculado a partir de:

(52(T)) = 5 (018710) + Y 5 exp —(52) (i 1521 (3.4

sendo |0) o estado fundamental de muitas particulas e a soma feita sobre todos os estados excitados

|i) com energia A;.
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Figura 3.5: Inverso do tempo de relaxacao em funcao do fator de preenchimento de Landau.

A Figura 3.6 mostra a dependéncia de Kg com a temperatura para v = 0.98 e B = 7.05T. A
saturacao acontece aproximadamente a 20kH z para T menor que 2K, concordando com o modelo
que se fez anteriormente para o skyrmion.

O modelo mais simples para o cdlculo de (S,) para v = 1 leva em conta elétrons nao interagentes
que obedecem a estatistica de Fermi-Dirac com o potencial quimico no meio do gap de Zeeman.
A idéia anterior nos fornece o comportamento mostrado na figura 3.6 representado por uma linha

descontinua, que obedece a

Ez
Ks(T) = K(0) tanh(—— .
$(T) = K(0) tanh (%) (3.5)
com K(0) = 20KHz e % = 2.08K. Este modelo discorda dos resultados obtidos experimental-

mente, o que confirma uma vez mais a idéia de que a interacao elétron-elétron é a responsavel pelos
efeitos observados, e que, para se obter resultados melhores no cédlculo de (S,), deve-se incluir a
interacao entre elétrons. Uma das possiveis vias é considerar que os modos de ondas de spin sao
os estados excitados de mais baixa energia com uma ocupacao determinada pela distribucao de
Bose-Einstein. A curva de tragos duplos e pontos mostra o comportamento de K4(T'), quando é
usado o espectro de dispersao das ondas de spin em duas dimensoes, o que claramente nao concorda
com os resultados experimentais.

As curvas do gréafico menor da figura 3.6 correspondem aos casos v = 0.88 e v = 1.2. Convém

notar que nestes casos nao ha saturagao quando a temperatura esta préxima de 2K, o que demonstra,
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Figura 3.6: Knight shift em fun¢ao da temperatura.

a dependéncia do estado de muitas particulas e, por conseguinte, do espectro de energia com o fator
de preenchimento dos niveis de Landau v.

Tendo apresentado as evidéncias experimentais que confirmam a prescenga do skyrmion no
sistema de Hall, passaremos, na préxima secio, a descrever do ponto de vista tedrico estas excitagoes

topolégicas.

3.3 Dinamica da Cadeia de Spins

Como é de se esperar a obtencao de uma densidade de lagrangiana que descreva os skyrmions
é extremamente complicada. Porém, baseando-se na dinamica de um ferromagneto, obtida como
generalizacao do problema da cadeia de spins, é possivel propor uma densidade de lagrangiana que
contenha os termos apropriados para descrever estas excitacoes topoldgicas. Portanto, seguindo
esta idéia, apresentaremos primeiramente a obtencdo da acao para a cadeia de spins e como esta
pode ser generalizada para o caso bidimensional.

Para estudar a dindmica da cadeia de spins usaremos o método das integrais de caminho. Neste
caso é conveniente utilizarmos a representacao de estados coherentes para os estados de spin, pelo

que discutiremos em seguida a forma em que podem ser construidos os estados coerentes de spin.
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3.3.1 Estados Coerentes de Spin.

O conjunto de estados coerentes de spin pode ser obtido partindo-se de uma representacao
irredutivel do grupo SU(2) [69], caracterizada pelo estado de maior valor de spin S. Denotemos por
|0) o estado de maior peso desta representacio, ou seja, |0) = |S,S). O estado assim escrito é um

autovetor de S3 e do invariante quadratico de Casimir S?, ou seja:
S3|0) = S|0), S2|0) = S(S + 1)[0). (3.6)
Consideremos um estado qualquer |n) obtido pela rotacao do estado |0). Explicitamente:
In) = exp(ifn, x n-8)|S,S) = |S, M)D®) (n) s, (3.7)

onde ny = (1,0,0), n-ng = cos(d) e S sio os geradores do grupo SU(2). As matrizes D) nio

formam um grupo porém satisfazem a relacao
DY) (n,) D) (ny) = D) (n3) exp(i®(ny, ny, n3)Ss), (3.8)

sendo ®(ny,ny, ng) a drea do tridngulo esférico com vértices (ny, ng, n3).

Outras propriedades importantes dos estados construidos desta forma sao

t . 14+n-ng]®
(nol (D) (n1))' D) (1) |0) = exp(i®(ny, s, m3)S5) [%] : (3.9)
(n|S|n) = (n|S1, Sz, S3|n) = Sn, e 1= /d,u(n)|n>(n|, (3.10)
onde a medida de integracao é dada por
dp(n) = 2S4+ L Pns(m? — 1). (3.11)
T

Estamos agora em condicoes de escrever formalmente uma expressao para as integrais de ca-
minho na representacao dos estados coerentes de spin obtidos acima, com o objetivo de encontrar
uma agao que descreva o sistema nesta representacao.

3.3.2 Acao na Representacao dos Estados Coerentes para um Spin.

Consideremos que a hamiltoniana que caracteriza um spin possa ser escrita como H = B - S,

logo a amplitude de probabilidade de transicao entre os estados |n(t)) e |n(0)) serd

Z = (n(t)[n(0) = (n(0)|e™[n(0)), (3.12)
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que para trajetorias fechadas (condigoes periédicas de contorno) e tempos imagindrios 8 = —it se
transforma em

Z = (n(0)| exp(~BH)n(0)). (3.13)

Como é usual dividiremos o intervalo de tempo imaginario § em N; partes iguais (8 = 0tVy,

dt — 0). Usando a férmula de Troter [70] e inserindo repetidas vezes a identidade (3.10) na

expressao (3.13) teremos

2z = lim [(n(ty)|exp(=Hot)n(tn-1))dp(n(ty-1))
(n(ty-1)|exp(=Hdt)[n(tn-2))du(n(ty-2))
(n(tN—2)| eXP(—H5t)|n(tN—3)>dM(n(tN—3)) s (3.14)
= Jim, 1] {/ du(n tj} () exp(—Ho (1) (3.5)

que, aproximando exp(—’H(St) por 1 — Hdt, para intervalos de tempo suficientemente pequenos, se

transforma em

zZ = (}tll)n() {/ dp(n(t;) } (3.16)
N
II [(n(t)n(ts41)) — ot(n(t))[H|n(t;41))].
j=1

Por outro lado, dentro da aproximacao dt — 0, podemos escrever também

In(tj+1)) = (n(t;)n(tj11)) () + O01), (3.17)

que nos permite obter o elemento de matriz,

(n(tj)[HIn(tj1)) = (n(t;)|H[n(t;))(n;)n(t40)) + O(5t). (3.18)

Substituindo (3.17) e (3.18) em (3.16) temos

Z = 51151310 [/ dp(n ] (3.19)
N
[T (n(t))In(tj0)) [1 = ot (n(t))[HIn(2)))]) -
j=1

efinindo entao Hn = 1 ap(n t;) e usando a proprieaade . pode-se escrever em uma
Definindo entio D Nty dp(n(t d iedade (3.9) pod Z

forma compacta como

. [L+n(t )] exp(—dt(n(t;)|Hn(t))))
z _5123“0/ H 2exp zqf(+ 1(tj) n(tj31),n (0)-5)] bp. (3:20)
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A expressao anterior nos permite ainda escrever Z em funcao da acao euclidiana Sg na forma:

N —Sp(n]
Z Jltlgb/l)ue , (3.21)
onde

Ny

Sgp[n] = —ZiS(I)(n(t]) n(tj11),n +5tz n(t;)|H[n(t;)))
j=1
N T14n(t)  n(ti)
—Zln[ 32 It (3.22)
7j=1

O primeiro termo da equacgio (3.22) representa a drea da regiao definida pela trajetéria de n(t),

e no limite continuo, pode ser escrito como

1 B
Sy — / dr / dt [n(t,7) - (9n(t, ™) x drn(t,7))], (3.23)

onde n(t,0) = n(t), n(t,1) = no, n(0,7) = n(B,1), t€[0,6], e r e [0,1].
O termo (3.23) é chamado usualmente de Wess-Zumino ou Chern-Simon. FEste termo estd
evidentemente associado & simetria do sistema. Por outro lado os demais termos de (3.22) possuem

limites continuos da forma

Ny ) B
SZln[1+n )2 n(tj+1) :—%/ (3.24)
0
Z 5t(n(t;)|B - S|n(t;) :5/13 n(t)dt. (3.25)

7j=1
Partindo das relagoes (3.23), (3.24) e (3.25) a agao euclideana pode ser escrita como

B
Su[n] = —iSSw 4[n] %/ on(t) dt+S/B-n(t)dt, (3.26)
0

que, ao voltarmos ao tempo real (t = izg, § = it), se transforma em:

T T
Sot
Sitay = SSw2ln] + 25 / (Bon(0))? dzo — S / B - n(zo)do. (3.27)
0
A expressdao anterior corresponde & a¢do em 1D de um spin submetido a um campo magnético

externo, e esta escrita na representacao de estados coerentes. Seguindo a mesma linha de raciocinio

utilizada para obter (3.27), é possivel calcular a agdo de uma cadeia de spins.
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3.3.3 Acao para a Cadeia de Spins

A generalizagao do formalismo anterior [24] para o caso de cadeias em uma dimensao descritas

pela hamiltoniana H = J 3 S(r)-S(r') é trivial. O espaco de Hilbert desta vez serd o produto
(r,r’)

tensorial dos espacos de Hilbert de particulas independentes em cada sitio, i.e.
E=6,05,06,0&E,0 - . (3.28)

O estado de muitas particulas de maior peso serd, neste caso, aquele construido como o produto dos

estados de maior peso em cada sitio. Se usamos novamente os estados coerentes, podemos escrever
IN(r, %)) = n(ry, %)) ® |n(rz, £)) ® [n(rs, 1)) ® - - -, (3.29)

e procedendo de forma andloga ao caso de um spin encontramos que a agao em termos destes

estados coerentes pode ser escrita como

/ / dt de‘U +

1 B
/ dr / dt / dr[n(t,7) - (Om(t, 7) x O, 7))] . (3.30)
0 0

B
M
Sy[n] = 2T‘U/dr/dt (8tn(r,t))2d:1;0+
0

Esta expressao pode ser generalizada para duas dimensoes de forma imediata. Para termos
uma descricdo completa do sistema, basta levar em conta a condicao de normalizacao dos estados
n(r,t). Logo, na expressao (3.30) devemos incluir o vinculo: A(r)(n? — 1), onde A é o multiplicador
de Lagrange. Com isto a a¢ao adota a forma

A 2
Su[n] = ﬁ/dr/dt(atn(r,t))Q dxo + JS / /dt dpn(r, ) dxy +

2a0

/1 dr /ﬁ dt / dr[n(t,7) - (n(t, 7) x drn(t, 7)) + / dt / drA(r)(n® — 1). (3.31)
0

0 0
A expressao (3.31) quando se toma M — 0 (6t — 0) corresponde & acdo de um ferromagneto
sem campo magnético aplicado e dela podem ser deduzidas varias propriedades deste sistema (ver
por exemplo [24]). Um caso particular de extrema importancia é aquele em que os campos que
minimizam a agdo sdo estaciondrios. Neste caso, a acdo (3.31) corresponde exatamente com 2

modelo sigma nao linear, que como vimos no capitulo 1, possui solugoes localizadas da forma

A x(y) 2 —4x?

") = Eror T Eine (3:32)
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Este fato sugere a possibilidade de mapear o problema de elétrons interagentes do sistema de Hall
(2DEG) em um sistema efetivo geralizado, similar ao modelo sigma nao linear, que possua solugoes
localizadas. Na proxima secao mostraremos como é possivel, sem realizar o cdlculo explicito, propor

uma densidade de lagrangiana efetiva que descreva os skyrmions.

3.4 Acao Efetiva para os QHS

No caso do sistema de Hall, o estudo das excitacoes carregadas de menor energia (QHS) cor-
respondentes & criagao (destruigao) de um elétron no estado v = 1 pode ser feito covenientemente
dentro de uma teoria do tipo Ginzburg-Landau (GL) desenvolvida em [71] para o gis de elétrons
e generalizada posteriormente em [72] levando em conta o spin.

Para ilustrar o procedimento, consideremos primeiramente o caso em que o grau de liberdade
de spin nao é relevante. Nesta situacao a densidade de lagrangiana do tipo GL que governa o
sistema pode ser obtida através do método das integrais de caminho, o que é equivalente a escrever
a fun¢ao de particao como uma integral sobre as configuracoes de um certo campo classico ¢. Para
procedermos desta forma descreveremos o 2DEG como N elétrons polarizados que interagem via um
potencial V' (r; — rj) em um campo eletromagnético externo caraterizado por A,. A hamiltoniana

que descreve este sistema, tem a formas:

2 N e 2 N
M=ty {_ivj - EAu] E V- )+ Y Ay, (3.33)
j=1 1<J 7j=1
onde A,; = A,(rj).
O problema
HY({r;}) = BE¥({r;}), (3.34)

onde ¥ é uma funcao antisimétrica quando se troca as coordenadas de qualquer par de particulas

pode ser bosonizado usando a transformagcao

T = exp [—i(Qk +1) Z Im(In(z; — zl))-l v (3.35)
[ i |

onde k € Z e z = x + 1y.
Pode-se demonstrar que a funcao de onda assim construida é simétrica quando se troca um par

de coordenadas qualquer. No entanto, a hamiltoniana que fornece as energias da equacao (3.34)
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podera ser obtida se em (3.33) fizermos a substitucao

Aj— Aj+a, (3.36)
onde
V xa;=bj = (2k+1)¢o »_ 6(r; — j), (3.37)
1#£]

e ¢o é o quantum de fluxo magnético. Portanto adicionar (remover) um elétron no sistema é
equivalente a remover (adicionar) um quantum de fluxo.

Depois de mapear o sistema formado por um conjunto de elétrons em outro composto por
bésons, a relagao de comutacao entre os operadores de campo associados as novas funcoes de onda

sera

[@1(r), ®(r)] = o(' ~ ), (3.38)

que transforma (3.37) em

V x aj =bj = (2k + 1)¢p |®(r)|”. (3.39)

A versao em segunda quantizacao da hamiltoniana (3.33) em termos dos novos campos bosonicos

definidos por (3.35) pode ser escrita como

2 2
M= /dr(IJT(r) {;:n [—iV ~S(ar) + a(r))} + AO} B(r) + % B2V |02, (3.40)
onde
B2V |0 = //drdr' D)2V (r - 1) [B()]*. (3.41)

Procedendo da forma usual para a quantizagao via integrais de caminho, é possivel escrever a

funcao de particao do sistema bosonizado como

2 = Tr{exp—H} = [ Dl 7)™, (3.42)
onde
Sol 8" Ao, A +a) = [ dr [ deLolg. 4", Ao, A+ al, (3.43)
0
* . * hZ * . € 2 1 2 2
Lo = ¢ (hedh — ieAo)" — 54" | =iV - S(A@) +a@)] 6+ PV a0

A teoria do tipo GL certa para o sistema descrito por (3.42), (3.43) e (3.44) pode ser construida

supondo que o campo a(r) flutue, ou seja, que este se comporte como uma varidgvel dinamica.
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Levando em conta o vinculo (3.39), que introduziremos na agao via o multiplicador de lagrange ay,

e partindo da identidade

V x a

V xa |¢| ) = Cte/D[a,aO] expie/ao(m |¢| ) (3.45)

1_0w/9m

é possivel escrever a fungao de partigao (a menos de uma constante multiplicativa) como

= [ Dl¢, ¢*,a,a0)e ®, (3.46)

S = i/dT/d2r {eao [(2:%3 1) ] } + S, (3.47)
Z= / Dip, ¢*,aule ™ (3.48)
—/&/#ﬂaﬁﬁﬁfW%ﬁﬂ4+& (3.49)

Substituindo a expressao para Sy teremos,

//{——¢ { V——( ()+a(r))]2¢}d7d2r+ (3.50)

—l—//{ (hcdy —ieAy) ¢+ = |¢| Vgl - ﬁs“l’pau&,aﬂ} drd®r

(2k +1

Podemos entao escrever as equacoes do movimento obtidas variacionalmente da acao anterior

b(r) =V xa=—(2k+ 1)¢o |o(r)]*, (3.51)
6a565(r) = Eaﬁ(agag - 3/3(10) = —M]’a(r), (352)
, 1 2 1 2
(et — ieAo) § + 5 — | ~i¥ — - (A(r) + a(r))] b+ §¢/V 62 = 0. (3.53)

As equagoes anteriores possuem solucao do tipo campo médio para campos magnéticos externos
constantes. Suponha que A(r) nio dependa do tempo; entdo, para ¢ = 1/p (onde p é a densidade

media) o campo de gauge b(r) terd a forma
b(r) = —keop. (3.54)

Se por outro lado o campo estatistico (de gauge) cancela exatamente o campo magnético externo

e ag =0, a acao (3.50) serd minima e

Vx(A(r)+a(r) =0 — p=—. (3.55)
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Esta relacao sé é possivel se v = 1/k e implica que neste tipo de estados o quantum de fluxo
associado a cada béson é absolutamente nao localizado (solucio espacialmente uniforme). Tendo
apresentado ao menos um tipo de solucado de campo médio para o condensado podemos tentar
estudar as possiveis flutuacoes envolvendo dinamica de spins em torno desta solucao.

Para achar as excitagoes do tipo skyrmion em torno de v = 1 a acdo efetiva obtida para o
2DEG néo é apropriada, pois ndo contém termos de spin. A generaliza¢do do tratamento anterior
foi desenvolvida por Lee e Kane [72] para o caso em que o spin é levado em conta na sua interacao

com o campo magnético, esta nova densidade de lagrangiana possui a forma

2

Loy = ') [ihd) — can] $(r) — 2;* [%v - 1AW —l—a(r)]] b(r)
5 @ v =x) s =] [lo") - 7] -
62
4hcoeﬂwau(r)3u%(r) - %QNBBW(I‘)UZQS(I‘) (3.56)
onde:
V x a(r) = (2k + 1)q (3.57)

de tal forma que ¢ é um campo escalar complexo de duas componentes, que pode ser escrito como
(¢p1,¢2), B=V XA =—-BzeV(r) = 5 é o potencial de interacdo coulombiana entre elétrons.
k € Z e ¢ corresponde a um quantum de fluxo. Se ¢ é um campo bosoénico, 8 = (2k + 1).

Para estudar as possiveis excitagoes topoldgicas nesta situagao, os campos envolvidos em (3.56)
podem ser decompostos na forma ¢; = \/pZ;, de forma tal que a condicio ) ; Z;r Z; = 1 seja
satisfeita. Esta transformacao nos leva a um problema onde os campos Z, tém a forma do modelo

CP; (141 campos escalares complexos em duas dimensoes) acoplados a um campo de gauge de

Chern-Simon e ao campo p. Mas, existe uma transformacao

n(x) = Z'o"Z, (3.58)

onde o¢

sao as matrizes de Pauli, que reduz o problema CP; ao problema sigma nao linear. Isto
nos permite obter uma densidade de lagrangiana generalizada do tipo sigma nao linear, que quando
integrada nos campos que nao sao de interesse, nos leva a um problema efetivo (L.rs) que descreve
a dindmica das flutuagoes que queremos estudar.

Apesar de nao podermos proceder do modo descrito anteriormente por ser complicado demais,

podemos propor [12], baseados na dindmica de um ferromagneto* com uma interacao de longo

“ver geralizacio para duas dimensdes da cadeia de spins
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alcance proveniente da interagao coulombiana entre elétrons, uma L.r; que contenha os termos

que precisamos:

Leps(r) = aA(n(r)) - dm(r) — o (Va(r))’ — gupn(r) - B
——/drVr—r a(r)q(r'). (3.59)

onde ¢(r) é a densidade de skyrmions dada pela relagao
1
q(r) = g E (Oun x Oyn) (3.60)
™

e A(n(r)) tem a forma

A(n(r)) = on(t,7) x orn(t, 1) (3.61)

Um tratamento mais rigoroso deste problema foi elaborado por Stone [73], conseguindo demonstrar
a partir de (3.56) como é possivel obter os dois primeiros termos da agao anterior.

Uma vez encontrada uma densidade de langrangiana efetiva para descrever os QHS podemos
obter as equagoes de movimento que definem os campos n(r). Porém, estas equagbes sé podem ser
resolvidas usando métodos numéricos. Para obter uma expressao analitica podemos realizar um
calculo variacional. De fato, a invariancia conforme do modelo sigma nao linear permite que usemos
o tamanho do skyrmion (A) como o parametro variacional. Isto acontece porque a competicao
entre os termos de Zeeman e Coulomb quebram a invaridncia de escala no sistema, estabilizando o
tamanho das excitacoes. Com isto é possivel, como veremos em seguida, determinar o tamanho e

a energia dos skyrmions.

3.5 Tamanho e Energia dos QHS

A densidade de lagrangiana proposta para a descricio do QHS (3.59) assemelha-se aquela
do modelo sigma nao linear para solugoes estiticas. Podemos entao procurar, usando o método
variacional, o tamanho das excitagdes que minimizam o valor da energia. Substituindo (3.32) na

expressao para a densidade de skyrmions obtemos

42

q(r) = T2+ a2 (3.62)

Agora podemos substituir (3.32) e (3.62) na expressao para a densidade de energia do sistema:

£(r) = o (Va())? — gupn(e) - B — 3 [ @ V(e = ¥)a(r)atr) (3.63)
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de onde se obtém

21 0o

—4>\2
E:32>\2’// 1 B//T
2w 0o 2T 0o
2e2)\? 1
- d d 12 . 4
em? 0/0/ r2+4)\2 //|r—r’|(r’2+4)\2) (3.64)

O primeiro termo coincide com a energia do sistema sigma nao linear, 8w/, e ndo depende do
tamanho das excitagoes (invaridncia de escala) nem da posigao do centro da excita¢ao (invariancia
de translacdo). Para o cdlculo da contribuicdo da parte magnética & energia (segundo termo da
equacao (3.64)) normalizaremos a expressao com respeito a energia de um ferromagneto no estado

completamente polarizado, ou seja,

Emag = SWQPMBB/WC[ (3.65)

que evidentemente é uma expressao nao convergente. Porém, o limite superior de integracao pode

ser fixado em A, por ser o tamanho da excitacdo. Desta forma
Ernag = 4mgpupBgln(5/4)\2. (3.66)

Por outro lado, o tltimo termo de (3.64) (E.yy) tem a forma:
2w

2y4 P !
86 A // // r'dr'df rdrdf (3.67)
[\ et e [ e |

que integrado nos dngulos se transforma em:

o0

B _ e2 dt // K(t’/t)t dt'
coul = 4 )\ 2 4 1 (t’2 )
4

o (
e |7 K(t)t')dt
47r)\ {0/ 2 n 1 / (t’2 4 1) ’ (3-68)

r//\

onde

(3.69)

L\Dl'—‘

T

0/ 2 — 2z cos( )+1)1/2'
Os valores das integrais que aparecem em (3.68) podem ser calculados numericamente. Sendo

I = 2.78 e levando em conta que p = 1/271% temos

eI 1

o 1 N2
E =8ma’ +2upBgln(5/2) \* + e X

(3.70)
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onde A = A/l. Derivando (3.70) com respeito a X obtemos o valor do tamanho da excitacio em

funcao do fator de Landé reduzido (g) como

Bel
A=062) 3 onde g=B72

- (3.71)

Substituindo agora este valor em (3.70) obtemos uma expressao para a energia do skyrmion,

62 Vis
E~ | /T L0525
4d{ 5 +0:52(9)

Desta forma é posssivel conhecer o valor aproximado do tamanho e da energia dos QHS.

W=

. (3.72)

3.6 Conclusoes

Como vimos, a presenca do 2DEG é confirmada pela diferenca de frequéncia entre os sinais de
NMR que provém dos nicleos que se encontram nos pogos e nas barreiras. A mudanca consideravel
de K, (ou da magnetizagio eletronica) com pequenas variagoes de v em torno de 1 e a impossibili-

dade de reproduzir os dados experimentais a partir do modelo de elétrons nao interagentes, sugere

1
2

a existéncia de estados coletivos de baixa energia com spin maior que 5, confirmando a importancia
da interacao elétron-elétron no sistema. Por outro lado a diminuicao de 77 em torno de v = 1,
confirma a presenca de estados do tipo spin flipped préximos do estado fundamental, o que também
se manifesta nas medidas de K, vs T. Portanto, podemos concluir que definitivamente os skyrmions
sao os estados de mais baixa energia do 2DEG quando v = 1 &+ ¢ e a interagao de troca prevalece
sobre a interacao de Zeeman devido ao pequeno valor do fator de Landé.

Do ponto de vista teérico, vimos que é possivel descrever os skyrmions através de uma den-
sidade de lagrangina, semelhante & do sistema ferromagnético bidimensional, com um termo de

longo alcance que leva em conta a interacao coulombiana. No préximo capitulo estudaremos as

propriedades de transporte dos QHS tendo como ponto de partida esta formulacao.



Capitulo 4

A Dinamica dos Skyrmions

Neste capitulo abordaremos o estudo da dinamica dos QHS. Partindo da densidade de lagrangia-
na para as flutuagoes de spin apresentada no capitulo anterior, e usando o método das coordenada
coletivas, deduziremos uma hamiltoniana de interacao skyrmion-mdgnons. Posteriormente usando
o formalismo de Feynman -Vernon, calcularemos uma a¢do reduzida que envolve basicamente as
coordenadas do centro da excitacdo. Finalmente obteremos uma equagao de movimento efetiva para

o skyrmion que carrega a informacdao da interacdo com oS mdgnons.

4.1 Introducao

Como vimos no capitulo anterior a teoria dos QHS proposta por Shondi et al. foi confirmada
experimentalmente por Barrett e colaboradores através das experinéncias de NMR [74]. Destes
trabalhos podemos concluir que os skyrmions sao as excitagoes carregadas de mais baixa energia
no 2DEG detectaveis apenas quando a interacao de troca domina sobre o acoplamento de Zeeman.
Esta situagao é possivel, para campos magnéticos fortes, porque em certos materiais (GaAs por
exemplo) o fator de Landé efetivo é muito pequeno.

Por outro lado mostramos que do ponto de vista matemédtico é conveniente considerar o skyr-
mion como um objeto topoldgico. Deste ponto de vista, os QHS podem ser caraterizados pelos
mapeamentos do espaco fisico bidimensional no espaco interno, também bidimensional, composto
pelos estados coerentes de spin de norma unitaria.

Na préatica, para o cdlculo das propriedades dos QHS podem ser adotados dois caminhos dife-

rentes: ou os métodos numéricos, em uma descricao puramente quantica, ou uma teoria de campos

78



A Dinamica dos Skyrmions 79

nao linear semi-classica. No primeiro caso, a aproximacao Hartree-Fock tem-se mostrado em exce-
lente acordo com as diagonalizacOes exatas para excitagoes de pequeno tamanho. Porém, existem
situagoes em que o tamanho do skyrmion é consideravelmente grande, tornando impraticaveis as
técnicas computacionais. Este é o caso tratado em [77], por exemplo, onde aplicando uma pressao
hidrostatica sobre o 2DEG, Leadly et al. conseguiram um fator de Landé muito pequeno e, como
conseqiiéncia, skyrmions que envolvem aproximadamente 33 spins.

Situacoes como a anterior, estimulam o desenvolvimento de técnicas baseadas em teorias de
campos semi-classicas nao lineares onde os QHS sao descritos como excitagoes topoldgicas. Esta é
precisamente a idéia que serd usada neste capitulo no estudo das propriedades dinamicas dos QHS.
O primeiro ponto importante no nosso tratamento é o fato da invaridncia translacional da teoria
efetiva que descreve os skyrmions [12]. Isto significa que para temperaturas suficientemente baixas,
em que os modos de ondas de spin nao sao excitados, a posicao do centro de massa do skyrmion
pode se achar com igual probabilidade em qualquer ponto do sistema. Nesta situacao os QHS
exibem mobilidade infinita. A medida que a temperatura aumenta e os modos de ondas de spin
comecam a ser excitados, originam-se processos de colisdo skyrmion-mégnons levando a um valor
finito da mobilidade dos QHS. Evidentemente, a populacao dos estados de ondas de spin depende
fortemente da temperatura, o que provoca, em tltima instancia, que a mobilidade das excitacoes
seja uma grandeza fisica que também dependa da temperatura.

Neste capitulo, partindo da densidade de lagrangiana proposta por Shondi [12], estudaremos a
influéncia dos modos de ondas de spin ferromagnéticas nas propriedades dindmicas do skyrmion.
Como veremos, o método para desenvolver este estudo consistird basicamente em uma teoria de
campos efetiva em que o momentum do skyrmion estd acoplado ao momentum total do sistema
de magnons. A primeira parte do capitulo serd dedicada a se obter os modos de ondas de spin
calculando as flutuagoes do sistema em torno de uma solucido particular do modelo sigma nao li-
near. Posteriormente, usando o método das coordenadas coletivas descrito no capitulo 1 para a
quantizacao dos sdélitons, uma hamiltoniana que simula o espalhamento das ondas de spin pelos
skyrmions em 2-D serd obtida. Logo em seguida, usando o formalismo de Feynman-Vernon calcula-
remos o operador densidade reduzido para os skyrmions tracando as coordenadas correspondentes
aos magnons. Este método nos fornecerd uma equacao de movimento efetiva para o centro de massa
do skyrmion escrita em termos de uma matriz de decaimento dependente da temperatura. Podemos

entdao comecar apresentando o cdlculo da hamiltoniana que descreve a interacao skyrmion-méagnons
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no 2DEG.

4.2 Hamiltoniana Efetiva de Interacao Skyrmion-Magnons

Como vimos na descri¢do dos skyrmions no capitulo 3, a densidade de Lagrangiana efetiva, que

caracteriza a dindmica dos spins no 2DEG em funcao dos estados coerentes n(r,t) tem a forma

L(r) (n(r)) - gyn(r) — a (Vn(r))? - gpupn(r) - B (4.1)
——/dr V(e —t')q(r)g(r'),

onde « e o sao constantes que garantem a obtengao do espectro ferromagnético das ondas de spin
para o caso em que nao é levada em conta a interacdo coulombiana. g é o fator de Landé e p é uma
funcao do fator de preenchimento que se escreve como v /27l . Por outro lado, up é o magneton de
Bohr e o potencial de intera¢ao V(r — r’) é o coulombiano. Finalmente a densidade de skyrmions
q(r), pode ser calculada partindo de:

1

g (Oyn x Oym). (4.2)

q(r) =

Por outro lado para obter a agdo correta associada a (4.1), devemos incorporar a condicao de
normalizacdo dos estados n. Isto pode ser evitado realizando uma mudanca de varidveis em que os

campos n ja estao normalizados. Por exemplo, uma mudanga do tipo
n® = sin(O(r, 0)) cos(®(r,H)), nY = sin(O(r, §)) sin(d(r, ), n® = cos(O(r,0)).  (4.3)

A agao correspondente & expressao (4.1), para campos que nao dependem do tempo, se escreve

em termos das novas variaveis como

V[e,0] = / {a’ [(VG))2 —sin?© (V(I))Q] + gupBp(1 — cos @)} dr? +
e? q(r') |9(©,®)
— L\ dr'? b dr® 44
/{2q(T)/|r—r’| oo | [T (44)
onde as barras correspondem ao Jacobiano da transformacao e ¢(r) = sin®/4nr. Como con-

sequéncia imediata, as equacoes

V[@,0]  iV[P,0]

= =0 4.5
0P 00 ’ (4:5)
que geram as solugoes localizadas estaticas, escritas em termos das novas varidveis adotam a forma
in 20 0%, |r — |7
"1v20 — 222 ()2 | - gupBpsin® + e2q(r) / q(r') % dr' = 0, (4.6)
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dr—r'| ', ©

o [sin? OV2 + 5in20 (V) .(VO)] + eq(r) /q(r') 0

‘ dr'? = 0. (4.7)

As equagoes (4.6) e (4.7) nao possuem solugoes analiticas. Porém aquelas encontradas para o
modelo sigma nao linear,
A x(y) . r2—4)?

s e VT Er e (4.8)

sao boas aproximacoes para um A determinado variacionalmente pela competicao entre os termos
de Zeeman e Coulomb'. Com isto estamos descrevendo o 2DEG por um conjunto de skyrmions
nao interagentes, de carga topolégica 1 e tamanho definido A. Evidentemente esta representacao
esta longe de ser completa pois como sabemos o sistema também suporta ondas de spin.
Para introduzir os modos de ondas de spin no problema, calcularemos as flutuagoes do sistema
em torno das solugdes (4.8), que na representacao (4.3) se escrevem como
2 2
B(r,0) = arccos (%) . B(r0) =0 (4.9)

A préoxima secao serd dedicada, precisamente, ao cilculo das flutuacoes.

4.2.1 Expansao Funcional do Potencial

De forma geral um funcional V[aq, as]
Ve, ag] = /U(al, o) d?r (4.10)

pode ser expandido até segunda ordem em torno das fungoes @y, @2 na forma

ou

aai o;
0*U

da;daj

(i — @)

2
View,ag] = V[&1,62]+/d2r2
=1

1 2
+§//d2r'2d2r Z
1,j=1

o (@i — @) (o — @) (4.11)

0,

No nosso caso, @i, @ correspondem as solucoes @, O das relacoes (4.9) e o funcional V possui a
forma (4.4). Entao, substituindo (4.4) e (4.9) na relagao (4.11), teremos que na expressio resultante
o primeiro termo do lado direito da expansao é constante, o segundo é aproximadamente nulo e o
ultimo d4 origem ao problema

00; 00,

M = w? , (4.12)
5P, 5P,

'Ver secéo 3.4
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onde §0; = O;(r,0) — ©;(r,0) e 6®; = ®;(r,0) — ®;(r,0). Por outro lado a matriz M tem a forma:

82V 2V
2
M=| %9 09 : (4.13)
2V 2V

0PoO P2 0.3

Depois de calcular as segundas variacoes, as relacoes anteriores geram a equagao diferencial

para as flutuacoes em torno do campo [¢)
{=a'V2 + U[O, @) }umk(r) = Em(k)umk(r), (4.14)
onde

U], ®] = o cos(20)(V®)? + gupBpcos © + e2q(r) / o) K[O, ®]dr" (4.15)

0 ((I)(r),

o(lr—r'1"",0(")) D

a0 ,0)
a(r,0)

K= (4.16)

Substituindo (4.9) em (4.15) a equacio tipo Schrédinger para as flutuagdes se escreve como

{—V2 + U(r)} U k() = emtm k(T), (4.17)

onde
_ guBB
o2

em = Ep, (4.18)

o1 250/ 2212 2918 BA?

U =5 ~ rravey ~ x(r+ a0

(4.19)

A solugao da equagao independente do tempo (4.17) nos permitird escrever a solu¢ao dinamica

do campo © na forma:

O(r,t) = Y _ ci(t)56;. (4.20)

i

Portanto o problema consiste em resolver a equagao (4.17), que evidentemente nio possui uma
solugao trivial. Felizmente podemos usar a teoria desenvolvida por Pais e Jost usando o método
de Fredholm para as equagoes integrais. Esta teoria é baseada na relacao entre a perturbacgao
estaciondria dos estados do continuo e os desvios de fase provocados pelo potencial perturbador no
problema de espalhamento e permite lidar com problemas que envolvem potenciais complicados.

Neste trabalho usaremos apenas as expressoes que nos permitem calcular os desvios de fase. Uma,

descrigao detalhada sobre o método de Fredholm pode ser encontrada em [49].
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4.2.2 Ondas de Spin no 2DEG

Apesar da forma complexa do potencial (4.19), as solugoes da equagao (4.17) para cada compo-
nente de momento angular m das ondas de spin confinadas em uma regido circular de raio R (com
R muito maior que o alcance do potencial) pode ser escrita como a soma de duas contribuicoes [47]
na forma

im

1 B . )
Uy, X E{H(l) (Emnr)e™ + Z e_Ql‘SmJH‘(ﬁ)(klnr)e”d’}, (4.21)
]

onde Hr(r}’2)(kr) sao as fungoes de Hankel de primeiro e segundo tipo, respectivamente, e d,,; € a
matriz dos desvios de fase que conecta os canais de momento angular m e [. O primeiro termo do
lado direito de (4.21) corresponde a uma onda incidente de simetria cilindrica. No entanto cada
componente do segundo termo representa uma onda cilindrica emergente de momento angular [
com um certo desvio de fase que aparece como resultado da interacao da onda incidente com o
potencial U(r).

Como se pode ver na expressao (4.19), o potencial envolvido nos processos de espalhamento
possui simetria cilindrica e, portanto, d,,; é uma matriz diagonal. Desta forma (4.21) pode ser
escrita como:

B %{H(l) (k) + €29 H) () e (4.22)

Im|
Como ji mencionamos, o método de Fredholm [49] serd usado para o cdlculo dos desvios de

fase para cada componente do momento angular m. Para isso devemos basicamente computar as

relacoes,
A(E'")
E—F

T A(E) cot §(E) = 1 +P / dE, (4.23)
0

onde §(F) é o desvio de fase para a onda de energia E, P significa valor principal de Cauchy, e a

funcao espectral A(F) até segunda ordem possui a forma

dB, | (EHIE) (E|H|E))
E=E\ (B \HIE) (Ei|H|E)

A(E) = —(E|M|E) +/ (4.24)
0

No célculo de A(F) usaremos a base cilindrica gerada pelo problema nao perturbado. Esta base
para R — oo pode ser escrita como

2M

1
?> * T (r)ei™. (4.25)

i) = (
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Devemos ressaltar porém que, devido ao caracter singular de (4.19) para r — 0, todas as compo-
nentes da base escolhida devem anular-se em r» = 0. Esta condicdo é automaticamente satisfeita

pelas funcoes J,,(kr) para m # 0. Entao, substituindo (4.25) em (4.24) teremos

An(#) = I T @) (Ko () + Ko 1 (@) = Ko ) o1 () + T4 ()
— (4m2) "} + 2 T () Ko (), (4.26)
onde
e/l B
ec = h2/§\4ol§ e €, = %. (4.27)

Aqui, usamos o valor de spin stiffness, €?/32v/2xly, do ferromagneto de Hall. Por outro lado, I,,, e
K, sdo as funcoes de Bessel modificadas e z = 2kX. Logo, o desvio de fase para cada componente

de momento angular m é determinado pela relacao

T A (2Ak)
5. = arctan [ —mAEAY) 42
arctan (1 n Ammk)) (4.28)
onde A(2)\k) é usada para denotar a expressao
A
4.2
—p 0/ it {2) e, (4.29)

que devido & forma complicada de (4.26) serd calculada numericamente.

Logo, nosso modelo para o grau de liberdade de spin do ferromagneto de Hall estd composto
por um conjunto de skyrmions cilindricamente simétricos descritos pelas expressoes (4.8) e pelos
modos nao interagentes de ondas de spin caracterizados por (4.22) e (4.26)-(4.29). A freqiiéncias
destes modos tém a forma

Ry | 9iBB

Wimnn = 30 e P (4.30)

onde o momento k,, pode ser determinado pela condicdo de contorno u,,,(kR) = 0. Portanto,

usando a expansao assintética de (4.22) teremos

2n+1  mm Oy
kpn = °R + SRR (4.31)

4.2.3 Acoplamento Skyrmion-Mdagnons

O préximo passo no estudo da dindmica dos QHS é a expansiao do termo cinético da lagrangiana

em termos das coordenadas coletivas que envolvem as solugoes de (4.17). Para escrever em forma
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apropriada a parte cinética da lagrangiana que descreve o campo de skyrmions partiremos de (4.1)
escrita na forma

L= —a/n- (O x O;n) d*r + Vn). (4.32)

A equagdo de movimento gerada pela equagao

t
55 = § / L(t")dt' =0, (4.33)
0

tem a forma

adn =2a/'n x Vn + gpupn x B. (4.34)

Pois, quando o potencial é expandido até segunda ordem em torno das solugoes do modelo sigma
nao linear, a interacao coulombiana nao modifica a energia dos magnons.

As equagoes componentes geradas pela equacido anterior, em termos dos campos © e ¢, podem
ser escritas como:
sin 20 sin @ 9
TS (a2 -

V20 +2cos? O cos @ (VO) - (V(I))} -

—uBsinOsin® = —K {sincbv?@—

K {Sin2G;cos(I>

—Jp [cos ©cos® O —sin O sin ® <I>] (4.35)

in 20 sin ®
—uBsin®cos® = —K {COS@VQG—%(VQ(I))]

K {M(V@)Z + 2cos? Osin® (VO) - (VQ)}

2
—Jp [cos Osin® O +sin O cos d (I)] (4.36)
Jpsin® © +K [sin® OV2® + 25in © cos © (VO) - (VP)] =0 (4.37)

Eliminando agora a varidvel ® no sistema anterior, obtém-se a uma equacao de movimento que

descreve a dinamica do campo ©. Explicitamente,

1 . . _ .
5 O +a’ [V°0 +sin 20(V®)?] - gpupBsin® =0, (4.38)
onde
20/
_ 2@ 4.39
c=— (4.39)

Esta equagao de movimento é gerada pela lagrangiana efetiva,

N\ 2
eff — 2% / (@) d*r —V[©, ], (4.40)
C
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onde

V][O, o] = / {o [V20 —sin? O(VO)?| + gppupB(1 - cos ©) } d?r. (4.41)

A densidade de lagrangiana efetiva obtida para o campo de skyrmions (4.40) possui uma forma
similar aquela densidade de lagrangiana usada para ilustrar o método das coordenadas coletivas, o
que nos permite usar diretamente os resultados da se¢ao 1.4.3. Entdo, denotando por oy(r) o modo
translacional (ou de freqiiéncia nula), a densidade de Lagrangiana efetiva obtida para o campo de
skyrmions pode ser expandida como

o)
O(r,t) =oo(r —R()) + > cmn()nmn(r — R(t)) (4.42)
mn=2
onde 7y, sdo as solucoes de (4.17) numa regido circular de raio R. Substituindo (4.42) em (4.40)
e procedendo de forma andloga que a secao 1.4.3 obtemos a hamiltoniana cldssica que descreve o

sistema. Esta hamiltoniana pode ser escrita como

2 2 00 o0
P? P, 1 Dy yyun D
H = E {2—?” + —nr E Dk,mnpmn + 5 E <6mn,lq + m]nw l]) PmnDiq

k=1 mn,lqg=2 mn,lqg=2
+U({gmn}), (4.43)
onde
M = /(VU0)2dT27 Dk,mn = _/ Z QZq(vkmq)nmndTZa (4'44)
lq=2

e k denota as duas dimensoes espaciais.
Seguindo o procedimento de quantizacao candnica apresentado na se¢ao 1.4.4 podemos escrever

a versdo quantica da expressao (4.43) como

oo

P2 - 2P Z (Gmn,qu\mn%lq + Gmn,lq%lqamn)

mn,lqg=2

1
"= om +

2
1 > L o 1 & .
m ( Z Gmn,qumnﬂ'lq + Gmn,lq”qumn) + = Z 773,171 + V({an})a (4-45)

mn,lqg=2 2 mn=2

onde

Gonn,lg = / Mo (Vg)dr® (4.46)

A hamiltoniana (4.45) pode ser escrita como a soma de dois termos

H==Hr+ Hrg, (4.47)
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que possuem a forma:

1 oo

HI = W f) - Z (Gmn,lqamn?rlq + Gmn,lq%qu\mn) ) (4-48)
mn,lqg=2
1 >
Hr = 5 Z 7?7%171 + V({qmn}) (4'49)
mn=2

Como se pode observar, H; descreve o skyrmion acoplado com o reservatério de méagnons,
enquanto que Hp descreve o comportamento dos magnons livres. Lembrando que até segunda
ordem o potencial é quadritico nas coordenadas generalizadas gm,, Hg possui a forma de um
conjunto de osciladores harmoénicos desacoplados, ou seja,

<1
mn=2

Este tipo de hamiltoniana é muito simples de se tratar quando reescrita na forma de segunda
quantizagao, ou seja,

o
Hr= > hwmnbly,bmn- (4.51)

mn=2
onde b;r,m e by 820 0s operadores de criagao e destruicdo. Podemos, agora, escrever os operadores 7,

e ¢m em termos desses mesmos operadores de criagdo e destrui¢do. Usando as regras de comutagio

bosonicas e levando em conta que Gy gt = —Gygimn, (4.47) se reduz a
N 1 /~ ~ 2 ;
0= (P —Pug) + D hwmnblynbrnn- (4.52)
mn

Na expressao (4.52), Pe f’mg denotam os operadores de momento dos skyrmions e dos magnons

respectivamente. O operador momento para os magnons pode ser escrito na forma

P\mg = Z Dmn,klbinnbkl + Z Cmn,kl (bmnbkl - bInnbLl) ) (453)

mn,kl mn,kl

1 mn
Dmn kl = 5 [\/( Wkl > + \/(w >] Gmn ks (454)
’ 2 Wmn Wkl ’
1
Cmn kl = 7~ ( Skt > - (wmn> Gmn kil (455)
’ 4 Wmn Wkl ’

As relagoes (4.52)-(4.55) sao uma generalizacao para sistemas 2-D das expressoes obtidas em

onde

[40], [41] e [46]. Como se observa em (4.53), o operador momento dos magnons é composto por

duas contribuicoes. O primeiro termo sé acopla excitagoes com k-s diferentes, como pode ser
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demostrado partindo da antisimetria de Gy, por inversao de indices. Este termo ¢é responséavel
pelo espalhamento de baixa energia dos méagnons pelos skyrmions, e como ao mesmo tempo comuta

com o nimero total de magnons,

00
N: Z b;rnnbmna (4'56)

mn=2

nos faz lembrar do problema de espalhamento por um cilindro rigido no espago. Por outro lado,
o segundo termo de (4.53) nao comuta com o nuimero total de magnons no sistema e, portanto,
estd associado & emissdo ou absorcao dos mesmos. Em algumas situacoes especificas, por exem-
plo quando os skyrmions sao submetidos a campos elétricos, esta contribuicao radiativa pode ser
relevante.

Conhecida, entao, a forma em que skyrmions e magnons interagem, estamos em condicoes de
comecar o estudo da dindmica destas excitacoes. Como foi exposto no inicio do capitulo, nosso
principal objetivo é o cdlculo do operador densidade reduzido para o skyrmion, de tal forma que
possamos encontar uma equacao de movimento associada ao seu centro de massa, o que faremos

na proxima segao.

4.3 O Operador Densidade Reduzido Dinadmico

4.3.1 Introducao

Esta secao serd dedicada ao cédlculo do operador densidade reduzido para o skyrmion. Isto
significa que estamos interessados nas propriedades estatisticas quinticas destas excitacdes quando
interagem com um reservatério composto por um campo de médgnons. A idéia chave no cilculo
do operador densidade reduzido do skyrmion é tragar as coordenadas correspondentes ao campo
de magnons. Assumiremos que este campo de mégnons aja apenas como fonte nos processos de
difusdo e relaxacao que sofrem os skyrmions e que esteja a uma temperatura constante. A evolucao

temporal do operador densidade do sistema composto (skyrmions e mégnons) pode ser escrita como

p(t) = exp(~ H1)p(0) exp( - A1) (4.57)

onde p(0) é o operador densidade para t = 0 e H é a himiltoniana que descreve o sistema skyr-
mion+magnons.

A expressao explicita para p(t) na representagao de coordenadas pode ser escrita da seguinte
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forma

(xR [p(t)|yQ) = / / / / d?z'd*y'dR'dQ’ <xR

(KR 50 y'Q) (y'Q [expl(; 10)|¥Q). (4.59)

exp(—%ﬁt)‘ x’R’> X

onde o vetor R = (Ry, Ra,...RN) é o valor da coordenada generalizada ¢; e as coordenadas x e y

estam associadas ao centro de massa do skyrmion. Também se fez uso da relagdo de completeza
/ / d*z'dR' |x'R') (xX'R'| = 1. (4.59)

Na expressao (4.58) estao presentes dois elementos de matriz que correspondem exatamente aos

propagadores de Feynman [78], que sao

<XR
<y'Q'

Fazendo uso desta nova notacao, (4.58) se transforma em

exp(—%ﬁt)‘ x'R'> = K(x,R,t;x'R/), (4.60)

eXp(%ﬁt)‘ YQ> =K*(y,Q,t;y'Q’). (4.61)

GRIGWIYQ) = [ [ [ [y iR (KR 50)]y'Q) %
K(x R, t;:xXR)K*(y,Q,t;y' Q). (4.62)

Podemos, entdo, calcular o operador densidade reduzido do skyrmion, p(x,y,t), tomando o

traco de (4.62) respeito as varidveis do reservatério, ou seja,
px,y.1) = [ dR (xR [a(0)] yR) (4.63)
p(x,y,t) = / e / d*z'd*y'dR'dQ'dR (x'R/ |p(0)| y' Q') x
K(x,R,t;xR)K"(y,R, t;y' Q). (4.64)

E possivel fazer agora uma hipétese simplificadora em (4.64) [79]. Vamos supor que o operador

densidade inicial do sistema composto (skyrmions e magnons)

(x'R'p(0)|y'Q’) = p(x',R,y', Q',0), (4.65)

possa ser fatorado da forma

ﬁ(xl, RI’ y” Q,’ 0) = ﬁs(x,’ y,’ O)ﬁr (RI’ Q,’ 0)’ (4'66)
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onde ps e p, sao, respetivamente, os operadores do sistema e do reservatorio quando isolados.
Isto significa assumir que no instante inicial (¢ = 0) ndo existe interacdo entre o skyrmion e o
reservatério. Claramente esta ndao é a unica escolha possivel. Por exemplo, uma outra condicao
inicial foi proposta em [80] no estudo do movimento browniano quantico de uma particula livre.

Substituindo (4.66) em (4.64) podemos escrever o operador densidade reduzido

Py, 1) = / / 22’y T (x,y, 1%, ¥, 0)5s(x, ¥, 0) (4.67)

onde

T(x,y,6x,y,0) = / / / dR'dQ'dRp, (R, Q',0) x
KR, t;xXR)K*(y,R,t;y'Q’) (4.68)

é conhecido como o superpropagador do sistema e rege a evolucdo temporal de p(x,y, ).

Nos resta entao o cdlculo dos propagadores que aparecem na expressao anterior. A obtencao
de uma expressao explicita para eles se d4 quando passamos a representacao dos estados coeren-
tes (ver Apéndice D). Em seguida mostraremos como é possivel calcular os propagadores nesta

representagao.

4.3.2 Superpropagador na Representacao dos Estados Coerentes

Partindo da hamiltoniana que descreve o sistema de skyrmions e magnons em termos de ope-
radores criacdo e destrui¢do, podemos escrever o superpropagador (4.68) em termos dos estados

coerentes®. Para isso partiremos da forma explicita do mesmo na representacio de coordenadas
Ty tx,y,0) = [ [ [dRaQiRs ®, Q0 x

xK(x, R, t;x'R)K*(y,R, t;y'Q’), (4.69)
que na representacao de estados coerentes se transforma em

da [dB [~ H

tx v :/_/_/_ ity (3N
J(x,y,t:x,y',0) — | | - (xalexp(=it)[x'a") x
pr(B%7) (Y explizt) [ya’) (4.70)

onde

pr(B*,7) = (X'B| or |¥'Y) (4.71)

2Ver Apéndice D
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e os propagadores em termos dos estados coerentes adotam a forma

~

H
K(x,a,t;x'd') = (xa exp(—i%t) Ix'a). (4.72)

O calculo explicito do propagador (4.72) (que aparece no Apéndice E) nos permite escrever

K(x,a,t;x'a’) como

X
K(x,a,t;x'd) = exp{— }/exp( )Dx X
X

a* i
/ exp (@ (0)a + a*a(#)) exp (%51 I, a]> D, (4.73)
onde
[ ()
So [x] = / Mt (4.74)
0
/ { — Z Ay Cmin, — Qi O — Z Fiwmn 0 Cmn
+hMx - Z D ki O, el
mn,kl
FEM% - > Crp et (Qmnars + i y) +dt', (4.75)
mn,kl
(]

da 2 | M / 2
— =D d“z; =D .
]1—[1/ ™ @ ]1—[1 27hie T X’ (4.76)

Usando as expressoes anteriores obtemos finalmente a forma do superpropagador em termos

e

2a/DQq/x (4.77)
0

dos estados coerentes como:

2|

Jx,y,t;x',y',0) /Dx/Dyexph [So[x] — Soly /

o
T
pm(ﬁ*,v)exp{—lal - B }B/

eXP% {Sz[x, a) + %a*(ﬂ)a +a*a(t) — Sily, 7] +v(0)a™ + aW’*(t)] :

A expressao anterior nos permite introduzir o ja conhecido funcional de influéncia [78]

Fx,y] /d2 /dZB/dZ (B exp{ " QSQ}ZDQQJDQVX

exp 1 [Sibxa] = Silya] + 0" O)a +a'alt) + 9O + 0y ()], (478)
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e, finalmente, escrever o superpropagador em forma compacta como:

!

Jx,y,t;x',y',0) = /Dx/Dy exp% [Solx] — So[y]] F[x,¥]- (4.79)
x y'

Em seguida veremos como F pode ser tratado adequadamente dentro do formalismo de integrais

de Feynman.

4.4 Funcional de Influéncia

4.4.1 Aproximacao de Fase Estacionaria

Nesta secao mostraremos como é possivel calcular as integrais que aparecem no funcional de
influéncia explorando a forma quadritica da hamiltoniana de interacio skyrmions-mégnons (E.27).

Para isto investiguemos primeiramente o termo da expressao (4.78)

a* .
Do = / expla” (0)a + a"a(t)] exp  [SiBx, o] Do, (4.80)
g
que explicitamente escreveremos como
o
Tye = / exp [a*(0)a + a*a(f)] x (4.81)
g

t
1 1 . o
* *
exp 3 [/{ 3 Z G Qo — Qi O — Z hwWmn Qo Cmn
0 mn

mn

+hM x - Z D k1 O Okl

mn,kl

+hM x - Z Cmn,kl(amnakl + a;knna;;l) }dtl] D .

mn,kl
Para calcular a integral no tempo usaremos o método da fase estaciondria [70]. Para isto

expandiremos «(t) em torno das solucgoes clssicas (a.(t)) das equacoes de movimento geradas a

partir de
B S5, s
que sao
O +iWmnOmn — M X Y Doy g0ty + 2Cmn gy = 0, (4.83)

kl
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Qo —iWmnQyy + M X Y Dy gty + 2C g = 0. (4.84)
kl

Entao, substituindo

at) = ad(t) + A(t), (4.85)

em St e usando as equagoes de movimento (4.83) e (4.84) a expressao para (E.27) se reduz a

t
i )
S[[X, a. + A] = S[[X, Olc] + / % (A* A - AT A) +hMx Z Dmn,klA;knnAkl
0 mn,kl
+Cmn,kl(AmnAkl + A:nn ZZ) —h Z wmnA;knnAmn} dt,’ (4‘86)

ou em forma compacta

Srlz,ac + Al = Stz ac] + f(t). (4.87)

Entao, usando este resultado, (4.80) pode ser escrita como

a*

Txo = / exp [a"(0)a + o (ac(t) + A)] exp h(Sf[x ac] + f(8))D?a, (4.88)
B

onde a*(0) e «a sao constantes. A expressao anterior pode ser reescrita introduzindo uma constante
de normalizacao dependente do tempo, ou seja

*

[0}

Ixa = Ctt) [exp o are(t)] {exp%Sl[x, ac]} ﬁ/Z)Qa, (4.89)
Fxa = Ctt) exp — ! (Sl[x, ac]) exp o a.(t) (4.90)

Procedendo de forma similar para a outra integral temporal que aparece em (4.78), podemos

escrever o funcional influéncia como

[ [ Y o enp i - Syl x

exp { () +zto) — lof? - L 111 (491)

Podemos ainda fazer uso das equagoes de movimento (4.83) e (4.84) em S; de forma tal que

Flx,y] /d2 /d?f}/d2 ) x
El

exp {~ o’ —7—%+a ac(>+w:;(t>}. (4.92)
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Neste ponto, resta-nos somente o calculo da forma explicita de p, em termos dos estados
coerentes antes de tentarmos calcular as integrais envolvidas no funcional de influéncia. A forma

explicita de p,,(8*,) é calculada no Apéndice F, e pode ser escrita como

2 2
exp { B Yonn €xp(— Bheoyy) — Lmpl — ma L

m(85,7) = 11 - . (4.93)

mn T—exp(—Bhwmn)

Com este resultado o funcional de influéncia se reduz a

R L L e R

exp {a’ae(t) +yye(t H exp {ﬁmnvmn exp(—phwmn)} , (4.94)

mn
onde Z é dada por (F.11). Sendo os estados coerentes apenas niimeros complexos, as integrais que
aparecem, mesmo nao sendo triviais, podem ser tratadas adequadamente lembrando sempre que a

expressao (4.94) foi obtida usando a aproximagcao de fase estaciondria.

4.4.2 Integracao do Funcional de Influéncia

Esta secao trata da obtencao de uma expressao final para o funcional de influéncia obtida em

termos dos estados coerentes. Inicialmente, vamos estudar separadamente a forma do termo

exp {a"a.(t) +y7e(f)} (4.95)

quando se usam as solucoes das equacgoes de movimento obtidas no Apéndice G. Como foi demons-

trado as solucoes podem ser escritas em forma genérica como

amn(T) = almn + Z Wmn,kl(T)a;gl (496)
mn#kl
*
amn( = amn + Z ( n kl akl) (497)
mn#Zkl
Entao, teremos que
€xXp {a*ac(t)} = exp { Z [5mn,kl + I/-/I7mn,kl[x]] afnnﬁkl} (498)
mn,kl

exp {77: (t)} = exp {Z [5mn,kl + Wmn,kl[y]] amn'}’;l} . (499)

nm
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Usando estas expressoes o funcional de influéncia se escreve como

Flx,y] = Z/d2 /dQﬁ/—exp |a|2—|5|2—|7|2} X

exp { > [6mn,kl + Wmn,kl[x]] a:rmﬁkl} X
mn,kl

p{ Z [6mn,kl + I//an,kl[y']:| amn'}/l:l} X
mn,kl

IT exp {Brnvmn exp(—Bhwmn)} - (4.100)

mn

E conveniente fazermos as substituicoes

Tral¥] =3 [Omn bt + Wonnalx]] e, (4.101)
kl

Jmn [Y] = Z [5mn,kl + Wmn,kl[}’]] Akl (4.102)
kl

que nos permite escrever F|[x,y| como

IR Ly ey e L R

H exp (exp(—Bhwmn) By Ymn + Jn[X]Bmn + Jmn[y]vn) (4.103)

Na expressao (4.103) é possivel estudar separadamente o termo

2
25 = / [Texp (exp(—ﬁEWmn)B;nvmn + I 1] Brmn — | Bmnl ) d ﬁ (4.104)

que, ao escrevermos [, em funcao das partes real e imagindria (5,,, = = + iy), se transforma em

- %gb / exp {— |JU|2 + (J% 1] + exp(—Bhwmn ) Ymn) x} dr x

o0

[ exp {= Iyl = (i) = exD(=Bhtn) o) )} (4.105)

—00

Sabendo que

o0

b2
/ exp (—ax2 + bar) de = \/Eexp —, (4.106)
a 4a
—0o0
obtemos
Eg = [ [ exp (Ymn T [X] exp(—Bliwwmn)) , (4.107)

mn
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0 que nos permite escrever F[x,y| como

d? d?
Flol = 5 [ 2 [ ZLexp{-laf ~ ]’} x
TLexp (alyl + exp(~Bhen) T3 xl) (1.108)

Escrevendo agora 7 em func¢io de suas partes real e imaginéria (7 = z +1iy) e usando novamente

(4.106) o funcional de influéncia se transforma em

2
Flxy) = o [[ e (= lamnl? + T W [y exp(~Bioma)) = (4.109)

Para completar o nosso cdlculo devemos substituir (4.101) e (4.102) na expressdao anterior, de

onde se obtém

™

1 N d*a
F[XaY] = E/exp (_ Z amann,klakl) s (4110)

mn,kl
onde,
Myja = 1= (1+ WD (1+WiK])] (4.111)
Wonntly] = Witmn[¥], Wi aX] = WitmnlXl,  Din = exp(=Bhwmn).  (4.112)
Por outro lado, sabe-se [85] que
" d’a 1
/exp — Z amann,klakl T = [det an,kl] , (4.113)
mn,kl
0 que nos permite reduzir o funcional de influéncia (4.110) a
1 )
Filx,y] = 7 [det M] . (4.114)
Podemos avancar ainda mais na simplificacao desta expressao notando que
det M = exp (T'rIn My 1) - (4.115)
Explicitamente,
.- (-p° t a
det M =exp{ 3 - W+me@+whmm : (4.116)
a=1mn i
ou ainda escrevendo
[+ wly) D (1+Wix])|" =D+, (4.117)

onde

T = Wly] + Wix] + W[y]WT'[x], (4.118)
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teremos

det M = exp {Tri %(D(l—i—f‘))a}. (4.119)
a=1

Portanto, usando a expressao para a expansao da fungao logaritmo, teremos que
det M =expTrin(1—-D(1+7T)) =det(1-D(1+71)) (4.120)

Ao substituirmos esta expressao em (4.114) e escrevermos a funcao de partigao (F.11)em termos
de D, o funcional de influéncia pode ser escrito em forma compacta como

det(1 — D)

Flx,y] = . 4.121
xY = A pa+) (4.121)
Escrevendo ainda a expressao anterior na forma
1
Fix,y] = , (4.122)
det (1 - :Z5T)
e possivel introduzir o niimero médio de particulas no estado mn, pois
D — 1
—— =Ny = . 4.123
1-D " exp(Bhwmn) — 1 ( )
Desta forma conseguimos escrever o funcional de influéncia em forma compacta como
1
Flx,y] = — : (4.124)
det (1 = Ny ki)
onde
Tonnet = Wonn it [Y] + W, K]+ Wonn i [yIW i [x]. (4.125)

As expressoes explicitas das matrices W,y 11 se obtém partindo das equagdes integrais (ver

Apéndice G)

T T

Wi iabe(r)] = [ Win lxedr' + [ 3 Wit e IW (s (4.126)
t ) ij#mn

Wonnly ( / 0 ly(dr + / S WO, ly ()Wl (7)) (4.127)
ijEmn

Podemos simplicar o cdlculo do funcional de influéncia tomando apenas os primeiros termos da,
série que se obtém ao desenvolver a expressao (4.124). Esta aproximacdo concorda com o fato de
estarmos lidando com baixas energias, esperando que os primeiros termos da série sejam suficientes

para captar a esséncia do fendmeno do decaimento no movimento do skyrmion. Portanto,

— 1 /— 2
7,31 = o5 {Tr (WL + 5 (NonnLnsr) +-++) | (4.128)



A Dinamica dos Skyrmions 98

que usando a defini¢ao (4.125) se escreve como

Fx,y] ~ exp (Z Nonlmnmn + = Z ”an,ijrij,mn) : (4.129)

mn \iJ

Neste ponto, levado em conta que estamos envolvidos com processos de baixas energias, podemos
escrever solucoes aproximadas para (4.126) e (4.127) usando o método iterativo até primeira ordem.

Desta forma

Wonm il /Wto Jar’ +Z//Wr€?n i1* WZ‘)M[ x(r)dr" dr’ + -+ (4.130)

W iy ]—/ 0 () +Z// 0 Y EIWE Gy (Fdr"dr 4 (4.131)

Usando entao as definigoes (ver Apéndice G)

Wit (7) = i% (D pre ™ @H=9mm)™ 429G, el Homn)T) (4.132)
Wrtr(z)n kl( 7) = i% (Dmn,kle_i(wkl_wmn)(T_tO) + QCmnyklei(Wkl+0Jmn)(7’—t0)) : (4.133)

m (4.130) e (4.131), o funcional de influéncia (4.129) depois de alguma &lgebra se transforma

finalmente em

Flx,y] = e (@' TV (@YD), (4.134)

Na expressao anterior usamos as seguintes definicoes,

_ / dt' / dt” i; () + ¥, (t’)} TR (' —t") [:'cj (t")— ¥, (t”)} } (4.135)
0

t t 2

ol — / ' / at" S { i (¢)+ 3; (O] DL — ) [i ()= 9 ()]}, (4.136)
0 0 5=l
. / ' / S [ (AR — 1) iy ()= & (AT~ ¢) 95 (1] (4.137)
0 0 hj=1

t
_ / it / dt” b (E)AL( ) 3y (#)+ & ()AL — ) 35 ()] (4.138)
0
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Em (4.135)-(4.138) (x1,z2) e (y1,y2) descrevem a posicao do centro de massa do skyrmion em
instantes diferentes. Por outro lado, I'; j e A; ; sdo matrizes 2 x 2 que envolvem as componentes

do vetor Gy, i introduzido em (4.46). Explicitamente

= 3 ot Nt )@ R g k) cos(wp — wn )t (4.139)

Nym — N + wp)? ,
e = 3 e = T L, by sinina — )t (4.140)
mn,kl mn
N N 2N,.,N — 2
afy(p) = 5 Bt et B Moo = 9P g, ) costion + )t (4141)
mn,kl mn

AI (t) _ Z (Nmn + Nkl + 2Nmnwkl)(wmn — Wkl

)2
YWl M j(mn, kL) cos(wit + wpmn)t,  (4.142)

1
[ 1Emar 0 w13)
Y 0 |G(2) |2 . .
mn,kl

. (1D),(2) o~ . . .
Aqui anzl (kl) sao as componentes do vetor G,y 4. Desta forma concluimos o cdlculo do funcional de
influéncia, o que nos permite entao escrever uma acao efetiva para o skyrmion e estudar a equagao

de movimento efetiva que o caracteriza, o que passaremos a fazer a seguir.

4.5 Dinamica do Skyrmion

4.5.1 Equagao de Movimento

Nesta secao estudaremos a dinadmica do skyrmion e como ela é influenciada pela temperatura.
Para comegar substituimos (4.134) em (4.79), e desta forma o superpropagador para o skyrmion

pode ser escrito como

X y
J = / Dx / Dyl Syl Hh(@H ) (4.144)
xl yl
onde
S[x,y] = So[x] — Soly] + (@' + ¥'). (4.145)

A expressao anterior nao é mais que a acdo reduzida para os skyrmions depois de tracar as
coordenadas dos magnons. Esta a¢ao contém a informagao da interagdo skyrmion-magnon e, por-

tanto, a equagao de movimento gerada pela mesma deverd descrever o movimento efetivo do centro
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de massa do skyrmion em funcao de pardmetros que caracterizam o meio. Antes de analisar o
movimento efetivo que descreve o skyrmion, é conveniente escrever (4.145) em termos de um novo
conjunto de varidveis, R = (x +y)/2 er = (x —y). As equagdes de movimento associadas & agio

S[R,r| podem ser escritas como

t
Ri (t)+ / vt — ) Ry (t')dt' =0, (4.146)
0
t
ri (t) - / Yij(t =) 7y (¢")dt =0, (4.147)
0

onde introduzimos a matriz de decaimento, v; ;(t —t'), que em geral descreve a forma que possui a
mobilidade dos sélitons em 2-D. Em termos das expressoes (4.140), (C.10) e (4.143) a matriz v; ; é

dada pela relacao
_2hd

ity = LR ey AT (o
it —t') = Mdt{f‘w(t )+ ale-1)}. (4.148)

As equagoes de movimento (4.146) e (4.147) sao uma generalizagao daquelas que caracterizam
a dindmica de um séliton em 1-D e que correspondem ao movimento Browniano quéntico [10]. As
diferencas fundamentais sao que o tratamento até aqui apresentado permite o estudo de excitagoes
topoldgicas em 2-D e ao mesmo tempo inclui a possibilidade da emisao ou absor¢ao de mesons
(mégnons no nosso caso) pelo séliton (skyrmion). Por outro lado, como em [10], a parte real do

exponente em (4.145) estd associada & matriz de difusao

d2
D;;(t) = hW(Ff} +Af), (4.149)

que pode ser calculada seguindo a idéia que apresentaremos em seguida para o cdlculo da matriz
de decaimento.

Voltando ao anélise de (4.148), é conveniente escrever ; j(t — t') como a soma de dois termos,
Vit —t') =5 =)+t — 1), (4.150)

onde

ﬂ Z (Nmn - Nkl)(wmn + wkl)2(wkl ~ Wmn) %
M

E
’y. .
b 2Wimn Wl

mn,kl

M, j(mmn, kl) cos [(wi — wmn) (E — )], (4.151)
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€
2h N Ny + 2N, N
')’ZI,J _ M ( mn + N+ mn kl)Miyj(m’rL, k‘l) %
mmkl WmnWkl
(Winn — Wit)? (Wh1 + Winn) €08 [(Wit + wimn) (= 1)] . (4.152)

Como podemos ver em (4.46) e (4.143) a matriz M, ; envolve esencialmente os elementos de
matriz do operador momento entre dois estados de onda de spin ferromagnéticas dadas pela ex-
pressao (4.22). Portanto, em analogia com a funcdo espectral introduzida em [46] definiremos a
matriz 2 x 2 funcao de espalhamento, S; j, como

Siyj(w,w') = Z M; j(mn, kl)d(w — Winn ) O (W' — wiy). (4.153)

mn,kl

A definicdo anterior nos permite reescrever as contribuigoes 'yif ;e 'yiEj presentes na funcao de
) )

decaimento como

VE() = —@ /dw/de,wa)( (w) — V(') x

(w—i—w)(w w)

cos(w' — w)t, (4.154)

que como veremos adiante envolve somente processos de espalhamento elastico,

i) = M /dw/d' i (@, @) (W — ) (W Fw)

ww'

[N(w) + N(w') + 2N (w)N ()] cos(w + w')t, (4.155)

que esta relacionada com os processos de absorcao e emissao de mégnons quando levamos em
consideragao transicoes entre estados com diferentes energias. Portanto, nos referiremos a esta
contribui¢do como ineldstica. Convém destacar também que em (4.154) e (4.155), ©(t) assegura o
principio de causalidade.

Neste ponto, sé nos resta o calculo explicito das contribuicbes que compoem a matriz de decai-
mento para o caso especifico dos skyrmions, pois os resultados obtidos até aqui sao validos sempre

que se estuda a dinamica de um sdéliton em 2 dimensoes espaciais.

4.5.2 A Matriz de Decaimento

Em primeiro lugar analisaremos a contribuicao 'yi{ j(t) ao movimento dissipativo do skyrmion.

Da expressao (4.155) vemos que para tempos longos o termo cos(w’ + w)t oscila rapidamente,
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dando uma contribui¢ao nula para a matriz de decaimento. Isto acontece a menos que w’ + w seja
practicamente nula, o que ocorre a0 mesmo tempo que o fator (w—w')? faz com que esta contribuicio
possa ser desprezada. Portanto, até primeira ordem na solucio de (4.127), a contribuicao ineldstica
’yi{ ;(t) pode ser desprezada.

Por outro lado, a andlise de (4.154) simplifica-se se mudamos as varidveis de freqiiéncia w e w’
para ¢ = (W' + w)/2 e n = (W' — w). Desta forma

N(p+n/2) = N(p —n/2)
n

W) = 3200) [ do [ dnsiste,n 5 om) cos(at). (4156)
0 —00

onde

s0+n/2+<p—77/2
©—n/2 @+n/2

Como em (4.155), a expressao (4.156) se anula para tempos longos devido as rapidas oscilagoes

flo,m) =2+ (4.157)

do termo cos(nt) a menos que 7 seja préximo de zero. Neste caso, f(p,n) pode ser tomado como

constante e

N(p+n/2) = N(p—n/2) _ IN(p)

- 5 (4.158)
Portanto, na aproximacao de tempo longo, (4.156) adota a forma
fym = —G) /d(p / dnA; (¢ ( ) cos(nt), (4.159)
onde introduzimos a funcao A; ;(¢) definida como
A;j(p) = Jim 1555, mn’. (4.160)
Agora, usando (4.123) e integrando (4.159) em dn teremos que
VB () =7, (1)), (4.161)

onde %; ; (T') é a matriz de decaimento dependente da temperatura que caracteriza a mobilidade

dos sélitons em 2-D e se escreve como

i (T (4.162)

T eBlopnBthyp) B
/ 1 — eflons B+he))2 i.j(p)dep,
0

e 0(t) é a funcao delta de Dirac. Como é usual, nos referiremos & contribuicao (4.161) como Mar-
koviana, pois possui memoria instantanea, ou seja, nao depende do movimento prévio da particula.

Com o objetivo de computar a expressao (4.161) devemos calcular a funcao de espalhamento



103

A Dinamica dos Skyrmions

10.0 |
1
I
1
1
1
1
1
8.0 - I 7
| s 10711
A x 10™°
' X 1079
I
6.0 | 'I 7
1
o 1
ey i
- ‘
SN— !
= :
40 - i 7
1
1
1
1
1
/l
20+ |
I
1
!
) .
i
!
7
0.4 0.6 0.8 1.0

0.2
kT (meV)

Figura 4.1: Coeficiente de decaimento em funcao da temperatura para valores diferentes do fator

de Landé. A linha sélida corresponde ao caso em que g = 0.25, as linha descontinua e pontilhada

aos casos em que g = 0.025 e g = 0.0025 respectivamente.

Sii(¢,m). Para isso o primeiro passo serd obter uma expressao analitica para S;;(w,w’) para

posteriormente passar as novas variaveis ,n e assim tomar o limite (4.160). Seguindo esta idéia,

no Apéndice H se mostra que
TM\? 9
Aii(p) = (=) G0y (4.163)
onde
o0
G(p) =2 Z Sin2(5m+1 — 0m), (4.164)
m=1

e os desvios de fase ¢, para cada componente do momento angular m sdo também funcgoes de .

Portanto, a matriz de decaimento (4.162) pode ser escrita como
2 ® 2_pBhe

SmM) sous B ol VGl0) (4.165)

(eBlopnsB+hy) _ 1)2

’Yii:< 7
0

Para obter a dependéncia explicita da expressao anterior com a temperatura devemos calcular

numericamente as integrais que definem os desvios de fase (4.26)-(4.29). Isto foi feito para um

campo magnético externo B = 97T e para trés valores diferentes do fator de Landé (g) (ou tamanho
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do skyrmion). O resultado obtido aparece na Figura 4.1 para qualquer valor de temperatura em
unidades de vy = w2h?/32M?)\*. Nas trés situacdes apresentadas, devido ao pequeno valor da
energia de Zeeman (0.13 meV, 0.013 meV e 0.0013 meV) os estados de mdgnons sdo excitados,
mesmo a baixas temperaturas, provocando que a constante de decaimento seja sempre finita. Por
outro lado se observa que para temperaturas muito altas, o valor da constante de decaimento
cresce linearmente. Este resultado como ja vimos no estudo da parede de Bloch pode ser obtido

diretamente da expressao (4.165)

M7 L
T = 13 0/ Gl | - (4.166)

que é linear em T' independente da forma especifica de G(y).

4.6 Conclusoes

Como foi demonstrado, o uso do método das coordenadas coletivas da teoria quantica de cam-
pos nos permite obter uma descricdo da mobilidade do skyrmion em funcao da temperatura. A
formulagao geral para sistemas bidimensionais apresentada mostrou que na aproximacao de tempo
longo somente os termos eldsticos, na interacao da excitacao com as flutuagoes do meio sao de
interesse.

Por outro lado demonstrou-se que a mobilidade do skyrmion para altas temperaturas é linear e
que para as temperaturas baixas (mas ainda acima da energia de Zeeman) se comporta como T,
onde « e um coeficiente que depende do fator de Landé.

Apesar de ter estudado explicitamente o problema da dindmica dos QHS, a descricao utilizada
para este caso particular pode ser usada para sistemas bidimensionais em geral e, portanto, para
qualquer generalizacdo ou extensao do modelo sigma nao linear.

Para avaliar a relevancia que os nossos resultados possam ter do ponto de vista experimental
propomos uma experiéncia que seja influenciada pela dindmica dos QHS. A este tema dedicaremos

o proximo capitulo.



Capitulo 5

Dinamica dos Skyrmions e

Espalhamento de Neutrons

Neste capitulo se estudard a influéncia da dinamica dos QHS na experiéncia de espalhamento
de neutrons. Mostraremos ainda como cardter dissipativo do seu movimento afeta os resultados

gerais.

5.1 Introducao

Como foi demonstrado nos capitulos anteriores, a dindmica do skyrmion é similar & de uma
particula Browniana com um fator de decaimento dependente da temperatura e meméria puramente
local, ou instantanea. Porém, para verificar se estas previsoes tedricas tém alguma influéncia do
ponto de vista pratico, se faz imprescindivel propor uma experiéncia capaz de determinar o tipo de
lei de movimento que rege a dindmica destas excitacoes e assim verificar a validade da nossa teoria.

Para o estudo da dindmica do skyrmion no sistema de Hall foi usado um modelo em que o 2DEG,
para T # 0, era composto fundamentalmente por dois tipos de excitagoes de naturezas diferentes.
Por um lado as excitacoes localizadas, de origem puramente topoldgica, nao interagentes entre si e
conhecidas como skyrmions ou texturas carregadas de spin (CST). Por outro, as ondas de spin ou
magnons, que sao excitacoes completamente deslocalizadas, sem interacao entre si e acopladas com
as CST via transferéncia de momentum. Este modelo lembra em certa medida, o de uma particula
de massa considerdavel submersa em um liquido (particula Browniana). Esta analogia sugere o uso

de uma técnica experimental capaz de detectar a difusdo de uma particula, ou quasi-particula, em

105
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um meio. Nestas situacoes, uma das técnicas usadas com sucesso é o espalhamento de neutrons.
A técnica de espalhamento de neutrons tornou possivel o estudo de diversos fenémenos, que vao
desde a difusdo de hidrogénio em metais, até as excitacdes elementares no estado liquido do 3He,
4He e misturas de ambos.

Como é conhecido, os neutrons sio particulas de massa 1.675 x 10727 Kg que nio possuem
carga elétrica, tém spin 1/2 e momento magnético igual -1.913 vezes 0 momentum magnético do
nicleo. Os neutrons sio geralmente obtidos por um processo de fissio nuclear do ?**U enriquecido.
Este processo realiza-se em um reator nuclear de onde inicialmente se obtém neutrons de altas
energias. Estes neutrons primérios sao posteriormente ‘freiados’ ao passarem por meios diferentes,
ou materiais moderadores, até atingir a energia necessaria para a realizacao dos experimentos.
Usualmente nas experiéncias de fisica da matéria condensada, usam-se neutrons térmicos, ou seja,
neutrons em equilibrio térmico com o material moderador que acha-se a uma temperartura préxima
da ambiente. Os neutrons térmicos possuem um espectro de Maxwell-Boltzman com um méximo
em torno de 25meV e um comprimento de onda de aproximadamente 1.8A.

A técnica de espalhamento consiste basicamente em fazer incidir sobre o sistema em estudo
um feixe de neutrons previamente caraterizado. Apéds a interacao feixe-sistema, é possivel obter,
usando um detector, a distribui¢ao dos neutrons emergentes em fungao da energia e do momento.
Como veremos mais adiante, esta funcdo de distribuicao carrega informacoes da estrutura interna
e das propriedades dindmicas do sistema.

A proposta da técnica de espalhamento, para determinar experimentalmente o tipo de dinamica,
que possuem os skyrmions, estd intimamente ligada a certas propriedades intrinsecas dos neutrons e
da sua interacao com a matéria. Como vantagens desta escolha podemos citar a auséncia de carga
elétrica e o momento magnético nao nulo. Estas caracteristicas determinam basicamente que a
interacio entre os materiais magnéticos e os neutrons seja de carater magnético. Ao mesmo tempo,
o comprimento de onda dos neutrons pode ser facilmente varidvel, dependendo das carateristicas do
material moderador, o que permite escolher as excitagoes que serao reveladas durante a experiéncia.
Este conjunto de propriedades tornaram possivel o estudo de estruturas e de excitagoes de natureza
magnética como, por exemplo, o espectro de magnons em certos materiais magnéticos [81] e a
caraterizacao de dominios magnéticos [82]. Por outro lado, os neutrons sao pouco absorvidos pela
matéria, o que possibilita a realizacao de experiéncias, mesmo com amostras de volume consideravel.

Outro ponto importante é o fato da energia do feixe de neutrons poder ser sintonizada entre 1 e
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50 meV, pois é justamente neste intervalo de energias que aparecem as excitagoes elementares nos
solidos e liquidos. Esta carateristica possibilita adequar o comprimento de onda dos neutrons ao
comprimento ou tamanho das excitagoes sob estudo. No nosso caso, os skyrmions sdo excitagoes
com um tamanho maior que GOA(para um campo magnético de 97") e, portanto, com neutrons de
aproximadamente 1meV, com comprimento de onda de 9A, a estrutura da rede atomica nio sers
revelada, porém as excitagoes topoldgicas sim. Por tltimo, a natureza fraca da interacdo entre os
neutrons térmicos e a matéria, permite o estudo tedrico do problema do espalhamento usando a
série de Born até primeira ordem. Este fato simplifica de forma notavel a obtencao da secao de
choque diferencial tedrica e, portanto, a interpretacao dos resultados experimentais.

Esclarecidos os pontos fundamentais que nos levam a propor o espalhamento de neutrons com o
intuito de verificar a dindmica dos QHS no 2DEG passamos em seguida a apresentar a formulagao

do problema em termos da funcdo de correlagao.

5.2 Espalhamento de Neutrons e Funcoes de Correlacao

Suponha um sistema A submetido & interacao com um feixe de particulas (neutrons no nosso
caso) como aparece na figura 1. Inicialmente as particulas acham-se suficientemente afastadas
de A de forma tal que o sistema composto é nao interagente e portanto pode ser descrito pelo
produto direto |¢;) ® |k;m;) onde, k; denota o momentum do estado dos neutrons, m; a projecao
do spin na dire¢do z e v; corresponde ao estado de A antes da colisdo. Depois da colisdo feixe-
amostra os neutrons emergentes podem ter energia igual ou diferente que os incidentes. Estas
duas situacoes correspondem ao espalhamento elastico ou inelastico, respectivamente, e podem ser
estudadas separadamente com o simples ajuste do detector.

Para o estudo tedrico da experiéncia de espalhamento, vamos supor que a interacao entre o

feixe de neutrons e o sistema A possa ser escrita como
H; = /K(R — 1) - S(r)dr?, (5.1)

onde r e R denotam as posi¢oes dentro do sistema A e das particulas do feixe de neutrons respec-
tivamente, A é o operador de spin dos neutrons e S é o operador densidade de spin dos skyrmions.
Como foi apontado inicialmente, a interacao neutron-sistema é fraca e portanto a probabilidade

de transicio entre dois estados, que chamaremos inicial (7) e final (f), pode ser calculada usando a
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Figura 5.1: Representacdo grafica geral de uma experiéncia de espalhamento. O momento transfe-

rido para o sistema ¢ simplesmente q=k;-k;.

regra de ouro de Fermi, ou seja

2

= HNPO(EF = B, (5.2)

,Pi%f =

onde Efz’;) sao as energias inicial e final do sistema composto. Como foi dito anteriormente a
experiéncia é montada de forma que nos estados inicial e final, o feixe de neutrons acha-se suficien-
temente afastado do sistema A. Entdo, o elemento de matriz (i|H;|f) que aparece na expressio

anterior pode ser calculado como

(i1961£) = [ imnil A(R = r)ligmy) - (Sl (53)

Usando o fato da auséncia de interagao feixe-sistema nos estados inicial e final podemos assumir,
com boa aproximacao, que os estados |k; r) sdo ondas planas. Logo, a expressao (5.3) pode ser

escrita como
(ilf) = [dr® [ ke m AR = nlm) - @ISl (54)

onde q=k;-k; ¢ o momentum transferido para a amostra. Para simplificar os calculos vamos
considerar que o feixe incidente de neutrons esteja polarizado, de forma que o momento magnético

dos mesmos encontre-se na direcao z. Entao a expressao anterior pode ser escrita em funcao da
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transformada de Fourier do elemento de matriz A(R — r) = (m;|A(R — r)|m ) na forma

(rils) = [drt [ dEe A WIS ()y), (55)
onde
_ / dR3e 1B\ (R — 7). (5.6)

Por outro lado, as energias inicial e final do sistema composto podem ser escritas como a soma
da contribuicio do feixe (hw;f)) e do sistema A (Ej)). Usando esta nova notagao, a delta de

Dirac que aparece na expressao (5.2) pode ser escrita como
5(Etot _ Etot) — L/e—’i(Ef — Ei — hw)t/hdt (57)
4 ! 27h
onde w = w; — wy. A relacdo anterior permite escrever o produto (i|H;|f)d (Etmt E!') como

(il oy — 5ty = DD [ [ e o0 18 )1y, (53)

onde gz(r, t) é a representagao de Heisenberg do operador densidade de spin,
S%(r,t) = e TG (1) TR, (5.9)

Podemos entao, partindo de (5.3) e (5.8) escrever a probabilidade de transi¢ao P;_, s como

A(g)?

,PZ‘)f hZ

[t [ar® [are 0= 8 ) (g5 0. (5.10)

Neste ponto podemos voltar nossa atencao para o objetivo principal de qualquer tipo de expe-
riéncia de espalhamento, ou seja, conhecer, dado um certo fluxo de particulas incidentes, o fluxo
emergente com momentum entre ky e ky+dky. Do ponto de vista tedrico isto pode ser escrito

como

(Z PHf) oy (5.11)

onde M é a massa das particulas incidentes. Escrevendo agora a diferencial de momentum final
em coordenadas esféricas, d3k P= dek 7dQ2y onde d€)f ¢é a diferencial de angulo sélido e levando em
conta que a energia do feixe emergente sempre pode ser escrita como Ey = h2k> / 2M, a expressao

(5.11) se transforma em

M? ks
:Wk_ Zpi—)f dEfde. (5.12)
BN
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Substituindo agora (5.10) na expressao anterior podemos escrever uma relagao geral para a segao

de choque diferencial

do
dEfde (271')3715 kf

92 / dt / ar® / dr'e 190 (182 (r, £)57 (', 0) |4h1). (5.13)

Na realizacao de uma experiéncia de espalhamento, a grandeza fisica medida é precisamente a
transformada de Fourier temporal da expressao (5.13), que como se pode ver, depende diretamente

da estrutura interna do sistema A através da funcio de correlagao dinamica
S(rt;r'0) = (1;|S* (r, 1) S (', 0)[4h;). (5.14)

Levando em conta que os skyrmions sao caraterizados pela sua distribuicao de spin, que sé depende
da posi¢ao do centro de massa (pois o tamanho ¢ fixo), a func¢ao S(rt,r'0) nao é nada mais que a
probabilidade de acharmos a excitacao na posicao r no instante ¢, se no tempo ¢ = 0 existia uma
outra na origem. A expressao (5.13) corresponde ao caso em que o sistema acha-se a T = 0, a
generalizacao da funcao de correlagao dindmica para T # 0 é simplesmente a média termodinamica

de (5.13), ou seja

S(rt;r'0) Ze*ﬂE (S (r, 1) S (1", 0)|1h5), Z = Ze*ﬂEi. (5.15)
wl i

5.3 Funcao de Correlacao Dinadmica para os Skyrmions

Na secao anterior obtivemos uma expressao geral para o fator de estrutura dinamico, ou funcao
de correlagao para sistemas magnéticos. Porém no caso particular dos skyrmions, o tamanho
relativamente grande dos mesmos em relagao aos elétrons e sua energia cinética consideravelmente
maior que a energia das flutuacoes quanticas permitem uma abordagem semiclassica do problema.
Esta abordagem simplificada introduz algumas modificagoes na relagao (5.15). Por exemplo o
peso estatistico pode ser tomado como a distribuicao de velocidades de Maxwell-Boltzmann e a
acao dos operadores densidade de spin sobre os estados do sistema A, podem ser tomados como
a sobreposigao de N skyrmions nao interagentes, cada um representado pela solucao localizada
obtida para o skyrmion estatico. Para obtermos uma representacao dindmica do skyrmion, basta
supor que o seu centro de massa movimente-se seguindo a lei dissipativa obtida no capitulo anterior,

ou seja,

(r,t)|) = Z cos( 2)) ), (5.16)
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onde
(x—X)2+(y—Y)2—4)\2

0 = 1
cos(f(r, R)) (@ X2+ (y V)2 + 402’ (5.17)
e os centros das excitagoes movimentem-se de acordo com as leis
Vox —(T)t Vo —y(T)t
X =Xy + 1—e D) Y =Y+ —2 (1 — D), 5.18
Tl ) v ( ) 19

Nas expressoes anteriores y(T") é o fator de decaimento que depende da temperatura, Vy; denota
as componentes da velocidade inicial do skyrmion enquanto que Xy, Yy é a sua posicao inicial.

Com estas simplificacoes o fator de estrutura dindmico pode ser escrito na forma
S(rt;r'0) = N{cos[0(r — Ry, — g(t)Vy,)] cos[0(—Ry)]) (5.19)

onde N é o nimero de skyrmions e g(t) = (1 — e~7) /. Assumindo que a area da amostra seja A,

a média termodinamica de um operador que depende da posicao e da velocidade tem a forma
1
(K(V,R)) = Z/dR2/dV2MﬁK(V, R)e PMV?/2, (5.20)

Substituindo (5.16) e (5.20) na expressao para a fungao de correlagao e tomando a transformada

de Fourier temos

Sat) = n MBI (@) [ &MV /2in0V oy (5.21)

onde

flq) = /e*"q(’"*R*Q(t)V) cos(8(r — R — g(t)V))dr? (5.22)

e ng é a densidade de skyrmions. Do ponto de vista experimental, o fator de estrutura dindmico
é medido em funcao da freqiiéncia e, portanto, tomaremos a transformada de Fourier temporal na

expressao anterior. Entao, passando para o dominio das frequéncias teremos que
S(q,w) = —nsMB|f ()| / ot dt / o~ BMV2/2-igO0Vay2 (5.23)

Considerando agora que os angulos que os vetores q e V fazem com uma direcdo fixa sdo 0 e a,

respectivamente, podemos escrever
i oo 21 5 .
S(q,w) = —nsMB|f(g)? / et / / Ve BMV? 2-ig(O)Vacos(0-) oy, (5.24)
o Jo
Por outro lado é conhecido que

2w .
/ e~iacos(0-) gg — o7 7 (a), (5.25)
0
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logo a expressao (5.24) se transforma em
. 00
S(aw) = 2mn MBIS (@) [ at [~ dlaVo)e P Vay, (5.26)
0

Nesta expressao a integracao nas velocidades pode ser feita sem dificuldades [83], pois

) ) eb2/4a
/0 ng(bx)e_” = T, (527)
portanto
S(q,w) = 2mn| f(q))? /e_i“’te_ﬂzq2g2(t)/4dt (5.28)

onde w2 = 2/8M.

5.3.1 Movimento nao Dissipativo

Antes de calcular explicitamente a forma final da funcio de correlacdo (5.28) convém estudar um
regime diferente do dissipativo no tipo de movimento que o skyrmion pode experimentar. Uma das
possiveis situagoes é aquela em que o skyrmion movimenta-se sem dissipagao. Isto é o que acontece
quando a temperatura é tao baixa que os modos de magnons nao sao excitados provocando a queda
exponencial do parametro de decaimento. Do ponto de vista formal, basta tomar os dois primeiros

termos da expansao de g(t) = (1 — €7*) /vy para baixas temperaturas, explicitamente

1
9(0) % s (1= T+A(T)) =t (5.29)

o que corresponde ao regime balistico. Entao

S(q,w) = 27ns| £ (q) 2 / ot~ T A gy (5.30)
que poder ser calculada sem dificuldade de forma que
2 _
S(q,w) = 4%3/2n5M6_w2/u2q2. (5.31)
qu

Este resultado é conhecido dos estudos em sistemas em que existe difusao. A origem do pico
central chamado de quasi-eldstico estd associada ao cardter dindmico da particula estudada, possui

uma largura ¢u/2 e a sua altura depende fortemente do inverso da temperatura.
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5.3.2 Movimento Dissipativo

Por outro lado quando a temperatura nao é tao baixa, os modos de magnons sao excitados e o
skyrmion apresenta movimento dissipativo. Em seguida estudaremos a forma em que a mudanca
no carater do movimento do skyrmion influencia a funcdo de correlacao dinamica.

Substituindo a forma de g(t) na expressao (5.28) devemos calcular
S(q,w) _ 27Tns|f(Q)|2 /efiwte*ﬂ2q2(1726_7t+8_27t)/472dt. (532)

A expressao acima, mesmo numericamente, é dificil de ser computada para temperaturas arbitréirias.
Porém no regime em que %2 << 4v2/q? (5.32) pode ser escrita como
_ T
S(q,w) = 2mng| f(q)[? / e 1=y (1-2e7"+e2") | at. (5.33)
Y
Integrando a expressao anterior temos uma relacdo analitica para a funcao de correlacao dindmica

quando o movimento do skyrmion é dissipativo, explicitamente

22 2--2 5 1 9
S(q,w) = 2mns|f(g)? ((1 _ %) 5(w) + %\/? (2e—w 87 _ 5) = /87> L (534)

A presenca de um termo de freqiiéncia nula (proporcinal a §(w)) na expressao (5.34) esta rela-
cionado com o fator de estrutura estatico. Como pode ser observado ao compararmos as expressoes
(5.28) e (5.34), o cardcter dissipativo do movimento do skyrmion introduz uma mudanga consi-
derdvel na funcdo de correlacao. Na figura 2 aparecem as funcgoes de correlacido do espalhamento
inelastico para T' = 1K nas situagoes em que o movimento do skyrmion é dissipativo e quando a
mobilidade é infinita (dissipa¢ao nula). Em ambos os casos aparece o chamado pico central quasi-
elastico, que tem a sua origem no cariter dindmico do skyrmion, porém a largura e altura dos
mesmos € diferente.

Os comportamentos diferentes da funcao de correlacao para os casos em que a dissipacao no
sistema é ou nao levada em conta pode ser utilizado como uma medida da validade da nossa pesquisa

tedrica.
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Figura 5.2: Funcgdo de correlagao para T=1K. A linha descontinua

e a linha continua ao regime dissipativo com v =1 .

corresponde ao regime balistico



Capitulo 6

Conclusoes

Neste trabalho estudamos de forma geral a dinamica das excitagoes topoldgicas em sistemas
de baixa dimensionalidade. Os resultados obtidos foram aplicados aos casos concretos das paredes
de Bloch que aparecem em um modelo ferromagnético simples e aos skyrmions que aparecem no
ferromagneto de Hall.

Do ponto de vista classico a posicao do centro do séliton em funcao do tempo é suficiente para
descrever seu movimento. Como foi demonstrado, numa teoria quantica, a situacao é diferente.
Neste caso, a coordenada que caracteriza o centro do séliton se acopla com os graus de liberdade
correspondentes as flutuacoes do campo em torno da solucdo solitonica. Este acoplamento é o
responsavel pela dinamica nao trivial dos sélitons do ponto de vista quantico.

Para estudar a dinamica dos sélitons primeiramente os quantizamos utilizando o método das
coordenadas coletivas para sistemas bidimensionais. Como vimos a hamiltoniana quintica que
descreve o sistema acopla os momentos do séliton e das flutuagoes do campo. Partindo desta ha-
miltoniana geral e usando o formalismo de Feynman e Vernon generalizou-se o método desenvolvido
por Castro Neto e Caldeira em 1-D para o estudo das excitacoes tolégicas em duas dimensoes. Isto
permite o estudo das propriedades de transporte dos sélitons nos sistemas bidimensionais em ge-
ral. No tratamento apresentado também levamos em conta termos relacionadaos com a emissao ou
absorcao de quanta de energia do reservatério. Demostrou-se que dentro da aproximacao de tempo
longo estes termos nao contribuem para o cilculo da constante de decaimento.

No caso das aplicacoes, partindo de um modelo puramente microscépico, desenvolveu-se um tra-
tamento que permite o estudo das paredes de Bloch como excitagoes topoldgicas em uma dimensao.

A densidade de lagrangiana encontrada para o sistema tem associada uma equacido de movimento
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do tipo sine-Gordon dupla. Este tipo de equacao de movimento descreve corretamente os casos das
paredes de Bloch 7 e 2w que correspondem aos casos em que B = 0 e B # 0 respectectivamente.

Realizou-se o estudo da dindmica da parede 7, mostrou-se que dentro das aproximacoes utili-
zadas o coeficiente de decaimento para o caso em que nao existe campo externo é nulo. Para o
caso das paredes 27, quando o campo magnético é forte, calculou-se a dependéncia do coeficiente
de decaimento com a temperatura. Para T' — 0 o coeficiente de decaimento se anula exponencial-
mente e torna-se linear para temperaturas altas. Isto indica que nas experiéncias de dinamica de
dominios, dependendo do valor da temperatura, quando coexistem campos magnéticos e anisotropia
o coeficiente de decaimento das paredes deve ser levado em conta.

Um ponto importante sobre o que devemos chamar a atencao é a estabilidade das solucoes
obtidas para as paredes. Como estamos assumindo que o sistema estudado é infinito, as paredes
de Bloch sdo solugoes topologicamente estdveis das equagdes de movimento quando B # 0, por
exemplo. Logo, independente do valor do campo magnético externo estas solugoes existirao sempre.
Isto claramente estd em contradicdo com a experiéncia, pois para campos magnéticos fortes a
estrutura de dominios desaparece completamente. Portanto, os resultados apresentados aqui sao
validos sempre que se leve em conta que o campo magnético externo nao exceda o valor critico que
polariza completamente a amostra.

Seguindo esta idéia, uma extensao imediata do nosso trabalho é o estudo da dindmica das pare-
des para campos baixos. Neste sentido j& existem evidéncias experimentais de que a dindmica para
campos alternados depende fortemente do coeficiente de decaimento das paredes os dominios [86].
Uma outra possibilidade é a inclusao da estrutura de dominios, descritos pelas equacoes de movi-
mento do nosso modelo, no calculo de grandezas como a magnetoimpedéancia e magnetoresisténcia
para sistema magnéticos.

No outro sistema concreto estudado, partindo da densidade de lagrangiana que caracteriza
aos skyrmions calculamos uma hamiltoniana (via método das coordenadas coletivas) que acopla
o momento do skyrmion com o momento dos magnons do sistema. Usando esta hamiltoniana
estudamos a influéncia da interacao skyrmion-magnon na dindmica dos graus de liberdade de
spin no sistema de Hall pra qualquer temperatura. Os resultados mostraram que para baixas
temperaturas, porém acima do gap de Zeeman, o fator de decaimento para os skyrmions se anula
seguindo uma lei de poténcias, o que estd de acordo com o pequeno valor do gap de Zeeman para

skyrmions que envolvem muitos elétrons.
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Para investigar a influéncia do caricter dissipativo do movimento dos skyrmions no sistema de
Hall calculamos a fungao de correlacao dindmica na experiéncia de espalhamento de neutrons. Os
resultados obtidos mostraram uma considerdvel reducao do pico quasi-eldstico que se obteria no
caso em que os skyrmions se deslocasem pela amostra sem dissipagao.

Uma extencao imediata deste trabalho é o estudo da dindmica dos skyrmions em sistemas
antiferromagnéticos como os planos CuQOy dos supercondutores de alta temperatura. O método
semicldssico apresentado permitird obter uma teoria efetiva para um sistema multiskyrmion intera-

gente onde a interagao entre skyrmions seja mediada pela presenca das ondas de spin no sistema.



Apéndice A

Teorema de Derrick

Suponha que um sistema seja descrito pela densidade de lagrangiana da forma

L) =

(Ou) - (0"¢) = Ulp(x,1)). (A.1)
Na expressdo anterior ¢(x,t) = [¢;(x,t);7 = 1,...N] é um conjunto de campos escalares em D
dimensoes espaciais e uma temporal. Tomemos o potencial U(y) como positivo definido.

As solugoes estaticas do sistema descrito por (A.1) obedecem & equagao de movimento

oU (¢)
i

onde V? é o operador de Laplace em D dimensoes. A equacao (A.2) pode ser obtida partindo da

V2, = (A.2)

condicao de extremo do funcional de energia estatica 6W[p] = 0. Explicitamente,

o= [ (5(Vi) - (Vig) + V(o)) (A.3)

que pode ser escrita como
W gl = Vile] + Va[gp). (A.4)

onde os termos V; e V5 sdo os funcionais do lado direito de (A.4).
Como se observa nao s6 W, mas Vi e V5 sao funcoes positivas semi-definidas. Vamos supor
conhecida uma das solugoes estaticas de (A.3) que chamaremos ¢;(x). Entao, podemos construir

uma familia de fungdes ¢y partindo de ¢1(x) como

oA(x) = p1(Ax) (A.5)

Entao, substituindo (A.5) em (A.3) temos

Wips] = /dD ( Viga) - (Viga) +U(<P>\)>, (A.6)
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que pode ser escrita, como

Wipal = X~ PVilp1] + AP Vap1] (A7)

Como ¢ (x) é extremo de Wp] temos que

d
EW[(,O,\] =0 para A=1 (A.8)

Entao, derivando (A.8) temos
(2 = D)Vilp1] = DVa[p1]. (A.9)

Como V; e Vi positivos semi-defididos (A.9) nado é satisfeita para D > 3, a menos que Vi(p;) =
Vi(p1) = 0, o que significa que ¢ ndo depende da posicao e é igual a um dos zeros de U[p] que é

uma solucao trivial.



Apéndice B
Calculo dos Desvios de Fase

Neste apéndice mostraremos como obter analiticamente as fungoes espectrais pares e impares
(2.64) e (2.63). Para comecar consideremos que existe uma particula submetida & acdo de um
potencial unidimensional simétrico da forma V = Vj + gV} confinada em uma regiao do espaco
(=L,+L) onde L é muito maior que o alcance do potencial. As formas assintéticas das fungoes de

onda que caraterizam a particula podem ser escritas como
1
|z)P = \/;cos(k|z| + A°(k)),
. 1 ) :
9 =\ sgn() sin(hle] + A(R) B.1)

onde |z| — oco. No caso em que V = 0 as func¢oes de onda possuirdo a estrutura (B.1), porém os
valores dos desvios de fase serdo nulos A%? = 0. Como as fun¢des de onda (B.1) devem-se anular

no infinito, pode ser demostrado que em z = =L

0By _ _lAp,i

AFE, T

onde
AE,=E),,-E) e 6E,=E,—E. (B.2)
Seguindo o método exposto por Gottfried [49], mais para o caso de uma dimensdo, as funcoes

espectrais (2.64) e (2.63) sao dadas por

) =~ [T AV B ol Bl G =0,1 (B3)

— 00

onde os estados (E|z),; podem ser obtidos tomando o limite

(:|B)e = lim —L_ (B.4)
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Explicitamente,
1 cos(kz), para estados pares
(|F) = , (B.5)
2k sin(kz), para estados impares
Substituindo (B.5) e (2.59) em (B.3) teremos
, _ 8Mp® 2 2
AV + Al = — ] ech (A)tanh (A)dz, (B.6)

que pode ser facilmente calculada com a Substituigéo y = tanh z/A. O resultado pode ser escrito

como
. 16p°M
AP+ A = . B.7
PN an?ak (B2
Por outro lado temos que
. 8Mp?
AY — AL = —— h?(%) tanh? 2k\)dz, B.8
Pl = [ seeh?(5) tanh®(5) cos(2k) (B:3)
que pode ser escrita, como
. 8Mp? [t z z
AP — Al = h?(2) — h4—> 2k\)dz. B.
1 1= (Sec ()\) sec (A) cos(2kN)dz (B.9)
Esta expressao pode ser calculada analiticamete [83], de forma que
, 16p°M 1 2k2)\2
AP _ Al — = B.10
L B2 ginh(rk) [ 3 (B-10)

Portanto, combinando as expressoes (B.7) e (B.10) teremos finalmente (2.66). Procedendo da

mesma forma é possivel mostrar que
4M
Th2kA

de ondeobtemos a expressao (2.65).

e AP — AL = M (B.11)

Ab 4+ Al = :
00 h? sinh(mk\)

Agora podemos calcular o valor principal de Cauchy na expressao (2.64),

. 2M_ [too 1 K dk'
Py ol -
0 =52 P | A T smh( | = R

O primeiro termo do lado direito da expressao anterior (B.12) é zero. Portanto, usando a expansio

(B.12)

em forma de produto da funcao sinh(7z) [83] o segundo termo se transforma em
+oo
B — i—P /
—q?

onde ¢ = k/\. Passando agora ao plano complexo, a expressao anterior pode ser calculada analiti-

00 2

n2 g (B.13)

camente, podendo ser escrita na forma final como

B = (B.14)

h2 Z k/)\ +n2



Apéndice C
“Knight Shift”

O deslocamento na freqiiéncia de ressonancia, para certos tipos de dtomos, foi observado pela
primeira vez por Walter Knight, ao notar que a ressonincia dos niicleos de 3Cu, no cobre metélico,
ocorre a uma freqiiéncia 0.23% maior do que quando o isétopo se acha em um meio diamagnético,
como o CuCl.

O fenémeno anterior pode ser explicado da seguinte forma [75]: na auséncia de campo magnético
externo, nao existe orientagao preferencial dos spins eletronicos e, portanto, o acoplamento magnético
médio entre nicleos e elétrons é nulo. Ja na presenca de um certo campo interno, os elétrons ad-
quirem uma certa polarizacdo, fazendo com que o acoplamento médio seja diferente de zero. Desta
forma, os nicleos experimentam um campo magnético extra (AH) paralelo ao campo Hy, que traz
como consequéncia o aumento na freqiiéncia de ressonancia w em um valor Aw, geralmente positivo
e diretamente proporcional a Hy.

A idéia anterior pode ser ilustrada estudando o caso de um metal que é submetido a um campo
magnético externo quando os modos plasmoénicos nao sao excitados. Nesta situagao é possivel tratar
os elétrons de conducdo como fracamente interagentes, e o sistema poderd ser descrito através da
hamiltoniana:

onde H. descreve o grupo de elétrons fracamente interagentes, H,, descreve os niicleos, ou seja, a
interacao dipolar entre eles e com o campo externo; e He, é a interacdo hiperfina nicleo-elétron,

que pode ser escrita da forma,

8w

/Hen:?

yeynEQ Z I;,S/0(r; — Rj). (C.2)
gl
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Como a interacao ntucleo-elétron é fraca, podemos tomar a funcao de onda do sistema na forma

1 = Y, que seria exata no caso He, = 0, sendo

1
e = \/—N_'%:(_ )PP¢klsl(1)¢k252(2)---¢stN(N) (03)

Prs = u(r) exp(ik - r)1s. (C.4)

A partir das expressoes (C.2), (C.3) e (C.4), podemos calcular o operador de Hamilton reduzido
(Hre?) correspondente aos niicleos. Pode-se fazer isto por integragio direta da parte eletronica, ou
seja

pred — —%%rﬂl / b Zsla r ) bedro, (C.5)

e, para o caso em que o j-ésimo ntcleo acha-se na origem de coordenadas (R; = 0), se obtém

8
?'Ye'}’nhZIjz Z |Uk,s (0)|2 msp(ka S)a (CG)
k,s

rHred —
n
onde p(k, s) toma os valores 1 ou 0, dependendo da ocupagao do estado e pode ser convenientemente
substituida pela distribucdo de Fermi-Dirac (f(s,k)) para T # 0K.
Consideremos que os valores permitidos de m; sao s6 :l:%. Logo, um termo tipico da soma que

aparece em (C.6) teria a forma

%LMEQZPﬁh(%)fﬂ%é)‘”kh<—%>faﬁ_%)

Lembrando que o momento magnético eletronico se escreve como pu. = —v.hS, a parte en-

|use,s (0)]? . (C.7)

tre colchetes da expressao anterior representa a contribuicdo média do estado de momentum k 4

componente da magnetizacao eletronica na direcao z (ﬁz,k), que se poderia calcular como
k

Por outro lado, a susceptibilidade magnética de spin x; é definida como i, = x¢Hy, o que nos

permite, analogamente, introduzir a seguinte relacao
B = xiHo, (C.9)
que substituida em (C.7) transforma (C.6) em

H:zed - __’)InhI]z Z |uk | XkHU- (010)



“Knight Shift” 124

O problema se reduz agora a realizar a soma em k, o que pode ser feito usando a defini¢cao da
densidade de estados p(Fx) e a hipétese de que a susceptibilidade s6 depende da parte translacional

da energia (que denotaremos por Fy). Desta forma, pode se escrever a soma anterior como

S O x = [ (julOF),, k(BB (C11)
onde
1
(ue0)?),,, = s [ 1O o(Fie, Ay, (C.12)
pB) = [ g(B A)da. (C.13)

Sabendo que xj. s6 é diferente de zero suficientemente perto da energia de Fermi e considerando
que uk(0) varia lentamente no intervalo de energia de interesse, a expressao (C.11) transforma-se

em

> O xic = (fucOF), | xio(B B (C.14)

A integral que aparece acima nao é mais que uma outra forma de se escrever o valor da soma

X5 = >k X}~ Logo, substituindo (C.14) em (C.10) teremos que
8w
red __ . 2 s
it = — s (JuO)) , XeHo (C.15)

que nada mais é que uma interagao ertra dos spins nucleares de momentos —v,%l;, com um campo

magnético de intensidade

AH = 2T (Jug (0)?)

3 xeHo, (C.16)

Er
o que explica o deslocamento da freqiiéncia de ressonancia em certos materiais (paramagnéticos) e,

portanto, a origem do Knight Shift.



Apéndice D
Estados Coerentes

Na teoria de campos usualmente representamos os campos livres por um conjunto de osciladores
nao interagentes. Porém, nesta representacdo, as varidveis associadas ao momento e as coordena-
das nao possuem um significado fisico evidente. Nesta situagdo é conveniente a introdugao dos
operadores de criagao e destrui¢ao, pois as integrais funcionais associadas a estes operadores sao
comprovadamente 1teis [85] nos cdlculos que em alguma forma envolvem campos.

Comumente as integrais de caminho podem ser obtidas inserindo a identidade

1= [ dalq) (ol (D.1)

entre os termos de exp(—iHt), quando escritos na forma

exp(—iHt) = (exp(—%))N. (D.2)

Se trocarmos a base das autofuncées do operador posicao por aquela do operador destruicao
obteremos uma integral de caminho com uma forma um pouco diferente. Estas autofuncoes (do
operador destruigao) sao chamadas de estados coerentes e sao particularmente comodas na hora de
tratar problemas que envolvem muitos corpos e calcular integrais de caminho em teoria de campos.
Em seguida apresentamos a obtencao dos estados coerentes e algumas propriedades importantes
dos mesmos.

Como é conhecido os estados |n) nio sao autoestados do operador b, porém pode ser verificado
que o estado

2) = N(2) exp(zb") [0) (D.3)
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onde z é um nimero complexo e N(z) é uma constante de normalizacao é efetivamente um autoes-
tado do operador destrui¢do. Aqui |0) é o vicuo ou estado fundamental de acordo com a notagio
usada.
Calculemos explicitamente a acao da do operador destruicao sobre o estado construido da forma
(D.3); isto é
b|z) = bN(z) exp(zb') |0) = 2)b Z zbf )™ 10) (D.4)

oo 1 .
=N(Z)T§)m( 2)"b[n) Z - 1) (D.5)

=2zN(z oo;z"_ln— =2zN(z S

= 2N (z) exp(zb') |0) = z|2). (D.7)

(2)™ |m) (D.6)

Calculemos agora a constante de normalizagao N(z), o adjunto do estado (D.3) pode ser escrito

como
(2| = N(2) (0] exp(z"D), (D.8)
portanto
(2'|z) = (0] exp(2*b) exp(2b') |0) . (D.9)
Usando a identidade
PN N . 1 - . 1~ ~
exp(A+ B) = exp(A)exp(B)exp —3 exp(A) exp(B) exp —3 [A, B]
= exp(B)exp(A) exp—% [E,A] , (D.10)

valida sempre que [A, E’] comuta com A e B , obtemos
(#]|2) = N(2')N(z) exp(2'2¥), (D.11)

de onde se segue que
2
2|

N(z) = exp <_T> . (D.12)
Logo, podemos escrever os estados coerentes de forma geral como

|z) = exp (—? + sz> |0) . (D.13)
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Para concluir a introdugao aos estados coerentes apresentamos em seguida algumas propriedades

importantes ' dos mesmos,

exp (—iHyt) |z) = exp (—%) |z exp (—it))

it 2 2

2
_ 1/ NN Y
(z|z) == exp( 5 + 2(:1; +z)+\/§xz

1 :%/d2z|z) (2] = %/d(Rez)d(Imz) 1) (2]

(D.14)

(D.15)

(D.16)

(D.17)

(D.18)

(D.19)

Usando as defini¢oes e propriedades apresentadas, podemos passar agora ao calculo do super-

propagador definido pela expressiao (4.68) na representacao de estados coerentes.

'Para mais detalhes ver Coherent States[84]



Apéndice E
Calculo do Propagador

Por simplicidade escreveremos a hamiltoniana que descreve o sistema (skyrmions+madagnons)
como a soma de termos correspondentes aos skyrmions e mignons, separadamente, somados a um

termo de interagao entre os mesmos. Explicitamente

H=Hs+ H.+ Hy (E.1)
~ 1 ~ \2
Hs = o (Ps) : (E.2)
PN 1
H, = 2M Z Dmn klbmnbkl + Cmn kl (bmnbkl kl) + Z hwmn mna (E3)
mn,kl mn=2

ﬁ—’l = _P\s Z Dmn,klbinnbkl + Cmn,kl (bmnbkl - binnbzl) = _f)sh(bmna b;fnn) (E4)

mn,kl

Como ¢ feito usualmente, a expressao para K(x,a,t;x'a’) pode ser escrita como

P N-1
K(x,a,t;x'd’) = (xa (exp(—ﬁ)t) Ix'a’), (E.5)

que por sua vez permite introduzir uma nova varidvel associada aos intervalos de tempo na forma,
e =t/(N —1). Usando esta nova defini¢ao a expressao anterior para o propagador se transforma

K(x,a,t;x'd') = (zq] (exp(—%)e) (exp(—%)e) (exp(—%)s) Ix'a’), (E.6)

que usando as relagoes de completeza,

/|x) (x| d% = 1, /|a a| @y, (E.7)

128



Céalculo do Propagador 129

se reduz a

d day_
K(x,a,t;x'd) = /d2:1;1../d2:1;N,1/ﬂ../ AN-1 o
v v
iH
(x| (eXP(—7)5> |xN—10n-1) ¥

XN 100N — 1| (exp —— > |XN_2aN_2>... X

(xy01] (exp(—?)zS) x'a). (E.8)

Para simplificar a expressao anterior podemos escrever (xa| = (xyan| e [x'a’) = |xpap), desta

K(x,a,t;x'd) {/d2 /da]} 1;[ (xja] <6Xp %)t?) |xj 101), (E.9)

que usando a relacao de completeza

forma

[ o)l =1, (E.10)

N vezes se transforma em

K(x,a,t;x'a) = {/de/da } /d2py

(xyan| (eXP(—%) ) Ipvan-1) (PN[XN-1) X

iH
(xy_1an—1] (eXP(—F)&?) IPN_1an—2) (PN—1|XN_2) - X
iH
(x101] (exp(—?k) IP1cvo) (P1/x0) - (E.11)
Por outro lado, para ¢ — 0,
iH —1€ ~ .
(xjaj| | exp(===)e | [pjaj-1) = (xjaj|pjaj—1) exp | ——H (xjpj ajaj-1) |, (E.12)

onde

(xjoy] H |pjaj_1)

H(x;pj,oaj_1) = (E.13)
R (xjojlpjej—1)
Substituindo as expressoes (E.12) e (E.13) em (E.11) e usando a relacao
(pilx;) = —=s exp (i22%) (F.14)
7 V2mh h .
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o propagador K (x, a, t;x'a’) pode ser escrito como

K(x, o ;%) = T e (95 [ 2o\ ]
y Oy ,XCM) - H :I"J T p] H
j=1 i=1

{%e (h[p]( —x; 1) - 6H(ijjaa§aj1)>}- (E.15)

Podemos usar agora as propriedades dos estados coerentes expostas no Apéndice D, o que nos

permite escrever o produto escalar («;|aj_1) na forma

(ajlaj—1) = exp {—% [a}f(% —aj_1) — (o — a}f_1)04j—1} } - (E.16)

Substituindo este resultado em (E.15) e agrupando adequadamente os termos teremos

2x /daj /d2p]
21h

——
—
=9

j=1
N-1 1

exp 1 3 =[50~ 051) = (05 0 g ] ¢ x
j=1

exp = ([P = xj-1)] = eH (xjpj, o oj1) ) o (E.17)
7=1

Devemos agora realizar a integracao nas varidveis auxiliares p; introduzidas no calculo do
propagador. Para que isto possa ser feito, subtituimos as expressoes correspondentes a H (E.3) e

(E.4) na representagao dos estados coerentes. Desta forma

/d%y] / dayj exp{ (o —aj_y)aj—1 — aj(ay — aj_l)] }} X

Jig
1;[ /_p% { [ ;;\24 +pj (MO{?“MH%)]}X

N-1 7,
exp{z h (oo 1)} (E.18)

7j=1

K(x,a,t;x'd) =

Sabendo que
/exp(—aav2 + b)dx = \/gexp(bQ/lla), (E.19)

a integral no momento p;

~o7 TP (h(a;faj—l) + M)] } : (E.20)

se reduz a

2MTi ' = xjo1)?
addl exp {LeM (h(a;aj_l) + M) } , (E.21)
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e portanto a expressao para o propagador pode ser escrita como

N-1
do M
. — 2, J
K(x,a,t;x'd) = j“1 {/d gv]/—7r 27rhie} X

N-1 1
exXp { Z 5 [(a; — CM;_1)C¥]'—1 - CM; (Oéj — Oéj_l)] } X (E.22)

j=1
N—1 . 2
1 |eM Xi — Xi_ ~
exp ﬁ [T (h(a;‘a]_ﬂ + Jijl) - 6HT(a;aj—l)] 3
=1 ¢

*

J

da
K(x,a,t;x'd) = {/d%g]/ 111271_7”5 jla—1 } (E.23)

eXP{ % [(04 —aj_y)aj1 — (o — ajl)]} X

N-1 . o
exp{ z; [M(%) —i—Mhozoz] 1) Z hwmn ]}

j=1 mn=2

que com a forma explicita de H (afaj_1) se transforma em

M'M

Estamos agora em condigoes de tomar o limite N — oo e ¢ — (0. Neste processo devemos
prestar particular atencdo ao produto escalar (aj|aj—1) e lembrar que seus pontos extremos sao

fixos. Se ao mesmo tempo definimos

I I =D I I 1/ P E.24
jl/ ™ @ j=1 2'/Th'l€ /d :I;J dx, ( )

a expressao para o propagador pode ser escrita na como

| 2

K(x,a,t;x'd’) = exp{_|0‘T |a2| }/exp (%SO [x]> dx X

7*exp (" (0)a + @ a(t)) exp (%SI [x, a]> D2a, (E.25)

onde

So [x] = /Mgdt’, (E.26)

% *
/{ - E C“mnamn AUmn Q. — Z Towimn Oy Qi
mn

+hAMx - Z D k1 X kil

mn,kl

FEM% - > Crp et (Qmn g + o 0y) }dt, (E.27)

mn,kl



Apéndice F

Operador de Densidade p, em Termos

dos Estados Coerentes

*

A forma explicita de p,,(5*,7) pode ser encontrada partindo da definicio

pm(B%,7) = (Bl Pm |7) » (F.1)

onde,

€xp {_ﬁ Z hwmnblnnbmn}

_ mn F.2
Pm 7 ) ( )
Z =Trexp—p Z hwmnb;[nnbmn. (F.3)
Desta forma
pm(B*,7) = B| exp { B Z hwmn bmn} 7} (F.4)

que, com o auxilio da propriedade de completeza
> |na) (ni| =1, (F.5)
n;

se transforma em
(ﬁ ')’ HZ Bm”|nZ n7«|’7mn> exp( ﬁhwmnnz) (FG)
mn ni
Podemos, agora, substituir na expressao anterior a forma explicita dos estados coerentes na

representacao de nimero de ocupacao. Neste caso

x \N; 9
</6mn|nz> = % exp _@
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e, portanto, pp, (8*,) terd a forma

Usando que

pm(B,7y) =

1
VA

H exp {/B;knn'}/mn eXp(_Bhwmn) 2 2

mn

dQan 2 1
/ . €xXp {_w |an| } = ma

podemos escrever a funcao de particao

como

ou ainda,

e, portanto,

Z =Trexp—p_ Z hwmnbinn bmn
mn

7 = nl;Il/ dZIan exp {— [1 - Bhwmn] |an|2}

™

1
Z= H 1 — exp(—Bhwmn)’

mn

_M_M}
2

exp {B:nn'Ymn exp(—Bhwmn) 2

pm(B%,7) :H 1

mn T—exp(—Bhwmn)

(F.10)

(F.11)

(F.12)

13:



Apéndice G

Solucao das Equacoes de Movimento

Em seguida mostraremos como resolver as equagoes de movimento

. . . . k

Omn HiWmp Omn — M X - Z Dmn,klakl + 2Cmn,klakl =0,
kl

Q. — Wy, + 0 M X Z Dy kiagy + 2Cn, kiog = 0,
kl

Primeiramente convém escrever os estados coerentes na forma
U (T) = Qi (T) €XP —iWi, T,

que substituindo em (G.1) nos fornece

Omn —iM X D yn,mnGmn = 1M x Z (Dmnykleﬂ(wkhwmn)r + 2Cmn’kleZ(Wkl+wmn)T) G-

kl£mn
Para simplificar a equagao anterior introduziremos as seguintes definigoes
Fron (T) =M x Dmn,mm
WO

mn kl(T) =iM x (Dmn,kle_i(wkl_an)T + 2Cmn’kl€i(wkl+wm”)7) .

Desta forma a equagdo de movimento se torna

5 . ~ 0 ~
Omn — 1 Gy, = Z Wmn,klakla

kl#mn
que pode ser escrita como
d
~ 0 ~
——Omn = Z Wmn IOkl
dr ’
kl£mn
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quando se faz a substituicao

T

B (7) = G €XP —i / Fon (). (G.9)
0

Por outro lado podemos escrever de (G.8)

amn( ) = amn + Z mn, Icl akl (0)7 (GlO)
kl£mn

onde

mn kl / nkl ,- (Gll)

Combinando (G.10) e (G.8) achamos uma equagido para Wmn’kl(T) em forma intergral,

mnkl / mnkl dT +/ Z W??znzy IAZ]kl( )dTla (G'12)

ij£mn
que junto & expressao que define a;,, (7),
o 7 I —iWmnT
amn(T) = Ay, + Z Wom ki (T) 0, e , (G.13)
kl£mn
onde
al, = a,(0), al, = an(0), (G.14)

compodem a solugao (formal) da equagao de movimento. Portanto bastard usar algum método que
permita encontrar uma solugao explicita do conjunto de equagoes integrais (G.12) para termos
resolvido completamente o problema.

Procedendo em forma similar ao tratamento anterior e propondo inicialmente a decomposicao

*

mn(T) = 0y, (T) €xp {iwmn (T — t0) }, (G.15)

(0%

~ k
podemos calcular as solugoes para a;,



Apéndice H
Calculo da Funcao de Espalhamento

Para o calculo da fungdo de espalhamento

Siyj(w,w') = Z M; j(mn, kl)d(w — Winn )0 (W' — wiy), (H.1)

mn,kl

devemos obter primeiramente os elementos que compoem M; j(mn, kl) e que sao dados pelas re-

lacoes

Mij(mn, ki) = |G%D, 12 (H.2)
onde

G%’i?kl = /nmnai,jnkld%. (H.3)

Na expressao anterior as funcgoes 7 possuem a forma (4.22). Por outro lado, ao estarmos lidando
com um modelo isotrépico, as compoentes x e y de G, y; s20 iguais e, portanto, bastard calcular

uma delas. Por exemplo,

L 27
N 0 sinf 0
Gmnkl = /rdr/dﬁukl(COSOE— " %)umn (H.4)
0

0

Substituindo as solugoes (4.22) na expressdo anterior, intergrando e considerando valores de

R — oo obtemos que

Gt = T2 [0 mh{AR 0 — ) = im0 + 1)) - AP
+;L\/Z% {%A}fg + (Cilk = KAL) — ik + K)AY) (H.5)
onde Cj(k) é definida por .
Cy(k) = / Coiktdt (H.6)
A
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e o conjunto de expressoes A(™ sio definidas como

AL = (i5(m) 2 |y 2id ,—iF (14+m) (H.7)
A = (i5(=m) _ —iF(1-m) 2i(0—0m) (H.8)
AB) — iF(m) 2idm | 20, —i% (l+m) (H.9)
AW = gi5(l=m) y o=ig(I=m)2i(0—0m) (H.10)
AB) = A@) 4 Q201 —i5(+m) _ —=2idm i 5 (I+m) (H.11)
A®) — g (I+m) =2ibm | 20 —iF (I+m) (H.12)

A expressao (H.5) permite obter uma versao continua de (4.153) para a matriz de decaimento

na forma
L4
Sii(w,w') = y %/kdk/k’qucmk,lm?a(w — )0 — ), (H.13)
onde
hk?  guB
=T (H.14)

Usando (H.5)-(H.9) podemos achar uma expressio analitica para (H.13) e assim obter S; ;(w,w')
que ao mesmo tempo nos permite calcular A;; em termos das varidveis ¢ e 7. Entao, tomando o

limite que define A;; na expressao (4.160) teremos

2
Aiito) = (55 Gl (.15
onde
Glp) =2 Y Sin? (i1 — 3m), (H.16)
m=1

aqui os desvios de fase d,, sao também funcoes de .
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