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Resumo

Nesse trabalho estudamos o problema quantico dissipativo de um pacote gaussiano aprisi-
onado num potencial harmoénico. Seguimos uma abordagem fenomenolégica de dissipacao, a
luz do modelo Caldeira-Leggett, onde o ambiente é caracterizado por um banho osciladores
harmonicos.

Sendo um dos efeitos do acoplamento com o banho transformar o pacote inicialmente puro
em uma mistura estatistica num processo de decoeréncia, estimamos o tempo caracteristico em

que isso ocorre em diferentes regimes de temperatura e acoplamento.
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Abstract

In this work we have studied the quantum dissipative problem of a gaussian packet under
the influence of a harmonic potential. A phenomenological approach to dissipation is taken, in
the light of the Caldeira-Leggett model, in which the environment is characterized by a bath
of harmonic oscillators.

As one of the effects of the coupling to the bath being leading the initially pure packet into
a statistical mixture, we estimate the characteristic time elapsed for this to occur in different

regimes of temperature and coupling.
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“I"d take the awe of understanding over the awe

of ignorance any day.”

Douglas Adams, The Salmon of Doubt.
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Introducao

O 1ltimo século foi palco do enorme desenvolvimento da mecanica quantica, desde o nasci-
mento até o seu estabelecimento como uma das mais importantes teorias cientificas. As suas
previsoes alteraram nossos paradigmas no ambito pratico, tecnolégico, e também abalaram
convicgoes antigas sobre o comportamento da matéria em escalas microscopicas, compondo
um mundo contra-intuitivo, repleto de novos fenomenos estranhos com limitada ou nenhuma
analogia classica.

Contudo, estamos longe de ver exaurirem-se as novas aplicacoes da teoria, em particular, o
advento da computagao quantica, que traria uma mudanca radical na forma em que processamos
informacao. Durante as tltimas trés décadas vimos uma intensificacao notavel do estudo de
inimeros sistemas fisicos capazes de criar a unidade basica de informacao quantica, o g¢-bit.
Isso nos possibilitaria explorar propriedades quanticas em escalas cada vez maiores, a ponto de
sermos capazes de construir um computador com poder de processamento exponencialmente
maior do que o que conhecemos da tecnologia atual.

Apesar do grande esforco cientifico nessa direcao e de termos uma promessa tedrica bem
estabelecida, umas das maiores dificuldades do avanco é manter as propriedades quanticas

nesses sistemas por tempos consideravelmente longos. A dificuldade mora exatamente no efeito



1. Introducao

dissipativo da interacao entre o sistema e o ambiente, cuja agao é geralmente extingui-las. O
problema torna-se ainda mais critico caso lidemos com sistemas de escalas meso/macroscopicas.

Tendo isso em vista, fica clara a importancia do estudo da dissipacao. Conhecer os mecanis-
mos envolvidos na interacao de um sistema de interesse com intimeros graus de liberdade de um
meio, mesmo que qualitativamente, traz luz a questoes como a perda de coeréncias quanticas e
até a discussoes mais fundamentais como a emergéncia de propriedades cldssicas em sistemas
que inicialmente eram descritos pela mecanica quantica.

Nesse trabalho nos propomos a estudar um problema especifico da perda de coeréncia in-
terna de um pacote gaussiano num potencial harmonico, seguindo o modelo fenomenologico
dissipativo Caldeira-Leggett. O texto sera dividido numa discussao inicial do modelo, que se
estende do capitulo 2 a 4. A seguir, no capitulo 5, fazemos uma contextualizagao do problema
da decoeréncia quantica, preparando uma breve base para a interpretacao dos nossos resultados
encontrados no capitulo 6. Ao fim, em 7 concluimos o trabalho com algumas sugestoes de novas

abordagens, assim como uma apreciacao dos resultados frente ao encontrado na literatura.



O Movimento Browniano

2.1 O problema classico

Frequentemente, para extrairmos leis fundamentais de um sistema fisico de interesse simpli-
ficamos sua andlise, ignorando interagoes com o meio em que se insere. Em problemas canonicos
de cinematica é comum desprezarmos, por exemplo, a resisténcia imposta pelo ar ou por um
fluido viscoso, que se opoem ao movimento de um corpo, e obtermos uma descricao qualitativa
via equacoes de movimento. Entretanto, a fisica vista nas experiéncias didrias indica-nos uma
complexidade muito maior e uma visao mais realista demanda-nos necessariamente a inclusao
dos efeitos do ambiente.

Um caso em que a consideracao do meio tem um papel fundamental é o famoso movimento
browniano de uma particula cléssica. Para ilustrarmos esse movimento, imaginemos uma parti-
cula de massa M e de dimensoes macroscopicas imersa num recipiente preenchido por um fluido
de viscosidade nao-nula. As dimensoes da particula sao macroscépicas no sentido de que sao
muito maiores do que as das que compoem o meio viscoso, assim como sua massa ¢ muito maior.
Se soltassemos a particula no fluido sob acao somente do seu préprio peso e da interagao com

o meio, acompanhando sua trajetoria, notarfamos um movimento erratico, a principio sem al-
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guma previsibilidade evidente. Repetido esse experimento verificarifamos uma trajetéria muito
diferente da anterior. Essa falta de padrao aparente levou o bidlogo escocés Robert Brown, em
1827, a supor erroneamente que os graos de pélen que observava por microscépio imersos em
agua eram na verdade organismos vivos. Mais tarde o proprio verificou o mesmo fenomeno em
particulas inorganicas, descartando a hipdtese.

A dificuldade encontrada na descricao desse tipo de movimento estd na sua natureza esto-
castica. Sendo o meio um fluido, estamos lidando com um numero enorme de particulas, da
ordem de 10%, assim como um ntmero de colisdes com a particula de interesse muito préximo
dessa ordem. Contudo, apesar de ser impraticavel descrevermos o seu movimento através de
cada colisao microscopica, podemos langar mao de uma abordagem estatistica, tratando o pro-
blema através de uma equacgao fenomenoldgica em que sao feitas suposicoes basicas sobre a
forca aleatéria envolvida.

Essa equacao a que nos referimos é a conhecida equacao de Langevin. Nela supomos que
a particula de interesse de coordenada ¢ percebe o ambiente (o reservatério de particulas do
fluido) por meio de duas forgas de naturezas diferentes. Um deles vem na forma do atrito
dinamico, —nq, sendo uma forca sistematica de resisténcia, comum a um problema de dinamica
de fluidos. J4 o segundo termo, f(t), adquire um carater flutuante, que propriamente define o

movimento browniano. A sua forma é dada por [1]
M +nq+V'(q) = f(1). (2.1)

Por completeza, a forga V’(q) foi introduzida caso supusermos ainda que a particula estd sujeita
a acao de um potencial externo V(q) genérico.
A 2.1 nao é exatamente uma equacao de movimento comum devido a presenca do termo de

forca aleatéria, que impomos satisfazer as condi¢oes nas médias em posicao,

(f(t)) =0, (2.2)

e cuja correlacao temporal é deltiforme dada por

(f()f(¥)) = 2nkpTo(t —1'). (2.3)
4
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kg ¢ a constante de Boltzmann. Esse comportamento deltiforme garante-nos que o meio,
em equilibrio térmico a uma tempertatura 7', nao guarde memoria de tempos anteriores do
movimento da particula, sendo assim definido como um processo estocastico Markoviano. Essa
suposicao pode ser relaxada, introduzindo-se memoria no coeficiente de atrito. A mudanca daria
origem a uma equacao de Langevin generalizada. Entretanto, para nossos objetivos, trataremos

somente de problemas Markovianos.

2.2 O modelo Caldeira-Leggett

O modelo Caldeira-Leggett [2] parte do intuito de se reproduzir num tratamento Lagran-
geano o movimento Browniano classico. Ele é caracterizado por um banho de osciladores
harmonicos, seguindo a forma:

EB LET

A\

™~

Mg? mkq,% mkwiq,% g C’,f ;
L= —Vi(g)+ E — E C — E —E
2 (9) { 2 2 + kdkq kawgq
—_—— k k k

Ls S————
Ly

(2.4)

:£S + ﬁB + [,[ + £CT-

O termo Lg decreve uma particula de massa M e coordenada ¢ sujeita a um potencial
qualquer V(q). Os osciladores do banho sao descritos por Lg, cada qual rotulado com o indice
k associado a um modo, com respectivas massa my, coordenada g, e frequéncia de oscilacao wy,.

Através da chamada Lagrangeana de interagao £; impomos mais uma suposi¢ao importante
ao modelo: o acoplamento bilinear em coordenadas da particula e do banho. Essa escolha par-
ticular justifica-se na intencao de tomarmos somente efeitos de resposta linear do reservatorio
ao sistema. Estamos aqui considerando um reservatorio de escalas geometricamente macrosco-
picas. Uma vez que a interacao do sistema com um modo qualquer do banho é proporcional ao
inverso do volume desse reservatério, o acoplamento por modo do banho pode ser considerado
fraco. Obviamente, como estamos acoplando ao sistema intdmeros (ou, como consideraremos
mais a frente, infinitos) modos e a contribuigao de cada é somada no termo de interagao, nada

nos impede de descrevermos assim até regimes fortemente dissipativos, dependendo agora da

5
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informagao que as constantes de acoplamento C; trazem para cada modo.

Por 1ltimo, vemos um termo Lo ao qual nos referimos por contra-termo da Lagrangeana.
E possivel que a primeira vista a sua introducao na descricao do sistema-reservatorio pareca
arbitraria e possa causar certa estranheza. Como veremos, o termo cancela uma contribuicao
quadratica extra da coordenada particula. Efetivamente, sua acao é centrar os osciladores do
banho na coordenada da particula, garantindo invariancia translacional do problema.

Temos que ter em mente que nosso objetivo agora é recuperar, através dessa abordagem
Lagrangeana, a fenomenologia descrita na equacao de Langevin classica. Ou seja, é claro aonde
queremos chegar e estamos fazendo as suposicoes que sabemos nos levar a esse fim.

Do formalismo Lagrangeano, podemos escrever as respectivas equagoes de Fuler-Lagrange:

02

8_q_£8_q_O:>MQ+VI ZCka+Z = (2.5)
e, para cada modo
oL d oL
8_qk — Eﬁ_qk =0 = mggr + mkkak — Crqg = 0. (2'6)

Aplicando a transformada de Laplace na equacao 2.6 temos:

dx(0) s5qx(0) Crq(s)

. 2.7
24wl s+ wl o me(s?+ wi) (2.7)

Lilawl(s) = ar(s) =

(No que diz respeito a transformada de Laplace e suas propriedades a partir daqui utilizadas,
recomendamos ao leitor que achar necessério consultar o apéndice A.)

Agora, tomando a transformada inversa de 2.7, podemos reescrever 2.5 da seguinte forma

sqi(0
SOt (0 1 gt
oo 32 + w2+ w?
Ci 1 o q(s)
—_— ———e%ds.
* zk: my, 2mi /EZ-OO (524 wp)
Reparemos agora que com a relagao

1 1 52
_— 1l —— 2.9
24w Wl ( s2+wi> (2.9)

1 e+100

Mg+ V'(q =
at Zm w,%q 2mi

(2.8)
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aplicada ao 1ltimo termo de 2.8 ficamos com

2 1 €+100 ~ 2 2 1 et+ico 2~
Z %_ CkQ(S) eStds — Z Ck - Z Ck - S Q(S) eStds. (210)
k

; q ;
my, 271 s + w? myw? myw? 271 $? + w?

e—ioo e—ioo
E ¢é aqui que entra o papel do contra-termo, que se cancela com o primeiro termo do lado direito
de 2.10, uma contribuicao quadratica extra em posicao da particula.
Por fim, escrevemos

G 1 i)
MEw? 270 J_iog $* + Wi
1 fetioo Z c { i (0) N 5qx(0) } ot

k

2+ w? 24wl

eslds =

Mi+V'(q) + Z
F (2.11)

2mi €—100

Note que o terceiro termo de 2.11 pode ser reescrito como

d C2 1 [T sq(s)
— — *ds | . 2.12
dt (; myw? 27 52 + w,%e s (2.12)

€—100
Reparando-se que dentro da integral temos o produto de duas conhecidas transformadas de

Laplace, a do coswyt e de ¢(t), e utilizando-nos da propriedade do produto de convolugao (ver

apéndice A), reescrevemos esse termo como

- (Z " / cos [wi(t — g (t’)dt’) : (2.13)

Apo6s uma certa manipulagao, esse termo gera a forca de arraste n¢ da equacao de Langevin,
acrescido de outro termo dependente da condicao inicial da posicao da particula. Mas para
isso, € interessante introduzirmos o conceito da funcao espectral, de teoria de resposta linear,

definida como

Jw=2%" Ch 5 — wy). (2.14)

mpWg

Usando essa definicao podemos entao transformar o somatoério nos modos k em uma integral

em frequéncia da forma:

Z C 5 cos [wy(t —t')] — 2 /000 de(w) cos [w(t — t')]. (2.15)

mkw,C T w

7
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De fato, para reproduzirmos a fisica vista na equacgao de Langevin devemos tomar a fungao

espectral na forma

J(w) = nwb(Q — w), (2.16)

onde A(x) é a funcdo degrau que satisfaz

(

0, sex <0
0(z) =<1/2, sex=0 (2.17)
1, se x > 0.
\

Devido a essa forma de J(w) da-se o nome de banho 6hmico, numa analogia da equagao
de Langevin com um problema classico de circuitos de dissipacao 6hmica. Além da linearidade
de J(w) definimos um corte na frequéncia caracteristica 2. Essa frequéncia estd intimamente
ligada ao tempo microscopico de colisoes entre o sistema e as particulas do banho. O apelo
fisico de €2 é particular para cada problema especifico e corte mais sutis podem ser considerados
(conferir apéndice B).

Substituindo-se a nova fun¢ao espectral em 2.13, escrevemos entao

Z miig cos [wi(t —t')] = 2/O dwn cos [w(t —t")] =2no(t — t'). (2.18)

™

Usamos o fato de que para t —t' > Q= podemos escrever

1sinQ(t —¢
—¥ ~o(t—t). (2.19)
O A
Essa aproximagao ¢é valida, uma vez que estamos considerando um limite em que €2 representa
frequéncias muito mais altas que quaisquer outras frequéncias tipicas do problemas.

Substituindo esse resultado no terceiro termo da equacao 2.11 ficamos com

t + /te(t - t')q’(t’)dt'}

= 20 {~0(0)a(®) + 0(t)a(0) + a(t) ~ 4(0))

=nq(t) +2nd(t)q(0),
8

t

4 2n0(t — t"q(t)dt' = 277% {—e(t —t")q(t")

(2.20)
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que de fato origina a forca de arraste, acrescida de uma contribuicao de um termo espurio. Esse
ultimo componente deltiforme sera agora incorporado ao resto da equagao 2.11 para definir
corretamente a forca flutuante f(¢).

Podemos tomar a transformada de Laplace inversa para ltimo termo de 2.11 e obtermos
x qx(0)
t) = C
f(¢) Ek k{ o

que, juntamente com 216 (t)q(0) , originard a forca flutuante f(t) correta.

sin wyt + ¢ (0) cos wkt}, (2.21)

Para isso, basta revertermos 2nd(t)q(0) para a sua forma discretizada em modos do banho,
com o auxilio da definicao da funcao espectral. Conseguimos entao incorporar o termo espurio

para a definicao da forca flutuante, definindo

_ Crgi(0)
= 2.22
U mywi ( )
que nos dara
Crar(0) B
g — "~ coSwit = g Crq.(0) cos wyt. 2.23
Por fim encontramos
B gx(0) . _
f(t) = E Cr § ——= sinwyt + (¢ (0) — G) cos wyt (2.24)
3 “k

e reescrevemos a equacao de movimento gerada pela Lagrangeana do modelo, depois de alguma
manipulacao algébrica, como
Mi+nq+V'(q) = f(t)- (2.25)
Ainda falta-nos garantir que a nossa definicao de f(t) reproduz o cardter estatistico da
fenomenologia do Movimento Browniano.
Para isso, basta utilizarmos o teorema classico de equiparticao de energia e aplicd-lo as

contribuigoes de

(g:(0)) = G, (2.26)

(@(0)) = (4x(0)Agx(0)) = 0, (2.27)



2. O Movimento Browniano

(60(0)d (0)) = i@—Ta (2.28)
(A0 (0) = 225, (2.29)

onde Agx(0) = ¢x(0) — 4(0).

Substituindo esses resultados em 2.24 ficamos com
(ft) =0 (2.30)

(fO)fX)) = 2nkpTo(t — 1), (2.31)

e finalmente podemos afirmar que nosso modelo reproduz uma equacao de movimento para a
particula do tipo Langevin.

A motivagao por tras do modelo fenomenolégico Caldeira-Leggett [2] é gerar uma descri¢ao

de um movimento browniano quantico que reproduza, no limite correto em que h — 0, o

conhecido problema classico. Ou seja, a questao agora gira em torno da quantizacao desse

modelo classico que acabamos de apresentar.

2.3 O problema quantico

Nos temos em maos uma satisfatéria descricao do problema do movimento browniano de
uma particula classica, através da abordagem dada na tltima se¢ao. Fomos capazes de modelar
o problema no tratamento Lagrangeano e extrair a mesma fisica encontrada na equagao feno-
menolégica de Langevin. Indo além, interessa-nos o que seria o analogo quantico desse mesmo
problema. Seria possivel de alguma forma quantizar o que sabemos do caso classico, numa
tentativa de sistematizar também a questao da dissipacao quantica? A resposta naturalmente
é sim e é o que abordaremos com detalhes a partir de agora.

A quantizacao do problema classico pode ser realizada de mais de uma maneira. Uma

tentativa seria diretamente, através de numa quantizacao canonica. Entretanto, a dificuldade
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2. O Movimento Browniano

mora no fato de tratar-se de um sistema aberto, onde nao ha conservacao de energia, caso
olhemos somente para o sistema de interesse. Para resolver o impasse precisariamos introduzir
termos dependentes do tempo na Lagrangeana (ou Hamiltoniana) associada e a abordagem
candnica precisaria de modificagdes [1].

Entre as possiveis escolhas de abordagens que obtiveram sucesso nessa tarefa estd a atri-
buida a R. Feynman e F. Vernon em 1963 [3], que detalharemos no capitulo seguinte. Em
suma, a abordagem aplica o formalismo de integrais de trajetoria para efetuar a quantizacao,

descrevendo o problema como um acoplamento entre sistema de interesse e reservatério (banho).

11



A abordagem de Feynman-Vernon

Obviamente, sistemas de interesse abertos, por defini¢ao, trocam energia com o ambiente.
Qualquer tentativa de trata-los deve levar em conta a nao-conservacao energética. Contudo,
nada nos impede de encarar o problema através de uma descricao Hamiltoniana em que en-
globamos nao somente o sistema de interesse, mas também os graus de liberdade do banho,

através da decrigao do universo (sistema+banho)

H = Ho(q,p) + Hp(qr, pr) + Hr(q, ar), (3.1)

em que Hy(q,p) é a Hamiltoniana livre do sistema de interesse, Hp(qx, px) referindo-se somente
ao graus de liberdade do banho e H/(q, q;) é a Hamiltoniana de interacao sistema-banho.

Na representacao de Heisenberg o operador densidade em um instante ¢ é
p(t) — efth/hp<O)eth/h. (32)

Como de costume em mecanica estatistica, avalia-se a média de um operador O(q, p) gené-

rico, definido no subespaco do sistema de interesse, através da relacao

(O(q,p)) = Tres {p(t)O} = Trs {[Trpp(t)] O} = Trs {p(t)O}, (3.3)
onde

p(t) = Trpp(t) (3.4)
12



3. A abordagem de Feynman-Vernon

¢é o chamado operador densidade reduzido, obtido tomando-se o trago nas varidaveis do banho.

Analogamente,
pp(t) = Trsp(t). (3.5)
Em representacao de coordenadas da particula, x e y, e do banho, X e Y, escrevemos o

operador densidade do universo

p(x,X,y,Y,t):////dx'dy’dX'dY’K(x,X,t;x',X',O)K*(y,Y,t;y',Y',O)

(3.6)
X p('x/7 Xl? yl7 Yl? O)?
onde K'’s sao propagadores de Feynman definidos por
Kz, X, t; 2", X',0) = (z, X| e /"2 XY . (3.7)

Aqui entrard o formalismo de integrais de trajetoria, uma vez que o propagador de Feynman
podera ser escrito em termos de integrais funcionais nos caminhos do sistema e do banho.

A condicao inicial para o universo é dada por
pla, Xy Y 0) = (2, X! p(0) [y, Y') (3.8)
e podemos supor uma condi¢ao inicial separavel para o problema, dizendo que
p(a', Xy, Y',0) = ps(a’,y/,0)pp(X', Y, 0). (3.9)

Essa suposicao nao é necessaria para prosseguirmos, mas é conveniente. A mesma condicao

inicial foi utilizada em [3] e mantivemos a sugestao. Com isso, podemos facilmente reescrever

Ay, t) = / / dx'dy J(z, g, t: 2o, 0)p(a o, 0), (3.10)

definindo J(z,y,t;2’,y',0) como o superpropagador do sistema de interesse, que tem a forma

J(a:,y,t;x/,y/,O):///dX'dY'dX{K(x,X,t;x',X',O)K*(y,X,t;y',Y’,O)
(3.11)
X ﬁB(X/,Y/,())}.
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3. A abordagem de Feynman-Vernon

Repare que de fato o superpropagador nada mais é do que a fungao que leva a condigao
inicial da particula no instante ¢ = 0 a um tempo posterior qualquer ¢, carregando a informacao
da evolucao do banho, através de uma operacao de trago sobre suas variaveis finais X do
propagador de Feynman K e K* e a condigao inicial do banho.

Consistentemente, vemos que caso o sistema e o banho nao interagissem, o superpropagador
poderia entao ser visto como dois propagadores de Feynman reduzidos aplicados ao subespago

do sistema de interesse, como segue

J(z,y t;a’,y,0) = Ko(x,t;2",0) K (y, t; 4/, 0). (3.12)

14



Sistemas Quanticos Dissipativos

Nos ultimos dois capitulos apresentamos as ferramentas necessarias para a quantizacao do
problema do movimento browniano. A lagrangeana do modelo Caldeira-Leggett possui uma
hamiltoniana associada que é escrita nos moldes da abordagem de Feynman-Vernon, (H =
Hs + Hp + Hj). Portanto, a partir de agora, lancamos mao do modelo para efetivamente

quantizar a fenomenologia classica.

O operador densidade dinamico reduzido

Como haviamos sugerido no capitulo anterior, a aplicacao do formalismo de integrais de

trajetoria entra no célculo do propagador de Feynman, conhecidamente

K(z,X,t;2',X’,0) = //x g Dz(t"YDX(t') exp {%S[x(t/), X(t')]}, (4.1)
sendo t
Slz(t'), X(t)] = /0 Lz, X(t), &(t"), X(t)]dt’ (4.2)

a acao do universo. Ao leitor que nao esta familiarizado com esse formalismo indicamos as
referéncias [4] ou [5]. Para chegar a esse resultado faz-se um procedimento de discretizac¢ao do

operador evolugao temporal em pequenos intervalos de tempo (“time-slicing”).
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4. Sistemas Quanticos Dissipativos

Utilizando a Lagrangeana do modelo Caldeira-Legget, podemos entao reescrever o super-

propagador da seguinte forma

Hoatay0) = [ [ DattyDy(e) exp {L5late] fexp {5500

x Fla(t), y(t)].

(4.3)

A agao tildeS refere-se a contribuicao da agao do sistema somada com a do contra-termo.
Ja a funcdo Flz(t'),y(t')] é o chamado funcional de influéncia do problema, que carrega a

informacao inicial do banho assim como sua interagao com o sistema, tendo a forma

X

Fla(t), y(t')] = / / / dX'dY'dX py(X', X', 0) / X )/(DX(t/)DY(t’)x »
: Y 4.4

<exp { 3 (S1),X(O] - Si), YO+ SalX(0)] - SalY ()}

Uma vez que as particulas do banho sao osciladores harmonicos for¢cados, sob efeito de uma
forca devida ao sistema de interesse, podemos dizer que o propagador de Feynman para cada

grau de liberdade do banho é dado por

KR _ MLk sy /h 4.5
1B 27riﬁsinwkte (4.5)

sendo
k MWy 2
S‘El) " sinwit [<X§ + X'}) coswyt — 2X, X',
20k Xy, 205 X},

t t
/ z(t') sinwgt'dt’ — / x(t') sinwy(t — t')dt’ (4.6)
0 0

mgWg mrWwi

20’3 ! / g " / " : / : "
——5 [ dt dt"x(t)x(t") sinwg(t — t') sinwgt ]

MWk Jo 0

a acdo classica de um oscilador harmonico forcado [4].

Aqui entra outra suposicao do modelo. Assumimos que os osciladores harmonicos do banho
estao em equilibrio térmico a uma tempertatura 7. Através de uma simples identificacao de
t — —ih/kgT, podemos relacionar o propagador de Feynman de cada oscilador e o respectivo

operador densidade numa condicao de equilibrio, escrevemos finalmente a condicao inicial do

16



4. Sistemas Quanticos Dissipativos

banho como

pu(X,Y,0) = Hp?(X,;,Y,;,m =

MWy MW 2 2 o

- X Y h (hwy/kgT) —2X,Y, | ¢ .
H\/Qﬂ'smh ﬁwk/k;BT) {2Sinh(hwk//€BT) (X" +Y",) cosh (hwy /kpT) 4 k]}
(4.7)

Agora, aproveitando que as integrais nas variaveis do banho serao todas gaussianas, apds
resolvé-las, (discretizando novamente o elemento de integracao funcional DX e DY) o super-

propagador fica da forma

Heptia'f 0 = [ [ Do) esp p{Slatr)] - Sl
~ [ [ drdoter) ~ urlatr = o)ia(o) — wio)} (4.9
<an—i{ [ / de0[$<7)—y(T)]B(T—a)[x<U)—y(a)]}-

As funcoes
C? hew
a(t —o) = Ek Zm:wk coth <2kBkT> coswi(T — ) (4.9)
e
B(r—o)=— E Ci sinwg (7 — o) (4.10)
N A kawk b '

sao as fungoes de correlagao temporal do modelo.

Usando novamente a densidade espectral hmica, essas funcoes tém a forma

Q
a(t —o) = %/o dwnw coth <2Z:T> cosw(T — o) (4.11)
¢ Q Q
Bt —o) = —%/O dwnw sinw(tT — o) = _gﬁfo dw cosw(T — 7). (4.12)

Elas representam a parte real e imaginaria, respectivamente, da funcao de autocorrelagao

g(t) das varidveis do banho,

(1) = 2 (QQO); (1.13)



4. Sistemas Quanticos Dissipativos

definida como uma média nos osciladores em equilibrio a uma temperatura T, sendo Q(t) a
representacdo de Heisenberg do operador @@ = ), Cirqx, uma combinacdo das variaveis do
banho [6].

Podemos ainda prosseguir em uma manipulagao dos termos

d
/ / / () g5y cos (7~ 9la(o) + y(o)]drdodu
=2 [wt) - i + 26+ o) [ ) -yt (414)

/ / AT =9 5) — (o) drdo.

T —O0

Dizemos que para uma frequéncia de corte muito alta, que serve de limite inferior para

tempos tipicos do problema, t > Q! podemos aproximar
1sinQ(1 — o)

™ T —O0

~ (T — o). (4.15)

Usando essa relacao, o segundo termo do lado direito de 4.14 da-nos

U +9) [ ()~ = e+ 9) [ S0~ (@16)
t 0 set' >0
el +4) [ dlelr) = ulrlar = (1.17)

n(z”® —y?)/2 set' =0.
J4 o ultimo termo de 4.14 fica

g/otdf /5T—a o) + ()] dor. (4.18)

Substituindo-se as consideracoes de Qf > 1 em 4.8 e explicitando a acdo Sy = So + Scr |

chegamos a forma final do superpropagador do modelo Caldeira-Leggett:

J(z,y, t; 2"y, 0) = //Dx )Dy(t'

e 1 {Solel@)] — Soly(t)] ~ 21 [ <m—yy+xy—ya:~>dt'}

X exp —27]:4—; { /0 Y dow coth <2Z:T> /0 t /0 " drdola(r) — y(r)] cosw(r — o)z (o) — MZ}L,)
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4. Sistemas Quanticos Dissipativos

sendo v = 1/2M uma frequéncia caracteristica do acoplamento.
Portanto, de acordo com a equacao 3.10, a partir de 4.19 somos capazes de descrever a
dinamica de um sistema de interesse sob acao de um potencial genérico, bastando aplicar o

superpropagador sobre a condi¢ao inicial do sistema.

Particularmente, no limite de altas temperaturas em que se toma coth (1) ~ kel
) 2%kpT hw

pode-se escrever [5]

T pry
Iy, t2y,0) = / / Da(t')Dy(t)
x/ y/

X exp %{So[x(t’)] — So[y ()] = Mv/o (zd — yy + xg — yr'v)dt’} (4.20)

2 [ arta(r) - o

X exp —

No capitulo 6 discutiremos melhor as consequéncias de tal aproximagao. Mas a principio,
basta sabermos que a partir dessa aproximacao é possivel escrever uma equacgao mestra para o

operador densidade reduzido na forma

% _ __h Op, h an—v(%—y)@+7(rc—y>@
ot 2iM 0x?  2iM 0y? ox dy
V(z) V(y) 2M~kpT

TR

(4.21)

2

+ (z —y)p,

partindo de 4.20 aplicado num tempo infinitesimalmente pequeno.
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A decoeréncia e pureza

Em geral, nos problemas genuinamente quanticos, lidamos com sistemas que possibilitam a
existéncia de intimeras superposicoes entre estados do espaco de Hilbert. Contudo, a medida
que impomos caracteristicas tipicas de problemas classicos a esses sistemas e consideramos
a interacao com o ambiente, a natureza parece encarregar-se de extinguir a maior parte dos
estados antes acessiveis, restringindo o espago de Hilbert a um subespago extremamente menor.

O tratamento da dissipacao quantica tornou-se ha tempos uma importante base para se
entender a emergéncia dessa classicalidade e tem sido usado por muitos como justificativa da
existéncia de um limite do mundo quantico para o classico. Mais a frente entraremos em

detalhes nessa discussao.

5.1 O tempo de relaxacao e o tempo de decoeréncia

Quando se estuda um sistema quantico dissipativo deve-se manter em mente que a influéncia
do banho pode ser vista em dois efeitos diferentes. A saber, na relazacao do sistema de interesse,
perdendo energia para o ambiente, e na decoeréncia, onde o banho age como um crivo que
diminui a coeréncia de determinados estados. A esses dois efeitos surge naturalmente a ideia

de dois tempos caracteristicos associados, o tempo de relaxacao 7z e de decoeréncia 7p. A

20



5. A decoeréncia e pureza

comparagao entre esses tempos ¢ algo de suma importancia para possiveis aproximagoes que se
possa tomar na solucao de um determinado problema.

Para esclarecer a ideia, imaginemos tratarmos de um sistema fracamente dissipativo, fraco
o suficiente para assumirmos o seu tempo de relaxacao 7z — oo. No fundo, isso quer dizer
que o acoplamento com o banho é fraco e é valido considerarmos que energia do sistema de
interesse é praticamente conservada. Tendo em vista esse cenario, podemos sentir-nos tentados
a desprezar qualquer efeito do banho. Aqui mora uma questao delicada e veremos a seguir
que essa conclusao precipitada ¢é falaciosa e ilustra bem a importancia da distingao dos tempos
caracteristicos. O que veremos é que o tempo de decoeréncia é tipicamente muito pequeno,
mesmo numa situagdo em que praticamente nao hé perda energética. Vejamos abaixo uma
argumentagao qualitativa para derivar essa conclusao.

Na secao 2.2, mostramos que ao modelo Caldeira-Leggett associa-se uma equacao mestra
para p na aproximagao de altas temperaturas para uma particula num potencial genérico.

Especificamente, para uma particula livre ela é dada por:

dp  h p h 0%p op Op 2M~kgT )
5% = oo T % T Yz — y)a—x +(z — y)g—y - T(w —y)"p. (5.1)

Imaginemos o problema de uma particula livre, cujo estado é descrito por dois pacotes

gaussianos separados por uma distancia z, cujas funcoes de onda individuais sao dadas por:

(z|r) = WGXP_% (5.2)

(o +2/27

exp — 1o2

(z]the) = (2ro?)i/t (5.3)

Consideremos que a distancia z é um comprimento tal que seja possivel notar padroes de
interferéncia devido a superposicao das funcoes de onda individuais e ainda z > o, o que
permite a distingao entre os dois pacotes no tempo inicial. Ou seja, estamos imaginando um

sistema descrito por um estado de gato do tipo:

0) = () + ). (5.4
21



5. A decoeréncia e pureza

O operador densidade inicial é entao

= %W (W] + ) (W] + [t1) (Yol + [¥2) (), (5.5)

sendo valido visualizé-lo como
p = p1+ P2+ Pint. (5.6)

O pint € a parte do operador densidade a que se associa justamente os padroes de interferéncia
dos pacotes, onde se tem a informacao da coeréncia entre os estados |11) e [1s).

Voltemos agora nossa atencao para a equacao mestra 5.1 acima. Reparemos que a medida
que nos afastamos dos elementos da diagonal do operador densidade na representagao de coor-
denadas, a contribuicao do ultimo termo é cada vez mais sensivel. A taxa de decaimento dos
elementos nao-diagonais serd entao dominada por

Op _ 2Mn~kpT

o m (= y)’p. (5.7)

Com isso, o tempo de decoeréncia que estamos interessados serda dado por

ot~ R ()] 0 — ) ). 6.9
Pela forma que criamos nossos pacotes parados e centrados em +2z/2, fixamos um comprimento
importante, que nos dd como estimativa de (¢1(t)| (x — y)? [12(t)) = 2% para elementos nao-
diagonais. Com isso, considerando a influéncia somente do tltimo termo de 5.1 e sabendo que
o tempo de relaxagao do sistema é dado por 7g = 1/, jd que se trata de um problema de
particula livre, chegamos a conclusao que o tempo de decoeréncia entre os dois pacotes é dado

por

h 2 A\
D =~ TR (m) = TR <;> s (59)

_ h , . . .

onde A = — T € O conhecido comprimento de onda de de Broglie.
A discrepancia de ordem entre esses dois tempos caracteristicos torna-se ainda mais evidente
em sistemas macroscopicos e quando nos aproximamos do limite classico, em que se considera

h — 0. Mesmo num caso fracamente dissipativo, como assumimos anteriormente, a razao
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5. A decoeréncia e pureza

Tp/Tr — 0, mostrando que hé efeito do banho mesmo no caso em que perda de energia para o
ambiente pode ser praticamente desprezada.

Toda essa andlise qualitativa foi feita por Zurek em [7]. Uma demonstragdo muito mais
rigorosa e semelhante a esse exemplo, mas para pacotes num potencial harmonico, foi dada
por Caldeira e Leggett em [8], que detalharemos mais a frente e servirda de base para todos os
nossos préoximos calculos nesse trabalho. Adiantamos que a conclusao é analoga: o tempo de
decoeréncia ¢ tipicamente muito pequeno quando comparado ao tempo de relaxacao do sistema.

Apesar dessa conclusao basear-se em descricoes no modelo dissipativo bem especifico, o re-
sultado é qualitativamente importante. Experimentalmente, esse comportamento do fendomeno
da decoeréncia foi verificado em um sistema 6ptico por Brune et al. em [9]. No experimento o
grupo foi capaz de criar um estado do tipo gato de Schrodinger de um campo coerente classico
aprisionado numa cavidade 6ptica com um alto fator de qualidade (indicando pequena perda
de energia). Para isso, utilizou-se dtomos de Rydberg (dtomos de rubidio altamente excitados,
tipicamente sensiveis a frequéncia de microondas) preparados previamente numa superposi¢ao
de estados (n=51 e n=>50). Esses dtomos sao lancados um a um para atravessar a cavidade. O
campo classico, ao perceber a presenca desse atomo superposto, entra também numa superpo-
sicao ao se emaranhar com o estado do dtomo, uma vez que interage diferentemente com os dois
estados excitados que formam a superposicao. O modo do campo agora tem a caracteristica
de um gato de Schrodinger, sendo descrito por uma superposicao de dois estados gaussianos,
caracterizando uma diferenca de fase. Através da correlacao entre um segundo atomo de Ryd-
berg de prova, o grupo conseguiu medir correlagoes entre os estados de pares consecutivos de
atomos com consideravel precisao, estimando o tempo tipico em que a superposi¢ao do campo
¢é destruida. Concluiu-se que o sistema torna-se uma mistura estatistica muito tempo antes de
o sistema relaxar, por imperfeicoes na parede da cavidade ou mesmo por interacao com um
vacuo imperfeito.

Muitos autores, dentre eles W. Zurek e H. Zeh[10], atualmente advogam que no fenémeno

da decoeréncia quantica moram consequéncias mais fundamentais para se entender a fronteira
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entre a mecanica quantica e a mecanica classica. O problema da teoria de medida em mecanica
quantica, que aparentemente nao nos mostra como interpretar os resultados de um experimento
quantico, cria algumas diferentes vertentes interpretativas. Alguns acreditam que seguindo o
estudo do fenomeno da decoeréncia teriamos resolvido esse aparente impasse na construgao com-
pleta da teoria quantica. A justificativa desse grupo baseia-se principalmente no que acabamos
de concluir, mesmo que para uma modelagem tao especifica. A medida que nos aproximamos
de um sistema com caracteristicas tipicamente classicas, o tempo em que se esvaem as correla-
¢oes quanticas por efeito de interacao com o ambiente torna-se cada vez menor em comparacao
com outros tempos importantes. A nossa limitagao tecnolégica de medir processos tao rapi-
dos justificaria o porqué de vermos o mundo classicamente. Haveria nesse ponto a emergeéncia
da classicalidade. O motivo de nao vermos comumente uma enorme confusao de emaranha-
mentos e superposicoes quanticas dos varios graus de liberdade de um sistema macroscépico
¢é atribuido entao a impossibilidade pratica de termos um sistema efetivamente isolado. Na
realidade, em experimentos, principalmente no caso de se tratar de um objeto macroscépico,
haverd necessariamente interagao com outros graus de liberdade nao-controlaveis.

Por outro lado, ha autores, dentre eles A. J. Leggett, que defendem que a questao fundamen-
tal de medida em mecanica quantica nao deve ser respondida por uma limitagao tecnologica,
mas por uma questao de construcao da teoria, discordando da chamada escola da decoeréncia.
A mecanica quantica seria uma teoria incompleta a qual se deve acrescentar novas consideragoes
para explicar a emergéncia de uma realidade cldssica no mundo macroscépico (macrorealismo).
(As criticas do autor assim como alguma revisao das diferentes vertentes interpretativas podem
ser vistas na referéncia [11]).

Entretanto, o estudo da decoeréncia como um efeito dissipativo é importante por si so,
mesmo que o seu papel na interpretagao da mecanica ainda nao seja um consenso atualmente.

Seguiremos entao no nosso estudo.
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Superselecao de estados pelo acoplamento com o banho

Atualmente aceita-se que o banho pode ser interpretado como um medidor sobre o sistema
de interesse, que faz medidas de posicao continuamente. Obviamente, ele age de acordo com
a Hamiltoniana de interacao, que no nosso caso é dada por um acoplamento bilinear, do tipo
coordenada-coordenada. De fato, o efeito do ambiente acaba sendo selecionar estados com maior
estabilidade, que pouco se alteram na interacao. Na base desses estados, os quais denominamos
de estados ponteiros [12], o operador densidade tende a se tornar completamente diagonal, ja
que as superposicoes que envolvem elementos nao-diagonais sao extintas por acao do banho.
Isto ¢é, os autoestados de um operador que comuta com a Hamiltoniana de interagao seriam de
alguma forma indicadores naturais do problema.

Neste contexto, é valido perguntarmo-nos em qual base preferencial notamos o efeito da
decoeréncia. Ou seja, em que base podemos representar o operador densidade e certamente
notarmos a perda de coeréncia de superposicoes quanticas entre os estados? Obviamente,
numa situacao idealizada, caso pudéssemos desprezar a auto-energia do sistema de interesse em
comparac¢ao com a energia de interagao esperariamos que os autoestados da Hamiltoniana de
interacao formassem exatamente a base de estados apontadores, no nosso caso, proporcionais
aos autoestados de posicao. Mas qual o efeito da auto-energia do sistema? Aqui entra o critério

que definiremos a seguir atribuido a Zurek.
O crivo da previsibilidade e a emergéncia de classicalidade

Dado um estado inicial puro qualquer, que pode ser escrito como uma superposicao de
inimeros outros estados, espera-se que sobreviverao aqueles que pouco sofrem o efeito da inte-
racao com o banho e da prépria evolucao gerada pela Hamiltoniana livre do sistema. Isso é, a
principio, para determinar a base preferencial estamos a procura do subespaco de Hilbert cujo

projetor P comuta com a Hamiltoniana do sistema-reservatério

[H, P] =0, (5.10)
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sendo H = Hg+ H;,;. Ouseja, uma vez que comuta com a Hamiltonina H, a base de autoestados
de P nao se alteraria por efeito do banho ou da prépria dinamica do sistema, definindo os estados
mais estaveis do problema. Essa seria a caracteristica essencial para se caracterizar uma base de
preferéncia. Como dissemos, caso pudéssemos desconsiderar a Hamiltoniana livre Hg restaria-
nos os autoestados do operador posicao como base preferencial, uma vez que a Hamiltonina de
interacao H;,, linear em posicao, agiria diretamente nas superposicoes espaciais.

Porém, esse argumento ingénuo nao deve mascarar a nao-trivialidade de se encontrar a base
preferencial nos problemas mais realisticos. E comum nao conseguirmos determinar o subespago
gerado por P, tanto pela sua eventual complexidade ou até mesmo pela inexisténcia. Ainda
assim € viavel buscarmos critérios e conceitos interessantes para estudarmos quantitativamente
a decoeréncia, como veremos a seguir.

Zurek et al. em [13] e [14] argumentaram que uma forma de determinar a base preferencial
¢ analisar a estabilidade dos estados do espaco de Hilbert, lancando mao de algum critério
que mede a perda de informacao do sistema para o ambiente. De antemao, sabemos que os
estados que mais se aproximam de pontos cldssicos no espaco de fase sao necessariamente os
mais estaveis. HEssa é uma conclusao natural, uma vez que um dos efeitos da interacao com
o ambiente é exatamente destruir as caracteristicas quanticas do sistema e tornar valida, em
algum momento, a abordagem classica.

Indiretamente, isso pode ser obtido através de uma medida de pureza, que sera diminuida
pela interacao. E uma medida da perda de informacao do sistema. Essa proposta é bastante
razoavel, como podemos sustentar a seguir.

Podemos lancar mao da definicao da entropia linear

s(t)=Tr{p—p’} =1-Tr{p*} (5.11)
para quantificarmos a perda de pureza do pacote a medida que o tempo passa. Com o uso da
equacao mestra, para o caso fracamente dissipativo, mostra-se que

$ = 4DTr(p*a* — prpx) — 29Trp* =~ AD((2*) — (z)*) = 4DAz? (5.12)
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5. A decoeréncia e pureza

Utilizando essa medida de pureza através da entropia linear, Zurek et al. em [13] definem
um critério cunhado de crivo de previsibilidade (“predictability sieve”), cujas linhas gerais foram
discutidas acima. Fazendo o uso do critério concluem que os estados coerentes em um sistema
do tipo oscilador harmonico fracamente dissipativo sao os estados com maior estabilidade. De
fato, esse resultado fica claro ao se integrar 5.12 num periodo de oscilacao wy, numa tentativa
de minimizar a entropia linear. Usando as equagoes de Heisenberg para o oscilador harmoénico

chega-se a

27 Jwo 2
s(t=1/wg) = 4D/0 dt (1| ((x — (x)) cos wot + L (p— (» sinwot)) |¥)

mwo
A 2

2
mewg

(5.13)

Analisando essa funcao de um periodo com relacao a Az, conclui-se que o estado inicial
que minimiza a entropia linear é também o estado coerente que satisfaz a minima incerteza

(AzAp = h/2) e cuja dispersao
h

Ax? = )
2muwg

(5.14)

Agora vale a pena lembrarmos que o estados coerentes formam uma base (supercompleta)
do espaco de Hilbert. Com isso, qualquer estado inicial pode ser expandido nessa base e o
critério seria aplicavel para qualquer situacao inicial.

Além de se mostrar a maior estabilidade dos estados coerentes de minima incerteza em
[13] testa-se a estabilidade dos estados comprimidos. Esses estados sao assim definidos porque
mantém a incerteza minima de Heisenberg (sdo coerentes) mas sofrem uma compressao em
alguma das dispersoes, de momento ou posi¢ao. E por fim concluem que o estados coerentes
gaussianos sao de fato os mais robustos sob agao do ambiente.

O que nos importa principalmente é a demonstracao de que a base preferencial no caso do
oscilador é bem definida pelo critério do crivo de previsibilidade. De fato, analisando a solucao
do operador densidade dinamico reduzido, poderemos notar a validade do critério. Na nossa

andlise, chegamos a resultados que corroboram com essa conclusao.
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5. A decoeréncia e pureza

No entanto, como adiantamos, ha casos em que nao conseguimos definir bem a base pre-
ferencial através desse mesmo critério. Isso ocorre, por exemplo, num problema de particula
livre. Podemos rapidamente notar isso analisando as solugoes da equacgao mestra para altas
temperaturas. Savage e Walls [15] (e também Kumar em [16]) resolveram a equacdo mestra
para particulas livres com estados iniciais do tipo onda plana e gaussiana.

O que podemos notar nessas abordagens é que ha naturalmente uma tendéncia a diagonali-
zacao da matriz do operador densidade na base de coordenadas, entretanto a solugao no espago
de momento fica rapidamente diagonal, tornando-se logo uma delta. Isso mostra que essa base
seria a mais adequada para chamarmos de base ponteiro, algo que vai de encontro ao critério da
previsibilidade [17], que deve ser repensado para o caso de particula livre. H& outros critérios
para se determinar a base preferencial que sao discutidos em [10].

Em todos esses estudos acima citados foi utilizado o modelo de acoplamento coordenada-
coordenada. Esse modelo tem a peculiaridade de ser exatamente diagonalizavel para o caso
de particula livre e, através de uma transformagao canonica, pode-se mostrar que o momento
total do sistema ¢é conservado [18]. Acreditamos que nessa particularidade do modelo estaria
uma explicagao para uma base preferencial de momento para o problema de particula livre.
Uma melhor investigacao nesse topico mostra-se como um problema interessante para futuras

abordagens.
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6

Pacotes Gaussianos em um Potencial Harmo-

nico

6.1 Um pacote Gaussiano no Potencial Harmonico

Inicialmente faremos a andlise da dissipac¢ao num pacote gaussiano unidimensional, seguindo
a abordagem feita em [5]. Imaginemos esse pacote descrevendo um estado puro num potencial
harmonico dado por V(z) = Mwix?/2.

Nesse caso, o superpropagador 4.19 é reescrito como

St/ 0) = [ [ DyEIDolt) exp— £ Bla(r).ylr) exp—3ola()y()l, (60

onde t t
Sia(r)y(r) = [ Loy idir =0y [ (i = i (62
e
Lz, &,y,79) = %9‘02 — %yz - %wéﬁ + %w%gf — M~zxy + Myyi. (6.3)
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V(x)

Figura 6.1: Pacote gaussiano num potencial harmoénico

Além disso, a funcao ¢ é dada por

oM~ [

h
olz(r),y(r)] = exp—ﬂ—hv i dvv coth (ZkBVT) X

/0 / " drdolz(r) — y(r)] coslu(r — o)) — y(o).

(6.4)

O passo seguinte é analisar a contribuicao do caminho classico e vizinhancas, que mais contri-

buem para a integral.

O caminho classico que minimiza S é aquele que satisfaz as duas equagoes de movimento

originadas pela Euler-Lagrange aplicada a L, dando-nos
M.+ 2M~y, + Mwiz, =0
Mije + 2M~i. + Mwiy. = 0.

Fazemos a seguinte mudanca de variaveis

(6.5)

(6.6)

E interessante expandirmos as integrais em torno das contribui¢oes dos caminhos préximos
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6. Pacotes Gaussianos em um Potencial Harménico

ao caminho cldssico. E conveniente definirmos

(7) = a(7) = ge(7)

N

~ (6.7)
§(m) =&(7) — &(7).
As novas variaveis satisfazem
('jc + 27@: + w2q(: =0
o (6.8)
gc - 2760 + ngc = O,
com solugoes
ot
qe(T) = s?n — {qe" sinwT + ¢'sinw(t — 1)} -
£(r) = -~ [ge " sinwr + €' sinw(t — 7))} |
= in in —
AT prw— e "sinwT sin w T

Escolhemos um modelo dissipativo assim como um problema cujas agoes envolvidas sao cal-
culadas a partir de Lagrangeanas quadraticas. Portanto, a andlise variacional desse problema
torna-se exata, uma vez que todas as integragoes funcionais em ¢(7) e £(7) s@o integrais gaussi-
anas, que aparecem apos a discretizagdo dos caminhos (que devemos fazer, desfazendo a forma
funcional de integragdo nos elementos Dz e Dy). Apds essa série de integragoes gaussianas

reescreve-se finalmente o superpropagador J em funcao das novas varidveis como:

J(q,&,t;q,€,0) = exp %5(: exp [AD (1) + AP (1)ee' + AP (1)EP]G (g, €, ;.. €, 0).

h
(6.10)
A acao cléssica que aparece na equacao acima é dada por:
Se = K(1)(q€ + ¢'¢') — L()qd'¢ = N(t)g¢' — My(q€ — €, (6.11)
onde
Mwe™t Mwet
K(t) = Mweotwt L) = —“ — N(t) = —=° (6.12)
sin wt sin wt
As funcoes AN (1), AP (t) e A®)(t) sdo da forma:
’ M~y [ hv A
AD(t) = —/ dvv coth AW (¢ 6.13
( ) T 0 vrco 2kBT 14 ( )7 ( )
sendo
e—’yt t t
AW () = — 5 / / sinwr cos v(1 — o) sinwoe’ ") drdo, (6.14)
sin“wt Jog Jo

31



6. Pacotes Gaussianos em um Potencial Harménico

2 —2vt
A(f _ / / sinwt cos (T — o) sinw(t — 0‘)67<T+J)d7'd0‘, (6.15)
sin? wt
AD®(t) = / / sinw(t — 7) cos v(1 — o) sinw(t — )’ drdo. (6.16)
sin® wt

Por fim, temos a expressao para G:

G(q,6,t:¢,¢,0) = //Dq E(t') exp

x eXp——ch[f( ), &(7)] exp

Sla(r), €(r)]

ﬁQbT [60(7—)7 5(7—)] )

(6.17)

o St

brlf(7), g(7)] = % /0 " dwcoth (2ZT) /0 t /0 ") cosw(r — o)glo)drdo.  (6.18)

Apés um processo de integracao multidimensional de gaussianas pode-se concluir que a

funcdo G possui somente dependéncia temporal [18]. Com isso, reescreve-se J como:

ﬂ%atdﬁﬁm=%Xﬂwp%K&%<Mﬂ%4{K@%+Mﬂdé—L@m%—NﬁM8

exp— {AME + B)EE + C(1)€”)

(6.19)

Finalmente, podemos escrever o operador densidade ! desse problema, ja que conhecemos o
superpropagador.

mmw://mMU@@mwmwmam (6.20)

Em [5] fez-se a andlise somente dos termos diagonais do problema. Mas como dissemos,

interessa-nos saber a forma com que os termos nao-diagonais vao a zero, devido ao efeito

Ipara nio carregar a notacao, preferiremos omitir o “til” em cima do operador densidade reduzido nas

préximas paginas. Basta vermos que as varidveis explicitas sao da particula.
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dissipativo. Partindo-se entao de um estado inicial puro gaussiano, pode-se escrever que:

) i N*(t) 2y
pla;€,t) = G(t)\/U2K12(t) _}_251453)(15) P {202K2( )+4hA t) ( N(t)> }

(
oty AW | o*LA(t) 1 [0*Ki(H)L(t) — hAP(1)]
o { Rt T 202K2(t)+4hA &I } 020
i K () L(t) — ( )N () P
XeXpﬁ{KZ(t)qg 02K12(t)+2hA1 (t) (q N(t)>£}
onde
AB @) EA<3>(t)+8% Ki(t) = K@t)+ My  Ky(t)=K(t)— My (6.22)

Uma forma de nos livrarmos do célculo explicito de G(t) é usarmos o fato de que o trago de
p é sempre a unidade. Com isso, fazendo £ = 0 e ¢ = 22/2 = x, notamos facilmente que nos
sobra uma gaussiana em x. Entao, G(t) deve ser uma fungao do tempo que ao ser substituida
em 6.21 retorna a normalizacao dessa gaussiana que descreve o estado da particula.

Substituindo-se entdo G(t) em p ficamos finalmente com:

B N2(t) . N2(t) RS
g <q’€7t)_\/2%(02K12(t)+2h14§3)(t)) " {202K2()+4hA(3><t> (q N“))}

o AV e 1 [PROLE - hAP )
X exp { P T 72 202K2(t)—|— AT (D }5 (6.23)
(02K (t)L(t) @ ()] N(t)

« exp L 4 Ko (t)gé — el
pﬁ{K@)qg J2Kf()+2hA1() ( N(t>>§}

Para facilitar a visualizagao e a discussao nosso problema ¢é interessante definirmos

p(q,s,w:\/@exp—{zﬂ(t)( —ﬁ) }exp—F<t>§2exp¢D<q,p,t>s, (6.24)

onde definimos

)
(1) = 202 K2(t) + 4rAP (1) o
_ADW) | oL 1 [PEAOLE) — hAP @) (6.26)

t
) h 202 B2 202K2(t) + 4RAP (1)
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_ Kt [PEA(L(E) - RAP @ NE) ( p
D(q’p’t)_{ nol ho? K2(t) + 2n2 A (1) (q N(t)> ' (6:27)

Fazendo ¢ = 0 em 6.24 ficamos com

p(x,0,t) = P7(Tt) exp — {P(t) (m - %) } (6.28)

que claramente é uma gaussiana normalizada, como j4 adiantamos, de largura o?(t) = 1/2P(t)

e deslocamento dado por

D p . o
=—=— . 2
z(t) ORI sin wte (6.29)

No tempo t = 0 o pacote esta centrado na origem, de acordo com o estado inicial que pre-
paramos. E interessante vermos que 6.28 descreve o movimento de um oscilador hamonico
amortecido classico. No regime subamortecido (wp > ) seu movimento ¢é senoidal, oscilando
numa frequéncia w e sendo envelopado por uma exponencial que indica a relaxacao do pacote,
associada a perda energia cinética para o meio que leva o pacote a novamente centrar-se na
origem. Esse tempo caracteristico de relaxacao do pacote é definido como 75 = 1/ e serd uma
importante escala de comparacao para os nossos objetivos.

Para o caso sobreamortecido (wy < ) devemos fazer a mudanca w — iw em 6.29, com isso,

=P _ P g vt = P gt (et
zo(t) NGO~ M sinh wte Mo {e e }. (6.30)

Para o limite superamortecido em que v > wy é facil vermos que o tempo de relaxacao serd
agora dado po 7 = 27/w?. Basta notarmos que a primeira exponencial decai no tempo com
um fator w — v~ —w2/2y é muito maior que a rapida contribuicao da segunda exponencial,
que decai com —(w + ) & 27.

Finalmente, para medir a pureza do pacote, de 6.24 podemos facilmente tomar o traco de

p?, sendo
P(t)

Trp? = Tr { /_ Z dzp(x,z,t)p(z,y,t)} -7 (6.31)
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6.2 Decoeréncia de dois pacotes gaussianos num poten-

cial harmonico

Através dessa abordagem que acabamos de mostrar na se¢ao anterior, em [8] calculou-se o
operador densidade dinamico reduzido para dois pacotes gaussianos num potencial harmonico,
apresentando a forma explicita de p;,;. Os pacotes sao preparados de tal forma que a distan-
cia entre seus centros de massa z é muito maior que suas larguras o, para garantir que sao
inicialmente distinguiveis.

A partir de agora resumimos o analisado nesse trabalho, o que servira de base para a nossa
abordagem para o problema de um tnico pacote mais a frente.

O operador densidade no instante inicial é dado por p(z,y,0) = ¢¥*(x)(y), onde

2 2
x (x — 2)
T)X qexp——— +exp ——— 6.32
o(a) x fexp - o= 0 (6.32)
representa o estado inicial de dois pacotes cujos centros distam z.
V(x)
\\ /
\ /
\\ / /
\\\ p mt(x > y s t) // {

Figura 6.2: Pacote gaussiano num potencial harmonico

Com isso, podemos escrever o termo de interacao do operador densidade no instante inicial
cOmo

? + (y — 2)° Yt (- 2)2} ' (6.33)

int OC § €XP —
Pint {P 1g2
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O interessante sera analisarmos exatamente a evolugao temporal desse termo e vermos com

que taxa seus elementos decaem. Naturalmente, visto que p é decomposto em

p = p1+ p2+ Pint, (6.34)

todos os operadores densidade reduzido em 6.34 evoluem sob acao do mesmo superpropagador,

explicito em 6.19. Isso nos permite escrever que

pint(x7 Y, t) - / / dx/dy/‘](xu Y, t7 lja yla O>pmt<lja yla O) (635)

Para notarmos a decoeréncia (atenuagao dos padroes de interferéncia) nesse problema bas-
tard analisarmos a evolugdo do termo diagonal de p;(x,y,t). Fisicamente, pela construcao
do sistema e natureza do acoplamento, podemos nos assegurar que as coeréncias que envolvam
elementos mais distantes da diagonal terao suas contribuicoes atenuadas muito antes dos termos
diagonais. Isso se deve ao fato de que, para um tempo t qualquer, a intensidade da atenuacao
¢é sempre inversamente proporcional a essa distancia, o que pode ser concluido analisando a
forma completa de p;,(z,y,t) [8].

Os termos diagonais serao portanto dados por

1 2 2
oxh x? . [z —2(9)) . _ Z*RIg(0) '
Pe20) TP T a02(0) TP T 802Q(0)
com as defini¢oes
h
Ww=wl-12 0 = wot o? = M (6.37)
_ 2 g2 2w

R=—  S=_ s=g5n (6.38)
2(0) = z RSH;(SQ) + cos (56) | exp (—R0), (6.39)
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1 0 0 '
Cr(\,0) = m/@ /0 sin [S(0 — 601)] cos [A(61 — 02)]sin [S(0 — 02) exp [R(01 + 02)]db,dbs,

(6.40)
In = % /AC dNCr(), 0)Acoth (k\), Q(0) = 1 + RIR(0) + (R + S cot §))?, (6.41)
2(0) = o2Q(0) sin?(SH) exp (—QRQ). (6.42)

2
Devemos fazer a mudanga w? — w? =+? — w2 e S — iS para o caso sobreamortecido.
Repare que para a analise da perda de coeréncia nao precisamos conhecer explicitamente
a normalizacao de p, importa-nos somente os termos exponenciais. A equagao 6.36 pode ser

entao vista como

pine % /21 B/ 7, ) c0s 6(,0) exp [—%&jﬂ . (6.43)

E exatamente a exponencial em 6.43 que age atenuando os padroes de interferéncia. Seu fator

de atenuacao nos dara o tempo caracteristico envolvido na decoeréncia dos dois pacotes.

Resolvendo a integral Cr(), #) sin?(S0) temos

1

Cr(X, 0)sin?(S0) =
RY+2R? (A2 + S?%) + (5?2 — \?)

5 {S2€2R9 + [Rsin (S6) + S cos® (S0)]?
— [25% cos(90) + 2RS sin (S0)] ™A cos (M) + 25 sin (S0)e™ A

— sin? (59))\2}
(6.44)
Usando as definicoes de R e S vemos que R? — S? = 2R%? — 1 e R? + S? = 1, vemos que
RY 4+ 2R? (X2 + %) + (5% = A%)° = M+ (8% + R2)? + 20%(R? — 5?)

(6.45)
= (A = 1)? + 4R\
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E interessante entao reescrevermos

G2 2RO [Rsin (S6) + S cos? (56)] 10)

RIR(0)sin*(S0) = [ — + -

) .

_ 25%cos(S56) + 2RS sin (Se)eRel(G) n 25 sin (S0)e™? d1(6) (6.46)
- W dé
_ sin® (S6) *1(6) ‘
T do? lo=0’
sendo que

R coth(k\) cos(A\0) (6.47)

)\c
I =
(9) /0 d)\()\2 —1)2 +4R?)\?

O procedimento agora é aproximar a [(f) para temperaturas altas e baixas e resolvé-la

exatamente. Com isso, poderemos linearizar a fungao

F(0) = %&(5; (6.48)

O elemento diagonal do operador densidade reduzido de interagao

ﬁint(ma €, t) X exp —F(9>22 ~ eXp _Fta (649)

onde encotramos uma frequéncia caracteristica de decoeréncia I', linearizando a funcao do

tempo F(0), o que por fim nos define um tempo de decoeréncia

T =T"" (6.50)
Em suma, os resultados obtidos foram
e Para altas temperaturas:
1 Jeg (2)2 TR0 (2)2 se v < w
D = ~2kpT \z RopsT \%Z) > Y 0 (6 51)
w_%QkBOT (%) TRQIZ;QT (%) , sey > wy

e Para o limite de baixas temperaturas:
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1 (o)\2 o\2
= (£ — = , <<

D = ¥ (z) TR (z) Se Y “o (652)
2

@) =@ s>

Uma vez que 0/2z < 1 e, no caso de temperaturas altas, fuwy/2kpT < 1, nota-se claramente
que os tempos de decoeréncia sao muito menores do que os tempos de relaxacao de cada caso
de acoplamento (7 = 1/v e T = 27/w? para o subamortecimento e superamortecimento,
respectivamente).

Cabe agora nos perguntarmos o que acabamos de definir como decoeréncia. Vimos ser
perdida a coeréncia que se refere aquela entre os dois estados iniciais e nao a coeréncia interna
dos pacotes. Ou seja, na escala de tempo 7p vemos a interferéncia entre os estados iniciais [1);)
e |1y) sendo extinta pela agao do banho. Caso escrevéssemos a matriz do operador densidade
dos dois pacotes juntos na base de coordenadas veriamos, nessa escala de tempo, uma forma no
minimo bloco-diagonal. No minimo porque nos resta saber em que escala de tempo 74" ocorre
a decoeréncia interna de cada pacote. Caso este tempo seja de ordem menor ou igual ao tempo
de decoeréncia 7p entre os dois pacotes, veriamos uma clara tendéncia de diagonalizacao da

matriz densidade em coordenadas nessa escala de tempo. E essa questao que nos propomos

esclarecer, com o célculo explicito, como realizado em [8].

6.3 Decoeréncia Interna de um Pacote Gaussiano

Como estamos interessados na decoeréncia interna do pacote gaussiano, o termo que nos
convém de 6.23 ¢ a segunda exponencial, que domina o decaimento dos elementos nao-diagonais
do operador densidade. Comparando-se com a andlise encontrada em [8], que resumimos na
secao anterior, seria o analogo a exponencial que age na interferéncia dos dois pacotes no
potencial harmonico. Essa modulacao nao-diagonal do operador densidade reduzido de um
pacote leva a quase completa diagonalizagao num tempo caracteristico de decoeréncia.

A seguir, utilizamos todas as defini¢oes apresentadas na subse¢ao anterior para o caso dos
dois pacotes.

O fator de atenuagao que nos dara entao esse tempo de decoeréncia interna serd obtido da
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linearizacao de

,_ [ADW) L) 1 [0PKi(W)L() - hAP @) L,
Floe _{ BT TR gk + anAP() }5' (6:33)

Nosso objetivo serd apresentar a forma de F'(t) para variados limites desse problema, nos

casos fraca e fortemente dissipativos.

Calculo das fungoes A()(t)

Para obtermos a expressao completa de F'(t) devemos calcular as fungées do tempo

M"y hv ;
er / duw coth AW 6.54
(t) = = VvV CO T (t), ( )
com
2672'yt
AW (1) = / / drdo sinwr cos V(T — o) sinwoe O+ (6.55)
sin? wt
qe 0t [t [T
AP(t) = —; / / drdo sinwr cos V(T — o) sinw(t — o)e’ @+ (6.56)
sin”“wt Jo Jo
t T
AP (t) = — 3 / / drdosinw(t — 7) cos (1 — o) sinw(t — )e?), (6.57)
sin” wt Jy

Seguiremos o mesmo procedimento que foi aplicado em [8]. As funcdes A% (¢) e A,(t) podem

ser reescritas como A®(#) e AW(\, 6) da seguinte forma, mantendo as definicées da secio 6.2:

Ac
AD(g) = Mokt / dXX coth (kA)AD (X, 6), (6.58)
Q 0
em que
—2R9
AW (N, 0) = / / sin (S60,) cos [A(01 — 05)] sin (S6y) exp [R(6; + 05)]d0,db,, (6.59)
sm
26 RO
AP (N 0) = ——— / / sin (S60,) cos [A(0; — 05)] sin [S(O — 65)] exp [R(6) + 05)]db,dbs,
SlIl

(6.60)
40



6. Pacotes Gaussianos em um Potencial Harménico

1 0 0
ABN0) = —5—— / / sin [S(6 — 61)] cos [A(6; — 6)] sin [S(6 — 65)] exp [R(0; + 62)]d6db.
S1n (SQ) 0 0
(6.61)
Repare que nossa funcio A®) (), §) é exatamente a Cg(), #) definida na secio 6.2 e A®) () sin? (S6)
pode ser expandida da mesma forma que I sin® (S6). Facamos o mesmo para as funcoes A"
e A®.

Resolvendo as integrais envolvidas em A™ () sin? (50) e A®)(6)sin? (S6) ficamos com

1

AT (50) = g R T (5 7

{526—23" + [Rsin(S6) — S cos (50)]?

+ e 28[Rsin (S) — S cos(S0)] cos(A)) — e 925 sin (S0) A sin (\0) + sin2(59))\2},
(6.62)

1
2[RT+ (5% — A2)2 + 2R2(S% + \2)]

AP (X, 0)sin? (S6) = {4[35 sin(S6) sinh (RH)
— 5% cos (S0) cosh (RO)] + [3 — 4R* + cos(250)] cos (AF) + 45 sin(S0) cos(S0)Asin(\g) (6.63)

— 2sin? (S0)A* cos ()\9)}

1
RY+2R% (N2 + 52) + (5?2 — \?)

AP0, \) sin?(S0) = 5 {S%QRG + [Rsin (S6) + S cos (50))

— 25 [S cos(S6) + Rsin (S0)] €™ cos (M) — 25 sin (56)e™ A sin (M) + sin® (S6)A?
(6.64)
Novamente, pelas definicoes de R e S podemos reescrever os denominadores do lado direito
das equagoes acima como [(A? — 1)? + 4R?*)\?] e reutilizarmos a definicio de I(f) em 6.47.

Finalmente, substituindo as equacoes anteriores em 6.58 temos
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~ 4sin? (50) T

A0 (g) Muwy { {526—2% | [Rsin(S6) — Scos (SO)] 0

(e

N e ®25[Rsin (S6) — SCOS(SG)][

o) + e~R928 5in (S0) dI(0)  sin? (S6) d21(6)

i m o T dp ‘9:0 ’
(6.65)
: . )
A®(g) = %wo 5 RS sin(S50) sinh (RO) _ 5%cos (50) cosh (RO) 10)
4sin® (S6) T s
(6.66)
252 — sin?(S0) 25 sin(S0) cos(SO) dI(0)  sin? (SO) d*1(0)
+ 1(0) — 4 7
T T do 0 do?

Wo 2210 sin cos 2

T ™
e™[252 cos(S0) + 2RS sin (56)] ef2Ssin (S0) dI(0)  sin® (SO) d*1(0)
- 1(6) + - ‘ :
T T de T do? le=o
(6.67)
Lembremos que a fungao
Ae AR\
1(0) = h . .
(9) /0 d)\<)\2 7 A coth(k\) cos(AG) (6.68)
Com 5
By = 4B L
A77(0) = AY(0) + Y
B MwySe~ 1t B (6.69)
L(Q) = W’ K(G) —MWOSCOt S0

Ki(0) = K(0) + MwoR, Ky(0) = K(0) — MwoR
o fator de atenuacao F'(t) serd reescrito como
1

2M?%02w?
F(0) = ——==4 4AM(0) sin®(50) + ————=25% %
(6) 4hsin2(56){ (6) sin(50) + ———5"

 Muwo[S cos(S0) + Rsin(S0)]2 + 55> sin®(S6) + 4AG)(6) sin®(S6)
42
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Nos nossos calculos utilizaremos a largura do pacote

s h

g = QMUJO .

(6.71)

Essa suposi¢ao que pouco afetava o caso dos dois pacotes em [8] agora é crucial para o nosso
de um pacote. O motivo é bem claro, se compararmos as duas fun¢oes F'(f). No primeiro
problema, a largura do pacote é somente um fator multiplicativo na forma da razao (z/0)?
em 6.48 e nao ha dependéncia de o nas fungoes do tempo que compéem F'(#). No segundo,
F(6) é dada por 6.70 e suas fungoes do tempo dependem de ¢ de uma maneira nao-trivial.
Intuitivamente, isso é de se esperar, uma vez que o efeito que estamos analisando agora diz
respeito a estrutura interna do pacote.

Entretanto, essa escolha nao foi arbitraria e usamos o resultado de [13] a que nos referimos
no capitulo anterior. A saber, num potencial harmonico, esse estado gaussiano de minima
incerteza é mostrado ser o mais robusto sob efeitos do banho num acoplamento fraco e como
consequéncia apresentara os maiores tempos de decoeréncia. Uma abordagem mais geral pode
ser feita, usando estados coerentes do tipo comprimido, relaxando essa condicao de o que
impomos.

Novamente, o problema resume-se agora a analise da fungao I(f) em varios regimes. Uma
vez que conhecemos seu comportamento, bastara calcularmos as fungoes A’s e substituirmos em
6.70. Feito isso, expandiremos F'(6) e tomaremos a contribuigao do termo de ordem dominante

em 6 para estimarmos o tempo de decoeréncia nos diferentes casos.

Limite de altas temperaturas

Esse limite caracteriza-se por iwg < kgT'. Isso quer dizer que k = hwy/2kpT < 1. Podemos

assumir que

coth(k\) ~ /4:_1)\ (6.72)

Esse resultado é vélido para o caso, em geral fisicamente irrealista, em que hQ2 < kgT, ja
que nessa condicao o primeiro termo da expansao da cotangente hiperbdlica para x pequeno

sera sempre dominante. Essa expansao ainda é uma boa aproximacao para a situagao em que
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hQ > kgT, caso estejamos num regime em que R < 1. Entretanto, para o problema R > 1 a
aproximacao sé se aplica para h{) < 2kgT.

Fazendo-se essa aproximacao estamos dizendo que o sistema é descrito por uma equagao
mestra do tipo 4.21. O operador densidade reduzido que é solugao dessa equagao nao satisfaz o
critério de positividade de um operador estatistico. A origem dessa inconsisténcia de natureza
matemadtica é discutida por Didsi em [6], onde se toma a mais o segundo termo da expansdo
6.72. Isso garante a positividade do operador densidade e permite-nos escrever uma equacao
mestra para médias e altas temperaturas. Entretanto, para o nosso caso, a inclusao do segundo
termo traria complicagoes para resolver o problema analiticamente, mas sugerimos o uso desses
resultados de [6] para futuras generalizagoes. A maior parte das andlises via equagao mestra
feitas na literatura parte de 4.21 sem maiores consideracoes sobre esse limite de validade.

Resolvamos a integral

4R [P cos(A0)
1(0) ~ — d .
6)~ /0 AR 4 AR (6.73)

tomando o limite A, — oo, por integragao via residuos.

Ao calcularmos as raizes do denominador encontramos quatro pélos de ordem 1. A saber,

+a e £, sendo

90 e 9
a—cosz+zs1n2 e ,6—(3052 isin, (6.74)
2RV1 — R?
P |
¢ = tan (W) - (6.75)
Portanto,
R o 10N 00 o102
1(0) =~ — d\ d\ ‘ '
©) H{/—oo ()\2—1)2+4R2)\2+/_OO ()\2_1)2_1_432/\2} (6.76)

Na primeira integral, para garantirmos a sua convergéncia, (j& que 6 > 0) escolhemos
o caminho de integracao semi-circular fechado que passa pelo semi-plano superior do plano

complexo, envolvendo os polos a e —(3. Definindo,

f(z) = =— (6.77)
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e tomando o limite do raio R desse caminho indo para infinito, escrevemos

00 O
ff(z)dz: /_Ood)\()\z_ 1)€2+4R2)\2 =27 (Resf(z)
T

b o—i0B
<a2—ﬁ2>{ o "B }

Analogamente, para a segunda integral, integrando agora pelo semi-plano inferior e sendo agora

+ Resf(z)

)

z=

efiez

1) = e (6.79)

ficamos com

00 672'9)\
j{f(z)dz = /_ d/\()\2 By ERWyTERE =27 (Resf(z)

Z=—Q

Desta maneira,

k oa?2—0% | « I5;

Reparemos agora que @ = * e portanto podemos dizer que

~ ifa —i03
(o)~ 1 {e 46 } (6.81)

1(6) ~ ?ﬁf{e { eza } . (6.82)

Vejamos que pela equagao 6.75 e o fato de estarmos interessados no valor principal da

integral, podemos tomar
sing =2RV1—R2 e cos¢=1—2R? — sinng e cosgzm. (6.83)
Lembrando-nos ainda que R? + S? = 1, escrevemos
a:cosg—l—ising:S—l—iR. (6.84)
Finalmente, voltando a 6.82, temos
1(6) ~ %e—R"[S cos (S) + Rsin (S6)]. (6.85)

K
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Entao, através da relacao R? + S? = 1 podemos facilmente calcular as derivadas primeira e
segunda de 1(#), dadas por

1dI(9 e~ sin (S0 1d*1(0) e
- d(G) = — HS( ) e - d6(2 ) =3 [Rsin(S0) — S cos(S6)]. (6.86)

Para reforcar o que dissemos no inicio da secao, o caso fisico consistente que nos interessa é
hQ > kT > hwy. Vimos que a aproximagao A coth (kA) &~ 1/k vale para A\, < 1/k. Para altas
frequéncias, a fungdo Acoth (k\) — A e a aproximacao deveria ser corrigida para garantir o
comportamento linear. Mas reparemos que o denominador no integrando de I(#) decai com um
termo de ordem \* para valores altos de frequéncia. Isso nos permite dizer que a aproximacao
ainda é razoavel, uma vez que o erro seria suprimido por esse comportamento altamente nao-
linear do denominador, mesmo para valores de R consideravelmente grandes. Entretanto, para
R > 1 (limite de forte dissipac¢ao) nossa aproximagao deve ser repensada.

Podemos agora substituir 6.85 e 6.86 nas expressoes das A’s. Ficaremos com

M :0 { [Rsin(S) — S cos(SO))? + sin®(S0) — e—ZResZ}, (6.87)

AW(f)sin® (S6) =

MWO
K

AP (0) sin® (56) = {RS sin(S0) sinh (RO) — S cos(S6) cosh(RA)

(6.88)
+ e—f”s[s cos(S) + Rsin(S@)} }
AP () sin? (S6) = M—:’O{eWS? — sin?(S6) — [Rsin(S6) + SCOS(SH)]Q}. (6.89)

De pronto, substituindo-se os resultados em 6.70, podemos tomar os limites de 8 — 0 e

6 — oo para analisarmos os comportamentos extremos de F'(f). Mostramos que

lim F(6) = 0 (6.90)
0—0
(S
. MWO
O = o2

46



6. Pacotes Gaussianos em um Potencial Harménico

Do comportamento assintético de F'(f) vemos que com o tempo os termos nao-diagonais
serdo cada vez menores, j4 que o termo exponencial do operador densidade e F®¢ — 0,
para tempos muito longos e & # 0. De fato, podemos esperar uma tendéncia a completa
diagonalizacao do operador densidade na base de coordenadas.

Finalmente, para o calculo da pureza, devemos lembrar que

P(0) = M (6)

= i 6.92
202K2%(0) + 4hAP (9) (6:92)
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Limite de dissipacgao fraca e altas temperaturas

O limite de dissipacgao fraca corresponde a R — 0 e S — 1. Expandimos assim os termos
do tipo e ~ 1 + R. Dessa forma, deprezando termos da ordem de R2, k% e kR, uma vez que

ambos sao muito menores que a unidade, reescrevemos as fungoes A’s como

AD () sin? (S0) = 1\42 il 5{9 — sin  cos 9}, (6.93)
K
2) ) - R .
A'¥(0)sin® (S0) = Mwog sinf — O cosb 7, (6.94)
AP () sin? (50) = AV (6) sin® (56). (6.95)

Tomamos o cuidado de manter explicita a razao R/k, que nos dard dois casos distintos para

andlise: R/k < 1le R/k 2 1.

e R/IkK1:

Naturalmente, nesse limite, para notarmos F'(6) 2 1 as contribuigoes relevantes das fun-
¢oes A’s serao em tempos tais que € > 1. Com isso, os termos lineares em 6 serao

dominantes e podemos escrever as fungoes anteriores como

AD(6) sin?(S0) ~ Mw@fe, (6.96)

AP (9) sin?(S9) ~ —Mw()%QcosQ, (6.97)
M

A®)(9) sin?(S6) ~ 2“’0%9. (6.98)

Substituindo agora as funcoes de 6 anteriores ja aproximadas em 6.70, colecionando os

termos dominantes de primeira ordem em 6, ficamos com
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M
F(0) = 2;’;0 %9 (6.99)

Definimos entao uma taxa de decaimento dos termos nao-diagonais dada por

M 2¢2
I = ;";f %. (6.100)

Entao, o tempo de decoeréncia 7p = I'"!, que fard F(0)&% ~ 1, para algum ¢ fixo nao-nulo,

sera dado por

2h Kk 2hwy (o)’
_ F_ 2o (o) 6.101
T MRER kaT(ﬁ) (6.101)

Por fim, podemos linearizar também a expressao do traco do operador densidade ao

quadrado, lembrando-se que

Trp* = %. (6.102)

Ficamos entao com

kT
Trp2:1—47hi

" (6.103)

0
Repare que em t = 0 Trp? = 1, em consisténcia com o nosso estado inicial puro. Vemos

kT

que a expressao linear do taco mostra que a inclinagao negativa da reta é Vi K 1, mas

aproximamos o resultado para t longos.

e R/k2>1

Nesse caso deveremos tomar as contribuicoes das funcoes de 6 para tempos curtos, ja
que a razao R/k 2 1 implica em um decaimento dos termos nao-diagonais muito rapido
para tempos 6 > 1. Devemos entao expandir até terceira ordem em 6 para notarmos a
primeira contribuicao (linear) das fung¢oes A’s, que nesse caso sao todas dadas por

MW()R
3 K

AD(0) sin?(S0) ~ 6 (6.104)
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Novamente, desprezando-se termos com R? k2 e Rk, obteremos

M
F() = :(’g (6.105)

Definimos entao uma taxa de decaimento dos termos nao-diagonais dada por

Muie® R

I'=
h K

(6.106)

Entao, o tempo de decoeréncia 7p = '™, que fard F(0)&% =~ 1, para algum £ fixo nao-nulo,

sera dado por

h K 1 th g 2

Ja o trago pode ser aproximado para tempos curto por
kgT
Trp* =1 —8y——t. 6.108
rp e (6.108)
Limite de dissipacgao forte e altas temperaturas

Lembremos que para esse limite, R > 1 e deveremos substituir S — S, com S — R na

equacao 6.70 e nas defini¢oes das fungdes A’s. Simplificamos entao

M
A(l) (9) Sinh2 (RQ) — Wo {R2 [Slnh(RQ) o COSh(RQ)]g + 81nh2(R9) o 6—2R9R2}
" (6.100)
o MWO . 2
= I sinh” (RH),
@)(0) <inih2 Muwo | o o 5 . .
A¥ () sinh” (RO) = — R? cosh”(RA) — R” sinh(S50) sinh(R0)
(6.110)

— e MR? [cosh(RG) + sinh(RH)] } =0,
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A® () sinh?(RA) = _]Z 0 {R2 [sinh(R6) + cosh(RA))* — e S% +- sinhQ(RH)}
: (6.111)
o MWO . 2
= i sinh” (RA).
Com F'(#) agora dada por
1
F(0) = ———5——1 4AW(0) sinh®(RA) + MwoR%e >
(6) 4hsinh2(R9){ (O) b (H6) + MunEe
(6.112)

2
[Mo.zoe_R(’R2 [cosh(RA) + sinh(RA)] — 2A2)(6) Sinh2(R9)}

" MuwoR? [sinh(R6) + cosh(RO)]? + Mwysinh®(RO) + 4A®)(0) sinh*(RE) |
Nesse caso, analogamente ao que fizemos para R/k 2 1, s6 faz sentido tomarmos o limite

de tempos curtos. Portanto, expandindo 6.112 em # até a primeira ordem dominante temos

M(,do 1 M(JJO R
FO) ~ — R{1——)0~= —0. 6.113
() 2h ( /4:) 2h K ( )
A taxa de decaimento é dada por
Mw? R
r=——_. 6.114
h 2k ( )

Portanto, o tempo de decoeréncia 7p = '™ que fard F(0)&% ~ 1 serd dado por

2hK 2 hwo (o 2
_ _ 2 AN 11
D= MR~ v ksT (5) (6.115)

Note agora que esse tempo tem a mesma forma do encontrado por Zurek em [19] para parti-

cula livre, como mostramos no capitulo anterior. Basta vermos que, substituindo o comprimento

o = \/h/2Mwy, 6.115 pode ser reescrito como

; _2@(2)2_2<L>2_2(5)2 (6.116)
P yksT \¢) v \eveMksT) v \&) |

sendo que agora esse tempo ¢é inversamente proporcional ao quadrado do comprimento de

coeréncia £ no lugar da distancia entre dois pacotes z, como em [19].
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Linearizando também o traco ficamos com

kT
Trp? =1— 4y—"—t. 6.117
p e ( )
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O limite de dissipacao fraca revisto

Analiticamente, ha uma maneira de tratar especificamente o problema da dissipacao fraca
e obtermos o tempo de decoeréncia sem qualquer aproximacao em temperatura. E o que
mostramos a seguir.

Voltemos nas equacoes 6.59, 6.60 e 6.61. O procedimento é resolver uma das integrais
temporais e logo tomar o limite de dissipacao fraca nessas equagoes, a saber R — 0 e S — 1.

Com isso, convenientemente mudando os limites de integracao da integral dupla,

26—2R9

A () = —/6 /61 sin (S01) cos [A(01 — 05)] sin (SO2) exp [R(61 + 02)]d6,db
X 2 (30) Jy /o 1 1 — 02 2 1+ 02)]d0,db,

2 0 ., cosby — cos (\bq)
= —F de 0 6.118
sin2(9/0 PHATAT DO D) (6.118)
B o ¢ [+ De]r 2 [(A-1
_m/o d@lsm@lsm[ 5 ;(A_l)sm 5 ,

onde utilizamos a relagao trigonométrica para transformar a diferenca entre os cossenos em um

produto de senos, como em
b —b
cosb — cosa = 2sin (a—; )sin (a2 ) (6.119)

O mesmo processo é aplicado nas outras funcoes. Repare que para AE\Q)(Q) agora ¢é facil

mostrar que

AP (h) = % /0 /0 sin (56;) cos [A(6; — 65)] sin [S(6 — 65)] exp [R(61 + 65)]d6;dbs

- {(A _21)61] ’

Ar o C[A+1D671 2
_m/o delsm(e—@l)sm{ 5 }

seguindo exatamente a mesma integracao feita em AE\I)(H), bastando trocar 0y <> 6.

(6.120)

Por fim, a integral Ag\?’) (f) é exatamente a mesma funcdo que AE\?’)(Q), no limite em que

R — 0, bastando fazer a troca de variaveis § — 6; — 6, e 8 — 05 — 5. Portanto, escrevemos
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diretamente que

6 0
AP (9) = % /0 /0 sin [S(6 — 61)] cos [A(6; — 65)] sin [S(6 — 65)] exp [R(6; + 65)]d6,d6,

sin
0 —
= 2—7T2/ db, sin 0, sin (A+ D)oy l % sin (A —1)6
(A4 1)sin®0 J, 9 TO—1) 5

(6.121)
Mas analogamente ao raciocinio que aplicamos as aproximagoes nas subsecoes anteriores,

para tempos longos, 1 > 1, pode-se escrever que

12 [O-1h B
T [ 5 }%5@ 1). (6.122)

Com isso, conseguimos mostrar que as fungdes A,(f)’s assumem o cardter deltiforme em

frequéncia, sendo

™

0
T . .
Ag\l)<0) = 6()\ — 1)sln—29/0 Sln2 916[91 = 5()\ — 1) {m(@ — cos@sin (9)} s (6123)

0
7;9 / sin(f — 6;) sin 01df; = §(\ — 1) {%(sin@ — 6 cos 9)} , (6.124)
0

sin sin

AP(6) =6(A —1) .“'29 /09 sin®(6 — 6;)d6; = 6(\ — 1) {

Sin

m(& — COSQSiH 9)} . (6125)

Integrando finalmente em frequéncia ficamos com

M

AW () = ,w(;R coth k(0 — cosfsin ), (6.126)
2sin” 0
M

AP (h) = 'Q;OR coth k(sin @ — 6 cos ), (6.127)
sin” 6
A®(9) = AN (9). (6.128)
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Esse resultado foi obtido em [20], onde se mostrou que para o caso fracamente dissipativo a
equacao mestra do problema poderia ser escrita como

op  h % h 0%

ot 2iM Ox2  2iM Oy?

Mwyz? Mwyy? 1 Fuwg :
- S Mrycoth [ =2 (2 — ).
oin P o P pMyeoth (g ) (B )

Note que nesse caso a equacao é valida para qualquer temperatura. Sua forma assemelha-se

0 0
—y(r — y)5—§ +y(z — y)a—z

(6.129)

muito a obtida no caso da aproximagcao de temperaturas altas, vista na equacao 4.21, sendo que
a diferenca estd no 1ultimo termo a que associamos a constante difusiva, antes D = 2M~kgT,
agora D = M~hcoth (hwo/2kgT).

Por fim, exatamente como fizemos para o caso mais geral, podemos reconfirmar nossos
resultados anteriores, estimando o tempo de decoeréncia a partir de F'(6) (equacao 6.70) para
o problema especifico fracamente dissipativo, em que termos de segunda ordem em R sao
desprezados. Novamente, nota-se que para F ()% ~ 1 o limite § > 1 deve ser tomado.
Portanto, os termos lineares em 6 sao dominantes escrevemos

M(U()fQ

F(6) =  4sin26

{2R(9 — cosfsin 6) coth k — e 27

[e"™(cos§ + Rsinf) — 2R coth s(sin 6 — 6 cos §)] i }

(cosf + Rsin#)? + 2R coth k(6 — cossin 0) (6.130)
MuwoRE?
~ —Q;th(cothfi —-1)0
o M(UoRfQ
h(e?s —1)
Com isso, podemos expressar F'(t) ~ —I't, em que
Mwyy€? 1
I'= 6.131
h  exp(hw/kgT) —1 ( )
e portanto o tempo de decoeréncia interna do pacote gaussiano é dado por
1 h hw
- — — 1. 6.132
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Mais uma vez vemos que esse tempo ¢é tipicamente muito menor que o tempo de relaxagao

do sistema, com excecao do limite de baixas temperaturas. Para os dois limites escrevemos

2 o 2 hWO 1
Tmm=—|= exp —— —
P\ P st

2
2 fuoy, (g) , se kgT > huw,

2
2 exp fe (g)  se kpT < hup

que recupera nossa aproximagao para altas temperaturas que encontramos no inicio da secao.
Por fim, a medida de pureza nesse limite nos da
Trp*=1—4 <%> yt. (6.133)
eXp pF — 1
Claramente, para temperaturas altas recuperamos o resultado de 6.103. Ja para baixas tempe-
raturas, vemos um coeficiente linear da expressao do trago dado por um fator exponencialmente

pequeno, uma vez que

huw
Trp* ~1—4yexp (— k’B;) t. (6.134)

Para ilustrar o que acabamos de calcular, podemos plotar o operador densidade reduzido de
uma particula para alguns regimes, mostrando exatamente a tendéncia da diagonalizacao na

base de coordenadas. As figuras a seguir referem-se ao caso fracamente dissipativo do pacote

parado.
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6. Pacotes Gaussianos em um Potencial Harménico

Representacgoes graficas do operador densidade reduzido

Assumimos o caso fracamente dissipativo em que R = 1 x 1073. Ressaltemos que o tempo
de relaxacdao nas situacoes ilustradas é sempre o mesmo, ~ 10% oscilacdes na frequéncia wy
do potencial harmonico. Os graficos tridimensionais foram reescalados na direcao z para nos

atentarmos a perda de coeréncia, que é o que nos interessa. Naturalmente, o valor absoluto do

operador decai com passar do tempo, uma vez que o sistema perde energia para o meio.

A sequéncia de figuras ilustra os trés casos distintos que abordamos no inicio da secao.

Respectivamente, 6.3 e 6.4, 6.5 e 6.6, 6.7 e 6.8, representando R/k < 1, R/k 2 1 para

temperaturas altas e o caso de temperaturas baixa.
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Figura 6.3: Graficos da evolugao
107K, R = 0.001, R/k =~ 0.04, k =~ 0.02 e M = 10723g. Visualizamos como uma matriz

continua com os elementos variando de —6 x 10~ a —6 x 1077
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Figura 6.4: Mesma dinamica num plot em 3D

Para esse caso das figuras 6.5 ¢ 6.6 em que 7' = 10~ podemos consideré-lo de temperatura
alta, uma vez que k ~ 2 x 10~* < 1. Notemos que em menos de trés periodos caracteristicos do
oscilador, 1/wy, o pacote ja perdeu sua coeréncia interna, o que mostra o efeito determinante
da temperatura nesse sistema dissipativo. No limite fortemente dissipativo a diagonalizacao
do operador densidade é ainda mais categérica. Antes mesmo de um periodo caracteristico de

oscilacao verificamos a perda de coeréncia.
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6. Pacotes Gaussianos em um Potencial Harménico
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Figura 6.5: Gréficos da evolucao temporal do operador densidade num plot xy. Usamos T =
107K, R = 0.001, R/k ~ 4, k ~ 2 x 107 e M = 10723g. Visualizamos como uma matriz

continua com os elementos variando de —6 x 107 a —6 x 1077
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6. Pacotes Gaussianos em um Potencial Harménico
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Figura 6.6: Mesma dinamica num plot em 3D

Nas figuras 6.7 e 6.8 vemos o sistema demorar um tempo da ordem de relaxacao para perder
coeréncia. Como haviamos discutido, isso revela a robustez do estado coerente gaussiano frente
a dissipacao. A medida que diminuimos ainda mais a temperatura a tendéncia é vermos um
crescimento exponencial do tempo de decoeréncia com o inverso da temperatura, tendendo a

infinito quando 7" — 0, assim como visto em 6.132.
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6. Pacotes Gaussianos em um Potencial Harménico
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Figura 6.7: Gréficos da evolucao temporal do operador densidade num plot xy. Usamos T =
1071°K, R = 0.001, k = 20 e M = 10723¢. Visualizamos como uma matriz continua com os

elementos variando de —6 x 107" a —6 x 1077
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6. Pacotes Gaussianos em um Potencial Harménico

1.0 (cwot) 9.0 x 107 (ewgt) 1.5 % 10% (wpt)

st

o)

o)

2.5 % 10° (wot)

3.0 x 107 (ewgt)

o)

e
e
A o
" ey ity
s " P LIETT

o)

L7
Sl
5, L,

Figura 6.8: Mesma dinamica num plot em 3D
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Conclusoes e Perspectivas

Analisamos nessa dissertacao, diretamente a partir do operador densidade dinamico redu-
zido, o tempo de decoeréncia interna para o problema de um pacote gaussiano em um potencial

harmonico. Resumindo os resultados vimos que para altas temperaturas

™D

§

e na generalizacao do caso fracamente dissipativo (7 < wy) para qualquer temperatura

2 o 2 o hbdo 1
p— —_— X —_— —
LAY PesT

2
husg <9> , se kT > hwy

27;[/(4)0 o 2
:§sz — | ,para ¥y < wp €y > wy
B

2
2 hw o
= exp 355 (E) , se kpT < hwy.

Notamos que para os casos calculados os tempos de decoeréncia interna mostram-se muito
menores do que o tempo de relaxacao do sistema, para comprimentos da ordem da largura do
pacote. Essa é a principal conclusao desse trabalho, endossando as caracteristicas do fenomeno
da decoeréncia assim como esperadas na literatura. Quanto mais distantes estamos da diagonal

principal do operador densidade a coeréncia no pacote, formada pela superposicao de diferentes
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7. Conclusoes e Perspectivas

autoestados de posi¢ao, decai no tempo com o quadrado dessa distancia em unidades da largura
do pacote. Entrentato, reparemos que de fato, apesar de F'(t) ser monotonicamente crescente,
h& um valor de £ que nos indica que a diagonalizacao do operador densidade nao é completa num
tempo da ordem de 7y, a relaxacao do sistema. Diferentemente do problema da decoeréncia de
dois pacotes, em que a coeréncia é perdida completamente antes da relaxacao, os tempos de
decoeréncia interna que calculamos sao do tipo
- h(.x.)(] o 2
T (E) ’

ou seja, para um comprimento de coeréncia ¢, temos

kT \ &c ’

fazendo o tempo de decoeréncia interna ficar da ordem da relaxacao do sistema. Substituindo

o largura do pacote suposta nos calculos anteriores vemos que

h
V2MkEgT

Ou seja, o sistema mantém um comprimento de coeréncia interna da ordem do comprimento

50 ~ A

de onda de de Broglie. Portanto, para problemas tipicamente macroscopicos em temperatura
ambiente (¢ — 0 e podemos encarar, nesse caso, auséncia coeréncia remanescente num tempo
da ordem de 7. Para o caso fortemente dissipativo esse comprimento é ainda multiplicado por
um fator wy/y < 1, devido a diferente forma do tempo de relaxagao nesse caso (g = y/wi), 0
que ainda fortalece a ideia de um comprimento de coeréncia ainda menor, negligivel no limite
macroscopico.

Por questao de tempo, faltou-nos calcular o limite especifico de dissipacao forte e tempera-
tura baixa, que sera adicionado futuramente aos nossos resultados.

O critério sugerido por Zurek et al. em [13] para o caso oscilador harmoénico fracamente dis-
sipativo permitiu definir os estados coerentes como os mais estaveis, promovendo-os a ponteiros
naturais do problema. Particularmente, o estado coerente de minima incerteza (gaussiano) é

o mais estavel e foi justamente esse estado que utilizamos. A sua robustez fica clara quando
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7. Conclusoes e Perspectivas

tomamos o limite de T" — 0 no nosso resultado de tempo de decoeréncia para o caso fracamente
dissipativo para qualquer temperatura. Nesse limite, 7p — 0o e naturalmente a medida de
pureza Trp? — 1, mostrando que o pacote relaxa num tempo 7z = 1/ mas sem perder a sua
coeréncia, uma vez que continua sendo um estado puro. Isso é um reflexo de sua estabilidade
e estd de acordo com o encontrado por Dalvit et al. em [21].

Entretanto, caso tratemos do problema de uma particula livre, o critério deve ser substituido,
ja que seguindo o mesmo procedimento a base de coordenadas deveria ser a escolhida pelo
sistema para evidenciar decoeréncia. Nao é o que se verifica e a base de momento mostra-se mais
adequada nessa situacao. O problema da particula livre é bem abordado em [18] e [22] e de fato
podemos dai notar a preferéncia da base de momentos. O que podemos acrescentar para essa
discussao é que no caso de particula livre, uma vez que nao ha comprimentos caracteristicos que
delimitam o problema, como ocorre no caso do oscilador harmonico, em que ha o comprimento
caracteristico do potencial, pouco faz sentido falarmos de autoestados de posicao como bons
indicadores. A particula tende a uma diagonalizacao, mas ocorre muito mais rapidamente no
espago de momentos. Essa discussdo em particular foi levantada por Venugopalan em [17],
apesar de que uma analise mais cuidadosa do problema é necessaria.

O estudo do fenomeno da decoeréncia tomou particular evidéncia no ultimo ano com a
premiacao de S. Haroche e D. Wineland com o prémio Nobel de Fisica, por uma série de expe-
rimentos épticos iniciados no meio da década de 90 que conseguiu, dentre outras aplicabilidades
e conclusoes, apresentar valores para as escalas de tempo de decoeréncia em superposicoes do

tipo gato de Schrodinger [9] e [23].
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Transformada de Laplace

A transformada de Laplace de uma fungao ¢(t) define-se como

Lolo(®)(s) = / g(t)etdt.

A transformada inversa é dada por

£ = —— / T st

2 f i
A seguir estao as transformadas que usamos na segao 2.2:
e Transformada da derivada segunda de g(t):

Lifg0))(s) = s*Lelg(t)](5) — s9(0) — 9(0).

e Transformada do coswt:

S
Et[COS(A}tKS) = m
e Transformada do sinwt:
. w
Et[smwt](s) = m

Utilizamos também a propriedade do produto de convolucao que nos diz que

L F(9)a(s)] = L7 F(s)] * LM a(s)] = (1) = 9(t) = /0 f(r)g(t —T)dr.
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Introducao de uma funcao de convergéncia

no caso ohmico

Como dissemos, ha algumas formas de garantirmos cortes de frequéncia com apelo mais
fisicos. Em geral, esses cortes sao introduzidos para garantir a convergéncia de integracoes
em frequéncia, principalmente para os problemas nao-Markovianos que nao abordamos nessa
dissertacao.

Para deduzirmos o modelo admitimos basicamente:

1. O banho 6hmico, traduzido na forma de uma fungao espectral linear na frequéncia J(w) =

nw,

2. Auséncia de memoéria do banho, que pode ser representada pelo limite 2 — oo (quando

o tempo microscopico caracteristico é considerado nulo).

Ambas as suposicoes do modelo foram feitas independentemente, no sentido de que uma
nao se faz necessaria a outra. Entretanto, uma vez assumidas tém de se mostrar mutuamente
consistentes. O fato de nao obtermos a convergéncia em algumas expressoes no intervalo 0 — oo

se da porque, fisicamente, uma funcao espectral deve decair no limite w — oo, garantindo
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B. Introducao de uma funcao de convergéncia no caso 6hmico

que algumas quantidades fisicas, como dispersao de momento, nao sejam divergentes [1]. Para
explicarmos isso devemos ir além da abordagem fenomenolégica e entendermos que sempre
haverd um tempo caracteristico de memoria microscopica para efeitos inercias do banho. Ou
seja, assumindo que 2 — oo é dizer que esse tempo é nulo, tornando a situacao idealizada,
valida em alguns casos.

Uma tentativa de levar isso em conta é utilizar a chamada regularizacao de Drude, que

assume uma dependéncia temporal de v do tipo:

v(t) = Qe . (B.1)

Com isso a funcao espectral é reescrita como:

nw
1+ &
sendo 2 agora a frequéncia de Drude, que nada mais é do que a introdugao de um tempo de
memoria nao-nulo para o banho.

Outra maneira de levarmos em conta esse fato é introduzirmos um corte exponencial através

de e/t [24].
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