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Resumo

Estudamos o efeito do acoplamento de um oscilador harménico a um ambiente externo modelado por
N osciladores nao-lineares de dois graus de liberdade, cujo regime dinamico varia, do regular ao cadtico,
de acordo com um parametro de controle. O acoplamento entre o oscilador e o ambiente é bilinear nas
coordenadas de cada subsistema e reescala de acordo com o tamanho do ambiente. O foco esta centrado
nas condigoes, sobre o nimero de graus de liberdade e o regime dindmico dos osciladores nao-lineares,
para que ocorra a dissipagdo de energia e termalizagdo do sistema. O trabalho foi desenvolvido num
contexto classico e baseado em um tunica realizagao dinamica, opondo-se a média de ensemble sobre
varias realizagoes. O principal resultado desta tese, ¢ que um ambiente caotico finito, composto por um
numero razoavelmente pequeno de graus de liberdade, pode simular a acao de um reservatério térmico
infinito, dissipando a energia do oscilador a uma taxa exponencial e conduzindo-o a termalizagdo com
uma distribui¢cao de Boltzmann para uma temperatura muito bem definida. Baseados na Teoria de
Resposta Linear, desenvolvemos um modelo analitico simples que justifica a reescala do acoplamento

e reproduz as simulagoes numéricas quando o ambiente esta no regime cadtico.
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Abstract

We study the coupling of a harmonic oscillator (HO) to an external environment modeled by N
two-degrees-of-freedom nonlinear oscillators, ranging from integrable to chaotic according to a control
parameter. The coupling between the HO and the environment is bilinear in the coordinates and
scales with the environment size. We study the conditions for energy dissipation and thermalization as
a function of N and of the dynamical regime of the nonlinear oscillators. The study is classical and based
on a single realization of the dynamics, as opposed to ensemble averages over many realizations. The
main result of this thesis is that the chaotic finite environment, composed by a fairly small number of
degrees of freedom, can simulate the action of a infinite thermal reservoir, promoting the dissipation at
an exponential rate and leading to the thermalization in a Boltzmann distribution of energies for a well-
defined temperature. We develop a simple analytical treatment, based on the linear response theory,
that justifies the coupling scaling and reproduces the numerical simulations when the environment is

in the chaotic regime.
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Capitulo 1

Introducao

“No equilibrio a matéria é cega,
é fora do equilibrio que ela comeca a ver.”

Ilya Prigogine em “O Fim das Certezas?”

1.1 Motivacao

Esta introdugdo contém, de maneira bastante resumida e informal, um pouco de tudo o que
motiva este trabalho. Embora a irreversibilidade nao seja o tema central de nosso estudo, as inimeras e
intrigantes questoes sobre sua origem nos sistemas mecanicos, sdo o ponto de partida de grande parte de
toda a motivacao. A manifestacdo macroscépica da irreversibilidade contrapoem-se a simetria temporal
das equacoes dindmicas da Mecanica Classica e da Mecanica Quéantica e este fato, aparentemente
paradoxal, sempre esteve no centro das intimeras e profundas discussdes sobre o tema. No nosso
problema, a irreversibilidade também manifesta-se, mas tem apenas um papel coadjuvante, o foco esta
centrado no fenéomeno da dissipacao. Falando informalmente, lidamos com um sistema dissipativo
finito e fechado, no qual a dissipacdo estd caracterizada pelo fluxo irreversivel! de energia entre dois
subsistemas.

A dissipagao, um dos principais fenémenos associados a condi¢ao de nao equilibrio, é um dos me-
canismos béasicos responsaveis pela relaxacao da maioria dos sistemas fisicos e tem sido visto como
um processo intimamente relacionado a outros fenémenos interessantes, como, por exemplo, a auto-

organizagao em sistemas quanticos [1, 2J. E fato que, desde a descoberta do Movimento Browniano

IE importante que fique claro que ndo usamos, nesta tese, o termo irreversivel no seu sentido mateméatico estrito. A
irreversibilidade manifesta-se, no nosso problema, por meio da inobservancia numérica do fluxo regular reverso dentro
das escalas de tempo estudadas. Em outras palavras, se A perde energia para B, ndo visualizamos, mesmo para tempos
de integracao extremamente grandes, o fluxo de B para A.
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[3], muito sucesso vem sendo alcangado na busca pela compreensao dos mecanismos responsaveis pelo
surgimento de ambientes dissipativos, mas a maioria dos modelos tedricos desenvolvidos, ou sao feno-
menologicos ou um pouco artificiais, na medida que, em muitos casos, nao é possivel fazer um paralelo
direto com sistemas reais. Portanto, ainda existem algumas questoes fundamentais nao respondidas

que podem contribuir para uma compreensao da origem dinamica dos fenémenos dissipativos.

Neste trabalho, abordamos a questao do nimero de graus de liberdade dos sistemas fisicos reais e
esta é uma questao muito pertinente, uma vez que o crescente avanco no desenvolvimento de sistemas
fisicos em escalas cada vez menores atingiu um patamar em que faz-se necessario levar em conta a
finitude do sistema. Sistemas desta natureza nao podem ser descritos, a priori, a partir dos resultados
da termodinamica cléssica, ja que nao estao necessariamente no limite termodinamico. Por outro lado,
nem sempre podemos aplicar métodos quanticos puros, dado que existem exemplos, como a molécula
de Cgg, para o qual a interacao entre os graus de liberdade internos produz um significativo efeito de
classicalizacao [4]. Estas dificuldades naturais colocam estes sistemas finitos numa regido um pouco
desconfortavel, onde o niimero de graus de liberdade nao é grande o suficiente para que desconsideremos

2 ¢ nao ¢ pequena o suficiente para que um tratamento analitico completo seja

a dindmica microscopica
possivel. As razbes académicas para o estudo de sistemas finitos, por si s6, justificam todo o esforco
a ser empregado nesta tarefa, mas nao podemos negar que ha toda uma gama de novas possibilidades
tecnologicas envolvidas. H4 muito ainda o que se fazer, mas esperamos que o trabalho apresentado

nesta tese contribua, com pelo menos um passo, nessa longa caminhada.

1.2 Definicao do problema

Baseado no esquema geral proposto por Feynman e Vernon [5], onde o sistema de interesse, com
poucos graus de liberdade, esta acoplado com um ambiente externo com muitos graus de liberdade,
estudaremos, numérica e analiticamente, o comportamento dindmico efetivo de um oscilador harmonico
acoplado com um ambiente externo representado por N osciladores nao lineares. Focaremos nossa
analise, principalmente, no papel que tanto o nimero de graus de liberdade como o regime dinamico
do ambiente desempenham no estabelecimento de um regime dissipativo. O termo “efetivo” refere-se,
aqui, aos fendomenos obtidos a partir de uma tnica realizacao dinamica do sistema, ou seja, a partir
de uma tunica trajetéria global. Analisaremos, também, se, aliada a tendéncia a relaxagdao, podemos

estabelecer uma condicao de termalizacao entre os subsistemas no equilibrio.

20 termo “dindmica microscépica” refere-se a dindmica individual de cada grau de liberdade do sistema.
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1.3 Estrutura da tese

O texto foi elaborado de forma que o encadeamento dos resultados seja o mais natural possivel. Por
isso, comecamos a preparar o espirito do leitor para as questdes mais importantes no Capitulo 2, onde
apresentamos, resumidamente, os principais modelos que lidam com ambientes dissipativos e, dentro
deles, destacamos os pontos que merecem um olhar mais atento. Nas secoes 2.1 e 2.3 falamos sobre
dois dos mais célebres modelos dissipativos: o Movimento Browniano Classico e o Modelo Caldeira-
Leggett. Na secao 2.4 tecemos alguns comentarios sobre modelos que utilizam banhos caéticos de baixa
dimensionalidade, e damos um pouco mais de énfase ao trabalho que serviu como ponto de partida para
esta tese. A secao 2.5 apresenta a Teoria de Resposta Linear, objeto central no tratamento analitico
proposto aqui. Algumas outras seg¢oes estao contidas, também, no Capitulo 2. No caso da se¢ao 2.2, o
intuito ¢ facilitar a obtencao da solugao geral da equacao de movimento de cada oscilador no modelo
Caldeira-Legget e evidenciar a equivaléncia da solugao encontrada a partir da Teoria de Resposta Linear
contida na segao 2.5.1.

O capitulo 3 traz a primeira parte dos resultados originais desta tese. A secdo 3.1 apresenta o
tipo de sistema a ser tratado e explicita a nomenclatura utilizada. A préxima segdo, 3.2, define o
sistema que compoem nosso ambiente externo ou banho e destaca as suas principais propriedades.
Em seguida, em 3.3, apresentamos a Hamiltoniana completa, composta por um oscilador harmoénico
acoplado ao ambiente externo e definimos o modo como estabelecemos as condigoes iniciais utilizadas
para a obtencao da solugao numérica das equacodes de movimento. Os principais resultados numéricos
sobre a dissipagao via acoplamento com o banho finito estao contidas nas se¢ao 3.4, onde mostramos a
influéncia do regime dindmico (integravel, misto e cadtico) e do niimero de graus de liberdade do banho
sobre o comportamento dindmico do oscilador harménico. Comparamos as distribui¢oes de energia
para o oscilador e para o banho, obtidas por meio de médias no ensemble e no tempo para verificar a
ergodicidade do sistema. Nas duas ultimas sec¢oes 3.5 e 3.6, tratamos da possibilidade de defini¢ao de
uma temperatura de equilibrio entre o oscilador e o banho com um niimero finito de graus de liberdade.

O Capitulo 4 contém o modelo analitico proposto para descricdo dos resultados numéricos do
Capitulo 3. Na secao 4.1, explicitamos a equacao dinamica do oscilador harmoénico e justificamos a
aplicacao da Teoria de Resposta Linear. Em seguida, secao 4.2, calculamos, passo a passo, a Func¢ao
Resposta do problema, para mais adiante, na se¢ao 4.3, verificarmos sob que condi¢ées podemos utilizar
a Teoria de Resposta Linear para analisar a dindmica do oscilador harmonico a tempos longos e validar
o modelo e os resultados obtidos.

Por fim, no capitulo 5 condensamos as principais conclusoes e esbocamos o leque de possibilidades
e perspectivas que se abre por conta dos resultados alcangados.

Acrescentamos, também, alguns apéndices que podem facilitar e ilustrar a compreensao destes
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resultados.



Capitulo 2

Métodos e conceitos preliminares

“The most exciting phrase to hear in science, the one that
heralds new discoveries, is not "Eureka!" but rather
"hmm....that’s funny..."

Isaac Asimov

Neste capitulo apresentaremos, de forma breve, alguns dos principais modelos que descrevem am-
bientes dissipativos. O principal intuito aqui é destacar as principais caracteristicas de cada modelo
conectando-as com o nosso. Partimos do famoso problema do movimento Browniano, passando pelo
modelo Caldeira-Leggett e chegando, por fim, nos modelos mais recentes que utilizam sistemas cadticos
de baixa dimensionalidade. Dentre estes ultimos, enfatizamos o trabalho de Bonanga e Aguiar [6], cuja
generalizacdo deu origem a esta tese. Terminamos o capitulo, desenvolvendo a Teoria de Resposta

Linear que servira de base para o tratamento analitico desenvolvido no Capitulo 4.

2.1 Movimento Browniano Classico

Todo sistema fisico pode ser considerado fechado quando incluimos o ambiente que o circunda.
Na imensa maioria das vezes o ambiente externo é extremamente complicado, fato que nos impede de
modela-lo e trata-lo analiticamente. No entanto, existem alguns contraexemplos a esta regra e o mais
célebre deles, é o conhecido movimento Browniano [3], visualizado num microscépico, em 1828, pelo
bidlogo Robert Brown e tratado, desde entdo, por muitos outros [7, 8, 9]. Resumidamente, o problema
consiste no estudo da dindmica de uma particula relativamente massiva, imersa num fluido com visco-

sidade 2m, sujeita a uma for¢a randémica provocada pela colisao com as particulas microscopicas que
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compoem o fluido. Em esséncia, o movimento Browniano fornece evidéncias, na escala macroscopica,

da natureza atdmica da matéria.

E possivel fazer uma descricao fenomenolégica do movimento Browniano por meio da obtencao da
equacao de movimento Newtoniana da particula macroscopica, incluindo uma forga de atrito sistematica
e uma forga aleatéria F'(t) que simula a acdo dos intimeros graus de liberdade do meio onde a particula
estd imersa. A esta equagdo de movimento da-se o nome de equacio de Langevin [10] e pode ser escrita

como’

d*x(t) dx(t)
dt? dt

onde V(z) é um potencial externo e v é a constante de arrasto do meio. Considera-se que a massa da

m

= —2mvy — V/(:L’) + F(t), (2'1)

particula é muito maior do que a massa dos atomos constituintes do fluido. Por outro lado, assume-se
que a velocidade da particula é muito menor do que a dos atomos e que ela é resultado das incessantes
colisoes promovidas pelas flutuacoes na densidade do meio. Além disso, assume-se que a forga flutuante
F(t) é um processo Gaussiano, com ruido branco (processo Markoviano) e média nula (F'(¢)) = 0. O

ruido branco implica que
(F(t)F(s)) = 4m~ykgTé(t — s), (2.2)

ou seja, nao existe efeito de memoria na forga, o que significa dizer que cada “colisao” pode ser vista
como um evento independente dos demais. Assumindo um potencial externo harmonico, V(z) =

mwiz?/2 e que £(0) = x4 e p(0) = py pode-se mostrar que

1t i t—
x(t) = zo [ cos(wt) + Lt sin(wt)| + Lo gt sin(wt) 4+ —/ e’V(t’S)wF(s)dS (2.3)
w mw v Jo mw

onde w? = w? — % A equacio (2.3) refere-se & dinamica da particula para uma tnica realizacdo de

F(t). Obviamente, a aleatoriedade de F' nos impede o acesso a solucao do sistema para cada realizacao,
portanto faz sentido que, ao invés de z(t), olhemos para o comportamento da média (z(t)), obtida a

partir de vérias realizagoes da forga F'(t). Assim, obtemos

-t t T oAt t Po t 24
e " cos(wt) + e sin(wt)| + e sin(wt) (2.4)

(x(t)) = wo

0 que nos permite mostrar que a varidncia na posi¢cdo pode ser escrita como

2t 4 T cos(2wt) — L sin(2wt) — L= — 1] .
e —l—WQCos(w) wsm(w) e

(2*()) = (x(2))®

_ kT e~ 2 ~2
m wd

!Para uma discussio bastante completa e atual do movimento Browniano, recomenda-se a referéncia Rachel [11].
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Para tempos curtos, ou no regime em que v/w < 1 temos

’}/kBT
mw?

(22(t)) — (x(t))* = 2 t (2.5)

_ kBT

DB - pode ser vista como uma constante difusiva. J& no limite ¢ — oo verificamos

e a constante D

que T
(2(t)) = (2(1))’ = =

As equagoes (2.5) e (2.6) nos dizem que a constante de difusao e a varidncia, que pode ser encarada como

(2.6)

mwg’

uma medida das flutuagoes de z(t), estao diretamente associadas & temperatura do sistema. Portanto,
no equilibrio a tempos longos, toda a dindmica da particula ¢é fruto das intimeras colisdes com os graus
de liberdade microscopicos do fluido. Em outras palavras, toda a energia associado a particula em
t = 0 foi absorvida pelo fluido. De fato, assumindo, por simplicidade, que xo = 0, mostra-se que o
valor médio da energia da particula pode ser escrito como

2 2
(E(t)) = E(t) + kpT ™" [3}2 cos(2wt) + e*7" — % — 1] ,

com B(t) = Foe " [1 197 sin(2wt) (7 sin(2wt) — COS(wt)ﬂ .

w w

Assim podemos mostrar que a energia média da particula tende a kg1 no regime assintotico. Portanto,
qualquer que seja o valor da energia inicial £y da particula, mostra-se que, na média, o sistema termaliza
c1m E = k’BT

O sucesso do modelo da particula Browniana esta intimamente relacionado a ampla gama de apli-
cagoes, que vai desde os efeitos do ruido térmico em circuitos RC, até a dindmica do valor de agoes
sujeitas a flutuacgoes da bolsa de valores. Mesmo diante de tanto sucesso, se lancarmos um olhar um
pouco mais critico sobre o modelo, podemos enxergar algumas questoes nao respondidas. Por exemplo,
nao é possivel saber com quantos graus de liberdade do meio a particula efetivamente interage. Outro
ponto é que a randomicidade de F'(t) gera grandes flutuagoes na dinamica da particula, o que impede
uma descrigao eficiente da sua dindmica efetiva (a partir de uma tnica realiza¢ao). Portanto, sabendo
que na vida real os sistemas fisicos nao necessitam de diversas realizagdes para exibirem comportamento
dissipativo, cabe perguntar que condi¢des o meio externo deve satisfazer para que a dissipagao ocorra
efetivamente, ou seja, sem realizagoes de médias. Uma maneira de tentar responder a algumas destas
questoes € tentar criar modelos que permitam o acesso a dinamica microscopica do sistema, mas que
possam ser tratados analiticamente. Neste capitulo, esbogaremos alguns destes modelos com o intuito

de mostrar os mecanismos capazes de conduzir um sistema fisico ao equilibrio.
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Na proxima secao, resolveremos um problema simples de forma que ganhemos um pouco mais de
intuicao.

2.2 Conjunto de osciladores harmonicos sob a agcao de uma
forca externa F'(t)

Imaginemos um sistema composto por um conjunto finito de osciladores harmonicos e suponhamos
que, em t = 0, surja uma forga externa F(t) capaz de perturbar a dindmica de equilibrio do sistema
(ver fig.2.1).

oy Ko Fo o Fo

K Fo& Fo Fo Fi) Fo)

il

]

il
il o)

Figura 2.1: Esquema que representa um conjunto de osciladores harmonicos distintos sob a agao da
mesma for¢a F(t).

Gostariamos de estudar o comportamento do sistema completo, a partir do estudo da solugoes

individuais de cada oscilador. A equacao diferencial que rege o comportamento de cada oscilador é

1

= (2.7)
Aplicando a transformada de Laplace na equagao equacao (2.7) temos

L} + oL {n) = L)

Como
LU} = " L{f(0)} = 32" F0(0)
temos |
S L{wi(t)} = s2:(0) = #:(0) + wiL{wi()} = ——L{F (1)},
ou seja,

()

Lleit)) - ———si(0) — 1( 1

; F(t .
s2 4+ w? s? + w? #(0) 52 + w?ﬁ{ ( )}>

my
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Aplicando a transformada inversa

L)} — £ { 5 } 24(0) — £ { ! } i5(0) = — 1 {(%L{F(t)}) } ,

s? + w? m; $2 4 W

chegamos a

Wi

x;(t) — 2;(0) cos w;t — #(0) sinw;t = — /Ot WF(S)CZS.

Como os osciladores sao nao interagentes, se quisermos olhar para o comportamento coletivo do

conjunto, podemos efetuar a soma sobre todos os osciladores, ou seja,

X(t) = Z:lxz(t) = ; (wZ(O) cosw;t + x;()?) sinw,-t) — /Ot [231 W} F(s)ds
— X —/Ot l; W] F(s)ds. (2.8)

A grandeza X (t) pode ser vista como uma variavel “macroscépica” do sistema, escrita em termos das
dependéncia temporal das varidveis “microscépicas”. Note que o primeiro termo, Xo(t), corresponde a
solucao de equilibrio do sistema, ou seja, quando nao existe forga externa. O segundo estd associado a
resposta do sistema a perturbagao externa e depende da forma de F(t).

Com o intuito de estudar os efeitos da interacdo com um meio externo sobre a dindmica de um
sistema de interesse qualquer, Caldeira e Leggett [12], criaram um modelo capaz de simular a acao
de um reservatorio térmico sobre o sistema de interesse. Uma das principais consequéncias do modelo
Caldeira-Leggett, descrito resumidamente na proxima secao, ¢ a possibilidade de tratamento quantico

de sistemas dissipativos.

2.3 Modelo de Dissipacao Caldeira-Leggett

A ideia de simular a acdo de um ambiente externo por meio de um conjunto de osciladores
harménicos (fig. 2.2) pode parecer ingénua e, até mesmo, um pouco artificial, mas em muitos casos
mostrou-se muito eficiente como aproximagao de sistemas realisticos, desde que estes tltimos satisfacam

uma das seguintes hipdteses:

» 0 ambiente é fracamente perturbado pelo sistema de interesse, de forma que seja possivel tomar

os termos de mais baixa ordem numa teoria de perturbacao;

e a interacao entre o sistema de interesse e o ambiente pode ser tratada dentro da aproximagao
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¢ =

Figura 2.2: Representacgao pictérica do modelo Caldeira-Leggett.

adiabatica, ou seja, quando o sistema de interesse for muito mais lento do que os graus de liberdade

do ambiente externo.

Em linhas gerais, o modelo segue o esquema proposto por Feynman e Vernon [5] e o sistema

completo ¢ descrito pela Lagrangiana

L=1Ls+L;+Lg

com
1,
L = tmit -V (29
S, ] 2 2
Lrp = Z[amkxk—émkwkxk, (2.10)
k=1
N
Ly = =Y Crqux (2.11)
k=1

em que Lg, Lp e L; sdo as Lagrangianas do sistema de interesse, do banho de osciladores e da interacao.
Note que o banho é representado por uma soma finita de osciladores harmonicos de massa my,, frequéncia
wk , com coordenadas xy, com k£ = 1,...,N. Ja o acoplamento é bilinear nas coordenadas dos dois

subsistemas?.

2Pode-se construir um modelo equivalente onde o acoplamento ¢ bilinear entre a coordenada (q) do sistema de interesse
e as velocidades (2). Neste caso, nao é necessério a inclusao do contra-termo (eq. equagao (2.16)), que veremos a seguir.
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As equagdes de movimento extraidas de (2.9), (2.10) e (2.11) séo

My + mpwizg(t) = —Crq(t). (2.13)
Note que a dindmica do sistema de interesse perturba, por meio de ¢(t¢), cada um dos osciladores,
atuando como uma espécie de forca externa com intensidade dada pela constante de acoplamento C}.
A solugao da eq. (2.13) foi obtida na sec¢ao anterior e é dada por

zr(t) = xx(0) cos(wgt) + xz}(f) sin(wyt) — mizk /Ot sin [wg(t — s)] q(s)ds

Ci /t sin [wg(t — s)] q(s)ds

mrWg J0

0
= () -

onde a:,(ﬁo) (t) é a solugao desacoplada. Integrando por partes a integral acima temos

zu(t) = 20(t) — Ci q(t) + Ck2cos(wkt)q(0)—|— Cs /Otcos[wk(t—s)]Q(s)ds. (2.14)

mywi mywi MW
Substituindo (2.14) na equacdo de movimento (2.12) obtemos

N 2 t N N 2
q(t)]+z Ckg /0 cos [wi(t — 8)] 4(s)ds = — 3 Cra ()= Ckzcos(wkt)q(O).
k=1

=1 mkwk mirpw
(2.15)

2
Ci
2
miwj,

N
mg(t)+|V'(q) = Y
k=1 k=1 k

E importante notar que, da forma como foi escrita a Lagrangiana, surge um termo de correcao
harmonica para o potencial. Se desejarmos que V' (q) seja o potencial efetivo sentido pelo sistema de

interesse, devemos introduzir o contra-termo

20 () (2.16)

na Lagrangiana do sistema. Fazendo esta correcao do potencial efetivo, podemos, portanto, escrever a

dinamica de qualquer um dos graus de liberdade do sistema composto a partir da nova Lagrangiana

1 N 2

1Y al C
L=-m@-V(g)+ = my(if —wizy) = Crrpq — L
VO g R ) R G L




12 CAPITULO 2. METODOS E CONCEITOS PRELIMINARES

A equacao de movimento entao serda dada por

N 2

t)+V'(q Z

2

cos (wit)q(0),

/Ot cos [wi(t — s) ZC’kxk i

que pode ser reescrita como

mi(t) + V(@) + [ (= s)i(s)ds = F(@), (217)

onde v ,
y(t—s) = kz_: mifdz cos [wg(t — s)] (2.18)
Z ) ( kz: mkz}k cos(wxt)q(0). (2.19)

A equagao (2.17) é uma equagao de Langevin generalizada e leva em consideragao os efeitos de "me-
moéria’ do reservatério. E importante salientar que a forca F (t) depende explicitamente das condigdes

iniciais do reservatério e da posigao inicial ¢(0).

Como vimos na se¢ao anterior, y(t — s) estd relacionado a resposta do banho a perturbagio externa
provocada pelo sistema de interesse. Na verdade, podemos mostrar que a eq. (2.18) esta associada a
uma grandeza fisica importante, a saber, a susceptibilidade dindmica retardada do reservatorio, definida
por

Y(t—s)=—-0O(t—s <{Z Crz\ (1), gjl ckx,§°><s)}> : (2.20)

A susceptibilidade dindmica é uma espécie de medida da resposta do reservatério devido a forga
externa ¢,z (t). Na segao 2.5 veremos que ela nada mais é do que fungao resposta do banho, na teoria
de resposta linear®. Na verdade, o que faremos ¢ mostrar que (¢ — s) pode ser escrita em termos da

fungao espectral J(w), definida por

J(w)=Im[F{x"(t—s)}, (2.21)

3Uma maneira alternativa para obtencio da susceptibilidade dindmica pode ser vista no apéndice A
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a transformada de Fourier da susceptibilidade dinamica do reservatério. Para isto, devemos notar que,

como os osciladores do banho sao independentes, podemos reescrever (2.20) como

Cl-s) = ~O—s <{20x<°><t>éckx;°><s>}>

- —el- 9 X ({0 0))

= —O(t-s ) Ci (cos(wyt) sin(wys) — sin(wyt) cos(wys))
=1 MKWk
B
(=53 Chaali— ) (222)

e
Il
—

onde xy é a susceptibilidade dindmica retardada de cada um dos osciladores do reservatério. Calculando

a transformada de Fourier de (2.22) obtemos

[ele} N t _
FIXt-s)} = ¥ =] e 202—8”1 wilt =9,
—00 =1 MWy
N 2
S
= w t)dt.
;; mka/() e sin(wyt)

Dai

-~ Ci <t
J = Im|[xX" => I Wsi t)dt
(w) m X" (w)] DI m [/0 e™" sin(wgt)
o~ CF[% -
=) / €™ sin(wyt) sin(wt)dt.

k=1 mrwg J0O

Utilizando a identidade

2 00
z—y) = —/ sin(zt) sin(yt)dt,
7w Jo
temos N
™ w wk
— C2J
) Z MW Z kks
onde

gy = oW —we)

2 MWy

(2.23)
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Para que a dissipacao seja 6hmica deve-se definir a funcao espectral como

<
J(w) = o (w. —w) = { T W= (2.24)
0, w>w..
Com esta escolha temos, admitindo w, > w
2 [we J(w)
v(t —s) o cosw(t — s)dw
9 e
= — necosw(t — s)dw
7 Jo
2 e . :
= —77/ [cos wt cosws + sin wt sinws] dw
m Jo
~ no(t—s)+o(t—s)] =20t —s),
ou seja, retornando a (2.17) temos
t . t . .
| At =s)i(s)ds =20 [ (¢ = $)i(s)ds = ni (o).
Logo a equagao de Langevin generalizada (2.17) pode ser reescrita como
mg(t) +V'(q) +nd(t) = F(t), (2.25)
com
N 0 N 02
F(t)y ==Y Gl (t) = 3" —5 cos(wit)q(0).
k=1 k=1 "k
Pode-se mostrar que (F'(t)) = 0 e, através do Teorema da Flutuagao-Dissipacao, verifica-se que

(F(t)F(t')) = nkgTd(t — t'). Portanto, a equacao (2.25) descreve a interacao instantdnea entre o
sistema de interesse e o reservatério e é qualitativamente idéntica a equacao para o movimento Brow-
niano. Logo, podemos afirmar que o banho de osciladores simula a acdo de um fluido viscoso cujas
flutuagoes atuam como um ruido branco. Como consequéncia, o sistema também termaliza, ou seja, o

banho de osciladores atua como um reservatorio térmico.

O fato que gostarfamos de destacar é que, ao tomar a fungao espectral J(w), dada por (2.24),
estamos assumindo o limite termodinamico, ou seja, estamos considerando o banho no limite N — oo.
Além disso, assim como no caso do movimento Browniano, o comportamento dissipativo pode ser visto
somente ap6s diversas realizagoes do sistema. De fato, Manchein, Rosa e Beims [13, 14], mostram, a
partir de resultados numéricos, que para sistemas analogos ao modelo Caldeira-Leggett, a dissipacao é

visualizada para N 2 400, sendo necesséria a realizacao de médias no ensemble.
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Desta forma, devido a importancia deste modelo, devemos ter em mente que um banho finito de
osciladores, nao ¢é capaz de promover a dissipacao efetiva da energia do sistema de interesse. O regime
dindmico regular do banho, como veremos, dificulta o surgimento de processos Markovianos. Os efeitos
de memoéria da dindmica microscépica do banho, somente sao aniquilados quando tomamos o limite

N — o0, onde a forca flutuante pode ser encarada como um ruido branco.

2.4 Banhos cadticos de baixa dimensionalidade

O modelo Caldeira-Leggett mostra que o conjunto de osciladores do banho, mesmo com dinamica
microscopica regular, é capaz de criar um ambiente dissipativo. No entanto as fungoes de correlacao
dindmica (por exemplo, (zx(t)zx(s))) no regime harmonico exibem comportamento periédico. Esta
periodicidade cria um ambiente dindmico nao-Markoviano, dificultando o surgimento de processos
estocdsticos no banho capazes de conduzir o sistema de interesse ao equilibrio para N finito. Por isso,
um passo natural, seria acrescentar a possibilidade de outros regimes dinamicos no ambiente externo.
Wilkinson [15], em 1990, é um dos primeiros a avaliar a influéncia que o caos, presente no ambiente,
exerce sobre a dinamica do sistema de interesse valendo-se das propriedades dos invariantes adiabaticos.
Nao entraremos em detalhes sobre os métodos utilizados neste trabalho. O que vale ressaltar aqui é

que, segundo suas proprias palavras:

“O principal resultado deste artigo[15] é deizar claro que, neste modelo, a taza de dis-
sipacao € drasticamente reduzida se o movimento dos osciladores microscopicos € reqular,

comparado com sistemas similares exibindo movimento cadtico.”

Em outras palavras, o caos é capaz de tornar o ambiente dissipativo mais eficiente. Tanto Wilkinson,
como Berry e Robbins [16], mostram que a invaridncia da superficie de energia do sistema cadtico
[17, 18, 19], em primeira ordem, faz com que o sistema de interesse sinta uma forga conservativa do tipo
Born-Oppenheimer. As corregoes de segunda ordem, geram uma forga proporcional a velocidade, cuja
parte simétrica corresponde a uma forca de atrito e a antissimétrica ao que denomina-se magnetismo
geométrico [15, 16]. A partir da publicagdo destes artigos pioneiros, surgiu um nimero significativo
de trabalhos explorando a possibilidade de dissipacao por meio do acoplamento com sistemas cadticos
de baixa dimensao, tanto num contexto classico [20, 21, 6, 13, 14|, quanto num contexto quantico
[22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32|, onde a decoeréncia é o principal foco. O ponto comum
a todos estes trabalhos é a realizacao de médias, principalmente do tipo microcanonica, eliminando,
portanto, as grandes flutuacoes presentes em cada realizacao.

Dentre os trabalhos produzidos num contexto classico, gostariamos de destacar o elaborado por

Bonanga e Aguiar [6], no qual o sistema de interesse é um oscilador harménico e o banho é composto
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Oscilador Oscilador
Harmonico nio-linear

(t-t)

Figura 2.3: Esquema que representa o sistema composto por um oscilador harménico (esfera cinza)
acoplado a um tnico oscilador com dindmica nao linear (esfera vermelha).

por um tnico oscilador nao linear, descrito pelo mesmo potencial utilizado nesta tese. A fig. 2.3 ilustra

o modelo estudado em [6].

Em certo sentido, o modelo proposto aqui é uma generalizagao natural do que propuseram Bonanca
e Aguiar. Em [6], mostra-se que, quando o regime dinamico do banho é caético, podemos visualizar,
na média, o fluxo de energia do sistema de interesse para o “banho”. Como dissemos acima, o pequeno
numero de graus de liberdade do sistema faz com que as flutuagoes dinamicas sejam relativamente
grandes, impedindo o estabelecimento de um regime dissipativo efetivo. Mesmo com um ntimero tao
baixo de graus de liberdade, Bonanca e Aguiar mostram que é possivel definir uma temperatura de
equilibrio por meio de uma anélise da densidade de estados. Para isso, no entanto, precisam modificar
a definicdo de entropia [33, 34] para contornar as dificuldades impostas pela baixa dimensionalidade

do sistema.

Com o intuito de compreender a dinamica global do sistema a partir do processo de interagao entre
os dois subsistemas, Bonanca e Aguiar propoem um modelo analitico baseado na teoria de resposta
linear (TRL) [35] e encontram resultados tedéricos muito préximos aos obtidos numericamente. Mais
uma vez, no entanto, a baixa dimensionalidade do sistema permite, somente, que esta analise seja feita

para tempos suficientemente curtos, o que os impede de visualizar a tendéncia ao equilibrio.

Nesta tese também utilizaremos a Teoria de Resposta Linear para a construcdo de um modelo
analitico. A generalizacao do trabalho de Bonancga e Aguiar, proposta no capitulo 3, acrescenta novos
ingredientes ao modelo que nos permitem o uso da TRL para a descricao da dinamica do sistema a
tempos longos. Justifica-se portanto a necessidade de uma secao que trate do desenvolvimento da

Teoria de Resposta Linear, explicitando as hipoteses necessarias para sua aplicagao.
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2.5 Teoria da Resposta Linear

Sempre que um sistema fisico em equilibrio estiver fracamente acoplado com uma fonte externa
perturbadora, podemos, diante de alguns cuidados, desconsiderar os efeitos secundarios provenientes
desta interagao. Matematicamente, isto significa, que podemos tomar somente os termos de mais baixa
ordem na teoria de perturbacao. Para a classe de sistemas que pretendemos estudar, os quais possuem
um grande ntmero de graus de liberdade, utilizaremos a Teoria de Resposta Linear como o método

estatistico para a descri¢gao macroscéopica da dinamica do sistema.

Para que tenhamos bastante claro o espirito da Teoria de Resposta Linear, imaginemos um sistema
fisico em equilibrio em ¢ = 0, que passa a ser perturbado por uma fonte externa A(r,t). A interagao do
sistema com A(r, t) altera, de alguma maneira, a dindmica microscépica do sistema, mas o que é medido
pelo detector ¢, somente, uma grandeza macroscépica, B(r,t), associada ao seu estado perturbado. A
ideia ¢é conseguir, fora do equilibrio, acesso aos efeitos macroscopicos do sistema, sabendo as condic¢oes

microscopicas iniciais e a forma de interacao.

A(rt)

Fonte

Perturbadora Sistema de interesse

Detector

Figura 2.4: Esquema de um experimento. Por simplicidade, utilizamos uma rede de spin como exemplo.

Suponhamos, portanto, que conhecemos a fungao densidade (distribui¢ao) de Liouville de um sis-
tema mecanico arbitrario e a denotemos por p(Q, P, t), onde Q = (1,22, -+ ,xp) € P = (Da1, Pagy " s Pan)-
Para um sistema em equilibrio temos

dp dp
—(Q,Pt) = —
(@ Pt =+ |3

n

dp ap

) .| Op dp OH dp OH|
0w, T 8pmpm] =% T2 [ 0

Y

ou seja,
0
= = {H.p} = —iLp. (2.26)
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onde
dp OH op OH

— i {H, p}. (2.27)

Lp:iz

O operador L é conhecido como o operador de Liouville e a equacdo (2.26) como equagao de
Liouville. Existe uma equivaléncia entre as descri¢coes dindmicas a partir das equagoes de Hamilton e
a da equagao de Liouville. Dentro do escopo da descricao de sistemas com muitos graus de liberdade,
muitas vezes a equacgao de Liouville é mais apropriada, uma vez que contém toda a informacgao sobre o
sistema dentro de p. Portanto, ao lidarmos com a equacao (2.26), estaremos interessados na “macrodi-
namica” do sistema, ou seja, nao nos preocuparemos com a dinamica individual de cada um dos graus
de liberdade do problema (“microvariaveis”). A dindmica macroscopica é determinada pela evolucao
temporal da distribuigdo p(Q, P,t) e regida pela equacgao (2.26). Obviamente, deixamos o espago de
funcoes habituais da mecanica Hamiltoniana, ficando imersos no espacgo de distribuigoes da mecanica
Liouvilliana. No entanto, ndo nos focaremos nos detalhes formais deste espaco. Para tudo aquilo que

nos interessa, ele é similar ao espago de fungoes usuais.

Uma maneira de visualizarmos essa similaridade é a possibilidade de se construir uma teoria de
perturbagao analoga a dos sistemas Hamiltonianos. De fato, suponhamos que um sistema, em ¢ = 0,
passe a ser fracamente perturbado por uma fonte externa de forma que o sistema completo possa ser

descrito pela seguinte Hamiltoniana
H = Hy+ H(1), (2.28)

onde Hy é a Hamiltoniana associada a condigao de equilibrio (t <ty =0) e
Hi(t) = —A(Q, P)x(t) (2.29)

é o termo perturbativo, composto pelo produto de um termo associado aos graus de liberdade do

sistema e uma forga externa dependente do tempo. Podemos verificar, utilizando (2.28) em (2.27), que

Lp = i{Ho, p} +1{H;(t), p} = (Lo + Li(t)) p
onde Lop =i {Ho, pte Lip =i {H/(t), p}. Assim (2.26) fica:

gf — iLop(t) + iLs(t)p(t). (2.30)

A forma integral da equagao (2.30) acima é dada por

. o
p(t) = elt=tlop(t) 4 z/ e =L (5)p(s)ds. (2.31)

to
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De fato, se utilizarmos a regra de Leibniz

db da

d b= b=) O f
dz/a(z) flz, z)dx = /a(z) a(x,z)dx%—f(b(z),z)%(z) — f(a(2),2)—(2)

e tomarmos a derivada de (2.31), temos

0 . t
Pt = Lo (i) i Ly [ I Li(s)p(s)ds + Li(B)o(t)

to

= il ei(t’tO)LOp(to)+i/ei(t’S)L0L1(s)p(s)ds + L (t)p(t),

onde a expressao entre colchetes é justamente a equagao (2.31). Logo

0 , .

o = iLop(t) + iLi(t)p(t)
Cabe ressaltar que

oo p(t) = plte) = pe,

uma vez que a distribuicao de equilibrio é invariante por evolucao temporal. Assim podemos reescrever

a expressao (2.31) como
o
(1) = po +i / t=9)Lo [ (5)p(s)ds. (2.32)

to

Suponhamos, agora, que a introdugao do termo perturbativo L;(t) produza algum efeito fisico no
sistema que possa ser descrito em termos das coordenadas generalizadas do sistema, por meio de uma
fungdo B(Q, P). Como estamos lidando com distribuigoes, podemos determinar o valor médio de
B(Q, P) a partir da solugao da equagao de Liouville (2.32). De fato,

(BQ.P)(B) = [ B(Q P)plQ.P.)dQdP
= [ B@.Pp(@ Pigir+i [ /t:B(Q,P)ei(t‘s)LOL[(s)p(Q,P,s)dePd;{2.33)

O inconveniente da equagao (2.33) é que nao determinamos a solucao p(Q, P, t), logo ndo podemos
descrever a evolugao temporal do valor médio de B por meio de (2.33). No entanto, como estamos num
regime perturbativo, é razoavel pensar que uma perturbacgao suficientemente fraca nao gere grandes
desvios do comportamento no equilibrio. Portanto, precisamos determinar que condi¢oes devem ser
satisfeitas pelo sistema, de maneira que a solugao p(Q, P,t) possa ser escrita em termos da sua forma

no equilibrio. Para isso, podemos escrever a funcao distribuicao em termos de sua expansao em série
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de Taylor em torno de ¢t

plt) = plt0) + P lta)s —to) -+ (2.34)

e substituir a equagao (2.34) na integral no tempo da equacao (2.32), para obter

t t 0
/t eZ(t_s)LOLI(s)p(s)ds — /t ez(t—s)LoLl(s) [p(to) + aif(to)(s —to) + -+ | ds. (2.35)

Com o auxilio da equacao (2.30), o lado direito da equagao (2.35) pode ser reescrito como

t . b
/el(t’S)LOLz(S)P(S)ds = /el(tis)LOLl(S)ﬂ(to)dS-

to to

[ I (5) [iLop(te) + it (to)plto)] (5 — to) ds + - -

to

Considerando o termo perturbativo suficientemente fraco, podemos tomar apenas os termos lineares

em L; e assim, para intervalos suficientemente curtos, teremos, entao

/ LI L (5)p(s)ds A~ / "I L (6) p(to ) ds.
0 0

E justamente a manutencio dos termos lineares em L;, provenientes da hipGtese de interacao fraca, que
justifica e nomeia a Teoria de Resposta Linear. Portanto, a principio, seria valida somente dentro
dos intervalos de tempo onde a aproximacao linear fosse valida, logo restrita a intervalos suficientemente
curtos. Cabe, neste ponto a pergunta: a Teoria de Resposta Linear poderia ser aplicada para descri¢ao
de processos a tempos longos? A resposta para esta pergunta é sim. Para isto, basta olharmos
para o comportamento da distribuicao de Liouville a tempos longos. De fato, se a perturbacao for

suficientemente fraca, de modo que a distribuicdo de equilibrio praticamente nao varie no tempo,

0 0?
teremos (a—/t)(to) = a—t's(to) = ... =0), eaexpressao p(t) ~ p(ty) ¢ uma boa aproximacao inclusive para
tempos longos. Portanto, em qualquer um dos casos, aproximacao de tempos curtos ou de invariancia

de p, podemos escrever*

t . b
/e’(t—s)LOLI(S)P(s)ds ~ /ez(t_s)LOLJ(S)P(to)ds-

to to

4Deve ficar claro que, ambas aproximacoes serdo validas somente no regime de perturbacdes fracas, ou seja, quando
os termos lineares em L sdo dominantes.
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Dai, resulta que

AQP1) = polQ P)+ [ D00 (s)plto)ds

to

= @ P)+ [ I (5),p.(Q. P} s

Substituindo a distribuicao p(Q, P,t) acima em (2.33), finalmente obtemos

(B@Q.P)O) = (BQ.P).+ [[ BQ P {H1(5).p.(Q. )} dQaPds.  (2:3)

Chegamos, enfim, a uma expressao para (B(Q, P))(t) em termos da distribuigao inicial de equilibrio
pe = p(to). Um ponto importante deve ser ressaltado para que, futuramente, evitemos algumas confu-
soes. Em [35], Kubo define a distribuigao de equilibrio como sendo aquela que permite estabelecer uma
temperatura ao sistema. Por motivos que ficardao evidentes no capitulo 4 relaxaremos essa condicao de
equilibrio para uma condicao inicial onde os membros do banho nao interagem entre si. Oportunamente,

retornaremos a esta questao.

Concentraremos nossos esforgos no termo perturbativo da equacao (2.36). Como H,(t) = —A(Q, P)x(t)

entao

{HI(S)7 pe(Qa P)} = {_A(Q7 P)? pe(@a P)} X(S) (237)
Substituindo (2.37) em (2.36) temos

(B(Q, P)(t) = / B(Q, P)p(Q, P)dQdP + //t§B<Q,P>ei<t—S>LO{—A(@,P>,pe<@7p>}x(s)d@dpds
— [ BQ.P)p(Q. P)QUP + [ 6pat — s)x(s)ds. (2.38)

onde
dpat —s) = / B(Q, P)e""" 9" {—A(Q, P), p(Q, P)} dQdP (2.39)

¢ denominada a Fungao Resposta da grandeza B(Q, P) associada a fonte perturbadora A(Q, P).

Expandindo o Parénteses de Poisson na integral acima, temos

opalt=s) = [ BQ. P {=AQ. P). p.(Q, P)} dQdP

= /B(Q,P)ei(t_s)LO(%MdeP— /B(ij)ei(t—s)LoapeaA

9Q OP op 50 @
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Se integrarmos por partes, cada uma das integrais, obtemos

0A +00 Be it=s)Lo
omatt—s) = [ 55 (o men - [ 200 ag) ar
) Be (tfs)tLo
ez [ )

Identificando Be!t=9t0 = B(t — s) e utilizando o fato de que p.(Q,P) — 0 quando Q,P — oo

encontramos, finalmente,

opalt—5) [ 0A0B(t —

hSB 80 OB =5) yap — /
_ /pe{A,B(t—s)}deP
_ /pe {A(Q, P), B(Q(t — ), P(t — 5))} dQdP,

DADB(t — )

ou seja,

¢pa(t —s) = {AQ, P), B(Q(t — 5), P(t = s))})eg = {AQ(), P(1)), B(Q(s), P(5))})eq-  (2.40)

Portanto, podemos, finalmente, escrever

(B(Q. P)(®) = (BQULPE)). + [ omalt = s)x(s)ds (241)

onde ¢pa(t — s) é dada pela equagao (2.40).

Note, que no regime de perturbagoes fracas, a evolugao temporal de qualquer grandeza associada as
variaveis (@, P), pode ser escrita como a soma do seu valor no equilibrio com o termo de corregao obtido
a partir da funcao resposta do sistema. Além disso, ¢ppa(t —s), dada pela equagao (2.40) é, justamente,
o que chamamos de susceptibilidade dindmica retardada do sistema (eq. (2.20)), no modelo Caldeira-
Leggett. A fungdo ¢pa(t — s) também é utilizada dentro da demonstracao do Teorema Flutuagao-
Dissipacao (TFD), cuja demonstracao simplificada pode ser vista no Apéndice A. Em linhas gerais,
para demonstrarmos o TFD tomamos apenas uma parte da fungao resposta total e, assim, conseguimos

estabelecer um relagao entre a resposta do sistema e sua funcao de correlacao dinamica.
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2.5.1 Teoria da Resposta Linear aplicada a um banho de osciladores harméo-

nicos

Para exemplificar o fato de que a teoria de resposta linear fornece a resposta exata quando
o sistema em que se aplica possui dindmica microscépica linear, aplicaremos a TRL a um banho de
osciladores harmonicos perturbados por uma forga externa F'(t). O hamiltoniano do sistema pode ser

escrito como

N [ p2 w2l X
H—H0+HI—Zl2T;+W]+inF(t).
=1

i=1

N
Desejamos analisar o comportamento da varidvel “macroscopica” X (t) = > z;(t) via teoria de resposta
i=1

linear. Vamos supor que, inicialmente, os N membros do banho estdao desacoplados e que obedecem a

distribuicao de energia

5(H01 B Eq)(S(HCQ B ECQ) o '5(HCN — ECN) 1 Al
Pe = N = Z

N
/H 5(Hcl — Ecz)dezdpz k=1

=1 i=1

(H., — E,).

Fazendo a associacao
N N

A(r,t) = sz(t) e B(r,s) = Z%(S)

i=1 =1

e usando a equagao (2.41) temos que

(X(0) = (XO)e+ [ bxx(t—)F(s)ds,

onde (X(t)). é o valor médio da soma das trajetérias individuais dos osciladores no equilibrio (eq.

(2.42), abaixo). J& a funcao resposta do sistema é dada por

Dyx(t—s) = <{§:xl(t),§:lx](s)}> = /p8 {f:xz(t),f:xj(s)} I dzrdps.

i=1 e

Como os N sistemas estao desacoplados, sabemos suas solugoes no equilibrio. Elas sdo dadas por

£i(0)

m;w;

') (t) = 2;(0) cosw;t + sin w;t. (2.42)
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Dai

k=11i=1 j=1

VAR () 9 (s) _ 9 (s) 07 (1)
Pxx(t—s) = <ZZZ (&ck (0) Ipk(0) 8pk(0) ax’“( )>>e

N N
= < >N ( il COS w;t sinw;s — sin w;sd i, cos wjt> >
k=1i=1j=1 Wi mw; .
N
= < sm Wit Ccos WS — sin wy S cos wkt)>
k=1 m e
<§ =) =[S smate— o] [ T80 - £)1T
= smwk t—s = sinwg(t — s ] —/ 0(H,., — dx;dp;
k=1 5w . k=1 MW ZJ) 5 i=1
N
= Z -sinwg(t — s).
Assim, podemos escrever
t
(X)) = (XO)+ [ oxx(t=s)F(s)ds,
t [ N
= (X(1))e — / l sinwi(t — 5)| F(s)ds. (2.43)
0 [p—1 MyWj

Comparando a eq. (2.43) com a (2.8), obtida de forma exata, mostramos que a TRL fornece a resposta

completa para o banho de osciladores harmonicos, cuja dindmica de equilibrio ¢ linear.

2.6 Consideracoes finais

Neste capitulo dedicamos algum tempo debrugados sobre dois dos modelos dissipativos mais im-
portantes: a particula Browniana e o modelo Caldeira-Leggett. Em ambos, vimos que o ambiente atua
como um meio viscoso gerando uma forca flutuante que, sob hipéteses adequadas, atua como um ruido
branco. No primeiro, porém, a modelagem é fenomenoldgica e ndo podemos obter muita informagao
sobre a dindmica microscépica do meio. No segundo, por outro lado, admite-se que a dinamica do meio
é regular (osciladores harmonicos) e apds algumas hipdteses sobre a natureza do banho (distribuicao
linear de frequéncias e limite termodindmico), verifica-se sua eficiéncia como meio dissipativo. Em
outras palavras, mesmo no regime integravel, onde as correlagoes temporais de cada trajetoria nao
se anulam, o efeito macroscépico de distribuir linearmente as frequéncias no limite continuo simula a

acao de uma constante de arrasto e uma forga flutuante delta-correlacionada. Portanto, uma parte
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da resposta acerca da influéncia do regime dindmico do banho sobre a evolucao temporal do sistema
de interesse foi dada. A outra parte da resposta foi dada por Wilkinson [15], ao dizer que a presenga
do caos aumenta a eficiéncia do meio dissipativo. No entanto, nenhum dos modelos descritos neste

capitulo foi capaz de responder a seguinte questao:

Quais condig¢oes devem ser impostas ao banho, com relacdo ao nimero de graus de
liberdade e ao regime dinamico, para que seja possivel a dissipacao efetiva, ou seja, para
que ocorra fluxo irreversivel de energia do sistema de interesse para o ambiente numa tinica

trajetéria global do sistema?

Os capitulos 3 e 4, a seguir, nos conduzirao rumo a esta resposta.
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Capitulo 3

O tratamento numeérico

“We adore chaos because we love to produce order”

M.C. Escher

Como vimos nos Capitulos 1 e 2, existem algumas questoes importantes que precisam ser respon-
didas para uma melhor compreensao dos processos dissipativos, principalmente, aqueles que envolvem
o acoplamento de um sistema de interesse com um banho composto por um conjunto finito de graus
de liberdade. O modelo Caldeira-Leggett [12], visto resumidamente na se¢ao 2.3, ndo pertence a esta
classe de sistemas, uma vez que o comportamento dissipativo ocorre, somente, quando escrevemos uma
distribui¢ao continua de frequéncias para o banho por meio da fungao espectral (2.24). Na prética, isto
é equivalente a tomar o limite termodinamico, estabelecendo, portanto, um reservatorio com infinitos
graus de liberdade.

Nas ultimas décadas, tornou-se crescente o interesse por banhos cadticos de baixa dimensionali-
dade. Nestes tipos de sistemas, as flutuacoes dinamicas sao significativamente grandes, de forma que
a dissipagao somente pode ser verificada quando efetuam-se médias sobre diversas realizagoes. Isto é
uma consequéncia direta do pequeno niimero graus de liberdade envolvidos. No proprio conceito de

dissipacao, como definido por Wilkinson [15]:

“O mecanismo da dissipacao, a conversao irreversivel de trabalho em calor, consiste na transfe-
réncia de energia de um pequeno nimero de graus de liberdade observdveis (sistema macroscépico)

para um grande nimero de graus de liberdade nao observdveis (sistema microscdpico)”

vemos que o “tamanho” do ambiente é um parametro importante no problema. Tendo isto em vista,
o unico ponto impreciso da definicdo acima é nao sabermos o quao “grande” deve ser o sistema mi-

croscopico para que a dissipacao ocorra sem necessidade de médias. Na verdade, como vimos na se¢ao

27
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2.4, Wilkinson e, posteriormente, Berry e Robbins [16], ndo respondem precisamente a esta pergunta,
uma vez que seus trabalhos estao relacionados ao estudo do acoplamento entre o sistema de interesse e
o banho caodtico por meio das propriedades dos invariantes adiabaticos, onde a dinamica do ambiente
externo é descrita por uma varidavel macroscépica. No entanto, a confirmac¢do de que o caos aumenta
a eficiéncia do ambiente dissipativo fez crescer o nimero de trabalhos cujo o banho é formado por
sistemas cadticos de baixa dimensao num contexto classico [20, 21, 6, 13, 14] e num contexto quintico
[22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32]. Todos estes trabalhos mostram que, para o caso de banhos
muito pequenos (com aproximadamente dois graus de liberdade), nao é possivel verificar a dissipacao
efetiva, sendo necessérias a realizacao de médias no ensemble.

Embora o estudo da dissipagao, via média de ensemble, para sistemas de baixa dimensao tenha
produzido muitos resultados interessantes, ele nao descreve o comportamento de sistemas reais onde
somente uma realizacdo ocorre, ou seja, onde a utilizacado de médias é artificial. Estamos cercados de
inimeros exemplos deste tipo de sistema dissipativo: objetos macroscépicos sob a acao de forcas de
atrito, troca de calor entre reservatorios térmicos a diferentes temperaturas, reagoes moleculares etc.
No entanto, dos trés exemplos citados, talvez somente o ultimo se enquadre no perfil do problema
que estudaremos nesta tese, onde o nimero de graus de liberdade microscopicos do ambiente é finito,
relativamente pequeno e nenhuma média sobre as diferentes realizagoes ¢é efetuada. Devemos ter em
mente que utilizaremos o termo efetivo com o intuito de diferenciar estes processos dissipativos daqueles
obtidos a partir de médias. Desta maneira, o termo dissipagdo efetiva, por exemplo, significa a perda

irreversivel de energia a partir da dinamica de uma tnica trajetoria global do sistema.

3.1 Estrutura geral

Seguindo a linha de Wilkinson [15], nos referiremos ao sistema macroscopico, com poucos graus
de liberdade, como Sistema Central, enquanto que o sistema microscopico serd denominado Sis-
tema Externo. Estamos interessados em analisar os efeitos gerados pelo acoplamento dos multiplos
graus de liberdade do sistema externo sobre a dindmica do sistema central. A figura 3.1 ilustra nossa
nomenclatura.

Em linhas gerais, o Hamiltoniano do sistema completo segue o esquema proposto por Feynman e

Vernon [5] e pode ser escrito como

H=Hyo+ Hp + A\vHy, (3.1)
N

onde Hp, Hp = Z H](En) e Hj sdo os Hamiltonianos do sistema central, do sistema externo e de inte-
n=1

racao, respectivamente. Note que o sistema externo é, na verdade, uma soma finita de Hamiltonianos,
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Figura 3.1: Esquema geral que justifica a nossa nomenclatura. A distancia do sistema central a cada
um dos sistemas externos representa a intensidade do acoplamento Ay .

portanto, o valor de N serd um pardmetro relevante neste trabalho. O indice “N” atrelado a constante
de acoplamento () evidencia sua dependéncia com o “tamanho” do ambiente.

Nesta tese, o sistema central é um oscilador harmonico de frequéncia w, e, por isso, nao nos pre-
ocuparemos em discriminar suas propriedades. Na proxima secao apresentaremos os membros que
compoem o sistema externo, detalhando algumas de suas principais caracteristicas que justificam sua

escolha.

3.2 O Potencial Quartico

O sistema escolhido para compor o nosso banho ¢ o conhecido Potencial Quéartico [36], cuja
Hamiltoniana é dada por
_ Pty a %y
2 4 2

Este é um sistema Hamiltoniano fechado, de dois graus de liberdade, no qual a caoticidade esta rela-

Ho (z* +y*) + (3.2)

cionada, exclusivamente, ao parametro a. Note que, para a = 1, o sistema ¢ integravel pois

, P? rt

2 2
Pz tpy, 1
=4 - = — + —.
2m 4

H,
Q 9 4

(z* + 4%
e o momento angular L, = xp, — yp, = 720 é conservado. Em contrapartida, a medida que o valor
de a diminui, o termo cruzado z?y? torna-se cada vez mais relevante dentro do Hamiltoniano e o
sistema afasta-se gradativamente do regime integravel, sendo conduzido ao regime caético. Com isso,
a projecao no plano xy do espaco de fases, que para a = 1 assemelha-se a uma elipse, é esticada nos
sentidos positivo e negativo das dire¢oes x e y, formando uma figura que nos lembra uma estrela de
quatro pontas no limite a — 0 (ver fig. 3.2).

Na verdade, a Figura 3.2 apenas ilustra os efeitos topoldgicos no espaco de fase causados pela
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Figura 3.2: Projegao no plano xy do espago de fases do Potencial Quartico para: (a) a = 1.0 ; (b)
a=0.5; (c) a=00L

variacao do parametro a. A verificagdo de que o regime dindmico é realmente alterado, pode ser feita
pela analise da Fig.3.3, que mostra as se¢oes de Poincaré para trés valores de a. Quando a = 1,
Fig.3.3-a, podemos notar que o espago de fases é constituido apenas por oérbitas periddicas, o que
caracteriza um regime dinamico integrdvel. Para a = 0.5, Fig.3.3-b, verificamos a existéncia de ilhas
de movimento regular, rodeadas por regioes densamente preenchidas, caracterizando a presenca de
caos. A este regime denominaremos misto. Por fim, para a = 0.01, Fig. 3.3-c, as ilhas de estabilidade
foram destruidas' e o movimento cadtico esté presente em praticamente todo espaco de fases e por esta

razao chamaremos este de regime caotico.

4 T T T T T -4 T T T 4 -— T T T T
2 1 0 1 2 -3.0 1.5 0.0 1.5 3 -4 2 0 2 4
X X X
Integravel Misto Cadtico

Figura 3.3: Se¢oes de Poincaré do Potencial Quéartico.

Praticamente todos os resultados numeéricos deste trabalho estao associados a um dos trés regimes

dinamicos citados acima. Por isso, os destacamos na Tabela 3.1.

INa verdade, no limite a — 0, o sistema nio é totalmente hiperbédlico. Por exemplo, Dahlqvist e Russberg mostram,
em [37], a existéncia de uma 6érbita periédica estavel para a = 0.
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’ Regime Dinamico \ a ‘

Integravel 1.0
Misto 0.5
Cadtico 0.01

Tabela 3.1: Regimes dindmicos estudados nos resultados numéricos.

No inicio desta secao afirmamos que a caoticidade estd associada exclusivamente ao parametro a,
mas o que fizemos até agora, foi mostrar que a contribui para o surgimento de caos e ainda nao nos
referimos ao papel da energia do sistema sobre seu comportamento dindmico. Existem sistemas, como,
por exemplo, o Potencial Nelson [38], para os quais a energia atua como um pardmetro de caoticidade.

A secao seguinte nos mostrara que este nao é o caso para o Sistema Quartico.

3.2.1 A propriedade de reescala

O controle do regime dindmico do Sistema Quartico estd associado unicamente ao parametro a
porque o SQ é, na verdade, reescaldvel com a energia [36]. Isto significa que, dadas as coordenadas,
os momentos, o periodo ou, até mesmo a ag¢do para uma dada energia Ejy, podemos encontrar esses
mesmos parametros, para uma outra energia F qualquer, através de uma simples transformacao de

escala. De fato, os fatores de reescala sao dados por

. E 1/2
D(z,y) (t) = <EO) p($07y0)<t)7 (3'3)

{j}(t’) _ (EE)/{ " }<t>, (3.4)
t = (EEO>_1/215, (3.5)

E 3/4
S(E) = (E) S(Ey). (3.6)
0

As expressoes (3.3), (3.4) e (3.5) nos dizem que, dependendo da razao (E/Ej) o espaco de fases
é “comprimido” ou “inflado” (Fig.3.4), enquanto que a escala temporal é “dilatada” ou “contraida”
(Fig.3.5).

A propriedade de reescala do Potencial Quartico é extremamente importante neste trabalho, uma
vez que nos permite ajustar a “velocidade relativa” entre os dois subsistemas que compdem o sistema

completo. O ajuste da “velocidade relativa” consiste em estabelecer um regime no qual a dindmica do
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sistema de interesse, no nosso caso um Oscilador Harmonico (OH), seja suficientemente lenta quando
comparada com a dinamica dos membros do banho. Em outras palavras, impomos a hipotese de
adiabaticidade. Esta condigdo é importante pois, como poderemos verificar, analisando a equagao
(4.2), que rege o comportamento do oscilador harmonico, o acoplamento via coordenadas simula a
acao de uma forca externa. Por isso, quanto mais rapida for a dinamica dos membros do banho, mais
proxima de uma forca flutuante serd a agao do termo de acoplamento. Além disso, a propriedade
de reescala tornara possivel o cdlculo das fungoes de correlacdo dinamica do SQ, objeto central na

descricao da dissipacao via Teoria de Resposta Linear no Capitulo 4.

]
w

Figura 3.4: Projecdao no plano zy do espaco de fases do Sistema Quartico para dois valores distintos
da energia do sistema. Quanto maior a energia dos sistema, maior ¢ o volume do espago de fases.

Tendo sido explicitadas as propriedades do Sistema Quértico relevantes para este trabalho, podemos
avancar rumo aos principais resultados numéricos desta tese. Para mais detalhes sobre o Sistema

Quaértico, pode-se consultar os trabalhos [36, 39).

3.3 Dissipacgao efetiva via acoplamento com um banho caético

finito.

Os principais objetivos desta tese, como destacamos anteriormente, sao estudar o papel que tanto
o regime dinamico, quanto o nimero de graus de liberdade presentes no ambiente desempenham no
processo de dissipacao efetiva do sistema central. Para isso, mostraremos nesta se¢ao os resultados

numéricos obtidos utilizando um integrador numérico Runge-Kutta de passo varidvel. Comecaremos
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Figura 3.5: A propriedade de reescala do tempo vista a partir da evolugao temporal da coordenada
x do Sistema Quartico, para dois valores distintos de energia. E importante ressaltar que as outras
variaveis também sao reescaladas de acordo com as equagoes 3.3 e 3.4.

definindo a Hamiltoniana do problema, fixando as condigoes iniciais e, em seguida, mostraremos uma

série de resultados associados a evolucao temporal do sistema completo em diversos regimes dinamicos.

O nosso sistema central é um oscilador harmonico de massa m e frequéncia wy, acoplado com uma
soma finita de Sistemas Quérticos (SQ), dados pela equagao (3.2). Como vimos na se¢ao 3.2, podemos
controlar o regime dinamico do ambiente externo variando o parametro a. Por isso, se fixarmos o
nimero (V) de sistemas constituintes do reservatério, podemos investigar o papel do regime dindmico
na evolugao temporal do sistema de interesse. Por outro lado, fixando o pardmetro a e variando
N, somos capazes de analisar o quanto o nimero de graus de liberdade influencia nas propriedades

dindmicas do oscilador harmonico. O Hamiltoniano completo do sistema ¢ dado por

H=Hy+ Hp+ \vH; (3.7)
onde,

HO — p—2 mng27

2m 2

N 2 2 2,2

T a T, y5

Hy = 3 | BBy 2t g gty g Tndn )

o} 2 4 2
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N
HI - Z qTn,
n=1

sao os Hamiltonianos do oscilador, do sistema externo e de interagao, respectivamente. Note que o
termo de acoplamento é bilinear nas coordenadas do oscilador e de cada membro do banho. A grande
diferenga entre os Hamiltonianos 3.7 e o estudado por Bonanca em [6, 40], onde N = 1, é o fato de haver
interagao indireta entre cada um dos sistemas quarticos, mediada pelo acoplamento individual com o
sistema central. Além disso, existe outra diferenca. Como desejamos comparar os resultados para
diferentes valores de NV, existe a necessidade de reescalarmos a constante de acoplamento \y = A/ VN
de acordo com o “tamanho” do ambiente. Na verdade, esta reescala impede a divergéncia da energia
de interacao e nos permite obter, como veremos, um regime em que a dinamica do sistema independe

de N para N grande. No Capitulo 4, secao 4.2, justificamos a forma de Ay.

Na proxima secao fixaremos quais tipos de condigoes iniciais serdao adotadas para o estudo do

comportamento dinamico do sistema.

3.3.1 As condigoes iniciais

Deve sempre ficar claro que o intuito deste capitulo, é estudar a evolugao temporal de uma tunica
trajetoria global do sistema. Para isso escolhemos dois tipos de condigoes iniciais globais, sendo que em
ambas, fixamos a energia do oscilador harmonico (E,) com ¢(0) = 0 e p(0) = v/2mE,. A distribuigao

de energia do banho em ¢ = 0 ¢ sempre dada por
LT s o
pP= 7 H 5(HQ — L ) (3.8)
n=1

onde EY sdo as energias de cada membro do sistema externo. Logo, o banho é composto por N
sistemas nao interagentes em ¢ = 0. Na primeira forma de inicializagdo, todos os elementos do banho
possuem mesma energia E™ = Eg,n=1,..., N eas condigoes iniciais sao distribuidas aleatoriamente
sobre a mesma superficie de energia. A esta distribuicao, denominaremos pseudo-microcanénica, para
diferencia-la da distribui¢cao microcandnica real, que é uniforme sobre a superficie de energia de todos

os N sistemas quarticos.

No segundo tipo de inicializacao, escolhemos as energias de cada sistema quartico segundo a distri-
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bui¢ao de probabilidade (distribui¢ao de Boltzmann)

p(FE) = ;67'63%. (3.9)
Eq

Desta maneira, em ¢t = 0, cada elemento do banho tem suas condi¢oes iniciais distribuidas aleatorimente
na superficie de energia escolhida, usando (3.9) e, assim, podemos esbogar uma temperatura inicial
associada ao sistema externo, identificando 7" com a energia média dos elementos do banho, a partir
da expressdo kpT = FEg. Portanto, ao vincularmos a escolha das energias individuais Eg)de (3.8)
com a distribuicao (3.9), construimos um ambiente externo que faz uma mimica de um reservatério
térmico em t = 0 e, por esta razao, chamaremos esta segunda forma de inicializacdo de distribuicao

pseudo-canonica.
A aleatoriedade das condigoes iniciais é obtida a partir da escolha randomica das variaveis 0, &, e

¢n da parametrizagao especial [6, 40] do Hamiltoniano (3.2), dadas pelas equagoes

20 T cosd sin 0
2 n n .
- n 3.10
Fn cos 26, [\/14—@4—\/1—@] siné (3.10)
20 0 in ¢
. C8Tn P lging,, (3.11)
cos20, |vV1+a V1—a
Do = 2H™ cos O cO8Ep, (3.12)
= \[2HY si 3.13
Dy, Q Sy, COS Sny ( . )

onde 0 <6, <by<m/4,0<¢E, <m/2e0< ¢, <27, com tanb, = \/(1 —a)/(1+a).

Cabe salientar que, no caso da distribuicao pseudo-microcanonica, a distribuicdo randdémica das
condi¢bes iniciais (ver fig. 3.6), a partir das equagoes (3.10) a (3.11) é fundamental, pois do contra-
rio, teriamos um banho composto por N elementos absolutamente idénticos e os resultados seriam
aproximadamente os mesmos do que os obtidos para um unico sistema no banho.

As restrigdes impostas as variaveis 6,,, &, e @, ndo nos permitem preencher completamente o espago
de fases do Sistema Quartico, como pode ser visto na fig.3.7. No entanto, isto nao nos conduz a qualquer
problema, visto que o intuito é a construcao de um ambiente externo finito e que a dindmica é avaliada
em termos efetivos, ou seja, sem a realizagao de qualquer média, onde, a principio, a restricdo do espago
de fases poderia gerar algum tipo de complicacao. Portanto, a parametrizacao dentro do tratamento
numérico tem o papel de introduzir a aleatoriedade das trajetérias do banho, garantindo um maior

acesso a diferentes regides do espaco de fases do potencial quértico (ver fig. 3.6).
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Figura 3.6: Duas trajetérias geradas a partir da escolha randomica das varidveis angulares 0,,, &, e @,
para o caso em que a distribuicao inicial é pseudo-microcandnica.
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Figura 3.7: Por¢ao do espago de fase (plano xy) coberta pela parametrizagao (3.10) a (3.11).

Definida a maneira como fixamos nossas condi¢oes iniciais, estamos aptos para analisar a dinamica
efetiva global do sistema em seus diferentes regimes dinamicos. Em praticamente todas as realizagoes
numéricas deste trabalho, fixamos: m = 1 (massa do oscilador harmoénico), w, = 0.3 (frequéncia do

oscilador harménico) e F, = 10.0 (energia inicial do oscilador harménico). Os casos em que outros

valores dos parametros acima forem utilizados serao devidamente notificados.
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3.4 Resultados numéricos

Esta secdo condensa os principais resultados sobre o papel do acoplamento entre o oscilador harmo-
nico e um banho finito de sistemas quarticos (eq.3.7) obedecendo a distribui¢ao pseudo-microcandnica?®.
As duas primeiras subsec¢oes referem-se aos casos em que todos os elementos do banho possuem a = 1.0
(regime integravel) e a = 0.5 (regime misto), respectivamente. Em ambas, o objetivo é uma descrigao
apenas qualitativamente dos resultados.

O foco desta tese esta centrado na influéncia do caos presente no banho sobre a dindmica do
sistema de interesse. Logo, as discussdes mais profundas e pormenorizadas a respeito dos mecanismos

que conduzem o sistema de interesse ao equilibrio serao discutidos a partir da secao 3.4.3.

3.4.1 Banho no regime integravel (a = 1.0)

[lustraremos aqui o comportamento geral do oscilador harménico, quando acoplado a um am-
biente composto por um nimero finito de sistemas quarticos, cuja dinamica intrinseca é regular. O
comportamento peridodico das trajetérias individuais do banho nao é capaz de estabelecer uma ambi-
ente dissipativo eficiente. A trajetoria do sistema projetada no espaco de fases do oscilador é muito
pouco alterada em relacao ao caso desacoplado, como podemos ver na Fig. 3.8, e, em linhas gerais,
muito pouca energia é transferida do oscilador para o banho (Fig.3.9), que mostra a energia média do

oscilador apés ter atingido o equilibrio como fun¢ao do niimero de sistemas presentes no banho.

45 40 5 0 5 10 15

Figura 3.8: Trajetoria do oscilador no seu espaco de fase. Neste caso, o banho contém 100 sistemas
quarticos no regime integravel.

20s resultados referentes & dindmica efetiva e & analise das distribuicées de equilibrio do sistema sdo qualitativamente
idénticas, tanto para o ensemble pseudo-microcandnico como para o pseudo-candnico. Nesta secdo escolhemos o primeiro
para mais adiante , na se¢do em que aplicamos a Teoria de Resposta Linear, justificarmos a necessidade do segundo.
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Isto pode ser verificado, inclusive, para valores relativamente grandes de N. A fig.3.9 nos mostra,
ainda, que a energia média no equilibrio do oscilador harmonico decresce muito lentamente a medida que
N aumenta. Portanto, o sistema quartico nao pode ser utilizado para comparacao direta com o modelo
Caldeira-Leggett, composto por osciladores harménicos[12]. Embora em ambos os modelos, o banho
seja formado por sistemas obedecendo a uma dinamica regular, nosso modelo nao é capaz de introduzir
um ingrediente fundamental do modelo CL, a distribuigao espectral de frequéncias, eq.(2.24). No nosso
caso, nao importa qual distribuigao inicial utilizemos (pseudo-microcandnica ou pseudo-canénica) todos

os elementos do sistema externo sao idénticos, a menos das mudangas de escala (3.3), (3.4) e (3.5).

10.2 4 Banho no regime integravel
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Figura 3.9: Energia média do oscilador harmoénico no equilibrio como fungdo do ntimero de sistemas
N.

3.4.2 Banho no regime misto (a = 0.5)

No caso intermediario, podemos ver, a partir do mapa de Poincaré da figura 3.3, que existem
tanto regioes de dinamica regular, quanto regides de dinamica cadtica. No entanto, a presenca de caos
no banho nao é capaz de promover uma mudanca significativa no fluxo de energia entre os sistemas
central e externo. Boa parte das trajetérias dos sistemas quarticos deve estar associada as grandes
ilhas de estabilidade e, portanto, assim como no caso integravel, nao sao capazes de promover grandes
flutuagoes na dindmica do oscilador (Fig. 3.10).

Ha um ponto importante que devemos salientar. O equilibrio entre os sistemas central e externo
é alcangado para valores de t/7 muito maiores do que no caso integravel. Na verdade, existem casos,
onde mesmo para intervalos de tempo suficientemente grandes (t/7 ~ 10000), podemos notar um nitido
comportamento decrescente de Fp. Por esta razao, nao é tao simples construir um grafico analogo ao

da Fig. 3.9, para o caso misto.
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a=0.5

Figura 3.10: Trajetoéria do oscilador no seu espago de fase. Neste caso, o banho contém 100 sistemas
quarticos no regime integravel.
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Figura 3.11: Energia do oscilador harménico como func¢ao do tempo (em unidades de periodo 7 do
oscilador) para N = 4000 sistemas quarticos no banho no regime misto (a = 0.5).

Provavelmente, neste regime, a interagao entre o oscilador e cada um dos quarticos, aliado a inte-
racao indireta entre os membros do banho, sao capazes de provocar a destruicao de algumas das ilhas
de estabilidade presentes no espago de fases de cada um dos sistemas quarticos. Desta maneira, a
medida que o tempo passa, cada um dos elementos do banho enxerga o restante do sistema como uma
perturbagao capaz de alterar a topologia do seu espago de fases, introduzindo mais caos ao sistema e,
consequentemente, alterando a condigao de equilibrio. No entanto, quando comparamos as figuras 3.11
e 3.9, podemos verificar, por exemplo, que para N = 4000, as energias de equilibrio para o regime misto

sao menores do que no regime integravel. Na verdade, os resultados numéricos nos permitem concluir
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—=(integravel)
Eo

que a energia média do oscilador no equilibrio (F,) obedece a desigualdade E(Ommo) < , para

todo N. Provavelmente este deve ser um dos efeitos da inclusdo do caos no banho.

3.4.3 Banho no regime caético (a = 0.01)

Esta secao contém os principais resultados numéricos deste capitulo e tem, como finalidade, verificar
o papel crucial que o caos desempenha no estabelecimento de um ambiente dissipativo. Diferentemente
do que vimos nas se¢oes 3.4.1 e 3.4.2, onde mesmo para ambientes extremamente grandes (N =~ 10000)
nao ocorre a dissipacao total da energia do oscilador harmonico, quando o caos é o regime dominante
no banho, podemos verificar uma grande sensibilidade do comportamento do oscilador com o niimero
de graus de liberdade presente no sistema externo. Mostraremos que as grandes flutuagoes na energia,
caracteristica comum aos sistemas com baixa dimensionalidade, rapidamente dao lugar a processos
dindmicos muito robustos a medida que aumentamos o nimero de sistemas quarticos no ambiente.
Gostariamos de reforgar que todos os resultados desta se¢ao sao obtidos a partir de uma tnica realizacao

numérica, ou seja, representam o comportamento do sistema durante uma tunica trajetoria global.

0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
t/t t/x

Figura 3.12: Energia do oscilador harmdnico, como fungao do tempo para diferentes valores de N no
regime caotico.

Comecaremos analisando o comportamento efetivo do sistema de interesse sob a influéncia de um
banho com poucos graus de liberdade. Por exemplo, para banhos extremamente “pequenos” (1 < N <
10), embora possamos notar um comportamento decrescente da energia do oscilador harmonico, as
flutuagoes sao tao grandes que a dissipacao nao pode ser caracterizada para cada realizagdo numérica.
Também nao é possivel, pelo menos através da andlise das curvas de energia, identificar uma regiao

de equilibrio entre os dois subsistemas. As grandes flutuagoes persistem mesmo para intervalos de
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integragao muito maiores dos que os exibidos na Fig. 3.12.

—N=7 —N=8 —N=9

Figura 3.13: Trajetérias do oscilador no seu espaco de fase quando acoplado a ambientes externos com
diferentes ntimeros de sistemas quarticos.

Quando comparamos a eficiéncia do banho cadtico em dissipar a energia, em relacdo aos demais
regimes dinamicos, verificamos que a natureza cadtica do acoplamento com o oscilador propicia um
fluxo de energia muito maior, mesmo para N bastante pequeno. A Fig. 3.13 mostra que a dissipagao
¢ mais eficiente a medida que N cresce, mas a andlise conjunta com a Fig. 3.12 deixa claro que as
grandes flutuagoes na energia do oscilador nao nos permitem estabelecer claramente uma condigao
de equilibrio para cada trajetoria do sistema. Fica evidente, portanto, que a baixa dimensionalidade
do banho cria um ambiente onde as flutuagoes sdo significativamente grandes e nao sao capazes de
conduzir o oscilador, de forma efetiva, ao equilibrio. Nestes casos, o comportamento dissipativo e a

conducao ao equilibrio, podem ser verificados quando mediamos os resultados a partir de intimeras
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realizagoes numéricas. Por exemplo, Bonanga [6], mostra que hé dissipacao para N = 1 quando é feita
uma média de ensemble com aproximadamente 40.000 trajetorias.

Estes resultados preliminares deixam claro que, no regime caético, o aumento do nimero de graus
de liberdade do ambiente externo altera significativamente a dindmica do oscilador. Isto fica ainda mais
evidente quando aumentos o valor de N, (10 < N < 100). Sao visiveis a atenuagao das flutuagoes da
energia e a nitida tendéncia a uma dissipacao exponencial. Na verdade, podemos mostrar que, a medida
que N cresce, a curva de dissipacao tende a um decaimento exponencial praticamente independente de
N. Isso pode ser visto, por exemplo, se compararmos as curvas para N = 1000 e N = 2000, mostradas
na Fig.3.15.
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Figura 3.14: Energia do oscilador harmoénico como fun¢ao do tempo para diferentes valores de N no
regime caotico.

Este resultado é uma consequéncia direta da reescala da constante de acoplamento com o “tamanho
do sistema” e deixa claro, que para N suficientemente grande, o comportamento do oscilador é muito
pouco alterado se acrescentarmos mais graus de liberdade ao banho, diferentemente do que ocorre
para N pequeno. Em outras palavras, se o caos for o regime dindmico predominante, basta que o
acoplamento seja feito com um numero finito de modos. Isto sugere que, mesmo nos casos onde o
sistema que atua como banho possua um ntimero muito grande de graus de liberdade, somente alguns
sao suficientes para atuarem como fontes dissipativas.

Por outro lado, se o nimero de graus de liberdade do ambiente externo for muito pequeno, as
flutuacoes ficam extremamente grandes e isto ndo nos permite fazer qualquer previsao segura sobre o
comportamento dindmico efetivo do sistema de interesse. Nestes casos, como ja ressaltamos, recorre-se
ao comportamento médio, oriundo de iniimeras realizagoes numéricas, para evidenciar o comportamento

dissipativo.
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t/t

Figura 3.15: Energia do oscilador harmoénico como func¢ao do tempo quando acoplado com banho com
N = 1000 (preto) e N = 2000 (vermelho). As curvas sao praticamente idénticas.

Uma anélise preliminar da Fig.3.15 nos mostra que o banho atua como uma espécie de “meio viscoso”
que dissipa a energia do oscilador harmonico em cada realizacao numérica. Portanto, podemos pensar
que o banho cria um ambiente dissipativo com uma espécie de constante de arrasto independente do
tamanho do sistema externo. Como veremos na sec¢ao 4.3, a teoria de resposta linear é capaz de mostrar

que esta ideia é bastante razoavel.
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Figura 3.16: Erro padrao como func¢ao do ntimero de sistemas presentes no banho.
Outro ponto importante é o fato de que a medida que N aumenta, o decaimento da energia fica mais

proximo de uma curva exponencial. Isto fica evidente quando analisamos o valor do erro padrao do

fit exponencial como fungao do niimero de sistemas quarticos no ambiente externo. A Fig.3.16 mostra
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que, para N 2 100, as flutuagoes na curva de energia tendem a um mesmo valor, independentemente
de N. A andlise conjunta das Figuras 3.15 e 3.16 reforcam a ideia de que a eficiéncia com a qual um
banho finito, num regime caotico, dissipa a energia de um sistema de interesse, nao esta ligada ao
nimero de graus de liberdade presentes no banho?®. Este resultado ¢ muito animador, uma vez que, do
ponto de vista computacional, é muito mais facil lidarmos com um sistema dissipativo finito (N & 100)
num regime cadtico e nao necessitarmos de qualquer média, do que com banhos cadticos de baixa
dimensionalidade ou banhos integraveis no limite termodindmico e precisarmos mediar os resultados
através de inimeras realizagoes numéricas. Em todos os sistemas estudados nesta tese, verificamos que
o tempo computacional dispendido para a obtencao das curvas de dissipagao nos processos efetivos sao,
sempre, muito menores do que aqueles obtidos a partir de médias. Para citar um exemplo, levamos cerca
de 10 segundos para gerar uma curva de dissipacao para N = 100 semelhante a exibida na figura 3.14,
utilizando um computador com configuragoes bastante simples. Por si s6, este fato seria o suficiente
para destacar a importancia dos resultados deste trabalho, no entanto, como veremos nas préximas
secoes, a utilizacdo de banhos finitos, nos permite compreender um pouco melhor os mecanismos que

conduzem dois sistemas interagentes ao equilibrio.

3.4.4 Observacao sobre o conjunto de parametros do problema

Todos os resultados mostrados nas se¢des anteriores foram obtidos para os mesmos valores de
frequéncia e energia inicial do oscilador harmoénico. Além disso, fixamos o valor da constante de
acoplamento \ e escolhemos apenas trés valores do parametro de caoticidade a. Por isso, deve ficar
claro que é possivel que obtenhamos resultados quantitativamente distintos para diferentes valores dos
parametros acima citados, uma vez que eles possuem papel destacado na dindmica global do sistema.

Obviamente, por conta das limitagoes naturais impostas a elaboragao desta tese, fez-se necessario
a escolha de um conjunto particular de parametros do sistema. No entanto, gostariamos de enfatizar,
que o comportamento qualitativo do sistema é basicamente o mesmo, qualquer que seja o conjunto de
parametros escolhido. No inicio da secao 3.4.3, dissemos que os resultados obtidos a partir da dinamica
global do sistema sao muito robustos, o que significa dizer que, conhecendo o comportamento do sistema
para um conjunto especial de pardmetros, somos capazes de fazer previsoes bastante seguras a respeito
da dinamica do problema quando definido com um outro conjunto qualquer.

Comegaremos analisando a importancia que o pardmetro de caoticidade (a) desempenha na efici-
éncia do meio dissipativo. Os resultados das se¢oes 3.4.1, 3.4.2 e 3.4.3 deixam evidente que o regime
cadtico é muito mais eficiente que os demais para promover dissipac¢ao. No entanto, baseados nestes

resultados, ndo temos meios de caracterizar para que valores de (a) ocorre a transigdo entre os regimes

30bviamente estamos nos referindo aos casos em que N é suficientemente grande.
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dissipativos. A fig. 3.17 elucida esta questdo, mostrando a energia média do oscilador harmonico no
equilibrio como funcdo do pardmetro de caoticidade (a) para um banho com N = 100.

E evidente a existéncia de trés regimes dissipativos bastante definidos. Na primeira regido, onde
0.3 < a < 1.0, verificamos que muita pouca energia do oscilador é perdida para o banho. Nesta regiao
estao contidas o regime integravel (a = 1.0) e o regime misto (a = 0.5) estudados nesta tese’. Em
seguida, para 0.25 < a < 0.3, é possivel visualizar uma regiao de rapida transicdo na eficiéncia da

dissipagao. Para 0 < a < 0.25 fica nitido que, a medida que diminuimos a, rapidamente o sistema

entra num regime onde a eficiéncia da dissipacao é praticamente constante.
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Figura 3.17: Energia média do oscilador harmoénico no equilibrio como fung¢do do pardmetro de caoti-
cidade a”

Outro parametro importante é a frequéncia w,, uma vez que o fluxo de energia entre o sistema
central e o banho depende das escalas de tempo relativas entre o oscilador harmonico e o sistema
quartico. Assim, aumentando o valor da frequéncia (w,) e mantendo fixa a energia dos elementos
do banho, a velocidade relativa entre os dois subsistemas diminui, levando a uma dissipacdo menos
eficiente (Fig. 3.18-a e 3.18-b).

Note que, se deixarmos osciladores com diferentes frequéncias interagindo, pelo mesmo tempo e
independentemente, com um banho composto por N = 100 quarticos com mesma energia, podemos
ver que, ao final do processo os osciladores com maiores frequéncias perdem menos energia (Fig. 3.18-
a). Além disso, ao analisarmos as curvas de dissipagdo em unidades de periodo do oscilador (7), Fig.

3.18-b, verificamos que além de perder menos energia ele realiza um niimero muito maior de oscilagoes.

4No grafico podemos notar, nitidamente, que existe um pico locoalizado em a = 1/3. Este pico ocorre porque volta
a ser integravel para a = 1/3 com a segunda integral de movimento do sistema dada por I = 3p,p, + ry(2? + y?). Para
mais detalhes consultar a referéncia Joy and Sabir [41].
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No entanto, mesmo que haja uma diferenca quantitativa, o comportamento qualitativo do sistema

permanece, uma vez que a dissipagao efetiva continua ocorrendo.
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Figura 3.18: Curvas de dissipa¢do como fungdo do tempo (esquerda) e em unidades de periodo do
oscilador (direita) para diferentes valores de frequéncia do oscilador. Quanto maior w, menos eficiente
¢ a dissipacao. O banho contém N = 100 sistemas quarticos com energia individual £y = 0.01.

A constante de acoplamento (A) também desempenha um papel muito importante na dindmica
global do sistema. Podemos verificar que a eficiéncia da dissipagdo, determinada, no regime cadtico,
pela taxa de decaimento® (7y), também varia com A, como pode ser visto na figura 3.19. Os valores
de ~ sao obtidos a partir do fit exponencial (E(t) = Epe ") das curvas de dissipagdo para diferentes
valores da constante de acoplamento. Dentro de um intervalo para o qual A é suficientemente pequeno®,
mostramos que a dependéncia pode ser bem descrita por uma fungdo quadratica, o que também serd
demonstrado usando a teoria de resposta linear.

Os resultados numéricos desta secao deixam evidente o papel fundamental que o caos desempenha
na capacidade de um ambiente externo dissipar a energia de um sistema de interesse. Mostramos que o
sistema quértico tanto no regime integravel, como no misto, onde ainda existem muitas ilhas de movi-
mento regular no seu espaco de fase, ndo sao capazes de promover uma dissipacao completa da energia
do oscilador harmdnico. A presenca do caos altera drasticamente este panorama, transformando o sis-
tema externo num sorvedouro natural e muito eficiente, mesmo para um nimero relativamente pequeno
de graus de liberdade. Estes resultados preliminares, nos levam a crer que o ambiente externo pode
se comportar como um reservatorio térmico, absorvendo a energia do oscilador. Para comprovar essa

hipotese, precisamos verificar a possibilidade de associacao de uma temperatura ao sistema completo,

>0u pelo tempo caracteristico de dissipacio (tq = 1/7)
6Quando nos afastamos do regime de acoplamentos fracos, as flutuacoes da energia comecam a crescer e curvas suaves
como as da figura 3.15, somente podem ser vistas se realizarmos uma média de vérias realizagoes.
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Figura 3.19: Taxa de decaimento () como fun¢ao da constante de acoplamento (A) para N = 100 e
a = 0.01. A curva é bem descrita por uma fungao quadratica.

ou seja, necessitamos olhar para as distribuigoes de energia de ambos os subsistemas apos alcancado o

equilibrio. Este é o intuito da proxima secao.

3.4.5 Distribuicao de energia do banho

Os resultados numéricos das se¢oes anteriores mostram que, em todos os regimes (integravel, misto
e caldtico), é possivel visualizarmos o estabelecimento do equilibrio dindmico do sistema completo para
N suficientemente grande. Nestes casos, fixamos a condi¢ao de equilibrio como aquela onde a energias
de cada subsistema tornam-se aproximadamente constantes. Excetuando, o regime dindmico misto,
para o qual o equilibrio é atingindo, em alguns casos, para tempos muito longos (ver se¢do 3.4.5.2),
nos demais a condi¢ao de equilibrio é alcancada para tempos razoavelmente curtos. Principalmente
no regime caotico, a regiao de equilibrio é bastante nitida e caracterizada por pequenas flutuagoes em
torno da energia média final (ver por exemplo a fig.3.15).

Nesse casos, o banho cadtico finito atua absorvendo a energia do oscilador e, de certa forma, simula
o efeito de um reservatério infinito. Para valores baixos de N, a eficiéncia do fluxo de energia esta
intimamente associada ao ntmero de graus de liberdade do banho e, portanto, a analogia com o
reservatorio infinito somente pode ser feita no limite em que NV é suficientemente grande. Cabe, assim,
a pergunta: podemos definir uma temperatura de equilibrio entre os dois subsistemas? Uma resposta
parcial foi dada por Bonanga e Aguiar [6, 40] para o caso N = 1 e mostra que existe a possibilidade de
definir 7" a partir da modificagdo da definigao de entropia [33, 34]. Esta dificuldade esta diretamente

ligada ao baixo nimero de graus de liberdade do banho.
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Mesmo quando N = 100, estamos muito longe do limite termodinamico e, por esta razao, nao
podemos assegurar que o banho finito, de fato, comporta-se como um reservatério térmico. Para isto,
precisamos determinar as distribuicoes de energia de ambos subsistemas apds atingirem o equilibrio.
Podemos fazer isto de duas maneiras. A primeira consiste em contar, para um instante de tempo fixo,
no equilibrio, o nimero de sistemas quarticos com energia no intervalo (£, £ + dF) para um ndimero
muito grande de condigoes iniciais (média de ensemble). A outra possibilidade é contar, para uma
unica realizacdo e partir de um instante de tempo fixado apds o equilibrio, o nimero de sistemas no
intervalo (F, F+dFE) e repetir o processo inimeras vezes a um passo de tempo pré-determinado (média
no tempo). As distribuigoes estatisticas de ambas as médias serdo as mesmas se o sistema for ergédico.

Nas secoes 3.4.5.1, 3.4.5.2 e 3.4.5.3, a seguir, mostraremos alguns resultados sobre as distribui-
coOes estatisticas provenientes das médias de ensemble e no tempo para diferentes regimes dinamicos e
numeros de graus de liberdade. Apesar de, nesta tese, nao estarmos interessados numa analise mais
aprofundada sobre as propriedades do sistema nos regimes integraveis e misto, optamos por mostrar
os seus respectivos resultados para destacar o importante papel desempenhado por N em problemas

do tipo “sistema de interesse + banho”.

3.4.5.1 Regime integravel

Os resultados numéricos para o regime integravel mostram a equivaléncia entre as distribuigdes no
tempo e no ensemble, mesmo para banhos muito pequenos (N = 10). Como pudemos ver na fig. 3.9, a
inclusao de mais graus de liberdade altera muito pouco a dinamica global do sistema, indicando que a
topologia do espaco de fases de cada quartico é muito pouco alterada, garantindo, assim, basicamente
os mesmos estados acessiveis a cada um deles. Neste caso, a ergodicidade manifesta-se, mesmo para
N pequeno, por que a dindmica de cada quartico estd restrita a um pequeno subespago (cada toro) de

sua superficie de energia.
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Figura 3.20: Distribuigoes de energia no tempo (quadrados pretos) e no ensemble (circulos vermelhos)
para o banho no regime integravel com diferentes valores de N: (a) N = 10; (b) N = 50; (c¢) N = 100.
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Figura 3.21: Distribuigbes de energia no tempo (quadrados pretos) e no ensemble (circulos vermelhos)
para o oscilador harménico acoplado ao banho no regime integréavel com diferentes valores de N: (a)
N =10; (b) N =50; (¢) N = 100.

A escolha aleatéria das condigoes iniciais distribui, entre as poucas dérbitas estaveis (fig. 3.3-a),
a dinamica de cada quartico, o que torna equivalente as médias no tempo e no ensemble. Por outro
lado, quando olhamos para o oscilador, percebemos uma maior sensibilidade com respeito a variagao
do ntimero de graus de liberdade do banho. Neste caso, como o oscilador possui apenas um grau
de liberdade, é razoavel pensar que o tamanho do banho exerca uma influéncia significativa em sua

dindmica.

3.4.5.2 Regime misto

O espacgo de fases do sistema quartico no regime misto exibe, como vimos na fig. 3.3-b, ilhas
de instabilidade rodeadas por um “mar de caos”. Portanto, a interacao de primeira ordem entre os
elementos do banho e o sistema central e as de segunda ordem (interagdo indireta via o oscilador)
entre os quarticos, devem ser capazes de destruir muitas destas ilhas, aumentando significativamente

o volume do espaco de fases dos membros do banho.
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Figura 3.22: Distribuigbes de energia no tempo (quadrados pretos) e no ensemble (circulos vermelhos)
para o banho no regime misto com diferentes valores de N: (a) N = 10; (b) N = 50; (¢) N = 100.
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Certamente, esta caracteristica deve contribuir enormemente para a diferenca entre as distribuigao

no tempo e no ensemble para N pequenos (fig. 3.22).
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Figura 3.23: Distribuigoes de energia no tempo (quadrados pretos) e no ensemble (circulos vermelhos)
para o oscilador harménico acoplado ao banho no regime misto com diferentes valores de N: (a) N = 10;
(b) N =50; (¢) N = 100.

A medida que N cresce, o grande nimero de interagoes (mesmo que indiretas) deve ser capaz
de estabelecer uma estrutura topoldgica do espago de fases suficientemente estaveis para resistir as
flutuagoes temporais. Novamente podemos notar que as distribui¢oes de energia do oscilador harmoénico
nao concordam quando este estd acoplado a banhos muito pequenos (fig. 3.23). No entanto, ¢ facil

perceber que, aumentando N, elas tendem ao mesmo resultado.

3.4.5.3 Regime caético

Como dissemos anteriormente, o foco desta tese estd voltada para o estudo da influéncia do caos

e do numero de graus de liberdade presentes no sistema externo acoplado ao sistema central.
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Figura 3.24: Distribuigoes de energia no tempo (quadrados pretos) e no ensemble (circulos vermelhos)
para o banho no regime cadtico com diferentes valores de N: (a) N = 10; (b) N = 50; (c) N = 100.
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Precisamos verificar sob quais condi¢ées encontramos ergodicidade no sistema, visto que necessi-
tamos de unicidade de resultados, independentemente do tipo de média que facamos. Os resultados
mostrados, nas fig. 3.24 e 3.25 corroboram o que ja vimos nas se¢oes 3.4.5.1 e 3.4.5.2 (principalmente
os resultados para o OH), ou seja, comprovam que a natureza ergédica do sistema completo, estd

intimamente ligado ao tamanho do subsistema que atua como banho.

@ (b) ()
0.451 . B Ensemble 0.301 s B Ensemble 059 L B Ensemble
B Tempo @® Tempo @® Tempo
0.36 0.24 0.4
.
0.27 ] 0.18 0.3
H H
W 018 o 0.12 w 0.2
a a a .
1 ¢ 0.1
0.094 0.06 " .
.
0004 TEeaaaaaaas 0.00-{ JALT TTTTPERRRAAS 0.0 fresssanaaan
T T T T ) . . . . ) -0.1 . . . . )
0 2 4 6 8 0.0 0.4 0.8 1.2 1.6 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
E E E

Figura 3.25: Distribuigbes de energia no tempo (quadrados pretos) e no ensemble (circulos vermelhos)

para o oscilador harménico acoplado ao banho no regime caético com diferentes valores de N: (a)
N =10; (b) N =50; (¢c) N = 100.

Trabalharemos, portanto, com um par de pardmetros (a, N) que garantam a ergodicidade do sis-
tema. Desta maneira estamos livres para escolher o tipo de média (no tempo ou no ensemble) mais
conveniente para o tipo de problema a ser estudado. Pode parecer, a primeira vista, que a média
no tempo seja, em qualquer circunstancia, a mais apropriada. Mas isto nao é verdade. Médias no
tempo confidveis, exigem intervalos de tempo entre eventos suficientemente grandes para que um ponto
num dado intervalo seja, praticamente, independente do ponto do intervalo vizinho. Isto significa que,
em alguns casos, necessitamos de intervalos de tempo computacional muito grandes, o que acarreta,
invariavelmente, um acimulo do erro inerente a solucao numérica. Por essa razao, mesmo sendo mais
dispendiosas em termos de tempo computacional, calcularemos as distribuicoes de equilibrio, tanto
do oscilador quanto do sistema quartico, a partir da média de ensemble. Estes resultados, aliados ao
Teorema de Equiparticio da Energia (TEE), nos auxiliardo na tarefa de mostrar que o banho cadtico

finito pode atuar como um reservatério térmico.

3.5 O Teorema de Equiparticao da Energia

Faremos uma pequena pausa nos resultados numéricos com o intuito de rever o célebre Teorema de

Equiparti¢ao da Energia [42]. Poderiamos seguir o curso normal das segdes anteriores, apresentando os
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resultados detalhados sobre as distribui¢oes de equilibrio do sistemas central e externo e, em seguida,
utilizar o TEE para verificar os resultados numéricos. No entanto, como dizem os mais sabios, mu-
dancas de ares sao sempre proveitosas e assim garantimos o suspense sobre a concordancia entre o tao

importante resultado da mecanica estatistica e os nossos resultados numéricos.

Comecaremos com a formulacao mais geral do teorema que diz:

A energia média de um sistema fisico descrito pelo conjunto de graus de liberdade (x,) e com

Hamiltoniana H, obedece a sequinte lei de equiparticao no equilibrio térmico

< aH> = Ok T, (3.14)

A p———
ox,

onde O, € a Delta de Kronecker. Este resultado vale para médias no ensemble, tanto para o micro-

canonico como para o canonico, e para médias no tempo sob a hipotese de ergodicidade.

Em outras palavras, podemos dizer que termos com menores poténcias na Hamiltoniana contribuem
com uma parcela maior para a energia média do sistema no equilibrio. Obviamente, ainda ndo demos
garantias de que o sistema de interesse estd em equilibrio térmico, mas caso isso seja verdadeiro,

esperamos encontrar uma concordancia entre os resultados numéricos e os obtidos a partir do TEE.
Aplicando o Teorema de Equiparticao para a Hamiltoniano 3.7 encontramos:

Para o oscilador:

<P2> _ kT (3.15)

2m 2
202 A\vg kT
Mo’ | ANT g~y ) = BB (3.16)
2 2 = 2

e para o Potencial Quértico:

Plown\ _ ksT
< 5 >: 5 (3.17)

ot + 2292 + Avqa, kgT
T non = 3.18
(e d (3.15)
4, .22
Y, + Ty kgT
= 3.19
(Ui )t (3.19)

Como os Hamiltonianos do oscilador harménico e do sistema quartico sao pares, a energia média dos
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N
termos de acoplamento <Z qxn>das equagoes (3.16) e (3.18) sao nulos. Logo, podemos concluir que

n=1
no equilibrio, Epg = 2Eopn e que a energia total Ep é dada por
q Q 2 q g

P2 mw q P2 + P2 $4 + y4 1'2 y2
E — —_— n n nJIn .

Substituindo as contribuigoes dadas pelas equagdes (3.16) a (3.19) obtemos

N
Er— (1 + 32> KsT. (3.20)

Por outro lado, como o sistema ¢é conservativo, podemos escrever a energia total no equilibrio em
termos dos valores individuais” em ¢ = 0, ou seja, Fr = E, + N Egg. Isto significa que a temperatura
final de equilibrio entre o oscilador e o banho cai com o inverso do niimero de graus de liberdade do

sistema externo, de acordo com a expressao

26y 2(E,+ NEg,)

kpT = —
B 2+ 3N 2+ 3N
ON 9
- ' F - ;) 3.21
513N T o 3N (3.21)

Aplicando, em particular, o resultado acima para o caso em que o oscilador harmoénico tem energia
inicial £, = 10.0 e o banho tem N = 100 e Egs) = 0.01 para todo N, encontramos que a energia média

do oscilador no equilibrio deve ser dada por

_ 200 9
E S Bos + —FE, ~ 0.073. 3.92
OH = 3035708 T 355 (3.22)

¢ 3
Eos = §EOH ~ 0.1095 (3.23)

Portanto, se o oscilador e o banho, de fato, estiverem em equilibrio térmico, devemos esperar que
os valores médios das energias de cada um dos subsistemas, no equilibrio, satisfagam as relagdes (3.22)
e (3.23). Antes de retornamos aos resultados numéricos, é preciso salientar que as figuras 3.9 e 3.11
indicam claramente que o teorema de equiparticao da energia nao pode ser aplicado para os casos em

que o banho possui um regime dindmico diferente do cadtico.

"Devido & condicdo inicial ¢(0) = 0.
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3.6 O banho finito como um reservatorio térmico

Na secao 3.4.5.3, vimos que as descrigoes estatisticas a partir de médias no ensemble e no tempo
sao equivalentes. Com isso, concluimos que, para N suficientemente grande, o sistema ¢ ergddico e
isto significa dizer que todos os estados acessiveis ao sistema sao igualmente provaveis no equilibrio.
A comparacio entre os resultados, para o oscilador harmonico, das se¢oes 3.4.5.1, 3.4.5.2 e 3.4.5.3
mostra, ainda, que a presenga do regime completamente cadtico no banho permite que a hipdtese de
ergodicidade seja aplicada a sistemas cujo nimero de graus de liberdade é menor do que nos outros
regimes. Aliado a isso, o banho caotico finito é capaz de criar um ambiente dissipativo muito eficiente,
absorvendo a energia do oscilador a uma taxa exponencial e conduzindo-o ao equilibrio dindmico para
cada trajetéria global do sistema.

Para respondermos se é possivel definirmos uma temperatura de equilibrio, precisamos revisitar as
distribuicoes de energia de cada subsistema. Analisaremos, com detalhes, as distribui¢oes para o caso
em que w, = 0.3, £, = 10.0, a = 0.01, N = 100 e Egs = 0.01.

Comecemos, portanto, analisando a distribui¢ao de energia do banho. Note, na figura 3.26, que os re-
sultados numéricos podem ser muito bem descritos por uma fungao do tipo pgs(E) = 1/Eqs exp(—FE/Egs),
onde Egg ~ 0.1094 & 0.006 é a energia média de cada elemento do banho no equilibrio.
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Figura 3.26: Distribui¢ao de energia do banho no equilibrio com os parametros w, = 0.3, £, = 10.0,
a=0.01, N =100 e Egs = 0.01.

Se compararmos este resultado com a previsao do teorema de equiparticdo (eq. equagdo (3.23))
verificamos uma boa concordancia entre ambos. Mas isto ndo é o suficiente para garantirmos que o

banho atua como um reservatoério térmico.Para isso, precisamos mostrar que a distribuicao de energia
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do oscilador ¢ do tipo Boltzmann, dada por p,(E) = 1/E,exp(—E/E,). A anélise da figura 3.27
mostra que é, justamente, isto o que acontece. Neste caso, a energia média do oscilador é obtida a
partir do fit dos resultados numéricos e vale F, ~ 0.0723 £ 0.002.
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Figura 3.27: Distribuicao de energia do oscilador no equilibrio. Os parametros do sistema sao w, = 0.3,
E,=10.0, a =0.01, N =100 e Egs = 0.01.

Comparando os valores encontrados numericamente para o oscilador e para o banho verificamos
que
_ 2__
E, ~ gEst

confirmando a previsao do teorema da equiparticdo da energia.

Este é um importante resultado deste trabalho, pois mostra que, além do fato de a dissipacao
ocorrer para uma Unica realizacdo numeérica, podemos associar uma temperatura a condi¢ao de equi-
librio. Isto sugere que, mesmo que o banho possua um nimero muito grande de graus de liberdade,
ha a possibilidade de que apenas um ntmero razoavelmente pequeno deles sejam suficientes para se
estabelecer um ambiente dissipativo muito eficiente. Outro ponto importante é o tempo computacional

extremamente baixo para a obtencao de todos os resultados efetivos.

3.7 Consideracoes finais

Os resultados deste capitulo evidenciam a importancia do caos nos processos de relaxacao de
sistemas fisicos e permitem-nos enxergar novas possibilidades de tratamento numérico de sistemas
finitos. O comportamento robusto dos processos dissipativos efetivos, aliado a confirmacao de que este

fendmeno nao é exclusivo do sistema tratado aqui (ver Apéndice C) refor¢cam a intui¢do sobre a maneira
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como a dissipacao se manifesta em sistemas fisicos reais.

No préximo capitulo, utilizando a Teoria de Resposta Linear, mostraremos que ¢é possivel reproduzir
os resultados numéricos referentes a evolugao temporal do oscilador harmoénico. Como veremos, o banho
interage com o oscilador simulando a a¢do de uma forga flutuante e o caos é responsavel pela perda
de memoéria da dindmica microscopica do reservatorio e, consequentemente, pelo surgimento de uma
forca de atrito, sobre o oscilador, proporcional & sua velocidade. E importante destacar que todos estes
resultados serao amparados por uma analise da evolugao temporal das distribuigoes iniciais, permitindo

a aplicacao da Teoria de Resposta Linear para a descricao da dinamica a tempos longos.



Capitulo 4

O tratamento analitico

“0O Binoémio de Newton é tao belo como a Vénus de Milo.
O que ha é pouca gente a dar por isso.”

Fernando Pessoa (Alvaro de Campos)

Os resultados numéricos do capitulo anterior mostraram que um sistema finito pode se comportar
como um reservatério térmico desde que possua dindmica microscépica cadtica. Diferentemente do que
ocorre em outros modelos de sistemas dissipativos, nao necessitamos realizar médias para visualizar o
fluxo de energia entre o sistema de interesse e o banho. Restringimo-nos ao estudo da dinamica do
sistema no regime de acoplamentos fracos, o que evita as grandes flutuagdes no tempo e, ainda, nos
permite aplicar a teoria de resposta linear (TRL) na tentativa de compreender os mecanismos fisicos
que tornam o banho cadtico finito um excelente ambiente dissipativo.

Este capitulo, portanto, tem como objetivo encontrar a funcao resposta do banho em termos de
suas fungoes de autocorrelacao dinamicas. Isto nos permitird justificar a reescala da constante de
acoplamento Ay de acordo com o tamanho do ambiente externo. Além disso, para que possamos
utilizar a TRL na descricdo do comportamento dinamico do sistema a tempos longos, faremos uma
analise da dinamica das distribuicoes de energia, de forma a garantir todas as hipdtese pertinentes
a TRL. Por fim, encontraremos o efeito médio do acoplamento do banho na dindmica do oscilador
e mostraremos que o conjunto finito de sistemas quarticos simula a acdo de um meio viscoso, cuja
constante de arrasto depende da energia média do banho, ou seja, da temperatura do sistema.

Gostariamos de fazer somente uma observacao antes de darmos inicio aos calculos deste capitulo.
Utilizaremos o termo “equilibrio nao interagente” para designar a condigdo do sistema em ¢ = 0, antes

de “ligarmos” a perturbacao. Em outras palavras, o termo “equilibrio nao interagente” refere-se ao

o7
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estado inicial em que cada membro do sistema tem sua trajetéria restrita a sua prépria superficie de
energia. Isto é necessario para evitar possiveis confusoes com o “equilibrio” obtido apos a termalizacao

do sistema, termo amplamente utilizado no capitulo anterior.

4.1 A Teoria de Resposta Linear aplicada ao banho

Comecaremos esta secao revisitando a Hamiltoniana completa do sistema, dada por

2 2.2 N 2 2 2,2
mw, px + p a $n n

2

H=_— + 5 (zh + i) +

_ 41
om 2 2 1 * Aqx”] (4.1)

n=1
Note que usamos A, ao invés de Ay com o intuito de demonstrar a necessidade da reescala. Como
estamos interessados no efeito do acoplamento do banho sobre a dindmica do oscilador, olharemos para

a equacao de Hamilton que descreve a forca sobre o oscilador

N
p:—mwgq—)\Zmn

n=1

0 que resulta em

A

00+ falt) = =2 3 1) = =2 X () (12

O lado direito da equagao (4.2), acima, pode ser visto como uma varidvel macroscépica do sistema,
atuando como uma for¢a externa dependente do tempo F'(t) = 2X(t). Sua forma depende do regime
dindmico presente no banho. No caso do banho finito num regime altamente cadtico, como distribuimos
aleatoriamente as condigoes iniciais entre os membros do ambiente externo e como estamos num regime
de acoplamento fraco, podemos substituir a for¢a F'(t) pela evolucao temporal do seu valor médio (F(t)),

0 que resulta em

i+ ke = 2 (X(0), (43)

Como vimos na secao 2.5, podemos escrever o comportamento médio de qualquer forca externa
dependente do tempo, que atua num banho térmico, em termos da resposta do proprio banho a estes
estimulos. No entanto, é necessario destacarmos que a Teoria de Resposta Linear é valida quando a
interacao é suficientemente fraca e enquanto a distribuicao de energia do banho estiver suficientemente
proxima a distribuicao inicial. Geralmente, esta tltima condicao é satisfeita para intervalos de tempo
convenientemente pequenos, mas a inten¢ao aqui é estender a aplicacdo da TRL para a descrigao da

dinamica a tempos longos. Em breve, mostraremos que isso é possivel.
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A representacao pictérica do sistema, dada pela figura 4.1, nos ajuda a ver que existe uma hierarquia
de fontes perturbativas sobre cada elemento do banho. A fonte primaria é dada pela dindmica do
oscilador harmonico e a secundaria, pelo conjunto de perturbagoes oriundos da dinamica dos demais

sistemas do banho e transmitida, indiretamente, pelo oscilador.

Figura 4.1: Esquema que representa a interagao entre os elementos do banho (esferas vermelhas) e o
sistema central (esfera cinza).

Portanto, lidaremos com a TRL como uma teoria de perturbacao aplicada ao banho, onde a fonte
perturbativa ¢ o oscilador harmoénico. Logo, assim que o acoplamento ¢ ligado, o banho sente a dinamica
do oscilador e é excitado, saindo do equilibrio inicial. Dali, ao invés de olharmos para a resposta completa
do ambiente, tomamos somente o termo linear desta resposta e, com ele, realimentamos o oscilador,

como ilustrado na figura 4.2.

Resposta total Resposta linear

Figura 4.2: O oscilador é visto como uma fonte perturbadora externa que excita o banho, retirando-o
do equilibrio a partir de ¢ = 0. O banho, por sua vez, responde, realimentando o oscilador somente
com a parte linear da resposta completa.

A TRL nos diz, de acordo com a equagao (2.41), que podemos escrever a evolugao temporal do

valor médio da forga externa F(t) = > ,(t) como

(S al)) = (S alt)o =\ [ Gxx(t = s)a(s)ds, (1)
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onde o indice “0” indica a média tomada no equilibrio nao interagente (t = 0). Mais uma vez, gos-
tariamos de deixar bastante claro o que estamos denominando equilibrio nao interagente. A teoria
de Resposta Linear é bastante utilizada nos laboratérios como ferramenta para se descrever a res-
posta de um determinando sistema, suficientemente grande, para que possa ser visto como um banho
térmico. Portanto, neste caso, equilibrio significa, simplesmente, equilibrio térmico. No nosso pro-
blema consideraremos uma definicdo um pouco mais geral. Diremos que o equilibrio denotado pelo
indice “0” existe quando os membros do banho nao interagem entre si, obedecendo as distribuigoes
pseudo-microcandnica ou pseudo-candnica (eq. (4.8)).

Voltando & equagao (4.4), devemos destacar que, para qualquer distribuicao de equilibrio, como o
Potencial Quértico é par * sempre teremos () z,(t))o = > _(z.(t))o = 0. Logo a equagio (4.4) pode

n n
ser reescrita como

(X(0) = (Can(®) = =2 [ bxxlt = s)als)ds, (45)

onde ¢xx(t — s) é a funcdo resposta da varidgvel X (t) quando acoplada com o oscilador por meio da
propria X (t), dada pela equagao (2.40). Portanto, estudaremos o efeito da resposta linear do banho

sobre a dinamica do oscilador a partir do estudo da equacao

2
i+ =2 [t = s)als)is. (4.6)

Em linhas gerais, a teoria de resposta linear é uma teoria de perturbacao aplicada a distribuigoes.
Portanto, a equagao (4.5) expressa o comportamento médio da dindmica do banho a partir da resposta
em primeira ordem do reservatorio quando este é perturbado pelo sistema de interesse. Na préxima

se¢@o nos ocuparemos do célculo de ¢xx(t — s).

4.2 Funcao Resposta para N sistemas quarticos nao intera-

gentes

O calculo de ¢xx, a fungao resposta do banho finito, é, na verdade, uma generalizacdo dos
resultados obtidos por Bonanga e Aguiar [6, 40], para o caso em que o banho é composto por um tnico
sistema quartico. Optamos por descrever, praticamente, todas as etapas dos calculos, deixando para o

leitor a escolha entre o “passo a passo” ou, somente, os resultados finais.

YHo(,y,pa, Py)=Hq(—2, Yy, =Pz, —Dy)-
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Como vimos na segao 2.5, da equacao (2.39) e da equagao (2.40), temos que

¢XX(t) = /X {pe; H dxldyzdpmdpyz

- / Z xm {)067 Z xn } H dxidyidpmidpyi

=1

0pe N
= —/Z Z HdI dyzdpmdpyz

n $7’L7}1

OH, OHY 1w
Tomando Hg = ZHQ temos que =9 - @ - Dan, OU Seja, Opg, = —OH! ), dai
i=1 8pa}n apwn DPan

¢XX / Z xm Z pxn H dr; dyldp:mdpyl (47)

Q

Como dito na se¢ao anterior, consideramos o equilibrio inicial do banho, impondo a nao interagao
entre os Potenciais Quarticos. Consideraremos, inicialmente, que todos os membros do banho tém a

mesma energia, Fg, em t = 0. Por isso, utilizaremos a distribuicao pseudo-microcanonica

(Y — E“>>6<H<2>—E8>>---6<Hé;“—E““ s - 59 (s

/H5 EQHM@mMM i=1

=1

Pe =

N \

como a distribuicao de equilibrio inicial. Vale ressaltar que, caso tivéssemos escolhido a distribuicao
pseudo-candnica, nao haveria qualquer alteracdo nos procedimentos que serdo adotados. E por esta
razao que mantivemos os indices de 1 a N na distribuicao acima. Podemos adiantar que a escolha
da distribuicdo pseudo-microcanonica nos permitird, nao so, reproduzir os resultados de Bonanca e

Aguiar, como, também, justificar a reescala da constante de acoplamento.

Dando sequéncia ao célculo de ¢xx(t), substituimos a expressao (4.8) na equacao (4.7) e obtemos

N ) ) N
a5~ £ T dndnpu,. (1.9
1=1

=1

Pxx(t) / Z pxn n)

Podemos resolver a integral acima utilizando a parametrizacao para o Potencial Quartico dadas pelas
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equagoes (3.10) a (3.13), reescritas abaixo

20 0; in 6,

2 = 0 cos 6; N sinf; | ¢
cos20; |v/1+5 1-p

2 2H g) cos 0; sin 6; _

y; = — sin &
cos20, |V1+5 1-—p

Dai = 2Hg) cos p; cos &;

Dyi = QHS) sin @; cos &;.

Desta forma, vamos transformar a integral (4.9), calculada em termos das varidveis originais, numa
integral em termos do conjunto de variaveis (Hg)s, 0;, i, &) e isso nos permitird eliminar a fungao delta

do integrando. Calculando o Jacobiano da transformagao

J(Hégl)ﬁl’@l,fl) 0
S 0 J(HS, 05, 02, )
0 0 . :
0 0 e J(HEY On, o, En)

onde J (HS), 0;, i, &) € o Jacobiano de cada sistema do banho, dado por,

Oz Ozn Oxn Oy,
aHS) 00; Op; 9¢;
6yzl) Oyn % Oyn
; ¢ 00; Op; o&;

(’L) ) ) N 6HQ i ®i i
J<HQ ’ 07” SOZ’ fz) - ap:cn 8pwn aprn 8pwn !
aHS) 90; 0p; 0¢;
8pyr} 8pyn apyn 8pyn
aHg) 00; Opi 9¢;

encontramos
1/2
J=(HSHS - HE) " [fo(0r, 01,6 fo (02, 02.6) - fo(On. on.6n)]. (4.10)
N
onde a funcao fo(b,¢¢) = [] fo(bi, ¢ &) carrega somente informacdo das varidveis angulares da

i=1
parametrizacao. Desta forma, substituindo (4.10) na equagao (4.9) temos
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1 N i i N i
oxx(t) = _Z/Z pa:n (n [H ) Eé? ] JHdHC(Q)d@i
m,n i=1 =1
M) N T )
_ / =t (Jonm(Ope) [ 8(HG' = E) [T dH'd®,
m,n Q =1 =1

N

[[dHS de
=1

(%) ()
[5G, | B2 Ee)
mon 8HQ Z

onde dO; = df;dp;d;. ldentificando o termo entre colchetes como a distribuicao inicial e retornando

as variaveis originais chegamos a

1 N
Pxx(t) = / > ) (JTm (t)Pan) pe— | [ dvidy;dpLidpy:
m,n 8HQ J i=1

1 0J 0
_ / 3 [ m<t>pm(0)JaHg) i oH

= (S ena 0 25 (5O ) (411)

m,n J 8HQ m,n 8HQ 0

N
(:Um(t)pm(()))] Pe H dx;dy;dpidpy;

i=1

Olhando para o primeiro termo depois da igualdade na equacao (4.11) acima temos

(My=1 (D) (2 (n—1) py(n+1) (M2
1 0J 1(HQ)2(HQHQ"'H Hy -+ Hy )

7 n =5 1/2 = n)’
Jorg 2 (5 HE - Hé?))/ 2H)

dai, inserindo-o na equagao(4.11) encontramos

bxx(t) = <mz 21;8)gcm<t>pgm<o>>0 + <mz Mfé?) <xm<t>pm<o>)>o
0
T 2B, <Z m(t)pan (0 >0 + <n§ oHy (xm(t)pm(o))>0, (4.12)

uma vez que todas as derivadas em relagao aos Hamiltonianos individuais Hg) sao tomadas em
Hg) = Eg,i=1,..., N. O primeiro termo da equagao (4.12) esta escrito em termos de uma fungao de
autocorrelagao entre as variaveis dinamicas do banho. No segundo termo ainda aparece um derivada

em relacao a HS) que pode ser eliminada usando a propriedade de reescala do Potencial Quéartico.
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Como vimos na secao 3.2.1, podemos escrever a dependéncia de x,,, p,, € t com a energia do sistema.

A . 17 . . n
Portanto, se supormos que conhecemos a dindmica no equilibrio para a energia ED

(H(N) ) |
Q
)
L

Dividiremos o calculo da derivada, acima, em dois casos:

, utilizando as

equagoes (3.3), (3.4) e (3.5) podemos reescrever

0 0
S (n) (T (t)pen(0)) = )
OH OH,

 ~
o | =
) )
\_/
N,
H\
3
=
=
=
3
o
SN—
| E—

Param=n

9 9 Hg‘) o
- f’lbj) OD0) + 10 0) )
5 ! / 4 / /
— 4Eg)(()):cn(wt)pm(o)nL 4Eé2n)(0)pm(0)pm(t). (4.13)
Para m #n
5 e (0) = et (91 0 (4.14)
i 0P O = gy O |

Desta forma, de equagao (?77?) a fungao resposta do banho sera

oxx(t) = QE;(O) <T§nxm(t)pm(0)>o + ZE;(O) <;xn(t)pm<o)>o n
4EZ(0) <; x”(t>pxn(0)>o T 1E,0) <;pxn(t)pm(0)>o :

ou seja,

oxx(t) = g7 {  n0p(0) + 1o (Sl + 5 (St 0)

0

+ zn: LIEQ(O) <$n(t)pxn(0)>0 + m <pxn(t)pxn(0)>0]<4'15)
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O termo entre colchetes da equagao (4.15) é, justamente, a fungao resposta,

5 (t—s)

<px(t>px(s)>07

obtida por Bonanca e Aguiar, para o caso em que N = 1. Portanto, a funcao resposta do banho
composto por N Sistemas Quarticos contém uma soma sobre as fungoes resposta individuais de cada
sistema caotico. Note que as funges de correlagdo que aparecem no segundo termo da equagao (4.15)
sao produtos de fungdes correspondentes ao mesmo sistema caodtico e por essa razdo, daremos o nome
de fungées de correlagao diagonais. Por outro lado, o primeiro termo da eq. (4.15), descreve a
correlacao temporal entre a posicao e o momento de distintos membros do banho, o que chamaremos de
funcoes de correlagcao cruzada. No entanto, como foi enfatizado na se¢ao anterior, a média das fun-
goes de correlagao da funcao resposta (4.15) sdo tomadas na distribuigao inicial pseudo-microcandnica,
o que significa dizer que os sistemas sdo nao interagentes. Estando desacoplados, é natural pensar que
o termo cruzado <Z T () Pa,, (O)>e ¢ muito pequeno, quando comparado aos termos diagonais e que,
por isso, pode ser desprezado. Quanto mais cadtica a dindmica dos membros do banho, menor sera a
correlacao cruzada e, portanto, melhor sera a aproximacao. Na verdade podemos mostrar que o termo

cruzado, no nosso caso, deve ser nulo. De fato, como vimos

<Z xm(t)pxn<0)> = ;/ Z T (1) Pan [H 5(H(Qi) - EC(QZ)>] 1:[ d;dy;dpgidpy;

m#n e m#n =1

1 m m
= Z 2 / [2n (3(HG” = EG")dt s dymdpemdpym| %

m#n
1 m m
_ %; [Zm [ on6(HE — B )drmdyndpomdpym| %

1 n n

= 2

m#n

{ / pmpgn)dxndyndpmdpyn}
= > {zm(t)o(pen(0))o = 0,

m#n

X

/ Lo (1) pU™ A1y QY AP i AP g

uma vez que (z,(t))o = 0 para todo n. O fato de o termo cruzado ser nulo é um reflexo direto da escolha

que fizemos para a condicao inicial do banho. Como ja dissemos, ao utilizarmos as distribui¢oes pseudo-
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microcanonica ou a pseudo-canonica, estamos impondo, por exemplo, que as trajetorias de dois sistemas
do ambiente estao completamente descorrelacionadas, justificando a auséncia do termo cruzado. Por
outro lado, por exemplo, caso desejassemos distribuir as energias dos quarticos segundo um ensemble
microcandnico ou candnico genuinos, nao ha razao para que o termo cruzado seja nulo, uma vez que
cada quartico pode estar ligado com os demais. Assim, é possivel enxergar o termo cruzado como a
contribuicao de mais baixa ordem para descrever o processo de interacao entre os elementos do banho.
No nosso problema, esta interacao nao existe, pois cada sistema esta confinado a sua propria superficie
de energia. Portanto, para o caso em que a distribuicdo de energia inicial é a pseudo-microcanonica,

obtemos

5 t—s
dxx(t—s) = zn: (T (t)Pan(0)), + m

4ES(0) (Den()Pan(0)) | = Nua(t — ). (4.16)

ou seja, a resposta do banho composto por N sistemas Quarticos, corresponde a soma da funcao
resposta para um unico sistema. Logo, no regime de resposta linear, o efeito do banho é amplificar a
resposta de um tnico sistema. A equacao (4.16) deixa evidente a necessidade de reescalar a constante
de acoplamento para evitar a divergéncia na energia de interagdo no limite termodinamico. Inserindo

a funcao resposta total (4.16) na equagao (2.26) temos

. AN2N ot
G+ wiq = —/ Gue(t — 8)q(s)ds.
m Jo
Note, portanto, que reescalando a constante de acoplamento da seguinte maneira,

A
A— A N = —F—,
VN
somos capazes de construir um ambiente externo para o qual a forca sobre o oscilador independe do
tamanho do sistema, para N suficientemente grande. Isto nos leva as curvas de dissipagao independentes

de N exibidas nos resultados numéricos do capitulo anterior.

A escolha da distribuicao inicial pseudo-microcanonica permite-nos demonstrar a necessidade da
reescala do acoplamento, mas nao nos permite aplicar a TRL para a descricao dinamica do sistema
a tempos longos. Isso ocorre porque a distribuicdo pseudo-microcandnica varia muito rapidamente

quando o acoplamento ¢ ligado, como pode ser visto na fig. 4.3.
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Figura 4.3: “Desmoronamento” da distribuicdo pseudo-microcanéonica inicial & medida que o tempo
evolui. A interacao entre os membros do banho redistribui a energia levando a uma distribuicao do
tipo Boltzmann. Em ¢ = 0, p. é dado pela equagdo com (4.8), com EYD = 0.01 para todos os SQ’s e
N = 100.

Fica evidente que a interagdo indireta entre os SQ’s redistribui a energia, conduzindo o ambiente
a uma distribuicao do tipo Boltzmann. Analisando os resultados da se¢ao 3.4.5 podemos dar uma
interpretacao para este resultado sobre a evolugdo da distribuigao inicial. Cada elemento do banho
enxerga o restante do sistema como um reservatério térmico com N particulas (oscilador + (N — 1)
SQ’s) e por isso, cada um tende a uma distribui¢do de Boltzmann no equilibrio. Por esta razdo, se
desejamos utilizar a TRL para descrever a dindmica do sistema a tempos longos, somos obrigados a
descartar a distribuicao pseudo-microcanonica como a distribuicao inicial e substitui-la pela pseudo-

canonica.

4.3 A Teoria de Resposta Linear para tempos longos

Parece intuitivo que a distribuicao de equilibrio natural do banho seja dada pela distribuicao
de Boltzmann, reforcando a ideia de que o ambiente externo atua como um reservatorio térmico para
cada elemento do banho. Obviamente, a distribuicao pseudo-candnica nao leva em consideragao a
interacao entre os elementos do ambiente, mas ¢ capaz de fazer uma mimica do estabelecimento de

uma temperatura inicial. Isso porque, como vimos, apesar de cada sistema estar confinado a sua
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propria superficie de energia, cada uma delas é sorteada segundo a distribuicao de probabilidade p(E) =
exp(—E/Eq)/Eq. Desta maneira, simulamos a presenca de um banho com uma temperatura inicial
pré-definida Eg = kT. Deste modo, se a temperatura (distribui¢do) inicial do banho nao variar
muito com a evolucao temporal do sistema, podemos concluir que o ambiente praticamente nao é
afetado pela dinamica do oscilador e, mesmo que as interacoes secundarias entre os QS’s promovam
flutuagoes de energia significativas em cada elemento do banho, o efeito macroscépico destas flutuagoes
é insignificante. A fig.4.4 mostra um exemplo com N = 100 e Fg = 0.01 onde a distribuigdo de energia

do ambiente nao varia muito com o tempo.

044 u
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E

Figura 4.4: Distribuicao de energia do ambiente para diferentes instantes de tempo para N = 100. Em
t=0p(E)=exp(—E/Eq)/Eq, com Eg = 0.01.

Portanto, para N suficientemente grande, podemos estabelecer um regime onde o sistema central
dissipa energia exponencialmente, mas a temperatura do banho permanece aproximadamente constante,
o que nos permite utilizar a a teoria de resposta linear para o estudo da dinamica dos sistema para
tempos longos. Como vimos na equagao (4.16), a fungdo resposta total é dada em termos de médias
das fungoes de correlacao entre as variaveis dinamicas do banho, que podem ser reescritas, em termos

de derivadas temporais, como

Z T () Pan (s = Z (), (s (4.17)

szm §)Pan (5 dt - Z (4.18)

n
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Assim a funcao resposta do banho fica

5d

1

xn(t)xn(s)>0 + (t ; s) dfjls <zn: Eg})@xn(t)xn(s)>o . (4.19)

Neste ponto, é essencial que conhecamos o comportamento da fungao de correlagao total

X1
Cn(t,s) = <n§::1 E(ﬂ)(())xn(t)xn(s)>0 . (4.20)

Na secao anterior, quando lidamos com o caso no qual a distribuicao de equilibrio inicial é pseudo-
microcanonica com energia Fy, podemos verificar que a soma das correlagoes médias é equivalente a
N vezes a correlagdo média de um tnico sistema quartico (ver eq. (4.16)). Como, no equilibrio, as

fungoes de correlagao individuais

enlt,s) = <;Oxn(t)xn(0)> (4.21)

0

seguem o comportamento esperado para sistemas caéticos [43],

cn(t,s) = —oe " cosat
(t.5) = 50
podemos mostrar, no caso em que F, = Fjy para todo n, que a funcao de correlacao total do banho é

uma amplificagdo da correlagao individual, dada por

N

Z oe Yt cos at.

CN(ta 8) = fo
n=1

No entanto, quando a distribuicao de equilibrio inicial é pseudo-candnica, ou seja, quando os elemen-
tos do banho possuem diferentes energias respeitando a distribuicdo de Boltzmann, devemos esperar
algumas alteragbes. Uma maneira de analisar o que muda no comportamento de Cy(t, s) quando defi-
nimos uma temperatura inicial, é utilizar a propriedade de reescala do Potencial Quartico. De fato, se

escrevermos a fungao de correlacdo média individual como

enlt, s) = <E10xno(t)xno(0)>

0

onde o subscrito “n0” indica que a trajetéria esta sendo tomada na superficie de energia F,o para o
n-ésimo elemento do banho e, por simplicidade, tomarmos s = 0, podemos utilizar a propriedade de

reescala do potencial quartico, eqs. (3.4) e (3.5), para reescrever a correla¢ao total do banho, no caso
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de diferentes superficies de energia Eg), €omo

C’N(t,s)—<§:j;mxn(t')xn(0)> - <§: %n) (Eg))ixno(t) (%;”)1%0(0)>

n=1 Q

n=1 EQ
N (n)\ 2 3 (n)\ 2
1 E —mo [ £ E
= Z (n) 910 2 € O<EO) tCOS Qing L) ¢
=1 ()Y —vn (ES))t (n)
= > =0 on(Ey” e @ " cos {an(EQ )t] : (4.22)
n=1 Q

A equacao (4.22) nos mostra que a distribuigao de energia entre os elementos do banho reescala as
amplitudes (o, (ESY)), os tempos caracterfsticos (v,(ESY)) e as frequéncias, (o, (ES)) associados a

cada correlacao individual.

600
400

200

C,(t0)

t/t

Figura 4.5: A fungao de correlacao total Cn(t,0) = >, ¢,(¢,0) com n = 1,...,N = 100 sistemas
quérticos obedecendo & distribuicdo pseudo-canénica com E = 0.01.

Com isso, podemos mostrar que a soma da contribuicao individual das trajetérias em diferen-
tes superficies de energia atenua as oscilagoes da correlagao total Cn(t,s) exibidas no caso pseudo-
microcanonico. Isto estd de acordo com a nocao intuitiva de que trajetérias em diferentes superficies,

por serem independentes uma da outra estao completamente descorrelacionadas e, desta forma, contri-
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buam para a atenuacao destas oscilagoes da funcao de correlacao total do banho. Quando analisamos
a fig. 4.5, notamos que ¢, justamente, isso o que acontece e também podemos perceber que a escala

de tempo onde Cy(t, s) é significativo, é muito menor do que a escala de tempo da dissipagao (ver fig.
3.14 ).

Logo, na escala de tempo da dissipagao, podemos fazer a seguinte aproximacao

Yool
Cn(t,s) = <n§::1 Eg)(())xn(t)xn(s)>0 = Ano(t — s) (4.23)

onde Ay é a amplitude maxima de Cy(t,s). Podemos mostrar que Ay depende linearmente de N,

como ¢ visto na fig. 4.6.
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Figura 4.6: Dependéncia linear entre a amplitude méaxima da fungao de correlagdo do banho Cy(¢,0)
e o nimero de sistemas no ambiente. A inclinacdo depende da energia média do reservatorio.

Escrevemos, portanto, Ay = upN, onde ug é o coeficiente angular desta fungdo linear. O indice E
expressa a dependéncia de coeficiente angular de Ay com energia média do reservatorio, como veremos

mais adiante.

E interessante salientar que a equacio (4.23) indica que a presenca do caos introduz uma rapida
perda de memoria na dindmica microscépica do reservatorio, de tal forma que a evolucao temporal pode
ser descrita por um processo Markoviano, diferentemente do que ocorre nos regimes integravel e misto.
Desta maneira, a introducao do caos no banho atua como um “catalizador” para o surgimento de um
regime estocéastico no banho, uma vez que a aproximagao (4.23) é valida para N finito, diferentemente

do que ocorre no modelo Caldeira-Leggett, por exemplo.
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Substituindo a expressao (4.23) na equagao (4.19) chegamos, finalmente, a seguinte fungao resposta

5AN d AN(t—S) d2

dxx(t—8)=——+——0(t—s)+
xx(t = s) 4Egz><0)ds( ) 4ES)(0) dtds

ot —s). (4.24)

Inserindo ¢xx(t — s), dada acima, na equagdo de movimento (4.6) temos

j\n/o {Mfié( 8)+ AN(Z_ - dfd ot - S)} a(s)ds

- j\n l&iN/ q(s )jsé(t—s ds + —/ dt Lié(t—s)] ds]

5)\214]\[ /\2AN
= — i(t i(t
&m q( )+ 4m a( )
3)\2AN

0

G+wpq =

ou seja,
G(t) + wpq(t) +yrq(t) = 0 (4.25)
onde -
HE
i — 4.26
T 8 ( )

Os passos para o calculo da integral

/Ot a(s)(t — s)jt Lié(t - 5)1 ds

sao dados no apéndice B.

Portanto, o acoplamento bilinear com as coordenadas do banho atua como uma espécie de forca
flutuante, cujo o efeito médio é simular a presenca de um meio viscoso com constante de arrasto
~vr. Além disso, é preciso enfatizar que, mais uma vez, é possivel justificar a reescala da constante
de acoplamento. No caso da distribuigao inicial pseudo-candénica ndo podemos afirmar que ¢xx(t —
s) = N¢y,, mas se olharmos para a constante de arrasto podemos, facilmente, verificar que 7 fica
independente do tamanho do sistema quando reescalamos a constante de acoplamento por Ay = A/ V/'N.
Outro ponto importante, é notar que a constante de arrasto depende da energia. Este é um aspecto
muito interessante, pois esperamos que isto, de fato, aconteca. Por exemplo, é razoavel pensar que
banhos mais quentes sejam menos eficientes do que banhos frios para dissipar a energia do sistema
de interesse. Os resultados numéricos nos permitem mostrar que a constante de arrasto tedrica ~yr,

obtida a partir da teoria de resposta linear, decresce exponencialmente com a energia, como mostram
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os quadrados vermelhos na figura 4.7-(b) .
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Figura 4.7: A constante de arrasto como fun¢do da energia média do reservatério para: os dados
numéricos (7, painel (a)); e o modelo tedrico (vr, painel (b)).

Por outro lado, ao calcularmos a constante de arrasto numérica (), a partir do fit exponencial das
curvas de dissipacao, obtemos um comportamento um pouco mais complexo (ver quadrados pretos na
fig. 4.7-(a)). Este resultado pode ser dividido em duas partes: na primeira, 0 < £ < 0.01 e y(E) cresce
com a energia média do reservatorio; no segundo regime, £ > 0.01 e v(E) decresce com E.

As discrepancias entre os comportamentos de v (E) e v(E) podem ser compreendidas se notarmos
que no primeiro intervalo de v(E), onde F é pequeno, os SQ’s sdo muito lentos. Como o valor de yr estd
relacionado com a fungao de correlacao do banho Cy(t, s), seu valor aumenta consideravelmente neste
regime pois mudancas no estado dos SQ’s sao lentas. Isto, portanto, implica num valor maior de ~.
Ainda neste regime, podemos notar que os resultados numéricos mostram que, a medida que E cresce,
a influéncia do ambiente sobre o oscilador aumenta, facilitando o fluxo de energia e aumentando .
Este é um efeito nao trivial, uma vez que um ambiente com energia média baixa deveria corresponder
a um banho térmico a baixas temperaturas, ou seja, com uma taxa de dissipacao alta. Este resultado
mostra, portanto, que o conjunto finito de sistemas quarticos ndo pode ser tratado como um banho
térmico a temperaturas muito baixas.

Para valores maiores de energia, v recupera o comportamento decrescente esperado e a associacao
entre a energia média e temperatura é restaurada. Mesmo neste caso, onde o comportamento qualitativo
de v e vy é 0 mesmo, os resultados numéricos destes coeficientes necessitam de corregoes. Para isto,
definimos o pardmetro kg = 7/yr de forma a ajustar os resultados do modelo tedrico e numérico.
Quando isto é feito, as curvas obtidas a partir da solugdo da equagao (4.25) e dos resultados numéricos

sao praticamente idénticas, como mostra a fig. 4.8.
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Figura 4.8: Comparagao entre as curvas de dissipagdo obtidas a partir dos resultados numéricos (linha
preta continua) e o modelo tedrico (linha vermelha tracejada), para N = 100 e kg = 21.4.

4.4 Consideracoes finais

Num regime de acoplamentos fracos, grande parte de toda informacao presente na forca flutuante
X(t) esta contida no seu termo perturbativo de mais baixa ordem na constante de acoplamento. O
sucesso da aplicacao da Teoria de Resposta Linear a este modelo estd intimamente ligada a escolha da
distribuigao inicial de energia invariante (distribuigdo pseudo-candnica). Obviamente, a propriedade
de reescala do Potencial Quartico, facilita muito o cdlculo da funcao resposta do sistema, mas como ja
dissemos, nao é um ingrediente fundamental para a eficicia de um determinado sistema cadtico como

membro de um ambiente dissipativo finito.



Capitulo 5
Conclusoes e perspectivas

Construimos um modelo classico de dissipacao onde um oscilador harmoénico interage com um
ambiente externo composto por um conjunto finito de N subsistemas quarticos com dois graus de
liberdade, cujo regime dinamico é determinado por um tunico parametro de controle. De maneira
a evitar a divergéncia do Hamiltoniano de interagao no limite N — oo, é necessario a reescala da
constante de acoplamento de acordo com o tamanho do sistema (Ay = A\/v/N ). As interacoes entre

os subsistemas ocorrem via oscilador, logo sao de segunda ordem na constante de acoplamento.

5.1 Principais conclusoes

Mostramos no Capitulo 3 que, como era esperado [15], o caos presente no banho é capaz de aumentar
a eficiéncia do fluxo de energia entre o sistema central e o ambiente, independentemente do valor de
N. Isto pode ser explicado usando-se o fato de que as trajetérias de cada subsistema atuam como uma
parte da forga externa total sobre o oscilador harménico (eq. (4.2)) e, portanto, como no regime cadtico
a correlacao temporal (F'(t)F(s)) cai muito mais rapidamente do que no regime regular e as flutuagoes
que perturbam a dindmica do sistema de interesse assemelham-se muito mais a eventos aleatérios,
mesmo quando N é pequeno. Entretanto, nestes casos (N < 10), ndo podemos visualizar a dissipagao
efetiva, uma vez que as flutuagoes dinamicas de ambos os subsistemas sao relativamente grandes. Em
contrapartida, a medida que aumentamos o nimero de graus de liberdade no ambiente, verificamos uma
dréastica diminuicao nestas flutuac¢oes e um nitido comportamento decrescente na evolugao temporal da
energia do sistema central. O aumento do nimero de graus de liberdade amplifica, linearmente com
N (ver fig. 4.6), a intensidade da forca externa sobre o oscilador, além de ser responsavel pelo rapido
decaimento da correlagdo temporal de (F(t)F(s)). Por fim, os resultados numéricos nos permitem

afirmar que é possivel estabelecer um regime em que a dissipagao ocorre a uma taxa exponencial e que

75
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o comportamento dinamico do sistema é independente de N, para N grande. Esta tltima, é uma das
principais consequéncias da reescala da constante de acoplamento.

O regime dindmico é extremamente importante para a eficiéncia da dissipagao. A partir do ma-
peamento da energia média de equilibrio do oscilador harmoénico (fig. 3.17), podemos identificar uma
espécie de transi¢cao de fases no regime dissipativo, caracterizada pela variagdo abrupta da energia
média de equilibrio como fun¢do do parametro de caoticidade. Fica evidente também que, pelo menos
neste modelo, passado o intervalo de transi¢do entre regimes (¢S 0.2) a caoticidade do sistema nao
interfere significativamente na eficiéncia do processo dissipativo.

Outros parametros, obviamente, contribuem para a eficiéncia da dissipacao. De fato, no regime
de acoplamentos fracos, verificamos, numérica e teoricamente, que, neste modelo, a taxa de dissipacao
depende quadraticamente do valor da constante de acoplamento. Ja a frequéncia natural do oscilador
harmoénico atua como parametro de controle da velocidade relativa entre o oscilador e cada um dos
subsistemas do banho. A dissipacao é mais eficiente quando estamos mais proximo do regime adiabatico,
ou seja, quando a dinamica do sistema de interesse ¢ muito mais lenta do que a dos elementos que
compoem o banho.

A fig. 3.17 também é importante para verificarmos que o teorema de equiparti¢ao de energia (TEE),
secao 3.5, somente é satisfeito no regime cadtico, onde ha a concordancia entre a razao das energias
de equilibrio do oscilador e de cada sistema quartico. Para o regime altamente cadtico a = 0.01,
mostramos que ha ergodicidade no sistema para valores de N relativamente baixos e que a distribuigao
de energia do oscilador harmonico no equilibrio, ¢ muito bem descrita pela distribuicao de Boltzmann
p(E) =1/E,exp(—E/E,), na qual o valor médio predito pelo teorema de equiparticio concorda muito
bem com o valor extraido dos resultados numéricos. Com isso, mostramos que podemos definir uma
temperatura de equilibrio e que o banho, mesmo com um numero finito e, relativamente pequeno de
graus de liberdade, simula os efeitos de um reservatorio térmico infinito, promovendo a dissipagao
a uma taxa exponencial e a termalizagdo para uma unica realizacdo dinamica do sistema. Este ¢ o
principal resultado desta tese.

Ao analisarmos os resultados obtidos, por exemplo, por Bonanga e Aguiar [6], podemos afirmar que
o caos é o responsavel pela estocasticidade da forca externa, promovendo a dissipagao. Por outro lado,
o acoplamento indireto entre os membros do banho permite a redistribuicao de energia entre os graus
de liberdade do banho possibilitando a termalizacao. A figura 4.3 evidencia este ultimo resultado,
mostrando o desmoronamento da distribuicao inicial pseudo-microcanonica e o consequente rearran-
jamento numa distribui¢ao exponencial (distribuigdo de Boltzmann), que emerge como a distribuicao
natural do banho, uma vez que cada elemento do ambiente enxerga o restante do sistema como um
reservatorio (composto pelo oscilador e (N — 1) sistemas quarticos).

Os resultados numéricos serviram de apoio para a construcao um modelo analitico simples, baseado
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na teoria de resposta linear, capaz de extrair a manifestacdo macroscopica da dissipagao por meio dos
processos microscopicos envolvidos na interacao entre os sistemas central e externo. Utilizando dois
tipos de distribuig¢oes iniciais de energia, a pseudo-microcanonica e a pseudo-canonica, calculamos o
efeito que a dinamica do oscilador harmonico exerce sobre as trajetérias de cada quartico do banho
por meio da funcao resposta (susceptibilidade dindmica) do sistema externo. Determinamos a parte
linear da for¢ca média sentida pelo oscilador em termos das correlagoes dindmicas do ambiente e, para a
distribuicao pseudo-microcandonica, justificamos a reescala da constante de acoplamento com o tamanho
(N) do sistema. No entanto, a utilizacao da distribuigao pseudo-microcandénica impossibilita a aplica¢ao
da TRL para a descricaio da dinamica a tempos longos, uma vez que nao ¢ satisfeita a hipotese de
invaridncia da distribui¢do inicial (fig. 4.3). A maneira de se contornar esta dificuldade ¢ definir a
distribuicao pseudo-canonica como a distribuicao inicial e definir a temperatura inicial de forma que a
temperatura varie lentamente com o fluxo de energia (fig. 4.4). Desta maneira, é possivel estender a
aplicacao da Teoria de Resposta Linear para a descricao dindmica do sistema central a tempos longos
e, consequentemente, sua tendéncia ao equilibrio.

O modelo permite mostrar, analiticamente, que o efeito liquido da intera¢ao com os intimeros graus
de liberdade do banho é o surgimento de um termo dissipativo, proporcional a velocidade, cuja constante
de arrasto decai exponencialmente com a energia média inicial do banho (circulos vermelhos na fig. 4.7).
Isto reflete a ideia intuitiva de que banhos a temperaturas mais elevadas dissipam menos energia do que
banhos mais “frios”. No entanto, a comparacao entre os resultados numéricos e tedricos para a constante
de arrasto, mostram que ha uma discordancia qualitativa na regiao de baixas energias, o que nos leva a
crer que devemos ter muito cuidado ao tratamos o banho cadtico finito como um reservatorio térmico
a temperaturas muito baixas. Para temperaturas suficientemente altas, os dois modelos restauram a
associacao natural entre energia média e temperatura, levando a excelentes resultados qualitativos do
modelo analitico, quando o comparamos com aqueles obtidos através das simulacoes.

A questao que tragamos como ponto de partida- “Quais condigcoes devem ser impostas ao ambiente
de forma que ocorra dissipacao efetiva?”-foi respondida e nos possibilitou visualizar uma série de re-
sultados bastante interessantes, dentre os quais o principal é a termalizacao por meio da dissipagao

efetiva.

5.2 Perspectivas e proximos passos

As respostas obtidas neste trabalho motivam uma série de possiveis aplicagdes do modelo, por exemplo,
na construcao de termostatos para calculos numéricos e na analise da relacao dissipagao-classicalizacao

de estruturas complexas (como a molécula de Cgp).
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Algumas questoes ainda precisam ser esclarecidas. Alguns exemplos:

 Por que o Teorema de Equiparticao da Energia (TEE) nao vale para banhos nos regimes integravel

e misto?

e Se levarmos em consideragao a interacao entre os membros do banho, serd que as funcgoes de
correlagao cruzada (ver pag. 65) permitem ajustar as curvas de dissipagdo obtidas a partir dos

resultados numéricos e tedricos?

« Serd que a divergéncia entre vy e 7 para baixas temperaturas (fig. 73) estd realmente associada

ao nao cumprimento da hipétese adiabatica?

Obviamente, novas questoes também aparecem como consequéncia natural do desenvolvimento do

trabalho. Estamos, atualmente, trabalhando nos seguintes problemas:

o Verificar se ambientes cadticos finitos, como os descritos aqui, sao capazes de promover processos

difusivos.

« Se o TEE é valido para problemas equivalentes, mas com diferentes sistemas de interesse (particula

livre, osciladores nao lineares etc).

o Estudar a transicao entre os regimes harmonico e cadtico, num contexto classico e quantico,

utilizando o Potencial Carmonico introduzido no apéndice C.

« Estudar a possibilidade de transporte de energia entre dois sistemas de interesse acoplados por

meio do banho caético.

Em particular, o dltimo dos problemas citados acima é muito interessante e esta em fase final de

preparacao [44].

5.3 Consideracoes finais

A simplicidade dos resultados mostrados nesta tese, deve-se, em grande parte, a natureza intuitiva
do problema. A possibilidade de um banho cadtico, com um numero relativamente baixo de graus
de liberdade, comportar-se como um reservatorio térmico infinito, da mostras do quanto o caos é
importante para o estabelecimento dos processos dinamicos que conduzem, ao equilibrio, os sistemas

fisicos reais.



Apéndice A
O Teorema da Flutuacao-Dissipacao

Apresentaremos neste apéndice uma deducao do importante Teorema da Flutuacao-Dissipacao

(TFD) dentro do formalismo quéntico®.

O TFD incumbe-se de explicitar como sao dadas as relagoes entre as flutuagdes em equilibrio de um
sistema e de seu comportamento sob acao de uma forca externa. O TFD foi primeiramente descrito por
Herbert Nyquist [45], ao analisar a agitagao térmica de cargas em um condutor em equilibrio a partir da
relacao entre as flutuacoes quadraticas das correntes internas e a resisténcia do condutor. Esta primeira
formulagdo ¢é obtida utilizando-se basicamente a 2* lei da termodinamica. Posteriormente, Callen e
Welton [46] ampliam o alcance da relagdo, mostrando que a poténcia dissipada em qualquer sistema
linearmente afastado do equilibrio por uma fonte externa é proporcional ao valor quadratico médio das
flutuagoes do sistema quando em equilibrio. Por fim, Ryogo Kubo [47] propoe uma generalizacao do
resultado, expressando as flutuagoes dinamicas em termos de correlagoes temporais e relacionando estas
com a suscetibilidade do sistema. Segue, portanto, um esboco da demonstracao segundo o formalismo
de Kubo.

A demonstracao sera feita dentro de um contexto quéntico devido, tinica e exclusivamente, a sim-
plicidade da notacao de Dirac.

Consideremos um sistema que, no equilibrio, pode ser descrito pelo Hamiltoniano Hy(q, p) e que no
instante t = 0, este mesmo sistema passe a ser perturbado por uma forga flutuante F'(t) por meio da

interagdo com o observavel A(q,p), de forma que o Hamiltoniano perturbado possa ser escrito como

A

H = Ho(g,p) + F(t)A(q, p). (A.1)

!Cabe, aqui, um agradecimento especial ao amigo Fabio Stucchi Vannucchi pela gentileza e generosidade ao ceder o
manuscrito da monografia sobre o tema, apresentada no seu Exame de Qualificacdo do Doutorado neste Instituto. Este
apéndice é uma adaptacao de parte do conteido desta monografia.
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Assim como fizemos na se¢ao sobre a teoria de resposta linear, desejamos estudar o efeito da pertur-
bagao sobre a evolugao temporal de um observavel B(t) associado ao sistema de interesse. Para isso,

precisamos, primeiramente, escrever a evolucao temporal de A, utilizando a representacao de interagao

g~ _t
A(t) = entls Aewts,

Como dissemos, o objetivo é avaliar o efeito da fonte F'(t) sobre o sistema através do acompanha-
mento do observavel B, que se acopla internamente ao sistema por meio de A (podemos inclusive ter
B = A, como estudado no Capitulo 4). Utilizando os resultados de teoria de perturbagio, temos que

o valor esperado de B, em primeira ordem, sob acdo de uma fonte acionada em ¢t = 0, é

—o | (A et (7] Bl ) et ()t
= (WO BOY + [ (0] [B), A o) R

onde B (t) = e ls B ewrlls (representagio de interagdo). Aqui consideramos, sem perda de generali-
dade, que o estado microscopico inicial do sistema é determinado por ‘1/1,(10)>. Com o intuito de analisar
o quanto o valor médio de B(t) sob perturbagao,(B(t)), desvia-se do seu valor de equilibrio (B(t)),

calculamos

(AB(1))
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/ fTr {oB(t — )A(0)} F(t')dt

onde p é o operador estatistico de equilibrio. Note que a quantidade Tr{g [é(t),fl(t’ )” depende
apenas da diferenca entre ¢ e t/, fato que se deve a propriedade ciclica do traco e de ¢ comutar com I—A[O.

Portanto, se definirmos a suscetibilidade generalizada pela expressao

) = /_ Z Yalt — ) F()dt' (A.4)

ou, de forma equivalente, pelo produto das respectivas transformadas de Fourier,
(AB(w)) = xpa(w)F(w), (A.5)

onde
XBa(w / xBal(t e~y

Comparando as eqs. A.2 e A.4 percebemos que

— 00

/ ﬁTr o[B(t), A)]} F(t)dt' = / h @(t—t’)%Tr {o[B(t), At} F(¥)dt' = / X malt—t)F(t')dt.
Logo, a susceptibilidade dinamica do meio pode ser escrita como

A

Xalt — ) = Ot — t’);Tr {o[B@), At))} = 0t - t’);Tr {o[aB(), a4},

sendo O(t —t') a fungdo degrau de Heaviside. Por outro lado, a transformada de Fourier de ypa(t —t)

é dada por
xea@) = [ xpalr)edr =
— /_Z@( ); v{o[AB(r), AA(D)]} emdr
_ OOO;Tr{ [AB(7), AA(O)]} emdr. (A.6)

E importante salientar que o indice BA explicita que a resposta a perturbagio é observada através

da variavel B e que a forca externa F' se acopla a varidvel A. A expressao (A.6) sintetiza de forma
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generalizada o TFD, relacionando a suscetibilidade complexa com a correlacao temporal. Usualmente,

no entanto, o TFD ¢é associado a parte dissipativa de xpa(w), que basicamente depende de

w{xBa(w) — xpa(-w)}

Explicitando as partes real e imaginaria pura da susceptibilidade dindmica, podemos escrever

_ / /) 3 A z 1 _ ! X 7 _
XBa(W) = Xpa(w) + ixha(w) e, assim, é possivel ver que se x54(—T7) = —X54(7), entdo xha(—w) =
—Xha(w) e a dissipagdo estd associada a x5 4(w); se, por outro lado, x%4(—7) = X54(T), entao
XEa(—w) = xha(w), e a dissipacdo se associa & x'z4(w). O comportamento de x%;4(7) com rela-
¢ao a inversao temporal é, por sua vez, definido pelo comportamento das varidaveis A e B. Assim,
podemos resumir a dependéncia da seguinte maneira: se A e B tém a mesma mudanca de sinal sob
inversao temporal (o que geralmente ocorre), wx’s 4(w) é a parte dissipativa da suscetibilidade; alterna-

p q ) XBA p p )
tivamente, se A e B tém mudangas de sinal distintas sob inversdo temporal (como ocorre com os pares

posicao e momento, campos elétricos e magnéticos, etc.), wx'z,(w) é a parte dissipativa.

Podemos, finalmente, relacionar a parte dissipativa da suscetibilidade com a correlagdo temporal

entre as variaveis A e B do sistema, definida por

Spa(t,t') = Tr {oAB)AA(Y)},

que, como visto anteriormente, é invariante por translagdo temporal, Spa(t,t') = Spa(t — t'). Con-
sideremos inicialmente uma situacao em que A e B obedecem a mesma simetria temporal. Assim, a

dissipagao do sistema depende de x’;4(w) e pode ser calculada da seguinte maneira:

2iXpa(w) = xBa(W) = xBa(—w) ,
= [T e {e[aB(). AA©O)] femar — [T Te {0 [AB(r), AA)]} e mdr.

o h
Neste caso, como x5 4(—7) = —x54(7) percebemos que
2ixpa(w) = %Tr {Q [AB(T), AA(O)} } e“Tdr.

Pode-se, no entanto, escrever Tr {g {Aé(r), AA(O)}} em termos da correlacao Spa(7),

A

Tr {0 |[AB(7), AA(0)|} = Tr{o B(r)A(0)} = Tr {0 A(0)B(7)} = Spa(7) — San(-7).
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Mas
Sap(—7) = Tr {0 A(0)B(r)} = Tr {A(ihB)oB(r)} = Tr {eB(r)A(ihB)} = Tr {oB(r — ihB)A(0)},

sendo que utilizamos, nas trés ultimas igualdades, o calculo da comutacao? de g e A(O), a propriedade

ciclica do trago e a invariancia do traco por translagdo temporal. Podemos, portanto escrever

2hXpa(w) = /_o:o {Spa(T) — Spa(t —iRB)} “"dr =

= /OO (1 — emﬂ%) Spa(T)e“Tdr =

— 00

= (1-¢"7) Spaw), (A7)

como ¢ usualmente enunciado o TFD. No limite classico, onde h é desprezivel encontramos

Xpa@) = 5500

~

~ . ~ _BHe A _BHe tfe q _t. _ (' +inp) A (' +ihB) . g 2
2Dada a representacio de interacio, e PHs A(t') = e PHseirtls Ae= s = e=——m Hs de™—m Hse FHs = A(t' +
ihB)e PHs,
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Apéndice B

Calculo da integral

Neste apéndice, utilizaremos a regra de Leibniz para calcular a integral

/th( )(t—s)if L;ié(t—s)] ds.
Solugao:
Note que

d d d?

7 l(t — 3)%(5(75 — s)] =——0(t—s)+ (t— S>dtd35(t —3)
entao P

(t — S)dtdsé(t —5) = = [(t — s)ds5(t — 5)1 — £5(t —5).
Dai

2

R

A regra de Leibniz diz:

S pss = [ 2 pts0ds+ o005 10005
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No nosso caso, identificamos

f(ts) = gt -2
ht) = t
g(t) = 0

Imediatamente podemos ver que
9y
h(t),t)— = 0.
O

Por outro lado, pelo teorema fundamental do calculo,

o= [ 15.0) Ch(s)ds,

flt o)y = 5

logo,

fa0.0% = 5 [ 5,0) L h(s)as
_ jt /Ot [(s—O)q(O)i&s) ds
_ CZ /Ot sq(())d(;f)ds
= O [ o) s)ds
d

= 2 la(0)) =0.

Assim,



Apéndice C
O Potencial Carmonico

Este apéndice descreve algumas das propriedades do potencial, proposto por Bonanca e Aguiar,
cujo nome é originario da juncao das palavras “cadtico” e “harmonico”, descrito pela Hamiltoniana
o P2+ P 3

5 + i(wiﬁ +wiy?) +

(1 ;6)562,!/2’ (Cl)

onde 3 é o parametro que controla a caoticidade do sistema. Note que, para 0 < # < 1, a medida que
f diminui, o termo z%y%é cada vez mais relevante para a dindmica do sistema. Portanto, a constante
£ desempenha o mesmo papel que constante a no Potencial Quartico. Dizemos que a caoticidade
do sistema Carmoénico aumenta quando diminuimos o valor de 3. Por outro lado, quando # = 1, o

Hamiltoniano fica

P2+ P2 1
= "V 5 Y —i—i(wg:ﬁz—l—w;yQ),

que nada mais é do que o Hamiltoniano de uma dupla de osciladores harmonicos.

O sistema Carmonico é reescalavel com a energia desde que as frequéncias também sejam reescala-

das. De fato, supondo

H(£an0a Pxoapy()vwxoawyo) = EO

)

e dado
H(xvyv-Pm)Py)wxywy) =FK 7£ -EO7

se tomarmos
Px:7P107 T = QZgy, Wz = UWg,

Py=~Pyp, y=ayy, wy= 1wy,

87
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onde v, a e u sao constantes de reescala, temos

P2+P2 1—
72( T ; y) +a2u2§(w§x2+w§y2)+a4( ﬁ)nyZZE.

2 4

Se tomarmos o? = p? e a* = v2 = ) encontramos,

E
H(x7y7PzaPyawx,wy) :QEO:Q: f
0

Dai,
E\z
- (&)
€ 1
EN\i
= (g) =
Assim,

Px(t/) N (é)% PxO(t)’ :L“(t') - (go)}i IEo(t), Wy = (5)1}1 Wag
Py(t/) - (EEO)E ny)(t)’ m(t/) - (EE(JZ yo(t), Wy = (EEO)Z Wyq -

Substituindo a expressao para a transformacao P,(t') na equagao de Hamilton obtemos

d |/ B\ E\?
)= L (EY o] = 21 = (£ e
2(t) = - B o (1) (') £ o(t)
o que implica em
d ENi
wn® = (5) Pal)

dro(t)dt  , dt [ E\
7w~ W0F=(5) o

Como ¢(t) = P,,(t) entdo

o que resulta em
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Resumindo:
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E N1
Wry = <EO) Wzo,y0 (04)

- (50)_i ' (C.5)

Assim, a dindmica do sistema Carmonico em quaisquer duas superficies de energia serdao equivalentes

por meio da reescala das coordenadas generalizadas, do tempo e de suas frequéncias.

C.1 O banho de Sistemas Carmonicos

A ideia aqui, é estudar um sistema andalogo ao problema central desta tese (eq. (2.28)) onde o banho

é formado por um conjunto finito de sistemas carmoénicos por meio da Hamiltoniana

A
H=Ho+ He+ —H C.6
o C \/N I ( )

onde,

2 2.2
P W
HO = 54‘ 9 y (C?)
N 2 2
en T 1—
o = 3|2t g Bt gty + U5 P . ©5)
n=1
N
Vio= ) qun (C.9)

3
Il
—

Note que para 8 # 1, o banho é composto por N sistemas nao lineares, enquanto que para § =
1, o banho é formado por N osciladores harmonicos acoplados ao sistema de interesse. Com esta
Hamiltoniana, futuramente, poderemos estudar os efeitos da transicao do regime harmonico para o
cadtico, possibilitando uma comparacao direta com o modelo Caldeira-Leggett [12] e recentes resultados
obtidos por Manchein, Rosa e Beims [13, 14]. Além disso, gostarfamos de mostrar que os resultados
sobre a dissipacao efetiva, obtidos nesta tese, para um banho composto por N sistemas quarticos (eq.

(3.2)), ndo é um fendmeno associado exclusivamente ao SQ e, sim, um fendmeno geral relacionado
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a presenca de caos. Para que possamos estudar numericamente, a dindmica do sistema completo de
forma equivalente ao que fizemos no Capitulo 3, necessitamos distribuir aleatoriamente as condigoes
inicias dentro da superficie de energia de cada membro do banho. Construiremos na proxima segao,
uma parametrizacao para o sistema Carmonico baseada na parametrizacao do quartico, descrita pelas
equagoes (3.10) a (3.13).

C.1.1 Parametrizacao para o Potencial Carmoénico

Reescrevendo o Hamiltoniano (C.1) como

2, 2
_.I_
g o= 5 %+ aa? +ny? + ya’y?
1 D x? 0 /2 z?
= —(ps p +(a n +( 2% 92
Lo o) () s G ()5 ey (0 ) (4
2 2 1— 2 0 2
onde o = wa, n= e ey = 6. Definindo v = x2 LU= Y lea= v/ ,(UEreImos
2 2 2 Y n v/2 0

encontrar uma transformacdo que nos permita escrever
u'v +v'Av = VIAV + 6, § € R, (C.10)
com V = v+ vg. Substituindo V' = v + vy em (C.10) temos
u'v + v Av = (v + 1) A(v + o) + § = V' Av + v' Avg + v Av + vh Avg + 6

o que implica em

ulv = 20f Av + vi Avg + 6,

logo

u'v = 205 Av

vGAvy + 0 =0,

ou seja,
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A~y
Vo =
07 2
¢ 1,,\? 1 1
Ay Ay uA
5:—U6A’UQZ< 9 >A< 9 )Z_ 4 )
com
A—l _ 0 2/’7
2/yv 0
Efetuando os calculos obtemos,
Vo = —
Y o
© 2,2 2
5o Pwwy
2(1-p)

Desta maneira, encontramos uma transformacao V(v) = v + vy tal que o Hamiltoniano original

(C.1) pode ser reescrito como

2 2
+
H="12""Pv L yiay 45

2
Se escrevermos
X2
entao

2 2
_|_

2 2 2.2 2

_ px +py + (1 6>X2Y2 . 6 wxwy '

2 2 2(1-0)

Portanto, se olharmos para a parametrizagao do sistema quartico (equagoes (3.10) a (3.13)), veremos

que se tomarmos a = (0 obteremos uma parametrizacao para o Hamiltoniano

2 2
T
H:%Jrﬁyz'

Desta maneira, se o Hamiltoniano fosse

2 2
_'_
H =B Xy,
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a parametrizacao seria

| H.

X? = ~cos 20 [cos 6 + sin @] sin &
H

Y? = 1/7008029 [cos @ — sin O] sin &

Pe = /2H.cospcosé
py = \/2H.sinpcos¢,

Além disso, como V = v + vy temos

X* = 2’ tn/y =" =X"—1n/y
Y2 = yta/y =y’ =Y —a/y,

logo a parametrizacdo para o Hamiltoniano original (C.1), a menos de uma constante, sera dada por

H, Bw?
2 _ ¢ ' iné — x 11
x 1/700828[6089—1-31116]81115 - (C.11)
2

H, Bw

2 o c o . . Y
Yy o= o 20 [cos f — sin 0] sin & - (C.12)
pr = +/2H,.cospcos& (C.13)

py = \/2H.sinpcos¢. (C.14)

De fato, podemos mostrar que a substitui¢ao das equagdes acima em (C.1) nos conduz a
H=Hq+6.
Isto significa que a parametrizagdo (C.14), acima, apenas altera pela constante ¢, o valor da energia

para o sistema caotico. Obviamente, as equagoes de movimento nao sao alteradas.

C.2 Dissipacao efetiva utilizando o Potencial Carmodnico

Utilizando a parametrizacao (C.11) a (C.14) somos capazes de distribuir aleatoriamente as

condigoes iniciais para cada um dos elementos do banho (eq. (C.8)), assim como fizemos na segao
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3.3.1. Neste novo modelo, temos um ingrediente a mais, os pares de frequéncia (wy,, wy,). Assim como
¢ feito no modelo Caldeira-Leggett, as frequéncias sao distribuidas de acordo com a distribuicao de
probabilidade linear, p(w) = nw. A figura C.1 nos mostra o comportamento da energia do sistema

central (OH), quando acoplado por meio da Hamiltoniana (C.6), com os seguintes pardmetros iniciais

E, =10.0 (energia inicial do OH);

e w, = 0.3 (frequéncia natural do OH);

A = 0.01 (constante de acoplamento);

N =100 (ndmero de sistemas no banho).

10+

0 100 200 300 400 500
t/t

Figura C.1: Curva de dissipagao para um oscilador harménico sujeito a agdo de um banho de N = 100
sistemas carmoénicos no regime nao linear.

Como podemos ver, a dissipacao efetiva por meio do acoplamento com um banho finito com dinadmica
nao linear, nao é um fenémeno exclusivo do banho de quérticos (como vimos no Capitulo 3). O resultado

acima, na verdade, da mostras de que este é um fendmeno, aparentemente, universal.
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