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Resumo

Neste trabalho estudamos a dindmica de emaranhamento em sistemas Hamiltonianos bipar-
tites nos contextos classico e quantico. A pesquisa foi desenvolvida principalmente sobre a
analise da entropia linear, considerada uma boa medida de emaranhamento no caso de estados
globais puros. Na primeira etapa do trabalho, utilizamos o Modelo Jaynes-Cummings de NV
atomos (MJC-N) para estudar como a entropia linear, e consequentemente o emaranhamento,
depende da condic¢ao inicial classica, apresentando rapida descoeréncia quando esta condicdo
¢é instavel. Mostramos também que as oscilagoes na entropia linear podem ser entendidas
segundo a simetria das trajetdérias classicas correspondentes, o que ocorre segundo o efeito
de borda oriundo da finitude do espaco de fase do spin. Discutimos também o limite cldssico
singular do emaranhamento no MJC-N. Na segunda etapa, trabalhamos com o formalismo es-
tatistico Liouvilliano, dentro do qual definimos uma medida apropriada para o emaranhamento
classico: a entropia linear cldssica. Realizamos calculos analiticos para sistemas integraveis
lineares e nao-lineares, mostrando as peculiaridades da medida cldssica quando comparada a
quantica. Particularmente interessante é o caso em que ocorre a auto-interferéncia, fendmeno
sem andlogo classico. Para os sistemas integraveis, foi possivel estudar inclusive o caso de es-
tados iniciais nao-cldssicos, para os quais mostramos ser conveniente definir uma nova medida
classica mais “simétrica”: o grau de emaranhamento. Continuando com as analogias entre
a mecanica quantica e a mecanica classica Liouvilliana, deduzimos por primeiros principios
uma equag¢ao mestra cldssica para o tratamento de sistemas abertos classicos. Como apli-
cacao, resolvemos as equacoes mestras quantica e classica para o caso de um reservatorio de
osciladores harmonicos & temperatura nula. Na 1ltima etapa do trabalho, definimos um ope-
rador Liouvilliano para a quantizacao simetrizada e ordenada de mondmios classicos. Como
consequéncia, obtivemos férmulas de ordenamento normal e anti-normal para operadores ca-
nonicamente conjugados que comutam com sua relagao de comutagao. Mostramos entao que
a quantizacao das equacgoes de movimento cldssicas produz equagoes de movimento quanticas
que se aproximam do resultado exato na escala de tempo de Ehrenfest. Esta andlise nos
permite calcular analiticamente o tempo de Ehrenfest em sistemas integraveis.
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Abstract

In this work we studied the entanglement dynamics in bipartite Hamiltonian systems within
the quantum and classical frames. This research was developed mainly on the analysis of
the linear entropy, which is considered an apropriated entanglement measure concerning to
global pure states. In the first stage of the work, we used the Jaynes-Cummings Model
with N atoms (JCM-N) to study how the linear entropy, an consequently the entanglement,
depends on the choice of the classical initial condition, showing faster decoherence for the
unstable ones. We also showed that the linear entropy oscillations can be understood through
the analysis of the symmetry of the respective classical trajectories, which is allowed by the
border effect arising from the limitation of the spin phase space. We also discussed the singular
classical limit of the entanglement in the JCM-N. In the second stage, we worked with the
Liouvillian statistical formalism, in which we defined an appropriate measure of the classical
entanglement: the classical linear entropy. We realized analytical calculations for linear and
non-linear integrable systems, pointing out the peculiarities of the classical measure compared
to the quantum one. Particularly interesting is the case in which occurs the self-interference,
a phenomenon with no classical analogue. For the integrable systems, it was also possible
to study the case of non-classical initial states, for the which we defined a new convenient
classical measure: the entanglement degree. Still in the context of the analogies between
quantum and Liouvillian classical mechanics, we deduced by first principles a classical master
equation for treating classical open systems. As an application, we solve the quantum and
classical master equation for the case of a harmonic oscillator reservoir at null temperature.
At the last stage of the work, we defined a Liouvillian operator to perform the quantization
of a monomial in a symmetrized and ordered form. As a consequence, we obtained normal
and anti-normal ordering formulas for canonically conjugated operators whose commutator is
a c-number. Thus, we showed that the quantization of classical equations of motion produces
quantum equations of motion that approximate the exact result in the Ehrenfest time scale.
This simple analysis allows us to calculate analytically the Ehrenfest time for any integrable
system
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Introducao

A formulacdo da mecénica quantica representou a quebra do determinismo, que dava
ao homem, através das leis de Newton, o pleno conhecimento do passado e do futuro de
qualquer corpo cuja posicao e momento fossem conhecidos num determinado instante. Agora,
o determinismo era restrito somente a uma distribuicao de probabilidades com desvio médio
sempre maior que a constante de Planck. A natureza nos impediu de conhecer em todos os
detalhes a dinamica de qualquer sistema.

Mais tarde, descobriu-se que mesmo na descri¢ao classica de alguns sistemas fisicos a
informagao completa nos é negada na pratica. De fato, dada a extrema sensibilidade dos
sistemas cadticos as condicgoes iniciais, qualquer incerteza é propagada exponencialmente no
tempo, impedindo qualquer previsao a tempos suficientemente longos. Surgia entao o estudo
do caos em sistemas dinamicos, um comportamento que de fato foi entendido como regra e
nao excecao. Essas sao as duas grandes teorias sobre as quais se fundamenta e se orienta este
trabalho, buscando entender ou explicar algumas questoes interessantes referentes a ambas, a
uma delas, ou mesmo a transicao de uma para outra.

De inicio, imaginemos um sistema macroscopico, composto de um planeta que interage gra-
vitacionalmente com suas vérias luas. Por outro lado, seja um sistema microscépico, dado por
um nicleo positivo que interage eletricamente com varios elétrons de sua vizinhanca. Supo-
nhamos que dispomos apenas de duas teorias para prever o futuro desses sistemas: a mecanica,
quantica e a mecanica classica. E entdao, como proceder? Ja sabemos que a mecanica classica
estd para os sistemas macroscépicos'
Mas serd que podemos utilizar a mecanica classica para descrever o sistema atoémico? Ou
ainda, podemos utilizar a mecanica quantica para descrever o sistema planetario?

como a mecanica quantica estd para os microscopicos.

Uma parte da resposta pode ser encontrada na maioria dos livros-textos de mecanica
quantica. L& encontraremos uma vasta gama de fendmenos que nao podem ser descritos
pela mecanica classica, dentre eles o préprio sistema atomico que propusemos hi pouco.
De fato, a teoria classica nao encontra explicacao geral satisfatéria para fendémenos como o
efeito fotoelétrico, a radiacao de corpo negro, as linhas de emissao do atomo de hidrogénio, a
difracao e interferéncia de particulas materiais, o tunelamento, a emissao espontinea, a auto-
interferéncia, o emaranhamento, colapsos e ressurgimentos, etc. Consideramos, portanto, que
esta questao estd adequadamente respondida, isto é, a mecanica classica de Newton nao pode
ser aplicada ao mundo microscépico.

Mas e a outra parte da questdo? A mecanica quantica poderia ser empregada na des-
cricdo do sistema planetario, sendo portanto “mais geral” que a teoria classica, a exemplo
do que ocorre com a teoria da relatividade restrita? Ou ainda, de forma mais contundente,

!Nesta tese néo utilizaremos a relatividade geral em nenhum momento, de modo que a estaremos excluindo
do quadro conceitual que utilizaremos.




temos alguma prova analitica da recuperacao das equacgoes de movimento classicas a partir
da matemadatica quantica? De certa forma, a resposta para estas questoes veio através do
principio da correspondéncia de Bohr, segundo o qual a mecanica quantica deve reproduzir
as previsdes da mecanica cldssica no limite macroscépico.

Entretanto, uma questao bastante fundamental emerge nesse contexto. Por um lado,
temos a mecanica quantica, com dindmica deterministica, definida através de uma equacao
diferencial linear para vetores-estados, os quais trazem consigo o carater probabilistico desta
mecanica. De outro lado, temos uma mecanica completamente deterministica, com estados
definidos no espaco de fase a cada instante, mas descrito por equacoes diferenciais nao-lineares,
capazes de gerar um comportamento extremamente instavel nas trajetorias do espaco de fase.
Entao, questiona-se: como conciliar cendarios tao distintos? A medida que atingimos um regime
suficientemente macroscopico, como veremos emergir o comportamento cadtico nao-linear a
partir da dindmica linear das equagoes quanticas? Existe caos na mecanica quintica? Como
medi-lo? Questoes como essas deram origem ao estudo do caos quantico, topico que pretende
entender como o caos se manifesta na mecanica quantica. As referéncias [1-6] englobam vérias
contribuicoes relevantes a esta area.

Em 1927, P. Ehrenfest deu uma relevante contribuicao para o entendimento da relacao
entre as mecanicas quantica e cldssica quando enunciou seu teorema num trabalho extrema-
mente simples e igualmente importante [7] (ver apéndice A). Ehrenfest notou que a tempos
curtos, o valor esperado da taxa de momento deve ser igual & forca local cldssica para estados
suficientemente localizados e que permanecem localizados. Este teorema garante que os pri-
meiros instantes da evolucao quéntica sao regidos por equacdes cldssicas. Desta forma, ficou
estabelecido que o comportamento classico da mecinica quantica deve ser evidente somente
numa escala de tempo pequena - escala de Ehrenfest - depois da qual, ocorrerd a quebra do
principio da correspondéncia.

Uma vez estabelecido o tempo de quebra de correspondéncia e supondo que a mecanica
quantica é a teoria mais geral (contendo a cldssica), poderemos estimar por quanto tempo
podemos utilizar a teoria classica como boa aproximacao. Na realidade estamos falando exa-
tamente de um trabalho de Zurek e Paz intitulado “Why we don’t need a quantum planetary
dynamics?” [8], no qual eles apresentam uma estimativa do tempo de quebra de correspon-
déncia ¢, para Hyperion, uma das luas de Saturno. Utilizando dados experimentais da missao
Voyager 2, eles obtiveram algo como #, =~ 20 anos, um tempo obviamente muito menor
que a idade de Hyperion. De acordo com este resultado, Hyperion deveria ser descrita por
um estado de superposicao nao-classica, se comportando de forma extremamente quantica.
Mas este certamente nao é o caso. O comportamento de Hyperion é perfeitamente descrito
por equacoes cldssicas. Por que o tempo de quebra de correspondéncia é tao pequeno se o
comportamento de Hyperion é classico? A resposta é dada pela descoeréncia.

Uma das mais importantes propostas tedricas das tltimas décadas foi o fendnemo da des-
coeréncia [9,10]. O interesse nesse processo nao nasceu entretanto na area do caos quantico.
Sua importancia, juntamente com a regra de superselecao induzida pelo ambiente foi primei-
ramente reconhecida no contexto da teoria de medida quantica [10-14]. Descoeréncia é o
nome dado ao processo de perda de coeréncia (de fase) pelo sistema devido & interagdo com
graus de liberdade externos ou internos que nao podem ser controlados pelo observador e sao
chamados de “ambiente”. Todos os sistemas macroscépicos estao suficientemente acoplados
com o ambiente de forma a serem susceptiveis & descoeréncia, a qual elimina superposi¢oes
verdadeiramente quinticas numa escala de tempo muito curta. Garante-se assim, a validade

Tese de Doutorado Renato M. Angelo



Introdugao 7

do principio da correspondéncia de Bohr.

Além de apontar para o papel da descoeréncia na transi¢ao entre os mundos quantico e
classico, Zurek também conjectura em seus trabalhos o papel da dindmica cldssica caética no
processo de descoeréncia. Em [15] por exemplo, argumenta como um sistema classicamente
cadtico em contato com o ambiente sofre descoeréncia de forma mais rapida do que no caso
de um sistema classicamente regular. Em 1998, Furuya e colaboradores [16] deram uma outra
contribuicao para o entendimento do caos quantico, mostrando o papel de condicoes iniciais
classicas para o processo de descoeréncia num sistema Hamiltoniano bipartite fechado em
regime misto (“soft chaos”). Neste caso, nao havia reservatério, e a grandeza analisada - a
entropia linear - era também uma medida do emaranhamento entre os subsistemas.

Atualmente, emaranhamento e descoeréncia sao questoes extremamente relevantes que
permeiam areas como a Optica quantica, com avancos tedricos e experimentais notaveis em
tépicos interessantes como o teletransporte e a computacdo quantica. Ao mesmo tempo,
sao ingredientes fundamentais para o entendimento da transicao entre a mecinica quantica e
mecanica classica, e por isso constituem os principais objetos de estudo desta tese.

Nesse contexto, estudamos a dindmica de emaranhamento no modelo Jaynes-Cummings
de N atomos (MJC-N), com énfase no estudo das relagoes entre o comportamento da entropia
linear e a simetria da trajetéria classica projetada no espaco de spin. O estudo é feito através
de estados quanticos coerentes centrados sobre a trajetéria classica para a qual se deseja estu-
dar o emaranhamento. O problema se torna interessante principalmente quando se estuda um
sistema com anilogo classico cadtico, ainda mais num regime misto. Assim pode-se evidenciar
a dependéncia da entropia, e consequentemente do emaranhamento, com a condi¢ao inicial
classica. Nesse trabalho estudamos de forma geral condigoes iniciais especiais como Orbitas
periddicas e trajetérias regulares na vizinhanca de uma separatriz do movimento, fazendo a
comparacao com resultados obtidos para trajetdrias cadticas. Além disso, obtemos um com-
portamento médio para a descoeréncia através de uma média sobre as entropias calculadas
para pontos distintos sobre a mesma trajetdria cldssica. Concluimos esta etapa do trabalho,
estudando o limite cldssico da entropia linear, que indica um crescimento do emaranhamento
no limite de J — oo. O estudo da dindmica de emaranhamento no MJC-N serd apresentado
de forma relativamente compacta no capitulo 1.

No capitulo 2, apresentaremos o ferramental tedrico utilizado para o estudo da mecanica
classico-estatistica, definida em termos da densidade classica p, solucao da equacao de Liouvil-
le. Neste momento, definiremos a entropia linear cldssico-estatistica, uma quantidade cldssica
que pretende medir o emaranhamento de distribuicoes classicas construidas inicialmente a
partir de representacoes no espaco de fase para os estados iniciais quanticos. Desta forma,
pode-se estudar e comparar as dinidmicas de emaranhamento quantica e classica.

O estudo analitico de sistemas integraveis quadraticos com interacao bilinear é apresentado
no capitulo 3, onde mostramos resultados para a comparacao entre as dindmicas de emara-
nhamento quantica e classica. O estudo é feito inclusive para estados nao-cldssicos, como
os estados de Fock, para os quais mostrou-se mais adequada a definicao do grau de emara-
nhamento, uma medida de emaranhamento simétrica apropriada para o caso de entropias
parciais diferentes. Neste capitulo mostramos também as peculiaridades das nossas defini¢oes
classicas, procurando enfatizar o por qué das diferencas e similaridades com os resultados
quanticos.

No capitulo 4, apresentamos a comparag¢ao quantico-cldssica dentro de um sistema com
interagao quartica. No caso unidimensional, fazemos uma comparagao entre valores espera-
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dos e médias estatisticas. Os resultados analiticos deste caso elucidam uma série de pontos
interessantes como por exemplo o comportamento de colapso e ressurgimento e as corregoes
“semiclédssicas” de ambos os formalismos sobre a dindmica classica. Para o sistema bidimen-
sional, se torna particularmente interessante estudar a dindmica de emaranhamento quantica
e classica, uma vez que o sistema quantico exibe um comportamento sem analogo classico: a
auto-interferéncia. Neste caso, as diferencas entre os formalismos se tornam acentuadas.

Ainda dentro do contexto das comparacoes entre os formalismos quantico e estatistico, de-
duzimos por primeiros principios uma equacdo mestra cldssica, para o tratamento de sistemas
abertos. O resultado deste calculo e um exemplo de aplicagao e comparacao com o resultado
quantico no caso de reservatorio frio (T = 0) é apresentado no capitulo 5.

Como ultimo resultado do nosso trabalho, apresentamos um estudo preliminar do emprego
de um operador Liouvilliano capaz de quantizar de forma simetrizada e ordenada monomios
clssicos de varidveis canonicamente conjugadas. Uma das consequéncias diretas da proposta
é a obtencao de regras de ordenamento normal e anti-normal que concordam com as pro-
postas constantes da literatura. Utilizamos entao este esquema para quantizar equacoes de
movimento clssicas e mostramos que o resultado é idéntico ao calculo exato do formalismo
estatistico. Isso sugere que este tipo de quantizacao deve valer apenas em escalas temporais
curtissimas, em que a aproximacao de campo médio para o centrdide torna-se apropriada para
a estimativa do tempo de Ehrenfest. Como aplicacdo da proposta, apresentamos o célculo do
tempo de Ehrenfest para um sistema de N osciladores acoplados com interacao diagonal de
ordem k. Os resultados, em concordancia com a literatura, sao apresentados no capitulo 6.
Finalmente, no capitulo 7, apresentamos as conclusoes e perspectivas de futuros trabalhos.
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Capitulo 1

Caos e Descoeréncia

Nas ultimas décadas, uma série de trabalhos de impacto [8-10,13-15,17] chamou a atencao
da comunidade cientifica para o fendmeno da descoeréncia, o qual é o grande responséavel pela
garantia do principio da correspondéncia.

Apesar deste fenémeno ter sido amplamente discutido do ponto de vista da interacao de um
sistema em contato com o meio ambiente (consultar referéncias citadas acima), é sabido que
a descoeréncia também ocorrera - mesmo que parcialmente - se utilizarmos um outro sistema
finito! para o papel de “meio ambiente”. Obviamente, nesta situacio, devido & auséncia do
numero infinito de graus de liberdade do reservatério, nao podemos esperar que o processo
seja sempre irreversivel, com perda de energia’ e coeréncia para o meio.

A motivacao para nosso trabalho nasceu com a conjectura de Zurek e Paz [15], segundo a
qual um sistema classicamente caético sofre descoeréncia de forma muito mais rapida, quando
em contato com o reservatério, que um sistema classicamente regular. Mais tarde, Furuya
e colaboradores [16] mostraram que a descoeréncia em um dos graus de liberdade de um
sistema bipartite, o spin-béson, é sensivel as condicoes iniciais classicas. Outros dois trabalhos
mostraram resultados semelhantes para um sistema béson-béson [20] e um sistema spin-spin
[21].

Nesse contexto, nossa proposta inicial de trabalho foi o estudo da sensibilidade da desco-
eréncia as condicoes iniciais classicas do modelo spin-béson, levando agora em consideracao,
condi¢oes como Orbitas periddicas e separatrizes do movimento. De forma geral, trata-se
de conectar fenomenos quanticos (emaranhamento e descoréncia) a aspectos essencialmente
classicos (caos, regularidade, dérbitas periddicas), o que de certa forma pode trazer alguma
informacao relevante para o estudo e entendimento do caos quantico.

Neste capitulo vamos apresentar os principais resultados obtidos no estudo do emara-
nhamento no modelo spin-boson em fung¢ao da dindmica classica subjacente. Discutiremos
questoes referentes as oscilacoes da entropia linear, o efeito de borda, a taxa média de des-
coeréncia do subsistema e o limite classico singular do emaranhamento. Comecamos com
uma breve discussao sobre o modelo em suas versoes quantica e classica, apresentamos o
ferramental conceitual utilizado no estudo e entdo seguimos com os resultados e discussoes.

'Dizemos “finito” no sentido de ser composto por um nimero pequeno de graus de liberdade. Nesse caso,
tal sistema estaria longe das condicoes de um reservatorio.

20 processo irreversivel de descoeréncia pode acontecer sem que haja perda de energia para o reservatério.
De fato, é o que ocorre com sistemas que interagem com reservatérios modelados por termos do tipo “phase

damping” [18]. Outro exemplo é o caso de um dtomo de dois niveis interagindo “dispersivamente” com um
campo eletromagnético monocromatico (vide referéncia [19], com x® — 0 e § = c0).
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10 1.1. O Modelo Jaynes-Cummings com N Atomos

1.1 O Modelo Jaynes-Cummings com N Atomos

1.1.1 Versao Quantica

O modelo de Jaynes-Cummings de N dtomos (MJC-N), também conhecido como Modelo
Spin-Béson ou Modelo do Maser Caédtico, consiste em uma descricao simplificada do modelo
do Maser de Dicke [22] que descreve a interacido quantica entre N dtomos de dois niveis com
um campo eletromagnético monocromético. Este modelo tem recebido extrema atengao nos
ultimos anos, principalmente devido ao aprimoramento das técnicas experimentais envolvendo
cavidades 6pticas de alta qualidade [23-27]. O Hamiltoniano quéntico que representa este
modelo é

N ~ a - ~ Vel ~ ~
H=nwyata+el, + —= (aly +a'T ) + —= (aJ +a'J}) 1.1
z \/ﬁ + \/2_J + ? ( )
no qual wy é a frequéncia do campo eletromagnético compativel com a geometria da cavidade
éptica, € é a frequéncia da separacio em energia dos niveis dos dtomos incidentes, @ e af sdo
os operadores bosonicos usuais e J, e J1 sao os operadores de spin do grupo SU(2), sendo
validas as seguintes relacoes de comutacao:

Gall=1 e [fi,fj] = theijuJr. (1.2)

O Hamiltoniano (1.1) pode ser usado para descrever a realidade fisica em que N &tomos de
dois niveis interagem com um campo eletromagnético monocromatico, sendo o experimento
realizado de tal forma que nao haja interacdo direta entre os 4tomos. Nesse caso, os atomos de
dois niveis, que podem ser descritos formalmente por matrizes de Pauli, simulam em conjunto
o efeito de um spin efetivo de valor J = N/2.

1.1.2 Versao Classica

O andlogo classico desse sistema, ja bastante estudado (vide referéncias [28-34]), pode ser
obtido através de uma representacao em estados coerentes bosonicos e de spin, a qual produz
a seguinte Hamiltoniana classica:

2 2 2 2 2 2
+
H=c¢ <]% - ﬁJ) + wo <]¥> + (Gypip2 + G_q1g2) (/1 — %a (1.3)

sendo G4+ = G = G’'. As equagoes cléssicas de movimento sdo dadas por

/ (G G_
G = epr+Gopa/1— p1 + q1 p1 (Gipip2 + ‘ Q1Q2)’ (1.4)
4h/J _ p12+Q12

1

a7
. /1 _p? +q1 @1 (Gipip2 +G_qigo
p1 = —€q1—G_q 4hJ * > ), (1.5)
1Dt +q¢12
I

. —i-

G2 = epp+Gyip1y[1— pl L (h (1.6)
. —i-

pr = —e@p—G_qi\/1-— pt (h (1.7)
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CAPITULO 1. Caos e Descoeréncia 11

H4& alguns pontos interessantes a serem destacados na dinamica classica.

Em primeiro lugar, apontamos o fato de que as varidveis com subindice 1, que sao as
correpondentes clissicas do spin, tém sua dindmica restrita a uma regiao finita do espago de
fase determinada exclusivamente pelo spin total J do sistema, isto é, g; e p; estardo sempre
restritos & regido do espaco de fase delimitada pela borda pi? + q,? = 4hJ. Esta é a condicio
classica (expressa pela raiz quadrada contida na prépria Hamiltoniana) oriunda da finitude
do espaco de Hilbert do sistema quantico de spins.

Outro ponto interessante é o fato de que o subsistema representado pelas varidveis com
subindice 2 (analogo classico do campo), fica sujeito a um potencial essencialmente harmonico
quando o subsistema 1 se aproxima de sua borda classica. Isso pode ser visto diretamente a
partir das equagoes de movimento no limite de (p12 + q12) — 4hJ. Em contrapartida, neste
limite, as varidveis clissicas de spin devem sofrer variacoes extremas, como é sugerido pela
presenca das raizes nos denominadores das equacoes de movimento.

Mas o ponto mais curioso talvez seja o fato de que ainda no modelo classico sobrevivam
constantes como fi, geralmente conectada com manifestagoes quanticas da natureza, ou J, que
estd conectada com o “tamanho” do spin total quantico. A seguir, faremos uma discussido
mais detalhada sobre esse “problema” aparente.

1.1.3 Propriedade de Escala

A propriedade de escala do modelo, a qual foi verificada primeiramente de forma numérica,
diz respeito ao seguinte fato. Sejam dois regimes dindmicos distintos do MJC-N caracterizados
pelos pares (E, hJ) e (E,hJ), nos quais E e E representam valores distintos da energia total
ehJehJ representam valores distintos do momento angular total. Além disso, as frequéncias
do sistema sdo as mesmas em qualquer dos dois regimes. Nesse caso, se os regimes forem tais
que EJ=EJ , entao podemos garantir que a relagao

() _ F0)
NN

serd valida em qualquer instante ¢. Nesta equacao, r(t) = (q1 (), p1(), qg(t),pg(t)) denota o
vetor classico composto pelas equacoes de movimento do sistema. Esta propriedade de escala
pode ser facilmente demonstrada utilizando-se a equacao acima para transformar varidveis no
Hamiltoniano cldssico. Supondo entao a validade de (1.8), mostra-se que

(1.8)

Hlap) _  (pita N, o (p2tae?) (Gt Goaw) [ p’ta’
hJ 2hJ 2hJ hJ 4hJ
_ pl+aJ P2’ + @2\ J Gipipe +G-qiga\ J P2+ q
= e|—————=—-1|4+w|——— )=+ =1 - —
2hJ J 2hJ J hJ J 4hJ
B P’ +q’ P2’ + ¢2° Gip1p2 + G- q1go P12+ ¢1?
2hJ 2h.J hJ 4hJ

. Ha,p) _ H(q,P)
7 PV

(1.9)
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12 1.1. O Modelo Jaynes-Cummings com N Atomos

Também é interessante notar que as equagoes de Hamilton mantém seu formato diante das
transformagoes (1.8) e (1.9):

0 0
Ii,pi) = | =—,—=— | H(qa,
(di> pi) < 9 8q1> (a,p)

U
U

(@i,pi) = (%r%) H(q,P)- (1.10)

Essa “degenerescéncia” da dinadmica cldssica em relagao ao parametro % é oriunda de seu
processo de obtencao via estados coerentes. De fato, conforme foi demonstrado em [30], tal
dinamica pode ser obtida sem qualquer imposicao do tipo A — 0 ou J — 0o. Nesse sentido,
dentro do contexto dos trabalhos [32,35-39], que apresentam um vetor tridimensional unitario
como o spin cldssico adequado, a Hamiltoniana (1.3) e toda a dindmica gerada por ela, ainda
nao seriam “completamente” classicos. De qualquer modo, a forma final cldssica pode ser
obtida facilmente com aplicacio direta da prescricio® i — 0 e J — oo com fiy/J(J +1) =
hJ =1 sobre a Hamiltoniana (1.3):

Hcl = hm H
h—0
J — oo
hJ — 1
2 2 2 2 2 2
+ 2 + +
e(’%—l) + wo <¥> + (Gapipe + Goqup) 1 - 20 1 L (111)

1.1.4 Integrabilidade no MJC-N

O analogo cléssico do MJC-N é um sistema nao-integravel de dois graus de liberdade, que
apresenta varios regimes de caos e regularidade em fun¢ao de seus parametros de acoplamento
Gi=G=xG', com G,G" > 0. Em [34] apresentamos o cdlculo do volume cadtico, isto é, uma
estimativa da quantidade de regides cadticas que preenchem o espago de fase em cada regime
dindmico do sistema. Nesse cdlculo fica claro que o sistema pode apresentar desde regimes
completamente integraveis até regimes completamente ergddicos. Além do caso trivial em
que G = G' = 0, o sistema é integrdvel também em outros dois regimes, para os quais sdo
conhecidas as seguintes constantes de movimento (além de H):

2 2 2 2
GG =(V,0) — = (e (niEan g 1.12
* 2 2
2 2 2 2
(G,G)=(0,Y) — C = <p2 ;L‘” >—<p1 ;qu —hJ>. (1.13)

As constantes quanticas correspondentes sdo: Ci+ = fia'a + J,. Neste trabalho entretanto,
estaremos interessados principalmente no estudo dos regimes mistos, nos quais convivem caos
e regularidade.

3Essa prescricio leva ao adensamento do espectro do spin e & localizacio do estado coerente generalizado
para a algebra correspondente.
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CAPITULO 1. Caos e Descoeréncia 13

1.2 Medindo o Emaranhamento

Como quantificar o emaranhamento? A medida de emaranhamento é tUnica? Como
diferenciar as correlagoes quanticas das classicas? Todas essas sao questoes vitais para o
avanc¢o de dreas modernas como a computacao quantica e teoria de corre¢oes de erros [40,41],
ou para o entendimento de questoes basicas relacionadas a nao-localidade, desigualdades de
Bell e purificagao de estados quanticos [42-44].

Essas questoes ja foram respondidas para o caso de sistemas bipartites globalmente puros,
pois nesses casos a entropia de von Neumann parcial é a medida “adequada” de emaranha-
mento, como é apontado no trabalho de Vedral e colaboradores [45]. Fagamos entao uma
breve revisao sobre conceitos tteis referentes a entropia, assumindo daqui por diante que de
fato a entropia de von Neumann é uma boa medida de emaranhamento.

1.2.1 Entropia de von Neumann

Em 1927, baseado em argumentos de Einstein (1914) e Szilard (1925), von Neumann define
quanticamente sua entropia como uma generalizacdo da expressao cldssica de Boltzmann e

Gibbs,
S(p) = —ksTr[plnl, (1.14)

sendo kg = 1.38 x 10716 erg/K a constante de Boltzmann. Daqui por diante, seguindo o
procedimento usual, faremos kg = 1, 0 que corresponde a medir temperatura em ergs em vez
de Kelvin, de modo que a entropia serd uma quantidade adimensional.

Como é de conhecimento geral, a mecanica quantica estd toda formulada em termos de
observdveis e estados. Os observaveis, como posi¢ao, momento, momento angular, etc., sao
matematicamente descritos por operadores auto-adjuntos no espaco de Hilbert. Por outro
lado, os estados - que em geral nao sao puros - sao descritos por uma matriz densidade p, isto
é, um operador Hermiteano, positivo-definido, com trago unitario. Nesse formalismo, o valor
esperado de um observével A no estado p é dado por (A) = Tr[pA].

Agora é importante dizer que a entropia ndo é um observavel, isto é, ndo existe um opera-
dor com a propriedade de que seu valor esperado em algum estado resulte na definigao (1.14).
Trata-se de uma fungio de estado que, segundo alguns autores [46], pode ser “corretamente”
definida somente no referencial da mecanica quantica, no qual existe uma definicao precisa
para o conceito de “ntimero de microestados” acessiveis ao sistema. Um exemplo simples
pode ilustrar a precisio da definicio quéntica. Seja o estado p = % Z,]C\rzl |k)(k| totalmente
misturado, isto é, de maxima ignorancia, em que todos os estados puros |k) (k| sao igualmente
provaveis. Nesse caso, a entropia de von Neumann serd S = InN. Lembrando da célebre
formula de Boltzmann S = InW (kg = 1), sendo W o nimero de microestados acessiveis,
vemos que no analogo quantico, o conceito de “microestado” estd dado diretamente pelo estado
puro |k)(k|. Fica claro entao que a entropia de von Neumann ¢ um medidor do nimero de
estados puros acessiveis ao sistema. Assim, a entropia serd nula somente no caso de um tinico
estado puro, isto é, no caso em que o estado do sistema é totalmente conhecido, sem qualquer
ignoradncia. Obviamente, ainda nesse caso, o cardcter probabilistico da mecanica quéntica
ainda esta presente, visto que cada estado puro tem sua incerteza associada.

Neste trabalho estaremos interessados na entropia como uma ferramenta adequada para
se medir o emaranhamento num sistema bipartite. Seja entdo um estado globalmente puro
p12 de um sistema bipartite composto pelos subsistemas 1 e 2. Seguindo o procedimento
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14 1.2. Medindo o Emaranhamento

usual da mecéanica quantica, podemos definir as subdinamicas descritas por p1 = T'ra[pi2] €
p2 = Tri[p12], e entao definir a entropia de cada subsistema como S(p1) e S(pz2), em acordo
com (1.14). De forma ainda mais completa, devemos nos lembrar que a entropia serd uma
fun¢ao do tempo, visto que o operador densidade também o é, de modo que podemos escrever
a entropia do subsistema no formato

Sk(t) = =Ty [ () In pi (1), (1.15)

sendo k£ o subindice que se refere ao subsistema. Entao, levando em conta a dependéncia
temporal também para o sistema global, teremos

() = =Trlp) ()] = ~Tr [AOHOA' (1) m {AWHOA (1) }]
= T [A@BO)T U mA70)} T (1)]

= ~Tr |pO) Ut )UE) In{p0)} Ut (1)U()
1 1

— —17 [3(0) ln p(0)] = S(0). (1.16)

sendo U(t) = e o operador unitdrio de evolugao temporal. Este cdlculo foi realizado com o
auxilio da relacao ln(ﬁ pul N = U In(p) U', que pode ser demonstrada através da expansao da
fungao logaritmica em série de poténcias e da propriedade Ut =utd = 1. Entao, podemos
concluir que se o estado global é puro, S(t) = S(0) = 0. Com este resultado e utilizando-se a
desigualdade de Araki e Lieb [47]

|S1(t) — Sa(t)| < Sia(t) < Si(t) + Sa(t), (1.17)
mostra-se imediatamente que
S1(t) = Sa(t). (1.18)

Esta relacao corrobora a conveniéncia da entropia como medida de emaranhamento. O ema-
ranhamento do sistema 1 com o sistema 2 medido pela entropia S é igual a0 emaranhamento
do sistema 2 com o sistema 1 medido pela entropia S, o que é bastante razodvel uma vez que
temos apenas dois subsistemas interagindo.

Apesar de toda a conveniéncia conceitual da entropia de von Neumann, sua implementacao
pode ser um tanto complicada na pratica. De fato, mesmo conhecendo-se p exatamente, sua
diagonalizagdo (mesmo numérica) pode ser extremamente trabalhosa, ainda mais porque em
geral trabalhamos com matrizes de dimensao infinita. Isso sem mencionar o fato de que a
diagonalizacao precisaria ser feita a cada instante de tempo. Nesse contexto, define-se uma
quantidade mais apropriada: a entropia linear.

1.2.2 Entropia Linear

Em seu artigo de revisao de 1957 [48], U. Fano ja apontava para a potencialidade da
grandeza Tr[p?] como uma medida de informagio para o caso de estados globais puros. Mais
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CAPITULO 1. Caos e Descoeréncia 15

tarde, levando em conta também o fato de que estados puros sdo idempotentes®, varios tra-
balhos [49, 50] utilizaram o conceito de entropia linear,

5(p) = 1 - Trff?) (1.19)

o qual ja havia sido utilizado em [51]. Esta medida, também chamada de defeito de idem-
poténcia, traz as mesmas informagoes conceituais da entropia de von Neumann em relacao
a pureza e a separabilidade quando aplicada a sistemas globalmente puros. Alguns limi-
tes particulares mostrando a equivaléncia conceitual com a entropia de von Neumann po-
dem ser facilmente ilustrados. Por exemplo, para um estado puro devidamente normalizado
(Tr[p] = 1), vale a condigao de idempoténcia p? = p, e consequentemente § = 0, o que também
acontece para a entropia de von Neumann. Por outro lado, se p nao é idempotente, entao
0 < Tr[p?] < 1, e fatalmente 0 < 6 < 1.

Note-se que apesar da equivaléncia qualitativa (ambas sao zero ou ambas sao positivas),
as entropias em geral ndo tém a mesma amplitude. Facamos o cdlculo do caso em que o
operador densidade representa um estado completamente misturado, como fizemos hd pouco
para a entropia de von Neumann. Nesse caso, para a entropia linear teremos § = 1 — %,
enquanto S = In V. Esses resultados de fato mostram que

0<d<1 e 0<8<o0. (1.20)

Apesar da diferenca em amplitude, utilizaremos também a entropia linear como uma medida
de emaranhamento no caso de sistemas bipartites globalmente puros, o que é razodvel dada
a semelhanca qualitativa com a entropia de von Neumann. Além disso, em acordo com [50],
utilizaremos a entropia linear também como uma medida de descoeréncia (perda de coeréncia
de fase) do estado do subsistema, o qual evoluird (quase sempre) para um estado nao puro.
Portanto, dentro do contexto em que trabalharemos, emaranhamento e descoeréncia serao
conceitos intimamente conectados (0 que nao é verdade em geral) e ambos serdo quantificados
pela mesma grandeza: a entropia linear.

1.3 Estados Iniciais “Classicos”

Comecamos a apresentar agora os principais resultados obtidos no estudo da descoeréncia
no MJC-N. A idéia principal desta etapa do trabalho é trazer alguma informacio sobre
a relacao entre a descoeréncia do subsistema e a condicao inicial cldssica. Nesse sentido,
estaremos estabelecendo conexdes entre grandezas que pertencem a mundos diferentes (cldssico
ou quantico).

A medida de emaranhamento - entropia linear - que também mostra como o estado do
subsistema perde coeréncia, j& foi definida. Resta entao discutirmos como fazer a conexao
com a condicao inicial clissica no espago de fase. De fato, a receita mais razoavel é utilizar
como estados iniciais os estados mais classicos possiveis, isto é, os estados iniciais quanticos
devem ser estados coerentes centrados sobre a condi¢ao inicial classica, cuja influéncia sobre a
entropia desejamos observar. E assim que tentaremos fazer a conexao com o mundo clissico,
a exemplo do que foi feito nos trabalhos [16,20, 21].

Construimos entao o seguinte estado inicial puro

4(0)) = [2) © [w), (1.21)

1A 4lgebra linear classifica como idempotente todo operador que satisfaca a relacio A2 =4
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16 1.4. Descoeréncia e Efeito de Borda no MJC-N

o qual é composto pelo produto de um estado coerente bosénico |z}, com um estado coerente
do grupo SU(2) |w), definidos respectivamente como

212 4
2) = e 2 e |0) =

w) = ——— e[ ], = J) =

para os quais utilizamos as seguintes relagoes de conexao com o espago de fase:

= mﬁ, (1.24)
_ q1 +1p1 . (1.25)

VART — (@12 + p1?)

Como ja foi discutido anteriormente, esperamos que esses estados simulem tanto melhor um
“estado cldssico” quanto mais préximos estiverem do limite clissico definido por: i — 0,
J—sooe (hJ) =1

1.4 Descoeréncia e Efeito de Borda no MJC-N

Iniciamos esta secao enfatizando que nao estamos trabalhando com resevatérios. Trata-se
de acoplar dois subsistemas e observar, através da entropia linear®, como ocorre a descoeréncia
do estado puro inicial. O conceito de taza de descoeréncia, definido aqui como a derivada da

entropia linear (z‘g) nos sera particularmente 1til nesse estudo.

Na primeira etapa do trabalho estudamos um regime totalmente integravel do MJC-N (eq.
1.1 e 1.3 com G’ = 0) buscando informagoes sobre a influéncia da separatriz de movimento
classica sobre a dindmica de emaranhamento. Dado que a separatriz é uma regidao de alta
instabilidade, assim como a regido cadtica, espera-se que a descoeréncia ocorra de forma tao
rapida quanto no caso cadtico [16].

Na figura 1.1, na qual mostramos a secao de Poincaré do MJC-N para o regime integravel,
destacamos as trés condicoes iniciais sobre as quais centramos os estados coerentes atomicos
(ou de spin).

®Note-se que a entropia linear, extremamente ttil como medida de pureza, trard também informacdes
referentes ao emaranhamento e & descoeréncia, os quais estarao inevitavelmente conectados na dinadmica do
sistema. Para que o estado inicial perca coeréncia é necessario que os subsistemas se emaranharem!
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Figura 1.1: Secao de Poincaré (g2 = 0 e po > 0) para o grau de liberdade atdmico (ou de spin)
no caso ressonante (¢ = wg = 1), com energia £ = 19.83, J = 10.5, G = 0.5 e G' = 0. As marcas
representam as vérias escolhas para o centro do pacote coerente atdmico inicial: circulo para (g1 =
0.01, py = 0.01, g = 0.0, p» = 7.7834), triangulo para (¢; = 0.5, p; = —1.0, g2 = 0.0, p» = 8.2160) e
quadrado para (g1 = —1.0, p; = 1.0, g2 = 0.0, p» = 7.81865).
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Figura 1.2: (a) Entropia linear em fun¢do do tempo para os mesmos pardmetros da figura 1.1. As
letras correspondem &s condigdes iniciais escolhidas na se¢do de Poincaré: (A) para o circulo, (B)
para o tridngulo e (C) para o quadrado. A curva tracejada representa um caso de condic¢do inicial
cadtica com mesma energia (¢; = 0.5, py = —1.0, g2 = 0.0, p» = 8.4280); (b) taxa de descoeréncia em
funcao do tempo para os casos mostrados em (a). As linhas tracejadas verticais foram colocadas sobre
os instantes wot ~ 2.7 e wyt ~ 5.8.

Note-se que a escolha do estado inicial, |1(0)) = |z(g2,p2)) ® |w(q1,p1)), juntamente com
a escolha do nimero de dtomos N = 2J (ou do spin total), determinam a energia (£ =
(¢(0)|f—j |1(0))) e a borda (definida por J) do andlogo classico. As frequéncias e constantes de
acoplamento recebem os mesmos valores numéricos no sistema quantico e classico.

Calculamos entao as entropias lineares correspondentes a cada condi¢ao inicial mostrada
na figura 1.1 e os resultados estdo dispostos na figura 1.2. Note-se que a entropia linear
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18 1.4. Descoeréncia e Efeito de Borda no MJC-N

cresce tao rapidamente quanto aquela do caso cadtico. Podemos dizer entao que a taxa de
crescimento da entropia € sensivel a condigao inicial classica sobre a qual foi centrado o estado
coerente inicial, o que corrobora os resultados obtidos na literatura [16,20,21].

H4 entretanto uma outra informagao interessante a respeito do processo de emaranha-
mento no MJC-N. Verificamos que o primeiro miximo na entropia linear estd conectado
com os instantes em que o pacote atomico visita a borda classica do espaco de fase, isto
é, se observarmos a funcdo ) para o grau de liberdade atomico, veremos que existe uma
conexao entre os instantes de sua aproximacao (afastamento) da borda cldssica e o instante
méximo (minimo) local da entropia linear. Aqui entretanto, para ilustrar numericamente esta
relacao, utilizaremos um ente cldssico: um ensemble de condicoes iniciais (um volume de raio
R no espago de fase quadridimensional) centrado sobre a condicao inicial que se quer estudar.
Trata-se, no fundo, de uma espécie de projecao da funcao densidade de Liouville sobre o
espaco de fase, uma vez que nao atribuimos uma probabilidade para cada ponto e também
porque vemos apenas a “sombra” do ensemble projetado no espago de fase atéomico.
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Figura 1.3: Projegdo no plano (g1,p1) da evolugdo temporal de um ensemble de condicdes iniciais:
(a) ensemble centrado no circulo da figura 1.1, com At = 0.3; (b) ensemble centrado no tridngulo, com
At = 0.2. Os varios segmentos de reta indicam a evolugdo do centro do ensemble. O circulo externo
representa a borda do espaco de fase do grau de liberdade atémico.

Na figura 1.3 mostramos a projecao da evolucao temporal do ensemble clissico evidenci-
ando os instantes de aproximacao e afastamento da borda clissica. O “pacote cldssico” tem
dimensdes muito menores que o pacote coerente quantico utilizado (com raio da ordem de
1 em unidades do espago de fase), mas seu comportamento é bastante similar ao observado
para a funcio Q atémica®. Note-se que de fato o instante de maxima deslocalizacdo cldssica
(instante da aproximacao da borda) concorda com o instante de pico na taxa de descoeréncia
do estado (ver figura 1.2-b). De fato, em alguns casos essa parece ser a correlagao: distancia
da borda com a taxa de descoeréncia (derivada temporal da entropia linear). Entretanto,
em alguns casos, a conexdo classica é melhor quando relacionada com a prépria entropia.
Supomos que esta defasagem na concordancia dos tempos é devida ao fato de que a entropia

8G. Q. Pellegrino (DFM-UFSCar) em comunicagio particular. De fato, a coincidéncia entre os “pacotes”

quéntico e cldssico serd tanto melhor a tempos curtos quanto mais préximos estivermos do limite classico [15].
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CAPITULO 1. Caos e Descoeréncia 19

linear é uma grandeza quantica determinada por um pacote com largura finita. Assim, quanto
mais proximos estivermos do limite cldssico, mais localizado estara o pacote (pelo menos para
tempos curtos) e melhor serd a conexao com o ponto classico.

1.4.1 O Efeito de Borda

A conexao das oscilagoes da entropia linear com a borda clissica, demos o nome de efeito
de borda. Para que possamos entender do que se trata, precisamos antes entender o que é
a borda, o que pode ser feito através da andlise do processo de tomada do limite classico
explicito na referéncia [30]. O procedimento utilizado pelos autores foi essencialmente o
seguinte: (1) toma-se o valor esperado do Hamiltoniano quéantico em estados coerentes e
(2) realizam-se transformacoes canonicas que levam a uma representacao no espaco de fase.
Acontece que nesse processo, estamos fazendo uma projecio estereografica de um sistema que
¢ originalmente representado por um vetor tridimensional que anda sobre um esfera de raio
constante (o spin quantico J= (:7;, :];, :];)) para um sistema representado num espago de
fase bidimensional classico definido pelo par candnico (qi,p1) [34]. Desta forma, a projecao
estereografica transformou o p6lo norte da esfera de spin (ou esfera de Bloch) em um circulo no
espaco de fase: a borda. Entao, quando observamos por exemplo a funcao () se aproximando
da borda e se deslocalizando sobre a borda classica, devemos na realidade entender que o
estado quantico estd se aproximando do pélo norte da esfera de spin.

Entretanto, para que a transformacdo de uma esfera em um circulo seja topologicamente
possivel, é preciso que se “fure” a esfera, por exemplo no pélo norte, retirando-lhe este ponto.
De fato, se isso nao fosse feito, o teleporte classico seria possivel: uma trajetéria cldssica que
atingisse a borda de um lado, poderia sair instantaneamente em seu didmetro oposto, visto
que esses dois pontos seriam o mesmo. De fato, nao ¢ isso o que se observa numericamente [34].
Tipicamente, uma trajetéria classica que atinge a borda em determinado ponto viaja através
dela com alta velocidade e sai de outro lado depois de alguns instantes. Isto é, a transformacao
topologicamente correta proibe a teleportacao classica.

Nesse sentido, concluimos que a borda cldssica, que faz com que o ensemble cldssico se
“deslocalize”, é na realidade uma representacao, talvez nao a melhor, para o pélo norte da
esfera de spin, de modo que devemos entender que o pacote estd na realidade se “localizando”
quando se aproxima dela. Por outro lado, se esta deslocalizacao nao existe de fato, entao
como explicar a correspondéncia entre os instantes de aproximagao (afastamento) da borda
classica com os instantes de maximos (minimos) locais da entropia?

Como proposta de explicacao, fazemos algumas consideracoes heuristicas sobre a energia
média de cada subespaco e sobre a energia de interacao. Analisemos de fato a prépria Hamil-
toniana semiclassica, lembrando que ela é dada pelo valor esperado do Hamiltoniano quantico
em estados coerentes. Agora representamos a Hamiltoniana classica como: H = Hi+Ho+H1o,
sendo que os dois primeiros termos representam as Hamiltonianas livres e o tltimo representa
a Hamiltoniana de interacdo. Lembremo-nos agora que —ehJ < Hi; < ehJ. Suponhamos
agora que a energia inicial seja H = 20ehi.J. Agora imaginemos que em determinado instante
de tempo, a energia estivesse distribuida da seguinte forma particular: Hy = ehJ, Ho = 19¢hJ
e Hi2 = 0. Note-se que este é o caso em que a energia do 4&tomo é maxima (como no caso de
um pacote coerente sobre a borda) e a energia da interagao é nula. Agora, cabe a questao:
qual serd a direcao do fluxo de energia? Bem, como o d4tomo e o campo estdo praticamente
com energia maxima possivel, espera-se que a energia “escoe” para a interacdo. Olhemos
somente para o campo, que estd com energia bastante grande. Onde ele deve “despejar” sua
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20 1.4. Descoeréncia e Efeito de Borda no MJC-N

energia, se 0 4tomo nao pode mais recebé-la? Nesse sentido, quando o dtomo estd com sua
energia mixima (borda), a interacao fica mais “importante” no sistema e 0 emaranhamento
¢é favorecido. Nesses instantes, observam-se os maximos locais na taxa de emaranhamento.

De acordo com esta argumentacao, devemos esperar que esse efeito seja mais pronunciado
quanto maior for a energia total. De fato é o que pode ser observado na figura 1.4, na qual
mostramos que a descoeréncia ocorre de forma cada vez mais rapida com o incremento da
energia inicial.
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Figura 1.4: Entropia linear em func¢ao do tempo para a condi¢io inicial representada pelo circulo da
figura 1.1, com os parametros 14 indicados, mas com diferentes valores de energia: curva grossa para
E =19.83, curva pontilhada para E = 8.5 e curva fina para E = 4.5.

Admitindo a validade de tal argumentacgio, estaremos admitindo, implicitamente, que o
mesmo fendmeno pode ocorrer em sistemas sem borda, bastando que a trajetdria classica
esteja restrita a uma regido finita do espaco de fase. Ora, mas é isso o que acountece com as
trajetérias regulares. Suponhamos entdo uma érbita peridédica projetada em um dos subes-
pacos de fase. Em qualquer sistema Hamiltoniano cldssico, para um valor fixo de energia,
haverd uma “borda” no espago de fase no sentido de que regices que lhe sejam externas serao
energeticamente proibidas. Neste caso, em geral, a projecao da érbita pode ser tal que havera
instantes de aproximagao e afastamento da borda de energia. Entao, segundo a argumentagao
acima, aqui também deveriamos observar maximos e minimos na taxa de descoeréncia. Por
outro lado, fora do contexto do MJC-N, isso nao passa de uma conjectura a ser testada.

No contexto do efeito de borda, a rapida descoeréncia observada nos casos de condicgoes
iniciais cadticas e sobre a separatriz, podem ser entendidas como condigoes que favorecem a
“interacao”, no sentido de que elas levam a trajetdria cldssica mais rapidamente para a borda,
de modo que passa a valer a argumentacdo de maxima energia.

Os resultados apresentados nesta secao para o MJC-N foram publicados em 1999, com
as colaboracoes da Profa. M. Carolina Nemes (ICEx - UFMG, MG) e Dr. Giancarlo Q.
Pellegrino (DM - UFSCar, SP) [52].
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1.5 Recoeréncias Parciais e Orbitas Periddicas

Uma vez estudado e “entendido” o efeito de borda, a continuacao natural do trabalho foi o
estudo sistematico da correspondéncia entre as oscilacdes na entropia linear’ e a simetria da
trajetoria classica correspondente. O procedimento adotado para este estudo foi 0 mesmo que
o anterior: escolhemos condicoes iniciais da secao de Poincaré do sistema cldssico, centramos
estados coerentes nessas condigoes e entdao calculamos a entropia linear para cada condigao
inicial. Na figura 1.5, mostramos a secao de Poincaré com marcas sobre as condi¢oes iniciais
escolhidas. Nesta etapa do trabalho, os calculos foram todos realizados com € = wy = 1
(ressondncia), F = 8.5, J = 4.5, G = 0.5 ¢ G’ = 0.2 (regime nao-integrivel). Na figura 1.6,
mostramos a projecao das érbitas periddicas (circulos da figura 1.5) no subespago atémico,
indicando os instantes de maxima aproximacao e maximo afastamento da borda classica. Por
razoes 6bvias, essas drbitas serao identificadas como érbita eliptica e érbita 8.  Na figura
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Figura 1.5: Secdo de Poincaré dada por ¢ = 0 e po» > 0 para J = 4.5 num regime ressonante
(e = wp = 1) e ndo-integravel (G = 0.5 e G' = 0.2). As marcas representam as vérias escolhas para
o centro do pacote coerente inicial, tendo sido adotados circulos para condi¢bes regulares e triangulos
para as cadticas.

1.7, apresentamos as curvas da entropia linear, sua derivada temporal (taxa de descoeréncia)
e o valor esperado de jz, que di& uma medida da energia média atoémica. Esses resultados
evidenciam o que ji dissemos anteriormente, quando estudamos o efeito de borda, mas agora
a conexao ¢ feita para todos os maximos e minimos. De fato, verifica-se que os instantes de
méximo e minimo na taxa de descoeréncia (derivada da entropia), concordam com os instantes
de maximo e minimo em J—f Esta ultima grandeza mostra-se bastante adequada para este
estudo pelo fato de trazer a informacao imediata sobre a distancia da borda cldssica. De fato,

classicamente, em estados coerentes, temos

2 2
( f) Pt taq
)=
2
"Estamos nos referindo as oscilacdes na entropia linear como recoeréncias parciais, as quais descrevem, por

definicao, variagoes na “quantidade” de emaranhamento entre os subsistemas. Se a entropia voltar a se anular,
entdo a recoeréncia serd total.

— hJ, (1.26)
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Figura 1.6: Projegado no subespaco atémico de duas 6rbitas periddicas estdveis (circulos da figura
1.5). O circulo mais externo representa a borda cldssica. As condicdes iniciais escolhidas foram:
(g1 =0, pp =2.261, g» = 0, py = 3.423276) para a Orbita eliptica de periodo 7. = 4.89 e (¢1 =0, p; =
—3.577, g2 = 0, po = 5.221656) para a Orbita 8 de perfodo 75 = 7.45.

~

que mostra que (J,) mede essencialmente o quadrado de um “raio” no espaco de fase cldssico.
Obviamente, essa imagem vale somente em tempos muito curtos, quando o pacote ainda
mantem alguma localizacao.
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Figura 1.7: Entropia linear (linhas sélidas), sua derivada temporal ‘fi—‘: (linhas tracejadas), e valor

esperado normalizado <J—j> (linhas pontuadas e tracejadas) em fungao de wyt. A esquerda, essas quan-

tidades foram calculadas para a érbita regular eliptica. Note-se a correspondéncia entre os maximos e

minimos locais de % e (T> A direita, as mesmas grandezas para a Orbita 8. Neste caso, somente 0s

oo T, A
minimos de ‘fi—‘f e <T> apresentam clara correspondéncia.

Um outro resultado bastante importante na direcdo da verificacao do efeito de borda ou
da conexao entre as oscilagbes da entropia linear e a borda do espago de fase é o caso de uma
orbita circular. Neste caso, de acordo com nossa argumentacao, como nao ha aproximacao ou
afastamento da borda, nao devemos ver qualquer oscilacao na entropia linear. A figura 1.8
mostra que de fato isso acontece. As pequenissimas oscilacoes remanescentes sado provavel-
mente oriundas do fato de que o pacote quantico tem largura finita, o que faz com que toros
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vizinhos da 6rbita circular contribuam com alguma informacao para a entropia.
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Figura 1.8: Com energia F = 8.5, no caso integravel (G = 0.5 e G’ = 0.0) e ressonante (e = wy
1), mostramos a entropia linear para uma condigdo inicial sobre a 6rbita periddica circular (grafico

interno): (g1 = 0.0, p; = 2.47675, ¢ = 0.0, p = 3.563642).

A conexao das oscilagbes com a borda também se manifesta no caso cadtico, embora o
efeito seja aprecidvel apenas a tempos curtos, quando a entropia ainda estd abaixo de seu

patamar. As figuras 1.9 e 1.10 ilustram o caso cadtico.
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Figura 1.9: (A esquerda) Entropia linear para as condigdes iniciais cadticas indicadas pelos triangulos
da figura 1.5: linha sélida para ¢; (¢ = —4.0, p1 = 0.0, g2 = 0.0, p» = 3.162278), linha tracejada para
¢ (1 = 157, pp = —2.0, ¢o =00, p = 5.680465) e linha ponto-tracejada para cs (@1 = 3.0, p1 =
2.0, g2 = 0.0, po = 2.942413). (A direita) Projecbes atomicas das érbitas ¢; e ¢y, Vdrios instantes sao
indicados mostrando a dire¢do de lancamento das érbitas: ¢; vai para a borda enquanto ¢, vai para o
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Figura 1.10: § (linhas sdlidas),

(linhas tracejadas) e

7+ (linhas ponto-tracejadas) para as érbitas

c1 (&4 esquerda) e co (& direita). Durante o intervalo de tempo correspondente ao crescimento da

entropia, também verifica-se correspondéncia aproximada entre

a5 (J2)
€ =7

dt

Entretanto, para o caso

regular (figura 1.7), a correspondéncia permanece para escalas de tempo maiores.

Na figura 1.11, mostramos a distribui¢cao de Husimi do grau de liberdade atémico para um
estado inicial coerente centrado na orbita cy. Este resultado ilustra bem a deslocalizacao irreal
do pacote na borda classica e a deslocalizacdo verdadeira oriunda do processo de descoeréncia,

que leva a entropia ao seu patamar.
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Figura 1.11: Distribuicio de Husimi do spin total ((w|p;
centrado na condicdo c. Sdo mostrados os instantes ¢ = 0
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1.5.1 Emaranhamento no Equilibrio

Os calculos realizados para o MJC-N sempre exibiram um patamar para a entropia linear
a tempos longos (equilibrio). Isso indica que a interacao entre os subsistemas, a qual é
responsavel pelo emaranhamento, leva os estados iniciais puros a estados mistos. Por outro
lado, como ja discutimos anteriormente, o valor da entropia linear para um estado totalmente

M
misturado, p= Y |m)(m|, é dado por d =1 — 4.
m=1

H4 entao dois pontos a serem ressaltados a partir dessas informacoes nos resultados que
obtivemos até aqui. Em primeiro lugar, o patamar encontrado para a entropia foi sempre
menor que 1 — ﬁ [63]. Isso indica que o estado final ndo ¢ totalmente misturado. Algum
grau de coeréncia sobrevive. Por outro lado, como a entropia linear é a mesma para ambos os
subsistemas, vemos que a entropia do campo também esta limitada por um valor de patamar
que esta associado ao nimero de estados M = 2J + 1, embora este valor maximo de estados
esteja obviamente associado com o grau de liberdade atomico, ou de spin. Isso estd em acordo
com o fato conhecido de que as propriedades da descoeréncia sao ditadas pelo subsistema,
“menor” [54-57].

Os resultados apresentados nesta secao para o MJC-N foram publicados em 2001, com
as colaboracoes da Profa. M. Carolina Nemes (ICEx - UFMG, MG) e Dr. Giancarlo Q.
Pellegrino (DM - UFSCar, SP) [58].

1.6 Emaranhamento Médio

Em seus trabalhos sobre a descoeréncia [15,59-61], Zurek, Paz e colaboradores tém argu-
mentado que a taxa de crescimento da entropia, para um sistema classicamente cadtico em
contato com um reservatério, é proporcional & soma dos expoentes de Lyapunov positivos do
sistema classico correspondente. Nesta secdo, apresentaremos um estudo bastante preliminar
realizado com o0 MJC-N atomos, no qual calculamos um expoente caracteristico que descreve
a taxa de crescimento da entropia linear.

1.6.1 Simetria de Orbitas Periédicas

Nas se¢oes anteriores discutimos o efeito de borda, segundo o qual, as oscilagoes na entropia
linear se relacionam com a trajetéria classica correspondente. Desta forma, conectam-se a
entropia linear (grandeza quantica que mede o emaranhamento) e trajetérias no espaco de
fase cldssico. Uma consequéncia direta deste comportamento é a dependéncia em fase das
oscilacoes da entropia linear com a condigao inicial escolhida sobre a Orbita classica. Para
deixar claro o que estamos dizendo, vamos estudar a orbita periddica 8 e a trajetéria cadtica
co, apresentadas na secao passada.

Sejam varias condicoes iniciais escolhidas sobre essas trajetérias, conforme o esquema
mostrado na figura 1.12. Levando-se em conta o efeito de borda, pode-se prever que condigoes
iniciais simétricas da 6rbita 8 (2 € 9, 4 € 10, 6 e 11, 8 e 0) apresentam exatamente a mesma,
entropia linear. De fato, isso foi verificado numericamente.
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Figura 1.12: Projecoes da drbita periddica 8 (& esquerda) e da trajetdria cadtica ¢y no espaco de fase
atomico. Os circulos pretos representam as varias condicOes iniciais escolhidas sobre cada trajetéria.
As condigoes iniciais ligadas por linhas tracejadas apresentaram exatamente a mesma entropia linear.
As trajetérias foram desenhadas na escala unitdria (E = 1.89,J = 1), equivalente a (E = 8.5, J = 4.5),
comG=05G =02¢ewy=€=1.

Por outro lado, para condicoes iniciais nao-simétricas, verifica-se a diferenca em fase para
as oscilagoes. Por exemplo, para as condicoes iniciais 0 e 4, existe uma clara defasagem
temporal correspondente a um quarto do periodo da érbita cliassica. A figura 1.13 traz as
evidéncias numéricas deste caso.

08 - NARATE T
L /r ) N 4
0.6 - VAR |
st | AN ! (@
04 + //\ ’/ \‘ /’ \\/, B
L \ 4
02 L[ — 0 ]
2. 4
0.0 ; | ; | ; | ; |
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I,
8(t) N AY Y 1 (b)
04 [ N .
A
o 0 ]
02 | o ; 7
: y 4 (adiantada de 1/4)
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ot

0

Figura 1.13: Entropias lineares para as condi¢des iniciais 0 e 4 da 6rbita 8. Em (b) a entropia linear
da condigdo 4 foi atrasada de 7, sendo 7 = 7.46 o periodo da érbita 8. Os maximos e minimos passam
a coincidir perfeitamente.

Esses resultados voltam a apontar para a intima relacao entre as oscilacoes na entropia
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linear e a trajetéria classica, o que ocorre via efeito de borda. A andlise realizada aqui
entretanto traz uma nova informacao: a dependéncia do periodo de oscilacao da entropia com
a simetria da érbita cldssica em relacao a borda. O periodo de oscilacao da entropia linear
neste caso ¢ 5, como indica sua transformada de Fourier, enquanto que o periodo da érbita 8
é 7. De fato, o fator dois vem da simetria de reflexdo em torno do eixo (0, p1). Provavelmente,
no caso de um érbita ficticia com projecao tipo “trevo” (&, sem o cabinho) teriamos a entropia
linear oscilando com um tergo do periodo desta érbita. Em contrapartida, a trajetéria cadtica
nao da A entropia qualquer padrao de oscilacao, o que corrobora nossa argumentacao.

1.6.2 Taxa Média de Descoeréncia

Voltando ao objetivo inicial, isto é, a tentativa de se estabelecer um expoente caracteristico
que descreva a taxa de crescimento da entropia (ou a taxa de descoeréncia), nos deparamos
com um impasse conceitual. Se de fato a taxa de descoeréncia pode ser associada a soma dos
expoentes de Lyapunov positivos, entao esta relacao deve ser independente da condicio inicial
sobre uma mesma érbita, visto que os expoentes o sao. De fato, se uma trajetéria é cadtica,
entao deve apresentar o mesmo expoente positivo qualquer que seja a condicao inicial sobre
esta trajetdoria. Note-se que estamos falando de “condicoes iniciais diferentes” sobre a mesma
trajetéria, o que corresponde a tomarmos pontos diferentes no espaco de fase que pertercam
a mesma solucao da equacao de movimento, para tempos distintos. Isso significa que esses
pontos, que estamos chamando de “condigoes iniciais diferentes sobre a mesma trajetéria”,
sao atingidos pela trajetéria em instantes diferentes na evolucao. Mas o fato é que, de acordo
com o resultado da secdo anterior, a entropia linear ndo apresenta o mesmo comportamento
para condicées distintas sobre a mesma érbita.

A solucao mais razoavel neste caso parece ser o cdlculo de uma entropia média, que traria
consigo a informacao liquida do emaranhamento entre os subsistemas, sem quaisquer oscilagoes
devido ao efeito de borda. O objetivo é conseguir um comportamento médio para a entropia
parecido com aquele obtido para a drbita circular (figura 1.8), para o qual poderemos fazer
um ajuste numérico e tentar obter algum pardmetro importante & dindmica. A hipétese é que
a entropia linear neste modelo possa ser escrita através de uma funcao suave que contenha a
informacao “média” sobre a descoeréncia somada a pequenas correcoes devido as oscilagoes
oriundas da borda.

Procedendo segundo essas idéias, calculamos a entropia linear para cada condicao inicial
sobre determinada trajetéria e ao final, calculamos a entropia linear média

dnlt) = ¢ S 6i(0), (1.27)

sendo N o ntimero de condicdes escolhidas sobre cada trajetéria. O calculo foi realizado
para a orbita 8 e para trajetéria cadtica co, conforme indicado na figura 1.14. Apesar de
a trajetdria cadtica nao apresentar qualquer padrao de simetria que nos permita selecionar
adequadamente as condicbes iniciais que produzam uma “boa” média, como fazemos no caso
regular, pode-se notar, pelo borrao formado pelas curvas em torno da média (figura 1.14), que
nao é necessario incluirmos novas condi¢oes iniciais na média. Assim, enquanto a simetria da
orbita regular é o melhor critério para as escolhas de condigoes iniciais sobre a érbita, no caso
cadtico, a convergéncia do “borrao” nos pareceu um critério bastante adequado (na verdade
o0 tnico que nos ocorreu).
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Figura 1.14: Entropia linear para cada condi¢do indicada na figura 1.12. A esquerda, temos o célculo
para a érbita 8 e a direita, o cdlculo para a trajetdria cadtica co. As linhas grossas indicam a entropia

média de cada caso.
De posse da entropia linear média, propusemos o seguinte ajuste:
Sm(t) = Ag (1 — e N1,

sendo Ay o pardmetro relacionado com a situacio de equilibrio, tlim om(t) = Ag, e A; o
— 00

expoente caracteristico relacionado a taxa de descoeréncia do sistema, Ay = % In(Ag — 0p),

como ficard claro mais tarde®. Os resultados do ajuste sdo mostrados na figura 1.15.

(1.28)
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Figura 1.15: Entropia linear média (linhas pontilhadas) para a érbita periédica 8 e para a trajetéria

cabtica ¢y pertencentes ao regime ressonante (¢ = wg = 1) misto G = 0.5e G = 0.2, com E = 8.5 ¢
J = 4.5. Os ajustes (linhas sélida e tracejada) foram feitos com tolerancia da ordem de 1075,
Sendo S a entropia de von

T odt
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que neste regime, ou a tempos curtissimos, teremos a validade da relacao A
Neumann, estaremos em acordo com a proposta de Monteoliva e Paz [61] para a taxa de descoeréncia.

8No capitulo 5 desta tese, vamos conjecturar que no limite clssico valha a relacio S = —In(1—46), de modo
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E importante destacar que o resultado contido na figura 1.15 corrobora aquele obtido
por Furuya e colaboradores em [16], pois mostra de forma bastante clara, sem as oscilagoes
oriundas do efeito de borda, que o processo de descoeréncia é realmente “incentivado” pelo
caos do espaco de fase classico. Além disso, nosso resultado quantifica a taxa de descoeréncia
através do parametro de ajuste Ap, nitidamente maior para o caso cadtico. Note-se que o
parametro relacionado ao patamar recebe essencialmente o mesmo valor, independemente da
trajetéria escolhida. Isso reforca o fato de que este parametro estd conectado com o nimero
de estados acessiveis ao sistema a tempos longos. Lembremo-nos que o valor de Ag é portanto

imi . 1 2]
limitado: Ag <1 — 5T = T3

1.6.3 Expoentes de Lypunov

Mas o que dizer a respeito de uma eventual conexao entre os expoentes de Lyapunov e os
expoentes caracteristicos A definidos aqui? Apesar da proximidade numérica entre os valores
de A; e o valor do médximo expoente de Lyapunov para as trajetérias cadticas [34] (ambos
sao da ordem de 0.2), ainda é muito cedo para se estabelecer tal relagao.

Em primeiro lugar, destacamos o fato de que a grandeza classica independente da re-
presentacdo é a soma dos expoentes de Lyapunov positivos e ndo o maior expoente. Nesse
sentido, a conexao nao pode ser feita de forma direta e nossas ferramentas numéricas precisa-
riam ser modificadas. Por outro lado, o cdlculo de expoentes de Lyapunov no MJC-N pode
ser bastante complexo e sensivel a valores de pardmetros [34], de modo de que se exige um
aprimoramento das técnicas numéricas que temos utilizado até o presente momento.

Além disso, outras questoes nos parecem relevantes, podendo inclusive ser consideradas
como possiveis direcoes futuras para a complementacao deste trabalho. A comparacao entre
a derivada da entropia de von Neumann (a taxa de descoeréncia) e a soma dos expoentes de
Lyapunov é adequada em que regime de tempo? Tal comparagao permanece valida mesmo
fora do regime semicldssico (h =+ 0e J — 00)?

Terminamos esta subsecido apontando parao fato de que as idéias originais referentes ao
emaranhamento médio foram concebidas com a participagao do Dr. Giancarlo Q. Pellegrino
(DM - UFSCar, SP).

1.7 O Limite Classico da Entropia Linear

Um dos problemas mais contundentes em relacao ao estudo da descoeréncia no MJC-N, foi
a questao do limite classico da entropia linear. Como sabemos, esta grandeza esta diretamente
relacionada com o grau de emaranhamento do sistema. Por outro lado, ¢ de conhecimento
geral que o emaranhamento é uma manifestacao essencialmente quantica, inconcebivel classi-
camente’. Entdo o que esperar de uma grandeza como a entropia no limite classico de h — 0,
J — oo e hJ — 17 Em principio, em uma andlise corriqueira, diriamos que a entropia deve
tender a zero neste limite, afinal os subsistemas nao devem se emaranhar classicamente. Por
outro lado, os resultados numéricos semiclassicos para o modelo, mostram uma tendéncia
estranhamente diferente.

Comecamos nossa andlise sobre o limite cldssico da entropia apresentando os resultados
numéricos obtidos para o modelo & medida que tendemos ao limite classico. Os resultados

9Nos préximos capitulos entretanto, faremos uma discussdo sobre uma possivel defini¢io para o “emara-
nhamento cldssico”.
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para a tendéncia semicldssica da entropia linear da érbita 8 e de uma trajetéria cadtica sao
mostrados na figura 1.16. Note-se que & medida que aumentamos J, temos um sistema sempre

mais emaranhado em cada instante de tempo.

1.0 T T . . 1.0 T T . .
A A /,—,»\/,’,—,»‘LT* R ,,/"\\ /,,“ y/,;\“/ {:/’:i\\’/ \\/,":—A /‘\“\”" — jos
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Figura 1.16: Entropia linear para a érbita 8 (¢, = 0.0, p; = —1.68626, g2 = 0.0, p» = 2.461491)V/.J (&
esquerda) e para uma trajetéria caética (¢, = 1.178511, p; = —1.178511, ¢o = 0.0, po = 4.006093)v/.J
(a direita), com G = 0.5, G' = 0.2, ¢ = wy = 1 e diversos regimes equivalentes de E/J. Para cada
J escolhido, reescalam-se as condigdes iniciais (na forma mostrada) de modo que a energia total seja
adequada.

Antes de prosseguirmos com nossa andlise, é preciso que se diga que o regime semicldssico
foi simulado simplesmente com o aumento de J (com devida reescala do espago de fase), com
h = 1. O limite que apontamos hi pouco é uma forma matematica de se obter equacoes
classicas do movimento, mas deve ser totalmente equivalente a este que utilizamos numeri-
camente. Note-se que A é uma constante da natureza, a qual ndo se tem acesso no controle

dos experimentos. O que se faz na realidade é aumentar o nimero médio de fétons n = |a|?.
p2_|_q2
2h

podemos fazer |a|> — oo, simplesmente esco-

Porém, teoricamente, desde que |c|?
2 2
lhendo i — 0 ou 4% — cc.

No caso do grau de liberdade de spin, como ji& apontamos, temos uma propriedade de
escala. Entao quando aumentamos .J, a borda do espaco de fase classico aumenta. Porém, se
reescalamos a condigao inicial (conforme legenda da figura 1.16), teremos exatamente a mesma
dindmica. Além disso, este procedimento nao aumenta a largura do estado inicial coerente,
de modo que o efeito liquido deste processo é um pacote inicial coerente, centrado sobre a
mesma condicao inicial (para cada J), mas com largura cada vez menor quando comparada
com a borda do espaco de fase (que aumenta com J), como podemos verificar na figura 1.17.
Note-se que as varidveis do campo também sio escaladas com v/.J, de modo que estamos
simulando o limite em que M — 00. Nesse sentido, fica claro que o regime semicldssico
emerge através da localizacao do estado inicial, que no limite classico singular, deve ser uma
funcao delta.
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J—-> 4.5 J - 10.5
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Figura 1.17: Curvas de nivel da fun¢éo de Husimi para o estado inicial coerente de spin ({(w|p; (0)|w))
para alguns valores de J. Cada coordenada do espago de fase é escalada na forma r(;) = r(l)\/j .

Pode-se argumentar entretanto que o valor J = 10.5 nao é suficiente para ilustrar o
carater clissico do sistema, devendo-se utilizar J ainda maiores!’. Propomos entio uma
contra-argumentacdo baseada na extrapolacao de alguns resultados numéricos, supondo que
nao deve ocorrer nenhum tipo de comportamento qualitativamente diferente para .J’s maiores.
Consideremos entao as curvas da entropia linear contidas na figura 1.16 e realizemos o ajuste
médio d,,(t) = Ag(1 — e~41%), conforme foi feito na secao anterior, para os diversos valores
de J. Estaremos com isso, encontrando uma taxa média de descoeréncia (A;) e o valor de
méaxima entropia (Ag) para cada valor de J. Entao, observando o comportamento de Ag e
Ay em fungio de J, facamos a previsdo para J — oo. Na figura 1.18 mostramos os resultados
obtidos nesse processo. Note-se que os resultados numéricos apontam para os seguinte valores
limites (J — o0): Ag ~ 1 e Ay ~ 0.062 para a 6rbita 8, e Ag ~ 1 e Ay ~ 0.101 para a
trajetéria cadtica co.

Esta estimativa simples sugere que a entropia linear deve receber valores finitos e nao-
nulos em relagao ao tempo no limite clidssio. De um lado, este é um resultado razoavel do
ponto de vista de uma grandeza extensiva como a entropia. De fato, com o aumento de J
temos o consequente aumento do nimero de estados do sistema e, portanto, parece natural
que a entropia cresga sempre. Por outro lado, se a entropia é realmente uma medida de
emaranhamento, entao estamos vendo que os subsistemas permanecem emaranhados mesmo

190 aumento de .J provoca o crescimento das matrizes que precisam ser diagonalizadas para a obtencio
numérica da evolucao do sistema. Se J fica muito maior que 10.5, os tempos de computacao ficam realmente
exagerados e o processo se torna impraticavel.
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no limite cléassico.
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Figura 1.18: Ajuste do comportamento dos pardmetros Ag e A; em funcdo de J para a érbita 8
(coluna da esquerda) e para trajetéria cadtica ¢y (coluna da direita). Nos gréficos da linha superior
mostramos também o valor maximo esperado para o parametro Ag relacionado ao patamar da entropia
linear.

Esse impasse nos faz pensar sobre a possibilidade de o limite clissico de uma grandeza
como a entropia ser singular, no sentido que ele sé6 poderd ser verificado no limite extremo
de J = oo. Uma discussao bastante interessante sobre a transicio nao-assintdtica entre os
mundos quantico e cldssico é apresentada por Berry na referéncia [62], e nas referéncias 14
contidas. Baseados nessas idéias, facamos uma breve discussao sobre o limite singular.

1.7.1 O Limite Singular

Vamos dar um exemplo de limite singular estudando alguns valores esperados no oscilador

harmoénico. Se preparamos um estado inicial coerente ag = Wﬁ, o valor esperado da energia
sera
o ~fs 1 2 1
(040|H|010> = <a0|hw a'a+ 5 |Oé[)> = hw |010| + 5
2 2
9y + po hw hw
40 T Fo ™ g,
hw
= Fyll+ — 1.29
(1455, (1.29)

7

no qual vemos que o limite classico é atingido preparando-se o estado inicial com energias
cada vez maiores comparadas ao quanta %“’ Por outro lado, vejamos o que acontece quando
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calculamos o valor esperado do comutador [a@,a'] no limite de altas energias (Jag|?> — o0):

lim <a0 [a,zﬁ]‘ )= lim ({ag|ljag)= lim (aolac)=1. (1.30)
|ag|2—00 |ag|2—o0 |ag|2—o0
Utilizando a unidade de estados coerentes (1 = [ ‘127"‘ |a) (a]) e a parametrizagdo o = %’,
obtemos o0 mesmo resultado:
2
lim <a0 [Zi,’dT]‘ ag> = lim {/ d2a|<a|¢>||a|2 — |a0|2}
|ag|2—00 |ao|2—00 71'
2 2
= lim @@fJ%?‘3@$)<¢”ﬂF>_<%+p%
h—0 \orh  A2rh 2h 2h
2, 2 2 2
. 99 tPo 95+ Do
= 1 1 — =1. 1.31
hli%{ LT 2% } (1.31)
2 2
Conforme j& dissemos, uma vez que |ag|? = qo;—hpo, optamos matematicamente por A — 0

como forma de se tomar o limite cldssico, como é usual. Agora observemos que

o |aa' | o 1 1
o SC0f@@a0) o Ilel® (LY (1.32)
|ag|2—00 <040 |aTa| Oéo) |ag|2—o0 |a0| R |Oé(]|

Esse resultado assintético sugere que o valor esperado do comutador deveria ser nulo no limite
classico. Mas entdo, o que dizer das equagoes (1.30) e (1.31)?7 Na equacao (1.31) o que ocorre
é que utilizamos de antemdo o resultado do comutador entre os operadores, de modo que
acabamos nio comparando (@a') com (@'a), como se esperava.

E na equacao (1.31) que encontramos a questao do limite cldssico singular. De fato, se
tomassemos o limite 7 — 0 antes de realizar a integral Gaussiana, ou seja, se explicitdssemos
a localizacao total da funcao de onda na forma

_@—ag)? (p—pg)2
2 e 2h

lim

B0 Vorh  2rh = (¢ — q0)d(p — po), (1.33)

entao obteriamos zero como resultado para o valor esperado. De fato, sé se obtém tal resultado
tomando-se a transformagao acima. Caso contrario, nao importa o quao grande facamos o
valor de |ag|? (ou qudo pequeno consideremos £), sempre teremos uma integral com peso
Gaussiano! Nesse sentido, para este tipo de calculo, jamais veremos um comportamento
assintético em fi. Note-se que isso parece depender do tipo de observavel para o qual se estd
calculando o valor esperado, pois, como mostramos ha pouco, tal singularidade nao acontece
no célculo do valor esperado da energia.

Podemos utilizar ainda uma forma diferencial para vislumbrar esse fato de maneira ainda
mais clara. Suponhamos que quiséssemos realizar a seguinte média Gaussiana:

@—a0)?  (p=p)?
p e 2h

2h
O(q,p).
V2rh  V2mh (a:p)

Pode-se mostrar, como de fato faremos no préximo capitulo, que tal integral pode ser formal-
mente escrita na forma

~ e
{ao|Olag) = dqdp (1.34)

(a0 Ola) = e3 %0+%0) O(q0, po). (1.35)
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Esta notagao representa uma expansdo em série de poténcias em A das derivadas parciais

em relagao a qg e pg, que sao as variaveis do estado coerente ag = qo*’ﬁ. A vantagem deste

formato é que se ganha automaticamente uma expansao semicldssica para a média Gaussiana.
Nesse sentido, o limite cldssico serd obtido com

. h .
%1_1}1’(1) {32(3q02+8p02)(’)(q0’p0)} = %1_1}1’(1) O(q(),po)_ (136)

Apliquemos entao a férmula (1.35), para o célculo do valor esperado do comutador:

2 2 2 2
<a0 [a,aT]‘ a0> _ {6§(6§0+6§0) (QO 2‘21’0)} _ <9702+Tpﬂ> - (1.37)

Facamos agora a expansao em ordens de f:

N A @ +p2 @2 + p?
(aof@,a")] a0 ) {[1+5(8§0+a§0)+---] (027710 - (22

2 2
<—q°§2p°)+ 1 +0+0 +-- _(M)

1.38
(%) (rty k) w®) 2h ( )

Note-se que se usamos apenas a ordem zero da expansao em h, temos zero como resultado
para o valor cldssico. Porém, quando usamos a expansao semiclissica em todas as ordens,
teremos o valor cldssico 0 corrigido com a primeira ordem que é a unidade. De fato, o
termo de ordem zero de <GZZT> ¢ muito maior que um, mas quando subtraido de (aTa> no
célculo do valor médio de <[Zi, Ziﬂ), cancela outro termo “grande”, restando apenas a corre¢ao
unitaria. Assim, quando o resultado classico esperado é 0, qualquer correcao passa a ser
extremamente relevante, sendo maior que o termo de ordem zero. Nesse sentido, o limite
classico para determinados observaveis é realmente singular, isto é, nao pode ser alcancado
de forma assintética.

No caso da entropia linear, é possivel que algo assim ocorra. De acordo com o célculo
perturbativo realizado por Nemes, Furuya e Pellegrino (nao publicado), a entropia linear a
tempos curtos nao apresenta qualquer dependéncia em J, o que corrobora os nossos resultados
numéricos. De acordo com a argumentagao que propusemos acima, o que estaria acontecendo
é o cancelamento dos termos “grandes”, que crescem com J, restando apenas as correcoes
que passam a assumir o papel mais importante. De qualquer forma, isso nao passa de uma
conjectura.

A idéia de um tal limite classico singular, que parece ser adequada para a tomada do limite
h — 0 ou J — oo sobre a cinemdtica quantica (valores esperados dos comutadores e da ener-
gia), pode levar a resultados indesejados se aplicada indiscriminadamente sobre a dinamica.
Nesse sentido, muito mais cuidado é necessario para se analisar o limite de uma grandeza como
a entropia linear. De qualquer forma, isso vem reforcar a necessidade de célculos semiclassicos
para os propagadores quanticos [63, 64], a partir dos quais pode-se entender de forma mais
rigorosa o limite cldssico da dindmica quantica. No capitulo 3, apresentamos uma definicao
semiclassica para entropia baseada nos propagadores semiclassicos de estados coerentes. H4
ainda uma outra frente de estudo da questdo do limite cldssico da entropia: uma proposta
baseada na definicao de operadores intensivos, a qual produz resultados dindmicos com tem-
pos escalados com J (grupo da Profa. M. Carolina Nemes, ICEx, UFMG/MG). De acordo
com nosso conhecimento, nao existe nada a respeito na literatura especializada.
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Capitulo

Dinamica Liouvilliana

2.1 Teorema de Liouville

“O conjunto dos auto-estados de um modelo quantico ou o conjunto dos pontos do espaco
de fase cldssico acessiveis a um determinado sistema constituem um ensemble estatistico” [65].
Construamos entao um tal ensemble composto por um grande nimero de sistemas classicos
idénticos, cada qual com seu estado cldssico (¢,p) no instante ¢, segundo uma distribuicao
dada por p(q,p,t). Cada ponto desse sistema classico, com energia H, evolui de acordo com
o formalismo Hamiltoniano através das seguintes equagoes de movimento:

. OH . oH
g=— e  p=-——. (2.1)

dp dq
Desta forma, p(q, p,t)dqdp representa a probabilidade de encontrarmos o sistema no instante
t localizado no espaco de fase entre g e ¢+ dg e p e p+ dp. Entao, definido o parénteses de
Poisson de p com H,

OpOH OpOH
—_—— = 2.2
(M) = 5o~ o (22)
pode-se estabelecer uma equacao diferencial para a evolucao temporal da densidade:
dp Bp dp . Bp op
LA Zp+ = = =, 2.3
dt AT T T (23)

Como a probabilidade total se conserva, isto é, ndo podemos criar ou destruir pontos repre-
sentativos de um sistema fisico (lembrando que as trajetérias nunca se cruzam), temos uma
equacao de conservacao de probabilidades,

a0
fj-ds_—& / pdV, (2.4)
S

em que S é uma hipersuperficie fechada que engloba o hipervolume V e o fluxo é dado por
J= pvU, sendo 7 = (¢, p) uma velocidade generalizada no espaco de fase. Utilizando o teorema

—

de Gauss ( f A-dS= [ V-AdV) podemos reescrever (2.4) na forma
v(s)

(o) = -2 (25)
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na qual usamos V= (8%, 8%). Entao, utilizando esta forma explicita do divergente generali-

zado e a definicao do parénteses de Poisson, obtemos a famosa equacdo de Liouville:

dp o, . g ., .
Frilie —8—q(pq)—a—p(pp)

— @4_@ _ 24_3
aqq Bpp qu Bpp

_ (OHdp_oHOp\_(PH oW
~ \9q dp 9Ip Oq dq0p Opdq

(Hp} 0
COp _
. E = {H,p}. (26)

Esta equacao implica que p = 0, o que significa que a densidade p é uma constante de
movimento, ou seja, os pontos no espago se movem como um fluido incompressivel. Numa,
situacao de equilibrio, isto é, estaciondria, quando a densidade p nao deve ser uma funcao
explicita do tempo, teremos

dp

ot
ou seja, a densidade s6 deve depender das coordenadas geuneralizadas ¢ e p por meio de uma
funcao da Hamiltoniana do sistema, H = H(q, p).

{H,p} =0, (2.7)

2.2 Formalismo Classico-Estatistico

Recentemente, dois trabalhos [66,67] chamaram nossa atencao para o problema da dinamica
classica de distribuicoes de Liouville. Entao, com as colaboracgoes dos professores Francisco
Bosco (IF - UFES) e Marcus A. M. de Aguiar (DFMC - UNICAMP), iniciamos o estudo da
funcao densidade de Liouville para fluxos Hamiltonianos, a qual deve satisfazer as equacoes
bem conhecidas:

dp(z,1)
=0
dt
(2.8)
Ip(z, 1)
—a, = {H(fl)),p(.f,t)},
ot
em que z denota (q1,p1,..-,Pi, ---qN,PN), H € a Hamiltoniana cldssica e {, } é o parénteses
N
de Poisson dado por Z{ s Yqgi.ps)» sendo N o niimero de graus de liberdade do sistema. Esta
i=1
equacao pode ser formalmente integrada com a condicao inicial p(z,0) = po(z) levando a

p(z,t) = e“po(z), (2.9)

sendo £ = {H, . } o operador Liouvilliano. Esta é uma representacao pictérica em que preci-
samos expandir a exponencial e aplicar o formalismo de superoperadores:

{H, 3p={H, p},
{H, Yp={H, HH,p}={H,{H,p}}. (2.10)
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Observe-se agora, que o formalismo Hamiltoniano nos permite escrever as seguintes equacgoes
de movimento:

. OH

qi = 8—pz - {q“/H} - _£Qz7

. OH

bi = _8—% = {pzaH} = —Lp;, (2_11)

N
L={H,}= Z{’H,.}i :

nas quais {H,.}; = (Bqﬂ-l(? .= 8pi7'[8qi)- Essas equacoes podem ser formalmente integradas
com z como condicao inicial:

z(t) = e Fla. (2.12)
Com este resultado, resolve-se o problema da evolucio da distribuicio cldssica':

pli,t) = e po() = po(a(~1)). (2.13)

Note-se que a distribuigao evoluida é obtida através da “retro-evolugao” (evolugao para tras)
de cada elemento do ensemble inicial. Continuando com a analogia entre os formalismos
quantico e estatistico, definimos a funcdo densidade reduzida tomando o traco sobre o espaco
que nao nos interessa:

N oo

o) =11 | [ dadni| plo. (2.14)

izi oo
E importante observar que esta definicdo do trago faz com que nossa distribuicao tenha uni-
dades de uma, densidade de probabilidade, isto é, de probabilidade por unidade de volume do
espaco de fase, 0 que nao ocorre com o operador densidade quantico, que é adimensional.
Podemos também definir médias no espaco de fase como segue:

(0)(t) = /dNa: p(z,t) O(z), (2.15)

N
na qual usamos dVz = [] [dgidp;]. Em particular, se a funcio O depender apenas das
i=1
varidveis de um dos espacos (do espaco k, por exemplo), entdo a média pode ser feita com a
densidade reduzida:

N

© ) = [ duapi | TT | [ dacto| 1) | OGau.m)
o
= /kodkak(t)O(Qkapk)a (2.16)

0 que também ocorre no formalismo quantico.

!Por simplicidade vamos usar a palavra “cldssica” ou “estatistica” em vez de “cldssico-estatistica” quando
nao houver risco de confusido com a dindmica Hamiltoniana cléssica.
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O célculo de médias cldssicas pode ainda ser feito de outra forma, utilizando-se o fato de
que o fluxo hamiltoniano preserva o volume no espaco de fase em qualquer instante:

dVz(t) = dVz(t') = dV (2.17)

dNz p(z,t) O(z)

dN (1) po(a(—1)) e “1O(x(~1))
——

varidvel
muda

dNz po(z) e 1 O(2)

dNxz p(z,0) O(x(t)), (2.18)

—_—— — —

que mostra que a média pode ser calculada com a funcao O evoluida (“para frente”) e com a
distribuicao inicial, algo andlogo a representacdo de Heisenberg da mecanica quantica.

Estendendo ainda mais a nossa analogia, podemos finalmente definir a entropia linear
classica do k-ésimo subespaco como

[ dardpy, p3(t)

Sty =1~ :
() [ dakap. p2(0)

(2.19)
a qual foi normalizada adequadamente para que 51691(0) = 0, ou seja, é uma definicao especifica
para representar o caso andlogo de estados quinticos inicialmente “puros”. Além disso, a
normalizacao é oportuna, visto que desejamos definir uma entropia adimensional. Observe-se
que as analogias estabelecidas até aqui satisfazem o fato de que para um sistema global puro
devemos ter entropia nula. De fato,

[ d¥op(w,t) [ d¥epd(e(-1)

5lt) = 1-—

Jd¥zp(z) [ dVap¥(z,0)
- 1_ J dVa(=t)p§(z(~1)) 1 [ dNzp3(z)
dem 5(z) J N zpf ()
= 0 (2.20)

Pode-se também definir o andlogo cldssico da entropia de von Neumann através da expressao
5°(t) = [ @ [pla 1) 1npla, 1) — p(s,0) o, 0)] (2.21)

também definida de forma a satisfazer S°(0) = 0.

Assim, temos definido o formalismo cldssico-estatistico, cujos resultados serdo comparados
aos do formalismo quantico. Existem duas idéias conceituais importantes por tras deste pro-
cedimento: (a) podemos nos perguntar se é possivel reproduzir os resultados da ja consagrada
mecanica quantica a partir de uma mecanica probabilistica baseada em equagoes de movimen-
to classicas; (b) ou, de outra forma, entendendo as diferengas conceituais nas defini¢oes de
ambos os formalismos, podemos tentar entender quais mecanismos sao os responsaveis pelas
diferencas nos resultados. O tempo todo teremos ambas as idéias como motivagdo para o
nosso estudo.
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2.2.1 Estados Iniciais Classicos

Resta ainda um ponto a ser esclarecido no formalismo estatistico: qual distribuicao inicial
devemos escolher em cada problema? A resposta para esta questao estd conectada aos nossos
objetivos de comparacao com a mecanica quantica. Neste contexto entao, nos parece razoavel
que utilizemos distribuicées iniciais cldssicas que sejam idénticas as distribuicées quinticas no
espaco de fase. Como o conceito de probabilidade nao permite a existéncia de distribui¢oes ne-
gativas, descartamos de imediato a utilizacao da funcao de Wigner como distribuigao classica,
embora possa ser interessante observar como a dindmica de Liouville se comporta diante de
tais estados. Por outro lado, a imposicao de que a distribuicao classica deva ser positiva,
nao garante a unicidade de tal distribuicdo. De fato, analisando o caso unidimensional por
simplicidade, dois exemplos nos ocorrem imediatamente:

1) po= POl (2.22)

a fun¢io de Husimi (ou fungio Q) e

a|p(0)|q){p|p(0)|p
@) = OGO -
o produto das probabilidades marginais. Note-se que em qualquer dos dois casos, devemos
introduzir uma normalizacao adequada a fim de garantir que Tr[pg] = 1 e que py tenha

unidades do inverso do volume do espaco de fase. Ambas as formas propostas sdo positivo-
definidas, mas nao ha nada que garanta a melhor adequagao de uma delas, isto é, ambas sao
boas candidatas a distribuicao inicial cldssica. Entretanto, através de uma comparacdo mais
detalhada entre os formalismos, teremos melhores condigoes de eleger o estado inicial classico.

Observemos a férmula para o calculo do valor médio de um observavel quantico O na base
de estados coerentes no instante inicial no caso unidimensional:

~ A o, o~
©) = 1150 0) = [ “(alp0)0]a)

20 20/ N
= [ T afp0)]a) o1 Ola)

_ /d dp /dq dp q, p|,0( )| ><q/7p/|(’/)\|q,p>7 (2_24)

2mh

na qual usamos a parametrizacio usual o = q\;%" e a notacao |a) = |¢,p). Facamos agora a

comparacao com nossa receita classico-estatistica:

(0) = / dg dp p(q,p,0) O(g,p). (2.25)

Comparando as equacoes (2.24) e (2.25), observamos que no caso quantico temos uma média
sobre termos nao diagonais. Dizendo de outra forma, o valor esperado é calculado com o
auxilio de uma funcio complexa F ndo-diagonal normalizada® dada por

{g,p|p(0)|¢',p")
R, (2.26)

2No caso diagonal em que ¢’ = q e p' = p, teremos F' = (Q, ou seja, recuperaremos a funcio @ usual.

F(g,p.¢.,p") =
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sendo que algo bastante semelhante ocorre com o sanduiche do operador O. Tal sugestao para
a utilizagao de fungoes () como distribuigao inicial classica, nos faz caminhar para a seguinte
construcgao classica:

(©) = [ dgay SPEOIED) 165, ), (2.27)
Th

cuja diferenga marcante com a eq. (2.24) estd no fato de que aquela contém uma média prévia
sobre termos nao-diagonais. Com esta andlise bastante superficial, ganha-se também a receita
para o andlogo classico do observavel (5, o que se faz via sanduiche em estados coerentes.
Entretanto, hd aqui um detalhe conceitual importante: como estamos interessados em um
dindmica puramente cldssica (no sentido de ndo possuir corre¢oes quinticas), analisaremos
sempre funcoes independentes de h. De fato, no formalismo estatistico, esperamos que 7
apareca somente na largura da distribui¢do inicial. Assim, nossos “observiveis” cléssicos
serao calculados através de

O(q,p) = %ig(l)@,plélq,p)- (2.28)

Ao final desta se¢io devemos ainda salientar que a proposta do formalismo estatistico para
a entropia estd diretamente conectada & proposta de Wehrl [46] para o cdlculo da entropia
classica, apesar de termos parametros adicionais que garantem a normalizacao da entropia.
Além disso, em seu trabalho Wehrl nao especifica os detalhes da evolucdo temporal de sua
proposta para a entropia.

2.2.2 Distribuicoes “Coerente” e de “Numero”

Alguns casos particulares serao utilizados extensivamente nesta tese e portanto é inte-
ressante estudi-los nesse momento, definindo notagoes compactas. Estamos nos referindo as
distribuicoes classicas dos estados coerentes e de ntimero. Entao, de acordo com a discussao
realizada na secao anterior, as distribuicoes iniciais serao dadas pelas fungoes () devidamente
normalizadas,

(afag){agla) _ e lnmaol

pec(Qap) = onh = o
_a-a0)®  _ (»—pp)?
e 2h e 2h
 V2rh V2mh
= G(¢—q)G(p — po), (2.29)
_ (en)(n]a) _ el |
pen(@:P) = 21h -~ 2h )
1 [(p*+ ¢ ne_p?;aq?
- E( 2h ) 2
= P"(g.p), (2.30)

nas quais definimos as respectivas funcoes Gaussiana e Poissoniana:

x

Go(z) = f/_% (2.31)
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Prmy) = — (1

1 (2?4 y?
n!

) Go ()90 (3), (2.32)

sendo que omitiremos o indice o sempre que ele for igual a 27, o que acontecerd na grande
maioria dos casos, a exemplo do que foi feito nas equacoes (2.29) e (2.30). Nessas equacoes,
utilizamos também os indices “ec” e “en” para indicar que estamos trabalhando com a dis-
tribuicao do estado coerente ou com a do estado de nimero respectivamente.

Antes de prosseguirmos com a resolucao de problemas fisicos utilizando os formalismos
citados, faz-se necesséario o estudo de algumas propriedades de operadores classicos Liouvilli-
anos, as quais serao fundamentais para a solucao analitica dos problemas que serao tratados.

2.3 Operadores Liouvillianos

2.3.1 Operador Deslocamento

O operador deslocamento pode ser obtido de forma bastante instrutiva diretamente do
binémio de Newton através do seguinte procedimento:

n

= ey

a

= (n—p)'p!
_ nn—1)..(n—p+1) ,_
— Z _ PP

p=0

n o P

= Y T = > Py

=p = p
o (a4 b)" = ebPaqn, (2.33)

Podemos entao generalizar esta equacao para qualquer funcao analitica que possa ser ex-
pandida em termos de uma série de Taylor. Alids, a prépria série de Taylor ja contém essa
informacao:

@) = Y LW, @ )"

n=0
= {j{:[tx__z?ﬁ%] f( )}
n=0 ' Y=o
f(@) = [T ()] (2.34)

Y=o

Assim, para uma funcao f bem comportada, temos a propriedade que nos interessa:
A €% f(z) = f(z + ), (2.35)

sendo « independente de z.
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2.3.2 Operador Dilatacao

Vamos agora apresentar um novo operador Liouvilliano que serd de fundamental im-
portancia para a solugao da equagao mestra clissica que deduziremos mais tarde. Este o-
perador “expande” distancias nos espago de fase. Iniciamos com

0 g — i O‘—k(xa ez = io: O‘—k(xa Y Lpgn

N k! m N ! T
k=0 k=0
— aF k=2, 2 n — aF k=l 1 n

= Z—'(xax) n-w =Z—'(a:8$) n'c
k=0 k=0
o0 k

= Z (a:') " =ex" = (e“x)". (2.36)
k=0 )

Entao, sendo f(z) uma funcdo de z bem comportada, generalizamos:

A 0 f(x) = f(e%m). (2.37)

At

Note-se entdo que eM*% 3 = My o que nos faz conjecturar que este tipo de operador deve

aparecer de alguma forma na algebra associada aos sistemas cadticos. Nesses casos, A estaria
conectado com os expoentes de Lyapunov do sistema.

2.3.3 Operador Momento Angular
Seja Lo(z,y) definido como
Lo(z,y) = w(zdy — yos), (2.38)

sendo w uma constante que define a unidade dimensional do operador £y. Estamos interes-
sados em calcular a seguinte aplicacao deste operador sobre uma funcao de z e y:

eEor I f (2, y), (2:39)
sendo ¢ uma constante com dimensao igual a [w™!]. Utilizando a transformacao

x=+v2Y sen X e p=V2Y cos X, (2.40)

podemos reescrever o operador Liouvilliano como

Lo(z(X,Y),y(X,Y)) = —wdx = Lp(X,Y). (2.41)
Entao, segue que
eﬁo(l’y)tf(x,y) = eLT(X’Y)tf(\/ 2Y sen X, V2Y cos X)
= e YN £(\/2Y sen X,V2Y cos X). (2.42)

Agora temos um operador cldssico com propriedades conhecidas e podemos fazer sua aplicagao
direta apenas deslocando X para X — wt, isto é,

e“otf = f(V2Y sen (X — wt), V2Y cos(X — wt)). (2.43)
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Dessa forma, utilizando a transformacao (2.40), obtemos a rela¢io desejada:
A L@V (1 ) = f (z coswt — y senwt,y coswt + z senwt) . (2.44)
Note-se que acabamos de resolver o problema do oscilador harménico em uma dimensao, pois

H(g,p) = 4(* + ¢*) = wHo(g,p),

(2.45)
L(g,p) = w(q0p — pdy) = wLo(g, p).
Bastante 1til também é a seguinte notagao vetorial:
R(t) = e“F0@9 R = Mwi]R, (2.46)
R(t) = x(t) o M{wl] = coswt  senwt (2.47)
~ly(@) ~\ —senwt coswt )’ ’

sendo R = R(0) e M a matriz de rotacdes no plano zy. Fica claro, das consideracoes acima,
o cardter de “momento angular” do operador Lo.

2.3.4 “Expansao Semiclassica”

Vamos agora mostrar uma das utilidades do operador deslocamento no calculo de médias
com distribuigoes Gaussianas. Seja o cédlculo do valor médio da fun¢ao classica O(q,p) no
instante ¢ para uma distribuicdo inicial Gaussiana em uma dimens3o:

o0 o0 _ (g— <1c)2 _ (p— Pc)2

O)t) = /dqdppo(q,p)o(q,p,t)z /dqdp N \/—

—00 — o0

O(q,p,t), (2.48)

sendo (ge,p.) 0 ponto classico sobre o qual foi centrada a Gaussiana. Agora fazemos uma
mudanca de variaveis, (¢ —q.) = z e (p—p.) = y, e utilizamos o operador deslocamento (2.35)
para reescrever () na forma

o 1:2 y2
@ t = d c e ,t
(O(q,p)) (1) xyﬁﬁ O(ge + =, pe + y, t)
o0 2 y2
= dxdy i ¢Y PC(’)(qC,pC,t) (2.49)

\/ﬁﬁ

—00

A idéia é que agora a funcao O nao depende mais das varidveis de integracao e, portanto,
completando quadrados, podemos fazer a integral Gaussiana formalmente e obter

A (O(g,p)(t) = eTVO0(qe,pe.t), (2.50)

com V2 = 836 + 8%6. Este resultado pode ser deduzido a partir da expansdo em série de
Taylor da fungao O diretamente na equacao (2.48). Depois disso, pode-se realizar as integrais
analiticamente e reagrupar o resultado no formato diferencial mostrado acima.
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Note-se que o nosso problema de calcular a média classica foi reduzido a atuacao do
operador Laplaciano no ponto (g¢, p.), centro da distribuicao no instante inicial. Novamente,
devemos nos lembrar que temos uma série infinita em poténcias do operador Laplaciano.
Por outro lado, & medida que tomamos ¢ cada vez menor comparado a uma agao classica
caracteristica, podemos truncar nossa série, obtendo uma expansao semicldssica nas primeiras
ordens em o. Além disso, essa mesma argumentagio parece indicar que o limite cldssico existe
(;1_1)% (O) = O(gey pe, t)) € que deve ser alcancado de forma assintética.
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Capitulo 3

Sistemas Integraveis Lineares

Neste capitulo vamos aplicar os formalismos descritos nos capitulos anteriores para resolver
alguns casos interessantes de interacoes lineares, procurando sempre informagoes que nos
esclarecam as questoes referentes ao fenémeno do emaranhamento e ao regime semiclassico.
Assim, o tempo todo faremos comparacoes entre os resultados oferecidos por cada formalismo,
0 quantico, o estatistico e o classico.

Em busca dessas informagoes vamos trabalhar com alguns modelos simples e importantes
que nos oferecem a possibilidade de obter solucdes analiticas para a evolucdo dinamica de
grandezas como entropia e valores esperados. Neste contexto, trabalharemos essencialmente
com sistemas bidimensionais com dois bésons (osciladores) interagentes, sendo que a interacao
serd escolhida em cada caso de forma a permitir a solucdo analitica do problema. Neste
capitulo, utilizaremos dois tipos de interacao bilinear.

Em cada secao que se segue estudaremos um tipo de interagao, apresetando as solucoes
nos trés formalismos sempre que possivel.

3.1 Interacao B:ilinear

O sistema que estudaremos nesta secao foi tratado durante muito tempo apenas como um
sistema integravel pedagdgico, para o qual todas as solucdes dindmicas podem ser rapidamente
obtidas face a uma transformacao canoénica adequada. Entretanto, com o avango das técnicas
experimentais em éptica quantica, este modelo passou a ser de grande interesse nesta drea [68,
69], pois acaba sendo um modelo bastante simples para descrever a interagao entre dois campos
bosonicos em cavidades épticas ressonantes de alta qualidade. O Hamiltoniano quantico que
modela esta situacao (desprezando perdas) é dado por

= PSR 1 a1
H = hw <aJ{al + 5) + hwo (a%ag + 5)
+ (@ +@al) + n (alaf + @) (3.1)
sendo a condicao de ressonancia implementada com w; = w9 = w. O campo na cavidade k é

descrito por operadores bosonicos de criagio (a};) e aniquilacdo (ay), sendo wy a frequéncia
eletromagnética permitida pelas dimensoes fisicas da cavidade.
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46 3.1. Interacao Bilinear

O analogo classico deste sistema, que pode ser obtido pelo procedimento que descrevemos
nas secoes anteriores, é bastante utilizado nos livros-textos para descrever a interacao cldssica
de dois osciladores harménicos interagindo através de um acoplamento posi¢cao-posi¢ao [70]
da seguinte forma:

2 2,2 2 2 2
i miwiqy P MaWsq5
= A . 3.2
H <2m1 Tt ) + <2m2 Tt > + Aq1g2 (3.2)

3.1.1 Solucao Classica

Nesta secao vamos resolver a dinamica classica do sistema descrito acima para o caso de
osciladores ressonantes (w; = we = w) com massas unitarias (m; = mg = 1), isto é, tra-
taremos o caso de osciladores com mesma constante de mola. A solucao deste problema é
bastante simples e pode ser obtida através dos procedimentos usuais oferecidos pelo forma-
lismo Hamiltoniano, que exige em ultima andlise, a solucao de um sistema de 2d equagoes
diferencias de primeira ordem em ¢, sendo d o niimero de graus de liberdade do sistema. Pa-
ra este sistema em particular, podemos optar pela utilizacdo do formalismo dos operadores
Liouvillianos cldssicos, que fornece a solucao da dinamica através da simples aplicacdo do
operador de momento angular £y dado na equagao (2.38).

A auséncia de simetria gp' nos impede de aplicar o procedimento Liouvilliano diretamente,
de modo que, a exemplo do que ocorre no caso do procedimento padrao, somos levados a fazer
inicialmente uma transformagao candnica,

q = % (\%—1 + \?—%) ; p1 = % <\/Q_1P1 + \/sTng) : (3.3)

que deixa a nova Hamiltoniana no formato “diagonal” adequado:

H=0 <7P1242FQ%> +Qy <7P§;Q%>, (3.4)

na qual escolhemos
Q1 = Vw? £ . (3.5)
2

Agora, o operador Liouvilliano assume a forma que nos é familiar,
L=MLy(Q1, Pr) + Q2Lo(Q2, Po), (3.6)

e a solucao dinamica do problema cldssico é dada imediatamente por

Ry(t) = M[t] Ry, (3.7)

com

wo =[] o

sendo M[Qt] a matriz das rotacoes bidimensionais assoaciada ao operador Liouvilliano de
momento angular Ly e k o indice assoaciado ao k-ésimo oscilador. Na notacao adotada para

'Dizemos que o sistema apresenta simetria gp se a funcio Hamiltoniana satisfaz a relacio H(q, p) = H(p, q).

Tese de Doutorado Renato M. Angelo



CAPITULO 3. Sistemas Integraveis Lineares 47

os vetores R(t), temos que Ry(0) = Ry é a condicio inicial do oscilador k nas varidveis
maiisculas. Entao, através de (3.3) e (3.7) e utilizando-se a forma explicita de M, obtemos a
solucao do problema original:

q;(t) - (cos291t N c08292t> 1 (Se;ﬂgzlt N SeQHQSZQt)
T <COS2QIt i COS2QQt> T <Se;Q?lt i Se2n922t) ’ (3.9)
p;(t) — <cos2§21t n cos2§22t> Cw <Q1 se2nQ1t n Qs seQnQQt)
+ <c0s2§21t - cos2§22t> o <Q1 se2n Ot - Qo se2n Qgt) . (310)

Note-se que no procedimento dos superoperadores Liouvillianos nao é necessario resolver qual-
quer equacao diferencial, mas devemos conhecer a aplicacao de cada operador. E importante
notarmos também que tal solucao ja traz consigo o ingrediente fundamental que provocard
o “emaranhamento classico” entre distribuigoes cldssicas, a saber: o “estado classico” de um
oscilador no instante t, dado pela trajetéria (gx(t), pr(t)), depende da condicao inicial do ou-
tro oscilador no instante inicial. Este acoplamento entre os espacos de fase estd totalmente
conectado ao parametro de interacao A, dado que para A = 0, teremos 1 = Qs = w e os
osciladores nao “sentem” a presenca um do outro, isto é, o movimento fica completamente
desacoplado, “desemaranhado”.

3.1.2 Entropia Linear Classica

O primeiro calculo de entropia linear classica para o caso de estados iniciais Gaussianos
foi feito pelo Prof. Marcus A. M. de Aguiar (IFGW-Unicamp), através do procedimento que
temos usado neste trabalho. Mais tarde, reproduzimos esses calculos, a partir do calculo
classico de trajetorias mostrado acima, e analisamos alguns casos especiais que serao discu-
tidos a seguir. De posse das trajetorias cldssicas, pode-se calcular a evolucdo temporal das
distribuicoes Gaussianas cldssicas através da expressao

[rj (*t)*’l‘jO]Q

< 4 (3.11)
i1 \/2mo;
sendo (r1,79,73,72) = (q1,P1,q2,p2), 0; o quadrado da largura da Gaussiana referente &

direcao j do espago de fase e “0” o indice que denota o ponto sobre o qual a distribuicao
foi centrada em ¢ = 0. Os proximos passos em direcao ao estenso cilculo da entropia linear
cldssica envolvem essencialmente integrais Gaussianas e nao o explicitaremos aqui (maiores

detalhes em [71]).

3.1.3 Entropia Linear Quantica

O calculo quantico da entropia linear parcial foi realizado numericamente pela Profa.
Kyoko Furuya (IFGW-Unicamp) e mais tarde resolvido analiticamente pelo Prof. Marcus A.
M. de Aguiar (IFGW-Unicamp).

Renato M. Angelo Tese de Doutorado
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3.1.4 Entropia Linear Semiclassica

Vamos agora escrever uma, forma semiclassica para a entropia linear utilizando a férmula
semiclassica do propagador na base de estados coerentes. A férmula serd proposta para estados
iniciais coerentes dados na forma

~,

p(0) = p1(0) & p2(0) = 20) (20| @ [wo)(wol, (3.12)

na qual utilizamos z para estados coerentes de um dos subsistemas e w para estados coerentes

do outro. Agora, partimos da definicdo da entropia linear e utilizamos a base supercompleta
d%z _ d’>w _

dos estados coerentes ([ “£|z)(z| =11 e [ “%|w)(w| = 12) para escrever

2
Tro[5(1))} (3.13)

Tl p0) 41}

61(t) = 1—T7“1
= 1—Tr1

= 1—Tr1

— N

Trol T p(0) A1 1, Tro [ pO) 1]}
- 11— / d221 d2Z2 d2’UJ1 d2’UJ2

s s s s

X <Zl’w1 |Z;{\|ZU’LUO><Z()’U)U |Z;{\T|ZQ’U)1><ZQ’LU2 |ﬁ|zowg)<zow0|ﬁT|z1w2),

com U = et . Agora utilizamos a defini¢cdo do propagador de estados coerentes,
K (27w}, 2z, wi, t) = (zowi|UE) [2kwr) = Kijr, (3.14)

para reescrever a entropia linear na forma

o) = 1- /1712(Z,W) K100 Kgoa1 K2200 Koo12, (3.15)
na qual Dyy(z, w) = di%di%dirﬂ@ A eq. (3.15) é a férmula exata da entropia linear em

termos dos propagadores de estados coereuntes, isto é, até o momento nao foi feito qualquer
tipo de aproximagao. A idéia é entao substituir os propagadores exatos K por suas formas
semiclassicas K de acordo com a proposta de Baranger e colaboradores [63,64], o que nos leva
a seguinte férmula para a entropia linear semicldssica:

Myemmia(t) = 1= /Du(Z,W) K1100 Kgoa1 Ka200 Kgor2- (3.16)

Esta férmula vale para qualquer sistema com dois graus de liberdade bosonicos com estados
iniciais coerentes. O cédlculo do propagador semiclassico foi feito de acordo com a receita
detalhada apresentada em [64] para o caso bidimensional.

3.1.5 Resultados

Todos os calculos para a entropia linear, a saber, o quantico, o cldssico e o semiclassico,
levaram a resultados idénticos como podemos observar na figura 3.1. Apesar de nao ter sido
obtida nenhuma comprovacao analitica, todos os resultados numéricos apontam de forma
inequivoca para este fato. Além disso, pudemos também verificar numericamente que nao
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hé qualquer dependéncia da entropia linear

com a posi¢ao inicial da distribui¢do ou com a
largura da distribuigao.

Q,Cl,S;
5( )

Figura 3.1: Entropias quantica (69), cldssica (6¢!) e semicldssica (0°) para A = 0.9 e w = 1 (linha

sélida) e “desvio médio” definido como d = (69 — 6“!)? + (69 — 6°)? (linha tracejada). Resultados
idénticos!

De fato, a entropia linear depende apenas dos valores das frequéncias w e A do modelo,

como mostra a figura 3.2, na qual exibimos a entropia linear classica para diversos valores da
frequéncia de acoplamento.

— =0
1=0.5 1
----- A=0.9

—— 1=0.99999

0.8

P

Figura 3.2: Entropia linear classica para diversos valores da frequéncia de acoplamento A, com w = 1.

Um resultado interessante que emerge desses cdlculos (vide figura 3.2) é o comportamento
irreversivel da entropia linear no caso em que A — w?. Quando tal condicio é satisfeita, o
sistema nao apresenta mais as recoeréncias (decréscimos na entropia), e deste ponto de vista,
temos um comportamento “descoerente” para o sistema que se assemelha aquele obtido via
acoplamento com um reservatério. E interessante tentarmos uma explicacao para isso apenas
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analisando a dindmica caracteristica dos possiveis regimes do potencial do sistema em funcgao
dos parametros w e A. Estudemos inicialmente o seguinte teorema [72]:

Teorema: Seja a se¢io conica Az? + Bxy + Cy? + Dz + Ey + F = 0. Entdo, a secio serd

pardbola se B2 — 4AC = 0,
elipse se B2 — 4AC < 0, (3.17)
hipérbole se B2 — 4AC > 0.

2 2
Aplicando o teorema para o nosso potencial bilinear V (g1, g2) = w? (%) + Aq1q2, teremos

curvas de nivel na forma de:

parébola se |\ = w?,

elipse se |\| < w?, (3.18)
hipérbole se |A| > w?.

Aqui fica evidente a importancia da condicio A = w? para a dinamica. Na figura (3.3), na
qual estao ilustrados os regimes descritos nas condigées dadas em (3.18), fica claro que existe
uma transicdo de uma dinidmica de érbitas fechadas (A < w?) para outra de érbitas abertas
(A > w?).

1/ A=0.5? S | A=d? S 1_/) A=150? \\t
0.5 0.5 0.5 \_)
y O y 0 y 0
-05 -0.5 -0.5
1 2 -1 -1 N (—F/
-1 -05 0 05 1 5 0 05 1 -1 -05 0 05 1
X X X

Figura 3.3: Curvas de nivel do potencial bilinear V(z,y) = w? (ZQQL?JQ) + Azy em funcdo dos

pardmetros w e A. Em A = w? ocorre a transicio de um regime de drbitas fechadas para outro

de érbitas abertas.

Desse ponto de vista, abandona-se uma dinamica restrita a uma regiao finita do espaco de
fase para dar lugar a uma dindmica que acessa um nimero cada vez maior de estados cldssicos
no espaco de fase. Se fizéssemos uma grade no espaco qig2 para A < w?, toda a evolucio do
sistema estaria contida em um nimero finito de quadradinhos (numa elipse), enquanto que no
caso de A > w? seria necessdrio um ntimero infinito de quadradinhos para conhecermos toda a
evolucao do sistema (ai estd o conceito de entropia ou de informagao necessaria para localizar
o sistema [73]). A condigao de localiza¢ao da trajetéria no espaco gige no regime parabdlico
(A = w?) pode ser vislumbrada analiticamente na eq. (3.9) no limite de tempos longos:

. . - +p1 Fp2
Jim oy 0] = i (257 ¢ 319

Aqui fica claro que sé existirdo orbitas peridédicas “localizadas” se p; = po, 0 que implica
em escolhermos o momento total inicial na direcao perpendicular & linha de potencial minimo
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(g1 = —g2); caso contrario, qualquer trajetéria “escoard” por este eixo (vide figura 3.4). Note-
se entretanto, que do ponto de vista das entropias, no regime parabdlico, a largura inicial das
distribuigoes impede que o pacote mantenha sua coeréncia (quantica ou classicamente), e por
isso o sistema é sempre irreversivel. Em outras palavras, mesmo que o centro do pacote esteja
sobre a condigao de periodicidade (p; = p2), todo o resto do pacote estara fora desta condigao.

7
-10 -5 0 &5 10 15

a1

Figura 3.4: Trés érbitas periédicas “localizadas” (linhas pequenas perpendiculares a reta ¢» +¢1 = 0,
com p; = p2 = 5) e Orbita “deslocalizada” (¢1 = ¢2 =0, p1 = 1 e po = 1.5).

Uma outra forma de pensarmos este mesmo fato é a seguinte: a érbita periédica (uma linha
no espago q14g2), tem medida de drea nula; por outro lado, todo pacote quantico ou cldssico tem
medida de 4rea finita (da ordem de ). Entao, no regime parabdlico (ou hiperbdélico), nenhuma
distribuicao podera simular as condicoes de localizacao, e dada a simetria do potencial, todas
devem sofrer o mesmo tipo de descoeréncia, independentemente do ponto em que foi centrada
inicialmente. Apesar de toda a andlise ter sido feita baseada em grandezas classicas, esperamos
que argumentos completamente andlogos (do ponto de vista do potencial e das distribui¢oes
no espaco de fase) sejam aplicaveis ao contexto quantico.

3.2 Interacao RWA

Vamos agora estudar um caso ainda mais simples de interacao, um paradigma de sistema
integravel, também bastante conhecido dos livros didaticos. Estudaremos o seguinte modelo
classico:

2, 9 2, .9
+ +
H=uw <p1 5 q1> + wy (%) + A (q1q2 + p1p2) - (3.20)

Apesar da aparente forma mais complexa, por envolver acoplamento momento-momento, sua
simetria simplifica a solu¢do. Note-se que estamos usando coordenadas tais que [g;] = [pr] =
[h]. Fazendo entdo a quantizacao do sistema de acordo com os procedimentos ji discutidos,
escrevemos o Hamiltoniano quantico bosénico na forma

~ N 1 PN 1 PR N
H = hw, <aJ{a1 + 5) + hwo <a£a2 + 5) + AX (alag + a{ag) , (3.21)
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sendo ay, e 6}; os operadores de aniquilagao e criacao, respectivamente, para o béson k. O aco-
plamento entre os campos neste hamiltoniano é conhecido como interagao na RWA (rotating-
wave approximation) [74], e faz referéncia ao fato de ser este termo mais importante que o

termo (@@} + @1ay).

3.2.1 Solucao Quantica

Vamos agora encontrar a solucao quantica para a dinamica de estados de nimero e estados
coerentes. Nesta etapa, por questao de completeza, estaremos apenas reproduzindo ou rees-
crevendo de forma diferente, resultados bastante conhecidos da literatura. Essencialmente,
seguiremos o procedimento proposto por Zoubi e colaboradores [69] e trabalharemos sempre
na ressonanica wi = wg = w.

Estados de Numero

Seja a seguinte transformagcio para novos operadores bosonicos Ay e zﬂc:

~ 21 + 22 ~ 21 — ;1\2
4 = 2 e ——y 3.22
1 7 ay 7 (3:22)
com [A\Z,;l\]] =0e [A\Z,A\;] = /1\5“, para 4,7 = 1,2. Através dela, pode-se reescrever o
Hamiltoniano (3.21) na forma diagonal
~ ~ 1 ~ 1
H:h(w+)\)<N1+§>+h(w—)\)<N2+§>, (3.23)

na qual Ny = A\};Ak é o operador nimero do novo oscilador k. Agora é preciso se perguntar
0 que ocorre com os estados do sistema original na base dos autoestados dos novos bdsons.
Considere o estado inicial para o sistema original

9(0)) = [n1)a @ [n2)a; (3.24)

no qual o subindice “a” denota que o estado pertence ao espaco dos operadores bosonicos @ e
al. Utilizaremos uma notacio completamente andloga para o espaco “A”. Com a imposicio
de que o vicuo seja descrito pelo mesmo vetor estado em qualquer das representacées e com
o auxilio da transformacao (2.40), podemos relacionar as bases através do seguinte cdlculo:

. G A - A
1Ela Vnil V/no! @ v/ 2(m+n2) . p,!
o ()0)
i
; iz /2(n1+n2)n1|n2|
ni n _1)Jj(n1) (n2

i=0 j=0 V 2("1+"2)n1!n2!

_ i 2 n nz [nl —|—’I’L2—(’L+])]'('L+])
- i 2(mitn2)p, In,!
+

|070>A

(ADm A A= (- AN 10,0) ,

(-1
i=0 j=0
><|n1—|—n2—(z+] , (0
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Entao, de forma mais compacta, podemos reescrever a relagdo entre as bases como

( ny N2

[n1,n2), ZZCW (n1,n2) [n1 4+ n2 — (i +7), (i +5)) 4

=0 5=0

()RR

Neste ponto, é importante notarmos que o emaranhamento é uma propriedade fisica, e por-
tanto, seu calculo (via entropia) nao deve depender da base ou representacao que escolhemos
para o espaco de Hilbert, isto é, seu valor deve ser o mesmo em qualquer das representacoes
que estamos usando. Vejamos: na representacao original, temos um estado inicialmente dese-
maranhado (chamemos de p,) e um Hamiltoniano com interagao bilinear. Por outro lado, na
nova representacao, o Hamiltoniano se desacopla, mas o estado inicial se torna emaranhado
(pa). Esse cendrio aparentemente inconcilidvel acaba sendo conectado justamente pela trans-
formacao de bases (3.25). De fato, desde que p, = p4 (sao apenas representacoes diferentes
para a mesma matriz densidade), entdo, ao aplicarmos o traco para calcular quantidades
fisicas relevantes (aquelas do sistema original), teremos por exemplo T74[p,%] = Tra[pa?].
Assim, é preciso utilizar a relagao (3.25) em T'r, para se obter a maneira correta de se tomar
o traco na nova representacio, o que em geral é bastante diferente de Tr4[ps%]. Portanto,
ao realizarmos a mudanca de base, acabamos alterando também a definicdo da entropia para
que a medida fisica do emaranhamento permaneca inalterada. Todo o processo é regido pelas
transformagoes (3.22) e (3.25).

Utilizando o Hamiltoniano transformado, podemos agora calcular a evolugao temporal do
sistema:

(3.25)

() = e 40)
= ZZCW (n1,n2) elh |n1—|—n2— (i +35) (i +35))4

1=0 ] =0

n1 1
— Z Z Cz .7 nl, n2 [(w+/\)t(n1 —|—n2_l_]+§)]

=0 ] 0

e LN+ )] |y 4 ny — (i + 5), (6 + I))a

_ e—z[wt(nl +no+1)+At(n1+n2)]
niy n2

X DY eij(ny,ng)e TN [y mg — (i 4 5), (i + ) 4 - (3-26)
=0 j=0

Reescrevendo o estado evoluido com a fase global renomeada, obtemos simplesmente

ni ng

A (@) =D "N "¢ j(n1,m0)e TN Iy ny — (i + ), (04 5)) 45 (3.27)

i=0 j=0
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com 0(t) = wt(ny +na+ 1) + Xt(n1 + ng). Podemos agora voltar & representacao origina

A (Alymitna=(49) - (A})itd

[B(@) = e DY D cij(nimg)e? TN

i=0 j=0 Vini+ny— @+ )G+ )

ny ns ' NPVAYEY A\T ny1+nz—(i+j)
. —10(t) EREY) ni n9 (A26 ) ( 1)
= R () (5) 0

1=0 5=0
at +@em>”l (ﬂ _ @gm)”?
V2M ! V272 q5! 10,004
e—zwt(nl—f—nz—f—l) A\Ief/\zt + A\ge)\lt ni ;qe_)\zt _ A\;ez\zt n9
vnilng! V2 V2

o0 (

Entao, utilizando a inversa da eq.(3.22) e omitindo a fase global, concluimos que

~t ~t ML A ~t 2
[al cos At — 1a, sen )\t] [—zal sen At + a, cos )\t]

A (1) = 10,0),-

71! 79!

Este resultado nos permite destacar alguns instantes interessantes na evolucao:

e se t =0, a equacao toma a forma

ah)™ (&))"
[p(®) = (1> (2) 10,0) = [n1,n2), = [4(0)),

nl! n2!

como era de se esperar.

® se \t,, = (m =+ %) m, com m € N, temos

@) @)

|(tm)) = (_1)m(n1 +n2) (—g)mtme

e se \t,, = mm, temos

[(tm)) = (=1 @) ()

1“ 7’

|070>A

|07 0>A

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

Isso mostra que o sistema sempre volta ao estado inicial (a menos de fases globais), isto é,
podemos dizer que o sistema é reversivel para autoestados do oscilador harménico. Além
disso, se A = 0, teremos entropia nula em qualquer instante, o que significa que os osciladores

nao se emaranham.
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Estados Coerentes

Estamos interessados agora na evolugao temporal dos estados coerentes. No calculo, uti-
lizaremos os resultados da secao anterior:

() = e [p(0)) = e o) @ [an)

e%|n,m)

_ Tl it > ()" ()™
vn! m!

n,m
’ ver eq.(3.28)

n
i a1 (t) cos Mt @] — 10 (£) sen Mt a;]

—log®  —lap|® Z [
ey e 2 e 2
n!

n,m

m
[—zaQ(t) sen At 6{ + as(t) cos At a;

X — 10,0), (3.32)

com ay(t) = a;e”™!. Realizando formalmente os somatérios, escreve-se a solugio analitica

do problema num formato bastante compacto:

A [P(8) = DB (1] Da[Ba(1)]]0,0) = |B1 (1)) ® |Ba(t)) (3.33)

5172 (t) = 0[1726_“"”5 cos A\t — 10[2716_Zwt sen At, (334)

no qual utilizamos o operador deslocamento ﬁk(a) — e0al—a"ay que possui a propriedade bem
conhecida: Dy(c) |0);, = |a),. Este resultado (3.33) é bastante interessante pois mostra que
nao hi emaranhamento no caso de estados coerentes. Além disso, depois de alguma dlgebra,
podemos reescrever os estados coerentes evoluidos em fungao da trajetéria classica da seguinte
forma;:

qi(t) + i ()

Br(t) = T

(3.35)
q12(t) = (ql,g cos At + pa 1 sen )\t) cos wt + (pl,g cos A\t — go,1 sen )\t) sen wt,

p12(t) = (pl,g cos At — go,1 sen )\t) cos wt + (q1’2 cos At + po 1 sen )\t) sen wt,

sendo g (t) e pr(t) as solugoes do problema cldssico, como mostraremos adiante. Percebe-se
entao que o pacote quantico evolui coerentemente sempre com seu maximo sobre a trajetéria
classica.

Estado Coerente ® Estado de Nimero

Este caso também serd estudado para a interagio RWA, entretanto nenhum célculo geral
foi feito, de modo que os resultados serao apresentados apenas no momento das devidas com-
paracoes. Apesar disso, é interessante analisarmos alguns casos particulares principalmente
do ponto de vista das entropias cldssicas que trarao informacées novas em relagdo ao caso de
estados somente coerentes ou somente de niimero.
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Valores Esperados e Variancias

O célculo de valores esperados e variancias da posicao e do momento para o caso de estados
coerentes é imediato, dado que sabemos que o estado evoluido do sistema é simplesmente o
produto de dois estados coerentes. Para os valores esperados, temos

_ @] _ [a)] _
0= [(on ] = [ =20 (3.6

evidenciando que o vetor que define a posi¢ao do centréide quantico no espaco de fase é igual
ao vetor classico. Para as variancias:

(AQL(t)) = (APE(t)) = h, (3.37)

resultado que confirma o fato de que os pacotes evoluem coerentemente, sempre com a mesma,
largura.

Entropia Quantica

Para os estados coerentes, a entropia é sempre nula pois a evolucao dos pacotes se faz
coerentemente e os estados sdo sempre puros, como ji mostramos. Por outro lado, o0 mesmo
nao ocorre com os estados de nimero. Neste caso, desenvolvendo a expressao (3.28), podemos
calcular p(t) = |9(t)) (¢(t)| e em seguida o operador densidade reduzido py(t) = Tra[p(t)],
mostrando que este ultimo é diagonal na base dos estados de nimero. Desta forma, p;(¢) fica
diretamente escrito em termos de seus autovalores (};) e autovetores (os préprios estados de

niimero) na seguinte forma
ni+na

PRIGILIE (3.38)
=0

Z Cm+ni—I,m t)c;kn’—l—nl—l,m’ (t)a (3'39)
m,m'=
[ n1) (2 (ny —i+m)l(ne +1i—m)!
ciml(t) = ) m n1'ns!
x (cos At)™ 2= (Hm) (g gen At)H™, (3.40)
n1+n2

em que a condigao do traco, Y, A(t) = 1, deve ser sempre satisfeita. Agora, as entropias

linear e de von Neumann de cada oscilador, podem ser escritas simplesmente como

ni+nsa ni+nsa

doa)? e Z A () In[ X\ ()] (3.41)
=0

Na figura 3.5, na qual mostramos o comportamento geral da entropia linear em relacao aos
ntmeros de fétons de cada espaco, fica evidente uma crescente estrutura de oscilagoes a
medida que o nimero total de fétons cresce. Conforme as equacoes acima, o nimero de
estados acessiveis do sistema aumenta com o nimero total de fétons, o que faz com que o
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sistema tenha a possibilidade de transitar por uma quantidade cada vez maior de estados de
mistura nos instantes de maximo emaranhamento At,, = (m+ %)%, com m € N . Entretanto, o
sistema sempre volta a ficar puro em At; = 55, com j € N. Verifica-se também que a entropia
de Von Neumann traz informagoes qualitativamente semelhantes as da entropia linear, apesar
de apresentar amplitudes sempre maiores, como apontamos anteriormente.
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Figura 3.5: Entropia linear quantica (a-e) e entropia de Von Neumann (f) para estados iniciais do tipo
|n1,n9) e diversos valores de n; e ny em funcdo do tempo adimensional At. Note-se o comportamento

particular nos casos em que ny = ny em M, = (m + )%, com m € N.
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3.2.2 Solucao Estatistica

A solucgao estatistica, do problema é obtida através do formalismo Liouvilliano classico.
Iniciamos com o célculo do operador Liouvilliano oriundo da Hamiltoniana (3.20):

L= 3)150((11,;01) + WQEO(Q%IDQ)J"‘ A[ﬁo(mam) + EO(Q27P1)] . (3.42)

~~

Lr:
livre Lint

Note-se que o operador Liouvilliano do sistema é formado somente por operadores do tipo
momento angular, sendo que os termos de interacdo produzem operadores que “misturam” os
espacos. E interessante agora calcularmos o comutador entre o operador da parte livre e o da
interacao:

[Liivres Lint) = AMw1 — w2) (QQaql — q10g, + P20y, — p13p2>7 (3.43)

que mostra que tais operadores comutam na ressonancia, condicao que usamos no calculo
quantico e que usaremos daqui por diante. Assim, dado que o operador Liouvilliano do
sistema é composto somente por operadores do tipo Ly e visto que a parte livre comuta com
a interagao, obtemos de forma imediata as equacoes de movimento do sistema:

|:q172(t):| — e_Cintte_Clivv‘et |:q172:|

p1,2(t) P12
—Linst | @1,2€COS wt + p1 2 sen wt
e~ Lin
P1,2 coswt — q1,2 senwt

[ (q1,2 cOS At + pa1 sen At) coswt + (p1,2 cos Mt — go,1 sen At) sen wt (3.44)

(p1,2 o8 At — g2.1 sen At) coswt + (q1,2 o8 At + po,1 sen At) sen wt

resultado idéntico dquele obtido no cdlculo da evolucdo quantica para os estados coerentes
(3.35). Com este resultado, todo o formalismo estatistico pode ser desenvolvido em qualquer
instante, bastando para isso que definamos as distribuicoes iniciais. Como ja discutimos
no capitulo 2, as distribuicoes iniciais para estados coerentes sao funcoes Gaussianas [vide
eq.(2.29)] e para os estados de niimero, sdo fungdes Poissonianas [vide eq.(2.30)]. Assim, as
distribuicoes classicas iniciais ficam escritas nas formas

2
Pec(d D) H [ (@ — qk0)G (Pk _pkﬂ)}a (3.45)

Pen(q. ﬁ [ ) pk)] (3.46)

pen (@ 9,0) = G(a1 — q10)G(p1 — P10) P (g2, p2), (3.47)

nas quais os indices ec, en e cn indicam que as distribuigoes se referem aos estados coerentes,
aos estados de ntiimero e a estados do tipo coerente®niimero, respectivamente.
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3.2.3 Comparacao entre as Entropias

Entropias de Estados Gaussianos

Vamos agora ao cilculo das entropias. O primeiro passo é o calculo das distribuigoes no ins-
tante ¢, o qual é feito através da receita discutida no capitulo 2: p(q, P, t) = pec(q(—1t), p(—1)).
Depois de alguma algebra, obtém-se o seguinte resultado para a distribuicao cléssica:

_ [R-K(t)Rq]T [R—K(t)Rq]
2h

pec(Rut) = ‘ ’ (3'48)

(2mh)?
com

M wt] cos At M[Z]M [wt] sen At
K(t) = : (3.49)
M[Z]M [wt] sen At M wt] cos At

em que M sio as matrizes bidimensionais de rotacio definidas no capitulo 2, R” = (q1,p1, ¢2, p2)
e Rg = (q10, P10, G20, P20), sendo que T denota a operacao de transposi¢ao matricial. A equagao
(3.48) é interessante porque mostra que a ditribuicao global tem formato Gaussiano em qual-
quer instante. De fato, neste caso, a condicdo de normalizacao para a entropia no instante
t = 0, implica que o sistema sé serda “puro” se o estado global for Gaussiano, como ocorre.

O préoximo passo é obter a distribuicao reduzida através do traco nas varidveis de um dos
osciladores, digamos o do oscilador 2. Como resultado, obtemos

_[Ri—cWIT[R —0®)]
2h

pleC(Rlat) = ¢ 27rh [} (350)

C(t) = M[wt]Ryg cos At + M[T] M [wt] Ry sen A, (3.51)

sendo RT = (q1,p1) e Rfo = (qko, Pro)- Uma equagao completamente andloga pode ser obtida
para o oscilador 2. Note-se que a distribuicao reduzida também evolui coerentemente, isto
é, preserva o formato Gaussiano. Novamente, fica obedecida a condi¢do de pureza do estado
inicial, isto é, o estado evolui com a mesma forma da distribuicao inicial.

Em seguida, toma-se o quadrado da distribuicao (3.50) e realizam-se integrais Gaussianas
para mostrar que de fato 6,‘;’1 (t) = 0, resultado este idéntico ao do processo quantico.

Entropias de Estados Nao-Gaussianos

Vamos agora ao caso mais interessante: o cdlculo das entropias para os estados de ntimero.
O célculo geral analitico para nq e no quaisquer é bastante complicado pois envolve integrais
de funcgoes Poissonianas de altas ordens, e por isso analisaremos apenas os casos de estados
de nimero de poucos fétons. O estudo serd feito para trés casos simples: (a) [1(0)) = |0, 1),
(b) 1(0)) =11,1) e (¢) [1(0)) =10,2). O caso [1(0)) = |0,0) corresponde essencialmente ao
produto de dois estados coerentes, os quais, ja sabemos, nao emaranham na RWA.

Antes de prosseguirmos com as comparagoes, vamos mostrar um resultado que pode nos
guiar na direcao do calculo das entropias e nos auxiliar na interpretacao dos resultados. Trata-
se da evolugao temporal de uma distribuicao da forma (3.47) para o caso [1(0)) = |agp, 1),
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sendo oy = Wﬁ. Note-se que se ag = 0, estaremos simulando os casos com condicao inicial

(a). Através do procedimento usual, calculamos as distribui¢des reduzidas de cada espago e
as escrevemos aqui utilizando a notacdo do caso anterior:

_R Yy WIT[R Y ()]
2h

® plcn(Rla t) = Al (t) s 27h ?

(3.52)
[RY, Rig sen 2 At+2h] cos? A+ [RY Ri+2RY M{x]Y ()] sen 2\t
Al (t) — 2h )
com Y (t) = cos A\t M [wt] Ry, e
_ [Rz—X(t)];[Rz—X(tﬂ
g p2cn(R27 t) = AQ (t) € onh )
(3.53)

[R%" R272XT(t)R2:| cos? M+ [R?O Rig cos? )\t+2h] sen 2\t
2h )

Ay (t) =

com X (t) = sen \tM[Z]M[wt]R1y. De posse dessas distribuicdes, procede-se ao calculo das
entropias lineares de cada subsistema através do procedimento ja descrito. Abaixo, apresenta-
mos diretamente os resultados obtidos nos formalismos quantico e estatistico para as entropias
lineares do k-ésimo subsistema:

* (a) [%(0)) = 10,1):

1 S¢(t) = —Senf)‘t (3 + cos2At) ,
Ix(t) = 3 sen 2\, (3.54)
55t (t) = —sen* \t.

o (b) [9(0)) = [1,1):

220t 220t
5 (t) = SenT (5+ 3cos 4Mt), 5el (1) = 56272 (5+3cosdMt).  (3.55)
e (c) [4(0)) =10,2):
2
2
3 (t) = senliﬁ)\t (13 + 3 cos4At), 6¢1(t) = numérico. (3.56)

Para a entropia de Von Neumann, o calculo estatistico foi feito sempre numericamente, en-
quanto o célculo quantico é analitico e geral em n; e ng (3.41). Nos casos acima, o célculo
quantico produziu:

e (a) [¢(0)) = 0,1):
Si(t) = —cos*At1n (cos 2At) — sen?AtIn (sin?At). (3.57)

o (b) [9(0)) = [1,1):

(3.58)

in 22\t
Sk(t) = — cos*2\t In (cos 22)\15) _ sen292)M1n <sm )
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e (c) [4(0)) = 10,2):

Si(t) = — cos® At In (cos4 At) —

sen )\t 1n (sen4)\t) -

2

sen 22\t < sen 22\t
In

5 ) (3.59)

Note-se que todas as entropias independem da condigao inicial ou da largura do pacote, assim
como havia ocorrido no caso da interagao bilinear. No caso (a) das entropias lineares, isso
significa ainda que teremos exatamente a mesma entropia para qualquer estado coerente que
utilizarmos. Além disso, todas as entropias se anulam no caso nao-interagente (A = 0), como
se espera. Nas figuras 3.6 e 3.7, nas quais mostramos graficamente esses resultados, ficam
explicitas as diferencas entre as previsdes de cada formalismo.
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Figura 3.6: Entropias lineares quanticas (linha tracejada) e cldssicas (linhas sélidas) para as condi¢des
iniciais descritas de (a) a (c). Classicamente, nos casos (a) e (c), as entropias de cada subespago s&o
diferentes (6§ > 0 e 8§ < 0), o que ndo ocorre quanticamente. Por outro lado, no caso (b), as entropias
de cada subespago se igualam.

| / ! \
Lo \ / h
05 r | L [ v

At

Figura 3.7: Entropias de Von Neumann quéanticas (linha tracejada) e cldssicas (linhas sélidas) para
o caso |(0)) = [0,2). Nao ha informacgdo qualitativa diferente dos resultados apresentados pelas
entropias lineares na figura 3.6-(c).

Principalmente nos casos em que os espacos comecam com estados de “natureza” diferente
(um coerente e um de ndmero), isto é, com diferentes larguras no espaco de fase, é que as
diferencas sao mais contundentes: a entropia classica dos subespacgos sao diferentes, uma
delas negativa, e nao se pode sequer prever a separa¢ao dos espagos em A\t = 7. Apesar desse
aparente fracasso do formalismo estatistico, uma andlise mais cuidadosa da questao pode
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nos levar a entender melhor o problema e a propor um procedimento mais adequado para a
comparacao.

De fato, todos os “problemas” apontados nos resultados estatistico sao oriundos da nor-
malizacdo da entropia linear, a qual foi implementada para que inicialmente a entropia fosse
nula, a exemplo do que ocorre quanticamente. Lembremo-nos da férmula da entropia classica:

[ dardprpi(t)
[ dardpip3(0)

Suponhamos entdao que o subespago 1 comece com um estado de niimero e que seja levado,
pela evolucao do sistema, a um estado coerente. Neste caso, o numerador da equacao acima
ficard certamente menor que o denominador, e a fracao serd menor que a unidade, de modo
que a entropia crescerd, como de fato se espera. Por outro lado, suponhamos que o subespaco
1 comece agora com um estado coerente e que seja levado para um estado de niimero num
instante t. Neste caso, como a normalizacdo inicial era a de um estado coerente, a fracdo
na equacao acima serd maior que a unidade e teremos uma entropia negativa. Esse mesmo
argumento, nos ajuda a entender porque as entropias dos subespacgos podem tomar valores
diferentes, o que nao ocorre quanticamente.

Essa argumentacao pode ser corroborada analisando-se as densidades reduzidas evoluidas
nos casos de estados iniciais com normalizagoes diferentes. Vejamos por exemplo, os opera-
dores quanticos do caso |¢(0)) = [0) ® |1):

Sp(t) = (3.60)

o p1(t) = cos 2 At[0)(0] + sen2At|1)(1],
(3.61)
. pa(t) = sen2At|0)(0] + cos 2\¢|1)(1].

Calculemos agora a funcdo () com a normalizacao adequada para a comparacao com a distri-
buicao classica:
_ 0 oA
9 2 _ Pp +¢11
2 Pitadi )\ e 2h
+ sen“At ( o ) 57T ,

2+ 2
Q1(q1,m,t) = LalzBlan) _ ;52 3¢ [78_1)12;1
' Pls 2mh 2mh

(3.62)
2 2 r 9 9 A
p: ~P2ap 9, 2\ -—P2tad
21p2(t)]a: 3+
Q2(q2,p2,t) = % = sen?\t [6 55— | +cos? At (Pzg};b) e~ I
A partir de (3.52) e (3.53), com gy = 0, calculam-se as distribui¢oes classicas:
*p—h—%;q% [ 2402 ,1’%;“1% T
P (g1, p1,t) = cos? At | S5 —| + sen?At <P12hql) e |
- ] (3.63)
05 (g2, p2,t) = sen?At | 52— | + cos® At <P22hq2) -

Note-se que as distribuigoes no espaco de fase (3.62) e (3.63) sao idénticas, e reproduzem exa-
tamente aquilo que dissemos na argumentacao exposta acima, isto é, de fato, os subsistemas
transitam durante a evolucao de um estado de ntimero para um estado coerente e vice-versa.
Dizendo ainda de outro modo, o sistema realiza transicées entre estados puros pertencentes
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a base dos estados de nuimero, no caso, o estado de vacuo e o estado de um féton. Entao,
o subsistema 2, que come¢a com um estado “maior” (largura maior no espaco de fase, por
exemplo), e que depois, em At = T, se transforma em um estado coerente, tera entropia
negativa, como temos obtido! E como se a normalizacao fizesse a “calibracao” de uma unidade
de medida de volume do sistema; assim o tempo todo, se compara o volume do pacote
evoluido com a medida inicial. Entao, se a distribuicao vai se “localizando” em relagao ao
instante inicial, é como se o sistema ganhasse informacao, isto é, perdesse entropia! Na figura
3.8, mostramos as distribui¢oes cldssicas (iguais as quanticas) no espaco de fase para o caso
discutido acima. Nesta figura, observa-se claramente as diferencas de “tamanho” entre as
Gaussianas e Poissonianas que identificam os estados coerentes e de nlimero respectivamente.

p1(0) p2(0)

Figura 3.8: Distribuigdes classicas para o caso [1(0)) = |0,1) em At = 0 e no primeiro instante de
recoeréncia quantica A\t = J.

Ainda h4 um ponto importante a ser comentado a respeito dos resultados expostos nas
equagoes (3.61)-(3.63), o qual se refere justamente a uma das grandes diferengas entre os
formalismos quantico e estatistico. Vejamos o que ocorre quando tomamos o quadrado da
distribuicao classica 1 e comparamos com a projecao em estados coerentes do quadrado do
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operador densidade reduzido do espago 1:

2 2 ) ,
bi -t 2 o\ 2 _Pitel
t
W = cos' M % + sen )t (P1 —72%) : h | (3.64)
2+ 2 2+ ,
( cl(t))Q cos? M\ e*% +sen4)\t 1 (p%ﬁ—q%)?e%
p — 1 1
1 4dmh wh 2 5 5 —
2+ 2
n sen 2\t cos 2t p% + q% e*%
4mh A s '

na qual foram “encaixotados” os termos classicos que ndo aparecem na férmula quantica. Além
do ultimo termo cldssico, que se refere ao fato de ndo existirem estados cléssicos ortogonais
como “(0|1) = (1]0) = 07, h4 ainda o fator & multiplicando o segundo termo do lado direito
do sinal de igual. Este fator é proveniente do traco parcial sobre estados que nao contém
a normalizacao que lhes é adequada, o que é uma manifestacao matematica da questao da
normalizacao de estados de “naturezas diferentes”, que ji mencionamos. Os denominadores
“drh” serao cancelados pela normalizacao da entropia classica e portanto nao tém qualquer
influéncia sobre o resultado, apesar de justificarem a necessidade de tal normalizagao.

Ao final dos calculos, depois das integrais mas ainda em uma versao nao simplicada,
obtém-se entao as seguintes entropias:

61(t) =1 — (cos? At + sen®)t),

- (3.65)
) =1~ (cos4 At +sen4)\t +‘ sen At cos 2\t ‘) ,

nas quais podemos identificar claramente as assinaturas do formalismo estatitico, que foi
formulado em termos de fungoes classicas nao-ortogonais, cada qual com sua condi¢ao peculiar
de normalizacao. Fica ai justificado também o fato de as entropias classicas terem apresentado
amplitudes menores que as de seu correspondente quantico em calculos realizados para os
sistemas com interacdes bilineares.

Grau de Emaranhamento I(t)

E importante notarmos que em M\ = 7, para o caso de estados iniciais com normalizagoes
diferentes, nao foi possivel prever a condicao de separabilidade dos sistemas. De fato, quando
o sistema quantico volta a ficar puro (apesar de nao voltar ao estado inicial), o sistema
classico nao consegue reconhecer o novo estado como sendo “puro”, pois foi calibrado com
uma condi¢ao de normalizagao diferente, como argumentamos acima.

Inspirados na proposta de uma medida de entropia para sistemas que comecam sua evo-
lugdo a partir de estados misturados [75], propomos a seguinte medida quantica do grau de
emaranhamento entre dois subsistemas descritos por uma matriz densidade global p(t):

1(t) = Tr [B(t) - 72(t) ® 33(0)] (3.66)
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com py(t) = Tr[p(t)]. Entdo, lembrando que 6 = 1 — Tr[px?], podemos reescrever I(t) em
termos das entropias lineares do sistema:

I(t) = 01(t) + 02(t) — d1(#)d2(2) — 6(%), (3.67)

sendo 0(f) a entropia linear do sistema global, a qual em nossos casos serd sempre nula,
uma vez que o sistema global serd sempre puro. Agora, o grau de emaranhamento para
distribuicoes classicas pode ser imediatamente definido, bastando que usemos a definicao de
entropia estatistica classica que temos proposto.

Apesar de nao trazer muita informacao intuitiva neste ltimo formato, o grau de ema-
ranhamento é manifestamente mais “democratico”, uma vez que traz consigo a informacao
contida nas entropias de ambos os espacos. Além disso, no caso em que as entropias dos
subespacos forem iguais, sejam elas quanticas ou classicas, teremos

I(t) = 205, — 02, (3.68)

mostrando que a entropia linear é suficiente para exibir a dinamica de emaranhamento do
sistema, sendo portanto, um caso particular da medida I.

Utilizando essa nova medida, teremos para o caso |(0)) = |0,1), por exemplo,

2ot

) = ETE%Z___(15 + cos4At) (3.69)
22t

It = Eggg———(7—kc0s4kﬂ, (3.70)

que mostra claramente que, apesar das diferengas em amplitude, temos agora as mesmas pre-
visoes para a separabilidade do sistema. De fato, na figura 3.9, vemos claramente a igualdade
qualitativa entre as previsoes dos formalismos quantico e estatistico.

(a) (b) (c)
1 1 10
08 08 08
o6t | | i fy Jost) 106
| ) \ F ; \ | \ : Vo Vo Vo '
o4t b b i oal b [ L foa
o2 fi AT AL A ez
oY 0 .
0 2 4 6 o0 6.0

At At

Figura 3.9: Graus de emaranhamento quénticos (linhas tracejadas) e cldssicos (linhas sélidas) para
as condicoes iniciais descritas de (a) a (c¢) (equivalente a figura 3.6). Agora, as previsoes sdo qualita-
tivamente iguais.

Ainda falta um ponto a ser investigado: o que acontece se utilizarmos como estado inicial
classico o produto das probabilidades marginais? Calculemos como exemplo 0 caso mais
simples |¢(0)) = |0,1). Neste caso, os polinémios de Hermite tomam uma forma bastante

Renato M. Angelo Tese de Doutorado



66

3.2. Interacdo RWA

simples de modo que podemos escrever

p(0) = [q1qzl(0)I? [{p1p2|1(0))|?
= Ua|0)* [{p1]0)]* Kaal1)]? [{p2] 1))

_q _n
e h e

4 4} 4 _p3
o \ v | Wamee m s ree (3.71)

Na figura 3.10, mostramos o novo comportamento clissico oferecido por este tipo de distri-

buigdo inicial. De fato, a tinica mudanca significativa ocorre em relacdo a amplitude, de modo
que o novo resultado fica consideravelmente mais proximo do quantico.

=t

0.8

0.6 i

I 0.4

0.2

0.0

Figura 3.10: Grau de emaranhamento quantico (linha tracejada), e cldssicos com distribuicées iniciais
baseadas na funcdo @) (linha sélida) e nas probabilidades marginais (linha tipo traco-ponto) para o

caso [¢(0)) =10,1). O comportamento qualitativo é sempre o mesmo, mas as distribuicoes marginais
se aproximam mais do resultado quantico em amplitude.

Uma das propostas iniciais para o estudo do formalismo estatistico era justamente veri-
ficar se ele seria capaz de reproduzir os resultados do formalismo quéantico. Neste sentido,
podemos dizer que no caso das interacoes bilineares, o formalismo estatistico teve grande
sucesso como “substituto” da mecanica quantica, pelo menos do ponto de vista da medida do
emaranhamento e do cdlculo de valores esperados. De fato, a semelhanca qualitativa entre os
resultados aconteceu mesmo no caso de estados iniciais ndo-Gaussianos. Entretanto, ainda é
muito cedo para levarmos adiante esta concepcao de uma mecéanica alternativa para explicar

o emaranhamento quantico. No préximo capitulo, faremos o estudo de sistemas nao-lineares,

a partir do qual poderemos tomar uma postura mais definitiva sobre a entropia linear classica
e, em geral, sobre o formalismo estatistico.

Parte dos resultados descritos neste capitulo foram organizados num trabalho [71] em
colaboragao com os professores S. Vitiello, M. A. M. de Aguiar e K. Furuya, todos do DFMC
- IFGW/UNICAMP.
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Capitulo 4

Sistemas Integraveis Nao-Lineares

Neste capitulo, continuaremos com a andlise e comparacao entre o formalismo quantico
e estatistico, porém agora no campo dos sistemas nao-lineares. Estudaremos essencialmente
dois novos sistemas, que trazem alguns novos ingredientes quanticos: o fendomeno de colapso
e ressurgimento e o fenémeno da auto-interferéncia. Quais serao os resultados oferecidos pelo
formalismo estatistico nesses casos em que ocorrem fendémenos sem analogo classico?

4.1 Oscilador Quartico 1-D

Seja o sistema Hamiltoniano

H(g,p) = wHo(g,p) +V(g,p), (4.1)

sendo o potencial V adequadamente simétrico em g e p, isto é,

V(g,p) = V(p,q) = f(AHo), (4.2)

em que Hg é a Hamiltoniana quadratica do oscilador harménico expressa por Hg = % (p2 + q2).
Nesse caso, o operador Liouvilliano cldssico sera dado por

La.p) = w(ady—pdy) + I (Ho) (a0 — 00,

= (w+Af)Lola.n). (4.3)

em que f’ denota a primeira derivada de f em relacao a A Hg. Entao, de acordo com os
resultados previamente estabelecidos para o oscilador harmoénico [vide eq. (2.44)], podemos
integrar imediatamente as equagoes de movimento:

[q(t)] _ Lt [Q] M) [q], (4.4)

p(t) P p

|: COS T sen T :|

= 7(w, A, g, p,t) = A fOt.
Ceent cost T=7(w,\qp,t) = (w+ A f)
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Como consequéncia, obtém-se a evolucio temporal da distribuicao cldssica inicial:

p(g,p,t) = e“4P)py(q,p,0) = py(q cosT — p senT,p cos T + g senT,0),
(4.5)
= (w+Af)t

Em particular, podemos resolver um problema semelhante ao do oscilador anarmonico de
Milburn, cujas versoes clissica e quantica foram estudadas em seu trabalho de 1986 [76].
Iniciamos com a definicdo da Hamiltoniana classica:

H = wHo + gHE,
(4.6)
2 2
Ho = q ;P
Facamos agora a quantizacao do sistema,
(¢:p) = (Q, P),
(4.7)

[@, ]3] = 1h,
seguida da transformacao para operadores bosonicos:
~ h ~ h(a—a
Qz\g(awf) e P= 5(“27“). (4.8)

Finalmente temos o Hamiltoniano quantico escrito na forma que nos sera adequada:
- 1 1\?
H = hw <a*a+ 5) + hig <6T'd+ 5) , (4.9)

na qual foram desprezados termos constantes que nao contribuem para a dindmica. Este é
essencialmente o Hamiltoniano utilizado por Milburn para o estudo da dinamica do oscilador
anarmonico [76], com uma diferenca importante na constante de interacdo. Aqui estamos
construindo nossas versoes classica e quantica da dindmica tendo em mente a seguinte pres-
cricao para o limite cldssico de sistemas quantizados a partir do préprio formalismo classico:
H = lim(a|H|a), (4.10)
h—0
sendo que o processo oposto, o da quantizacao, foi definido acima. Entao nossas constantes
sao todas definidas de forma a permitir que o ciclo se feche consistentemente (figura 4.1).

[QP]=ih

T

Hgp) H(Q,P)

\/

lim<o | H !l o>

h—o0

Figura 4.1: Esquema da definicdo do processo de quantizacao e de limite classico.
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Nossa intencao agora é obter as solucdes analiticas das equagoes de movimento cldssica e
quantica, a fim de observarmos o regime semicldssico da mecanica quéntica, obtendo alguma
intuicao sobre as correcoes quanticas sobre o movimento cldssico e tentando definir o tempo
de quebra de correspondéncia.

4.1.1 Solugao Classica

Em primeiro lugar trabalharemos com a dindmica classica, pois neste caso simples, a
solugao pode ser encontrada de forma imediata através das equagoes de Liouville. O célculo
se inicia pela determinacao do operador Liouvilliano do sistema:

£ = {H. }= (aqH)ap - (apH)aq

= [wt+ gt(q® +p*)] Lol(g,p), (4.11)

sendo Ly o operador Liouvilliano de momento angular que gera rotagoes no espacgo de fase
[definido em (2.38)]. Entdo a evolugdo de um ponto inicial (g, po) no espaco de fase é dada

por
COS T, sen 7,
<q(t)> _ ‘ ‘ <qo>
i(i/ — Sen 7. COS T¢ &
R(t) ~ “ Ry (4.12)
M]r]
Te = wt + gAt,

com A = g2 + p2. Entdo, lembrando que M[z + y] = M[z]|M[y] = M[y]|M|[z], reescrevemos a
solucao classica de forma ainda mais compacta:

A R(t) = M[gAt] M[wt] Ro. (4.13)

O sistema é unidimensional e evidentemente integrdvel, mas ainda assim é interessante obser-
varmos a existéncia de mais uma constante de movimento utilizando a propriedade M T [z] M [z] =
M[—z|M[z] = M[0] = 1:

RY(R(t) = Rj M"[wt] MT[gt(qd + p3)] Mlgt(as + p5)] Mlwt] R

~/

"'

1

= Rl M7T|wt] M[wt] Ry

N —
1
= RIRy=q +p2=A. (4.14)

Note-se que a constante A é proporcional & drea do circulo de raio Ry definido no espago
de fase classico e, portanto, pode ser entendida como uma acao classica caracteristica desse
sistema.
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4.1.2 Solucao Quantica

A grandeza quantica andloga ao vetor R(t) cldssico pode ser definida como

R0 = 01 2)10) = tole (2 R, (4.15)

em que usamos um estado inicial coerente definido em termos da condigdo inicial classica
ag = Wﬁ. Utilizando a transformacao (4.8) e o Hamiltoniano diagonal (4.9), encontra-se
facilmente a solucdo dinamica do problema quantico:

—z(w—l—Zgh)t] n

e~ 9 ) (4.16)
V! ’

i) = [ 3 e

n=0

A (R(t)q = A(t) Mlrg] Ry,

sen 2hgt
o = (w + 2hg)t + ATg, (4.17)
56712
Alt) = e A e
O limite classico nesse caso é analitico, assintético e imediato:
li = wt + gAt =
h1_1>r(1) TQ =wt+g Te,
lim A(t) =1
Lim A(f) = 1, (4.18)

%i_r)r(l)(ﬁ(t))Q = M[gAt]M[wt]Ry = R(t).

Regime Semiclassico

Podemos tentar ganhar alguma intuicao sobre o regime semiclassico, ou seja, vamos tentar
entender de forma mais clara como ocorrem as corregoes em /i sobre o movimento cldssico.
Nesta direcao, utilizamos as propriedades da matriz M e realizamos expansoes em série de
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Taylor da funcao seno que compde 79 na equacgao (4.17):

(Rit)e = Al M[A Ser;fihgt] M{[2hgt] M[wt] R
o0 2k+1
= A(t)M[% Z(—l)k%] M|[2hgt] M[wt] Rg
k=0
0 ] 2k 41 -
— At) (HM_%( 122/(-@2-72931 ) M{[2hgt] M|wt] Ro
k=0
S k 2k+1 -
— A1) (H M %( 122(2?3' ! ) M[2hgt] M[gAt] M[wt] Ro
k1 P
© 4 vk 2+1 -
— A@) (HM_%( 122]%93! _)M[tht]R(t)
k=1
— A(t) - M[ 21;1 (27:;‘("” ]M[ 21;1 (2’%‘1” ]M[zhgt]R(t). (4.19)
2 T1

Nesta expansao fica explicito um aspecto interessante: o movimento do centréide do pacote
quantico é composto por um produto infinito de pequenas rotacoes (em ordens de /) modula-
das por A(t) sobre o movimento cldssico. Note-se que duas corregoes sucessivas sao realizadas
sempre em sentidos opostos, como um zigue-zague com amplitudes diferentes.

Tempos Caracteristicos das Rotagoes

Uma vez que temos evidenciado as diversas correcoes da mecanica quantica ao movimento
classico, podemos também definir escalas de tempo em que cada correcao seja desprezivel em
relacao a precedente. Para tanto, definimos um tempo caracteristico de rotacdo t;, do sistema,
como sendo o instante em que podemos desprezar a correcao M|[7111], ou seja,

|Tr1] << |7k

A (=D)FHT(2ngt)*k+3 ‘ gy ‘ A (=1)*(2ngt)**+1
on  (2k +3)! 2h (2k + 1)!
2k + 3)!
2hgt)? (
(Rhgt)” << GET D)
1
t << 3% (2k + 3)(2k + 2). (4.20)

E entao definimos formalmente os tempos caracteristicos como

B2k

ly = 5 (4.21)

1
gh

(k eN),
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que dao uma estimativa da escala de tempo em que podemos truncar a aproximacao semi-
cldssica no termo k, desprezando ordens superiores para as rotacoes semicldssicas. Observe-
se a dependéncia desses tempos com A: no limite cldssico, cada tempo diverge com A~!.
Obviamente, existe ainda uma outra escala a ser discutida, aquela que esta relacionada com
o fator de modulagao A(t). Voltaremos a este ponto mais tarde, quando tratarmos do tempo
de Ehrenfest.

4.1.3 Solucgao Estatistica

Utilizando o formalismo estatistico definido nas secdes anteriores, podemos calcular médias
analogas as quanticas:

(R(t)e = /Oodqdp (Z)p(q,p,t)

— o0

Y1 COSTE Yo S€eNTg
= A(t) <q°> : (4.22)
—7Y2SenTgp Y1 COSTE &
Ry
com
( A (2ght)>

T 2R 14(2ght)2
€
Al) = “gmr

11(t) = 1 — (2ght)? — 4(ght) tgTe,

Y2 (t) = 1 — (2ght)* — 4(ght) cotrp, (4.23)

At
TE = TE(t) = wl + 1+(92gﬁt)2’

( A = gf +p§.

Utilizando a notacao das matrizes de rotacao M, podemos reescrever essas equacoes nuin
formato mais compacto:

A (RO)w = AW {11 - 2gnt)2] + 49Tt [x/2] } Mlry] Ro,

( _A (2ght)?
2R T4 (2ght)2
A(t) — e (2ght)

1+(2ght)2 (4'24)

gAt

TE:CUt-l'Wa

{ Azqg—i—p%.

E importante notarmos que a mecanica cldssica também deve ser o limite desse formalismo
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para A — 0. De fato:

lim A(¢
hgrg]()

lim 75 = wt + gAt = 7o, (4.25)

T (R(t))p = MIgAM[wt]Ry = ().

Regime “Semiclassico”

Expandindo 75 em termos de A, podemos escrever as solucoes do centréide estatistico em
termos do vetor cldssico R(?):

(R(t)p = A(t){[l—(2ght)2]+4ghtM[7r/2]} gAtZ k (2git) | M[wt] Ry

30
= M{gAt Z " (2gh1)*"] MgAt)M[wi] R

R(t)

- M [&—l)kgAt(2ght)2’i] R(t).

Tk

A exemplo do que ocorria quanticamente, o centréide estatistico também é constituido por
infinitas corre¢des (rotacoes do tipo zigue-zague) sobre o vetor cldssico, além da modulagio
imposta pelo fator £(t).

Tempos Caracteristicos das Rotagoes

Utilizando exatamente o mesmo procedimento que utilizamos no formalismo quéntico,
podemos definir os tempos caracteristicos das rotacoes estatisticas como

1

= —,
k 2gh

(4.26)
o qual, ao contrario do tempo quantico, ndo depende de k, isto é, o tempo entre duas corregoes
sucessivas ¢ sempre 0 mesmo.

4.1.4 Colapso e Ressurgimento

Do ponto de vista das diferencas entre os resultados quantico e estatistico, talvez o
fendmeno mais curioso seja 0 do colapso e ressurgimento. H& uma série de trabalhos na
literatura que apontam para a ocorréncia desses fenémenos para grandezas como o nimero
médio de fétons (energia média do oscilador) [77-79]. Aqui, veremos o fenomeno de colapso
e ressurgimento nos proprios valores esperados quanticos, mas nao nos valores esperados
estatisticos. De fato, isto pode ser imediatamente constatado por simples inspecao do ter-
mo de modulagdo A(t) nas equagoes (4.17) e (4.24). Podemos ainda, fazer o célculo de
A(t) = (R(t))T(R(t)) (A(t) para o cldssico, Ag(t) para o quantico e Ag(t) para o estatistico),
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uma grandeza que pode ser diretamente relacionada a uma acao (a¢ao do centréide). Como
resultado, obtemos

A(t) = RT(t)R(t) = A,

_2A o2
Aq(t) = e™n > IMA, (4.27)

_ A _(29ht)®
Ap(t) =e "1+CorZ A

sendo A = ¢ + p3 uma constante de movimento cldssica. Aqui, as diferencas entre os forma-
lismos se tornam evidente. Fica bastante claro que a grandeza Ag(t) jamais voltard ao valor
inicial A, pelo contrario, & medida que o sistema caminha para o equilibrio (t — 00), a ac¢ao

). s . . _A
do centréide estatistico tende assintoticamente a e~ 7 A, sendo este valor tanto menor quanto
mais préximos estivermos do limite classico % — 0.

Por outro lado, a agao do centréide quantico exibe ressurgimentos, cujos instantes de
ocorréncia podem ser calculados analiticamente observando-se os instantes em que a acao
volta ao seu valor inicial:

sen (ght) =0 = ght=nm, n=0,1,2...
B =™ (n € N). (4.28)
Entao, os tempos de ressurgimento t,, ficam assim definidos como mltiplos do periodo de
ressurgimento:

A TR = —. (4.29)

O periodo de colapso é exatamente igual ao periodo de ressurgimento, mas os tempos de
colapso estao obviamente “defasados” em relacao aos tempos de ressurgimento:

1\ =«
() — ) =
ty <n+ 2) pr (n € N) (4.30)

Os comportamentos discutidos estao dispostos na figura 4.2.
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Figura 4.2: Valores esperados e acdo do centrdide (curvas solidas) para o formalismo estatistico
(coluna da esquerda) e para o formalismo quantico (coluna da direita). Os correspondentes classicos
estdo apresentados com linhas tracejadas. Esses resultados foram obtidos para w = 2, g = 0.1,
g =po=15eh=1,demodo que A=4.5¢e 7 = 7¢ = 107.

4.1.5 Tempos de Quebra de Correspondéncia

Ja vimos que podemos definir tempos caracteristicos para rotagdes como sendo tempos
em que as corregoes quanticas ficam significativas, fazendo com que ocorram defasagens em
relacdo ao resultado classico. Por outro lado, para grandezas como as acoes definidas ha pouco,
este tipo de quebra de correspondéncia é totalmente insignificante. Muito mais relevante é
observar as diferencas impostas pelos fatores de modulacdo. Podemos definir entdao tempos
de quebra de correspondéncia entre os formalismos quantico e cldssico (tgc), estatistico e
cldssico (tgc) e quantico e estatistico (tgp) através das relacdes

Ag(toc) _ £l Ap(tec) _ 41 Ag(tgr) +1 (4.31)

— VY =€

Altge) 7 Aipe) Ag(tqr)

Estamos agora dentro do contexto das escalas de Ehrenfest, com as quais trabalharemos
posteriormente de forma mais detalhada. No momento, basta que enxerguemos o problema
do ponto de vista da comparacao entre os trés formalismos com os quais temos trabalhado.

Utilizando o resultado (4.27) para tempos curtos e pacotes coerentes localizados (i peque-
no), obtemos as seguintes escalas:

1 A 0.5
toc = tQE—g—A(%) , (432)

1 A 0.5
= —|—= . 4.
we = —(3) (4.53)
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Surpreendentemente, de acordo com esses cdlculos, os resultados quéantico e cldssico “cami-
nham juntos” por mais tempo que os dos formalismos estatistico e classico. De qualquer
modo, se “ajustdssemos” a largura da distribui¢ao cldssica (com o = g, por exemplo)?,
teriamos escalas idénticas de quebra de correspondéncia. Isso de fato, estd em acordo com a
idéia conceitual da escala de Ehrenfest como veremos adiante. Observe-se ainda que os tempos
de quebra de correspondéncia divergem, como de fato se espera, & medida que tomamos o
limite cldssico (A — 0) ou o limite de interacao fraca (gA — 0).

4.1.6 Distribuicoes de Probabilidade no Espaco de Fase

Uma outra forma de entender porque ocorrem os ressurgimentos nos resultados quanticos
mas nao nos estatisticos é observando a evolucao das distribuicoes de probabilidade no espaco
de fase. No formalismo estatistico a distribui¢ao é dada diretamente por p(q,p,t) enquanto
na mecanica quantica precisamos das distribuicoes de quasi-probabilidade, como por exemplo
a funcao de Husimi

Qq.p.) = AP (434

sendo p(t) o operador densidade quintico e o = ‘i;%{l". A normalizacao foi escolhida para que

a comparacao com o estatistico se fizesse em escalas e unidades apropriadas. Na figura 4.3,
mostramos a evolucao das distribuicoes estatistica e quantica em trés instantes: na primeira
linha, temos o instante inicial (estados coerentes, com distribui¢oes Gaussianas); na segunda
linha, temos o instante do primeiro colapso (t(()c) = 2%h); e na terceira linha, temos o instante

. . R U
do primeiro ressurgimento (tg ) = g”—h) Note-se que a distribuicao classica se “enrola” cada

vez mais e jamais volta a se organizar num formato Gaussiano, como ocorre com a distribuicao
quantica. Assim, é de se esperar que o centrdide realmente convirja para um valor pequeno
[ef%Ro, conforme eq. (4.24)] & medida que o sistema evolui. Nos instantes de colapso o que
ocorre com a distribuicao quantica é a chamada auto-interferéncia, isto é, o pacote quantico
acaba ficando deslocalizado em fase, fica espalhado, formando um anel, e acaba interferindo
consigo proéprio, construindo superposicoes macroscopicas, como pode ser observado na linha
do meio da figura 4.3. Por outro lado, a distribuigao cldssica nao consegue interferir consigo
mesmo e acaba se interpenetrando, elongando e afinando seu tentaculo cada vez mais. No
caso quartico bidimensional, exibiremos mais detalhes da evolucao das densidades e veremos
claramente a manifestacdo da auto-interferéncia. Agora, vamos mostrar que de fato, nos
instantes de colapso, temos uma superposicao de estados coerentes, ou seja, temos um estado
de gato de Schrodinger.

De forma geral, vamos estudar tempos da forma ¢, , = glhg’ sendo 7 e s inteiros primos
entre si. Nesses instantes, o vetor estado do sistema assume a forma

agl2 & [aoe—z(wgh)tr,s]"
2

e 5 |n). (4.35)
n=0 \/m

|¢(tr,s)> = €

Seguindo o exemplo de Banerji [80], usaremos a seguir a transformada de Fourier discreta

'De fato, esta escolha para a largura inicial da densidade estatistica também é sugerida pelo célculo das
variancias do estado inicial, como pode ser verificado no apéndice C.
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Figura 4.3: Curvas de nivel das distribuicdes de probabilidade cldssica (coluna da esquerda) e quantica
(coluna da direita) no espago de fase. Na primeira linha sdo mostradas as distribuigdes Gaussianas
originais (¢ = 0); na segunda linha, temos o primeiro colapso (t = %); e na terceira linha, temos o
instante do primeiro ressurgimento quantico (¢ = glh) Esses resultados foram obtidos para w = 2,
g=01,¢g=po=15eh=1.

dada por
-1
—n?L r,8) —12mn$
e s = at(z e I, (4.36)
q=0
sendo
jo ] s ser é impar e s é par, ou vice-versa (4.37)
" | 2s, ser e ssiao ambos impares '
e
1 -1
7,8) __ —mk(kL—24
a )_7 ek (kE=28) (4.38)
k=0
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Com essas expressoes, a equagao (4.35) assume a forma

o 2 X n
|¢(t7‘,s)> = 6_% Z M a(T,S)efﬂﬂn‘lI |n>7

n=0 q=0
-1 —9or 4
= a(rys) e_‘ag|2 io: [a(trzs)e 127.(‘[1]n|n>
= e
-1
= a((;"’s) a(tr75)6722”%>, (4.39)
q=0

com «aft,s) = ape " Wtaltrs  Com este resultado, podemos concluir que nos instantes tr s
(fragoes do tempo de ressurgimento), o estado do sistema é manifestamente uma superposicao
de varios estados coerentes, algo como um “multi-gato” de Schrodinger. Mais tarde, quando
estivermos tratando o caso bidimensional, veremos claramente os varios picos Gaussianos
através da funcao ). Entretanto, nesta ocasiao, nao teremos mais os estados de gato, mas
sim uma mistura de estados de gato.

Vamos agora discutir a reversibilidade do sistema, isto é, vamos tentar responder a seguinte
questao: sob quais condicdes o sistema volta exatamente ao estado inicial? Inspecionando a eq.
(4.40) em instantes que sao multiplos inteiros do periodo de ressurgimento (t; = kg”—h, k € N),
constata-se que

[aoefz(w—}-gh)tk]"

Vn!

G = e Y

(eflghtk)n2 |n>

n=0 (e—m)kn2:(,1)kn
a2 _1\k —(w+gh)ty 1™
— . Igl Z [( 1) ape k] |'n,>
n=0 m
= |(~1)Fage e )
= |oge ¥ an) (k € N), (4.40)

em que suprimimos a fase global. Nesta expressdo fica evidente que existe uma condigao
que deve ser satisfeita para que o sistema volte ao estado inicial nos tempos de ressurgi-

mento: kgih = inteiro par. No nosso caso, tal condicao é satisfeita em todos os instantes de

ressurgimento, visto que temos usado ;’—h = 20.

4.2 Oscilador Quartico 2-D + Interacao RWA

Voltemos ao contexto das comparacoes entre os formalismos quéntico e estatistico, agora
para um sistema nao-linear bidimensional, para os quais temos ainda a possibilidade de estudar
as entropias. O modelo que estudaremos é particularmente interessante porque € integravel,
de interesse experimental e portador de fen6menos sem analogo classico.
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E importante destacar que este trabalho foi realizado em conjunto com Liliana Sanz, aluna
de doutorado da Profa. Kyoko Furuya no IFGW - UNICAMP. Uma parte dos resultados desta
colaboragao foi submetida a revista J. Phys. A [81].

A solucao analitica do problema quértico unidimensional e dos problemas de interacao
bilinear nos levaram a definir um sistema bidimensional nao-linear que levasse em consideragao
esses dois tipos de interacao, mas que ainda assim, fosse analiticamente solivel. Este sistema,
Hamiltoniano, que passaremos a chamar de “quartico”, foi definido classicamente como

2
H=w{H + 1D} + Mo +pimo) + g (M + 1P} (4.41)
N ’, D Y —
oscila.d(:r::s livres interagao RWA interagé;rquértica

; 2 2

% “+p; ~ .. . ~ . .
sendo ’Hg) = %, conforme a notacao utilizada anteriormente. Entao, realizando o procedi-
mento usual de quantizacao (descrito em segoes anteriores) obtemos o Hamiltoniano quéntico

i =t {8 + 8P} + 1 (ala + @ial) +n2g {AFY + AP }2 , (4.42)
com ﬁéi) = (6}@ + %)

4.2.1 Solucgao Classica

O operador Liouvilliano deste sistema é dado por

L= (w+gA) [Lolgr,p1) + Lo(gz2,p2)] + A [Lo(q1, p2) + Lo(gz,p1)] (4.43)

no qual a agdo caracteristica do sistema é agora dada por A = ¢? + p? + ¢ + ¢3. Nesta
expressao fica claro que o termo RWA é o responsével pelo acoplamento dos espacos. Pode-se
mostrar que o termo em A comuta com o outro termo, o que significa que podemos separar o
problema, resolvendo-o na ordem que acharmos mais apropriada. Além disso, como a algebra
estd totalmente baseada em operadores Liouvillianos do tipo Lo (z,y), cuja aplicacdo ji nos é
bastante familiar, podemos resolver o problema imediatamente:

M [gAt] M|wt] 0
A R(t) = Ry\(), (4.44)
0] MgAt] Mwt]

com

cos A\t M[0]  sen At M[7]
Ry(t) = Ry, (4.45)
sen Xt M[5] cos A\t M[0]

sendo M a matriz de rotacao bidimensional que ja utilizamos nas outras secoes. Note-se que
R(t) e Ry sao agora vetores quadridimensionais que representam respectivamente a evolu¢ao
do vetor condigao incial e o préprio vetor condicao inicial.

Através de uma &dlgebra matricial simples pode-se mostrar também que a a¢do carac-
teristica cldssica (que definimos como A(t)) é uma constante de movimento:

A(t) = RT(t)R(t) = ¢y + plo + G + P50 = A (4.46)
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4.2.2 Solucao Quantica

Para o caso de estados iniciais de niimero, ou seja, para autoestados do oscilador harmoénico,
o resultado para a fun¢ao de onda evoluida ja foi obtido no capitulo anterior. De fato, o novo
termo quartico de interacdo é diagonal na base dos estados de ntimero, contribuindo para a
dindmica apenas através de uma fase global. Assim, toda a dinimica dos estados de nimero
fica determinada pela interacio RWA, a qual j& estudamos em detalhes.

Por outro lado, o termo quartico traz contribuigoes interessantes para o caso de estados
iniciais coerentes, a exemplo do que ocorre no caso unidimensional. Calculemos entao a
evolucao de estados iniciais coerentes utilizando alguns resultados obtidos em secées anteriores.
Comecgamos reescrevendo nosso Hamiltoniano quantico como

H = wHy + AV + gHZ, (4.47)
Hy=n (a{al +ala, + 1) ,
~ SRR (4.48)
V=h(a1a2+a1a )
Observem-se agora as relacoes de comutacao entre cada componente de H:
g vl — |ats L ote I |
Hy, V| = J|aja; +aqa2 + 1, a0 +ajay
= alay [a,al] +a} [al,a| @ +al [al, @) @ + ala [a,al)
= aldy —aba, —alay + dvay
= 0, (4.49)
[ﬁg, 17] - [ﬁo, ﬁg] = 0. (4.50)
Podemos entao separar o problema em duas partes:
gthg wtHy+AtV
[P @) = e e |9(0))
problema resolvido: eq.(3.33)
gtﬁg
= e [Bi(t), Ba(1)), (4.51)

em que omitimos as fases globais. Finalmente, encontramos a expressao para o estado do
sistema no instante ¢:

() = e_\ﬁl(f)\2;‘|52(f)\2 Z [ﬂi/(TtT)!] [ﬁf/(:T_)L]! egtgo in, m)

n,m=0

_ 677'51(”'2;‘52“”2 i 181 (1)]" [B (t)]mefzhgt(n+m+1)2
om0 Vn! vml!

_ o Borsor i o~ thgt(ntm)? [Bu(t)e"29R]" [y (t)e~"20m]™

Vn! vm!

n,m)

I, m),
n,m=0

(4.52)
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que estd conectado a trajetéria classica através de [1(t) e Ba(t), os quais foram definidos na
equacao (3.34). Agora podemos calcular o vetor “centréide” composto pelos valores esperados
das coordenadas do espagco de fase seguindo a mesma notacao utilizada no caso unidimensional:

M7q] %)
A (R(t)q = A(?) Ry\(t),
O Mrq]

(4.53)
7q = (w + 3gh)t + A 279N

At) = e

E importante destacarmos que apesar da aparéncia mais complicada, este resultado é bas-
tante parecido com o do caso 1-D do ponto de vista da dinamica do centrdide. Veja que a
dimensionalidade do problema sé faz aumentar o tamanho das matrizes de rotacao, mas nao
muda o seu cardter de rota¢ao no espago de fase. Além disso, o termo de modulagao A(t), que
¢é o fator que utilizamos para calcular os tempos de colapso e ressurgimento e os tempos de
quebra de correspondéncia, é praticamente o mesmo do caso 1-D, com a diferenca importante
na acao A, que agora é proporcional & drea da hiperesfera definida pelo vetor R(t) no espago
de fase quadridimensional do problema. Por causa disso, nao repetiremos as analises e proce-
dimentos para o calculo de tempos caracteristicos, tempos de colapso e ressurgimento, tempo
de quebra de correspondéncia, limite cldssico, etc. Em particular, vale a pena exibirmos o
resultado analitico para o tempo de quebra de correspondéncia quantico-classica definido na
equacao (4.31):

1

A 0.5
- (=) . 454
A o=y <2h) (4.54)

4.2.3 Solucao Estatistica

Dentro do formalismo estatistico o resultado obtido foi
z(t) M[F]+y(t)

—rmaem Ml 0
A (R(t))r=A() R\(2),
z(t)M[% t

_ gAt
( TE —wt'i‘m,

(4.55)

_ 2AR(gt)?
A(t) —e 1+(2ght)27

x(t) = 6(ght) — 8(ght)?,

(- y(t) = 1-12(ght)*.

Também de forma andloga ao caso unidimensional, obtém-se a seguinte escala de quebra de
correspondéncia estatistico-cldssica [vide eq. (4.31)]:

1 A 0.5
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na qual somos remetidos & questao da escolha adequada da distribuicao classica inicial diante
da diferenca de um fator 2 em relagao a escala tgc (vide apéndice C).

4.2.4 Entropia e Emaranhamento

Vamos agora fazer uma andlise que nao era interessante no caso 1-D, pelo fato de que
a entropia linear do subsistema era a prépria entropia global, que para um sistema fechado
puro deve ser sempre nula. Comecamos pelo cilculo analitico da entropia linear quantica.
Utilizando o resultado (4.52), podemos calcular a matriz densidade global do sistema e entdo
tragar as variaveis de um dos osciladores. Entao expressamos as matrizes densidade reduzidas
na forma

o n *M
5 — o |B11~1B2] Bia P g, ape2mstn=m) _ingt[n?—m?+2(n-m)]
12(t)=e e e n)(m|. (4.57
Pz (0 > A ) ] (457)
n,m=
Entao, calculam-se analiticamente as entropias lineares 01 (t) =1 —T7r [ﬁiQ(t)] correspon-
dentes a cada oscilador:

o 2n 2m
6]_’2(t) — 1 _ 672‘61,2(15)‘2 Z |181,2 (t) | |181;2 (t) | 674\,62,1(t)|2sin2 [hgt(n—m)]. (458)

n! m!
n,m=0

Dentro do formalismo estatistico nao foi possivel obter um resultado analitico para a entropia
linear, de modo que os cdlculos foram feitos numericamente. Na figura 4.4 sao mostrados os
resultados para as entropias quantica e classica para alguns valores de h.

(@) (b)

1.0 1.0
pmerevfasanels iy sy WA b badigaa goaded aarmwd
0.8 0.8
0.6 0.6
3(t) 8°(t)
04 r 1 0.4
0.2 t — =10 1 0.2 —— h=1.0
rrrrrrrrrrrrr h=0.5 e (=05
- ---- h=0.1
0.0 : . : : 0.0
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
ot ot

Figura 4.4: (a) Entropia linear quéntica e (b) entropia linear cldssica para diversos valores de &
(regime semicléssico). Resultados obtidos comw=1,9g=0.1,A=0.2,¢;=p;=1.0e A =4.

Nesses resultados, héd alguns pontos que merecem destaque:

e A entropia quintica volta a se anular exatamente nos chamados tempos de recoeréncia
ty = kglh (k € N), os quais serao estudados mais detalhadamente a seguir. Assim, no
limite classico (A — 0), nao haverd recoeréncias, de modo que a descrigao quantica passa
a ficar cada vez mais parecida com a estatistica. De fato, como se observa, a entropia
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classica nunca sofre recoeréncia, o que ja estd sugerido de alguma forma nas equagoes do
centréide e no comportamento “irreversivel” das distribuicoes observadas no caso 1-D
(como veremos a seguir, no caso 2-D os resultados sao semelhantes).

e Se as recoeréncias sao efeitos da reorganizagdo quantica, como sugerem os resultados,
entao podemos conjecturar que o instante de sua aparicao estd conectado com o tempo
de Ehrenfest. De fato, isso vem sendo confirmado nos estudos desenvolvidos por Liliana
Sanz [82].

4.2.5 Tempos de Recoeréncia e de Recorréncia

Do ponto de vista das entropias, é interessante analisarmos os instantes de recoeréncia
total do sistema. A exemplo do que fizemos no caso 1-D, somos induzidos a definir t; = k7
como tempos de recoeréncia do sistema para qualquer estado inicial diferente de |0,0). Nesses
instantes ocorre

() = Dl f: k(e 100N B (tr)e 47"

— — [n, m)
n,m:O e*l‘lrk(n+m) \/lr? m'
N 2 o0 —mk]™ —mk]™
B el S 3 o T il
n,m=0 \/’I? m!
= ‘51(%)67”@ ® ‘52(tk)6fmk> ;
(4.59)

e fica claro que os t; sdo os instantes em que o sistema volta a ficar puro, ou seja, sao
instantes em que a entropia deve se anular. Além desses, para condigOes iniciais particulares
que obedecam a relagao q1q2 + p1p2 = 0 (caso em que a interagdo RWA ¢ nula inicialmente e
que faz com que um dos S (t) se anule), temos também os seguintes instantes de recoeréncia:

1 q1 ) 1 (P1 )
t=—arctan| —— | = —arctan | — |. 4.60
A < D2 A q2 ( )

Dentre esses instantes, podemos destacar aqueles em que o sistema volta exatamente ao
estado inicial. Por inspecao do estado |¢(t;)), podemos concluir que a recorréncia ocorrerd
nos instantes t; desde que sejam obedecidas as condicées:

w

k— €Z 4.61
ghe ; (4.61)
A

k— e Z. 4.62
oh € (4.62)

4.2.6 Auto-Interferéncia

O comportamento das distribuicoes de probabilidade estatisticas é realmente muito pare-
cido com o do caso 1-D: a distribuigao se “enrola” & medida que o sistema evolui (ver figura
4.5), o que concorda com o comportamento de colapso permanente observado no centrdide
estatistico.
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Figura 4.5: Distribuicoes estatisticas para o oscilador 1 em t = 0, ¢t = QQLH (tempo do primeiro colapso

quantico) e t = glh (tempo do primeiro ressurgimento quantico). Resultados obtidos para w = 1,

g=01,A=02,q0=po=1,A=4eh=1

Em contrapartida, como foi observado por Sanz e colaboradores [81], a distribui¢do quantica
volta a se organizar, voltando inclusive a reproduzir o préprio estado inicial, evidenciando que
0 processo quantico é reversivel (figuras 4.6 e 4.7). Estamos diante do chamado fenoémeno de
auto-interferéncia, ji observado na literatura para sistemas nao-lineares em uma [80] e duas
dimensdes [19].

IS

Im(yy)

=

Re(v))

a1y durante o processo de

Figura 4.6: Curvas de contorno da funcéo ) do subsistema 1 (v, =
descoeréncia rapida do sistema, antes da apari¢do das primeiras oscilacées na entropia. Os parametros
usados foram g0 = pjo =1, w =1, A = 0.2, g = 0.1 e A = 0.1. A sequéncia temporal é exibida de

cima para a direita.
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Im(y;)

Re(;)

Figura 4.7: Misturas de estados de gatos de Schridinger exibidas através de curvas de contorno da

funcao @ do subsistema 1 (v, = qﬁ\/;%l) durante o regime de auto-interferéncia. Os paramtros usados

foram gio = pio =1, w =1, A=0.2, g=0.1 e h=0.1. A sequéncia temporal ¢ (a) t =1, (b) t = &,

()t=48, () t=%2,(e)t=5,(f)t="14%, (g t =1, (b) t = ¢, (tempo de recoeréncia) e (i) t = 2t
(tempo de recorréncia).

o~

Trata-se da interferéncia do pacote de ondas consigo mesmo. Como pode ser verificado,
esse fendmeno nao pode ser simulado pela distribuicao cldssica, e portanto, jamais teremos
reorganizacao e ou reversibilidade das distribuicoes classicas. Nesse sentido, a escala de tempo
inicial pode ser considerada essencialmente “classica”, pois as distribuicoes em ambos os
formalismos se comportam de forma semelhante. Porém, no regime de auto-interferéncia, deve
ocorrer a quebra de correspondéncia entre os formalismos. Desse ponto de vista, é bastante
razoavel associarmos o instante do inicio do regime de auto-interferéncia com o tempo de
Ehrenfest. De fato, como ja mencionamos, essa conjectura foi testada por Liliana Sanz, que
verificou que o instante de ocorréncia das primeiras oscilagoes da entropia pode ser descrito
por uma escala proporcional a A7%5, que concorda com os resultados analiticos que temos
obtido para o tempo de quebra de correspondéncia.

4.2.7 Expoentes Classicos e Taxas de Descoeréncia

A conjectura de Zurek e Paz [15] prediz que a taxa de descoeréncia (definida como a
derivada temporal da entropia de Von Neumann) de um sistema cadtico em contato com um
reservatorio é dada pela soma dos expoentes de Lyapunov positivos do sistema. Para um
sistema regular, a entropia crescerd a uma taxa que tende a zero assintoticamente antes da
escala de tempo de equilibrio do sistema. Nosso objetivo aqui, é mostrar que na escala de
Ehrenfest a taxa de descoeréncia pode ser proporcional a um expoente caracteristico diferente
do usual expoente de Lyapunov.

Antes de definirmos o novo expoente, é interessante observarmos que o expoente de Lyapu-
nov dependente do tempo? nao é adequado para descrever a taxa de descoeréncia do sistema

*Estamos considerando Apmaz(t) = 1 1n (%) como sendo o expoente de Lyapunov dependente do

tempo. A diferenca em relacio ao expoente de Lyapunov usual é que aqui ndo tomamos o limite ¢ — co [83].
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(que é integravel mas nao-linear) a tempos curtos. Em sua definicdo usual, o maior expoente
de Lyapunov dependente do tempo, tem o comportamento mostrado na figura 4.8.

100

Amax

0.1

0.01

0.01 0.1 1 10 100 1000
t

Figura 4.8: Maior expoente de Lyapunov para o sistema qudrtico 2-D em func¢ao do tempo. Célculo
realizado com w =1, A = 0.2, g = 0.1 € ¢; = p; = 1.0. A condig¢do inicial vizinha foi calculada como
(q1 + do,p1 + do,q2 + do, p2(E)), sendo dy = 1078 e py(E) foi calculado sobre a mesma superficie de
energia constante (E=2.8).

De fato, tlim Amaz (t) = 0, como se espera, visto que o sistema é integravel. Além disso,
— 00

seu comportamento a tempos curtos nao se aproxima de forma alguma da taxa de desco-
eréncia do sistema, como veremos adiante. Entao somos levados a propor um novo expoente,
o qual chamaremos de ezpoente caracteristico (EC) e denotaremos por \.(t). Esta quantidade
tem uma forma matemadtica bastante parecida com a do expoente de Lyapunov, mas é con-
ceitualmente diferente. Trata-se de um “medidor” do afastamento entre trajetdrias vizinhas
localizadas sobre diferentes superficies de energia, ao contrario do que ocorre com o expoente
de Lyapunov. Sua defini¢ao matemética é

1. |R(7,t) — R(i, t
Ac(t) zilglO;hJ (Tla )A (7‘2, )|’

(4.63)

na qual B(7,t) é a evolugao temporal do vetor condi¢ao inicial 7 e A = |E(F1, 0) — R(7%, 0)]
¢ o médulo do vetor distancia inicial entre as trajetérias vizinhas. Para implementarmos a
hipétese de diferentes superficies de energia, escolhemos as condigoes R(Fl, t) = é(f’g + A, t)
e R(Fz,t) = R(Fg,t), com A = dp(1,1,1,1). Entao, o EC pode ser escrito como

1 R(7y 4+ AL t) — R(7. t
Ae(t) = lim =1In |R(70 + A, t) (70, t)]
50—)0 260
. S = 2
— him Lt d || B+ A — R(i, )
do—0 T 4 5o

1 N = —
A A()=In (W) , (4.64)
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em que definimos o seguinte gradiente: Vj, = #ﬁw + 8510 8520 8;920. E importante notar

que a algebra realizada para se obter tal resultado pressupde que o fluxo Hamiltoniano seja
descrito por fun¢oes bem comportadas que comutem com a tomada do limite §g — 0.

O resultado (4.64) é interessante porque sugere um expoente que estd diretamente conec-
tado ao gradiente do vetor R, o qual, como ja vimos, define a acio classica A = RT R. Além
disso, como a energia do sistema estd definida em termos da acao A, podemos dizer que o EC
é proporcional a um gradiente de a¢io VAR(t) ou a um gradiente de energia VER(t).

0.4

03 1

0.2 r

dS/dt
dS/dt

0.1 r

Figura 4.9: Médulo da taxa de descoeréncia 4 = — 4 In(1 — §) para diversos valores de 7 (linhas

finas partidas) e expoente caracteristico EC para o sistema quértico 2-D. Cdlculo realizado com w =1,

A=0.2,9g=0.1eq =p; =1.0. As curvas apresentam um maximo em tq = QLA = 2.5.

Na figura 4.9, na qual mostramos os resultados numéricos que comparam a taxa de des-
coeréncia com o EC, evidenciam-se comportamentos qualitativos bastante semelhantes, ao
contrario do que acontecia ao usarmos a defini¢cao usual do expoente de Lyapunov dependente
do tempo. O céalculo foi feito com os dados das entropias mostradas na figura 4.4. Apesar
das imprecisoes numéricas no calculo da entropia estatistica, podemos dizer que também as
entropias estatistica e quantica devem coincidir na escala de tempo de Ehrenfest. Nesta
escala, o comportamento da entropia parece nao depender de A, 0 que nos faz pensar sobre a
possibilidade da descoeréncia (a tempos curtos) estar conectada a algum mecanismo classico.
Em principio, o EC parece ser uma grandeza adequada para tal descricdo, mas é preciso
encontrar algum sinal tedrico de que isso seja verdade, pois em principio hd um sem nimero
de expoentes que podem ser definidos de forma andloga ao EC. De qualquer modo, o EC parece
ser uma boa escolha, podendo inclusive ser calculado analiticamente no caso 1-D. Neste caso,
verifica-se analiticamente a existéncia de uma maximo global em t5 = gLA.

4.2.8 Emaranhamento Classico?!

Talvez a pergunta mais contundente a respeito dos calculos que realizamos até aqui se-
ja: qual o significado da “entropia classica”? Ou ainda: existe emaranhamento clissico?
Analisemos entao os conceitos e resultados apresentados.
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Em toda a literatura, o emaranhamento é entendido como uma assinatura da mecanica
quantica. Somente na presenca de correlagoes quanticas nao-locais é que fendmenos como a
teleportacdo podem se manifestar. H& consenso também sobre o fato de que a entropia de
Von Neumann do subsistema é uma medida confidvel de emaranhamento quando o sistema
global é puro. Mas a entropia linear tem um comportamento qualitativo idéntico ao da
entropia de Von Neumann, de modo que podemos afirmar que a entropia linear também mede
emaranhamento.

De outro lado, temos o formalismo estatistico-cldssico, que nos permite definir distribuicoes
de probabilidade clédssicas e evolui-las através da equacgao de Liouville. Neste contexto, defi-
nimos uma quantidade que chamamos de entropia linear cldssica, com formato matematico
totalmente inspirado na definicao quéantica. Mais tarde, por conveniéncia, definimos ainda o
grau de emaranhamento cldssico, como uma proposta mais geral para o cilculo do emaranha-
mento classico.

Os célculos que realizamos em sistemas bidimensionais com interacoes bilineares, apre-
sentaram resultados qualitativamente idénticos para as entropias quantica e classica. Mais
tarde, fizemos a comparacao das entropias num sistema bidimensional com interacao quartica
capaz de produzir efeitos quanticos de auto-interferéncia. Neste caso, as diferencas entre os
formalismos foram evidentes e incontestaveis.

Diante deste quadro, somos levados a acreditar que a entropia linear classica representa
uma medida quantitativa do emaranhamento de distribuicoes classicas, sem qualquer conexao
tedrica (a priori) com o emaranhamento quantico propriamente dito. De fato, é de se esperar
que distribuigoes classicas deixem sua condicao de separabilidade inicial quando regidas por
dindmicas Hamiltonianas que contenham algum tipo de interacdo entre os graus de liberdade.
A entropia linear clissica emerge entao como uma proposta de medida quantitativa deste
fenémeno. Quando a entropia cldssica é nula, temos distribuicdes desacopladas, isto é, a
probabilidade de encontrar o subsistema 1 no estado (g1, p1), nao depende do estado (g2, p2)
do subsistema 2. Por outro lado, se a entropia cldssica é diferente de zero, entdao teremos
probabilidades condicionais, isto é, para cada estado (g2, p2) do subsistema 2 associa-se uma
distribuicao de probabilidades para o subsistema 1.

Note-se ainda, que a entropia classica nao é um componente semiclassico da entropia
quantica. Pelo menos nao a priori. Apesar da definicdo classica ter sido inspirada no formato
matemadtico de seu andlogo quantico, ndo houve, da nossa parte, qualquer tentativa (bem
sucedida) de dedugao da entropia classica a partir de aproximagoes semicldssicas sobre a
entropia quantica.

Nesse contexto, as semelhancas entre os resultados, observadas nos casos das interacoes
bilineares, e as diferencas incontestaveis verificadas no caso da interacdo quartica, atestam
apenas que nossa definicao cldssica é uma boa escolha para a medida do emaranhamento
cladssico. De fato, como ficou evidente no caso da interacdo quartica, a entropia cldssica
descreveu adequadamente a descoeréncia provocada pelo “enrolamento” das distribuicoes
classicas, assim como a entropia quantica descreveu adequadamente a auto-interferéncia do
pacote quantico.

Finalmente, destacamos que a expressao emaranhamento classico é de fato um abuso
de linguagem, uma vez que a palavra emaranhamento é usada em geral para descrever um
fenémeno puramente quantico. Por outro lado, ela cumpre o papel de chamar a atencao para
o tipo de manifestacao classica que estudamos ao longo deste trabalho.
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Capitulo 5

Sistemas Abertos

Neste capitulo faremos uma breve discussao sobre sistemas abertos, baseando-nos em
principios simples e bem conhecidos para este tipo de tratamento segundo o formalismo
quantico. Por outro lado, proporemos o cilculo de uma equagao mestra classica na repre-
sentacdo de Liouville-Markov por primeiros principios, evitando argumentos heuristicos co-
mumente usados. O estudo serd baseado em um sistema simples e ji bastante estudado do
ponto de vista quantico: um oscilador harmoénico em contato com um reservatério composto
de N osciladores harmonicos, cada qual com uma frequéncia caracteristica, com interacao
RWA “fraca” entre o oscilador e o banho. Finalizamos com a comparacao entre a fungao de
Wigner e a distribui¢ao classica no caso de amortecimento fraco e temperatura nula.

5.1 Deducao da Equacao Mestra Classica

Seja o sistema Hamiltoniano fechado [84]

2 2 N 2 2 N
_ P°tyq PE” + gk
’H—wo< 5 >+Zwk <T> +> gx (aax + pp1), (5.1)
N , k=1 k=1
Hs A, v

em que Hy denota a Hamiltoniana do sistema de interesse (no caso um oscilador harmoénico),
H, denota o reservatério (formado por um conjunto de N osciladores harménicos) e V é o
termo de interacao. Entao, se chamarmos a Hamiltoniana livre de H;, isto é, se H; = Hs+H.,
poderemos escrever o operador Liouvilliano total do sistema na forma

L = L+ L, (5.2)
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com
[ ] £l == £s+£r:{7{s,'}+{7—[1";'}
N
= wolo(g:p) + Y wilo(qr:pr), (5.3)
k=1
e L, = {V,}

= (;gqu) 0, +(ngpk> —0y) (ngﬁqk) 614 (Xk:gkﬁpk)

So S N - ~—_——
R1 Rs R3 Ry

4

= Z SiR;, (5.4)

=1

em que S; e R; denotam respectivamente operadores do sistema e do reservatorio. A equacao
de Liouville pode agora ser escrita compactamente na forma

‘Z;’ (L1 + L) p, (5.5)
cuja solugao formal é
t
p(t) = e“ip(0) + eﬁlt/dm_ﬁ”ﬁvp(r), (5.6)
0

sendo p(t) uma fungao de todas as varidveis do espago de fase. Supondo que estamos traba-
lhando no limite fracamente interagente, podemos fazer a iteracao da equagao acima apenas
até a segunda ordem na perturbacao e obter

T

t t
p(t) = eL1tp(0) +e£’t/d7'e_£”£ve£”p(0) -I-eﬁ’t/dre_C’TﬁveL”/dT’ e 47 L,e5T p(0). (5.7)
0 0 0

Em comparagdo com o processo quantico, fica evidente neste resultado a possibilidade de se

definir algo como uma representacdo de interacdo dentro do formalismo estatistico. Isso pode
ser feito através das seguintes propostas para “estados” e “operadores”:

pl(t) = e “'p(t),

Of(t)[-] = e O[],

(5.8)

sendo [-] uma indicacdo de que O(t) é um superoperador que atuari sobre uma funcio
colocada no lugar do ponto. Com isso, a equagao (5.7) pode ser reescrita como

t

ol (t) = p(0) + / dr LI(1)p(0) + / dr / dr' £I(r) LI (7")p(0). (5.9)
0

0

Tese de Doutorado Renato M. Angelo



CAPITULO 5. Sistemas Abertos 91

Note-se que os operadores na respresentacao de interacdo dependem do tempo através da
aplicagao do operador Liouvilliano livre £;, o qual é composto da soma de todos os operado-
res de momento angular Lo(qg,px) [vide eq. (2.38)], que comutam entre si, e cuja aplicacdo
é conhecida dos capitulos anteriores. Entao, realizando as devidas aplicacoes e usando as
defini¢des indicadas em (5.4), obtemos

L) = Xy i) Ri(t) = S(1) - (t), (5.10)
S) = (S10), S2(0), S5(1), 54(1)), R(t) = (Ru(t). Ba(t), Ra(t), Ra(®)). (5.11)
Ss(t) [ q
_542? M wot] %) g (5.12)
—Sy(t il '
Sl“z i 0 Mt ||,
Ry (t) w - qk
Ry(t)| _ % o Mot 2 P | (5.13)
5| o I

sendo M a matriz de rotagao bidimensional associada ao operador momento angular Ly e @ a
matriz bidimensional com todos os elementos nulos. E importante que se diga que se todos os
osciladores do banho estiverem em ressonancia com o oscilador de interesse (wyp = wp), entiao
[£;, L£,] = 0, de modo que L!(t) = L, e, consequentemente, et = e*itelrt Lotelit,

O préximo passo é tracar o grau de liberdade do reservatério. Entdo, supondo a separa-
bilidade inicial entre o sistema e o reservatério, isto é, p(0) = ps(0) ® p,(0), partimos de (5.9)
com (5.10) e escrevemos

pi(t) = Tr[p" (1))

=€

T

¢
dr Tr, [Ei(T)p(O)] +/d7’ /dT' Tr, [55(7'),65(7"),0(0)]
0 0

R

Tr,[p(0)] +

1%
>
(@n]
=
]

dr Si(1)ps(0)T'ry [Ri(7)py(0)]

/
/

1%
s
©»
©
_|_
U
3
>
)
=
3
s
©»
=

t
+ Y / dr / dr' 5i(r)8;(r") (Ru(r)R; (")) ps(0). (5.14)
0 0
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em que
N o0
Tr[] H / dardpy, | [] (5.15)
E=1 \"“oo
denota o trago sobre o reservatorio. Chegamos ao ponto em que se torna necessario especificar
o operador densidade do reservatério no instante inicial. A exemplo do que é feito na deducao
da equacao mestra quantica, utilizamos a distribuicao de Boltzmann para um banho em
equilibrio & temperatura T,
o Bt

pr(0) = pr(Hy) = (5.16)

com (3 = % Note-se que neste formato, p,(0) é uma fun¢io par das varidveis do reservatdrio,
de modo que (R;(7)) = 0. Estudemos agora as fun¢oes de correlagao quadraticas considerando

2 2
R, =), gkrk e hy = wy (pk+q’“>

| | | | H(e—ﬁhj)
(Ri()R; (7)) = Tre 4 | D girk(Ori(r) + ) grari(r)r] (7)) W (5.17)
k k£l r

nas quais separamos, na parcela & esquerda, as funcoes de correlacao entre operadores do
mesmo oscilador e & direita as correlacoes entre operadores de espacos diferentes. Acontece
que neste ultimo caso teremos novamente uma integral de fungoes impares em intervalos
simétricos, de modo que este termo se anularda. Entdo, no termo restante, simplificamos as
integrais que nao sao compativeis com o oscilador k£ e obtemos

) (o - 2qukdpk ’f‘]i(T)’r‘i(Tl)efﬁhk
(Ri(T)R;(T)) = ng fkodpk o—bBhy,

k
Utilizando as propriedades dos operadores Liouvillianos e usando o fato de que cada oscilador
tem o volume de seu espago de fase conservado, podemos escrever

quk dpk( ) [e_CO(Qk7pk)(T_T’)'r}i€(7'l)i| lri(/rl)e_ﬂhk(’rl)
| daxdpy, e~ B

2fkodpk [6750(‘1’“””“)(7*7')7'2] riefﬁhk

(5.18)

(Ri(n)Ri(r) = D ai
k

B zk:gk J daydpy, e~ P
_ Z 2qukdpk ’I‘k(’T -7 )rk —Bhy
p g [ dardpy e=Phx
= (Ri(t — T’)Rj), (5.19)

resultado idéntico aquele obtido para as funcoes de correlacao quanticas. Este resultado
aponta para o fato de que esses valores médios sao estaciondrios, isto é, dependem apenas da
diferenga 7 — 7'. Agora a equagao (5.14) pode ser reescrita como

T

4 t
pli) = Z / / dr' S,(7)8;(r") (Ri(r — )R;) ps(0).  (5.20)
J=17%
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Vamos agora explicitar a dependéncia temporal dos operadores do sistema escrevendo-os na
forma

Si(T) — ezonSi + B_ZWOTS;(, (5.21)
o 6p+zaq _ _8(]_'_18])
s1 = T; S92 = T,
(5.22)
_ —p—1q q—p
83 = 9 S4 = 5
de modo que
Si(1)8;(1) = e""o(T“/)sisj + e_“"o(“”')s;-‘sj + e“"O(T’T')SiS; + e’“"O(T’T')sfsj. (5.23)

Agora fazemos uma mudanca de varidveis,

n=1-— 7-’7
T=E&+, (5.24)
drdr' = dnd¢,

e voltamos & equacao (5.20) para escrever

e = p0+ Y [a [an
0

X [sis]'e“"om&") + s;‘s;e*“"‘)@“”) + sisje" + s7sie” "] (Ri(n)Ry) ps(0).(5.25)

A exemplo do que ocorre no formalismo quantico, aqui também precisamos fazer a aproxi-
macao Markoviana, a qual é uma condicao suficiente para garantir que a energia que vai
para o reservatdério nao volte para o sistema. Por definicdo, um sistema é Markoviano se o seu
futuro é determinado apenas pelo seu presente e nao pelo seu passado. Matematicamente, esta
condicao é implementada exigindo-se que as correlagoes do reservatoério sejam “localizadas”
temporalmente (ver figura 5.1), de modo que possamos aproximar

<R(")R>

Figura 5.1: O sistema é Markoviano se 7. < 7, isto é, se o tempo de correlagdo for muito menor que
o tempo total da evolugdo.
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t/dn[. ]~ 7Odn[. -] (5.26)
0 0

Entao, com a aproximacao Markoviana, obtemos

4
ps(0) + Z [Sisj1(2w0)w:§ + 8787 1(—2wo)wy; + szs;‘wl”; t+ s7sjw;; t] ps(0), (5.27)
ij=1

1%

pi(t)

sendo

t
Iw) = /d§e’w§,
0

(5.28)

o
wz?; = /dnei’wo (Ri(n)R;).
0

Novamente, copiamos o procedimento quantico supondo que o periodo caracteristico do sis-
tema de interesse ¢ muito menor que o tempo total da evolugao (79 = Z—Z < t), de modo que
podemos escrever

t
I(2wg) = / dée 08 2t 8,00 = 0. (5.29)
0
Usando esta aproximagao e tomando o limite de ¢ pequeno (para se obter a derivada temporal )

na equagao (5.27), obtemos finalmente a equa¢ao mestra Markoviana cldssica na representacao
de interacao:

L) _ ¢ ; -
A at( ) — Z <Si 5 w?} + 57 s wij) pl(t), (5.30)
i,5=1

para a qual foram definidas as densidades espectrais

wi = 0/ dne 0 Ry () R;) (5.31)

e as fungoes de correla¢do do reservatério

Z o [ dardpy, r,iC(T — T’)rie*ﬂhk

Ri(r —)R;) =
(Ri(T — ) R;) 9 T dawdpr & P

(5.32)
k

Utilizando a equagao (5.8) podemos escrever a equa¢ao mestra clissica na “representagao de
Liouville”:

dps
ot

dp}
= Lops + e‘sta—pt, (5.33)
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4
8p5t(t) = Lops(t) + et Z (si 83 w;; + 57 85 w;) e Fslp,(t). (5.34)
3,j=1

Esta é portanto a equacao mestra classica na representacao de Markov-Liouville. Note-se
que a dinamica reduzida foi mapeada na forma de uma evolugio unitiria (primeiro termo
do lado direito do sinal de igual) mais um termo nao-unitdrio oriundo da interacao com
o reservatério, sendo este ultimo descrito também em termos de operadores do sistema de
interesse [ver equacao (5.22)].

5.2 0O “Gato Frio” com Dissipacao

Nesta secao vamos resolver explicitamente o problema classico correspondente ao caso de
um gato de Schrodinger evoluindo em contato com um reservatério a temperatura nula. Con-
tinuamos copiando a receita quantica para o cdlculo. Comecamos supondo que os modos do
reservatorio sao muito préximos uns dos outros de forma que podemos definir uma densidade
de modos 7(wyg) e subsituir o somdatorio por uma integral de acordo com

o
YL - /dwkn(wk){...}. (5.35)
k 0
Além disso, utilizaremos a férmula da parte principal de Cauchy:
+4Q7 1
/e dr =7d(Q2) £ 735. (5.36)

0

Com essas ferramentas e utilizando T = 0, realiza-se um longo e tedioso cdlculo algébrico que
leva ao seguinte resultado para a equacao mestra classica:

op(t _
'355 ) — woLop(t) + e [% (9qq + 9pp) + AwEO]e £olp(t), (5.37)
com
v = 2mg*(wo)n(wo), (5.38)
7 2
Aw = —P/dwkn(wk)ig (k) . (5.39)
WE — Wo
0

Nesta etapa abandonaremos o subindice “s” para simplificarmos a notacao. Agora, utilizando-

se as propriedades do operador Liouvilliano de momento angular Ly, mostra-se que

o LolLge Lotp(t) = Lop(t), (5.40)

o 9+ ) e lp(t) = (940 + ) p(t) = (2+ a0y + 9y )p(t).  (5.41)
Finalmente, chega-se a

A 82—(:) = (wg + Aw) Lop(t) +

o2

(qaq +pdy + 2) o(t), (5.42)
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em que Aw é o analogo clissico do Lamb shift, o qual em geral é desprezado por ser muito
menor que a frequéncia do oscilador. Notando-se que o dissipador D = ¢9, + pd, comuta
com o Liouvilliano de momento angular L, escreve-se a solucao desta equacao diferencial na
forma,

p(t) = e'e2'Pe0 0y (g, p). (5.43)

Mas ja conhecemos a aplicagdo de todos os operadores Liouvillianos envolvidos, de modo que
podemos escrever

A p(t) = e’ py (e:’ft [q cos wot — psenwot], e¥ [p cos wot + ¢ sen wot] ) (5.44)

Quanticamente a equagao mestra do oscilador harmoénico em contato com um banho a tem-
peratura nula é bastante conhecida (ver apéndice B) e se apresenta na forma

dp  [Ho, 7P| ot b At
d_;) _ Zohip] n % (2apat —atan— paTa> , (5.45)

com Hy = hwy (’dT’d + %) Mais interessante é observarmos a equivalente Fokker-Planck desta
equagao, isto é, sua projecao em estados coerentes:

0
5 (@ a,t) = —wwp (a*aa* — a8a>Q(a*, a,t) + %(Ga*a* + GQa)Q(a*, a,t)

+ ’Yaa* 8O¢Q(a*7 «, t)a (546)
sendo Q(a*,a,t) = (a|p(t)|a). Usando a parametrizagdo usual, podemos reescrever esta
equacao em termos das varidveis de espago de fase:

0 h
A a—f woLloQ + %(qaq +pdy + 2) Q-+ %W 0, (5.47)

sendo agora Q@ = Q(q,p,t). Numa comparac¢ao imediata com a equagao cldssica (5.42), fica
clara a diferenca entre os dois formalismos: quanticamente temos um termo de difusao (dado
pelo Laplaciano), o qual serd o grande responsédvel pelo processo de descoeréncia, além de
garantir a manutencao do principio da incerteza.

Como estamos interessados em observar o processo de descoeréncia, nada mais adequado
do que calcularmos a evolucao de um estado de gato. Porém, qual é o correspondente classico
de um tal estado? O estado classico mais proximo de um gato de Schrédinger seria uma mis-
tura de dois estados Gaussianos com larguras minimas, isto é, o oscilador tem a probabilidade
de estar em qualquer um dos pontos sobre os quais estao centradas as Gaussianas classicas
mas jamais terd qualquer probabilidade de ser encontrado “tanto em um ponto quanto no
outro”, como é possivel quanticamente. Assim, teremos inicialmente

C(a—e0)® _ (p—pp)? (a+a0)?  _ (0+p0)?
n e I3 e A e B

_ 1 4
po(q,p) s + = , (5.48)

DN | =

e R
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sendo o sinal “+” utilizado para o caso de um gato par e “—” para um gato impar. Agora,

utilizamos a férmula (5.44) para evoluir a funcao cldssica e obtemos p(t) através de métodos
usuais de superoperadores. No final, calculamos a funcao de Wigner definida por

o0

dz <q + ;‘ﬁ(t)‘q ~2)e# (5.50)

W(q,p,1) 5

1

" 2rh

— 00
para fazermos a comparagio entre as distribuigoes no espaco de fase. A funcao @) poderia
ter sido escolhida para a comparacao, mas as intereferéncias nao seriam vizualizadas tao fa-
cilmente. Na figura 5.2, as diferencas entre as distribuicoes quénticas e clissicas podem ser
vistas num regime de amortecimento fraco (wy > 7). Note-se que em apenas um quarto do
periodo do oscilador, as interferéncias praticamente desaparecem, e o resultado quantico fica
muito parecido com o classico. Porém, depois de alguns periodos do oscilador, uma outra
diferenca entre as distribuicées se acentua: a distribuicao cldssica nao conserva a largura do
pacote e no equilibrio ({ — oc) tende a deltas de Dirac sobre as trajetdrias cldssicas. Essa
parece ser a grande diferenca em relagdo as propostas para equacoes mestras classicas, que em
geral sao obtidas com argumentos heuristicos sobre as equagoes mestras quanticas ou sobre
as equagoes de Fokker-Planck [85]. Além disso, aqui nao temos qualquer termo de difusao
na mestra classica, o qual deve aparecer somente a temperaturas finitas e ndo-nulas. Nesse
sentido, poderiamos dizer que a descoeréncia recupera o principio da correspondéncia, no
sentido de igualar as distribuicoes quantica e cldssica? Parece que a resposta é nao, pelo
menos & temperatura nula. Mais uma vez, conforme é advogado “implicitamente” por Zurek,
o principio da correspondéncia é garantido se considerarmos o limite de altas temperaturas e
baixa dissipacao. Finalmente, é preciso dizer que através do nosso procedimento totalmente
baseado em primeiros principios, podemos deduzir a equacao de Langevin classica ao tomar-
mos as derivadas temporais das médias classicas (q(¢)) e (p(t)), como se espera de qualquer
descrigao de sistemas dissipativos [70].
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Figura 5.2: Funcdo de Wigner (coluna da esquerda) e distribuigdo cldssica (coluna da direita) nos

intantes ¢ = 0 (primeira linha), ¢ = 22 (segunda linha), t = 22 (terceira linha) e t = 47y (quarta linha),
para po = 0, qO:10777':477:17‘*}0:1067-0_2_”-

_UJU
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Capitulo 6

Escala Temporal Classica

Neste capitulo faremos uma discussao a respeito da escala de Ehrenfest, ou seja, a escala
em que vale o principio da correspondéncia. Conforme notou Ehrenfest (ver artigo traduzido
no apéndice A), para distribuigoes suficientemente localizadas, o centréide quantico evolui se-
gundo as equagoes de movimento classicas. Depois desse tempo de quebra de correspondéncia,
efeitos essencialmente quanticos devem comecar a acontecer. Mas entao o que dizer dos siste-
mas macroscopicos, para os quais as equagoes de movimento classicas “sempre” valem? Como
pode haver a quebra da correspondéncia para tais sistemas? A reposta para esta questio foi
dada por Zurek que propos que a interacao com o meio ambiente deve liquidar interferéncias
quanticas numa escala de tempo pequenissima, menor que a de Ehrenfest. Assim, antes do
tempo de quebra de correspondéncia, ocorre a destruicao das interferéncias, e o principio da
correspondéncia continua valido. Por outro lado, isso também nao estaria nos dizendo que
em situacoes experimentais em que somos limitados pelo tempo de descoeréncia, podemos
utilizar equagoes de movimento classicas? Seja como for, a estimativa dessas escalas é de vital
interesse para o entendimento da transi¢ao entre os mundos quantico e classico. Nesse sentido,
propomos uma receita bastante simples (via estados coerentes) para a estimativa do tempo
de Ehrenfest em sistemas integraveis e mostramos, em um exemplo simples, que o método
de fato reproduz resultados conhecidos. Antes, entretanto, estudamos a questao da quan-
tizagdo simétrica e ordenada, propondo operadores Liouvillianos que quantizam e ordenam
operadores bosonicos.

6.1 Operador de Quantizacao Stmétrica e Ordenada

Sejam as varidveis classicas a e b definidas por

a=(aldla) e b= (a|Blw), (6.1)

[A §] = cl, sendo ¢ um nimero comutativo. Este é o caso, por exemplo, do par candnico
(Q, P) e dos operadores bosoénicos (a,a'). Seja agora Q o operador de quantizacio simétrica
e ordenada tal que

em que |«) é um estado coerente e A e B sdo operadores que satisfazem a relacido de comutacio
U
?

Qa) = A e Q(b) = B. (6.2)

Note-se que Q ¢é na realidade uma aplicacao que mapeia nimeros comutativos em operadores
quanticos, de modo que o termo “operador” acaba sendo um abuso de linguagem. Para a
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100 6.1. Operador de Quantizacao Simétrica e Ordenada

quantizacao simétrica e ordenada de mondmios clissicos da forma a”b™, propomos o seguinte
formato para o operador Q:

A Qa"D"™) = Sy(a),0p Qa)"QB)™, (6.3)
no qual definimos o simetrizador S como

A Sgp=c —3 X V]ogog (6.4)
descrito em termos dos indices mudos X e Y que representam os operadores A e B. Note-
se que a proposta (6.3) satisfaz as condigoes (6.2) impostas ao operador Q. Na notac¢ao que

estamos usando, 0 ¢ () denota a derivada parcial em relacao ao operador X (}/;) e, portanto, S

¢ essencialmente um superoperador “cldssico” uma vez que [dg,0p] = [0, Y] =[X, dy] =
Apesar do formato compacto das relagoes (6.3) e (6.4), devemos sempre aplicar S¢ ¢ na sua
forma expandida, isto é,

X Y])k

l\')l»—\

sgp -3 AET)

k=0

k qk
ok k. (6.5)

Se por um lado a simetrizagdo é feita com o auxilio do operador S, o ordenamento é obtido
automaticamente através da escolha do par (a,b) em cada situacao, como veremos posterior-
mente através de um exemplo simples. De fato, o resultado da quantizacao nao deve depender,
por exemplo, das escolhas (a,b) = (¢,p) ou (a,b) = (p,q). Partindo desta consideracao e efe-
tuando simples trocas de indices na equagao (6.3), somos levados a

S;5A"B™ = SpaBmAM. (6.6)
Como consequéncia, obtemos as regras de ordenamento
A A"B™ = 5% LBmAn, (6.7)
A BTA"= S%jE”EM, (6.8)
nas quais usamos a propriedade S; 5585 7 = Sz ;535 = 1, que atesta que S é um supero-

perador unitario. Além disso, utilizando as formulas de ordenamento (6.7) e (6.8) vemos que
a proposta de quantizacao leva sempre a uma expansao hermiteana em termos de A e B:

Qab") = S5 (AmBm) = =2 .
S35 (ABm) + 855 (8% ;B AY) S35 (AnB™) + 85 5 (BmAr)
- 2 - 2
BN PUPRT:
= SA’B ( an) - [SA’E (Aan> = expansao hermiteana, (6.9)
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na qual lembramos que S é um superoperador classico e por isso nao tem sua posicao trocada
quando calculamos o adjunto.

H4 que se ressaltar que as férmulas (6.7) e (6.8) ji4 apareceram na literatura, mas em
formas e contextos diferentes. Louisell [86] tem a seguinte proposta para ordenar os operadores
bosonicos usuais. Define-se em primeiro lugar o operador de ordenamento normal N de modo

que
N {a" (aT)m} - (af)ma”. (6.10)

Entao, a férmula de ordenamento é dada afinal por
a (aT)mzﬁ{(madf)" (af)m}. (6.11)

Utilizando a férmula do operador deslocamento (¢2% f(z) = f(z + «)), podemos mostrar que
nossa proposta ¢ idéntica aquela de Louisell. De fato, partindo de (6.11), escrevemos

a(@)" = N{@+an(a)"}

{2 @) = [0 )
= ¢t [(aT)ma"] : (6.12)

que é exatamente o resultado que se obtém através da férmula (6.3).

6.1.1 Um exemplo simples

Como tais regras foram deduzidas de forma bastante informal e simplesmente apresentadas
sem qualquer justificativa, vamos fazer um cdlculo bastante simples ilustrando a aplicagao de
Q. Seja o produto classico ¢?p. O processo usual de simetrizacio e ordenamento utilizando a
relagdo de comutagao @ﬁ — ﬁ@ = sh, levaria a

G°P+ PQ* + QPO _ QP+ (@ﬁ—zh)@+@(@13—zh)

2

qQgp — 3 3
202P + O (QP - m) ~20Q 3025 _ 310
- 3 - 3
= Q*P-Q, (6.13)

em que se propoe inicialmente um operador totalmente simétrico [87], e se obtém ao final um
formato simétrico e devidamente ordenado. Agora, utilizando a férmula (6.3), com a escolha
(a,b) = (q,p), obtemos

2 uh 1 A
Ql¢°p) = |1+ -5 8@(9134-5 -5 (9@813_;_...

S

P

/

= Q*P-wQ. (6.14)

Finalizamos este secao enfatizando que o operador Q promove a quantizacao do monoémio
classico através de correcoes em A oriundas da nao comutatividade dos operadores envolvidos.
De fato, se nao aparecer qualquer produto de operadores, entdo o processo de quantizacio
leva a funcoes de operadores idénticas as classicas.

S
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102 6.2. Quantizacao na Escala Temporal Classica

6.2 Quantizacao na Escala Temporal Classica

De acordo com os livros didaticos de mecédnica quantica, quando queremos estudar o
analogo quantico de um sistema que tem uma Hamiltoniana classica bem definida, devemos
“quantizar” o sistema cldssico através das regras de quantizagao usuais, ou seja, devemos
trocar (g, p) por operadores (Q P) que agora obedecem a uma relacio de comutacdo: [Q P]
1h. Assim, com o auxilio da equacao de Schrodinger, podemos dizer que toda a dindmica
quantica fica estabelecida para o tal sistema, uma vez que a quantizacdo define o préprio
Hamiltoniano quantico.

Diante desse quadro, podemos nos colocar algumas questoes. (1) A quantizagio é feita na
representacao de Heisenberg ou de Schrodinger? (2) Ha alguma diferenga? (3) Normalmente,
o caminho que percorremos é: quantizamos e depois resolvemos as equacoes de movimento de
Heisenberg. Mas o que aconteceria se resolvéssemos classicamente as equacoes de movimento
e depois fizéssemos a quantiza¢ao? (4) Ha afinal algum sentido nessas questoes?

Como nos falta certeza sobre qualquer um dos pontos, vamos optar por seguir o caminho
mais simples, o usual: faremos algum calculo e tentaremos interpretar o resultado. Vamos em
primeiro lugar atacar o ponto (3), isto é, vamos supor que temos uma equacio de movimento
classica e entao faremos sua quantizacao através do procedimento ilustrado na se¢ao anterior.
No final, tomaremos o valor esperado em estados coerentes e nos perguntaremos se estamos
diante do resultado previsto pela mecanica quantica usual.

6.2.1 Quantizacao de Funcoes Classicas

Vamos entdo utilizar o operador de quantizacdo Q para quantizar uma funcao cléssica e
calcular seu valor esperado em estados coerentes. Seja entao O uma funcao das varidveis q e
p do espago de fase classico, que pode ser expandida em série de Taylor na seguinte forma:

O(gp,t) = D Cam(t)q"p™ (6.15)

De acordo com nossa proposta de quantizacao, temos duas direcoes possiveis a seguir. Na ten-
tativa de dar confiabilidade as férmulas de quantizacao, vamos percorrer ambos os caminhos
e mostrar que o resultado final é o mesmo.

Processo 1

Como estamos interessados em calcular valores esperados em estados coerentes, é mais
simples realizarmos o processo de quantizacao de (o, a*) para (a,a’). Neste caso, com a
escolha adequada para o ordenamento, teremos uma forma final ordenada segundo nossas
necessidades, o que facilitard enormemente o calculo. Utilizemos entao as transformagoes
bem conhecidas

q—+p h .
a= NGT = §(a+a)
e (6.16)
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Agora, reescrevemos O de forma “ordenada” (como pressupoe nosso método) em termos de
a e o utilizando expansoes binomiais:

o= n’io B (£) kzn:_oé (Z) (’7) (o) Rl gl (6.17)

n+m
em que definimos hy,(t) = C””;& ( h/ 2) . Apliquemos entao a regra de quantizacao

para os operadores bosonicos:

0= ngzo Ban (£) zn: f: (Z) ("7)6%%% [(af)"_km_la’f“] . (6.18)

k=0 [=0

Finalmente, calculamos o valor esperado em estados coerentes de modo a obter
(1|0 = L <n) <m
— = = P (%

(ar]ag) 2 ()X_:Z k)\1

) ) i

) (an|e3%1% [(af)""”m‘lak“] la2)

(a1]a2)

|

]

5

s

=
Ms I
N
ol

n,m=0 k=0 1=0
. o0 [ /h "I [n ™
Taa*aa k a2 -«
= 2%1 2n;00nm(t) \/;(0124-011) [\/; <fl>]
U RT S cuml®) (a1|@Qlag) | | (1| Plorg)
= | (a1]ag) (ar|az)
<011|O|062> — eéaa’{BOQO (Oé1|Q|062>’ (O[1|P|042>’t ] (619)
(o] az) (a1]ao) (o1 |ag)

Este resultado pode ser escrito em termos das varidveis do espaco de fase g e pg, mas o
resultado é pouco esclarecedor. Muito mais instrutivo e 1til é o resultado do caso particular
em que a; = g = Q!

~ 19 .0, ~ ~
A (lOlag) = %300 ({ao|@law), (as|Plao). t) , (6.20)

que pode ser reescrito em funcao das varidveis do espaco de fase [vide transformacoes (6.16)]
na forma

A (aOlag) = €FV30 (go,post), (6.21)

sendo V3 = 330 + 830 € (a0|(§)|040> - (gg)

Processo 2

Agora o célculo serd feito através da quantizacio de ¢ e p diretamente. Partimos da funcao
classica (6.15), aplicamos o operador Q e em seguida fazemos a transformacdo usual para os
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104 6.2. Quantizacao na Escala Temporal Classica

operadores bosonicos:
s 1h ~
6 = St 1% (@)
n,m
o
1 2_ 92 n m
= S b (t)er (5 %) [(@+at) (a-a")"]. (6.22)
n,m

sendo que h,, ,,(t) foi definido no processo 1. Os operadores envolvidos nos célculos até aqui
estao escritos na representacao de Schrodinger, pois nao dependem do tempo. A seguir,
notamos que

n n
(aizﬂ) - sm[(aiaf) ]
’ “classico”

n

— Z(jﬂ)"*k <Z)e%f’a@a (aT”*’“a’“). (6.23)

k=0
Entao,
GRS S SYSTT (AT (A RICEEN
A k l

n,m=0k,/=0

10;. 0_+ 1o, 0+ _ _
el (afrragalm ), (6.24)

X e 203y

em que utilizamos subindices numéricos para identificar as aplicacoes dos operadores Liou-
villianos. Para obter a forma normal definitiva, utilizamos a férmula (6.8) para escrever

03,0+ [ k0 ]
ahalmt = e el (agm lal;). (6.25)

Com isso, obtemos
R oo n,m n m 1(82—62 )
O = Z Z (_1)mlhn,m(k><l>64 a gt
n,m k,1=0

X e

1 L
—3& 3A —86 8A 8& 8,\ ~tn—k~ — ~
20y a’{62 4 age 2 a; (a]{n kagm l%aﬁ) ] (626)

Estamos prontos para tomar o valor esperado em estados coerentes. Como os operadores
Liouvillianos nao alteram o ordenamento, ocorrerd algo como

(e

de modo que poderemos reorganizar alguns somatérios e obter a forma final

—~ 1 (g2 782*> oo "
N Mzg( i) 3 cn,m(t){eaaadeéﬁaabeéacad [\/g(wb)

(ar]ag)

k
8k 4 (@™ )] az) = faalag)e>*i%2 (aa), (6.27)

hic—d)|"
57] } (6.28)

t a=c
b=d

ag
2
o1
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Apesar de ser aparentemente diferente de (6.19), podemos mostrar que os resultados sao

idénticos. Facamos a conta para o caso em que oy = ag = g = W’%, partindo da seguinte

transformacgao de varidveis:

G-RLO  @-RLG e

Assim, teremos

.« =1 ().
o 0:0= g (02 +22).
h
o 0404 =7 [(04.04, + Op.0p,) + 1 (0q,0p, — 0y, 0p.)] -

2

Devido a transformagao, esses superoperadores agirao agora sobre o termo g;p;’, sendo que
depois da aplicacao devemos fazer q, = q, = qo e p, = py = po. E preciso notar entretanto
que operadores do tipo 9,, e 9y, nao tém em “quem” atuar, de modo que podemos reescrever
a equagao (6.28) como

o0
<040|@|a0) = e_%aqoapo Z cn,m(t) {6%3%8171/3%83?:6%3% (qu;n)} 3
n,m=0 Z;;Zg
o0
= Y cumld) ¢ 2900000 63 9000 o5 (000 950) (gnpm)
n,m=0 T
A (|0lag) = eiV30 (go,po,t), (6.30)

sendo V§ = 07 + 35, e (ay (%) lag) = (gg) Esta férmula sim é notoriamente idéntica & (6.21).

Concluimos esta secao enfatizando o processo: partimos de uma funcio cldssica, com
dependéncia temporal supostamente conhecida, que foi expandida em série de Taylor e em
seguida quantizada de acordo com nossas receitas e através de dois processos distintos. Em
seguida, tomamos o valor esperado em estados coerentes, os quais sao estados Gaussianos, e
obtivemos o resultado final sem qualquer mencao ou imposi¢cao sobre a dependéncia temporal
da funcao classica.

6.2.2 Limite Classico Via Estados Coerentes

Algumas férmulas interessantes podem ser obtidas com o auxilio das férmulas de quanti-
zagao derivadas da proposta do operador Q. Através delas e tomando-se o valor esperado em
estados coerentes, mostra-se que

1h ~ o~ <
<678Q813Q”Pm> = e%véquglj (631)

como ja fizemos ha pouco em outro contexto. Por outro lado, pode-se mostrar ainda, que o
valor esperado do produto nao-hermiteano Q" P™ é dado por

<@n13M> R A% (e%aqﬁmqugt), (6.32)
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106 6.2. Quantizacao na Escala Temporal Classica

Este resultado é interessante porque traz explicitamente (entre parénteses) a transformada de
Weyl [88,89] do operador cujo valor esperado se estd calculando. Uma consequéncia direta
da equagdo (6.32) é que

[Q\n’ﬁ’M] hy2 2 h 7T
<T = 64v0ﬁ sen 58(108170 9Py - (633)

H4 principalmente dois pontos a serem destacados nessas relacoes. Em primeiro lugar, por
se tratar de uma espécie de projecao em estados coerentes, temos sempre a presenca do
. ~ . Evz
operador de suavizacao Gaussiana e4 ¥0o. Por outro lado, operadores envolvendo o produto
cruzado Jy,0p, estao sempre relacionados a questao da nao-comutatividade entre ) e P. Nesse
sentido, podemos supor que o produto totalmente simetrizado [87] é o mais cldssico possivel
[vide eq. (6.31)]. Outro ponto interessante é o fato de que todos os resultados acima estao
expressos em termos de expansoes semicldssicas, e se reduzem assintoticamente ao mesmo

produto ¢{py* no limite cldssico (A — 0).

6.2.3 Meédias Gaussianas Classicas

No formalismo de Liouville, define-se a seguinte média cldssica no espacgo de fase:

(O(qo,po,t)) = /dqdp p(g;p,t) O(g,p,0), (6.34)

na qual o ponto (qo, po) indica a condicao classica inicial sobre a qual foi construida a distri-
buicao p(q,p,0). No caso de uma distribui¢do Gaussiana por exemplo, ¢g e pg seriam o centro
da distribuicao. De acordo com este formalismo a evolugoes temporais da distribuicao p e da
funcao O sao dadas por

pla.p.t) = €'p(q,p,0) = p(a(—t),p(—1),0), (6.35)
O(g.p,t) = e “0O(q,p,0). (6.36)

As médias estatisticas podem ainda ser feitas de uma forma andloga a versao de Heisenberg
para a mecanica quantica, a saber: evolui-se a funcdo Oy e mantem-se constante a funcao
densidade. Nesta direcao, utilizando-se o fato de que o fluxo Hamiltoniano preserva o volume
do espaco de fase em qualquer instante,

dq(t)dp(t) = dq(t')dp(t'), (6.37)
pode-se escrever
(O(qo0,po,t)) = [ dadp p(q,p,t) O(g, p,0)
dqdp p(a(—1),p(~1),0) e “'O(q(~1).p(~1),0)
dq(~t)dp(~1) p(a(=1),p(~1),0) e~ ' O(g(~1).p(~),0)

dqdp p(q,p,0) e"*'O(q, p,0)

Il
— e — — Y~

dqdp p(q,p,0) O(q,p, 1), (6.38)
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em que foi realizada uma troca das variaveis de integragao q(—t) e p(—t) para q e p, respec-
tivamente.
Neste ponto, implementamos a idéia da distribuicao inicial Gaussiana,

(g—90)> _ (p—pg)?
e o e o
p(q,p,0) = NN

sendo o ponto (go,pp) o centro da Gaussiana. Entdo, fazemos uma mudanca de variiveis,
(¢ —q0) =ne (p—py) = ¢, e utilizamos o operador deslocamento e®Pz™ = (z + a)” para
reescrever (O) na forma

(6.39)

nz 2

_n- &
Ot = [ dndSZ S0+ .m0 +6.1)
2

o
e,ﬁ s
= [ dnd¢=—=="—=e"%0 %0 0 t). 6.40
/ 7 C\/ﬁ \/E (QOJPOJ ) ( )
A idéia é que agora a funcdo O ndo depende mais das varidveis de integracdo e, portanto,
completando quadrados, podemos fazer a integral Gaussiana formalmente de modo obter

A <O(QO7p07t)> = e%vgo(qmpout)' (641)

Este resultado serd idéntico ao resultado obtido no formalismo quantico das secoes anteriores
se identificarmos o com h.

H& um ponto importante a ser destacado. No calculo acima nao foi feita qualquer hipétese
sobre a funcdo O. Isso quer dizer que a férmula (6.41) deve se aplicar a qualquer média
realizada com fungoes Gaussianas! Nesse sentido, é como se tivéssemos transformado a integral
da funcao O com pesos Gaussianos num formato diferencial decorrente da aplicacdo do o-
perador Liouvilliano Laplaciano. A grande vantagem desta nova representacao é que ela
consegue colocar em evidéncia toda a dependéncia com a largura da Gaussiana. Entao,
usando o = h, ao expandirmos o operador Liouvilliano em série teremos automaticamente
a expansao “semicldssica” em h. Em outras palavras, a aplicacao do operador Liouvilliano
eTV0 tem o efeito de suavizar a func¢ao sobre a qual ele atua através de uma média Gaussiana.
Observe-se ainda que no limite de o — 0, o operador Liouvilliano se transforma no operador
unidade, o que corresponde ao caso em que a distribuicao Gaussiana se torna uma delta de
Dirac.

Em principio, o mesmo procedimento pode ser aplicado no calculo de médias envolvendo
distribuigoes iniciais Poissonianas, porém algum cuidado adicional deve ser tomado no mo-
mento de se analisar os regimes de 0 < 1, uma vez que a largura da distribuicao também
aparece no denominador das fungoes envolvidas.

6.2.4 Representacoes de Schrodinger e Heisenberg

O que dizer entao diante da completa equivaléncia entre os resultados (6.30) e (6.41)?
Sabemos que os resultados quantico e estatistico nao devem ser iguais, pelo menos nao para
interagOes nao-lineares e para escalas de tempo grandes. O fato é que a quantizagao que
realizamos para obter o resultado quantico foi feita sobre uma equagao de movimento resolvida
classicamente, e ai estd o “problema”. Note-se que quando obtivemos a fung¢dao quantica
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correspondente, é como se tivéssemos feito uma quantizacido de operadores de Schrodinger.
Vamos tentar ilustrar esse fato. Imaginemos que nossa fun¢ao de partida f fosse ¢;(q,p,t), a
solucdo da equacdo de movimento para a coordenada g do espaco de fase. Nesse caso, nosso
processo de quantizacgao levaria a

~

Qi@ P.t) =3 em(t)e 2% Qn P, (6.42)
n.m

em que usamos o subindice “t” para denotar os operadores na representacao de Heisenberg.
Depois disso, toma-se o valor esperado em estados coerentes (<a0|@ |ag)) e chega-se ao resul-
tado ja apresentado, pois a fungdo ja estd expandida em termos de @ e P (representacao de
Schrodinger) e sabemos como calcular o valor esperado.

Por outro lado, se realizdssemos em primeiro lugar a quantizacao da equacao de movimento
(0 que se faz normalmente) teriamos algo como

Gt = 9(g1:p0) = Y _ Gn;m4;'P}" (6.43)
n,m
J
~ _thg 9. o~ A~
Q= Zgn,me > %, %7, Q?Ptma (6'44)
n,m

em que ¢; = qi(q,p,t) e @t = @t(@,ﬁ,t) (representacdo de Heisenberg). O que aconteceria
agora se tomdassemos o valor esperado em estados coerentes? Neste caso, nao saberiamos
como calcular o valor esperado, pois nao temos uma expansdo em termos dos operadores de
Schrodinger, como tinhamos antes. E se tentarmos propor uma expansao para @t e 13t em
termos de @ e P veremos o quao complicado pode ser tentar resolver a equacao de movimento.
De fato, sabemos resolver algo como (a0|@t|a0), como j4 fizemos, mas (a0|@?|ag) por exemplo,
ja seria muito mais complicado.

Nesse sentido, de acordo com o que foi mostrado, parece que a quantizacao de equacoes
de movimento cldssicas que propusemos corresponde a um tipo de “quantizacao cldssica”, que
deve ser valida somente na escala de Ehrenfest, na qual andam juntos o centréide quantico e
cldssico, ou para o caso de interacoes quadréticas e/ou bilineares. De fato, como argumenta-
mos, nossa quantizacao foi feita na representacao de Schrodinger, a qual deve se aproximar
da regra correta de quantizacdo, a de Heisenberg, somente em tempos curtissimos, quando
ambas as representacoes coincidem.

6.2.5 “Trajetdria Quantica Coerente”

O que aconteceria se de fato um sistema quantico pudesse ter o valor esperado de seu

centréide Ry = (%) escrito como

—~ ho2
(R))=¢1V Rg 7 (6.45)
. g . - .
Como o operador de suavizacdo e1"  traz consigo as correcoes do pacote, significa que Rg
traria consigo toda a informagao da dindmica. Neste caso, terfamos uma equagao no espago de
fase “despida” do pacote coerente, o que corresponderia a algo como uma trajetdéria quantica
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coerente. Tendo em mente esta argumentacao e utilizando a equagao acima, poderiamos entao
dizer que, se existir, a trajetéria quantica coerente serd dada por

Rg =c 1V (R)). (6.46)

Em outras palavras, é como se fosse possivel encontrar uma equacao de movimento classica
que, ao ser quantizada na escala classica, resultasse no proprio valor esperado quantico. Note-
se que na pratica o cilculo pode ser feito através da aplicacdo do operador de suavizacao
sobre o valor esperado quantico. Obviamente, ainda é preciso discutir se ha convergéncia no
processo. De qualquer modo, o cdlculo é imediato e simples em alguns casos. Por exemplo,
se o valor esperado quantico depender de g e p de forma apenas linear, como ocorre nos casos
do oscilador harmonico e das interacoes bilineares, entao a trajetéria quantica serd idéntica
a classica. Por outro lado, o que dizer dos casos nao-lineares? Ou ainda, quais seriam os
autovalores e autovetores do operador de suavizacao? Essa é uma questdo que nao serd
tratada nesta tese.

6.3 Tempo de Ehrenfest

De acordo com o teorema de Ehrenfest [7], para estados suficientemente localizados o
centréide quantico evolui segundo equacdes de movimento classicas. Esta proposicao implica
que

(P) =~ (05V(Q)) ~ ~0,5, V (1Q)). (6.47)

isto é, a variagao temporal do momento médio ¢é igual a forca local. Entao, nesta escala, o
formalismo quantico pode ser “substituido” pelo formalismo estatistico ou de campo médio,
ou seja, teremos uma pacote com largura praticamente constante e cujo centro acompanha a
trajetoria classica. Isso estd em rigoroso acordo com a proposta de Ballentine [90].

SejaR(t) = (q1 (t),p1(t),--- ,qN(t),pN(t)) o vetor composto pelas solugoes das 2N equagoes
de Hamilton que descrevem o movimento cldssico no espago de fase de um sistema composto
por N subsistemas interagentes. Entdo, de acordo com os resultados (6.21) e (6.41), na escala
de Ehrenfest podemos escrever o centrdide quantico correspondente como

(R(t)) = ei V'R(2), (6.48)

sendo V? = Zf\; 1 V# o operador Laplaciano N-dimensional do sistema, que atua sobre as
condicoes iniciais (q1,p1,- -+ ,qn,pN). Agora devemos nos lembrar que a escala de Ehrenfest
pressupoe a localizacao “suficiente” do pacote de ondas, de modo que levamos em consideragao
somente a primeira correcao em h. Logo

R(1) ~ R(t) + ZVZR(t). (6.49)

Finalmente, definimos matematicamente o tempo de Ehrenfest como

|(Rete)) ~Rits)||
RO

=1, (6.50)
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ou, de forma equivalente,

LI V2R (ts)l|

RO " (6:51)

E importante notarmos que nao precisamos em momento algum resolver as equagoes de mo-
vimento quanticas. A seguir, aplicaremos o procedimento descrito acima para calcularmos o
tempo de Ehrenfest de um sistema de N osciladores nao-lineares.

6.3.1 O Sistema “kartico” N-dimensional

Seja a Hamiltoniana cldssica

, (6.52)

A= Z <—7¥> : (6.53)

sendo ¢ a tUnica constante de acoplamento do sistema. Calculando o operador Liouvillano da
evolucao temporal do sistema obtemos

N N
L= Y {H. Yy =D (04 HOp, — 0y, HOy,)
=1 i=1
N N
= Z (wi —i—gkAkfl) Lo(qi,pi) = Zﬁi, (6.54)
=1 i=1

em que Ly 6 operador Liouvilliano de momento angular. Agora, podemos mostrar que
[Li, L] = 0 utilizando o processo de derivagao de parametros (vide apéndice ). Em primeiro
lugar, impomos que

p= e(ﬁi-l—ﬂj)tpo — eaﬁiebﬂjpo’ (655)

sendo que a e b sdo parametros dependentes do tempo a serem determinados. Derivando
ambos os lados em relacdo ao tempo, obtemos

(Li+ Lj)p=aLip+beiLie %ip, (6.56)
que pode ser reescrita como
Li+L; = aLli+be L,
_ dﬁi + Z')ea(wrl-gk/\kfl)ﬁo(qiapi) [(wj _l_gkAkfl) ﬁO(Qj,pj)]

— ali+h (wj + ghea(witakA* 1) o(aip) [AkﬂD Lo(qj.p;), (6.57)
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em que usamos o fato de que [Ly(g;, pi), Lo(gj,pj)] = 0. Como o operador momento angular
nio é capaz de evoluir acées simetricamente quadraticas', e como A é funcio somente de tais
funcoes, entao A é uma constante de movimento, e além disso

Li+L; = aLli+bL;, (6.58)
a=b=t, (6.59)
donde conclui-se, voltando-se a (6.55), que [L;,L;] = 0. Agora, pode-se resolver analitica-
mente as equacoes de movimento classicas:
2Lt
A Rl(t) =e R; = H (eﬁjt) R, = M[TZ’]RZ', (660)
J

7 = wit + gthkAF~L,

sendo M a matriz de rotagao bidimensional e R; = (Zi-) o vetor condicao inicial. Por outro
k3
lado, a acdo da soma de Laplacianos sobre a trajetéria cldssica produz

—2[gth(k — 1)]* A26=3  2gtk2(k — 1)AF2

> Vi) Ri(t) = Ri(t).  (6.61)
j —2gtk2(k — 1)AF2  —2[gtk(k —1)]* AZF3

Agora ja podemos calcular os tempos de quebra de correspondéncia utilizando a equagao
(6.51). Observemos antes que nao ha acoplamento entre graus de liberdade distintos nas
equacoes de movimento, de modo que podemos facilmente fazer o cdlculo para o vetor R =
(R1, Rs, ..., Ry) no espaco de fase. Depois de alguma algebra, chega-se ao seguinte resultado:

1
1 2kt RE?|?
tu(N k) = - [ 1+———] . (6.62)

Este resultado, entretanto, ainda nao estd consistente com as aproximacoes que temos feito
até aqui. De fato, ainda precisamos jogar fora todas as correcoes de ordens superiores a f'.
Com isso, obtemos o seguinte resultado final:

A tE(Nak) =

W] . (6.63)

wve=]
1
9\/§k(k ~ AT 8

Na figura 6.1, mostramos resultados analiticos da relagao (6.50) obtidos para o caso N = k = 2
e a comparagao com a escala de Ehrenfest dada pela equagao (6.63).
H4 uma série de pontos no resultado mostrado em (6.63) que merecem algum comentdrio.

e O tempo de Ehrenfest diverge para k = 1, o que estd em pleno acordo com o fato de nao
haver correcoes quanticas para o caso do oscilador harmdnico. De fato, nesse regime,
todas as nao-linearidades deixam de existir, e nunca havera divergéncia entre o centrdide
quantico e a trajetéria classica. O mesmo ocorre se g = 0 ou k = 0.

'De fato, e7%°(¢* + p?) = ¢ + p°. Este é exatamente o caso do oscilador harmonico em uma dimens3o,
a®+p?
2

com energia H = w ( constante.
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lI<R(®)>=r®)1l / [Ir(0)l]

Figura 6.1: Distanciamento entre os centréides quantico e cldssico em fun¢do de wt para o oscilador
quértico bidimensional (N = k = 2). Esses cdlculos foram feitos analiticamente com ¢; = p; = 1
A=2),w; =w=1,¢9g=0.1eh =1 (linha sélida), i = 0.1 (linha tracejada) e i = 0.01 (linha
pontuada e tracejada). O tempo de Ehrenfest (6.63) para cada valor de & é representado por uma
linha vertical no estilo correspondente.

e Identifica-se claramente a dependéncia em £ para a escala de quebra de correspondéncia:
tg ~ ™%, De fato, ha concordancia com um resultado obtido na literatura para o caso
de N =1ek =2 [91] e com resultados preliminares obtidos pelo grupo da Profa. M.
Carolina Nemes (UFMG - BH/MG). Além disso, conforme [8,92], nosso resultado é

proporcional a % (%)T’, sendo 2 uma frequéncia dinamica e S uma agao caracteristica

do sistema. De fato, nosso resultado pode ser reescrito como

1 1 [20\%°
Rk {gAkl <7> } (6.64)

no qual temos, por comparacio, Q = k(k — 1)gAF—1.

e Para que a escala de Ehrenfest nao seja negativa, o resultado exige que

i—g\ > h. (6.65)
Isso significa que nao basta exigir que /i seja pequeno, mas sim que ele respeite esta
relacdo, que depende nao sé da agao do sistema, mas também do grau de nao-linearidade
expresso por k. Nesse sentido, podemos entender que a condi¢do acima define qual
seria o “parametro semiclassico adequado” para falarmos em limite cldssico. Isto é,
rigorosamente, o limite cldssico ndo é obtido com & — 0 (constante de Planck), mas

hk2
com gr — 0.

e O resultado também indica o papel da nao-linearidade para a escala de quebra de
correspondéncia. O limite A — oo mostra que o termo de interacdo do Hamiltoniano
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passa a vencer o termo livre de tal forma que o sistema assume um carater altamente nao-
linear. Entao, se o acoplamento nao for suficientemente fraco, de modo que a frequéncia
gAF~1 seja finita e da ordem de wj, teremos um tempo de Ehrenfest tendendo a zero.

Os resultados desta se¢do acabam de ser submetidos & publicacdo [93].

Entropia e Tempo de Ehrenfest

Nesta secao vamos mostrar que o tempo de Ehrenfest calculado através da acdo do cen-
tréide estd em acordo com a hipétese de uma escala “classica” de tempos. Para tanto utilizare-
mos um procedimento de comparacgao entre as entropias estatisticas linear e de von Neumann.
Comecamos pela definicio da seguinte média?:

[ (1)p" (t)]
Trp™(t))
na qual p(t) é a densidade de probabilidade no instante ¢ e O(t) é uma fun¢ao das coordenadas

q e p do espaco de fase que pode, em geral, depender do tempo. Podemos agora reescrever as
equacoes das entropias em funcao das médias definidas:

(O(n)"” = (6.66)

S@) = =Trlp(t)Inp(t)] + Tr[p(0) In p(0)]
= —(np(t))i" + (Inp(0));”. (6.67)

Tl | o)

oty = 1—- ———== . 6.68
" el 0] = o) (009

Vamos ainda reescrever a eq. (6.68) numa forma mais apropriada:
~Infl = 58] = — In{p(#))§” + In{p(0))}. (6.69)

De acordo com a definicao usual, a escala de Ehrenfest é aquela na qual a mecanica quantica
pode ser descrita por equagoes dinamicas classicas. Portanto, podemos supor que nesta escala
vale a relagao

(£(0)) = f{O)). (6.70)
Se assim for, as equacoes (6.67) e (6.69) nos levardo & seguinte equacao “classica”:
A S(t) + In[l —6(t)] =0, (6.71)

a qual deve valer para todo t definido dentro da escala do tempo Ehrenfest (calculado nas
secOes anteriores):

h_0'5
t = ,
EC ,—4g2A

sendo A = g3, + p3y + g3 + P3y a agao classica do sistema. Na figura 6.2 vemos que de fato

(6.72)

2 Aqui estaremos sempre considerando o formalismo estatistico, mas acreditamos que algo semelhante deva
ocorrer no formalismo quantico.
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S(t)+In[1-5(1)]

Taxa de Descoerencia
o

-0.05 &

10 10° 10’ 10° 10™ 10° 10’

ot ot

Figura 6.2: (a) A grandeza indicada no eixo estd representada pela linha sdlida. (b) Taxas de
descoeréncia: 42 (linha sélida) e —Z% In(1 — §) (cfrculos). Em ambos os gréficos, a linha vertical
tracejada representa o tempo de Ehrenfest: tg ~ 8.84. Esses sdo resultados estatisticos obtidos para
o sistema qudrtico (2-D) com os seguintes parametros: gio =pio =1, A=4, w=1,9=01,A=02¢
h =0.08.

ha uma boa concordancia entre o tempo de Ehrenfest previsto na eq. (6.72) e a igualdade
deduzida na eq. (6.71). Apesar de o célculo ter sido feito somente dentro do formalismo
estatistico, um argumento complementamente analogo pode ser estabelecido para as entropias
quanticas, o que reforgaria a idéia de que a validade da eq. (6.71) pode ser uma boa receita para
a estimativa do tempo de Ehrenfest. Podemos ainda testar mais uma vez essa argumentacao
se fizermos o mesmo cédlculo para o caso da interacao RWA, para a qual se espera que o tempo
de Ehrenfest seja infinito. Neste caso entdo, a igualdade (6.71) deve valer sempre, e é isso o
que ocorre de fato, como estd mostrado na figura 6.3.

0.4
—— =In[1-3(t)]
° S(t)

0.3 ¢

0.2 f

0.1 ¢

OO L L L

0 5 10 15 20

ot

Figura 6.3: Teste de validade da equagdo (6.71) no formalismo estatistico em fun¢do do tempo para
o caso da interacdo RWA com A = 0.9 e w = 1. Este resultado sugere que o tempo de Ehrenfest deve
ser infinito, o que de fato acontece nesse sistema.

Tese de Doutorado Renato M. Angelo



Capitulo 7

Conclusoes

No estudo da dindmica de emaranhamento de sistemas Hamiltonianos bipartites global-
mente fechados, observamos a dependéncia do processo de emaranhamento e descoeréncia
com a condicao cléssica sobre a qual foi inicializada a dindmica quantica de estados coerentes.
Além disso, vimos como o efeito de borda, oriundo da finitude do espaco de spin, nos permite
estudar as oscilacoes da entropia linear em conexao com a simetria da projecao da trajetéria
classica no espaco de spin. Esses efeitos, conectam conceitos quanticos como a entropia linear,
a descoeréncia e o emaranhamento, com aspectos completamente classicos, como trajetérias
no espago de fase.

Uma vez “entendido” o efeito de borda, foi possivel propor o cilculo de um comportamento
médio para o processo de emaranhamento associado a uma trajetéria classica, independente
do ponto (g1, p1, g2, P2, t) escolhido sobre a trajetéria. Esta parece ser a medida mais adequada
para a associacao com um eventual expoente caracteristico classico. De fato, foi possivel definir
um comportamento assintético exponencial para a entropia linear média, com o auxilio de
dois pardmetros de ajuste Ay e A; associados, respectivamente, ao valor do patamar (valor
do emaranhamento do equilibrio) e & taza de descoeréncia. Foi observado que A; é maior
para trajetorias pertencentes as regioes instaveis do espaco de fase, como a separatriz e o
mar cadtico. Para o parametro Ay, conectado ao valor miximo da entropia, verificou-se sua
dependéncia em relagdo ao numero total de estados acessiveis (definido em termos do spin
total J), sendo portanto o mesmo para qualquer trajetdria pertencente ao regime definido
pelo par (E, J).

Para o MJC-N discutimos ainda o limite cldssico da entropia linear. Por ser esta uma
grandeza extensiva, nos pareceu adequado que a entropia assuma valores cada vez maiores
a medida que aumentamos J, isto é, parece razodvel que a entropia cresca acompanhando o
crescimento no numero de estados acessiveis. Por outro lado, se nos lembrarmos que a entropia
¢ também uma medida de emaranhamento nos casos em que trabalhamos, entdo teremos um
paradoxo, pois os resultados numéricos indicam que o emaranhamento cresce & medida que
deixamos o sistema mais cldssico. Esta é uma questdo que nao foi esclarecida neste trabalho
e que consideramos importante para o real entendimento de grandezas que pretendem medir
o emaranhamento.

Nesta tese apresentamos também a definicio de uma medida para o emaranhamento de
distribuicoes classicas. A entropia linear classica expressa de forma quantitativa o fato de que
distribuigoes classicas inicialmente separadas se emaranham em sistemas interagentes. Isso
quer dizer que a distribuicao de probabilidade de um dos subsistemas depende, ponto a ponto,
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do espaco de fase do outro subsistema. Este tipo de probabilidade condicional ocorre também
quanticamente, uma vez que o estado de um dos subsistemas depende da medida realizada
sobre o outro subsistema. Note-se que nosso objetivo nao é propor uma medida semicléssica
para emaranhamento, mas sim quantificar o emaranhamento de distribuicoes clissicas, que em
principio pode ser bem diferente do quantico, o qual estd relacionado as correlagoes quanticas
nao-locais. Apesar disso, nossa defini¢ao classica foi tal que obtivemos resultados (quantico e
classico) idénticos para o caso de sistemas quadraticos com interagao bilinear e estados iniciais
Gaussianos. Mesmo utilizando estados iniciais nao-Gaussianos, ainda foi possivel comparar
qualitativamente os resultados dos dois formalismos utilizando-se o grau de emaranhamento, o
qual acaba sendo, por causa disso, uma medida mais geral de emaranhamento classico. Mais
tarde, diante dos resultados para o caso de interacao quartica, concluimos que a entropia
classica é realmente uma medida adequada, ndo podendo (e nem deveria) se comparar ao
resultado quantico em casos em que fenémenos sem analogo classico (auto-interferéncia) estao
presentes. De qualquer forma, ainda se faz necessario algum esforco no sentido de demonstrar
propriedades matematicas como concavidade, positividade, aditividade, etc., as quais devem
ser satisfeitas por qualquer medida de entropia.

Ainda no ambito das analogias entre os formalismo quantico e cldssico, deduzimos por
primeiros principios uma equacao mestra cldssica para o tratamento de sistemas abertos Mar-
kovianos. A dedugao seguiu os passos usuais dos livros-textos [74] para a deducao da mestra
quantica, com modelagem Hamiltoniana baseada no processo Caldeira-Leggett [84]. Como
aplicacao direta, comparamos os calculos quantico e cldssico para o caso de um oscilador
harmonico em contato com um banho de osciladores em equilibrio a temperatura nula. Neste
cédlculo preliminar verificamos que a equagao mestra classica ofereceu resultados adequados,
uma vez que simulou apropriadamente a dissipacao e localizacao da probabilidade classica,
como se espera. Uma perspectiva interessante seria o cdlculo a temperatura finita, para o qual
deve ocorre difusao classica. Além disso, seria interessante podermos verificar se esta equacao
mestra pode levar as equacdes cldssicas de Langevin para o movimento Browniano [94].

O 1ultimo resultado deste trabalho nasceu do estudo dos processos de quantizacao dos
livros-textos, segundo o qual construimos o Hamiltoniano quantico para qualquer sistema
com andlogo classico conhecido. Assim definimos um operador Liouvilliano classico capaz de
quantizar mondmios de varidveis cldssicas canonicamente conjugadas em forma automatica-
mente simetrizada e ordenada. Mais tarde, descobrimos que tal operador j& havia aparecido
em alguns trabalhos sobre a transformada de Weyl, em contextos ligeiramente diferentes.
Como consequéncia direta da proposta de tal operador, ganhamos férmulas de ordenamento
normal e anti-normal. Aplicando entao esse esquema de quantizacao as equacoes de movi-
mento cldssicas e tomando o valor esperado em estados coerentes, obtivernos a aproximacao
na escala de Ehrenfest para os valores esperados do centréide quantico, o que nos levou
automaticamente a uma férmula para o cdlculo do tempo de Ehrenfest. Como exemplo,
calculamos analiticamente a escala de quebra de correspondéncia para um sistema de N os-
ciladores com interacao diagonal de ordem k. O resultado deste cdlculo analitico se mostrou
bastante satisfatorio, trazendo informacao sobre a dependéncia da escala de Ehrenfest em
relagdo a nao-linearidade da interagao, além de reproduzir resultados de casos particulares da
literatura. Esses calculos via estados coerentes se mostraram bastante promissores e podem
constituir uma ferramenta interessante para o entendimento do limite classico mateméatico da
mecanica quantica.
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Apéndice A

Artigo de P. Ehrenfest

Neste apéndice apresentamos a traducao de Daniel Vogt sobre um artigo bastante interes-
sante de P. Ehrenfest, no qual encontramos a demonstracao original do teorema de Ehrenfest.
E neste artigo também que se encontra a primeira estimativa do que se definiu mais tarde
como o tempo de Ehrenfest, e por essa razao este artigo nos é particularmente interessante.
H4 também um motivo pedagdgico para a inclusao desta traducao neste apéndice, visto que
se trata de um tépico bastante fundamental em mecanica quantica. Que fique explicitada

entao nossa gratidao a este til trabalho de tradugao do colega Daniel.
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Observacgao sobre a validade aproximada da mecanica classica dentro da
mecanica quantica.

Por P. Ehrenfest em Leiden, Paises Baixos.

A partir da equacdo de Schrodinger, por meio de um breve calculo elementar sem aproximacoes,

deduz-se a relacao
d? N N oV

que prevé, para um pacote de onda pequeno e que permanece pequeno (m da ordem de 1 g), a aceleracdo
de suas coordenadas de posicdo se ajusta a forca local —% no sentido das equagdes de movimento
newtonianas.

E desejavel que se possa responder & seguinte questiao de uma maneira na medida do
possivel elementar: qual retrospecto se did do ponto de vista da mecinica quantica so-
bre as equacoes newtonianas fundamentais da mecéanica classica? Por meio de uma série
de publicacdes recentes ficou essencialmente esclarecido que, e até que ponto, a mecanica
cldssica permanece valida com alta aproximacao para fendmenos macroscépicos!. Permite-se,
porém, apontar brevemente uma relacao particularmente elementar que decorre da equacgao de
Schrédinger sem nenhuma aproximagao, porque ela talvez exponha a conexao entre mecanica
ondulatéria e mecénica classica de um modo ainda mais céomodo.

E suficiente apresentar-se as equagoes para o caso de um unico grau de liberdade, portanto
para a seguinte forma da equacao de Schrodinger

h? 9% ov
-z = = ih— Al
9 922 + V(z)¥ =ih 5 (A.1)
h? 9%V . _OU*
Denomina-se entao
+0oo
/ dz zUU* = Q(t), (A.3)
— 00
—+o0 *
z'h/ dx\Ifai = P(t), 2 (A.4)
s ox

e calcula-se % e ‘31—}; com uso de (A.1) e (A.3). Por substituicao e integracao parcial resulta

imediatamente (e sem aproximagoes):

aQ 1
d2Q 4P AT

'"Louis de Broglie, These 1924; Journ. de phys. et le Rad. (6) 7, 1, 32, 1926; C. R. 180, 498, 1925; 183,
272, 1926. — L. Brillouin, Journ. de phys. et le Rad. 7, 353, 1926. — E. Schrédinger, Naturwiss. 14, 664, 1926.
— P. Debye, Phys. ZS. 28, 170, 1927. — W. Heisenberg, ZS. f. Phys. 43, 172, 1927. — E. H. Kennard, ZS. f.
Phys. 44, 326, 1927. ,

20 desenvolvimento de ¥ nas autofuncées: ¥ = Ecneantcpn(m) fornece a relagdo para as matrizes ¢nm =

e%(E"fEm)tf dx x¢nom € pnm.
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Equacio (A.6) mostra explicitamente: sempre que a largura do pacote de onda (probabilistico)
U™ for bastante pequeno (em relagao a distdncias macroscépicas), a aceleragao (do centro
de massa ) do pacote de onda se ajusta a forca (—%—‘;) “atuante na posicao do pacote de
onda” no sentido das equacoes newtonianas.

Observacoes: o gradual alargamento de um pacote de onda foi discutido detalhadamente
por Heisenberg, obra citada. Seu cédlculo para o exemplo do movimento unidimensional de
um ponto material na auséncia de forcas pode tornar-se talvez mais familiar por meio de uma
rela¢ao proxima com calculos conhecidos sobre condugao de calor. Para V(z) = 0 a equagao

de Schrodinger tem a estrutura de uma equacao de conducgao de calor:

aa—f = a2227\£, (A7)
com
a? = 2% (A.8)
Substituindo na sua solugao geral (ver, por exemplo, Riemann-Weber, v. 1)
1 oo (=62
U(z,t) = Sa/ai /oo dée™ 12t U(0,¢) (A.9)
a condicao inicial:
W(0,€) = et tine, (A.10)
portanto
(W) =g = 2o (A.11)

(1 uma constante real arbitraria), encontra-se, assim como Heisenberg obteve para a locali-
zacao e distribuicdao do “pacote de onda” num tempo posterior:

(a— B 1)2
VU =c(t)e o2 (A.12)
onde 90
ht
2_ 9
0 =w” + ol (A.13)

logo um deslocamento do pacote de onda com velocidade hy/m e um alargamento crescente
no tempo. A largura inicial dobra (i. e. Q? = 4w?) ap6s o tempo

2 1 —-27
T =37 h:M ) (A.14)
h 2m

0—24

Param =1g, w = 1072 cm tem-se T = 10?' s; por sua vez param = 1,7x 1 gew=10"%

cm tem-se T = 1013 gl
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Apeéendice B

Desacoplamento de Exponenciais de
Operadores Nao-Comutativos

O contetido que apresentaremos aqui foi integralmente retirado das referéncias [95-97].

As técnicas de desacoplamento de exponenciais de operadores nao comutativos sao extre-
mamente 1iteis para a solucao analitica de equacoes famosas como

[p(#) =eTp0) e B(t) = p0), (B.1)

sendo £ = % o superoperador Liouvilliano. De forma bastante genérica, o desacoplamento

¢é proposto na seguinte forma:

e(é aiéi) -1I (e&'@) , (B.2)

=1

sendo «; e A; numeros complexos e 6, operadores de um conjunto A = {61, 62, e ,6 N} de
uma dlgebra de Lie fechada (finita) de N elementos que satisfaz a condicao

[Ai,é\j] = iv:cijkak. (B.3)
k=1

Uma das formas de desacoplamento mais conhecida é a formula deduzida por Baker-Campbell-

Hausdorff. Dado o superoperador [21\, .}, que atua sobre o operador B segundo a prescricao

[;1\, } B= [;1\, E], mostra-se que

An.-A_ Aan_~[A]F 5
A c'Bet=etlp=3" b (B.4)
k=0

A partir deste resultado sdo obtidas as seguintes formulas BCH:

eMB = eAeBel2elseCn |

eAtB = | .e*C4e*C3e*C2eBeA,
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~ lr~ ~ ~ lr~71~ & a1~ 2
02:—5[,4,3], 03:6[A, [A,BH+§[B, 4.B]],
Um exemplo bastante simples da aplicacao das férmulas BCH pode ser dado para o operador

deslocamento D, definido por ﬁ(a)|0) = |a). A aplicacao das férmulas leva a

D(a) = o~ = eg"'g, (B.6)
com
62 = —35 [aZiT,—a*a] =1 |l a|? 1,
(B.7)
D(a) = ¢ zloff ot g-a"a, (B.8)

Esta forma desacoplada é muito mais interessante para a solucao de problemas. Note-se, por
exemplo, que a demonstracao da identidade D(«)|0) = |) pode ser feita de forma imediata.

B.1 Expansoes Ordenadas

Ha4 problemas em que pode ser bastante conveniente escolhermos um ordenamento adequa-
do para o desacoplamento. Nesses casos, as férmulas BCH nao serao suficientes. Precisamos
lancar mao entao de técnicas especiais de desacoplamento, as quais passamos a descrever.

B.1.1 Técnica Matricial de Gilmore

Dada a algebra A = {21, ;1\2, e ,2 N}, trabalhamos com a forma matricial das expansoes
das exponenciais, para obter

et AitazAottan Ay _ jaidi gasds || gan Ay (B.9)

bl

em que a; = a;(ai,as, -+ ,ay). Esse método é bastante adequado aos casos em que a repre-
sentacao matricial é simples e de baixa dimensionalidade.

Exemplo: Algebra SU(2) do momento angular

Seja a seguinte representagao fiel para as matrizes do grupo SU(2)

~ L 9 ~ 0 1 ~ 0 0
- 2 - -
sz_<0 _%>, S+—<O 0), S_—<1 0), (B.10)

que obedecem as regras usuais de comutagao

[§Z, §i} —+5, e [§+, §,] —23.. (B.11)
Entao, depois de alguma algebra pode-se chegar a
R R R cosh k + ﬁ w, senhk %+ senhk
ew+5++w;5;+w75’7 — . (B12)
wT* senhk cosh k — ﬁ w, senhk
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Por outro lado, partindo também das matrizes dadas em (B.10), escrevemos
e/ e bl pype /2
eh+ S+ gh= Sz ght=5— — (B.13)
Iuie_ﬂz/Q e_ﬂZ/Q
Entao, por comparagao direta de (B.12) com (B.13), chegamos ao resultado final
h
Hz = In (2kcoshk2l€w;senhk) ’ Ht = W4 serllc kMZ7
(B.14)

k=\/tw? +wiw_.

B.1.2 Técnica de Transformacao de Similaridade de Witschel

Esta técnica serd apresentada através de um exemplo que desacopla o operador evolugao
temporal de um oscilador harménico forcado, o qual é descrito pelo seguinte Hamiltoniano

quantico:

~

i =wala+ (w+af + wfa) .

(B.15)

Para este sistema, define-se a algebra de Lie A = {afa, al,a, 1}, & qual pertence o préprio a.

Nosso objetivo, é obter a seguinte forma desacoplada ordenada:

at data 0 G d
el = 9+0" 907909

(B.16)

A técnica de transformacdo de similaridade estd fundamentada em uma identidade bas-

tante importante, que é demonstrada por

—~ ~ ~ -~ -~ -~ ]_A TR n
ele]eB = ABeA — A <1+B+§BeAeAB+-">6A
U P DU Afe-A [4,.]
= 1+4¢Be A+—, e*Be= ) + = elem B — ple
2!

Utilizamos agora um parametro A para escrever

H _ e—/\ae)\aeHe—)\ae/\a

—)\d @ H a g {e @:-1HY G
e —¢ G (e/\[a,.]eH> M — o )\ae{e H}e)\a.

Agora notamos que
A @, .]°
Mg, .

A
@, PH =X1a |aH
6 [a

@, J"H =0.

(B.19)

Renato M. Angelo
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Logo
el = ¢~ exp {wETEZ +wyal + Awy + (Aw+ w_)a}e/\a. (B.20)
Agora, escolhendo )\ = _u:u__, obtemos
e =5 exp {wETfi + w+5T}e_wT_aew+ww_ . (B.21)
Utilizamos entao a técnica matricial para mostrar que
exp {wZiTZi + w+6T} = ¢ (-1l wala (B.22)

Entao, utilizando este resultado, voltamos a (B.21), aplicamos as férmulas BCH para fazer as
comutacoes necessarias e obtemos o formato final desejado:

I L (B.23)

B.1.3 Técnica de Derivacao de Parametros de Wilcox

Definida a algebra A = {121\1, 21\2, e ,;1\”}, procuramos por

elarAittanAn)t _ bi(t) A1, gbu(t)An (B.24)

Entao, tomando a derivada em relacdo a ¢, obtemos

<a1A1 NS a'n,An> plarAitotan An)t b ALt A gbnAn

b byt Ar . A ebndn, (B.25)
Agora utilizamos as férmulas BCH para calcular
DALy = A oA A o (o[ A] 1) et A 2 gy (b (1), {A}) A (B26)

Da mesma forma obtém-se

fa = fa(bi(t),ba(t), {A;}),

: (B.27)
foo = Fa(br(t),- (), {A}).
Entao, voltamos & equacao (B.25) para obter
(alfzil 4t anle\n) e(a1g1+...+an2n)t — (i)lle\l + iJQfQ 4t I.)nfn)eblgl L ebngn
(B.28)

A (a121+---+an2n):(6121+62f2+---+l}nfn).
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B.2 Aplicacao: Solucao da Equacao Mestra a T =0

Um problema bastante interessante que pode ser resolvido por meio das técnicas de desa-
coplamento é a equacdo mestra a temperatura nula. Trata-se de uma equagdo que representa
a evolucao temporal de um oscilador harmonico em contato com um reservatorio de oscilado-
res harmonicos, cada qual com sua frequéncia caracteristica, em equilibrio a temperatura 7.
Aqui resolveremos o caso mais simples, em que 1" = 0.

Estaremos interessados em resolver a equagao

p(t) = £1p0), (B.29)

analisando em particular o caso em que o estado inicial p(0) representa um estado de gato
de Schriédinger. O primeiro passo entretanto serd desacoplar os superoperadores contidos no
Liouvilliano £, o qual, para a equacdo mestra a T' = 0 [74], é descrito por

L=-wld'a.-.a'a] + (2a.3" -a'a. —.a'a), (B.30)

sendo w a frequéncia natural do oscilador harménico (sistema de interesse) e -y a constante de
dissipacao, oriunda da interacao com o reservatério. Definamos entdo uma possivel dlgebra
de Lie para o problemal:

L=1zA+yB++C, (B.31)
A=3d'g
B=.a%a (B.32)
C=a.al,

comz = (—w—3) ey = (—w+3). Para a 4lgebra definida por A = {E,B\, C, 1}, valem
as seguintes relagoes de comutagao:

A, B| = [a'a.,.a%q] =a'a.afa —ata.ata = o,
A,C| = [ata.,a.a'] =a'ag.a! —aatg.af = —C,
L — — (B.33)
C C
B,C| = [.a'a,a.a'] =g.afata-g.alaal = -C.
] N—— N——

c c

Agora, aplicamos a técnica de derivacao de pardmetros de Wilcox a fim de obtermos o seguinte
desacoplamento ordenado:

,Z)\(t) _ e(z;\\—l—yﬁ—l—'yé)t _ ea(t);\\eb(t)éec(t)a‘ (B.34)

!Somente a posteriori podemos concluir que esta é a escolha mais conveniente, mas certamente nio é a
unica possivel.
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De acordo com a técnica de Wilcox, resta-nos entao a seguinte equacao para resolvermos:
tA+yB+~C = aA+b (e“[A"]§> +c [e“[A"] (eb[g"]a)] . (B.35)

Utilizando as relagdes de comutacao (B.33), calculamos

o cdldp_ n;% [2, .]”E - B, (B.36)
~ 1 P~ no > pn WA o~
. eb[B"]C:nz_%H [B, ] Cznz_:oa(—l) C=etC, (B.37)

€Im que usamos

B,.| C= [E, 6] — (-1)C,
ZA = 2 PN N
B,.| C=-|B,C|=(-1)?°C
|B.¢] = (-1, B.35)
M~ n ~ ~
B..| C=(-1)"C.
o cald] (eb[g"]a> = (e“[ﬁ’-]é) et=e %0 =c . (B.39)
Com esses resultados, voltamos & equagao (B.35) para escrever
A +yB +~C = GA + bB + ce~ (¢t C,
a=ux a(t)=—(w+3)t
b=y — b(t) = (w— )t (B.40)
¢ = ye~(ath) c(t)=(1-e),

para escolhas convenientes de a(0), b(0) e ¢(0). Ao final, obtem-se a seguinte forma desaco-
plada:

A ﬁ(t) _ ef(zw—l—%)tafa. e(zwf%)t.afa 6(176*7’5)6.&1r b\(o) (B41)
Note-se que o desacoplamento é feito independentemente do formato do estado inicial. Além

disso, a forma final pode ser aplicada facilmente a qualquer estado inicial para o qual se
conheca sua expansao na base de estados de niimero, o que em geral é sempre possivel.
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B.2.1 Evolugao Dissipativa do Gato de Schrodinger

Um caso bastante interessante e que nos ensina muito sobre o fenémeno da descoeréncia
é o da evolucao de um gato de Schrodinger. Seja o estado

|Gy = dEIZ 20) (B.42)

2 (1 £ e—2laol?)

o qual representa um estado de gato par (“+”) e impar (“—"). A matriz densidade de um tal
estado puro é dada por

o) {ao |+ | —ag)(—ag | £ (| o) fao | + | a0) {~a |)
p(0) = 9 (1 + e*2|0‘0|2) ) (B.43)

na qual nota-se claramente a presenca de termos nao-diagonais “nao-classicos”: as coeréncias.
Utilizando a expansao dos estados coerentes na base dos estados de ntimero, podemos aplicar
a férmula (B.41) para encontrar o estado evoluido

R | o) (e | + [ =) (—a | j:l“(t)<| —o) (o |+ [ ) (—u |)
p(t) = 9 (1 + 672“1'2) ’ (B'44)

com

ap = (aoe—zwt) e—%t7

(B.45)
() = e 2lool*(1=e771),

Este resultado nos ensina uma série de pontos interessantes sobre o fenémeno da descoeréncia,
o grande responsavel pelo processo de classicalizacao de estados nao-classicos e, consequente-
mente, pela garantia da validade do principio da correspondéncia de Bohr [15].

Vejamos alguns regimes interessantes contemplados pelo resultado (B.44):

e A situagio de equilibrio (f — oo) é corretamente descrita por
ploc) — 10){0], (B.46)

que representa o estado de vacuo do oscilador harmonico. De fato, a temperatura
nula, é esperado que toda a energia do sistema escoe para o reservatério, num processo
irreversivel.

e O regime de evolucao unitaria coerente é recuperado no limite de v — 0.

e O processo de classicalizagao (descoeréncia) é descrito pelo parametro I'(¢), que mostra
como “morrem” as coeréncias & medida que o tempo passa. No equilibrio (t — oc), o
sistema se torna cldssico: a superposicao inicial de estados macroscépicos, concebivel
apenas no mundo quéntico, evolui para uma mistura estatistica de estados coerentes (na
escala do tempo de descoeréncia), a qual representa essencialmente um estado cldssico.
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e Podemos estimar o tempo de descoeréncia 7p do sistema como sendo o instante em que
as coeréncias comecam a ficar despreziveis. Matematicamente, impomos que I'(1p) ~

e~ !. Entdo, utilizando a parametrizacio usual para o espaco de fase, ag = qo*’ﬁ,
obtemos
~ i (B.AT)
TD = TR* .
(P +a5)

sendo 7r o tempo de relaxacao definido como

TR = l (B.48)
Y

Essas estimativas mostram que o tempo de descoeréncia serd tanto menor (e muito
menor que o tempo de relaxagio) quanto mais préximo da condicio clissica, m — 0,
estiver o estado inicial. Além disso, através dos calculos realizados nesta tese, somos
induzidos a pensar que no regime semicldssico, o tempo de descoeréncia (~ k) serd
sempre muito menor que o tempo de Ehrenfest (~ A~"). Porém, de forma mais precisa
e realista, esta comparacao terd sentido somente dentro de um modelo que ofereca a
possibilidade de cdlculo de ambas as escalas de tempo.
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Apéndice C
Variancias de Estados Coerentes

Neste apéndice faremos uma rapida discussao sobre as diferencas entre as varidncias ini-
ciais (¢t = 0) calculadas nos formalismos quantico e estatistico para estados iniciais coerentes
(distribuicoes Gaussianas).

C.1 Calculos Quanticos

De acordo com o formalismo quéantico usual, em ¢t = 0 temos

p(0) = |ag){ao| ® |az0) {20, (C.1)

(@i(0)) = Tr[p(0)Qi] = Tri[5:(0)Qs] = {exio| Qs evio)

h S h *
= \@muai +@)|oro) = \/;mm + o)

h <qi0 +1pio | gio — Zpio)
2 V2h V2h
= Gio, (C.2)

em que utilizamos a relacao usual entre os rétulos dos estados coerentes ;g e as coordenadas
do espago de fase (g0, pio). Calculemos agora (Q?) e depois a variéncia:

Q7 (0)) = Trp(0)Q7] = Trilpi(0)Q7] = (cvin| Q7 |cxio)
h ot o B
= E(ai0|(aja;{ + ajpa; + 2n; + 1)|ayo) = E(afg + a2y +2n + 1)
_ é qi20 - plzo — 21g;0pio + QZO - p?(] + 21qi0Pi0 + 2‘]1'20 +p220 +1
2 2h 2h 2h
h
= ¢t = (C.3)

2

Entao,

(C.4)
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C.2 Calculos Estatisticos

Vejamos o caso estatistico:

_ (a0, a0|p(0) 10, a20)
p(0) = L0 20(27rh)2 10, @20

= p1(0) ® p2(0)

92 o (qk*qk0)2 o (Pk—Pk0)2
2h 2h

= II°¢ 27571 . (C.5)

k=1

Assim, em t = 0, tudo o que temos a fazer é resolver integrais Gaussianas:

_ (a;—ai0)®
2h

e 2
(@ (0)) = / daidpia pi(0) = / o A (C.6)
2mh

(@:(0)) = a0, (F(0)) = g + I,

A (g(0) —(a(0)* = h. (C.7)

Esses calculos parecem indicar que a mecanica classico-estatistica precisa ser sempre “calibra-
da” inicialmente, isto é, as condicoes iniciais devem ser escolhidas de forma a reproduzirem
os resultados quanticos. De fato, neste caso, poderiamos reproduzir os resultados para a
varidncia quantica utilizando a seguinte largura classica:

h
hcléssico - 5 (C8)
De certo modo, isso é andlogo a normalizagao da entropia linear, que é escolhida para que

5;(0) = 0.
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