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Resumo

Investigamos as catastrofes que podem ocorrer na dindmica de kinks na presenca de forcas
externas e impurezas. Sob a acao de algumas forgas anarménicas, pode acontecer de. nao s6 o
modo translacional ser instavel. como também os modos internos (modos de forma). ou mesmo
parte do espectro continuo. A competicio entre escalas da “largura” das inomogeneidades. da
distancias entre elas e da largura do séliton leva a bifurcacdes inesperadas na estabilidade.

Investigamos a dinamica de um séliton. que comporta-se como uma particula extendida.
levando a efeitos nao lineares na oscilacido em torno de um minimo ou ao comportamento cadtico
tipo Duffing. Generalizamos os conceitos de ressonincia geométrica e ressonancia estocastica.
que aplicamos aos solitons.

Investigamos uma equacio de sine-Gordon modificada. que possui solugdes solitonicas com
interagao de longo alcance. Generalizando a equagao de Ginzburg-Landau obtemos o mesmo tipo
de comportamento em mais de uma dimensao. Essas interagdes levam ao regime nao extensivo
para a termodindmica do sistema.

Abstract

We study the catastrophes that can occur in kink dynamics in the presence of external forces
and impurities. Under the action of some anharmonic forces it can occurs that not only the
translational mode is unstable but also the internal modes (shape modes) or even part of the
continuum spectrum (the soliton is unstable against the interaction with phonons!). All this
ieads to interesting phenomena like soliton explosions. The lenght scale competition between
the “width”™ of the inhomogeneities. the distance between them and the “width” of the kink
leads to unexpected bifurcation phenomena.

We investigate the dynamics of a soliton that behaves as an extended particle. The soliton
motion in an effective bistable potential can be chaotic in a similar way as the Duffing oscillator.
We generalize the concept of geometrical resonance to spatiotemporal systems and apply it to
design a nonfeedback mechanism of chaos control using localized perturbations. We show the
existence of solitonic stochastic resonance.

We investigate a modified sine-Gordon equation wich possesses soliton solutions with long-
range interaction. We introduce a generalized version of Ginzburg-Landau equation wich sup-
ports long-range topological defects in D = 1 and D > 1. The interaction force between the
defects decay so slowly that it is possible to enter the non-extensivity regime.
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Introducao

O presente trabalho encontra-se dividido em quatro capitulos. O primeiro dos quais dedicado
a apresentar os conceitos que usaremos no restante da tese. Alguns desses conceitos nao fazem
parte da formacao usual dos fisicos, enquanto outros sdo recentes ou especificos, por isso pouco
familiares. Além disso, nesse capitulo sdao explicitadas as convengoes e os métodos usados nos
capitulos seguintes.

O capitulo 2 trata da dinamica dos sdlitons, objetos encontrados em qualquer area da Fisica,
determinando seu comportamento em diversas condigdes. O equilibrio dos sélitons depende
de circunstancias bem diferentes que o equilibrio de particulas. e apresenta uma riqueza de
possibilidades muito maior, em vista das coordenadas internas dos solitons, que também devem
ser consideradas. Ao estudar a estabilidade de um soliton veremos que ela nao se reduz apenas
4 questdo translacional. mas deve tratar também da possibilidade do soliton explodir, ou mesmo
de ser totalmente incapaz de existir.

(s sélitons sao objetos que existem apenas quando nao linearidades estdo presentes. No
entanto, uma vez existindo, seu comportamento é muitas vezes tratado fazendo-se a linearizagao
de outros aspectos do sistema. Nesse sentido. o capitulo 3 é interessante por tratar de fenomenos
nao lineares no comportamento de um objeto ja intrinsicamente néo linear. Os conhecimentos
do capitulo anterior sao o ponto de partida para os fendémenos considerados. Iniciamos com
a ressonancia nao linear, ja antiga conhecida dos fisicos e que da origem a fenémenos como
histerese, dobramento de periodo, deformacao da curva de ressonancia etc. Depois tratamos do
comportamento cadtico, assunto mais recente e atualmente objeto de intensas pesquisas. Dois
recentes avancos no estudo de caos em particulas sao aplicados aos sélitons: o controle de caos
sem retroalimentacdo, através da ressonancia geométrica e a amplificacdo do sinal de saida em
relacio ao ruido. também de saida, através do aumento do ruido de entrada!

No capitulo 4 encontramos sélitons sujeitos a interacdes de curto e longo alcance, outro con-
ceito mais comumente utilizado na descri¢do de particulas. O alcance da forca de interagao do
soliton tem efeitos dbvios em sua dinamica. Recentemente novos estudos tém investigado a de-
pendéncia da estatistica com essa forca. mais especificamente, com seu comportamento a longas
distancias. O estudo da forca de interacao enire sélitons pode contribuir para o aperfeicoamento
das novas teorias estatisticas que tém surgido dentro desse contexto.



Capitulo 1

Sistemas dinamicos e Fisica nao linear

Sélitons. conforme explicado na secio 1.16, sao solucdes especiais de um sistema de equagoes
diferencials parciais. A descricdo completa da evolucao temporal de um sdliton escalar ¢ uma
superficie @{z,t), de no minimo duas dimensdes. contida em um espaco de no minimo trés
dimensdes: coordenada espacial, tempo e campo escalar real. Essa forma de apresentacao nem
sempre é conveniente e, freqlientemente. algumas grandezas relacionadas ao soéliton sao mals
apropriadas para a analise do comportamento do sistema que a observagao direta da superficie.
A andlise dessas grandezas envolve conceitos relacionados com sisternas dindmicos, que sao
apresentados nas se¢des 1.1-1.12. nao necessariamente ligados a sélitons. Jd as se¢des 1.14-1.16
introduzem conceitos relacionados diretamente a equagdes diferenciais parciais e sdlitons.

1.1 Pontos fixos de um sistema dinamico

Sistemas dinamicos [1| sao um conjunto de equacdes que descrevem a evolugao de um
vetor y(t) € RY, que possui N componentes reais. Caso o tempo seja discreto, temos um mapa

y(tin) = g(y(ts)), (1.1)
caso contrario. temos um sistema de equagdes diferenciais
¥ = fly), (1.2)

sendo a fungado f{y) conhecida por fluxo!. Os campos vetoriais f e g sdo fungdes suaves definidas
em um suspiro U C RY (f.g : U — RY). Note que equagdes diferenciais que incluem derivadas
temporais de ordem maior que um, e dependéncia explicita com o tempo, também estio contidas
na definicao {1.2).

Exemplificando essa maneira de escrever um sistema dinamico, vamos usa-la para estudar
o oscilador de Duffing, que pode ser implementado com o esquema mostrado da figura 1.1 na
pagina seguinte.

Designando-se por = o angulo de inclinagao da extremidade do péndulo, chega-se a seguinte
equagio de movimento [2!:

;i+‘)'.i?—a:+:r3: —g cos wi, (1.3)

10 nome fluxo ¢ usado em oposicdo a mapa, no qual a dinamica do sistema ocorre aos saltos.

2



1.1 Pontos firos de um sistema dindmico 3

com z e t redimensionados para eliminar algumas constantes. Esta equagdo foi obtida por
Duffing quando estudava as vibragdes mecanicas de um maquinario industrial [3]. A dissipagao
é descrita pelo termo &, com 4 > 0. Para escrevé-la como um sistema tipo (1.2) definimos
NET, Y =v=zey;=7=1:

d | Y
= v | =| —yv+ax—2®+gcoswr | . (1.4}
t - 1

Ao estudar o comportamento de um sis-
Adjustable weigm——§3 S tema dinamico, uma das informagoes mais
importantes € o conhecimento dos pon-
tos fixos. Pontos fixos, também chama-
dos de pontos de equilibrio, ou zeros,

Electromagnets sao aqueles para os quais 0 campo vetorial®
Strain gauges { Ff(§) = y = 0. Caso o sistema esteja em
um destes pontos, ele permanecera ai in-
definidamente, portanto, esses pontos sao
solugdes do sistema. Um ponto fixo € di-
to estavel quando apds sofrer uma pertur-
bacao infinitesimal, o sistema sempre retor-
na ao ponto {o ponto fixo é dito sumidou-
Leveling screws ro}. ou entdo passa a oscilar em sua vizl-
nhanca {equilibrio neutro. o ponto fixo
é um centro, ou vértice). Se um ponto
fixo for estavel para algumas perturbacoes
e instavel para outras, ele é dito ponto de
sela, e € chamado fonte, se for instavel pa-
ra todas. A figura 1.4 na pagina 12 mos-
tra exemplos de todos os comportamen-
tos, podendo-se constatar que todas as tra-
jetorias proximas a um ponto fixo dirigem-
se a ele se for um sumidouro: se for uma
fonte, afastam-se; e circundam-no, se for
um centro. Se o ponto é uma sela, existe uma unica direcao segundo a qual as trajetorias
chegam ao ponto e uma tnica pela qual saem. Logo mais veremos que essas diregdes sao os
subespagos instavel e estavel, e que ambas variedades possuemn dimensao 1.

Cada sumidouro, ou qualquer outro atrator, possul em sua vizinhanca uma regiao do espago
em que o sistema sempre evolui para ele, chamada de bacia, ou dominio do sumidouro. Por
exemplo, qualquer configuragdo inicial de um oscilador harmdnico amortecido sera amortecida
até que a particula encontre-se em repouso na origem, portanto, a bacia de atragdo do unico
ponto de equilibrio do sistema, a origem, abrange todo o espaco. Ja bacia de repulsao é o
conjunto em gue o mesmo ocorreria se a diregao do tempo fosse invertida.

No caso do oscilador de Duffing, ndo podemos obter pontos fixos quando ¢ # 0, pois 1sso
exige a introdu¢do da varidvel 7. cuja derivada nunca € nula. Quando g = 0, ndo é necessario

Permanent
magnets

Magnet positioning screw

Figura 1.1: Implementacao do Oscilador de Duf-
fing: uma haste flexivel de aco é presa pela sua
extremidade inferior. As posi¢coes de equilibrio
estdvels correspondem a barra ligeiramente incli-
nada para a direita ou para a esquerda, sendo a po-
sicac vertical de equilibrio instdvel. Uma corrente
alternada aplicada nas bobinas provoca um termo
forcante harménico na haste. (Retirado de [2].}

2Aqui e no restante da se¢do, na caracterizacio dos pontos fixos. onde se 18 f(y) pode-se ler g(y).



1.1 Pontos firos de um sisterma dindmico 4

definir 7 no sistema (1.4), que passa a ter apenas duas dimensdes. Ao impormos a condigao
f(g) = 0 chegamos ao sistema (g = 0)

)

1

W

If

__STe (1.5)
As solucdes deste sistema (pontos fixos) correspondem ao oscilador parado (dz/dt = ¢ = () nas
posigdes ¥ = 0.1 ou —1.

Um procedimento conveniente. para o estudo dos pontos fixos de um sistema dindmico
qualquer. é a linearizacio do sistema em cada ponto fixo, inclusive para mapas, como o (1.1}).
Vamos expandir o sistema (1.2) em série de Taylor em torno do ponto fixo . Para linearizar o
sisterna, manteremos apenas os termos de primeira ordem (lembre-se que os termos de ordem
zero sdo nulos préximos a um ponto fixo):

N
o _
sy~ Y LW ) (1.6)
=0 Y g
Nosso sistemna transformou-se no sistema linear
y=Aly— 7). (1.7)
com a matriz A definida por
AU:‘”Hy) . (1.8)
ayi g

Formalmente. a solu¢do do sistema linear acima pode ser escrita como®

y(t) =7+ (y(0) — 7), (1.9)

onde €4 é a matriz n x n obtida exponenciando-se A:

fuve)

"
tA n
et = E _nEA . (1.10)

n=0

O comportamento do sisterna linear é determinado pelos autovetores e autovalores da matriz
A. Os autovetores definem 3 subespagos distintos, caracterizados por seus autovalores:

Subespaco estivel (E.): definido pelos autovetores {aw!.....w™3}, cnjos autovalores
p A p c £
{AL .., AYe} possuem parte real negativa;
Subespaco instivel (E;): definido pelos autovetores {w!l,.... wl, cujos autovalores
p v P i : ]
{A}, ... X"} possuem parte real positiva:

3Para mapas um resultado semelhante é obtido

y(t:) = g+ A (y{0) - §).



1.1 Pontos fizos de um sistema dindmico 5

Subespacgo centro (E,): definido pelos autovetores {w!,....w’<}, cujos autovalores
{AL. .., AN} possuem parte real nula.

Um ponto y(0) qualquer pode ser escrito em termos dos autovetores de A:

.'r\v"e ]\‘71 -Vc
y(0) =g+ cwl+) cdwl+) dwl (1.11)
n=1 n=1 n=1

e, a partir da expressdo (1.9), podemos escrever

‘?V& ‘Nrf ,'\‘rc
- n AR AR .
y(t)=g+ E Fwleet 4 E FwleV " + E Fwre, (1.12)
n=1 n=1 n=1

Qualquer ponto pertencente ao subespaco estdvel decaira exponencialmente em direcao ao ponto
fixo, um ponto do subespaco instavel ira afastar-se exponencialmente. Em um sistema linear,
um elemento do subespaco centro ira orbitar o ponto fixo. sem aproximar-se ou afastar-se. No
sistema néo linearizado, um ponto da variedade?* centro® ird. inicialmente, oscilar em torno do
ponto fixo, mas o comportamento assintotico ndo pode ser determinado apenas com o conheci-
mento dos autovalores do subespaco centro.

A expansao (1.6) é exata até primeira ordem, portanto. podemos dizer que, se todos os
autovalores de A forem ndo nulos, ela dara conta do comportamento do sistema, desde que
suficientemente préximo de .

Quando, ao linearizar um sistema em torno de um ponto fixo., encontramos apenas au-
tovalores com parte real nao nula, dizemos que este é um ponto fixo hiperbdélico ou néo
degenerado. Pode-se mostrar [1] que existem variedades locals estdveis e instdveis, com as
mesmas dimensoes que os subespacos E, e E;, e tangente a eles, em ponto fixo hiperbdlico.
Portanto, se o ponto fixo tiver apenas autovalores com parte real negativa, ele sera estavel; ja
se algum autovalor tiver parte real positiva, ele sera instavel.

Para exemplificar este procedimento, consideremos o lado direito da equacéo (1.4) com g = 0:

v
flz.v)= [ IOV } , (1.13)
A linearizacdo em torno do ponto fixo de equilibrio [0, 0] € (equagdo 1.8)
0 1
o] -

cujos dois autovalores Ay = (—v % /92 +4)/2, levam aos dois autovetores wr = [Ag,1]. O
autovetor w_, representa a situacido em que a haste é lan¢ada em direcao a origem com uma
velocidade v, de uma distancia vA_. Se considerarmos o sistema linear, o autovalor A_ < 0

‘Uma variedade (manifold) de dimensio n. M C BR¥, é um conjunto em que cada y € M possui uma
vizinhanga [/, para a qual existe um mapeamento suave e inversivel (difeomorfismo). B™ — 7, {n < N) [1]. E
a generalizagdo do conceito de superficie a n dimensdes em um espago de N dimensdes.

Para qualquer dos trés subespagos definidos anteriormente. existe uma variedade que apresenta os mesmos
comportamentos para o sistema nao linear, e que, no ponto fixo. é tangente ao subespago.



1.2 Oscilagdes ndo lineares 6

indica gue ela sera freada pela dissipagdo e pela forca = até parar sobre a origem. Qualquer
outra perturbacao tera que incluir também o autovetor w .. cujo autovalor real fara com que a
haste se afaste da origem. Portanto, o ponto [0, 0] é instavel, devido a existéncia de um autovalor
positivo.

Se linearizarmos o mesmo sistema em torno de um dos pontos fixos [4+1,0]. obtemos a mesma
matriz em ambos os casos

A= [ ot ] , (1.15)

cujos autovalores Ay = (—X & +/A? — 8)/2 sao reais para v* < 8 e complexos para ¥* > 8. Em
ambos os casos. a parte real dos autovalores sera sempre negativa, portanto os pontos [£1,0]
sdo pontos de equilibrio estavel para qualquer perturbacao suficientemente pequena.

1.2 Oscilacoes nao lineares

Na malor parte dos sistemas dindmicos ¢ importante conhecer as oscilagoes permitidas, que
em geral ocorrem nas vizinhancas dos pontos de equilibrio estavel do sistemna (minimos da energia
potencial}. O procedimento mais comum ¢ expandir a energia potencial em série de Taylor
em torno do ponto de equilibrio considerado. Pode-se redefinir convenientemente o potencial
para que a primeira contribuicao nao nula seja a de segunda ordem, o que leva a equagao do
oscilador harmoénico. uma equacio linear facilmente resolvida. Quando se consideram pequenas
oscilagOes, a expansao pode ser truncada neste termo. mas oscilagoes matores exigem que os
termos de ordem malis alta também sejam considerados. Nessa secdo analisaremos o efeito dos
termos de terceira e quarta ordem da expansao do potencial na equagao nao linear decorrente,
que alteram a frequéncia natural do sistema. tornando-a dependente da amplitude da oscilacao.

Para resolver a equagéo do oscilador nao linear,

F 4+ welr = —azx® — 828, {1.16)

faremos uma expansdo perturbativa em torno da solucdo harmonica a cos{wgt). Sendo essa a
solugdo assintotica com a — (), a expansido considerara as diversas poténcias de a. Sabemos
de antemao que a fregiiéncia do sistema sera alterada, portanto, a expansao perturbativa mais
convenlente considerara este efeito ao escrever o termo de ordem mais baixa:

x(t) = acos(wl‘_)+a2$2(t)—i—a33:3(t)+-~- . {1.17a)
W= wy+ aw; + afws + -+ . {1.17b)

A equacdo que cada solucdo perturbativa z,(¢} deve obedecer & obtida substituindo-se estas
duas expansoes na equacao (1.16) e tomando-se termos de ™. chegando a solucdes dependentes
das constantes w,, que escolheremos adequadamente.

O primeiro termo da expansdo de z(t) obedece a equagdo de movimento até primeira ordem
em «. O termo de segunda ordem da equacao de movimento é

Fo 4+ wolry = —% - %cos(?wot) + 2wow; cos(wot), (1.18)



1.2 Oscilagées ndo lineares 7

cujo termo ressonante, cos(wpt), leva a grandes oscilacdes, invalidando a expansao perturbativa.
Este termo pode ser suprimido fazendo-se w; = 0. A equacao do oscilador harmoénico for¢ado
resultante tem como solucao [4]

.
QWQZ 6w02
na qual cos{2wo?) foi substituido por cos(2wt), simplificando as solucdes de ordem superior sem
deixar de ser uma solugéo de ordem a?. Substituindo-se esses valores para z3(#) e w3 na expressio
de z(t) pode-se obter a equacao para o termo perturbativo de terceira ordem:
3 502 33

Pyt wolty = — (Z ~ G e ?> cos(wot). (1.20)

zo(t} = — cos{2wt). (1.19)

) cos{3wot) + (2w0w3 +

Assim como ocorre na segunda ordem, a ressonancia € evitada fazendo-se

30 Sa®
p = =], 1.21
w2 (SUJD 12&){)3> J ( )
o que leva a seguinte expressao para o termo perturbativo de terceira ordem:
1 ot 3 _
x3(t) = e (3%2 — 5) cos(3wt). (1.22)

Concluimos que, ao contrario do que ocorre com o oscilador harménico, a fregiiéncia do
oscilador nao linear depende da amplitude da oscilacio. de acordo com a lei

3/ 5er? .
W =wy + ( 3P o ) a® + O(a”). (1.23)

% B ].2’.003

E importante descrever o que ocorre quando temos um sistema de varias coordenadas, que
também oscilara em torno dos minimos da energia potencial. Se tomarmos um ponto de minimo
como origem, a expansao do potencial nao incluira termos de ordem 0 ou 1. A energia cinética
e a energia potencial, em geral, acoplam as varias coordenadas, mas sempre é possivel realizar
uma transformacio para as coordenadas normais, nas quais os termos quadraticos de ambas
sejam totalmente desacoplados. Usando essas coordenadas. qualquer equacao de movimento
pode ser escrita como

Qi +wi’Q; = fi (QQaQ) : (1.24)

a funcdo f possuindo apenas termos de grau maior que um.

Ao resolver perturbativamente o sistema acoplado. tomamos como solucao de primeira or-
dem as funcdes a; cos(w;t + ;). Quando introduzimos estas expressdes nas equacdes de ordem
2, o termo quadrético da func¢ao f da origem a forcas harmoénicas de fregliiéncias w; + wg. Assim,
oscilacoes de freqliéncias combinadas, incluindo freqiiéncias dobradas e freqiéncia zero, ocor-
rerao devido & presenca da néo linearidade, superpondo-se s oscilagdes nas freqiiéncias normais
do sistema. As amplitudes dessas oscilagdes serdo proporcionais ao produto das amplitudes das
vibragoes normaits, a;a;. Os termos de terceira ordern da fun¢ao f geram. entre outras, forgas de
mesrna freqiéncia que os modos normais. Ao considerd-los, é necessdrio expandir a freqliéncia
do termo de ordem 1, como acima fizemos na equacao (1.17b), a fim de impedir a explosao,
fisicamente inaceitavel, da solucao perturbativa.



1.8 Ressondncia nao linear 8

1.3 Ressonancia nao linear

Ao estudar as ressondncias de um oscilador nao linear € necessario considerar a dissipacio,
que impede que a oscilagao seja infinitamente amplificada:

&+ &+ we'r = Fcos() — az® — B2°. (1.25)

Ao invés de resolver perturbativamente, seguiremos o raciocinio apresentado em [4], que parte
da amplitude de oscilacdo para o oscilador harmoénico forgado e amortecido (a = 3 = 0):

F
Voo — B+ 5

g =

Devido a dissipagao, a freqiiéncia de ressondncia dessa expressdo ndo coincide com a freqiéncia
wo. No entanto, podemos fazer a dissipacao tdo pequena quanto queiramos, visto que seu unico
papel é impedir a amplificacao indefinida das oscilagdes. Nesse caso, ao estudar a ressonancia de
uma forca de frequiéncia proxima a natural, = wy + €p, €9 € wy. podemos usar a aproximagio

F
wor/deo? + 77

Com « e 3 nao nulos, a freqiéncia natural do sistema sera alterada. levando a uma correcéo
nessa expressao. A alteracao é expressa ao reescrevermos §} = wy + ka’ + ¢, sendo x dependente
apenas dos parametros da equagdo de movimento. Assim. a diferenca entre a freqiéncia do
termo forcante e a freqiiéncia do oscilador é agora dada por € = ¢g — xa?. Substituindo ¢ — ¢
na expressao para a amplitude. (1.27), chegamos a uma equagao do terceiro grau para a a,

(1.27)

o ~

FZ

a2[4(e — ka?)? + 72] —

(1.28)
que pode possulr uma ou trés raizes reais.

A figura 1.2 na péagina seguinte mostra que, aumentando a forca aplicada, a curva de res-
sonancia se deforma, e a partir de um certo valor passa a permitir duas amplitudes de oscilacao
diferentes para uma mesma frequéncia, como ocorre com F = 0,010. Nesse caso. se a freqiiéncia
de oscilagdo é aumentada lentamente a partir de um valor & esquerda do pico de ressonancia, a
amplitude cresce ao longo do ramo superior da curva, até a freqiiéncia atingir a linha pontilhada.
onde ela é obrigada a descer para o ramo inferior. O inverso ocorre pela direita, quando a am-
plitude salta para o ramo superior ao atingir a linha pontilhada. Por analogia ao que ocorre em
materials ferromagnéticos, é comum referir-se a este fenémeno como histerese. As amplitudes de
oscilagdo no interior da regiao limitada pela linha pontilhada séo instdveis, ou seja, se tentarmos
fazer o sistema oscilar com uma amplitude e frequéncia dentro dessa regido, eie rapidamente sai
desse regime, passando a oscilar com uma amplitude no ramo superior ou inferior da curva.

Se diferenciarmos a expressao (1.28) em relacio a ¢, obtemos a derivada da amplitude de
oscilagao em relacédo a freqiiéncia da forca externa:

da a{ra® — €)
de €24 v2/4 — dera? + 3xZat’

(1.29)



1.3 Ressondncia ndo linear 9

I T T T T
1 -
F=0.001—
=000 —
0.8 FF =0.010 —
0.6 -
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0.2
O : t I { T +
-0.04 -0.03 -0.02 (.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04

Figura 1.2: Solucdo da equacgao {1.28) com « = 0,03, wp = 1. v = 0.01. A linha pontilhada
demarca a regido no interior da qual a oscilagdo é instavel. Qualquer curva de ressonancia terd
diferentes amplitudes de vibracao para uma mesma freqiiéncia se cruzar a linha pontilhada em
algum ponto.

Para determinarmos a fregiiéncia de ressonancia fazemos da/de = 0. que possul duas raizes
€ = £v/ka se K > 0. Se 3 for suficientemente grande para fazer x > 0. o aumento da amplitude
da oscilagao tornard nitida a existéncia de dois picos de ressonancia para cada freqiiéncia natural
do sistema.

Outros fendmenos nao-lineares ocorrem quando o termo forcante tem uma freqiiéncia proxima
a um divisor da freqiéncia natural do sistema descrito pela equac¢do de movimento (1.25), por
exemplo:

Q= %wo + €, (130)

A solucao perturbativa de primeira ordem tera sua amplitude determinada pela expressao
(1.26),

F :
r{t) = 3102 cos [(3wo +€) 1], (1.31)

considerando que, com pequenas dissipagoes, o principal limitante da amplitude é a diferenca,
wg/2, entre a freqiiéncia natural e a do termo forcante. Esta solucdo de primeira ordem funcio-
nara como um termo forgante na equacdo de movimento para a solu¢ido de segunda ordem,

Ty + vio + wolry + axy® + Fz° = axy®, (1.32)
na qual mantivemos apenas a contribuicdo de z,(¢) capaz de levar a termos ressonantes, com

,  SF?
xryT — 9w04

cos({wo + 2€)t). (1.33)

A equacdo que se obtém difere da equacio (1.23) apenas na expressio para a forca externa. que
agora é proporcional a FZ. Isto significa que a ressonancia serda do mesmo tipo. porém, mais
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fraca. Concluindo, quando o sistema € excitado com uma forca oscilante, a nédo linearidade é
capaz de fazer com que o sisterna passe a vibrar com um multiplo da freqiiéncia forcante.

A nido linearidade também é capaz de causar ressonancias quando a freqiéncia do termo
forcante é préoxima do dobro da freqiiéncia natural. Por exemplo, se a frequéncia natural do
sistema for

Q= 2o +e. (1.34)

entao a solugdo de primeira ordem sera

T (t) = — cos ({2wo + 6)?5). {1.35)

3(.:)02

Se substituirmos essa expressao na equagao de movimento, nao obtemos nenhum termo forcante
ressonante. No entanto. o termo —2az,({)x»{t) pode levar a ressonancia paramétrica:

s

Fo 4 iy 4wy {1 — 30 — cos{(2wq + e)t)} xy = 0. (1.36)

.’u.)oz

Como mostrado em [4], com |e| suficientemente pequeno, a ressonancia paramétrica pode dar
origem a oscilacdes de freqiéncia angular wy, duplicando o periodo da forga original. No entanto,
a excitacdo destas oscilacdes depende das condigoes iniciais. Por exemplo, da inspecdo da
equacao de movimento acima, vemos que uma possivel solugdo € za(t) = 0.

1.4 Espacos de fase, secoes de Poincaré e mapas de re-
torno

Entre as ferramentas mais importantes para a analise gqualitativa do comportamento de um
sistema estao os diagramas apresentados nessa secdo. Além de permitirem a percepgao visual
do que estd ocorrendo, a partir deles podem ser realizados procedimentos para a obtencao de
dados quantitavos.

O primeiro dos diagramas a ser discutido é o espago de fase, que consiste em um grafico que
tem como eixos as componentes do sistema. e no qual € tracada uma linha com os valores que
essas componentes assumem ao longo do tempo. Em geral, usa-se um grafico bidimensional com
uma das coordenadas no eixo horizontal e sua derivada temporal no vertical, o que representa
uma visdo parcial caso o sistema possua mais de uma coordenada®. Esse tipo de espago de fase
néo nos permite conhecer a posigdo da particula em um dado instante, mas sabe-se que, ao
percorrer qualquer orbita, a particula sempre o fara no sentido horario. Espagos de fase com
trés eixos também sdo possiveis, mas a sua representagdo plana nem sempre € conveniente, pois
se a figura for muito complicada pode ser dificil entendé-la.

Imaginemos um sistemas com trés coordenadas, por exemplo, o movimento de uma particula
dentro de urna centrifuga rodando em torno do eixo z. Ao invés de tracarmos uma linha em um
grafico tridimensional para representar esta trajetéria, podemos fazer um grafico bidimensional
no qual marcamos os valores de z e z no instante em que a particula cruza o plano (y = 0. z > 0).
Caso a particula esteja executando uma orbita fechada, teremos um unico ponto, se for uma

5Se outra coordenada precisar ser introduzida para representar a derivada temporal da primeira.o sistema
de umma coordenada a que nos referimos ¢, na realidade, bidimensional. Isso ocorre se a equacio de movimento
envolver derivadas de segunda ordem no tempo.
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érbita de periodo 2, teremos dois pontos etc ... Caso a Orbita néo seja peridédica, teremos um
conjunto de pontos marcados no grafico. Esse método de registro de pontos é chamado de segao
de Poincaré e, muitas vezes, permite uma visualizagdo melhor do que esta acontecendo que o
espaco de fase. Ao marcar a posigido em que a linha que representa a trajetéria cruza uma secao
do espaco, a secao de Poincaré faz com que a evolugao deixe de ser representada por um objeto
bidimensional e passe a ser descrita por um conjunto de pontos. Portanto, a secao de Poincaré
é uma forma de associar um mapa a um fluxo: dada o valor das coordenadas da particula ao
passar pela secao. a iteracao seguinte do mapa corresponde aos valores das coordenadas quando
a particula retorna a secao.

1 1 Em sistemas submetidos a um termo periodico
no tempo € necessario introduzir o tempo como mais
uma variavel, que também pode ser incluida no es-
A pago de fase. A periodicidade faz com que dois ins-
tantes separados por um periodo possuam alguma
Tit1 0.5 - identidade e a representacao mais conveniente con-
4 siste em um toro no qual instantes separados por um

'

A 4

mimero inteiro de periodos correspondem ao mesmo
ponto do espaco. Nesse caso. a secao de Poincaré
natural é um plano perpendicular a diregao do tem-
po, ou seja, o registro da posicdao da particula a cada
periodo.

QOutro grafico 1til é 0 mapa de retorno. que

A 4

<o
| A
=

Figura 1.3: 5 primeiras iteracdes do ma- Fonsisfe em um grafico bidimensional no qual, a cada
pa logistico. zip1 = Azi(1 — 2;), com iteracao, ovalor.de uma dada coordenada do m_stema
xg = 0,98 . ¢ marcado no eixo horizontal e, no eixo vertical, é

marcado o valor dessa mesma coordenada na iteracao
seguinte. A figura 1.3 é o mapa retorno do mapa logistico, e as setas mostram como, com o
auxilio da reta z.4, = z;. pode-se acompanhar a evoluc¢ac do sistema. Em fluxos é comum usar
um mapa que relaciona o valor de um maximo com o maximo seguinte, ou seja uma segao de
Poincaré na qual a derivada temporal da coordenada é nula. Em sistemas com mais de uma
coordenada, o passo seguinte depende de todas as coordenadas atuals e a itera¢ao seguinte nao
pode ser determinada apenas pela inspec¢éao de um mapa de retorno bidimensional.

1.5 Ciclos limites

As secoes 1.2 e 1.3 mostram alguns comportamentos tipicos de sistemas nao lineares, estu-
dados ainda da maneira tradicional, que consiste em procurar extrair das equagdes de movi-
mento expressdes algébricas descrevendo algumas das caracteristicas do problema: amplitude
e freqiiéncia no caso estudado. No final do século passado, Poincaré percebeu que os métodos
usados até entdo eram inadequados para a resolucdo de sistemas nio lineares. ja que as séries
perturbativas divergem freqiientemente. Propés, entdo, umm novo programa para o estudo de
sistemas dinamicos baseado na andlise qualitativa do espago de fase. Essa andlise busca isolar
os pontos, como os pontos fixos da se¢io 1.1, ou conjuntos de pontos, como os descritos nessa
secao, que, de alguma forma, permitem determinar as caracteristicas qualitativas das trajetorias



1.5 Ciclos limites 12

>
C ] i —r 1 1
-1 0 1
X
Figura 1.4: Espacos de fase do oscilador harménico (1.37), com d = l em a. b, ¢ e d, 6= -1

emeed=0emf (a)y=L=0,0)y=05T=0,(c)gy=-05T=0,(d) v=-05
=05 (e)y=C=0,(f)y=105,T =0. Em todos os casos a origem € um ponto fixo: em a
wm centro. em b um sumidouro. em ¢ e d uma fonte, em e uma sela e em f todo o eixo z € um
conjunto limite w. Além disso, é degenerado em ¢ e f e hiperbdlico em b, ¢, d e ¢

que 0 sistema pode percorrer.
As trajetérias de um sistema dindmico sdo tracadas em espagos de fase, como os da
figura 1.4, que mostra a evolugio temporal de osciladores harménicos descritos pela equacao

&+ vk + T2+ dx = 0. (1.37)

Observando a figura podemos distinguir qualitativamente as trajetdrias do sistema em termos
da sua procedéncia e destino. A regido de onde a trajetéria partiu é chamada de conjunto
limite «, definido como

alwo) = {2/ lim ylzo,ti) = z} (1.38)

sendo o un ponto da trajetéria e y(zo.t) a posigdo ocupada no instante ¢ pelo sisterna que
percorre essa trajetéria. O conjunto limite w é o destino final da trajetéria, definido da
mesma maneira. porém com limite 4-co.

Na figura 1.4a a origem e todas as circunferéncias sdo conjuntos limites, além de serem
6rbitas fechadas, ou periddicas. visto que existe um periodo 0 < T < oo {no caso, T = 1)
tal que z(t + T) = x(¢) para qualquer {. J& nas figuras b e ¢ o Unico conjunto limite. w e &
respectivamente, é a origem. com bacias que cobrem todo o espago. Na figura d a origem ¢
uma fonte devido a dissipacdo negativa de primeira ordem, que é suplantada pela dissipacao
positiva de terceira ordem quando a velocidade é suficientemente grande. A inversdo no sinal
da dissipacio limita o crescimento da amplitude da oscilacao, levando a forma da drbita fechada
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mostrada. Essa érbita fechada é um conjunto limite w e sua bacia de atragdo cobre todo o
espaco, com excecdo da origem, que é um conjunto limite a cuja bacia de repulsdo compreende
a regido no interior da érbita fechada. Na figura e a origem é o conjunto limite o de duas
trajetérias e o conjunto limite w outras duas. Na figura f, o eixo z é um conjunto limite w.

A figura 1.4 também demonstra a instabilidade estrutural do oscilador harménico sim-
ples. Repare a diferenca radical entre as érbitas do caso a e do caso b, que existiria mesmo
que a dissipacio v fosse muito pequena. Um sistema sé é estruturalmente estdavel se, por
menor que seja a perturbacao, ela leve a outro sistema topologicamente equivalente. Dois
sistemas séo topologicamente equivalentes se existir um homeomorfismo que mapele as orbitas
do primeiro nas érbitas do segundo, preservando a direcio da evolugéo temporal. Isso s6 é
possivel se ndo existirem pontos criticos degenerados, pois caso eles existam, como em 4. uma
perturbacao infinitesimal é capaz de remover a degenerescéncia, mudando o tipo de trajetorias
em sua vizinhanca. Sendo o eixo z da letra f um conjunto de pontos fixos nao hiperbdlicos,
também ai ocorre instabilidade estrutural.

Ainda na mesma figura, em d pode-se observar um tipo especial de conjunto limite, uma
érbita fechada. conhecido por ciclo limite. Do mesmo modo que um ponto fixo, um ciclo limite
pode ser estavel ou instavel, conforme as érbitas aproximem-se ou afastem-se dele. No exemplo
mostrado. temos um ciclo limite estavel.

1.6 Atratores

Uma caracteristica importante a ser conhecida em boa parte dos problemas de valor inicial
que representam processos fisicos é o comportamento assintético, ou seja. o que se espera do
sistema depois que os transientes decorrentes dos valores inicias desaparecem. Os conjuntos limi-
tes w sao um exemplo deste tipo de comportamento, para aquelas trajetdrias que se aproximam
continuamente de ponios fixos ou ciclos limites.

Com excecao das trajetdrias que escapam para o infinito, trajetorias de sistemas com apenas
duas coordenadas (trés com o tempo) sempre possuem um conjunio limite w. Isso acontece
porque as trajetdrias, ndo podendo cruzar umas as outras, acabam por acumularem-se quando
encontram alguma oOrbita fechada. Quando o nimero de dimensées é maior. essa restrigao
nao existe. e os conjuntos limites nao sao os unicos comportamentos assintoticos possiveis.
Algumas trajetérias evoluem aproximando-se cada vez mals de determinadas drbitas. que nao
necessariamente sio fechadas. Isso significa que existe uma bacia de atracdo em que qualquer
trajetéria tenderd a wm mesmo comportamento assintdtico, ndo necessariamente um conjunto
limite w.

Antes de introduzir novas classificacdes para os conjuntos relacionados com o comportamento
assintdtico das trajetdrias, temos que definir o que é um conjunto invariante: o conjunto S
tal que para todo @ity) € S, ®(t) € 5 com t € R. Em outras palavras, ¢ uma regiao do
espago da qual nenhuma trajetoria entra ou sal. Um conjunto invariante A é chamado de
conjunto atrativo se capturar todas as trajetdrias de alguma vizinhanca. ou seja, se possuir
uma vizinhanca U/ na qual lim;. z(¢) = A para todo z € U. Repare que na definicao de
conjunto atrativo o limite é relativo ao conjunto como um todo, e nao isoladamente a todos os
pontos do conjunto, como para um conjunto limite. Portanto, podemos dizer que todo conjunto
limite w é um conjunto atrativo, mas ndo o oposto. Finalmente, definimos um atrator como
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sendo um conjunto atrativo que contem uma 6rbita densa’, ou seja. se o atrator possuir uma
6rbita que, em algum instante, passe arbitrariamente perto de todos os pontos do atrator. A
defini¢ao de atrator inclui os pontos fixos e os ciclos limites que possuam uma variedade estavel.

1.7 Bifurcacoes locais

Na descricao de sistemas dinamicos, o conhecimento de aspectos qualitativos dos comporta-
mentos possivels € muitas vezes mais interessante que a obtencao de solucoes exatas. Sistemas
de interesse fisico possuem, em geral. parametros que. ao sofrerem variacoes, podem provocar
mudanc¢as qualitativas conhecidas como bifurcagoes.

O estudo geral das bifurcacbes. assim como de grande parte dos aspectos de sistemas
dindmicos, ainda nao atingiu um nivel de sistematizacdo. No entanto. bifurcagoes de pontos
de equilibrio e orbitas periddicas constitui uma parte relativamente completa da teoria. Por
descrever o comportamento do sistema com base nas caracteristicas proximas a estes conjuntos
limites, essas sao as chamadas bifurcacdes locais. Um primeira definicao que pode ser feita é
o valor de bifurcagio de um parametro, que sera o valor do parametro para o qual o sistema
dinamico nao é estruturalmente estavel. No estudo das bifurca¢des é comum tragar um grafico
no espaco dos parametros mostrando o conjunto bifurcagao. que é o conjunto dos valores
de bifurcacdo. Outro grafico util € o diagrama de bifurcagao, que mistura as variaveis e os
parametros envolvidos na bifurcacao.

1 : Um exemplo de diagrama de bifurcacao conhe-
sorvedouro —— cida por bifurcagéio pz'tchfork._ devido a seu for-

fonte ---- mato que lembra um forcado, é mostrado na figu-

ra 1.5. Nessa bifurcacdo. um unico ponto fixo estavel

T ) b—— . existente em u < 0 bifurca-se em dois novos pontos

estaveis degenerados e um ponto instavel. Essa bi-
furcacao é um caso particular da bifurcagao cuspide,
apresentada na secao seguinte dentro do contexto de
-1 . catastrofes, na qual um ponto estavel da origem a
dois pontos estaveis, em geral nao degenerados. No
caso mostrado temos uma bifurcacgao supercritica,
Figura 1.5 Diagrama da bifurcacio poi§ urm ponto estavel da origem a conjuntos li@it?s
pitchfork definida pela equacdo & = pz — estavels que afastam-se com o aumento de u. Na bi-
23 furcagao subcritica. um ponto instavel da origem
a conjuntos limites instaveis.

A figura 1.4 na pagina 12 serve para ilustrar outro tipo de bifurcagao importante conhecida
por bifurcagao Hopf. Se observarmos a equacao do oscilador harmonico (1.37) e a figura 1.4d
percebemos que se o modulo de v diminuir. o ciclo limite diminui sua amplitude de movimento,
aproximando-se da origem. Quando ~ torna-se positivo, passando pelo ponto de bifurcacao
v = () a dependéncia com a velocidade passa a ser sempre dissipativa e, simultaneamente, o ciclo

limite encolhe-se até tornar-se um ponto de equilibrio estavel na origem. semelhante a figura
1.46.

0
7

"Um subconjunte 7 de S é chamado de denso em S se para qualquer z € Se para qualquer ¢ > 0, existe
um ponto T tal que [z — #| < ¢, isto é, existe um ponto de I/ na vizinhanca de qualquer ponto de 5. [5]
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1.8 Teoria de catastrofes

As seces anteriores introduzem parte do ferramental matemético desenvolvido depois que
Poincaré percebeu, no final do século passado, a inadequagio do método tradicional (baseado
na busca das solugdes) para o estudo das propriedades de um sistema dindmico. Nos anos 50, R.
Thom introduziu o conceito de transversalidade para a discussido de instabilidades estruturais,
usando o termo “catastrofes” para designar as singularidades, no espago dos parametros, da
funcdo que descreve a evolugdo temporal. A Teoria de Catdstrofes [6] de Thom é um elo
entre o programa iniciado por Poincaré e o tratamento tradicional {via calculo diferencial) de
sistemas dinamicos. Pode ser considerada uma tentativa de classificacao do comportamento
qualitativo de sisternas dinamicos, baseada no modo como os parametros do sistema alteram
for¢a atuante.

Consideremos um sistema dinamico sujeito a um potencial:

= f(z)=-VVie). (1.39)

Os zeros do sistema s@o os pontos & em que VV(E} = 0, para os quais podemos definir a matriz
de estabilidade {equacdo 1.8 na pagina 4):

(1.40)

O comportamento qualitativo do sistema em cada ponto do espago depende do comportamento
da fungao em torno deste ponto e, usando-se a transformacao adequada, podemos transformar
qualquer funcao infinitamente derivavel em uma das trés formas definidas abaixo:

Forma Fungao Implicita: Quando VV(z,) # 0, sempre é possivel encontrar uma transfor-
macao suave® ¥ = y(&). ndo necessariamente linear, para a qual

Vie) =y (4 uma constante). {1.41)

ou seja, no novo sistema de coordenadas a dnica componente da for¢a possui direcao 1.

7

Forma de Morse: Nos pontos de equilibrio em que a matriz estabilidade V}; ndo possui au-
tovalores nulos, ou seja det Vi; # 0, pode-se escolher uma transformacao de coordenadas
para a qual

N
Vie) = Z /\iyiz- (1.42)

=1
Este tipo de ponto fixo é dito isolado, nao degenerado ou ponto critico de Morse.

Forma de Thom: Se o potencial depende de um ou mais parametros de controle, ¢ = ¢y,...,c;
alguns dos autovalores da matriz de estabilidade podem anular-se para certos valores.
¢ destes parametros. Os pontos de equilibrio £ em que isso ocorre séo chamados de
degenerados, nao isolados ou ainda non-Morse critical points. Ainda assim. o

8As derivadas de ordem arbitririas sao definidas.
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Lema de splitting de Thom pode ser usado para, transformando-se convenientemente as
varidveis, escrever o potencial em uma forma canénica que separa a parte de Morse da
parte ndo Morse:

N
Viwsc) = fom(w(zic),. . umleie)ie) + 3 Mle)(mla)’, (1.43)

i=l+1

sendo A; ...\ os autovalores nulos. Esta decomposigao ¢ valida em uma vizinhanga aber-
ta de (Z:&), em RY @ R*, sendo £ um ponto de equilibrio ndo degenerado quando os
parametros assumem os valores ¢ = & De acordo com o mesmo lema, com ¢ = € a
funcio faa ndo possul termos de primeira ou segunda ordem em (y — %) na expansdo em
série de Taylor. Nessas condigdes. se k < 5, o Teorema de Thom permite a construgao
de polindmios conhecidos por germens da catastrofe, CG(!}. que descrevem a funcao
faunv quando os valores dos parametros sao fixos: ¢ = & Thom tambeém fornece outro
polinémio, Pert(l, k), que adicionado ao gérmen da catastrofe leva a fungao catdstrofe,
ou simplesmente catastrofe: Cat(l, k) = CG({) + Pert(l. k}. Esta funcdo pode substituir
farw em (1.43), sendo valida na vizinhanga aberta mencionada anteriormente.

O comportamento local de uma funcio ¢ dominado pelos termos de ordem mais baixa na
expansdo em séries de Taylor, que podem desaparecer para determinados valores dos parametros
¢. o que altera suas propriedades qualitativas. Duas funcdes sdo qualitativamente semelhantes
se forem relacionadas por uma transformagéo suave, como as mostradas acima, que eliminam
os termos acima de certa ordem. levando a uma forma candnica. O efeito de uma perturbagio
¢ — ¢+ dc no potencial V(z;¢) ndo afeta qualitativamente os termos de ordem mais baixa nas
formas Funcao Implicita e de Morse, enquanto o mesmo nao ocorre com a forma de Thom, na
qual a perturbagio Pert(/, k) possui termos de ordem menor ou igual aos termos da fungao nao
perturbada CG({).

Quando uma funcao nao possul pontos criticos de-
0+ . generados. ela é dita funcao de Morse, e seu com-
' portamento qualitativo depende, entre outras coisas.
do ntimero e do tipo dos pontos criticos de Morse. A

1 , familia de funcoes continuas V{x,e¢), parametrizadas

0.5 0 0.5 por ¢, é constituida principalmente por fungdes de Mor-
b se, exceto por um subespaco de medida zero no qual

V(. e) possul ao menos um ponto critico degenerado.

Figura 1.6: Catastrofe cispide. Se escolhermos aleatoriamente valores ¢, a possibilida-

de de obtermos uma funcao de Morse ¢ 1. e pode-se perguniar qual a importancia da forma
de Thom neste contexto. Apesar do comportamento das fungdes poder ser descrito usando a
forma de Morse em todo o subespaco aberto das funcdes de Morse, que inclui toda a familia
V(z,e), exceto por um subespaco de medida zero, a forma de Thom ¢ importante, pois permite-
nos estudar a fronteira que separa um padriao de comportamento de outro. Nessa fronteira, o
sistema torna-se estruturalmente instdvel, o que significa que o numero e o tipo dos pontos
de equilibrio podem mudar com uma perturbacao infinitesimal.

Para nds sera importante analisar a catdstrofe cuspide. que ocorre quande o potencial
possui dois pardmetros: V(@;a,b). Esperamos encontrar fun¢des que possuem ponto critico
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degenerado, na vizinhanca do qual pode-se usar a decomposicio® (1.43). com CG = xa? e
Pert = bz + ax?®. A parte Morse dessa decomposi¢io nao é afetada qualitativamente por per-
turbacdes. portanto, basta-nos estudar como o comportamento qualitativo da catastrofe muda
com a variagao dos parametros de controle.

Na catéstrofe ctspide, a funcdo faar(z:a,b) da equagao (1.43) pode ser escrita como

v(zia,b) = tz' + laz® + bz, (1.44)

e os pontos criticos ocorrerao quando

Ponto critico: 2’ +ar+b=0 (1.45a)
Duplamente degenerado: 32 + a =0 (1.45b)
Triplamente degenerado: 6z = 0. (1.45¢)

A bifurcacido descrita por essa catastrofe separa os valores de a e b em que v(z;a,b) possui
dois minimos e um méximo dagueles em que possui apenas um minimo. Esta bifurcagéo ocor-
re quando o ponto critico é degenerado., ou seja. quando as condigdes (1.45a) e {1.45b) séo

satisfeitas:
a
<0 (——) ==
a e 3

com o ponto criticoem 7 = ++/~a/3. A figura 1.6 na pagina anterior mostra a separatriz entre
a regido em que o potencial possui apenas um minimo. no interior da curva, e a regiao em que
possui dois minimos, regido acima da curva. Os dois minimos s6 sdo degenerados quando b = 0.

A existéncia de catdstrofes é esperada em diferentes sistemnas fisicos, ainda que nao se conhega
exatamente as equacoes, ou que sua complexidade nao permita obter descri¢des quantitativas das
bifurcacdes. Por isso, é interessante possuir uma lista dos fendmenos que costumam acompanhar
a ocorréncia de catastrofes, como os que apresentamos a seguir

(1.46)

o
TN
o] o
~—
£oprm

Modalidade: Significa dizer que o sistema pode existir em dois ou mais estados, como quando
o sistema possul mais de um minimo local para alguns valores dos parametros.

Inacessibilidade: Ocorre quando o sistema possul pontos de equilibrio que ndo sdo estaveis.

Saltos Siubitos: Ocorre quando pequenas variagbes nos parametros provocam o desapareci-
mento de um minimo local e o sistema é levado a outro minimo, resultando em grande
mudanca na variavel de estado. Em muitos casos, a particula investiga constantemente sua
vizinhanca. como na presenca de ruido ou quando a entidade descrita nao é uma particula
pontual, mas algo que ocupa uma regido do espago, como um séliton. Com isso, o salto
pode ocorrer no instante em que a energia de outro minimo torne-se menor que a energia
do minimo em gue o sistema se encontre. A determinacgdo dos valores dos parametros
nos quais o salto ocorre leva a definicdo da Convengao do Atraso (desaparecimento de
um dos minimos) no primeiro caso, e da Convengao de Maxwell (dois minimos nao
degenerados tornam-se degenerados) no segundo. Convengdes intermedidrias também sio

INote que o potencial nio depende mais de um conjunto de varidvels z, mas de um escalar
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usadas. como considerar a altura da barreira de potencial entre os dois minimos, para que
o salto ocorra antes do desaparecimento do minimo em que o sistema se encontra, ainda
que com algum atraso em relagdo & situagdo em que outro minimo passa a possuir menor
energia.

Divergéncia: Uma variacdo finita nos pardmetros de controle leva a uma mudanga finita nos
valores de equilibrio das varidveis de estado. Em geral pequenas alteragdes do estado
inicial ndo causam mals que pequenas diferencas no estado final. exceto quando bifurcagoes
afastam consideravelmente as trajetdrias. Por exemplo. na catastrofe da cispide. a bacia
de atracio de um minimo é separada por um ponto da bacia de atragdo do outro. o que
leva a diferentes estados finals caso o sisterna se encontre a direita ou & esquerda deste
ponto, quando da catastrofe.

Histerese: Histerese significa que o estado de um sistema fisico em um dado instante depende,
nao somente dos valores atuais dos parametros, mas também dos estados que vinha ocu-
pando anteriormente. Se o sistema possuir dois minimos e estivermos usando a Convencao
do Atraso, qualquer um dos dois podera estar ocupado, dependendo apenas das condigoes
iniciais. Com a Condicao de Maxwell ndo se observa histerese.

Divergéncia da Resposta Linear: Pequenas variacdes dos pardmetros, ¢ — ¢ + de, causam
pequenas variaces na localizagdo dos pontos de estabilidade: Z — & + 6Z. Kssas va-
riacdes podem ser descritas por uma relagao linear, dz; = x;;(&#: ¢}dc;, sendo x;; o tensor
susceptibilidade, que diverge nos pontos criticos degenerades. A divergéncia indica ndo
apenas a vizinhanca de uma catéstrofe como também quals varidveis participam dela. cor-
respondentes s direcdes nas qualis as variaveis de estado variam enormemente para uma
pequena variagao dos parametros.

Slowing Down Critico: Se for colocado nas vizinhancas de um ponto de equilibrio estavel,
os autovalores do operador de estabilidade determinam as constantes de tempo com que o
sistema relaxa, ou as freqiiéncias com que o oscila. Quando os pardmetros aproximame-se
de valores em que o ponto torna-se degenerado, algumas desses autovalores sdo reduzidos

-até anularem-se. Portanto, ao aproximar-se de uma bifurcagio. o tempo necessario para
algum dos modos alcangarem o ponto de equilibrio aumenta indefinidamente.

Varidncia Andémala: Muitas vezes é mais interessante descrever o sistema usando uma dis-
tribuicio de probabilidade, em geral associada ao potencial: P(z;¢) = Ne Viee/D (D
é a constante de difusdo e N a normalizacio). Considerando-se que, em cada ponto de
equilibrio, o potencial pode ser expandido sem incluir termos de primeira ordem e com a
aproximacdo em que se considera apenas os termos de segunda ordem, chegamos a uma
expressao aproximada para a variancia:

D

(Aaibag) = (ziwg) ~ (@) {25) = dig

(1.47)
onde 4;; ¢ o delta de Kroning, z; sdo as componentes ao longo dos autovetores e A; os
autovalores. Em geral, os valores de D sdo pequenos, o que faz com que a varidncia
também o seja, exceto quando préxima de um ponto critico degenerado.



1.9 Bifurcagées globais 19

1.9 Bifurcacgoes globais

Na secdo anterior apresentamos algumas bifurcacdes que podem ser estudadas com uma
expansdo em série de Taylor no ponto fixo que sofre a hifurcagao. Por considerar apenas as
vizinhancas dos pontos, elas sdo chamadas de bifurcacbes locais, em contraste com outros tipos de
bifurcacdes que exigem o conhecimento de pontos distantes, chamadas de bifurcagcées globais.

Como um exemplo, considerermnos um sistema que possui uma conexao sela, ou seja, existe
uma orbita que liga a variedade instdvel de um ponto de sela & variedade estivel de outro!® ponto
de sela. O Teorema de Peixoto estabelece que a existéncia de uma conexao sela é suficiente para
a ocorréncia de instabilidade estrutural em duas dimensées, visto que, sendo unidimensionais
as variedades estavel e instavel, existe apenas uma direcdo através da qual a érbita instavel de
um ponto pode atingir a variedade estavel do outro ponto. Devido a isso, qualquer variacido na
direcdo da variedade instavel fara com que a trajetdria correspondente desvie-se para a direita
ou para a esquerda da variedade estavel do outro ponto. Conforme o caso, a variedade instavel
alcancara regides completamente diferentes, assim como a variedade estavel, correspondendo a
uma bifurcagdo em que nenhum ponto fixo mudon suas caracteristicas de estabilidade.

1.10 Caos

A definicio e a caracterizagdo do caos sio mais complicadas que os comportamentos
dinamicos descritos anteriormente. Se os valores iniciais de um sistema pertencerem a bacia
de atragao do atrator caotico, observaremos transientes que serdo paulatinamente diminuidos,
ao mesmo tempo em que a trajetoria se tornard cada vez mais préxima do atrator. Antes de
apresentar uma definicao precisa do caos e do atrator cadtico, iremos investigar o oscilador de
Duffing. cujo comportamento cadtico apresenta aspectos semelhantes aos que encontraremos nos
solitons do capitulo 3.

O oscilador de Duffing possui um po-
tencial com um ponto equilibrio instavel na
origem e dois pontos de equilibrio estavel.
simétricos em relagao a ela {figura 1.1 na
pagina 3). A equacao de movimento do os-
cilador sujeito a forca oscilante externa é

Figura 1.7: Espago de fase # x z do oscilador de
T=—x+2° —y%+geos(). (1.48) Duffing na auséncia de forgas externas. No primei-

ro grafico ¥ = 0 e no segundo ~ > 0.
A figura 1.7 mostra o espaco de fase na

ausencia da forga oscilante. QQuando ndo ha dissipacao, existem drbitas que circulam apenas um
dos pontos de equilibrio e érbitas que contornam ambos. O efeito da dissipacao ¢ diminuir o
movimento até que a particula pare em um dos pontos de equilibrio. Se a forca oscilante for
ligada com ¢ pequeno. a energia roubada pela dissipacao é resposta. e a particula oscila em torno
de um dos pontos de equilibrio estavel. Quando g é pouco a pouco aumentada, a amplitude da

1%Na realidade, uma conexdo sela pode conectar dois pontos diferentes, caso em que a érbita é heteroclinica
o1 conectar um ponto a ele mesmo. No segundo caso, para o qual o resto da discussido do paragrafo também ¢
valida. a érbita ¢ dita homoclinica.
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Figura 1.8: Orbitas do oscilador de Duffing (1.48). Nos gréficos a e b, 7 = 0,25, Q =1e g =03,
no primeiro deles duas érbitas fechadas interceptam, nos pontos marcados com o simbolo o, a
secio de Poincaré mostrada no segundo. (¢) v = 0,22. (Retirado de [1}.)

oscilacdo cresce simultaneamente até que, ao cruzar um certo limiar, ocorre uma bifurcacao e a
particula torna-se capaz de pular da érbita em torno de um ponto a érbita em torno de outro.

Na figura 1.8 vemos algumas drbitas do oscilador de Duffing sujeito a uma forga externa. Em
(a) a particula executa érbitas fechadas em torno de um dos pontos de equilibrio, com o mesmo
periodo da forca externa. No entanto, isso ndo significa que outras dérbitas ndo sejam possiveis
para os mesmos parametros da equagao de movimento. por exemplo. na letra b da mesma figura
vemos a secao de Poincaré de uma drbita nao periddica. que preenche densamente uma regiao
do espago. A trajetdria seguida pela particula dependera das condigdes inicials. Em (¢) vemos
uma. érbita estavel com periodo trés vezes maior que o periodo da for¢a externa. Repare que se o
sistema possuisse apenas duas componentes (z € v) nao poderia haver cruzamento de trajetorias,
o que esta ocorrendo é que. na realidade nao existe nenhum cruzamento, pois a variavel tempo
deve ser considerada, apesar de nio ter sido plotada. Se os “cruzamentos” mostrados na figura
nao ocorressem, as linicas orbitas possiveis seriam as de periodo um.

A periodicidade de uma érbita pode ser calculada contando-se o nimero de pontos na segao
de Poincaré, que no caso de uma 6rbita estavel definem um atrator. Quando a drbita deixa
de ser periddica. esse conjunto ¢ infinito, estendendo-se por uma area do espago de fase e, caso
tratar-se de um atrator estranho . esse conjunto de pontos sera denso nessa regiao. Provar
que um conjunto atrativo é denso nédo é possivel para grande parte dos sistemas, em particular,
no caso de simulages e experimentos reais. Nesses situacbes é comum que se considere um
atrator estranho trajetdrias que parecam preencher uma regiac do espago, ainda que, a rigor,
nio se possa afirmar que nao se trate de uma orbita fechada de periodo suficientemente longo.

Um atrator estranho possui duas propriedades importantes [7]:

e E um atrator. ou seja uma regiao limitada do espaco de fase para a qual todas trajetérias
suficientemente préximas convergem. Q atrator precisa ser indecomponivel, isto €. a tra-
jetoria deve visitar todos os pontos do atrator ao longo do tempo. Um conjunto de pontos
fixos isolados nao é um atrator unico.

o A propriedade que torna estranho o atrator é a extrema sensibilidade as condigdes iniciais.
A despeito de uma eventual contracao de um volume no espago de fase com o passar do
tempo. que leva as drbitas a se aproximarem do atrator, a contragao nao precisa 0COITEr €m
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todas as diregdes. Dessa forma. pontos arbitrariamente préximos inicialmente tornam-se
exponencialmente afastados para tempos suficientemente longos, sem abandonar o atrator.

Um sistema dinamico que possua um atrator estranho pode ou nao apresentar comporta-
mento caético, conforme as condicdes iniciais. Na letra a da figura 1.8 na pagina anterior vemos
que existem orbitas fechadas estaveis de periodo 1 fora da bacia de atragio do atrator estranho
mostrado na letra b, apesar de proximas a ele. Apenas as trajetdrias que iniciam-se no dominio
de atragao desse atrator apresentarao caos.

1.11 As infinitas dimensoes fractals e a mecanica es-
tatistica

Uma caracteristica importante dos atratores estranhos. além das mencionadas na se¢io an-
terior, é o fato de ser um objeto de dimensao nao inteira {(fractal). Existem diferentes definiges
para a dimensao fractal, que nem sempre fornecem valores coincidentes. Hentschel e Procac-
cia [8] mostraram que algumas delas sio casos particulares de uma definicdo mais geral. que
fornece um numero incontavelmente infinito de dimensdes.

Para introduzir essa defini¢ao, consideremos um atrator estranho que pode ser completamen-
te contido no interior de M “cubos”. da mesma dimensao d que o espaco de fase, de arestas b e
“volume” b?. Queremos determinar a chance de que, em um certo instante, as coordenadas da
particula presa no atrator estejam no interior de cada cubo k {k = 1... M). Essa probabilidade
pode ser calculada tomando-se N pontos do espaco de fase ao longo da trajetoria da particula.
Se N designar o nimero de pontos no interior do cubo k. a probabilidade é dada por

N,
k. (1.49)

= lim
P Nooo |

Define-se também a integral de correlagdo C'(b). que determina a chance de que dois pontos
quaisquer do atrator distem de menos que b:

£

Nooo N2 £—
7 k=1
sendo #(z) a funcdo de Heaviside. A dimensao correlagao do fractal é definida por
v = lim ———4 {1.51)

Hentschel e Procaccia argumentam que, assim como pode-se definir uma dimensao asso-
ciada a probabilidade de que dois pontos distem menos que b, pode-se também associd-la a
probabilidade de que ¢ pontos distem entre si de uma distancia menor que b:

1 7
! lim Og(Zp )

b, = g—1e-0 log(b)

{1.52)
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No mesmo artigo eles demonstram que a dimenséo similaridade é o limite ¢ — 0:

g(
D= —lim lim 28U (1.53)

b—=0 N—=no log(b) g—0

Da mesma forma. a dimensao informagao também ¢ um limite dessa definigao:

log(S
o= —lim tim 222 i p (1.54)
b0 N—so log(b)  g=1

sendo a entropia 5, fungao de b, definida da maneira usual:

S=—(k) > pilog(ps) (1.35)

A generalizacdo é levada um passo adiante ac permitirmos que ¢ assuma qualquer valor real
positivo, ainda que nesse caso ndo se possa associar a dimensao a distancia entre os pontos de
um conjunto.

Inspirado no fato de que. dentro desse contexto, as probabilidades escalam-se pi9. Tsallis [9]
propde uma nova definigdo para a entropia:

_ g

S, = kl—g%& (¢ € R). (1.56)
A definicao convencional { Boltzmann-Gibbs) para a entropia é obtida fazendo-se o limite g — 1.
Buscando os extremos dessa entropia, Tsallis obtém a distribui¢ao de probabilidade de sistemas
canonicos e microcandnicos. Novamente, as distribui¢des convencionais sao obtidas no limite
g -+ 1. No entanto, essa defini¢gdo de entropia é ndo extensiva. ou seja., quando unimos dois
sistemas nao correlacionados, a entropia resultante nao ¢ igual a soma das entropias de cada
um. O mesmo ocorre comn as outras grandezas nao extensivas do sistema, que podem ser obtidas
a partir da definicdo de entropia acima.

Posteriormente, Tsallis, juntamente com Jund e Kim [10], simulando o comportamento de
particulas de ferro-fluidos, sujeitas a um potencial de interagio proporcional a |&; — &;|™ para
|&; — &;| suficlentemente grande, mostraram que a nao extensividade pode estar associada a
interagoes de longo alcance. O resultado obtido foi que o comportamento do sistema € nao-
extensivo quando

a> =, (1.57)

&=

sendo d o numero de dimensoes espaciais. Esse comportamento é obtido porque cada particula
interage significativamente com todas as outras particulas do sistema, fazendo com que a energia
varie cada vez mais intensamente a cada nova particula acrescentada. Devido a isso, nao se pode
fazer o limite termodinamico, pois a razao E/N diverge. Esse é o motivo pelo qual uma nova
estatistica, como a proposta em [9], que generalize a de Boltzmann-Gibbs, se impoe.

1.12 Ressonancia geométrica

Diversos métodos tem sido propostos tornar regular o movimento cadtico de sistemas
dinamicos. A possibilidade de controlar o movimento caético de um sistema tem uma im-
portincia pratica ébvia, visto que em muitos casos o caos surge como uma perturbacgao que
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impede que o ciclo limite desejado seja alcancado. Alguns métodos de controle de caos preci-
sam de retroalimentacio (feedback), para determinar como reagir de forma a levar o sistema
ao comportamento regular quando ele apresenta um pequeno desvio. QOutros métodos. como
o apresentado nessa segao, trabalham sem retroalimentacio, o que, em determinadas situacoes
representa uma vantagem. por prescindir de informacoes sobre a situacao corrente do sistema.
Em gualquer caso, é de se esperar que o mecanismo de controle nio represente uma alteracio
muito grande no problema fisico e matematico.

Ressonancia é o processo no qual um sistema de freqliéncia natural w responde a uma forca
externa de frequéncia ). Considere, por exemplo. a equagao de movimento

& —glz) = —r(z, ) + p(z, 2)q(t), (1.58)

na qual a dissipag@o estd embutida em r(z,z) e ¢(¢) é uma fungio periddica de periodo 3. As
frequéncias naturais sdo aquelas que a equagao admite quando o lado direito da equagao estd
ausente. O lado esquerdo pode ser escrito a partir de uma Hamiltoniana I independente do
tempo, o que significa que ele conserva a energia do sistema. Ja na presenga do lado direito,
a evolugdo comeca em um regime apresentando transientes que, em geral, vao diminuindo a
medida que o regime estacionario é estabelecido. O regime estacionario é uma orbita periddica
em que a energia roubada pela dissipagao é reposta pela forga externa, situagao em que se pode
escrever

T T
./O r(z,z) di :fo plz. 2)g(t) dt, (1.59)

sendo T o periodo da dérbita.

Em osciladores harménicos, ou com nao-linearidades pequenas o bastante para que sejam
tratados perturbativamente, pode-se usar séries de Fourier, de modo que a ressonancia depende
apenas das frequeéencias, internas e externas. Quando a nao-linearidade ¢ tao importante que
irviabiliza a expansao a partir de uma soiugdo harmonica, € necessario generalizar o conceito de
ressonancia. Um passo nesse sentido foi dado por R. Chacén [11], que introduziu a Ressonéancia
Geométrica, uma ressonancia em que néo apenas a freqiiéncia do termo forcante precisa ser
considerado, mas também a forma (geometria) de sua evolugdo temporal. Na proposta de
Chacédn, a ressonancia geométrica de uma fun¢io xre(t). que € uma solucao do sistema livre de
dissipacdo ou forcas oscilantes, ocorrera se

—r{2Rre, £Re) + p(tre. 2re) Fra(t) = 0. (1.60)

Por levar o sistema a percorrer uma orbita periddica, a ressonancia geométrica é um me-
canismo de controle de cacs que prescinde de retroalimentacdo. Uma vez escolhida a érbita
zre(t) na qual pretende-se estabilizar o sistema, calcula-se a fungao Firi{t) correspondente, por
exemplo, no caso de um oscilador amortecido possui a expressdo usual: Frg(t) = —v&pe(t), ou
seja, Fre(t) € uma funcao harmonica de freqiéncia w.

Nem sempre pode-se adicionar ao sistema fisico uma for¢a que corresponda exatamente a
necesséria para levé-lo & ressonéncia geométrica. £ muito comum o caso em que a oscilagio que
leva ac caos é harmonica, assim como a forca responsavel por suprimi-lo:

N . 2at 2mgt
&-—g(z)=-—v&+ Fhar | — )+ F.har [ ==+ ¢ | . (1.61)
T Tp
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Figura 1.9: Fronteiras entre os movimentos cadtico e regular para v = 0,3, /' = 8385, T = 27,
g=3ep=1, e condigdes de contorno para as quais o movimento é cadtico com o = 0. @
é a fase entre a forca de controle e forca que provoca o caos, e a = F./F a razdo entre suas
amplitudes. {a) Os pontos s3o resultados de simulagdes numéricas, sendo conectados por linhas
para guiar a vista. (#) Resultado analitico da teoria de RG. (Retirado de [11].}

podendo har representar as fungdes seno ou cosseno, e sendo p e ¢ inteiros primos entre si. Na
equacao acima o caos € devido ao termo proporcional a F e os parametros I, p, ¢ e @ serdo
ajustados visando controld-lo. Dada a impossibilidade de cancelar totalmente o lado direito
da equagao, de modo que a solugdo do lado esquerdo zgrs(t) seja uma solugao da equagéo.
procuraremos estabilizar o sistema em uma funcdo z(¢) = zgrg(t) + éz(t), com éz(t) pequeno.
Com essa solucao nao sera possivel impor a condi¢do de que a energia se conserve em todos os
instantes. mas apenas na média e na ordem mais baixa de dz:

d E T JE
— ) = Z dt =~ 0. 1.62

sendo 7”7 o periodo de zgs(t). Dada a equagao de movimento (1.61} pode-se reescrever a variagao
de energia devido ao lado direite como

dF . . A7t
<E>T, = — 7y {tha)p + F <-'L'RG har (T) >T,

+ aF <:i?Rc;har (M+ﬂ,§>> +O(5:E)
Tp T

Quando existem solugdes algébricas, a condigdo (1.62} leva a uma expressao para o = F,/ F
em funcdo de =, p e g. Sisternas de controle de caos sao supostos nao perturbar sensivelmente
o sistema, o que significa que F. < F, isto é, o < 1, condigdo atingida através da escolha
conveniente da fase v entre a forca de bornbeio e a de controle. R. Chacén ilustra a utilizacdo
de seu método com a forga conservativa g(z) = —x* da qual se conhecem solugdes algébricas.
A figura 1.9 mostra algumas das “linguas” dentro das quais o caos é suprimido de acordo com
sua teoria, assim como os resultados numéricos dos valores de o acima dos quais se consegue o
controle. A diferenca entre ambos € evidente, mas pode-se notar que realmente existem linguas
de estabilidade e que a teoria da RG permite estimar as frequéncias em que o caos é mais
facilmente controlado. Existe uma conexao com as chamadas linguas de Arnold {7] que surgem
do mapa originario da se¢ado de Poincaré da rotagdo dentro de um toro. Assim como a ressonéncia

(1.63)
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geométrica, cada lingua é originaria de uma razio racional entre as duas freqiiéncias, e dentro
delas o movimento é phase-locked.

1.13 Ressonancia estocastica

No inicio da década de 80, Benzi e outros [12] introduziram o conceito de ressonancia es-
tocdstica como uma explicagdo para as mudangas no regime climatico da Terra, que ocorrem
com perfodos aproximados de 100.000 anos (eras glaciais). E sabido que as variagoes de excen-
tricidade da érbita ocorrem com esse periodo, no entanto, de acordo com as teorias correntes,
seus efeitos ndo sao grandes o bastante para causar mudangas t&o radicats no clima. Introdu-
zindo um “potencial climdtico” biestavel sugeriram que a cooperagdo entre essa perturbagao
periédica e variagdes aleatérias no clima é capaz de ocasionar essas transigoes. Desde entao. a
ressonancia geométrica tem sido aplicada em diferentes situagdes, tais como modelos de funcio-
namento de neurénios, SQUIDs, dispositivos opticos e eletronicos, analise de sinais, conversores
analdgico-digitais ete [13].

O mecanismo da ressondncia geométrica pode ser entendido considerando-se um sistema
dindmico biestdvel, que oscila préximo aos pontos de equilibrio. Pequenas perturbacées pe-
riédicas ndo sio capazes de retirar o sistema das proximidades de um dos minimos e leva-lo ao
outro. A introducio de um ruido, ainda que pequeno, leva a uma probabilidade de transicao
finita. que pode apresentar alguma coeréncia com o sinal periddico. Essa interferéncia entre
dois sinais de entrada exclui os sistemas lineares daqueles capazes de apresentar ressonancia es-
tocastica. Em certas circunstancias. a cooperacao entre a entrada periddica e a ruidosa faz com
que o aumento no ruido incremente mais a resposta coerente que o ruide na saida. No entanto,
se o ruido aumenta muito, transicdes passam a ocorrer a todo instante, e o sinal de saida perde
a correlacido com o sinal periddico. F esse aumento no sinal de sajda coerente, para uma dada
intensidade do ruido, que d& origem ao nome ressonincia estocéstica, ainda que, diferentemente
da ressonancia usual, o ajuste nao ocorra na fregliéncia da perturba¢io periodica.

Vérias teorias foram propostas [13,14], apresentando diferentes graus de complexidades e
descrevendo mais ou menos completamente os fenémenos observados. Uma explicagio bastante
satisfatdria relaciona-se com a taxa de Kramers, que corresponde ao nimero de transigoes
que ocorrem por unidade de termpo, quando o sistema estd sujeito exclusivamente ao ruido. No
caso do ruido branco n(t) ({n(2)} = 0, {(n(t)n(t")) = 2D4(t — t')), mesmo valores pequenos de
D levam a taxas de Kramers finitas, que permitem definir uma freqiiéncia caracteristica, igual
ao dobro dessa taxa. O aumento de D aumenta a probabiiidade de transicao e, a grosso modo,
pode-se dizer que a ressonéncia estocastica ocorrerd quando a freqiiéncia relacionada ao ruido
coincidir com a freqiéncia da forga periddica.

Conforme proposto por MacNamara e Wiesenfeld [14], a ocorréncia da ressonéncia es-
tocéstica pode ser detectada observando-se a razao entre o sinal e o ruido {signal-to-noise ratio.
ou SNR). Observe a figura 1.10a, que mostra o espectro de poténcia da saida de um sistema
sujeito a um ruido branco e a uma forga periédica. Sem a forga periddica o pico ndo estaria pre-
sente, apenas a lorentziana causada pelo ruido branco. Essa lorentziana é ligeiramente abaixada
com a inclusdo da forca periédica, visto que parte da energia fornecida pelo ruido é canalizada
para a transicdo coerente. A razao entre o sinal e o ruido € calculada dividindo-se o valor do
pico pelo ruido nessa mesma freqiiéncia, que é obtido da interpolagdo dos pontos vizinhos ac
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Figura 1.10: {«) Espectro de poténcia de saida tipico. com um pico presente na mesma freqiéncia
da forca periddica. (b) Razdo sinal-ruido em funcdo da intensidade do ruido branco. (Retirado

de [14}.)

pico. A figura 1.10b mostra que a SNR atinge um maximo para um determinado valor de ruido.
caracterizando a ressonancia estocastica.

1.14 Sistemas dinamicos em derivadas parciais

Os sisternas dinamicos {1.2) discutidos até agora descrevem o comportamento de um vetor
¥ que possul componentes y; reals. Nos sistemas dinamicos em derivadas parciais o vetor y €
substituido por uma funcéo ¢. definida por infinitos valores reais, cada um deles assinalados por
o(z). A principal diferenca entre estes dois tipos de sistemnas dinamicos € que o indice discreto
; do primeiro caso foi substituido pela variavel continua z.

De modo semelhante ao conjunto discreto de equagdes (1.2) descrevendo a evolugao de cada
componente y;, ¢ comportamento de ¢ é determinado para cada um dos infinitos valores da
variavel continua z:!!

bz, 1) = F(3(2.1), 0p(2.1), ..., byl 1), 2, 1). (1.64)

No sistema {1.2). o comportamento de cada elemento y;(t) era descrito por uma equagao. que
podia depender do valor de cada um dos outros elementos do vetor naquele mesmo instante
t. No sistema (1.63), o valor da func¢ao para cada = depende dos valores da funcao em outros
pontos naquele mesmo instante ¢ através das derivadas parciais em .

'iDeste ponto em diante, os indices z, t e T indicarac sempre as derivadas parciais correspondentes:

99

ét{l‘f) = d_

t Tt
Outros indices nao representam derivadas, e os indices das derivadas parciais de fungdes com indices serao
precedidos por virgula: ¢, .+ = 86, /(8z81).
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Buscando dar maior generalidade & equagao (1.64), o campo escalar ¢(z,t), sera substituido
por um campo vetorial ¢(x,t), descrito pelos valores de seus componentes ¢;(z,1) na posicdo
em cada instante t. O campo vetorial tem a vantagem de permitir a descri¢do de varios campos
acoplados e de derivadas no tempo de ordem maior que um. A funcdo F deve se transformar
em um operador vetorial. dependente das diversas derivadas do vetor ¢(z,):

B (2.1) = F(o(a,1). 0 (x. 1), .., pox(t) z.t), (1.63)

Do mesmo modo que a equacio (1.2}, a equagio (1.65) também abrange problemas que envol-
vem derivadas parciais em ¢ da ordem que se deseje. basta que se definam fungées suplementares.
Por exemplo, a equacdo de Landau-Ginzburg-Higgs [15]

Gt — G — MG+ g70° = 0, (1.66)
pode ser reescrita como

@2t = Plzz + m 61 — g2 é1°, {1.67a)

Q1 = P2 {1.67h)

Esta forma de escrever o sistema envolvendo apenas derivadas primeiras no tempo é particular-
mente 1itil na construgdo de algoritmos de integragao numeérica [16].

Uma caracteristica importante de um sistema de equagdes em derivadas parcials sao as
transformacdes pelas quais ele é invariante. Para o nosso estudo, a transformacao de Lorentz
[17] é 2 mais importante delas, consistindo na definicdo das seguintes variaveis:

x— vt t—ur

PE e =, (1.68)

que possuem as transiormacoes inversas

x4+ et t 4 vz’ ,

As derivadas parciais correspondentes sao imediatamente obtidas:

o __1 8 v 0 (1.70a)
dr V1 — p2 oz’ \/1-@26%” )
0 - 1 7,
A W 1.70b
at V1 — v oz’ + V1= 2ot ( )
Com estas expressées chega-se a
PE a2 a2 o2
oo _ T 9 1.71
ozt B2 827 07 (L.71)
F necessario definir também a funcio
. o+ ottt 4 vr!
o'(a'.ty =0 . X 1.72
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Substituindo-se estas defini¢des na expressao (1.66), chega-se a
@;lrl - @;rTr - m2®! + ggéfs = 0 (1.73)

Esta expressdao tem o mesmo formato que a original (1.66), portanto dizemos que a equacao de
Landau-Ginzburg-Higgs € invariante sob transformagdes de Lorentz. Da mesma forma,
qualquer equacio que dependa apenas de ¢ e que, como derivada parcial, inclua apenas 9% /9t% —
#*/8z?, serd invariante sob transformacdes de Lorentz.

Assim como nos sistemas dinamicos da secio 1.1, nos sistemas em derivada parciais é 1til
conhecer as solucdes estacionarias, ou seja, as fungoes

@z, 1) = Py, (1.74)
para as quais a equacdo (1.63) se escreve (7 = )
0= F(¢O(T)t¢O.T(T)f----¢0.TA“’(T)?T)7 (1'75)

com F' sem dependéncia explicita como tempo. Se o sistema for invariante sob transformacoes
de Lorentz, obtemos simultaneamente, usando a expressao (1.72), as solugdes propagantes

Bz, 1) = Py (%) . (1.76)

Em alguns sistemas, é necessario buscar solugdes que satisfacam

Pp(zr.t) =1, (x —vt), (1.

-1
-~
—

para as quails {7 = x — vt)
_'U't/)'u.T(T) = F(’ltbv("-)e lnb'v.r(r)ﬁ s 1:bu__'rN(T))t (178)

com F sem dependéncia explicita com = ou t. Os dois procedimentos levam a equagbes inde-
pendentes de 7, que podem ser integradas para obter solucoes que, exceto pela translagio, nao
mudam de forma com o tempo.

A estabilidade destas solucdes pode ser testada com um procedimento semelhante ao da
se¢ao 1.1. Consideremos uma solugiao que, inicialmente, difere de 7, ou %0, por uma pequena
perturbagao {(z,0)1%:

Golw. 1) + ¢l )
et = P e g 479)

Dados z e 1. a funcao F pode ser expandida em série de Taylor em torno dos valores de ¥(xz,?)
e de suas derivadas!®:

, , ‘ AF
F(d(2,8),0u(,t)s o pne(@. ), 2, 8) & Flyop+ 3

Con (1.80)

12Aqui e no restante da segio, a primeira linha apés a chave refere-se & solucdo estaciondria tipo (1.74) e a
segunda linha & solucéo tipo {1.77).

el

130) desenvolvimento apresentado a seguir considera um campo escalar ¢(x.t), 2 fim de néo sobrecarregar o

texto. O desenvolvimento para o campe vetorial ¢(z,t) é apresentado no Apéndice A
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Definindo o operador diferencial'? D
I\T

DEZ oF

=0 a (.Dlzn,

an
dzxm’

(1.81)

Piz).z.t

n

Substituindo as expressdes (1.79)-1.81 na equacdo (1.65) e utilizando a expressdo (1.73) ou
(1.78). chegamos ao sistema linear

_ ) D{(z.1) )
Celz.t) = { (D—!—v%) Clat) (1.82)

Podemos escrever a evolugao temporal da fungao {(x,t) como (§{z) = ((=,0))

tDeg( o, '
Clz,t) = { Zt(Dg—k(vE?)/E)s:)g(x) s (1.83)

com €' definido por (1.10). Calculando os autovetores e autovalores do operador D. ou D +
v 30z, pode-se determinar a estabilidade da solugido [18]. Uma solugao tipo (1.74) ou (1.77), serd
assintoticamente estavel se todos seus autovetores tiverem parte real negativa. Neste caso,
qualquer perturbacao do sistema, suficientemente préximo de uma solugao assintoticamente
estavel, decaird exponencial com o tempo, e o sistema volta a sua forma estavel. Se algum de
seus autovalores tiver a parte real maior que zero, a solugio sera instavel. Se alguns autovalores
tiverem parte real negativa e outros forem puramente imaginarios, as perturbagoes poderao fazer
com que o sistema oscile em torno da solucédo. que sera chamada estavel.

Uma caracteristica importante de sistemas invariantes sob translagéo, isto €, sem dependéncia
explicita em z. é que qualquer solucao obtida através das equagdes (1.74) e (1.75) sera estavel
sob translagao. Essa estabilidade pode ser demonstrada partindo-se da equacao de autovalores

Dg(x)
Mlz) = ~ 1.84
) { (D +v2)E(z) (1.84)
a qual sempre possui como solugéo o autovetor
So = —0%s (1.85)
com autovalor hg = 0:1°
Y
OF
Wy = Z a T:[i’_.rn-{’]
oo 0 92" lu(z) (1.86)
d

0 operador diferencial matricial correspondente, . é dado pela equagao (A.5).
5 Novamente, dermonstragio abaixo trata do campo escalar, no entanto a demonstragao para o campo vetorial
também é imediata, apenas mais trabalhosa.
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usando a identidade (1.73)'%. Esse autoestado é chamado de modo translacional do sistema,
pois quando substituimos as expressdes (1.85) e (1.83) na equagdo (1.79).

dla,1) = Pla.t) + &y = Yla.t) — 5¢, = Ple — 6, 1). (1.87)

vemos que o autovalor £y corresponde a translagdo infinitesimal de 4. O autovalor Ay = 0 desse
autoestado reflete a invariancia sob translacio do sistema. Todas as posi¢bes do sistema sao
equivalentes. logo. se a solugdo estavel sofrer uma translagao ¢. também sera estavel na sua nova
posi¢do. Portanto. a solugdo estaciondria ndo serd atraida nem repelida em direcdo a posigao
inicial, permanecendo parada em sua nova posic¢io. o que sé é possivel se a funcdo () for umna
autofuncio de autovalor 0 na equacgao {1.83).

Por analogia aos sistemas dinamicos apresentados na secéo 1.1, a teoria linear da estabilidade
fol apresentada usando-se um sistema de equagdes parciais em que nao existem derivadas no
tempo de ordem maior que um. Em geral, quando temos apenas um campo, ¢ mais simples tratar
uma equacao de movimento escalar em derivadas parciais, mesmo que essa inclua derivadas de
ordens superiores no tempo. Nesse caso, substitui-gse a expressao

oz, t) = w(z, 1)+ eé(a), (1.88)

na equacao de movimento, expande-se em Taylor onde necessario e mantem-se apenas os termos
lineares em *(x,1). chegando-se a um problema que leva aos mesmos autovalores obtidos do
operador diferencial D (ou D + v d/dz).

1.15 Equagoes integraveis e nao integraveis

O conceito de integrais de movimento € importante em muitas areas da Fisica e particular-
mente 1itil no estudo de sistemas dindmicos. Integral de movimento, ou constante de movimento,
é uma grandeza que se mantém constante durante a evolugao do sistema. Geralmente, as inte-
grals de movimento refletem as simetrias do sistema, como o teorema de Noether [17] demonstra
para os sistemas lagrangeanos.

Como um exemplo, consideremos o sisterna dinamico

v

& { ﬂ = | e | 159

em que X e v sao vetores do espaco tridimensional. Se V' for independente do tempo, a energia
E = v-v/2 + V(e) serd uma constante de movimento. Se V for radial, ou seja, depender
apenas de /- ¢, entdo o momento angular L = @ x v serd outra constante de movimento.
Finalmente, se I for independente de x, entdo o momento linear P = v sera uma constante de
movimento.

Cada constanie de movimento impde uma restrigdo quanto as possivels trajetorias que o
sistema pode seguir. O sistema acima possul seis graus de liberdade, portanto, nao podemos
ter mais que seis integrais de movimento independentes. Com V independente de x e ¢, a

18 A expressao correspondente para v, inclui vy r» adicionado aos trés primeiros membros das igualdades
aclma, e usa-se a identidade (1.78).
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conservacao do momento linear fixa o valor de v para todos os tempos. Nesse caso, energia ¢
uma, constante de movimento redundante, pois pode ser escrita em funcao do momento linear.
J4 o momento angular determina uma reta ao longo do qual a particula se desloca, suprimindo
dois graus de liberdade do movimento. o que indica que das trés componentes de L, apenas duas
sao independentes. Dessa forma, resta ao sistema apenas um grau de liberdade através do qual
ele pode evoluir, sendo 0s outros cinco parametrizados pelas constantes de movimento.

Sistemas dinamicos em derivadas parciais possuem infinitos graus de liberdade, portanto,
podem possuir infinitas integrais de movimento independentes. Foi demonstrado que em alguns
sistermnas isto realmente acontece. Sio exemplos a equacao de Korteweg e deVries, a equacgao
de sine-Gordon e a equacao de Schrodinger nao linear. Sistemas como estes, que possuem
infinitas integrais de movimento sédo ditos integraveis. Como uma regra geral, podemos dizer
que sistemas integravels impoem a existéncia de uma Lagrangeana. A formulacdo lagrangeana
de um problema é muito conveniente, permitindo. através do tensor de tensdes. obter algumas
possivels integrals de movimento. Estas integrais sao discutidas no apéndice B.

1.16 Sdélitons

A definicao de séliton esta longe de ser unica na literatura [19]. O ponto de partida da
maioria das definicoes é a capacidade do sistema de manter algum tipo de excitagdo restrita a
uma regido do espago. Esta excitagdo nao necessita ser estacionaria, mas caso esteja deslocando-
se pelo espago, este deslocamento deve ocorrer de forma que a excitacdo mantenha-se limitada
a uma reglao finita.

Um tipo de solucéo que cumpre este requisito pode ser obtida das equagdes (1.74}-1.78, desde
que as fungoes ¥(z) estejam confinadas como exposto acima. Esta condi¢ao é satisfeita quando
a funcéo tende a ;. quando z — oo e a ¥_,, com ¢ — —oo. Exemplos como o kink e o
bell-soliton podern ser vistos na figura 1.11 na pdgina 34 (6 e ¢) e na figura 1.12 na pagina 34
(b e ¢). Em ambos os casos vemos que o séliton esta restrito as regides proximas da origeimn.

A outra condigio que costuma ser imposta aos sélitons € que eles sejam capazes de sobreviver
a colisdes com outros sélitons. Algumas vezes se lmpoe que o séliton volte a sua forma original
apds a interacio. Em muitos sistemas, uma solucdo com N sélitons suficientemente afastados.
pode ser aproximada pela soma de sélitons:

lim &{x, 1) Ztv (z — vt — 6 on)s (1.90)

t—r—00
n=1
onde ¥, € a solugio do sistema em que um dnico sdliton propaga-se com velocidade v. Pode-
se também escrever, com maior generalidade, uma soma dos diferentes tipos de sélitons que o
sistemna admita. A condicdo de que a forma seja mantida pode ser escrita como

N

lim o&(z.t) = Zwbn (2 — vpt — Siconm)- (1.91)

t—=+o0

A tnica mndanca em relagdo a expressdo anterior € que apds as colisdes, as fases inicials d_eon
mudaram-se em b, ,. Ou seja, apds as interagdes os solitons adiantaram-se ou atrasaram-se em



1.16 Sélitons 32

relagao as posi¢des que ocupariam se nao tivessem colidido, mantendo as formas e velocidades
originais. Esta condi¢do nem sempre é tio rigorosa, e algumas vezes permite-se que o soliton
tenha sua forma e velocidade alteradas.

No estudo do comportamento dos sdlitons, podemos dizer que o método analitico mais 1m-
portante é o Método de Espalhamento Inverso. desenvolvido por Gardner, Greene, Kruskal
e Miura [20]. e posteriormente posto em uma forma mais geral por Lax [21]. A idéja bésica {22]
do método é introduzir, em um dado tempo, uma “transformacao espectral” da funcio o(x.t)
com respeito & variavel z. semelhante ao uso de transformadas de Fourier para resolver um sis-
tema diferencial linear. As principais diferencas da transformacio espectral S{k.¢) em relagao
a transformada de Fourier s&o o fato de que a correspondéncia u({z.t) — S(k,{) nao ¢ linear.
e a divisao do espectro de & em uma parte continua e real e outra discreta e imaginaria. A
parte continua abrange comportamentos semelhantes aos das ondas que ocorrem: comumente na
Fisica, j& a parte discreta descreve os sdlitons.

A principal vantagem da transformacio S{k.t), que ela compartilha com a transformacao
de Fourier, reside no fato de que a sua evolucao temporal pode ser computada facilmente, de
maneira analitica. Uma vez obtida a transformacao S{k,t) em um tempo futuro, a transformacao
inversa S(k,1) — u(z,?) tem de ser realizada. Esta iltima transformac¢ao ndo é trivial, sendo
a origem do nome espalhamento inverso, pois este € justamente o método pelo qual a ela é
realizada.

0O Método de Espalhamento Inverso tem uma importancia fundamental nao somente por ser
uma solugdo analitica do problema dos sélitons. Outro fato importante é que, quando ele é apli-
cado, os solitons presentes inicialmente serdo incluidos na transformacdo S(k.t), e continuarao
presentes nessa transformacao depois que for calculada sua evolucao temporal. A funcao u{z.t)
final incluira os mesmos sélitons que incluia inicialmente. com as mesmas velocidades, talvez um
pouco atrasados ou adiantados em relagdo a posicao que cada um deles ocuparia caso estivesse
sozinho no espaco. Com isso, foi demonstrada a estabilidade dos solitons quando eles colidem
entre st ou com ondas do espectro continuo de k.

Tendo em vista o Método de Espalhamento Inverso, muitos autores sugerem que a desig-
nagdo soliton devia aplicar-se apenas as solugdes de equacgdes diferenciais que satisfizessemn as
condi¢bes acima. Foi descoberto que esse método esta ligado a existéncia de infinitas integrais
de movimento, ou seja. s6 é aplicavel a sistemas integraveis. Ele {oi originalmente [20] proposto
para resolver o problema de Korteweg-deVries, que desenvolveu uma equagao para explicar o
primeiro séliton observado, ondas solitarias estaveis na superficie da 4gua de um canal [23]. Pos-
teriormente, ja foi aplicado na equacao de Schréodinger ndo linear. e na equacéo de sine-Gordon.
No entanto. equacbes ndo integraveis também possuem ondas solitarias, algumas capazes de
sobreviver a interacdes sem mudar sua forma ou velocidade. Qutras trocam energia e podem
ser aceleradas ou freadas. Qutras ainda podem mudar de forma, ou mesmo desaparecer con-
forme a interagdo a que sejam submetidas. No entanto, uma parcela grande da comunidade de
fisicos tem usado o termo soliton para estas ondas também, relaxando um pouco a definigao
inicialmente proposta.

Outra ferramenta importante sdo as chamadas Transformacées de Baklund [18], consis-
tindo em um mapeamento de uma solucao do sistema contendo N solitons em outra contendo
N + 1 solitons, levando a novas solugdes algébricas. Estes métodos sdo iteis na determinagio
das solugdes de um sistema. porém, em nosso trabalho, que em geral trata de equagdes néao
integraveis, eles nem sempre eles podem ser aplicados. Para determinar as solugbes solitonicas



1.16 Solitons 33

vamos usar principalmente o procedimento descrito a seguir.

Em muitos casos, quando trabalhamos com um campo escalar, a equagio {1.75), ou {1.78),
pode ser rearranjada'” de forma que a derivada segunda de 1'(7) seja escrita em funcao de ¢(7),
das outras derivadas de ¢(7) e de T:

Yrr = F (U, 7). (1.92)

Observe que essa equagao é exatamente a mesina que descreve o movimento de uma particula
sujeita a uma forca JF, se imaginarmos que sua posicao é designada por ¥ e que 7 representa o
tempo. Isto permite que nos beneficiemos da familiaridade que ja possuimos com este tipo de
sistema, para procurarmos as solugdes (7).

Na busca de uma expressido para um séliton estacionario (1.74), é muito conveniente o caso
em que podemos escrever a forga F como'®

. dU (4
F (. 0. 7) = Flih) = T2 (1.93)
Desse modo, podemos imaginar que a equacdo (1.92) descreve o movimento de uma particula
sujeita 2 um potencial'® —{/(3). Multiplicando a equagéo (1.92) por ', e usando a identidade
(1.93), podemos integrar em 7, obtendo a equagéo para a conservagao de energia:

Yot = E + Uly). (1.94)

2
Integrando novamente encontramos uma equagio integral para vg:
1 Wo(7) 1

— e di=T (1.95)
V2 Jyot0) VE+ Uld)

As solucOes soliténicas correspondem a uma particula cuja posicdo vy tende a maximos de
—U(v¥) para 7 — 0o e para T — —o00, pois apenas neste caso temos uma solugdo que possui
limite nestes dois extremos (figura 1.11 na proxima paginaj. Como a energia dessa particula
imagindria é conservada pelas equacdes (1.92) e (1.93), os dois méaximos de —U (1) devem ser
iguals: U{o 400) = U —00). Se g 100 F WYo.—co- temos um kink ou um anti-kink, caso contrario
temos um bell-soliton.

O nome kink vem do fato de que este sdliton realiza um “salto” ao conectar dois pontos de
MAXIMOS, V0,00 € 0,400, €11 que 0 potencial —U(vp _o) = —U (¥ 4o ) assume o mesmo valor.
Na figura 1.11 na pagina seguinte, vermnos como uma particula pode sair do ponto ¥g o, =
em um tempo infinitamente remoto, passar por ¢, e aproximar-se assintoticamente do ponto
Do, 400 = @3- A trajetdria contraria também € possivel, correspondendo ao anti-kink mostrado
na mesma figura.

1"No restante dessa segdo, os campos vetoriais ¢ e 1 serdo substituidos pelos campos escalares ¢ e ¥, con-
seqilentemente, terernos apenas uma equagic de movimento.

18Quando a equagiio (1.92) é obtida a partir da equagio (1.78), entdc a forca nac pode ser escrita como o
gradiente de um potencial, devido 3 existéncia do termo vé. -.

1¥Note que o potencial esta definido com o sinal contraric ao que the é usaalmente atribuido quando descrevernos
a energia de uma particula sujeita a forga F. O motivo é que quando discutirmos a energia armazenada no campo
@(z,1), o potencial definido dessa maneira assumiré o sinal correto.



1.16 Solitons 34

—U(4) s

b1

&3
[ P1 52 3 \ (¢) T. T

o

(a)

Figura 1.11: (a) Potencial —I/(¢) com dois maximos de mesmo valor. (b) Kink. correspondente
a uma particula que parte de ¢; em um tempo 7 — —oc, chegando ao ponto ¢z em 7 —+ oc. {¢)
Antikink, particula que executa a trajetdria inversa.

‘ —U(&) |
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Figura 1.12: (a) Potencial ~U(#) com um maximo local, o que permite a existéncia de bell-
sélitons. (b) Séliton correspondente & particula que sal da origem, vai ao ponto ¢g € regressa a
origem. (c) Particula que se move na diregao contraria.

O bell-soliton, possui a forma de um sino, conecta um ponto de maximo de —U(y) a ele
mesmo. Para tanto, é necessario que haja uma barreira em que a particula possa refletir e
voltar assintoticamente ao ponto de partida ( figura 1.12). A particula sé pode refletir na
barreira se essa for mais alta que o ponto de partida, portanto, —U/(¥g.—cc = Yo,10c) D@0 pode
ser um maximo global unico.

As solucdes obtidas acima sempre conectam méximos de —I7(¢), ou seja, minimos de U{¢), o
que em termos da solugio geral o(xz,1) resulta em limyy—co &(2,t0) = Grco € liMy s yoc G(2,0) =
Gyoo. 5eNd0 oo € Gpo minimos de U{g). Nos sistemas hamiltonianos, ou quase hamiltonianos,
pode-se argumentar que a solucao s6 serd estivel se os extremos forem minimos, locais ou nao,
caso contrario, qualquer perturbagao fard com que o sistema busque uma situagio de menor
energia, fazendo com que o campo ¢(z,!) desca o potencial U/(¢) onde ele ndo for minimo.
Por esse motivo, o séliton da figura 1.126 ¢ instavel, qualquer perturbacdo que leve-o além
de ¢3 crescerd indefinidamente, fazendo-o descer o potencial [/(¢) nesse ponto, aumentando e

alargando o soliton.
e A
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Uma distincio entre kinks e bell-solitons é a carga topoidgica [19], que definiremos como

Q= lim o(x,t) - lm ¢(z,t). {1.96)
=40 =00

Com essa definicdo, vemos que o bell-soliton possui carga topoldgica 0 e o kink possul carga
topolégica diferente de zero, podendo-se dizer que este dltimo é um séliton topoldgico. Esta
definiciio é importante porque a carga topoldgica de solugdes que conectam minimos de U(¢) nao
varia com o tempo. Em um sistema de derivadas parcials, se em uma regido do espago o campo
&{z) ocupar um minimo de U{¢), o campo ficard neste minimo até que uma perturbagao capaz
de retira-lo do minimo propague-se até essa regido. Sendo finita a velocidade de propagagao de
qualquer perturbacio, os limites £oc nunca sao atingidos, e os limites da equacao (1.96) serdo
sempre os mesmos. Se em um dado instante o sistema contém um tinico kink, ¢ > 0, qualquer
evolugio que ele apresente nunca resultard em um sistema totalmente vazio, pois neste caso a
carga topolégica seria nula. Um kink e um anti-kink coexistindo no espago apresentam ¢ = 0,
portanto, existe a possibilidade. do ponto de vista da carga topolégica, de que eles se aniquilem
totalmente. O mesmo ocorre com bell-solitons, que podem desaparecer devido a dissipagao.
Alguns sistemas, como o de sine-Gordon apresentam infinitos pontos de minimo para U{¢).
Neste caso a carga topoldgica dependerd da diferenca entre o numero de kinks e o niimero de
anti-kinks, que sera conservada.

Em sistemas integraveis ou quase integraveis, muitas vezes é possivel definir uma densidade
de energia associada ac campo. Neste tipo de sistema, podemos impor a energia a condigao de
localizacao, de forma que o conceito de soliton englobe também outros tipos de solugoes, como
osciiacdes tipo breather.

Na maior parte das vezes em que trabalhamos com sdlitons, é importante determinar sua
posicdo, o que implica alguma arbitrariedade, por exemplo, se estivermos tratando com um
bell-soliton, a posicio pode ser definida como o ponto em que a derivada € nula. Ja no caso do
kink. podemos considerar o ponto em que a concavidade se inverte, ou o ponto em que o campo
passa pelo valor médio dos limites assintéticos. Neste trabalho definiremos a posigao do séliton
como sendo a posicao do sen centro de massa:

Tom = %/:c,o(:r)d;r, (1.97)
M = [p(:r) dr, {1.98)

sendo p(z) a fungao que descreve a distribuicdo de massa do séliton. Usando a idéia de que o
séliton é uma solucdo localizada. e em analogia com a identidade entre massa e energla, algumas
vezes a densidade de hamiltoniana serd tomada como a densidade de massa. Esta defini¢ao serd
particularmente util quando usarmos o tensor de tensdes (apéndice B) para encontrarmos a
transferéncia de momento para o soliton. Qutras vezes, usaremos a defini¢ao

plz) = &.°, (1.99)

matematicamente mais simples. Ainda pensando em termos de energia, essa expressao corres-
ponde a retirar da hamiltoniana apenas o termo de “energia eldstica” armazenada no campo.



Capitulo 2

Dinamica de sdlitons

J4 foi mencionado que uma das principais caracteristicas dos sélitons é o que podemos chamar
de propriedades de quase-particulas. Born e Infeld [24] foram os primeiros a propor o soliton
como um modelo para particulas, jd que estes apresentam-se localizados no espago, ao contrario
das solugdes usuais de um sistema de equagdes diferenciais parciais. A tentativa de construcao
de um modelo quantico de campo para particulas deve atender a algumas exigencias. como a
invariancia de Lorentz e a adequacdo ao formalismo lagrangeano, o que leva naturalmente as
equagoes de Klein-Gordon.

Equacbes nas quais estdo presentes forgas exiernas e impurezas tem sido muito estudadas
devido &s numerosas aplicacdes desses modelos na descri¢io de sistemas fisicos [25-37].

A teoria de bifurcacdes em geral e a teoria das catdstirofes em particular [1,6] tém estudado
as mudancas na estabilidade do movimento de particulas em potenciais universais. Nds estamos
interessados em uma teoria similar, substituindo as particulas por solitons, que sujeitaremos a
potenciais particulares, dos quais somos capazes de analisar a estabilidade. Uma série de artigos
trata esse tipo de problema [29-31] comnsiderando o séliton como particulas. Nesse capitulo
fazemos um tratamento que considera as caracteristicas nao locais do séliton. determinando as
condigdes de validade da aproximagdo de particula.

Neste capitulo, estndaremos o comportamento de sélitons em equagdes tipo Klein-Gordon as
quais acrescentaremos termos relativos a inomogeneidade e impurezas. O objetivo é determinar
as situacdes em que elas sdo atrativas ou repulsivas, se elas permitem ou néo a existéncia de
solitons e outras informacoes semelhantes. Mais a frente, esses dados serdo usados para estudar
a dinamica dos sélitons.

2.1 Existéncia e estabilidade de sélitons em equacgoes tipo
Klein-Gordon

Antes de analisar o efeito das inomogeneidades e impurezas vamos considerar a equagao de
Klein-Gordon original, que pode ser obtida a partir da Hamiltoniana

H= / 162 4 16,7 + U(&) da. (21)

36
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Esta Hamiltoniana leva [17] & equagao de Klein-Gordon:

99
Vimos na se¢io 1.16 que os sélitons podem ser obtidos ao tratarmos o sistema como a equagéo
de movimento {1.92) de uma particula sujeita a uma forca (1.93). A equacio de Klein-Gordon é
invariante sob transformacdes de Lorentz. portanto. os sélitons estaticos que obtivermos também
corresponderdo a sélitons em movimento, dados por {1.76).
A estabilidade dessas solugdes pode ser investigada com a utilizagdo do método apresentado
na secao 1.14. Substituimos a expressio

o, 1) = vz, t) + ME(x), (2.3)

na equagao de Klein-Gordon (2.2), expandimos 0U/J¢ em série de Taylor, tomamos apenas os
termos de ordern um, e obtemos o problema de autovalores:
32 d*¢  dU

Tdr? do?

(2.4)

2

O problema de autovalores (2.4) é semelhante ao problema de autovalores e autoestados de
uma particula sujeita a um potencial u(x) na equagio de Schrodinger (2m/h? = 1):
d*¢ .
~= 4 (E—u(z))¢ =0. (2.

dr?

]
(o1
e

A energia € dada por
E= ), {2.6)

e o potencial u(z) depende do potencial I/{(¢) da equagio de Klein-Gordon (2.2) e da solucio
da qual se investiga a estabilidade:

PU(¢)

de* |y

ulz) =

Vimos na secao 1.14 que todo sistema invariante por translagdo possui um autoestado cha-
mado modo de translacio, com autovalor Ay = 0. Sob a 6ptica da Mecanica Quantica. a solucio
de energia Ey = —Aj = 0 corresponde a um estado ligado do pogo de potencial {2.7). Um
fato conhecido nesse tipo de problema é que o estado de energia mais baixo é uma funcéo que
nao cruza nenhuma vez o eixo £ = 0. Acontece, que essa é justamente a situacdo do modo de
transtacao de um kink, como pode ser visto na figura 2.1 na préxima pagina. Isso significa
que qualquer outro estado, ligado ou nao, terd energia £ > 0. Com isso, todos os autovalores
A = +/—E sio puramente imaginarios, situagdo em que qualquer perturbacao é estavel, oscilando
indefinidamente sem alterar qualitativamente a solugdo soliténica. Portanto, um kink sempre
sera estavel na equacgdo de Klein-Gordon nao perturbada, enquanto outros tipos de sélitons
poderdo ter £ < 0, correspondendo aos autovalores Ay = ++/—FE, que levaria & instabilidade
devido a existéncia de Ay > 0.
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Figura 2.1: A translacio infinitesimal de § = 1 do kink é definida pela equacéo (1.87). Vemos
que a forma de ¥, é a que seria esperada da diferenca entre o kink antes e depois da translagio.

Ffeitos dissipativos ndo podem ser descritos por uma Hamiltoniana, devendo ser incluidos
diretamente na equacgao de movimento:
oU

@xm“¢t1—”/¢t - "a—G; = 0.

—
o
(o)

Ao investigar a estabilidade das possiveis solucdes, chegamos, igualmente, a equagao de Schrodin-
ger, com a mesma expressao para u(z), apenas a energia muda para

E=-) -~ (2.9)
que ser for resolvida para escrever A em funcéo de E. leva a

- 2
W S ik (2.10)

Quando nao ha dissipacio, a estabilidade do soliton depende de Ax = ++/—E, sendo instével
para E < 0, devido a existéncia do autovalor Ay > 0. Se E for positivo. os autovalores Ay serao
imagindrios e o séliton serd estdvel. Regimes semelhantes sdo obtidos no caso dissipativo: £ <
0= Ay >0e A_ < 0, ou seja, o séliton instavel continua instavel: 0 < F < /4 = A, A <0
a solucio estdvel oscilatéria torna-se superamortecida; v/4 < F = Ay = A", Re{A+} < 0. a
solugiio continua oscilante, porém amortecida. Concluimos que a dissipacdo ndo é capaz de
estabilizar uma solucéo instavel, mas torna assintoticamente estavels as solugoes estaveis.

Os estados ligados mencionados nos paragrafos anteriores correspondem. em geral, a defor-
macdes do séliton, e algumas vezes sao chamados de modos internos. Os estados nao ligados
formam wm continuo, e sio chamados de fonons. pois sdo oscilagbes periédicas no tempo e
no espaco {(quando z — +oo), comportando-se como as vibracoes propagantes resultantes de
equacbes de onda. Ao contrario dos modos internos. os fénons ndo estdo limitados a regido
ocupada pelo sdliton.



2.1 Existéncia e estabilidade de sélitons em equagdes tipo Klein-Gordon 39

O primeiro potencial que iremos estudar é conhecido por ¢-quatro. pois este ¢ o termo de
ordem mais alta presente:

U(s) =L (6 —1)°. (2.11)

Se o potencial fosse escrito menos restritivamente. poderiamos ter coeficientes diferentes para
as diferentes ordens de ¢, mas a forma acima é particularmente 1itil, pois possui dois minimos
iguais /(-1}y = U(1) = 0 em ¢ = +1, permitindo a existéncia de kinks e antzkmks Além disso,
podemos obter uma solucao analitica usando a expressao {1.95):

()
,~=2/ LAY (2.12)
s

sy 1 — 97

Nessa expressao, fizemos £ = 0. pois a “particula” deve satisfazer lim,_ 4. ¥ = *£1, ou seja, deve
aproximar-se assintoticamente dos maximos de —U{%), que valem zero. A posi¢do do sodliton
¢ determinada pelo valor de ¥{0), que tomaremos como zero, para que o soliton localize-se na
origem. Com estes valores obtemos

Yo(T) = tanh (g) . (2.13)

que pode ser submetida & transformacio de Lorentz para obtermos a solucao geral:

r—xy—vi
W, (x.1) = tanh | ——— | . 2.14
) ( v\/ﬁ> >

O antikink corresponde a mesma solugdo multiplicada por —1.
Para estudar as excitagdes do kink e do antikink, o potencial ¢-quatro {2.11) e a solucao
soliténica (2.13) devem ser substituidos na equagdo (2.7):

u(e) =1 % sech? (£). (2.15)

=

Em [38] temos a resolucio do problema de autovalores (2.5) para o potencial
Useen () = up — U sechi(am). {2.16) -

Os niveis de energia discretos permitidos obedecem a desigualdade

1 AU
< = —1+4/14+ =, 2.17
0<n<A 2( 1+ 1+a2), (2.17)

E, =uo— a*(A —n)* (2.18)

e a energia de cada nivel é

Com U > 0, teremos sempre A > 0, existindo, no minimo, um estado ligado, de energia E,. O
pogo de potencial (2.13) possui dois estados ligados: o modo translacional com energia Ey = 0 e
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um estado interno de energia E; = 3/4. O espectro continuo assume todos os possivels valores
com FE > 1.

Outro potencial importante na equacio de Klein-Gordon é o que da origem & equagao de
sine-Gordon:

U(¢) =1~ cosé = 2sen” —?, {2.19)
possuidor de infinitos minimos idénticos U(2nr7) = 0. Observando a figura 1.11 na pagina 34,
vemos que cada kink ou antikink conecta um minimo ao minimo anterior ou posterior. A
multiplicidade de minimos do potencial de sine-Gordon permite que o sistema comporte uma
seqiiéncia de kinks e anfikinks, ao contrario do potencial ¢-quatro, gue ndo permite a existéncia
de dois kinks consecutivos, ou antikinks consecutivos.
Com o mesmo procedimento usado para Klein-Gordon, vamos encontrar um kink conectando
®=0a =27 A integral que deve ser resolvida para encontrarmos o séliton é (1.95)

w(r)
TZE/ L, (2.20)

2 2
< Jy(oy sen s

que na qual fizemos novamente F = 0, e tomaremos ©(0) = 7= para que o séliton se localize na
origem. A solugdo da equagao acima é

vofT) = darctane’, (2.21)

ou, apos a transformacéo de Lorentz e outras generalizagoes,

iy (2,1) = 2nw + 4arct [ (imwmo_vtﬂ (2.22)
Wiz, t) = 2nw arctan {ex —_— ) 2.22
, p —
O kink e o antikink correspondem. respectivamente, ao sinal 4+ ¢ —. e o termo 2n7 dé conta do
fato de o sdliton poder conectar diferentes minimos.

O potencial u{z) da equagao de estabilidade de Schrodinger para o kink de sine-Gordon
é obtido das equacdes (2.7) e (2.21). Com o uso de algumas identidades trigonométricas e
hiperbdlicas:

u(z) =1 = 2sech®(x). {2.23)
Usando as expressdes (2.17) e {2.18) descobrimos que esse pogo de potencial possul, come auto-
valor discreto. apenas o modo translacional, de energia zero.
2.2 Dinamica de sélitons na presenca de forcas externas

A perturbacao mais simpies que pode ser incluida na equacéo de Klein-Gordon consiste em
uma forca constante, agindo em todo o espago com a mesma intensidade. Na Hamiltoniana, ela
surge como mais um termo a ser somado ao potencial U{¢),

i= [ 1ol + o < Ulo) - Fode. (2.04)
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Figura 2.2: Potencial (2.25), com F' < 0. que possul valores diferentes para os minimos U/(¢;) <

U'{és}. O potencial U(¢) é simétrico como o da figura 1.11 na pagina 34.

Se considerarmos que o potencial U(¢) possul minimos de mesmo valor. o novo potencial
U'(6) = (o) — Fo (2.25)

nao satisfara mais essa condigdo, como pode-se ver na figura 2.2a. Nesse caso, nao € possivel
encontrar uma solucao estacionaria tipo {1.74), (1.75), sendo necesséario buscar uma solugao tipo
(1.77), (1.78) deslocando-se com velocidade v:

&z, t) = ¥, (z — vi). (2.26})

A solugdo (2.26) so serd possivel se incluirmos um termo dissipativo na equacio de Klein-Gordon:

ot
@ & T 1 a@ ( )
Ao substituirmos a solugéo (2.26) nessa expressao, obtemos a equacdo de movimento (7 = z —vt)
aU'f ,
(1 - Ug)'@'j)v,fr = % . — VYW, (228)

que ¢ a equacao que descreve a evolugdo no tempo, 7, da posi¢ao ¢ de uma particula de massa
1 — v* sujeita a um potencial —I7(®) e a uma forca dissipativa vvyo,.

Observando a figura 2.2 vemos que existem vérias trajetdrias possiveis. A mals importante
para nés € aquela na qual a particula sai do ponto ¢; e val até o ponto ¢;. perdendo energia
durante o percurso, devido a dissipacdo. Ajustando-se o valor de v. podemos fazer com que,
durante o percurso, a particula tenha perdido uma energia igual a {7'(¢) — U'(#3). chegando ao
ponto &3 sem nenhuma energia cinética. Essa solugido apresenta o comportamento assintético
adequado, possuindo limites @, e @s.

Vemos que a diferenca entre os dois minimos age com uma forca que é capaz de manter o
soliton com velocidade constante, mesmo na presenca de dissipagio. O valor de v que deve ser
encontrado corresponde a velocidade limite resultante da agio conjunta da forga e da dissipacao.
Considerando a energia do séliton, que pode ser calculada usando a Hamiltoniana (2.24). vemos
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da figura 2.2 na péagina anterior que o sdliton perde energia potencial se o campo em uma regiao
passa de @3 para ¢;. Quando um kink desloca-se para a direita, v > 0. esse processo ocorre
continuamente (vide figura 1.11 na pagina 34). Do ponto de vista da energia do campo, sua
energia potencial vai diminuindo, consumida pela dissipagao.

O antikink corresponde a uma particula que sal do ponto ¢3 e vai para o ponto ¢; na figura
2.2b, portanto, sua energia deve aumentar. Para que isso ocorra, a velocidade deve ser negativa,
invertendo o sinal da dissipagéo na equagao {2.28), o que faz com que ela passe a fornecer energia.
O antikink ird mover-se no sentido oposto ao do kink.

Outros tipos de solucdes propagantes podem ser propostas para a figura 2.2 [28], por exem-
plo, a particula que sal do ponto ¢; ou ¢3, em diregdo ao ponto @, perdendo energia tao rapida-
mente que nao consegue escapar do pogo entre ¢; € @3. Ela pode oscilar cada vez mais fracamente
em torno de ¢, ou aproximar-se monotonicamente se o movimento for super-amortecido. Em
qualquer situacao, temos uma solugao em que o campo tende para ¢, em uma das extremidade
do espaco. Sendo ¢, um ponto de maximo para a energia do campo [/'(@). essas solugdes nao
sao estavels, pois qualquer perturbacao levara o sistema a buscar uma solugdo de menor energia.

Se a forca F for suficientemente grande, o maximo central do potencial U’{¢) na figura 2.2
desaparece. Nesse caso, passa a existir um dnico minimo, e a tinica solugao estacionaria possivel
é a trivial, ou seja, a particula parada nesse minimo. Isso corresponde a termos ¢(z) constante,
ou seja, 0 espaco vazio. A existéncia das solugdes discutidas anteriormente nessa secao, sejam
elas estaveis ou nao, exige que a fungao /'(¢) possua diferentes minimos, ou seja, devem existir
valores de ¢ para os quais

dU' (o)

——s = 2.29
o (2:29)

Isso também é uma condigdo para que a equagao (2.28) possua limites assintoticos. No caso do
potencial ¢-quatro, que é uma funcéo do quarto grau. para que a equagio do terceiro grau (2.29)
possua trés solugdes reals distintas, dois minimos e um maximo de U'{@), é necessario que

1

2 2
F? < 5= (2.30)

QQuando o mesmo critério é aplicado para a existéncia de sdlitons sujeitos ao potencial de sine-
Gordon, chega-se a condicao

F<1. (2.31)

2.3 Inomogeneidades

Uma vez descrito o caso de uma for¢ca externa constante agindo sobre o séliton, o passo
seguinte é considerar o efeito de uma forca inomogénea:
. U _
Poe — O — YO — 77 = —F(z). 2.32)
Para a equagho acima, ndo é possivel encontrar um potencial U'{¢} que nos permita escrever
uma equagdo tipo (2.28). No entanto, a discussdo sobre o movimento do kink sujeito a forga
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constante nos fornece algumas conclusées sobre o comportamento de um kink sujeito & forca
inomogénea. Por exemplo, a condi¢ao de existéncia do kink, equagio (2.30), impde que a forca
F(x) possua um comportamento assintético semelhante:

( im F(z))" < L. (2.33)

r—too 27

Diferente do que ocorre no caso da forca constante da secido anterior. se a condicdo ndo for
satisfeita, existira uma solugdo que nao necessariamente representa o espaco vazio. Quando
a condigao acima ¢ satisfeita, o que se garante é que existirdo solugdes com diferentes cargas
topoldgicas. Caso contrdrio, todas as solugdo do sistema terdo os mesmos Himites assintdticos.
Vimos na se¢ao anterior que o kink sujeito ao potencial da figura 2.2 na pagina 41 (F < 0)
mover-se- com velocidade positiva, e o antikink terd velocidade negativa. Se F for positivo, as
velocidades terao sinais contrarios. Portanto, o kink sentird uma forca de atracio em direcio
ao ponto I se a fun¢do obedecer F'(z) < 0 para z < Z e F{z)} > 0 para ¢ > z. Dito de outra
forma, para que 7 seja um ponto de equilibrio estdvel, podemos usar funcio F(x) tal que

dF

Fiz) = —
(z)=0 e dxf

> 0. (2.34)

Para o antikink. basta substituir o sinal de > por <. Essa analise é estritamente valida apenas

para fungdes F'(x) monotonicamente crescentes ou decrescentes, mas nos fornece subsidios sobre

as possivels posigdes de equilibrio de um kink sujeito a uma forca F(z) qualquer.
Consideremos a for¢a

senh(Bz)
cosh®(Bz)

introduzida por Gonzilez e Holyst [32]. Essa funcio sempre possui um zero na origem, e,
conforme os valores de A e B, poderd possuir também outros dois zeros z; e ro:

b 4B% — A?
2y = —x; = — arccosh 4/ —————.
? ‘T B 1 — A2
A igualdade dFyp/dr = 0, possui duas ou nenhuma raiz real, portanto, a funcio Fup(z) possui
dois extremos ou nenhum. A derivada na origem é dada por

Fap(z) = $A(A* — 1) tanh(Bz) + 1A(4B* ~ 4%) (2.35)

(2.36)

dFap 1 2
= = — 3 37
i |, 24B(4B 1), (2.37}
e 0s valores assintdticos sao
. - 1 2 . a
IEIEOO Fap(z) = £5A(A° — 1)sinal{ B). (2.38)

Vamos esbocar o formato de Fiyp(z) quando os parametros A e B sio positivos!, ressaltando
que a funcao Fap(x) é impar em relacio aos dois pardmetros. Com AB > 0 a condi¢io de que
a derivada de Fap(x) na origem seja positiva é
dFap
dz

>0 se B?> %, (2.39)

x=0

LAo longo dessa segio, para nio carregar desnecessariamente a discussdo. consideraremos A e B sempre
positivos, exceto quando explicitamente mencionado o oposto.
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Figura 2.3: Formato da funcio Fap(z) (2.35) conforme os valores dos parametros A e B. No
grafico da esquerda, as linhas horizontais indicam a regido (B* > 1/4) em que dFap/dz|s=0 > 0,
e as linhas verticais preenchem a regido (A > 1) em que *lim, 40 Fag{z) > 0. As regides em
que as linhas nao estdo presentes obedecem as desigualdades inversas. A direita vermos como a
derivada na origem e o valor assintético afetam o formato da fungfo Fug(z) em cada regiao: [}
A=05eB=15 TV A=15eB =153 A=05eB=03efV)A=153eB=03 A
curva vista no grafico da esquerda € o lado direito da desiguaidade (2.45), portanto, o kink sera
estavel na origem para os valores de B acima dessa curva.

e 0s limites assintdticos obedecerao

+ lim Fap(z} >0 se A>1. (2.40)

r—too

Com estas informacoes podemos dividir o espago dos parametros A e B em quatro regides (/.
IT, IIT ¢ IV). nas quais a forca Fap(z) cruza o eixo x uma ou trés vezes
de A e B ( figura 2.3).

Se considerarmos a condigdo (2.34), podemos concluir que o kink é estavel na origem para
valores de A e B nas regides [ e IT e em duas posicdes 1 = —z, na regiao [V. Na regiao /. se o
kink for muito deslocado para a direita, ele pode escapar. pois quando Fap(z) < 0 o kink fica
sujeito a uma forga para a direita. Do mesmo modo, ele pode escapar pela esquerda. Portanto.
é de se esperar que se o kink for “largo” o bastante para “sentir” a presenca da regiao repulsiva,
a origem pode ndo ser um ponto estdvel para alguns valores de A e B na regiao I. J& na regiao
II, esperamos que a origem seja sempre estavel. O antikink apresenta o mesmo comportamento,
tomando-se as regioes adequadas.

, conforme os valores

Nessa analise dos pontos estaveis para o kink, consideramos apenas sua posicao, sem
preocupar-nos com sua estrutura, pode-se dizer que ele foi tratado como um ponte material,
sem estrutura interna.

A forga Fap(z) € definida de forma a que a equagdo de movimento {2.32) com o potencial

5 - - - - - - ” » - —~
*A condigao de existéncia das trés raizes também pode ser extraida diretamente da expressao para x; e

(2.36), levando ao mesmo resultado que obtemos analisando a derivada na origem e o comportamento assintético
de Fap {.1 ) .
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@* (2.11) permita uma solucao algébrica estatica na origem®:
@AB(.’EJ) = Ata,nh(B;r). (2.41)

A estabilidade dessa solugdo é determinada da maneira como temos feito, ou seja, adicionando
uma perturbagéo muito pequena. Seguindo esse procedimento, chegamos & equacio de Schrodin-
ger (2.5), com o potencial u(z) (2.7) dado por

u(z) = 247 — L - 2A%sech?( Bx). (2.42)

O ndmero de estados ligados que este potencial suporta pode ser determinado através da equacio
(2.17), dependendo da parte inteira de A:

1 A2
A== — 2.4
0<n<A 2(1/1+6}32 1). (2.43)

Quaisquer que sejam os valores de A e B, sempre existe a0 menos um estado, de energia Fg,

obtida da expressao (2.18):
1 B? A2
EO:—§+~_§-(\/1+6?B—2——1). (2.44)

Esse estado de menor energia ndo cruza nenhuma vez o eixo x, como mostrado na figura 2.1 na
pagina 38, portanto, a perturbagio acima translada o kink, apesar de ndo podermos dizer que
se trata exatamente de um modo transiacional. Como pode ser visto por substituicao direta,
a fungdo ¥ 4p, ndo é um autoestado da equacgio de estabilidade de Schrodinger. Portanto, a
energia £y nao pode corresponder a ele, tratando-se de um autoestado que simultaneamente
desloca e deforma. o kink.

Uma vez que qualquer outro estado ligado possui energia maior, a estabilidade do kink
depende exclusivamente de que s > 0, o que leva & condicdo

B>~ (2.45)
VEA? —2

Na figura 2.3 na pagina precedente vemos a curva correspondente ao lado direito dessa equacio.
Ao considerar o kink um ponto material. chegamos & conclusdes diferentes da que chegamos agora
usando a teoria linear de estabilidade. A condicao correta é que o kink serd estavel para a regiio

acima dessa curva no espaco de fase dos pardmetros A e B.
A comparacao entre as duas andlises para a estabilidade do kink v 4p(z) é muito ilustrativa.
A figura 2.4 na pagina seguinte mostra como a posigio dos zeros de Fap(x) depende dos
parametros A e B. Primeiro vemos que, como ja havia sido antecipado, mesmo para um grafico
tipo I na figura 2.3 na pagina precedente, o séliton pode ser instavel, devido a presenca da
forca repulsiva a esquerda e & direita dos zeros de Fyp. Observando a figura 2.4 na péagina
seguinte vemos que, quando B > 0.5, a medida que A diminui, os zeros z, e z, aproximam-se

(Com AB > 0 nado temos a expressao algébrica para o antikink, o que nao significa que ele nio exista. Se
AB < 0, a fun¢io ¥4 p(z) corresponde a um antikink.
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Figura 2.4: Zeros de Fyg(z), obtidos da expressao (2.36).

da origem, permitindo ao kink “sentir” a presenca da forca repulsiva. Na regido If o kink ¢
sempre estavel, como era de se esperar, pois a forga Fap empurra o kink sempre em diregao a
origem. Nesse caso ele é estavel ndo s6 com relagio a pequenas perturbagdes. pois qualquer que
seja sua posicao, ele sera acelerado em direcao a origem. O inverso ocorre na regiao Iff, na qual
o kink é sempre instdvel. O resultado mais interessante é que mesmo com a derivada negativa
na origem, o kink pode ser estivel ai, o que pode ser visto na regiao I'V. Nesse caso, em que
B < 0.5, se A for suficientemente grande, os zeros ficam tao proximos da origem, e a oscilagdo
de Fap{z) ocorre em um espago tao reduzido que a forca que ela exerce sobre o kink fica muito
pequena., sendo suplantada pela forca atrativa devida ao valor de Fag(z) nas regides |z| > 2.

I de se esperar que os zeros r; = —I de Fap(r) nas regides [ e IV também sejam estaveis
para antikinks e kinks, respectivamente. Se imaginarmos um kink a direita de z; para uma forca
na regiao IV, poderemos concluir que ele serd empurrado para a esquerda. Se o valor de B for
pequeno o bastante para que o kink seja instavel na origem, havera, necessariamente. um ponto
de equilibrio estével & direita de x = 0, ainda que este ponto nao coincida com ;. A esquerda
de z; o a situacao é simétrica. ,

Também é 1util analisar a estabilidade dos outros modos internos do sdliton. Para que o
modo n exista é necessario satisfazer a condigao (2.43), que pode ser reescrita como:

A > By/2{(n? 4+ n). (2.46)

Caso o modo n exista, sua energia sera dada por

(1 +2n)14/146 (2.47)

B2 2

Az 1+(1—|—2n)2}

A instabilidade do modo ocorrera se E, < (. que pode ser reescrita como

B b4 {1+20)27F 1 .
A<76\/|:§+ 5 :| (1—!—2?’&)2_1 (2.48)
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Figura 2.5: Existéncia e estabilidade dos trés primeiros modos internos. As linhas retas sio o
lado direito da equacio (2.46) e as curvas sdo o lado direito da equagao (2.48). Nas regides
marcadas com [, existe apenas o modo n = 0, nas marcadas com I/ existem os modos n =0 e
n = 1, e nas regides marcadas com [f] existem os modos n = 0, n = 1 e n = 2. Nas regides
terminadas com a todos os modos sao estaveis. nas terminadas com b o modo n = 0 é instavel e
os restantes estdveis, nas terminadas com ¢ os modos n = () e » = 1 s80 instaveis e os restantes
estévels etc ...

A figura 2.5 mostra as regides em que cada modo existe e quando ele torna-se instavel. Assim
como o estado ligado de mais baixa energia de um pogo de potencial néo cruza o eixo x, sabe-se
que estado seguinte em um pogo simétrico serd uma fungio impar, cruzando o eixo z uma vez.
Ao ser adicionada ao séliton, a perturbagéo correspondente a este estado altera apenas a forma
do séliton, sem desloca-lo. Portanto, se o estado n = 1 existir e for estavel, é possivel excitar
um modo em que o soliton vibra sem sair da origem. Sendo impares todos os estados ligados
com n impar, todos estes correspondem a oscilacdes semn translacio. Quando diminuimos A, o
_ primeiro estado a se tornar instével (£, < 0) é o modo de translacgéo. e, tendo ele a energia mais
baixa de todos os modos, seu crescimento exponencial, com constante de tempo 1/3; = 1/VE,
serd o mais violento. Por isso, quando tenta-se ver o efeito da instabilidade do modo n = 1 é
necessario deformar o séliton sem tird-lo da origem, para nao excitar o modo de n = 0. Por
outro lado, se o modo translacional for estdavel, todos os outros também serao.

Outra analise que pode ser feita sobre inomogeneidades trata do tamanho do kink. Compa-
rando a solucao estaciondria nao perturbada (2.13) e o kink sujeito a inomogeneidade (2.41),
podemos dizer que a “largura” de cada um deles é, respectivamente, proporcional a 2 e 1/B. Se
1/B < 2 significa que o kink estd sendo comprimido pela forca inomogénea, ja com 1/B > 2 o
kink estaria sendo esticado. A compressao pode ser entendida como o kink sendo empurrado dos
dois lados em diregéo a origem, o contrério para o alongamento. Por esse motivo. ao observar a
figura 2.3 na pagina 44 vemos que o kink tende a ser mais estavel quando B aumenta, ou seja,
quando ele é comprimindo.
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2.4 Impurezas

Impurezas pedem ser representadas na equagao de Klein-Gordon por um termo anisotrépico.
proporcional a ¢:
, J ot ] ,
Drx ~— Pz — Fre Yoy = —F{x} - N(z)o. (2.49)
@
Na Hamiltoniana, ele adiciona a energia potencial um termo dependente da posigao e propor-
cional a ¢

H = / -;-qﬁtg + %c,bmz + U(¢)— F(z)o— 3N(z) &* dz. (2.50)
O efeito desse termo pode ser entendido se considerarmos que o séliton buscard uma posigao que
minimize sua energia potencial. Se o potencial U(¢) é simétrico e possui minimos em ¢ = —@z,
a posicao do kink (ou antikink), zo, pode ser pensada como aquela em que o campo assume
valores intermedidrios ¢y < &{x = zo) &= 0 < ¢. Esse fato tende a reduzir a contribuicao da
regido em que o séliton se encontra {z & zp) no cdlculo da integral

_/@’(I)@? dz. (2.51)

Para que a contribuicdo deste termo ajude a minimizar a energia, devemos fazer com que o
séliton ocupe uma regido em que —N{z) seja grande, ou seja, um minimo de N(z). Essa andlise
indica que o efeito do termo de impureza é atrair o kink (ou antikink) aos pontos Z. nos quais

NyA(Z) =0 e Ng(%)>0. (2.52)

Se optarmos por calcular exatamente as condigdes de estabilidade de uma solugéo estacionaria
da equagdo (2.49), v’(x). chegamos a4 mesma equacdo de Schrdodinger obtida antes. porém com
o potencial dado por

U

u(z) = e " — N{z). {2.53)
No artigo [39} propomos as fungdes
Fga(z) =1A(A% — 1)tanh(Bz) e (2.54a)
Npa(z) =1(4B* - Aﬂm, (2.54b)
para as quais pode-se escrever a solucio analitica com o potencial ¢* (2.11):
vpa(z) = Atanh(Bz). (2.55)

O termo de impureza atraird o kink ou antikink em direcdo a origem se a condigao (2.52) for
satisfeita, isto é. se

4B* < A% (2.56)
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Se considerarmos o kink como uma particula, concluiremos da condigao (2.34) que a forca Fp4{z)
contribuirad para a estabilidade na origem se

(A* — 1)sinal(AB) > 0. (2.57)

Quando @ >> 1/B, a fungdo Nga(z) é muito pequena, e quase ndo contribui para a equacéo
de movimento. O mesmo nao ocorre com Fp4(z), que assume o valor assintdtico

lim Fpa(z) = +1A(A® ~ 1) sinal( B). (2.58)
T3 OG0
Se substituirmos Np4(z} e ¥pa(x) na expressdo para o potencial u(z) obteremos

u(z) = 2A% — L — (A% + 2B%)seck’( Bz). (2.59)

Os niveis de energia ligados a esse poco de potencial obedecem (2.17):

1 / A?
< A= { — . 2.
0<n<A 2( ()JrélB2 1) {2.60)

O modo “translacional”. n = 0, possui energia
. b o

1 A?—35B2 1_, [ A2
—_ —— _ — - 2
Bo=—5+——5—+5B%/45 +9, (2.61)

e sera estavel se obedecer Fy > 0. que, em termos dos parametros A e B ¢

A2
B[4 +9> 5B +1 - A% (2.62)

Na figura 2.6 na proxima pagina vemos os valores de A e B para os quais cada uma das
condigbes de estabilidade sdo satisfeitas. Na regiao II a impureza e a forca Fp4(z) contribuem
para tornar a estabilidade robusta a qualquer deslocamento que o kink sofra. Quando A =1, a
forca Fpa(z) é nula, e o kink é estavel desde que a condigdo de estabilidade da impureza (2.56)
seja satisfeita. Na regido [ a impureza atrai o kink vencendo a repulsio da forca Fa{z), mas
caso ele afaste-se muito da origem, a forga repulsiva Fpa(z) torna-se mais forte e ele escapa.
Na regidao /I a forca atrativa Fpa(z) é mais forte que a repulsio da impureza e ele é estavel
na origem, para gqualquer deslocamento. Aumentando-se o valor de B, aumenta-se a repulsio
da impureza, tornando o kink instdvel na origem na regidio IV. No entanto, a forca Fpu(z)
continua atrativa, sobrepondo-se a repulsdo da impureza para z suficientemente grande. Nesse
caso. haverd um ponto de equilibrio instdvel na origem e dois pontos de equilibrio estavel.
simétricos em relacao a z = 0.

2.5 Catastrofes na dinamica de sdlitons

Uma vez entendidas as condigdes de existéncia e estabilidade dos sélitons, tentemos conectar
estes resultados com a teoria das catastrofes. Por possuir dois pardmetros e por poder apresentar
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Figura 2.6: Estabilidade do kink ¥pa(x). As linhas inclinadas abrangem os valores de A e B
em que a impureza atral o kink ou o antikink para a origem (2.56). Nas linhas verticais, a
forca Fga{z) favorece a estabilidade do kink na origem {2.57). Onde as linhas inclinadas ou
verticais estio ausentes o kink é repelido. pela impureza ou pela forca Fpa(z), respectivamente.
A condicio de estabilidade (2.62) é satisfeita & direita da linha curva, ou seja, nas regides [, IT
e I

arn dnico ponto de equilibrio estavel, ou dois estdveis e um instavel. a analise qualitativa da
forca Fag(z) (equacio 2.35 na pagina 43) parece depender da catdstrofe cuspide:
v(z) =tz — Lax® — bz, (2.63)
Sendo a forca Fup(z) simétrica, o parametro b deve ser nulo, o que leva a um unico ponto
de bifurcagéo, @ = 0, no qual ocorre uma bifurcagao pitchfork. Apesar do carater universal
da Teoria de Catdstrofes na descricdo de uma particula pontual, a sua aplicacdo na descrigao
do comportamento de sélitons ndo é imediata. Por exemplo, pode ocorrer o caso em que o
séliton é estavel em z = 0 se considerado uma particula, e instavel pela andlise do operador de
estabilidade (Pontos da regido I & esquerda da curva de estabilidade da figura 2.3 na pagina 44).
Para aumentar a versatilidade da forca externa. pode-se adicionar & Fag(x) termos pares,
de modo que a forca deixe de possuir paridade definida:

senh( Bz}
cosh®(Bz)
+ 2D A%tanh?*(Bx) + 2D? Atanh(Bz) + 1D* —:D. (2.64)

2

Fapplz) = %4(142 — 1) tanh(Bz) + %A(4Bz — Az)

Esta funcéo é definida de forma a permitir-nos obter uma solugio exata:
Yapp(z) = Atanh{Bz) + D. (2.63)

A fun¢io Fapp(z) com D # 0 é qualitativamente equivalente & catéstrofe cuspide com & # 0,
que descreve a assimetria do potencial, e pode-se obter toda a riqueza de fenémenos de sua
bifurcacao. descritos na se¢ao 1.8.
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2.6 Explosoes de solitons

Uma pergunta pertinente a respeito do exposto é: qual o significado fisico de afirmar que o
modo translacional, ou 0 modo de forma, é instavel? Nessa secao apresentamos o resultado de
simulagées quando cada um dos modos torna-se instavel [39,40].

Inicialmente, consideremos as forcas definidas nas segdes 2.3 € 2.4, com A =28 & A =2,
que corresponde a linha reta n = 2 da figura 2.5 na pégina 47. O valor de A revela a existéncia
dos dois modos discretos, e, pela inspecgao da figura 2.5, vemos que todos os modos sdo estaveis
quando B > 1/2. Abaixo deste valor, o modo de translagao torna-se instavel. Se o valor
de B torna-se menor que o valor em que a reta cruza a curva de n = 1, 0 que ocorre com
B = 1/+/10 = 0.316, 0 modo n = 1 torna-se instavel. J& com B < 1/4/12 comega a ocorrer
instabilidade dos fonons também.

Usando estes valores para A e B, definiremos o seguinte problema de valores iniciais:

Pur — Ou — 7Oy + 2 — 18° = B(1 — 4B%) tanh(Bz), (2.66)
é(z,0) = 2B tanh [%%] : (2.67a)

f 2B%v, > | Blz — xg) ‘ -
@3(1‘,0) = ﬁSeCh [ﬁ € Cbx(iLf) = 0. (26(1))

A posicao e a velocidade iniciais sdo determinadas por xg € ve. Com L suficientemente grande.
as condigoes de contorno sio irrelevantes. A discretizagio® pode interferir na estabilidade e no
comportamento dinamico do séliton, por isso fizemos os calculos com diferentes valores de Axr e
At para assegurar-nos de que os resultados nao se alteravam. Com Az e At variando entre 0,1
e 0,01 e L = 80 obtem-se sempre os mesmos resultados, mostrados a seguir.

Para zq # 0 no caso estavel, B > 1/2, o centro de massa do séliton executa oscilacoes
amortecidas em torno do ponto de equilibrio z = 0. Quando apenas o modo translacional é
instavel, 1/v/10 < B < 1/2. qualquer pequena perturbacio serd capaz de fazer com que o
soliton mova-se para longe da origem, sem no entanto mudar muito sua forma.

Antes de prosseguirmos com este problema de Cauchy, vamos considerar o caso patolégico
em que a condi¢zo de existéncia para o séliton ¢*, equacao 2.33 na pagina 43, ndo é obedecida,
como no problema a seguir:

Gux — Gy — YOt + 10 — 16° = atanh(Bz), (2.68a)
@{x.0) = 2B tanh(Bz), (2.68b}
(2,0} =0 e ¢p(£L.1) =0, (2.68c)

Quando 0 < a < 1/4/27 o sdliton reacomoda-se, mas permanece preso a origem. Ja quando
a > 1/+/27, o sdliton destroi-se imediatamente, tao logo a simulacéo é iniciada. e a destruicao

4 Todos os experimentos numéricos foram realizados usando o algoritmo de Crank-Nicholson, implementado
na linguagem C segundo o esquema apresentado em [16]. Além de ser um algoritmo de segunda ordem nas
coordenadas espacial e temporal. ele possui a vantagem de ser incondicionalmente estdvel.
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Figura 2.7: Explosdo do séliton descrito por (2.68), com a > 1/v/27, de modo que sua existéncia
é instavel. Em cada quadro é mostrado o tempo em que foi obtido.

ocorre simultaneamente em todo o espa¢o € no com a propagacao de uma perturbagao originada
em um ponto inicial, como pode ser visto na figura 2.7.

Depois dessa explosio um anfikink estavel surge na posicao original do séliton, ja que,
segundo a condi¢io 2.34 na pagina 43, a origem é um ponto de equilibrio estdvel para o aniikink.
Esta é a Unica solugdo estética, estavel ou nio, que o sistema admite. Note que, ao contrario da
afirmacio geral que fizemos na pagina 35, a respeito da carga topoldgica, ela ndo é conservada
no fenémeno apresentado. pois nesse caso nio é preciso esperar que a perturbagaoc se propague
até o infinito com uma velocidade finita. Isto ocorre porque as extremidades do sistema nao
ocupavam minimos do potencial inicialmente.

Retornemos agora ao problema (2.66) com 1/v/12 < B < 1/+/10, quando o modo de trans-
lagio e o modo de forma tornam-se instaveis. Quando usamos as condigdes iniciais (2.67) nao
observamos nenhuma diferenca significativa em relagao aos resultados com 1/ V10 < B < 1/2.
Para que os efeitos da instabilidade do modo de forma possam ser observados é necessario per-
turbar o sistema cuidadosamente, evitando excitar o modo de translagdo. visto que, uma vez
excitada, a instabilidade deste 1iltimo manifesta-se mais rapidamente (pagina 47}, mascarando
os efeitos do primeiro. Faremos uma perturbagao que mantém o kink como uma fungédo impar,
nao mudando, portanto, sua posigao:

sinh{Bz)

5(x,0) = 2B tanh(B _
o(z.0) anh( $)+Ccosh2(B$)'

e oz, 0)=0. (2.69a)

A perturbacio introduzida é a autofungéo de n = 1 da equacio de estabilidade {41]. correspon-
dente ao modo de forma.

Para que a destrui¢ao do séliton ocorra devido & instabilidade do modo de forma, basta
fazer ¢ # 0. A figura 2.8 na pdgina seguinte mostra o desenvolvimento de uma explosao deste
tipo. que ocorre bem mais lentamente que no exemplo anterior. Assim como naguele caso, um
antikink surge na origem, porém agora ocorre a criagao de um par kink-antikink que afastam-se
com velocidade finita, ao contrario da destruicio simultinea do séliton em todo o espago. Outra



2.6 Erplosces de solitons 53

1 F T T T T T T T -
0.0
o F / _
-1 ! 1 ] ] | ! ] i
1 E T T T T T T T o
12.9
0 - / -
-l ! | 1 | ] | | a
1 F T T T T T T T )
16.2
or /\/ m
-1 ] 1 1 | i ] i ] ]
-40 -20 0 20 40  -40 =20 0 20 40

Figura 2.8: Sequéncia de quadros em diferentes instantes mostrando os efeitos da instabilidade
do modo de forma {1/v12 < B < 1/4/10), com uma perturbagao tipo (2.69).

diferenca ¢ a conservagao da carga topoldgica. O fato principal que distingiie os dois fendémenos.
sendo a origem de todas as diferengas, é que no primeiro caso a nica solucao estdtica possivel
€ a configuragao final do sistema, enquanto no segundo. o kink ndo perturbado também ¢ uma
solugdo estatica, apesar de nao estavel.

E bom ressaltar que a destruicdo do soliton devido a instabilidade do modo de forma sé
é observada quando a condicio B > 1/v/10 nio é obedecida. Por exemplo, se aplicarmos
a perturbagio (2.69) em um sistema com B > 1/2, o sdliton apresentard oscilagbes no seu
formato, até reestruturar-se exatamente na solugéo ¥(z) = 2B tanh(Bxz).



Capitulo 3

Ressonancia nao linear e solitons
caoticos |

No capitulo anterior investigamos o comportamento que o soliton sujeito a inomogeneidades
e impurezas ira apresentar. No presente capitulo, os subsidios fornecidos por essa investigagao
serao usados no estudo do comportamento do séliton submetido a forgas oscilantes.

A dindmica de sélitons em meios inomogéneos [29, 32,33, 42], o caos espago temporal [32,
43-46] e diversos tipos de fendmenos de ressonancia [11-13,47-49] tém tornado-se objeto de
intenso estudo recentemente {apesar de que raramente esses fendmenos tenham sido estudados
simultaneamente).

O estudo de oscilagdes de qualquer tipo, em geral. inicia-se com os efeitos lineares, e depois,
conforme o problema, sao incluidos os termos de ordem mais alta. S&o esses termos que dao
origem aos chamados efeitos nao lineares, que podem alterar completamente o comportamento
qualitativo do sistema. Por outro lado acrescentando dificuldades consideraveis ao problema.

Um consideracac interessante a respeito deste trabalho é que a “particula” que investigamos,
o séliton, é uma entidade cuja existéncia s6 € possivel devido a termos nao lineares presentes em
uma equacao diferencial parcial e, no enfanto. os aspectos nao lineares de sua dinamica foram
ainda pouco explorados. A seguir exploramos alguns resultados nao lineares jd conhecidos
em particulas, mais ainda pouco observados em solitons, tais como deformagoes da curva de
ressonancia, histerese, caos, ressonancia geometrica, controle de caos e outros.

3.1 Oscilagoes forcadas de um séliton

A forca externa capaz de excitacbes oscilagbes no soliton pode ser introduzida como wm
termo dependente do tempo na equagao de movimento:

ol ‘ o
Oz —cbﬁ—%—wt: —Fi(z) — N(2) o — Fylz.1). (3.1)

A evolugao temporal do séliton quando ligeiramente desviado da situacéo de equilibrio, ¥(z}.

(z.t) = ¢(z) + ((z,1), (3.2)

54
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pode ser aproximada, em primeira ordem, fazendo-se a linearizacao da equagao de movimento:

. H* 89U
Gl 1) + ’)’Qt(fﬂaf) - [@ - 2

+ N(;r)} {{z,t} = Fa(x,t). (3.3)

w(z)

O termo entre colchetes é o operador de estabilidade da equagio de autovalores (2.5), com u{z)
definido por (2.53), cujas autofungdes £(z) formam um conjunto completo, podendo ser usadas
como uma base para o campo e para a for¢a externa:

+oa

((z.1) = Zgn(x)hn(tH[_ {2 )hilt) dk, (3.4a)

o
+oc

R(et) = Y e@nt+ [ a@ad d (3.41)

[ )

comn as fungodes &,(x) representando o espectro discreto e as & (z) o continuo. Definindo w? = E
na equacdo (2.5) e usando a ortogonalidade das autofuncdes. vemos que sistema proximo do
equilibrio comporta-se como um conjunto de osciladores, as autofuncdes de equilibrio fazendo o
papel dos modos normais:

Roagiy.ar + ¥agiys + @ne) Fn(e) = Gy (1) (3.5)

A fungao F, pode ser convenientemente definida a fim de excitar o modo que se queira. Se a
fungao gn(x)(t) for periddica, pode acontecer a ressonancia do modo de vibragao correspondente.
Caso a amplitude das oscilagdes cresca muito, é de se esperar que ocorram fendmenos nao
lineares, como os descritos na segdo 1.3.

Por permitir a obtencao algébrica dos autovalores e autofungdes [41]. tomaremos as funcdes
Fi(z) e N{xz) como sendo iguais as funcbes 'ga(z) e Npa(x)}, definidas pelas equagdes 2.54 na
pagina 48.

3.2 Ressonancias

Para demonstrar o efeito de ressonancia nao linear, analisamos no artigo [39] o comportamen-
to do soliton quando os parametros das forcas Fgps € Ny assumem os valores 2B = A = 1,2,
Esse ponto localiza-se sobre a linha de separacao entre as regides [/ e IIl da figura 2.6 na
pagina 50. Portanto, qualquer que seja o deslocamento que o soliton sofra, ele sempre retornara
a origem. Para que o efeito da forca I} seja empurrar o séliton da sua posigao de equilibrio, de-
finiremos a forga externa como sendo proporcional a funcao que descreve a translacao do séliton
tf)BA(I‘) (2.55):

Fa(z,t) = fycos(Qt) cosh?(Bz). (3.6)

A figura! 3.1 na pagina seguinte mostra que, & medida em que a amplitude da oscilagio
aumenta, a curva de ressonancia se deforma, dando origem a diversos picos. Para amplitudes

*A nota de rodapé 4 na pagina 51 explicita o algoritmo usado
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0

Figura 3.1: Curva de ressonancia obtida numericamente da equagéo de movimento (3.1}, com
Fy(z) = Fpalz), N{z) = Npa(z) e Fy(z,t) definida por (3.6). Amplitude pico-a-pico da
posicdo do centro de massa {1.97), (1.99} versus freqiéncia externa {2, para diferentes valores
de fy, semprecom 2B =A=12e~ =01

pequenas, o valor do pico wy = v/ Ep = 0,47 é o que seria esperado da expressdo para o autovalor
do modo de “translacio” (2.61). Com o aumento da amplitude de oscilagdo este pico divide-
se em dois, um fendmeno ja antecipado na secao 1.3. A existéncia de um numero infinito de
modos normais para o sisterna (além do modo translacional, de freqiiéncia wo, 0 modo de forma
de freqliéncia w; = /1.3 = 1,14 e o continuo de freqiiéncias wi > /1,66 ~ 1,29) dificulta
a interpretacio das causas dos outros picos. mas é de se esperar que eles tenham origem nos
fenémenos de multiplicacao de freqliéncia, duplicacao de periodo ou combinagao de freqiiencias.
todos explicados na se¢ao 1.3.

O gréafico menor da figura 3.2 na préxima pagina mostra os saltos de amplitudes que ja
haviam sido previstos na secio 1.3. Para obter estes saltos é necessirio realizar uma série de
simulacdes, variando lentamente a freqliéncia externa 0, e tomando como condicdo inicial de
cada uma o estado final da simulagdo anterior.

3.3 Ciclos limites solitonicos

Os efeitos discutidos nas secdes anteriores sio os correspondentes solitonicos dos compor-
tamentos descritos nas secoes 1.2 e 1.3. Continuando no caminho de reproduzir, nos sélitons,
comportamentos ja obtidos com particulas, apresentamos nessa segéo ciclos limites e bifurcagoes
na dinamica de solitons.

Sistemas com dissipacao sao incapazes de sustentar movimentos se a energia dissipada nao
for reposta de alguma forma. Nas segdes anteriores essa perda era compensada por uma forga
oscilante externa, no entanto esse nio & o 1inico recurso que pode ser usado com essa finalidade.
Outra maneira é a introducéo de dissipagoes que mudam de sinal em alguma regiao do espaco de
fase, como descrito na pagina 12, em que a érbita visita as duas regides de modo a repor em uma
delas a energia perdida na outra. Um dispositivo governado por equagdes diferenciais parciais
que apresenta tal comportamento é a linha de transmissio ativa, que pode ser construida com
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Figura 3.2: As mesmas condi¢des que na figura 3.1, com f, = 0,32, O grafico menor mostra em

detalhe o comportamento da curva na regiao em que a “histerese” pode ser observada.

Figura 3.3: (a) Elemento da linha de transmisséo ativa, composto por um capacitor, (b) uma
resisténcia negativa nao linear g dz. cuja curva caracteristica é mosirada em (¢), e uma jungao

Josephson. (Retirado de [45].)
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o esquema mostrado na figura 3.3 na pagina anterior . Essa linha de transmissao obedece a
seguinte equacao [45):

C,b:cx - (,btt - 'Yét — F(th + %(Qb - ¢3) (3 7)

= B(1 — 4B*)tanh(Bz), -
comy < 0el >0. A forca externa dessa equacio é um caso particular da forca Fag(z) (2.33)
com A = 2B, no qual o kink é sempre atraido para a origem se B > 1/2, como pode-se concluir
da observagio da figura 2.3 na pagina 44. Nesse caso, temos uma situacdo bastante semelhante
a mostrada na figura 1.4d, e da mesma maneira esperamos obter um ciclo limite w.

Esse é apenas um aspecto da dindmica do séliton, o movimento do seu centro de massa, que
pode ser pensado como sendo uma das coordenadas descrevendo um sistema com infinitos graus
de liberdade. Uma maneira de representar esse graus de liberdade é através da expansao em
modos normais (3.4a), a partir da qual pode-se obter equagdes de movimento para cada modo.
Fssas equacgdes sao bastante complicadas e dificilmente tratadas diretamente. No entanto. ao
acompanhar o movimento do centro de massa. parte da dindmica do primeiro modo normal é
revelada. Ademais, a expansic em modos normais s6 € relevante para pequenos desvios em
relacido ao ponto fixo do séliton, e quando o soliton estd distante da origem sua posigao é mals
precisamente descrita pelo seu centro de massa que pela amplitude do modo de translacao.

A equacéo do meio ativo (3.7) mostra um caso em que a dissipagao muda de sinal com o
aumento da velocidade do soliton, e juntamente com a forca atrativa impede-o de afastar-se
muito da origem. A mudanca de sinal da dissipagdo nao precisa ocorrer necessariamente devido
ao aumento da velocidade, podendo também realizar-se quando certa distancia da origem é
alcancada como ocorre com o oscilador de Van der Pol. Em [45] é proposta a equagao

Gre — O — D{2)y + 1(0 — &°) = }(1 — 4B*) tanh(Bxz), (3.8a)
L b

na qual uma dissipagao desse tipo esta presente, ainda que com uma expressao diferente que a
de Van der Pol. A figura 3.4 na pagina seguinte mostra o ciclo limite w correspondente. Apesar
do centro de massa do séliton ser apenas uma das infinitas variavels necessarias para descrever
completamente o campo, vemos que grande parte de sua dindmica pode, nessas condigoes, ser
eshocada como se ela fosse a tinica variavel relevante.

Os dois tipos de dissipacao dessa segio apresentam a bifurcacao Hopf, descrita na pagina 14,
e em qualguer dos casos, para que exista um ciclo limite é necessario que -y seja negativo, além
de outras condicdes. Se variarmos v de modo que ele torne-se positivo, a bifurcagao ocorrera
exatamente da mesma maneira. ou seja, em v = 0.

3.4 Solitons caoticos

Agora que ja vimos como os conceitos de ciclos limites e bifurcagdes podem surgir na dinamica
de solitons, podemos dar um passo adiante e introduzir perturbacoes capazes de dar origem ao
cao0s.
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Figura 3.4: Movimento do centro de massa de um séliton obtido da integragio numérica da

equacao (3.8). (a) Série temporal de um sdliton inicialmente em repouso na origem. (b) Espaco

de fase mostrando que o interior do ciclo limite w faz parte do dominio de seu dominio de

atracdo. (Retirado de [43].)
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Figura 3.5: Instantaneos do séliton da figura 3.7. {Retirado de [43].)
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Figura 3.6: Secao de Poincaré e espago de fase da trajetdria de um sdliton sujeito a equacao
(39, comA=3,v=01,L=3.D=06,g=1 Q=063 20 =0¢ev; =01 (Retirado
de [45].)

A equacdo de movimento (3.8) possui uma dissipagido qualitativamente semelhante a de
Van der Pol, acelerando o séliton proximo da origem e freando-o quando se afasta. Para que
a situacdo se pareca também sob outro aspecto importante, é necessario que o séliton esteja
sujeito a uma forca atrativa em direcdo a origem, o que ocorre se escolhermos convenientemente
os parametros da forca Fap(x) (2.35):

@zr — O — (z)0; + %(@ - @3)
cos(t) (3.9)

= L1401 — AY) tanh®(#/2 _
A(L - A7) tanb®(2/2) 49—

Nessa expressézo tomamos B = 1/2. o que tornara a origem atrativa se A > 1 (figura 2.3 na
pagina 44). O termo oscilante é proporcional ac modo normal do séliton na origem. portanto
seu efeito é o de uma forca que empurra-o para a esquerda ou para a direita.

A figura 3.6 mostra o que ocorre quando o sdliton é sujeito a uma forga suficientemente grande
para leva-lo ao regime cadtico. Lsse sistema apresenta uma complexidade extra em relagao ao
oscilador de Van der Pol. ja que agora a “particula” possui graus de liberdade internos. Esses
movimentos internos fazem com que protuberancias surjam e desaparecam de maneira caotica,
sem que o soliton se desestruture. O caos no modo de forma coexiste com o movimento caotico.
mas cumpre um papel menor na segao de Poincaré.

Com a redugdo de A, o sdliton torna-se cada vez menos estavel. podendo inclusive deixar
de sé-lo. A figura 3.7 na proxima pagina mostra que com o soéliton menos preso a origem mais
graus de liberdade sdo excitados, permitindo ao centro de massa visitar regides proibidas da
figura 3.6. que tem sua fractalidade reduzida. A figura 3.5 na pagina anterior mostra como esse
modos sdo excitados sem destruir a estrutura do soliton.

Para clarificar os mecanismos envolvidos na origem do caos nesse sistema, toma-se uma
dissipacéo usual, o que se consegue com L = 0. Com isso, o bombeio de energia passa a ser
devido somente & forca oscilante, que excita muito menos os modos internos. O resultado é uma
evolucao semelhante a de Duffing, como mostra a figura 3.8 na pagina 61.
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Figura 3.7: Mesmo que a figura 3.6, exceto por A = 1,5. (Retirado de [43].)

Figura 3.8: Duas orbitas fechadas nas mesmas condigbes da figura 3.7 na pagina 61, exceto por
7 = 0,1 no primeiro grafico, ¥ = 0,106 no segundo e por L = 0 em ambos. (Retirado de [43].)
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3.5 Ressonancia geométrica solitonica

A ressonancia geométrica é um método sem retroalimentacio introduzido recentemente para
o controle de caos em sistemas discretos. Em [50] adaptamos o método para que pudéssemos
usa-lo no controle do caos no movimento de sdlitons. A equivalente solitonica da equacgao caotica
para a qual se obteve a ressonancia geométrica de uma particula (equacio 1.58 na pagina 23) é:

As redefini¢des r{z, ) — R(d, ds. ), glz) — G(9), p(z. &) = P(o. ¢:) e q(t) = Q(x,¢) foram
feitas considerando que as coordenadas e a variavel que descreve o sistema também mudaram:
t — x,t e z(t) = o(x,t). A parte conservativa da equagio de movimento (3.10} permite-nos
escrever a Hamiltoniana

= / j6° + 30" + U{d) — Fla)o+ C da. (3.11)

Uma condigao bastante restritiva para ressonancia geométrica do soliton é

R(ora.drat, ¢) = P(dra. dras) Qrolz. t), (3.12)

implicando que, qualquer que seja o instante e o ponto do espaco considerado, o efeito da
dissipagao cancela-se exatamente com o efeito contrario da forga externa.

Mais uma vez faremos uso do kink ¢* sujeito a forca Fap{z) (equacao 2.35 na pagina 43)
da qual conhecemos as condigdes de estabilidade. Escolhendo os pardmetros A e B para que o
séliton seja estavel na origem, poderemos usar as expressdes {3.2), (3.4a} e (3.5) para aproximar
a solugdo estacionaria conservativa por '

cos{wgt + 8)

o(z,t) = Atanh(Bx) + hg————.
olz.t) anh(Bz) + ho cosh®(Bx)

(3.13)

A funcio 1/cosh™(Bz) [41] é o autovetor correspondente ao autovalor Ep = wo® (2.44) do
operador de estabilidade e A é dado pela expressao 2.43 na pagina 43.

Consideremos uma dissipagao tipo B = vd; com P = 1. A aproximacao do paragrafo anterior
é valida para pequenas oscilacdes, quando a condigao de ressonancia geométrica pode ser escrita
como

sen{wgt + 9)

cosh™(Bzx) (3.14)

Qre(z.t) = —wohoy

Essa expressao explica como o séliton pode ser posto em oscilagdo por uma forca externa pra-
ticamente sem alteraciao na sua forma. O regime cadtico so sera alcancado se a amplitude de
oscilagdo for grande o bastante para ilegitimar a aproximagao, fazendo com que a fungéo Qre
acima deixe de representar a condicdo de ressonancia geométrica. Ao mesmo tempo, com uma
dependéncia temporal de freqiiéncia diferente de wp. comportamentos irregulares no tempo e no
espago ocorrern com amplitudes muito menores.
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Como um exemplo da utilizagio da ressonincia geométrica para o controle de caos em sélitons
introduzimos a equagéo

cos({1t)

by — G — Lo — &) = -
@tt_@ara:'l"}@t_g(@ cb)"‘F‘f”lB(-T) POC082(B.’EJ

+ Fo(z,t), (3.15)
que com Fy(x,1) = 0 ¢ para certas condi¢des iniciais atinge o regime caético. Esperamos poder
encontrar uma funcdo F.(z.t) pequena e localizada no espaco capaz de controlar o caos. Assim

como na equacac usada por Chacén (se¢ao 1.12), buscaremos uma dependéncia harmoénica no
tempo:

cos{Q2.t + O.)

Fz,t)y=g.
(@) =g cosh® (Bz)

(3.16)

Ao impormos uma expresséo para a dependéncia temporal, ficamos impossibilitados de satisfazer
de ressonancia geométrica estrita (3.12), o que nos obriga a relaxar a condicio:

oo , Q) ‘, cos(fd.t + O,) R
b 1_p ﬂi_(_- . Paps—————— dx = 0. 3.17
</_m TEGRe T R0 0GR T By + 9c PaRe cosh™(Bz) /[ (3-17)

Segundo a expressdo acima o efeito conjugado da dissipagao e da forga externa nao precisa mais
ser conservativo em todos os instantes e posigoes, mas apenas em média, tanto no tempo como no
espaco. Ela é a condigado que os parametros de controle devem satisfazer para suprimir o caos. A
escolha de F,.(z, %) associada ao modo translacional, que aproximadamente satisfaz a ressonancia
geométrica, nos permite obter pardmetros de controle que suprimem o caos mesmo com g.
pequeno. As regides do espago de parametros correspondentes a esses valores formam linguas
semelhantes as obtidas na ressonéncia geométrica de uma particula (figura 1.9 na pagina 24).
A figura 3.9 na pagina precedente mostra o mesmeo resultado obtido para o centro de massa do
soliton, que sai do regime cadtico para determinados valores das fases. Se a amplitude F. da
for¢a de controle for aumentada, os espectro de valores de § para o qual se consegue controlar
0 caos também aumenta.

3.6 Ressonancia estocastica solitonica

Outro fenémeno tipicamente néo linear que ocorre com particulas e que iremos reproduzir em
solitons ¢é a ressonéncia estocastica. discutida na secao 1.13. Além dos sistema de uma particula.
sistemas estendidos, compostos de elementos dindmicos ndo lineares acoplados e sujeitos a si-
nais periodicos e a ruidos, também tém sido estudados. As aplicagdes potenciais englobam o
processamento de sinais, fisica de sistemas nao lineares acoplados e neurofisiologia, onde pode
descrever a dinamica de populacoes de neurdnios.

Dois artigos recentes dedicando-se a esses casos sao [48,49)]. sendo que [48] trata justamente
da equacao ¢*. Nesses artigos, U{¢) é o potencial biestdvel relevante, portanto o sinal importante
€ o valor do campo, por exemplo, no centro da cadeia, como em [47]. Nossa abordagem é nova ao
analisar a oscilacao do centro de massa do sdliton, e ndo do campo propriamente dito. O estado
biestavel para o séliton sera criado usando uma forr;a amsotrop;ca F'(z), e a forgca periddica e o
ruido agirdo no modo translacional do séliton.



dXc.m./dt

3.6 Ressondncia estocdstica soliténica 64

40 ——r— 71T T T T L
—QG

2.0 -

0.0 r

20 - T

S
0 PR P SV NP B B B R S S R A R R R
-4.63.2.61.M.01.02.03.040 -20 00 20 40 -20 0.0 20
Xc.m.
Figura 3.9: Espaco de fase do centro de massa do séliton entre os instantes ¢t = 2000 e ¢ = 3000.
com a posi¢ao no eixo horizontal e a velocidade no eixo vertical. Equagéo (3.153) com Q = 0.63,

. =0.065. g. =035, vy=0,1., A=15 B=005e F, =1. Cada grifico mostra um valor de 4
e pode-se observar que o caos é controlado com § = e —0.2.
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Figura 3.10: Dois aspectos da ressonancia geométrica: (a) Presenca do méximo da SNR para
uma dada intensidade do ruido. (&) Sincronizagéo dos saltos estocésticos com a forca periédica.
(Po =004, w =001, 20=25e B =0,7).

A equacdao de movimento a partir da qual obteremos a ressonancia estocastica é
com

B(4B* — 1)tanh{B(x + z¢)) paraz <0
Flz)=<0 paraz =0 . (3.19)
B(4B? — 1)tanh(B(r ~ z0)) para x > 0

Repare que préximo de ta, essa forca assemelharse a Fag(z), (2.35), com A = 2B. que sabemos
ser um ponto de equilibrio estavel se B > 1/2 (figura 2.3 na pégina 44). Para essa forca. o kink
estatico é vap(x) = 2B tanh(Bz), (2.41), e o0 modo translacional (estavel) é 2B%/ cosh®( Bz).
(1.85). Considerando esses fatos, definiremos a forca variavel como
g(z.t) = {[Pg cos(wt} + n(z, )] cosh:z(B(ac + 7o)} paraz <0 - (3.20)
[Pocos(wt} +n(z,1)]cosh™(B(x — z0)) para z >0

de forma que, quando o termo entre colchetes é positivo (negativo). o séliton em zg ou —xzg é
empurrado para a direita (esquerda).

O valor de Fy é escolhido de tal maneira que, na auséncia do ruido branco n(z,t) ((5(z.t)) =
0, {(n(z,t)n(x,t)) = 2Dé(x — 2')é(t — 1)), a forca periddica é incapaz de fazer o séliton saltar
entre os dois pontos de equilibrio.

Transicdes entre os estados passam a ocorrer quando o ruido ¢ ligado, e é possivel observar
um maximo na curva de SNR, sinalizando a ocorréncia da ressonancia estocéstica (figura 3.10
na pagina precedente). Consideramos a posigao do centro de massa.

Lf2 2
b.° dx
_ Jerpp* s .
Lem = -—L’Q—zd,'_ (3-21)
f-—L/Q ¢;" dx

como sendo a saida, da qual a SNR é calculada, e L é o comprimento do espago no qual a
simulacao foi realizada.
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Figura 3.11: Evolugdo espago-temporal do kink na ressonancia estocastica.

A sincronizacdo maxima ¢é obtida com um sinal associado ao modo translacional. Nesse
contexto, a figura 3.11 na pagina 66 mostra que a deformacao do kink é minima. Esses resultados
permitem-nos avaliar a melhor maneira de minimizar o ruido por meio de um sinal periodico,
nio necessariamente senoidal, e sim uma fungio mais complexa, espago-temporal. A ressonancia
estocastica vai depender da forma caracteristica do kink e da perturbagdo (no tempo e no
espago). O seguinte fenémeno é uma manifestagao desse fato: se usassemos o primeiro modo
de forma e niao o modo translacional na perturbagao g(z,t), ndo observarfamos a ressonancia
estocastica.

Quando tratamos de objetos extensos, como um séliton, mesmo quando F(z) possui trés
zeros, a biestabilidade néo é condigéo suficiente para a ocorréncia de ressonancia estocdstica. O
objeto extenso deve sentir a biestabilidade e os modos internos devem ser estaveis na vizinhanca
de todos os pontos de equilibrio, inclusive o ponto de equilibrio central, que é instavel para o
modo translacional. Se a instabilidade translacional na origem for muito grande, os primeiro
modo de forma também pode tornar-se instavel, e o o séliton ird bifurcar em dois solitons
e um antiséliton. Isso é o que ocorre quando os parametros na equagao (3.18) sao tais que
BY(4B? — 1) tanh(Bzg) > 23/50. O centro de massa dessa “estrutura de trés particulas” passa
a oscilar ao redor de z = 0. Portanto nao hé ressonancia estocastica solitonica.

Na referéncia [48] ndo é considerada a for¢a inomogénea /() e a ressonancia espaco-temporal
obtida também nao depende dessa forca. No nosso caso, o potencial U(¢) é importante para
que o séliton exista, mas é a biestabilidade em F(z) que é fundamental para a ressonancia
geométrica. E, como vimos acima, nem toda F(z) serd capaz de dar origem & ressonancia.



Capitulo 4

Interacao de defeitos topoldégicos

Além de serem usados como um andlogo para particulas, defeitos topoldgicos podem repre-
sentar também a regiio de separacdo entre duas fases distintas de um material. Em ambos os
casos, um aspecto importante é a interagdo entre esses defeitos topoldgicos, que tem atraido
consideravel interesse nos ultimos anos [42,46,51-57]. A maior parte dos modelos que permitem
a existéncia de solitons apresentam interagio de curto alcance. No entanto, a formulagao de
modelos que possuam interacao de longo alcance [56] é importante por diversas razoes.

Os mecanismos de transferéncia reais séo de longo alcance [57-59], como pode ser observado
em diversos sistemas fisicos, por exemplo, na matéria condensada [59]. em vidros de spin [60],
em sistemas neurais [61], em sisternas biolégicos [58.59, 62-64]. dindmica de DNA [42, 62-64]
etc.

Por outro lado, é por si préprio relevante que existam modelos nos quals acontega a formacao
espontanea de estruturas tipo particula com interacao de longo alcance. Esses modelos permitern
o estudo de formagiao de padrdes e outros fendmenos complexos. E sabido que sistemas com
interacdes microscopicas de longo alcance podem exibir comportamento de nao extensividade
[10,65], além de abrirem espago para novas estatisticas [9], que tém sido propostas mas que
ainda requerem verificagao.

Alguns autores tém considerado efeitos de longo alcance [37] usando termos nao locais ad
hoc nas equacdes de movimento. Sistemas de spin nos quais a constante de acoplamento J;; da
rede de spin é uma funcio racional das coordenadas, também tém sido estudados.

4.1 Equacao de Klein-Gordon
A interacao de longo alcance entre sélitons da equacao de Klein-Gordon
Dit — @9.“3: = G(@) (4°1)

sendo G{¢) = —9U(¢)/ Do, fol demonstrada pela primeira vez por Gonzélez e Estrada-Sarlabous
[56]. Naquele trabalho é considerado potencial U{¢) com pelo menos dois minimos (em ¢, e
¢3). na vizinhanca dos quails

Ulo) = (¢~ &)™, {4.2)
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Com v =1 a interacao é de curto alcance (decaimento exponencial), ja com ~ > 1 a interagao
decal com a distancia d entre os sélitons de acordo com a lei

F a di=s, (4.3)

Essa lei é obtida com a substituicao direta da solucac solitonica na equacao de movimento e
posterior analise do efeito dessa solugdo em outro séliton posicionado a distancia d. Isso é
feito usando-se uma forga externa conhecida e uniforme, que pode ter o efeito de aproximar ou
afastar os sélitons. Determinando-se a posicio de equilibrio encontra-se a dependéncia da forga
de interacao com a distancia. No entanto, nenhum resultado baseado na integracao direta das
equacoes de movimento é apresentado.

No artigo [66] deduzimos a lei correspondente para um potencial sine-Gordon modificado
usando um formalismo diferente, baseado nas leis de conservagao do tensor de energia-tensoes.
Para tanto, utilizamos a equacao de Klein-Gordon

., oU(é
1 — Pz — T(")* =0, (4-4)
@
que pode ser obtida da densidade de Lagrangeana
L=1e" -1, —Uld) (4.5)

A formulagdo lagrangeana é muito conveniente, pois permite a obtencdo imediata de leis de
conservagio para a energia e o momento associados ao campo (apéndice B). A relagdo entre a
energia ¢ o momento do campo ¢ o movimento do séliton mostra-se bastante coerente com o
que se espera da dindmica relativistica de uma particula, conforme veremos a seguir.

O tensor de energia-tensdes (B.3) para da equacdo de Klein-Gordon tera apenas 4 compo-
nentes, relativas a densidade e ao fluxo de energia e tensio, visto que o campo é unidimensional.
dando origem a uma tensdo, e a tinica coordenada permite apenas uma diregio para o fluxo:

Densidade de energia: £(z) = Too = 16" + 1.7 + U(@) (4.6a)
Fluxo de energia: T = — o0y (4.6b)
Densidade de momento: P(z) = Tip = 10, (4.6¢c)
Fluxo de momento: Tiy = —16.° — 1¢.° + U(¢). (4.6d)

Das equacdes de continuidade (B.4) para essas grandezas pode-se mostrar que as quantidades
de energia e momento em uma regiao de espaco

E= " E(x) dx (1.7a)

P:/ Plx)dx (4.7b)

sé variam devido & energia e momento que entra ou sal dessa regido através das extremidades:

dE |
E == TOI('TG,) — Tm(&?b) (48&}
"Cﬁ = Tll(xu,) —_ Tn(l'b). (48b)

dt
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Consideremos inicialmente a energia e 0 momento de um séliton, cuja solugdo estatica pode

ser obtida da equagdo (1.94)%:
o (7) = £4/20 (dho(7)), (4.9)

com o sinal 4 para o kink e o sinal — para o antikink. Fazendo-se uma transformacao de Lorentz
nessa solugio pode-se o chegar a um séliton gue propague-se com velocidade v:

1
= V1 — v
dr
&7
vo(z,1) = o(y(z —vt)) { 4o (4.10)
E = —v
ﬂl}ﬂ = _’YUT.—‘I"OT
df‘um = Aft,i’OT

Ao substituirmos essas expressdes na integral da energia £, encontramos as seguintes igualdades
entre a energia e o momento do séliton estdtico, Eg e Iy, e do soliton com velocidade v, F, e
P,

M=F, =~E e P, = —Eyyv = —FE,v. (4.11}

Dessa forma, obtém-se as mesmas relacdes entre massa e energia €, exceto pelo sinal negativo,
entre momento e energia (massa) que sao obtidas da relatividade de Finstein, com ¢ = 1.

A identidade entre massa e energia, revelada no pardgrafo anterior, leva-nos naturalmente a
definir o centro de massa, equagao (1.97), do sdliton localizado entre z, ¢ z3, como

Xem = %meg(qb(x)) de. (4.12)

Essa expressao nao ¢ estritamente correta, pois o “cauda” do séliton pode, a principio. estender-
se para fora da regido delimitada. No entanto, com o solitons suficientemente afastado das
extremidades, a aproximacao é razoavel, se lembrarmos que a localizacio espacial € um dos
requerimentos da defini¢do de séliton.
A velocidade do centro de massa pode ser calculada derivando-se a expressao acima:
V. = d-Xn:m _ P Y TDl(xm) X TOl(xb)
‘em = dt F_E+($a_- cm)‘“__}-r'-._—'(xb_ cm)T
L/
O termo P/E é o que j& havia sido obtido antes. e o restante decorre de possiveis fluxos de
energia (massa) através das fronteiras. Para calcular a for¢a que age no sdliton definiremos o
momento linear do centro de massa como P., = MV,,, = —P. desprezando o fluxo de massa
pelas fronteiras devido & distdncia entre o séliton e os limites da regido. Com isso podemos
definir a for¢a que age no centro de massa:
d d

ch = EPNH = —’(‘]EP = Tll(-rb) — Tll(-ra)- (414)

INesse capitulo todos os minimos do potencial serao iguais a zero, I/ (¢min) = 0, € tomaremos também E = Q.

(4.13)
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A interacao entre os solitons sera estudada colocando-os simetricamente em relagéo a origem,
o que leva a definirmos o centro de massa com limites z, = —oc, x, = 0 para o sdliton a esquerda
ez, =0, ry = 0o & direita. Tomando 71;(£oc) = 0, podemos escrever a forca agindo em cada
soliton:

Fx>0 = —Lreo = "‘"TH(CE = 0] (415)

4.2 Interacoes kink-kink e kink-antikink

No caso de defeitos topologicos teremos dois tipos de particulas, kinks e antikinks, que
estarao sujeitos a forcas diferentes conforme as particulas interagentes sejam do mesmo tipo
ou nao. Com duas particulas do mesmo tipo é necessario que o potencial possua pelo menos
trés minimos U(gy) = U(gs = 0) = U(¢s) e, com duas diferentes, pelo menos dois. Se o valor
de U{¢) nesses minimos nao for igual, mesmo um séliton isolado estara sujeito a uma forca
externa, pois os fluxos de momento em x, e x; serdo diferentes devido ao termo U{é). resultado
ja discutido na segao 2.2. Em qualquer dos casos, a configuragio do campo no qual dois sélitons
estao distantes de uma distancia d pode ser aproximada por

kink-kink: o(z) &= U1z + 3d) + oz — 1d). (4.16a)
kink-antikink: o(x) = y(z + 3d) + (-2 + £d), {4.16b)
antikink-kink: () = a(—z — 2d) + 12z ~ 1d), (4.16¢)
antikink-antikink: o(x) & wa(—z — 3d) + ¥ (—z + 3d), (4.16d)

sendo v (x) a fungdo que descreve um kink entre ¢ e 03, e wa(z) um kink entre é5 e @5, ambos
com centro de massa na origem.

Se o potencial for simétrico em relagdo ao méximo de potencial que separa os minimos ¢; e
@5, 0 kink que liga-os sera simétrico (¢(z) = ¢5 — ¥(—=x)). Se o potencial for par os kinks terao
o mesmo perfil (¢(z) = ¥, (2) = —y2(—=z)). Nesse caso, ao considerarmos a interacgio kink-kink
o campo na origem sera nulo ¢(0) = ¥(d/2) — ¥(d/2) = 0, assim como a derivada temporal.
e a derivada espacial serd ¢,(0) = 2¢.(d/2). A configuragao kink-antikink nao anula o campo
na origem, ¢(0) = 2¥(0), mas anula a derivada espacial. A derivada temporal também nao
sera nula. mas como consideraremos apenas casos em que a velocidade ¢ muito pequena, iremos
despreza-la. Essas consideracdes permitem-nos obter a forga trocada pelos sélitons da expressao
(4.15):

2 ) :
Fld) {2[?;,3_,((1/2)} kink-kink (4.17)
—U(2e(d/2)) kink-antikink ,
As outras combinacoes entre kinks e antikinks levam a expressdes analogas. A forca acima
mostra que particulas semelhantes repelem-se e particulas diferentes atraem-se.
Para utilizar essa expressdo, serd necessario conhecer a funcao ¢(z) em d/2. Existindo ou
néo uma solugao algébrica para a funcdo, se d for grande o bastante para que v(d/2) =~ @s.
pode-se fazer a aproximacéo

Ul — o5) = N (¥ — ¢5)%, (4.18)
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sendo
1 d&*U(o)
(2v)!  do?

N = (4.19)

d=o5
a derivada de ordem mais baixa diferente de zero em ¢s. Para que ¢5 seja um minimo, é

necessario que N > 0. A lei de poténcia que descreve o comportamento da funcdo para =
suficientemente grande pode ser obtida usando-se expansao do potencial na expressao 1.95:

1 / di
TR —m = . (4.20)
\/5 N Y — @3 2

4.3 Interacao de curto alcance

Tratemos inicialmente um minimo harménico, para o qual v = 1, e o resultado da integral
(4.20), z = —In{@s — ¥*)/V2N\, leva ao seguinte comportamento assintdtico:

B A (4.21)
() & — . .

e~ VNIl & — —o0
Com esses resultados usamos a equagio (4.17) para encontrar o comportamento assintético da
forca trocada pelos solitons:

(4.22)

Fld) AN e VNG pink kink
T ) —dN e VN Link-antikink

O decaimento exponencial da “cauda” do séliton e da forca de interacdo ¢ freqiientemente
encontrado, ocorrendo, por exemplo, no potencial ¢* e nos sélitons de sine-gordon. O tipo de
interacio dependerd do comportamento assintético do sélitons, que é determinado pela forma
do potencial préximo ao ponto de minimo. Quanto mais rapidamente o potencial se aproximar
do minimo, tanto mais rapidamente o séliton aproximar-se-a de seu valor assintdtico, e menor
sera sua “cauda. Quando a primeira derivada ndo nula do potencial na origem € malor que 2 a
interacdo nao sera mais de curto alcance (decaimento exponencial), conforme veremos na segao
seguinte

4.4 Interacao de longo alcance
Quando v > 1 o comportamento assintético do séliton deixa de ser exponencial, como pode
ser visto da integral (4.20):
di (&~ ¢5)7

1
AV = ; 4.23
) \/E/ N A — 5 )2 (I/ . 1)\/2_N ( )

ou seja,

} T 3 —00
w(r) ~ : (4.24)

@—[(V—l\/_ﬁ] 7 — 00
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Figura 4.1: Potencial (4.26) com sinal trocado, —U(¢). para diferentes valores de v.

Com isso, a for¢a de interagdo assume a forma

92t 5T AT [(v - 1)d] T Link-hink

F(d) ~ v P '
U P N=Z (v = 1)d] "™ kink-antikink

(4.25)

Esse comportamento assintético de longo alcance coincide com o mencionado no inicie do
capitulo, que foi obtido usando outras consideracdes. A expressao acima nao é valida se os
solitons estdo proximos, no entanto a formula (4.15), que é bastante versatil e pode ser aplicada
nessa situacao, mostra que a forca permanece finita, mesmo com d = 0.

Para comprovar o lei de poténcia, realizamos experimentos numéricos com o potencial

U{é) = 2 sen™ (36}, (4.26)
v

que coincide coma a equagdo de sine-Gordon quando v = 1. Préximo de cada um dos minimos
¢n = 27n, o potencial pode ser aproximado por

2 (o —2mn\ ¥
lf'(gb)z_(@—‘)—'rﬂ) , (4.27)

v

&

justificando portanto nossa expectativa de que a forga entre os sélitons obedeca a lei de poténcia
que obtivermnos. A figura 4.1 na pagina precedente mostra alguns desses potenciais, e permite
entender porqué a “cauda” do séliton aumenta juntammente com v: o achatamento do minimo
diminui a velocidade com que a particula imaginaria aproxima-se do seu limite assintético. Esse
potencial ¢ interessante também por permitir a coexisténcia de qualquer numero de kinks e
antikinks, na ordem que se deseje.

Para v = 1 a solucdo estatica, (2.21). ja foi obtida. e com v > 1 um kink parado na origem
e conectando os minimos 27n e 2r(n + 1) pode ser obtido numericamente da integral

ff( cen” (1) do (4.98)
w(2n+1
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d(z)

Figura 4.2: Solugdes da equacdo (4.28) para diferentes valores de 1.

Observando-se a figura 4.2 pode-se notar o aumento da “cauda” do séliton a medida que v
cresce.

Uma maneira de investigar a dependéncia da for¢a com a distancia é inserindo um termo
dissipativo. v¢: no lado esquerdo da equacgao {4.1). O efeito que ele causa na evolucao temporal
do campo pode ser entendido usando-se a equacio de movimento na obtengao do seguinte
resultado para a forga resultante em uma regiao do espaco:

Ty

P=—
CTdt ),

&1@pdr == Tll(l‘b) - Tn(l"a) — P (4.29)

Comparando essa expressio com a equagao (4.14), vé-se a semelhanga entre o efeito da
dissipacdo na equagio do movimento do campo e a for¢a dissipativa agindo em uma particula.
Assim como naquela situagao fisica, o séliton deve atingir, com constante de tempo 1/v, uma
velocidade limite proporcional a forga ndo dissipativa. QQuando a velocidade é suficientemente
baixa, pode-se assumir que a distancia, e portanto a forga, nao varia significativamente em um
intervalo 1/v, e que a velocidade é sempre a limite, que serve como uma medida da forga.

Os experimentos numéricos foram feitos tomando como condigédo inicial o campo definido
por (4.16a} e estatico ¢(z,t = () = 0. Com v = 1 os sdlitons repelem-se inicialmente, mas
param logo em seguida, devido ao curto aicance da forca. A figura 4.3 na pagina 74 mostra o
grafico log-log da velocidade do centro de massa, que é proporcional a forga, e permite calcular
o expoente da distidncia na expressido para a for¢a de interagio. Na mesma figura vé-se uma
tabela com os expoentes obtidos experimentalmente e os previstos pela teoria. Nota-se que o
valor predito apresenta boa concordancia com os resultados experimentais, ainda que o mesmo
nao ocorra com o fator que multiplica d=2*/%*~1), No entanto, isso nao representa problema,
visto que o resultado mais importante é a obten¢ao da lei de poténcia.
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Figura 4.3: Lei de poténcia da dependéncia da velocidade do séliton em funcéo da distancia.
O grafico apresenta diferentes valores de v, a partir de uma simulagéo feita com v = 0.1. Da
inclinacao da curva obteve-se a tabela, inclusive para outra simulacéo, com outro valor de ~.

4.5 Equacao de Ginzburg-Landau

Da mesma forma como generalizamos a equacao de sine-Gordon na secao anterior, apresen-

taremos nessa secao uma generalizagio da equacio de Ginzburg-Landau [55]:
@ = Viu+u(l — [uf?y {4.30}
ot
Com essa equacao obteremos, em sistemas de dimensao malor que um, forcas de curto e longo
alcance. Com v = 1 recuperamos a equagao de Ginzburg-Landau [51.54,53], e com v > 1 toda
as propriedades topologicas daquela equacao sio mantidas: existe um estado instavel em u =0
e dois estados estavels degenerados em |u| = 1.

Ha, no entanto, uma grande diferenca na maneira como os sélitons interagem na equacao
de Ginzburg-Landau e com v > 1. A dependéncia da interacio com a distancia ¢ determinada
pelo comportamento assintotico do séliton. que analisamos agora em [ = 2.

Consideremos um campo complexo que escreveremos como u = pe'’, o que nos leva a rees-
crever a equacac de movimento:

pe = V2 —p[VO* + p(1 — p*)* 7, (4.31a)
2
6, = V2% + évp ve. (4.31b)

Se usarmos coordenadas polares (r, @) para o espaco bidimensional. entido, um defeito topoldgico
{soliton) estdtico com carga topoldgica® () podera ser escrito fazendo-se

f = Q. (4.33a)

?Em duas dimensdes escreveremos a carga topolégica de um defeito no interior de um caminho fechado como
1

Q:_-Z-:){{V‘a) .l (4.32)

Se @@ ¢ inteiro, entdo o campo pode ser analitico em fodo o espago, com excecio de um inico ponto. Visto que
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Usando-se essa expressido para f podemos obter uma solugdo para a qual p depende apenas de
T '

1 2
prrt =pr + %ﬁ +po(l=p)* =0 (4.33b)
Uma solucao estavel deverd obedecer
lim p(r) =1, (4.34)
o0

determinando o comportamento assintotico do vortice (4.33):

-2

p(r) —1 o {r_ U7 ! : (4.35)
- roe=t oy >
Na equagao de Ginzburg-Landau generalizada, a forga que age em um vortice situado no
ponto (r, ) devido a existéncia de outro vértice na origem satisfaz a relacdo F' o p(r)—1 [55].
Portanto, os vértices com v = 1 estardo sujeitos a interagao coulumbiana, enquanto v > 1 levara
a interacoes com decaimento muito mais lento.

4.6 Nao extensividade

Sisternas com interacdes microscépicas de longo alcance podem exibir comportamento nao
extensivo [10]. Em principio, é possivel construir um sistema descrito por equacdes do tipo

. ‘ , V|, @
bre + ¥ — Vi = —M (4.36a)
don
s .i// ! i !
Gas + ¥ — Vi = —a—(]"@l—,u‘@l)—l)q (4.36b)
0

sendo que o potencial V' {|o;i, lo,|) satisfaz as condicdes necessarias para que as interacdes de
longo alcance ocorram. Nesse tipo de sistema, com dois pardmetros de ordem, pode ocorrer a
situagdo na qual os defeitos topolédgicos repelem-se a distancias muito pequenas. € se atraem
gquando elas aumentam [67].

Pode ocorrer um potencial de interacdo efetivo tipo

o p/2 . af2 .
<1+r2> _(1+r2> } (4.37)

com a < p. Essa situacdo é equivalente aquela discutida em [10]. Portanto, quando temos N
particulas no sistema, a energia ira crescer com N de acordo com as seguintes leis:
N se o > D
Fox ¢ NlogiN}) sea=D. (4.38)
N2=e/D se o < D

V(?“) =r

No nosso caso, o = (2 — n)/{n — 1). Com n > 1 estaremos totalmente dentro do regime nao
extensivo.

nao existe nenhuma transformacao que leve continuamente uma solugio em outra de carga topoldgica diferente,
a estabilidade de um defeito topoldgico é garantida.
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4.7 Interacoes de longo alcance entre sélitons na nature-
za

Além dos fendmenos fisicos ja mencionados, discutimos nessa segdo alguns outros sistemas
fisicos onde ha evidéncias de interagbes de longo alcance entre sélitons topolégicos.

Teorias quanticas de campos nao lineares sao um exemplo de uma drea em que sdlitons
topologicos tém grande importancia [68-74]. Estados de particula estendida em teorias de
campos quanticos podem ser descritos por sélitons baseados em solugdes classicas das equagdes
de campo. Os sélitons semelhantes a particulas decorrentes sdo equivalentes a férmions. O
principal postulado dessas teorias é a densidade de Lagrangeana

L=16"—te.* —U(4), (4.39)
na qual U(¢) possui, pelo menos, dois minimos degenerados, correspondentes ao vacuo. Esses
modelos descrevem um campo escalar auto-interagente e, em alguns casos, a Lagrangeana pode
incluir interagdes do campo @ com outros campos {vetorials, spinoriais) quinticos.

Os modelos mais comuns usam as equaces de sine-Gordon e ¢* [68-73]. Nesse caso, os
sclitons topoldgicos podem ser interpretados como hadrons (particula fortemente interagentes).
Para essas particulas a interagdo tem um carater de curto alcance, ainda gue na natureza também
existam particulas elementares com interacdo de longo alcance [36,71]. Note que quando o
potencial U{¢) comporta-se como U(¢) x (¢ — ¢;}* {n > 1) nas proximidades dos valores do
vacuo, podemos escrever

el (4.40)
do |4,

o que é equivalente a dizer que o campo n&o possul massa [46,56,71]. Um fato bem conhecido
na fisica de particulas é que um campo sem massa leva a particulas com interacido de longo
alcance. No entanto, se considerarmos, por exemplo, a Lagrangeana ¢*,

!

E:%Cﬁ?tZ—%®$2+%m2Cb2‘*i/\(ﬁ4—%m4/)\- (441)

e fizermos m = 0 os solitons deixam de existir devido ao desaparecimento dos minimos degene-
rados.

Portanto, se desejamos descrever essas particulas usando solucdes solitonicas em uma teoria
tipo (4.39) (e ndo com uma teoria linear, como na QED). e pretendermos obter as propriedades
das particulas e suas interag¢des a partir da Lagrangeana, entdo devemos impor wm campo sem
massa e um vacuo multi-degenerado. Essas propriedades estéo contidas no modelo nao linear
de Klein-Gordon discutido nesse capitulo. '

Na referéncia [75] os autores estudam o phase-locking em juncdes Josephson acopladas. Nas
juncdes Josephson, os fluxons sao descritos por sdlitons topoldgicos da equagao de sine-Gordon.
Porém, se duas ou mais juncdes Josephson longas sio acopladas, o campo magnético criado
no exterior das jungbes sera sobreposto, produzindo interacdes de longo alcance. Os resultados
experimentals apresentados em diversos artigos [76,77] mostram que a interagio magnética é
forte o bastante para produzir um consideravel phase-locking entre os fluxons.
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Em [75] é assumido que o campo magnético externo leva a interagdes nao locais. De fato, ha
uma evidéncia experimental que pode ser interpretada como uma manifestagdo das interagGes
de longo alcance entre os fluxons.

Uma matriz com duas juncées Josephson longas pode ser modelado por um sistema de duas
equacdes de sine-Gordon modificadas, o que é um caso particular da equagéo (4.36). Portanto,
os resultados relativos & interacao de longo alcance obtidos nesse capitulo, podem ser aplicados
a flixons em jungdes Josephson longas acopladas.



Conclusoes

Da discussao sobre a dinamica de sélitons € interessante lembrar que muitas vezes o soliton
é tratado como uma entidade descrita apenas pela sua posigéo, nédo considerando toda a riqueza
das bifurcacoes do sistema. muito mais complicadas que as de uma particula sem estrutura
interna: o séliton se comporta como uma particula extensa, e em alguns casos sua dinamica
interna pode alterar as condicdes de estabilidade do séliton como um todo. Para a equacio ¢*
obtivemos as condigdes exatas para as catastrofes elementares.

Em condicoes especificas, nao somente o modo translacional pode tornar-se instavel, como
também os modos internos. ou até os modos de fonons. Estas instabihidades levam a surpreen-
dentes explosdes de sdlitons, estudadas pela primeira vez nos artigos [39.40].

Perturbagées do tipo 2.54 na pagina 48, descrevendo impurezas, sao descritas por muitos
autores com o uso da funcdo delta de Dirac, implicitamente desprezando a dimensao finita
da impureza e considerando o séliton como uma particula sem estrutura interna. No melhor
dos casos, ¢ usado o método CCA (Collective Coordinate Approach) que, para o potencial
¢*, pode ser estendido de modo a incluir os modos internos da equagao nao perturbada. No
entanto, fol demonstrada a existéncia de uma dinamica muito mais rica. devido a presenca de um
grande nimero de graus de liberdade internos. Esses modos internos podem causar mudangas
qualitativas na dinamica dos kinks, fenémenos, como a explosao de sélitons, impensaveis na
abordagem usual.

Quando o sistema possui wma nica impureza, a aproximacgao descrita no paragrafo anterior
pode ser aplicada. No entanto, quando existem outras inomogeneidades, a competigao entre as
escalas de grandeza da “largura” e da distancia entre elas leva a bifurcagées nao esperadas.

Um so6liton preso a um potencial e sujeito a uma forga oscilante pode apresentar os mesmos
tipos de comportamentos ja encontrados em particulas. tais como: ressonancia nao linear, saltos
de frequéncia, histerese, caos etc.

Em particular, as ressonancias obtidas a partir de um movimento cadtico do séliton mostram
que sua forma é extremamente relevante, questiao que nio tem pertinéncia quando do tratamento
de particulas. Além disso, a forma de onda da perturbacio é crucial para todos os fenémenos
de ressonancia, incluindo o mecanismo sem retroalimentacao de controle de caos e a ressonancia
estocastica.

Esses fenémenos sdo, certamente, relevantes em outros sistemas nos quais exista um estado
estendido, com uma dinamica interna complicada, movendo-se em um potencial nao linear.

Com relacdo a interacio entre soélitons, a equagido de Klein-Gordon néo linear (4.1) com
um potencial U(¢@) que satisfaz as propriedades de degenerescéncia discutidas no capitulo 4.
possuem solucbes solitonicas que interagem através de forcas de longo alcance. Em particular.
investigamos o modelo descrito por (4.26) e determinamos que, para v = 1 {equagao de sine-

-1
[ a]
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Gordon}, a forca de interacio decai exponencialmente com a distancia, enquanto para v > 1
a forca de interagio decai com F o d?/(1=%), Experimentos numéricos confirmaram esses
resultados.

A equacido de Ginzburg-Landau em D dimensdes pode ser generalizada de modo que os
defeitos topologicos suportados por ela apresentem interagdo de longo alcance, tanto em uma
como em mais dimensdes. No caso particular de em que D = 2 femos o seguinte comportamento:
Foxdparav=1eF o d/0* para v > 1.

Sistemas de particulas que apresentam interagdo de longo-alcance exibem uma dinamica
muito complexa, que n&o pode ser descrita pela estatistica de Boltzmann-Gibbs. Recentemente,
teorias termo-estatisticas alternativas tém sido propostas, e os modelos estudados nesse trabalho
podem ajudar a verifica-las.



Apéndice A

Linearizacao do sistema dinamico do
campo vetorial

O sistema dinamico em derivadas parciais (1.63)?,

d .
E(b:F(d)’ -,d)l,g:-”ax:t): (Al)
pode ser escrito em termos dos M componentes do vetor ¢,
C.f)l Fl (@1:---:@1,&!---:@1\4:--'7@14,93*‘1:3??5)
a
éﬁff F’W (Cbl‘ e@l‘x-“’—e"' a(bﬂvf?"' 165]'.4,51"\7:3?:-‘{)

Na obtencdo do operador {1.81), a expansao em Taylor tem que ser feita para cada derivada de
cada componente de ¢:

M N Ak no,
Cl Zm:l n=1 3 @m,]xn W : Bxm S
8 > (x),z
5 : = : (A.3)
J M N _BF a7
o Dimmt Dnmd Do |y g 557
A expressao acima corresponde ao sistemna linear
5 C‘l §1
a - = D N . (A"q')
M CM
com o operador diferencial matricial D definido por
Ny ;
aF; o
D;; = — —. (A.5)
n=1 a ¢jr$n L_f:(.r),z.t ax

1Em todos as equacdes abaixo, as funcdes ¢ e ( e suas derivadas sao calculadas em z e ¢, ou seja, onde se k¢
6, deve-se ler ¢(x,%), onde se 1é ¢, deve-se ler ¢,(z,?). O mesmo vale para { e para as demais derivadas.
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Apéndice B
Formulacao lagrangeana de campos

Quando o sistema de equacdes descreve um campo escalar real, com uma dimensdo espacial
e outra temporal, a Lagrangeana [17] dependerd das derivadas primeiras do campo:
E((.Z'),(,Z')I,C;ﬁt,l“,t), (Bl)
correspondendo a seguinte equagao de movimento:
a oL 0 9L oL
——t —— = = =0. (B.2)
Ot 8¢ Oz do, Jo

O tensor de energia-tensdes é uma matriz 2 x 2, de componentes Tog, To1, T30 € Th1. A
componente Ty € a densidade de energia

H(.’L‘, f) = Too(i?., t) = g—cfcﬂt — E, (BEa)
't

também chamada de densidade de Hamiltoniana. O fluxo de energia é dado por

aL

Tor(z.t) = B@x('f)t' (B.3b)
A densidade de momento é a componente 7iq:
Tio(z, 1) = g—;ém (B.3c)
enquanto o fluxo de momento é
Tyi(x,t) = ;Ti@z - L. (B.3d)

Quando a Hamiltoniana nao depende explicitamente de ¢, é possivel escrever equacao de
continuidade para a energia. Quando ela ndo depende de x o mesmo ocorre para o momento.
Em ambos os casos, a equacao de continuidade (g = 0,1) é

AT, 0T,
ot * Oz

=0, (B.4)
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que, integrada em todo o espago, leva as candidatas a integral de movimento:

d = o7, -
FhO= [ = Tl Tl (B.5)

o0

Observado-se a definicdo de Ty, percebe-se que a energia total do sistema, dada pela integral
Iy, sera conservada se lim, 4. @ = 0. Neste caso, podemos dizer que I é uma integral
de movimento. J& a conservagdo do momento [, exige um conhecimento mais detalhado da
Lagrangeana, mas em geral ocorrera quando a derivada espacial de ¢ também tiver limite nulo:

limx—}ﬂ:oo Oy = 0.
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