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Roesumo

Pastudamos classicamente unm sistema corm res grans de Biher-
dade constitnido de dois snbsistemas fracamente acoplados. O
primeiro, um sistema caotico com dois grans, lunciona como um
reservalario para o segundo, o sistemacde interesse, Os eleitos da
dindmica caolica sobre o sistema de iteresse torna o movimento

deste semelhante ao imovimento Browniana, que ¢ dissipativo,

A resposta lincar do reservaldrio, componente destes efeitos, esta
na sua densidade espectral. Uima investigacao analitica do reser
vaborio caotico por se evidencia que a denstdade espectral pode ser
eserita em Lermos de uma soma de funcoes delta nas fregiicneiasg

das drbitas periddicas, cormn pesos distintos.
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Abstract

We stady classically a system with threee degrees of freedon, com-
posed of two subsystems weakly coupled. 'T'he lirst, a chaotic sys-
tem with two freedoms, works as a reservoir for the second, the
system of interest. The offects of the chaotic dynamics on Lthe
system of interest renders the motion of Cthe latter similar Lo the

Brownian movement, which is dissipative,

The lincar response of the reservoir, a component of Lhose effcets,
lies on 1bs spectral density, An analytical investigation ol the ¢ha-
olic reservolr alone shows that Lhe spectral density can he writien
in terms of a s ol Dirac delta functions on the frequencies of

the periodie orbits, with distinet weights,



Introducao

lista tese trata de algnns aspectos da Mecanica Classica de sistemas com
poncos grans de liberdade que apresentam dinanica cadtica.

Para incorporar a dissipacio da cnergia de nm certo sistema gue estanos
interessados no formalismo hamiltoniano independente do fempo, anmenta
1wes o universo deste sistema, acoplando-o a nm reservalorio.

Particularmente, investigamos como a dindnuca caotica pode ser nma
cansa da dissipacio enn sistemas macroscopicos. Fste assanto ¢ da mator
importancia, pois representa mals wn passo no seolido de entendermos o
mecanismo da rreversibilidade microscopicamente, ainda que venhamos a
nos resteingir a mecanica classica.

A possibilidade de um sistemna cadtico ser wm reservalario para o Movi-
mento Browntano de mima particnla a ele acoplada enecrra a motivagao o o
primeivo resultado de destaque, (O arranjo para modelamento da dissipacao
sistema de interesse + reserpaldrio, tal como o expomos aqui, ¢ devido a
Caldeira ¢ Leggett [, em o goe o reservatorio ¢ moidelado por wim conjinto
ide osciladores harmonicos. A substitnicao do reservatorio de osciladores por
nm - ensemble de sistemas cadticos, com o mesmo resultado dissipalivo, foi
primeiro aventada por Wilkinson [2] ¢ mais tarde formalizada por Berry ¢
Robhins [3]. Conforme se verd adiante, o modelo do reservatério cadtico ja
estava pronto em linhas gerats desde o traballio de Ot [41 cudminando na
formulacio de Berry e Robbins,

A formulagio de uma teoria de espagos de Hilberl em Mecanica Classica



constibul o segundo resubtado. Fsta, por sua vez, permite nma releifura de
utna regra de soma de gnantidades elissicas, o “prineipio da uniformidade’,
assiimn chamado por Hannay ¢ Ozorio de Ahneida [B De Tato, wna das
relagoes do prineipio da unilormidade & qne nos inspivcon a medida de Dirac
no espago de fases, gue & a base da constingao do espaco de Hithert,

Nesta introdugao, expomos as hipoteses do tratamento do Movimento
Browniano que aparecem nos traballios de Finstein [6]. Procuramos identili-
car desta maneira as idéias basicas dos modelos para dissipagao de Caldeira
leggett (C-1) ¢ Berry Robbins (B 1), Nao ¢ nossa pretensao fazer uma re-
visao das diversas ¢ nnmerosas contribuicoes neste campo,

F seu traballo seminal sobre o movimento de pequenas particnlas sus-
pensas nwin lquido de acordo cone a termodindmica elasstea [Th Finstein
estabelecen os elementos para uin tratamento teorico do Movimento Brow
nadno.

O sistema global sol investigacao constitui-se de wm Liguido a tempera-
tura T e conjunto de particutas leves o subiciente para se poder desprozar
o efeito da gravidade, De fato, o que se observa (e se pretende descrever Lo-
oricamente) ¢ o movimento das partienlas na superficie do Hguido, de modo
que a tensao snperficial do liguido deve ser grande o suficiente para equlibrar
a forga da gravidade, O processo de difusiao sob discussao se dd na snperficie
do Heauido.

O movimento irregnlar das particalas no ligudo & devido as colizdes com
as moléculas deste Mo, cujas amplitudes estiao relacionadas com a tempe
ratura do sistema. As grandezas termodinaimicas do sistema, como tempera-
Lura, pressao o volume, sao delertnivadas pelo Hgundo apenas, caracterizando-
G como mm reseroaf orio termaodinamico, Temos aqui a primeira das hipoteses
de- trabalho: o reservalério como um todo estd fracarmente acoplado as parti
culas o snspensao. [sto nao significa absolutamente que as particulas ¢m
suspensao sao fracamente perturbadas em sen movimento, porquanto intera-
gem cow as muitas moléculas do liquido.

Considerando ainda que nao ha interacao entre as diversas particulas em



SUSPensa0, lorna-se rrelevante se se esta pensando moma grande quantidade
de particulas junias no hgnido on nma grande quantidade de observacoes
experimontals de ama particula no mesmo lquido. Portanto, o problema se
resune 4o de mma particula interagindo con um reservatorio. Uma seqiénea
(w(L;), p(£i)), eioque Geyp) & um ponto no espago de fases da particata ¢ nina
mmstancia de observaciao do sen movimento. O universo assim constitiido
manken o carater estatistico, que reside no reservatorio, pois cada instineia
de observacao teria wm resnltado diferente. Desta forna somos obrigados a
imtrocdhizir mediag para deserever o movimento da particula.

A dllima consideracio importante ¢ a existéncia de um intervalo de tempo
7 durante o qual a particula perde o memoria de sea movimento anterior.
Fiste tempo 7 ¢ pegieno comparado com o tempo de observacao, mas su-
iciente para que *os movimentos excentados pela particula e dois inter-
VFll(')H i':)ll“:;(‘.('lli‘ll\f()f-‘. ])[)HH;‘L”.‘I SOT ('U]]Hi(]f'rﬂl]”ﬁ COEO [.!'”(H)H](‘]H)H- ]””t”d“"”('”'l‘
independentes™{7]. A existoncia deste tempo 7 86 ¢ garantida se s hipotese
ergadica ¢ satisfeita pelo reservalorio. Apenas recentemente Sinai provon a
existéncia de um sistema dindmico con dois graus de fiberdade que satis-
faz tal lopotese 80 A discussao deste ponto esta fora dos objetivos desta
t,lfh'(,‘, l)("[.“&‘}_‘l“(l“'“()ﬂ (f““ﬁi(]l’f['ﬂ.l' (‘HL(" l-f‘]”l)“ T ol [H'U[)U['('i““f[l A4 IA‘?”‘I'J“ (i('
correlacao do reservaldrio.

A wdepend@ncia do movimento para instantes de tempo snficientemente
separados caracteriza o Movimento Browniano como wm processo estocasiieo
dito de Markoft. A Tormulacao inicial, devida a Finstein ¢ Smoluchowsic,
embute um processo de Markoll no espaco de conliguragao, Posteriorinente,
Uhlenbeck ¢ Ornstein expressaram o processo de Markoll no espaco de Tases,
cote forgas impulsivas que modilican a velocidade da particala Browoiana
descontinuamente. O refinamento do mtervalo de tempo de observagao é gque
permite ver esta diferenca: para Einstein-Smoluchowski, o grafico £(8) = ¢
tem descontinuidades enquanto que para Orostein-Uhlenbeck ele tem bicos,

I importante destacar que a identificagao de um tempo 7 como descrito

acima implica na introdugio de uma escala de tempo répida, em que as



molcculas do Tiquido experimentam modancas signilicativas no sen eslado,
deserito por todas as coordenadas (N ) no sen espago de Tases. Por ontro
fado, v tempo de observacao L ¢ o intervalo em que se ve mudaneas significals
vas ho estado da particuda e suspensio. A suposicao 7 1 ¢ exalamente a
hipdtese adiabalica: o reservatorio @ v sistena cuja variacio mieroscdpica &
rapada engquanto a particula de inferesse, e sobre a qual se Taz observagoes,
& lenda
Além do mats, a presenca de nm processo eslociastico no movimento in

troduz a idéia de probatidade ¢ valores niddios para sua deserigao. A partir
desta nogao, Finstein introduz a probabilidade ¢ de deslocamento (de am
certo tanto A) para a dircita on para a esquerda de nima particula Brow-
niana em nma dimensao, ¢ assumindo a paridade de ¢ (isotropia do meio),
obléimn a equagcao parabolica

o _ il (0.1)

N ¢
e que [ 6 a probabilidade de vma particnla estar na posicao @ no Lentpo .
lista & a equacao de difusio ¢ 12 ¢ chamado o cochiciente de difusao. Supondo
gue se saiba que a particnla esta na origem no instante £ = 0, tem-se

| r?

' — T e ‘2
M) = s X =i (0.2)

e resulla na [ormula bastante conheada para o desvio gquadritico medio
ida posigao
=R (0.3)

Note que a natureza estocastica do Movimento Browniano introduz as
duas possibilidades de desericao do movimento da particola: comao wmna den-
sidade de probabilidade (0.2) ou atraves de valores esperados (0.3).

Para deduziv a relacao de Elnstein cq.(0.3), podemos também partir da
equacao de Langevin para os valores esperados da coordenada @ de uma

particula livre:
d*z dr
LT
e T +H(E)



Nesta cquacan, i ¢ a viscosidade do Hguido, que Finstein ja havia relacionadao
com a constante /) nsando a nocao de pressao osmotica: 1) = &7y, em o gque
1T ¢ a temperatura. £(4) ¢ uma lorea (hituante cuja mdédia se annla ¢ que
salisfaz

(F{OV Y = 29k a8

entque ¢ ¢ wna funcao par localizada na origem (veja o artigo de Ulidlebenek
e Grnstein em [9]), que bhem pode ser a funcio delta de Dirac, A introdugio
da Tuncao randomica (1) procura Tazer & mimica do caraler estatistico das
colisoes moleculares, de acordo com a teoria cindlica. O tempo de correlacio
ao qual ja nos referiinos ¢ exatamenie o intervalo de tempo em gue ¢ nao se
anula (o suporte de o).

Novamente, a natureza estociastica da forca F'(€) Taz com qne o e sejan
vartavels alcatorias, Atribui-se catao wima probabilidade de a coordenada o

ocarter no tempo £ obtendo-se uma distribuicio de probalnlidades
Play, v e,

e que g & aposicao da particnla no nstante inieial. A partie da fungao @
obtémese todas as maédias da variavel o, do tipo o5 Fla é portanto o objeto
miats geral gue aleoria pode fornecer,

Mesnio relevando o cardter estocastico da equagao de evolugao de ) teme
s mea vantagem e relacao as consideracoes a partic da teoria molecnlar,
pois podemos encard la como mma equacao de movimento de e snjeito a uma,
forga externa, Yo passo natnral ¢ introdiar-se am potencial para a particula
de interesse, obtendo a cquacao de Langevin geral
it ‘ ‘ de IV
diz e o

1

LR . (0.1)

Ainda neste ponto de vista, ao terimo do lado direilo proporcional a veloci
dade pode-se associar uma forga de atrito,
Difusao e dissipagao ficam deste mnodo atadas. Kstareros motivados a ve

rificar se 0 acoplamento a um sistema cadtico pode modelar a for¢a randoémica,



F () e o terio dissipativo. Antes pordm, laremos oo hreve resumo no prg
meira captiulo do madelo do hanho de oseiladores, devido a Caldeira ¢ Leg-
getl [L], e do reservatorio cadtico, devido a O, Brown, Grebogi, Wilkinson,
Berry e Robbins [4, 10, 2, 3] aplicados & dinamica classica de uma particnta
browniaua.

A apresentagao da tese ¢ organizada da seguinte mancira, No segundo
capitulo, estudanos analitica ¢ nnumericamente o problema da dissipagio mo
delada pelo acoplamento a um sistema cadtico. Ui requisito essencial para se
chegar aos resutlados numdéricos, a nogao de espacos de Thlbert em Mecinica
Classica, s6 ¢ exposto no capitulo 4 de wma maneira formal malematica-
mente. No capitnlo 3, expomos de forma heuristica a introdugao do ¢gue ¢
fundamental para a realizacao proposta para o espago de Hilbert: a medida
de Dirac no espaco de fases. Como ja dissemos ela se haseia nuna releiinra
do principio da uniformidade. Destacamos ainda no capitnlo 3 a formula
para a autocorrelagao de variavels dindicas i termos de mna soma sobre
orbitas periddicas, que podera ser testada nnmericamente, Apresentamos

nossas conclusoes no capitulo cinco.



Capitulo 1

Duas concepgoes preliminares

1.1 O modelo de Caldeira e Leggett emn Me-

canica Classica

O modelo do banho de osetladores explora ery grande medida o idéia de
(i o reserval Grio & levemente perturbado pela partionla de imteresse. (O mo
delo &melhor justilicado considerando-se sea fado guantico. A iddéia basiea &
que o potencial de interacao conta particula Browniana ¢ muito pegneno para
promover transicoes de segnnda ordein entre o estado Tandamental ¢ os ou-
fros niveis de energia do reservatario, que serian sificientenmiente espagados,
Ja para temperatura finita, a justificativa para o modelo ¢ feila via inte
gracio funcional (para mais detalhies, veja apoudice C de [ e a referéneia
[47] dagnele artigo).

No fimite elassico, a Lagrangeana do reservaldrio assume a lorma

- Y 2
Ly — L;)-r'n;\.‘{qk wkq,\.} ) (1)

&

em que hwy reproduzem as diferengas entre o8 niveis de energia do reser-

vatorio, pensado imcialimente como mm sistema de muitos corpos.



O acoplamento ¢ feito através das coordenadas
—Z(wm ) {(1.2)
Kk

mas pade ser também através dos momentos [ L], Finalimente, a Lagrangeana,

do sistema de interesse é dada por

] ‘
fs= Y M§* — Valg) (1.3)

As equacocs de movinento para o universo reserval drio interagindo com a
particnle sio resolvidas nsando a transformada de Laplace. Da Laprangeana,

total L = Ly Lo+ Ly, oblemos
Mg = - Vil L( o

g, = —‘--.rnk._uqu — (g
Defininda a transformada

i () == / lr.‘_”qk(!,)nf!
JH)
e analogamente para q(s), temos das eqnacoes para g
(jk( ( ) Sl ( “) ( »'k q( & )__

Gp(s) — == b = = = .
2wl st wh o oy st 4w

Tomando a transformada inversa ¢ substiluindo a solugio gi(4) na eqnagio de

movimento para a parbicula de interesse, temos, apds algnmas manipulacoes:

. (12 (2| i .‘»‘2(}(.'\')
Mg q — ko s =
I Vale) = %‘ Mg / ; Mgt 278 Joymims 832w
i (0)
Z( () cos it + m--—scmmki (L.1)
k

Sao trés os termos gue aparccein devido ao acoplamento da particula de
interesse ao banho de osciladores. O terceiro termmo do lado esquerdo de (1.4)
é gerado por nm potencial de renonmalizagao Vy dado por

1 OF S
AV =— __zq
2 TR W



Vemos gue a0 acoptarnnos wna particala sujeita a nm potencial Volg) a mn
binho de oseiliadores, coordenada o coordenada, este potencial & corrigido
pelo termo harmonico Al

O quarto termo do lado esquerdo pode ser recserito como

d [~ CF 1 e si(s) |
- _* —_ / L) Mol
Qe Sy

o 2
(“ i IH;‘LLA Few s -+ Wi,
(ue, usando se o Leorema da convolucao, lova a

[ — (7} g
SN _ / coswy (F — g )dt!
it -

WD

Para interpretar este tenmo & preciso introduzir-se a nocio de densidade
espectral do conjunto de osciladores, flw). Fata funcie permitiva que as
somas digeretas se (ransforment em integrads. Desde ja

. Ul)h’l‘l'\"(‘ s e iHl‘("J

mplica em considerar um nimero infinito de osciladores. Seja

-

Mw — wy) (1.5)

F l"t..

{
ST

I

e permile eserever o ultimo termo do ldo esquerdo de (1T1) como

p) o J
= / __(f) cosw(l — ") dw
wJo !

Na verdade, a densidade espeetral ¢ dada pela parte iiaginaria da transfor

ada de Fonrier da susceptibilidade dindmica do hanho

Jw) = I F=/{{Cragl )y Cogi (1))

com =
0 escalba da densidade espeetral ¢ feita de modo que o altimo termo do
ladlo esquerdo de (1.4) resulte no termo dissipativo. Assume se gque J(w) soja
da forma.
nw  ose  w <}

J = 1.6
() 0 ¢ ow o> ) (16)

9



et que $16 imato aior que as lreqinencias caracteristicas do sistema de
tteresse. Logo

2 ) LAY =t ‘
- / (HJ) cosw(l — 1) dw - Ty e Q(—(—z = bt - 1)
T Ju w iy -

em que, na Altima igualdade, toma-se o limite @ — oo, Sepue que o Ultine
termo do lado esquerdo resnlta cm
f
{[ bl — t')r,r(!')uf('} = 54{l) ,
dl Lo
o termo de friccaon.

Os termos do lado diveito da equacao (1.1) sao a sulngao dos osciladores
desacoplados. Funcionam como wma lorca randomica, f(£), de média unla e
correlagio della, chamado roido hranco, mna ver que o banho esteja inici-
altmente e equilibrie termodinamico  Tipotese ja usada na construcio do

moclelo:

(e (0 = (G () = (e (D) 0y = 1)
kT kT
((H\_({])QU(U)) = 4 (5'1‘.;':1 { <(“(“)(”\.(“)> - ——(‘)kkl

AP TH .

o que resulta para f({)
(JU)Yy =0 o {(FOHSUY =2kTé(t=1).

Portanto, a equacao de evolugao para o sistema de interesse ¢ uma equagao
tle Langevin.

Além da hipotese do cquilitrio termodinimico, ¢ importante mencionar
como unt conjunto de equaches reversivels no tempo resultou, para o sistema,
de inferesse, nima equacao iereversivel. A situagao ¢ seimelhante d solucao
proposta para o paradoxo de Zermelo, que olbjetava a propria teoria eindlica
classica o fato de o conjunto de moleculas, do ponto de vista microscopico,
estar sujeito apenas a processos reversiveis. K geral, um sistema dinamico

Hamiltoniano retorna tao proximo quanto se queira do seu estado inicial,

10



no espagu de fases, snna ver gne esteja codinado o ouma regiao himitada
deste, Faslbe resultado ¢ conhecido como teorema de recorcéneia de Poineard
e chamam-se ciclos de Poincard aos ciclos gne o ponto, representativo do
estado de nm sistema dindmico, realiza no espaco de {ases.

Retomando, a solugao do paradoxo esté no fito de os ciclos de Poineard
terenm wn pertodo minito grande, imuito maior que o tempo de observacao para
sistermas cont tantos graus de liberdade (da ordem do namero de Avogadio),
No caso presente; estes clelos torname-se indelinidamente Jonpos na medida

e que Lonanos am conjunto conlintuo de osciladores,

1.2 O modelo do reservatorio caotico

O estudo dos efeitos sobre um sistema lento da dindmica de un sistenia
cadlico partin do resnltado de Ot [1] acerea da invariancia adiabiatica do
volume contido numa superfliew de energia do sistema cadlico. O quanto
este volume deixa de ser constante obedece uma lei difusiva, vma equagio
como (0.1) que discutiremos abaixo.

Na mestna linha, Brown, (U e Grebogi [10] estudaran numericamente a
questao, verificando as previsoes de Ot hascadas numa anddise de esenlas de
tempo nadliplas. Fsba téeniea ¢ corvenle em problemas em gque i sistema
rapide ¢ um lento coexistem. Bao introduzidas no minimo duas escalas de
tempo, atraveés de variavels temparals distintas 1) = fomp = of, ennque e <€ |
f:’ Q ]_)n';'l‘['i’:l]']lf';‘.‘.]'() (,h‘. l("”“i.(,]i"l‘() ilU HiH‘I-("”“‘I‘ (l(‘. i“‘l-“l'(fﬁ.“‘ul“ (ll]“ I](H](‘. ST ])“llH«"Nl“ COTI
a razio das massas do sistema lento pelado sistema caotico. Assim, enquanto
1 varia de ordem 1, oy ovacia apenas de ovdem o @ o Ltempo dosistenma
rapiclo ¢ 7 ¢ o tempo do sistema lento,

C'omo ja mencionamoes na introdugao, en geral, win problema gue apre-
senta difusao estd normalmente relacionade a uma equacao tipo Langevin,
Coube a Wilkinsou [2] explicitar que a varidvel que estava a perfurbar o

sistema caotico solre uma lorga de reagao dissipaliva. Mais tarde, Berry e



Robbins [3] estudaram o problenta com mius detalhe e formalismo, obtendo as
foreas de Born Oppenheinner, analoga b gerada pelo potencial renormaltzador
da secao anterior, ¢ wina forca proporcional a velocidade, como a dissipativa.
Veremos a segnic que esta tem Lanhém uma componente geométrica, que se
relaciona com a fase de Berry [12].

Todos estes resultados cmbotem uina dependénaa temporal na Hamilio
mana wna vey que a particula lenta ¢ alvibuida uina dinamica de pardmetro
variado externamente, Fvitamos esta construgio porque entendemnos que a
dissipagao precisa ter uma cnergia bem caracterizada, no caso a energia do
sistema lento. A ancira como o lazemos serd exposta o proximoe capitnlo.

O modelo do reservatdrio cadtico explora e grande medida a hipdtese
adiabitica. O pouto de partida ¢ um ensemble microcandnico de ststenias
cadticos acoplado a nm sistema que ¢ lanto comparado ao sistema cadtico.
Como no tratanento anterior, o foco de atencao ¢ na dinamica de uma parte
do nniverso, o subsistemna lento, que pode portanto continuar a ser chamado
de sistema de interesse,

Na aproximagio adiabatica, o acoplamento provoca o apareciimento de
wn potencial gerador da forga de Born-Oppenheimer. Fate resaltado ¢ de
ordem zero no pardmetro de lentidao do sistema de interesse, K primeira
ordem, duas outras forgas de reacao comparccemn, ambas proporcionais i
velocidade da particala de interesse. A primeira é como uma forga magnética,
determinada por Berry ¢ Robbins [, O camipo que a gera é a 2 fonna
relacionada com a fase geométrica do sistema cadtico {13).

A sepunda for caleulada por Wilkiuson pela primeira vez, apenas totmando
como ponto de partida o resullado de Ot 1), sobre o volume contido na
superflicie de energla de i sistema caotico ser um invariante adiabatico

ergodico. Explicitamente, soja

(z,t) = / dp dq®(E(z) — h(a,p;z)) , (1.7)

em que 0 é a funcao degrau de Heaviside, (q, p) s30 as varidveis de posigio

e momenlo do sistema rapido e 2z ¢ a coordenada. do sistema lento. Note que
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0 depende de fatravés de oz = z(d), que aqui & encarado como pardnietio

externe, Mortanto, temos que a relacao
O 1) = constante

na escala de tempo rapida, implica na lorca de Born-Oppenheimer. Qcorre
que ela nao ¢ exatamente valida, ¢ sua violacdo tem um comportamento
difusivo na energia

(L\I‘."‘i) =2,
(z) — fy(2) ¢ F(z) & a energia do sistema prevista pela

em ogue All = I
(

constancia de Q(z ), gue chamaremos energia adiabalicamenie regrada, ¢

(z) ¢ a energia de Talo, obtida se evoluirmos cada condicao inmeial mumn
enseimnble inicrocanonico de sistemas,

A lorea determinada por Wilkinson, conliada feiecan delerministica, de-
saparece quando o sistema rapido ¢ integravel] justamente porgne o cardter
difusivo de (A1) ¢ proprio do sistema eadtico, O adjetive determingstico’
é proposital, procurando enfatizar que nenhum limite termaodinamico ¢ ne-
cessario para se chegar o osta friccdo, ¢ porque ela snrge do caos deter-
ministico em sisteinas rapidos com poucos graus de liberdade,

U comentario se [az necessario neste momento acerca do que pode signi
ficar “hmite termodinamico™ aqgui, em distincio ao tratamenio de Caldeira
Leggett. 15 evidente que tomar-se wm cnscimble mierocandnico de sistemas
cadticos significa trabalhar dentro da termodinamica classica. No entanto,
a este arranjo alribuimos mna coergia linita, J& no caso do bhanho de osci-
ladores, nma vez que se toma o limite continne de Treqiténeas, tem-se nm
crescimento sem limite de graus de liberdade, que pode permitiv o anmento
ilimitado da energia tolal do banho'. Acredito gue é neste sentido que o

limite termodinamico aqui ¢ dito mezistir.

Do ponto de vista do tratamento de Caldeiva-Legeetl, o que realtnente inporta para
a absorgiao de energla sho as excilagoes a partir do cstado lundamental do banho, e nao o
valor da energla deste estada. Credite-se o uso da terninologia de Mecanica Quantica ao

fato de o maodelo do banho de osciladores ter all sua fundamentagao,

13



O ponto de partida deste tratamento ¢ wma Hamilloniana A(r, z), com
z seudo pardmetros externos que variam lentamente. E necessario qiue o
espago de parametros tenhia dimensao malor que 1 para gque a forga do tipo
magnético, relacionada com a fase de Berry, esteja presente. Qbservese que
z = z{ct). 1§ a modificacio desta dinamica (UGS¢ VAl invesbigar, wna vez que
Z passe a perturbar o movimento do sistema cadtico, enjos graus de biberdade
serao doravante abreviados como r = (q, p).

Vamos agora usar a nota¢io da analise de csealas de tempo nniltiplas,
7 — & para o lempo do sistema rapido ¢ 1y = ol para o lempo do sistemna
lento. Portanto, o = h{r,2) on, explicitando a escala de tempo em que b
varia, i = h{r, 75). Ambas as notacoes aparecerao adiante.

0 estado do sistema cadtico ¢ tomado como nma distribilgao no espaco

de fases p(r; () normalizada

[u'r plryt) = |
Assim, a evolucao do ensemble p ¢ determinada pela equacio de Liouvitle

idp(r; f)

T {hir, m), p(r; )}, (1.8}

sujeita a condicao ineial

plr0) — i (1.9)

em gue Y odenota aarea da superficie de energia, definida como a derivada

coin respeito a energla do volume

(1, z(r)) = /dr(t)(l*,‘ — h{r, 7)) . (1.10)

A escolha da distribuicao inicial sobre a superficie de energia usa o fato de
gue ela é um subspago invariante sob o luxo. Inicialmente p é uma densidade

microcanonica.
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(O que se val determinar ¢ a forca de reacao do sistema cadtico sobre o
sistema de teresse:

F—— / depNTh | (1)

em gne Vodenola o gradicnte com respeito as varavers lentas z.

Lxpandindo p nnma série de poléncias do parametro ¢, lemos
) = . co M2
/'(r,[-):/'n{laT‘J) |'(Pl(,r1Tl»’2)+(‘)(f ) 0

Conforme ja dissemos, as variavers de tempo g ¢ mosiao tratadas como
variavels lndependentes. Come tais; a derivada com respeito a £ oo (1.8)
i

. s _. i i ST . vl en Foybes o covnl1 e ST PR
selorna go= om o+ (¢ ). Usando este fato, a cqouaciao (1.8) lorneee

as CQUACOCS PATRL iy © )

{Pn,f’-} = 0 (1.12)
il idm . i, ‘
M-y = O (1.13)
7, i iy
e anadogamente para p., v =2
Portanto py ¢ constante nnm subspago invartante da dindnea cadtica,

com 2 congelado
o(f(z)  hir, =)
polr, ) = e M (1.01)
M)
em gie a dependencia de pg com 1 estd implicita na varavel lenta z.
Seja b = hlr,z) — K(z) a lituagio da loncao hamittoniana rapida em

torno da energia adiabaticamente regrada. Observesse que

li(z) = (h{r,2))p ,

em gue introduziu-se a notacao de madia de ensemble

(- )y = / depy(rirs)--- = \l / drd(F h(r,z))- - . (1.15)

Porlanta, (sz);;;(z) = 0. A for¢ca I' pode ser reeserita como

F = / depVh = — ( / drp) VE - / dr(po + epy + O() V.

—
-



Como pénormalizado oo scgnndo Lermo se anula, tenn se alé primetra ordem
el e

F - -VH(Z) + ¢ .I.'"; , el e l"l = / t‘h‘mVl"‘i .

O termo de ordem zero € a lorca de Born-Oppenheimer. Para enconirar o
termo de primeira ordem em «, é preciso determinar-se py.

Com py dado pela eq.(1.14), resolve se (1.13) pelo método das carace-
teristicas [14], obtendo-se

T
po= — / QEQ(I'_(TI’);U)JT,’ . (1.16)
: Ty

e gue a Iintegragao ¢ fella para 7)< mp e a orbita v (7f) representa solngoes
das eqnagoes de Hamtlton da Hamillowana congelada A(r; 7;) que, no tempo
7y = 71, satislazemn a condigdo finol v=(71) = r. Sio solugoes que caminbam
pari bras no tempo (note a inportineia da independencia das variaveis 7 ¢
T3 A,

Pode-se adicionar a pp qualquer fongao, digamos fi, que seja solugao da
equacio homogenea {h, f} = 0. Fsta serd necessariamente nma luncio de A,
pois A ¢ a nnica constante de maovimento,

Portanto, a primeira correcio a densidade microcandnica é dada por

/'l(l'; T, Ty) = —[] ‘]»T: rf),,‘,p“[r_(rf)',m] + ./vl[h-(ﬂ T'z)] - (1.17)

A forca produzida por fi sera negligenciada no que segue, porque os resul-
tados a respeito de f; indicam que ela ¢ min termeo de memdria, mas que
nao depende da velocidade [15]. Além disto, nossos resullados nmméricos
mostram a posterior: que este termo fem ponca ilnp()l‘!.iru:in.

Substituindo a expressao de py na de py e nsando gne

L .
Do = % {;[i)[.;o(fc ~ (VR — {’%d,.@} ,

obléni-se

o=t [ (@SB BNV + ()4 ALY, (118)

dad
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em que
(.V/.a) ' Vﬁ(r”(r),z]
e o termo anolado por (---) & proporcional a S(8 -- I) ¢ nao contribni para
a lorga 1.
Da exprassiao para Iy, Leme-se que ela pode ser eserita como aintegral no
tempo de wma lingao de correlagio das vartavels rapidas, com z congelado,
dos gradientes da Hamibboniana rdpida, isto ¢ nma antocorrelacio da {orea

generalizada, Denotando por C este vetor corvelacio, tean se

Clr) = (Vh) (VI . (1.19)
Notando que as correlacoos sao lungoes pares do tempo, tem-se

C(r) = (V) Vh)yw

Pretende-se calendar o eleito da forca F) para tempos da ordem de /e, Su-
pordo que o sistema cadtico ¢ mixing, as correlacées decacen rapido o snfici:

enle para aproximarios, 7y ~ | /¢

[Mewas [T cwa.
S Ju
Assim,
. I ' i 4 .
I — 7 F(‘),«.; [ﬁﬁ / r!'TC(T)] (1.20)
— R
= -K-z (1.21)
e gue
| SV o
Ko = o [ [Taecio)] (1:22)
St S

Para interpretar este resnllado, decompoe-se Ky em suas partes simétrica

e anti-sinelrica

, |
! (K,‘j + ]\.rﬂ) , Nt = —(K;‘j - Ifﬁ) .
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A for¢a que corresponde a parte anti-simetrica ¢ o Tagnelise @;‘:l()[:ﬂ?l‘l'i(‘u_
De [ata,

i : .

i A B(z)

em que 0 ‘campo magnético’ & dado por

Biz) = — i, [\; [ dr (VD). A VYe| (1.2:3)
Ll S

Esta ¢ precisamente a expressiao oblida anteriormente e [13] como o limite
classico da 2-forma da fase geoindtrica. Mostra-se que B se anula gquando a
dinfithica cadlica possin simetria por reversio temporal.,

A parie simeétriea da forca de primeira ordem ¢ a fricgao delerininistica.
No estudo desta tese, o equivalente a Hamiltoniana cadtica fi(e, 2) tracd um
sistema lento com apenas um grau de liberdade, pois estaremos dingindo

nossa alencao a uma verilicacio mnnerica deste atrito deterministico.



Capitulo 2

Caos classico como um

ambiente para a dissipacao

Neste capilulo, apheamos a Leoria do acoplamento de wim sistema lento
a um reservatorio cadtico, Nosso tratamento difere desde o inicio daguele

exposto na secao 1.2 por considerarmos um contexto de universo fechado;
SR

e que S denota am sistema deinteresse, gne sera lento, R denota um
sisterna com dows graus de bberdade, gre sera rapido. A diferenca esta no
faio de que & terd nma dinanica inclusa na Hamiltoniana total do universo
SiR.

Como se vera adiante, para imterpretar completamente os resultados nn-
incricos, vanios usar uma teoria de espacos de Hilbert em Mecanica Classica,
inclo portanto além da teoria adiabatica. Fstudamos posteriormente a neces
sidacle da hipotese adiabdtica para haver dissipagio. Atravessando a apro-
ximagao adiabatica, chegamos a um paralelo com o modelo do banho de
osciladores.

Inicialmente, consideramos o sistema rapido como o polencial NELSON,

estudado em grande detalhe por Barranger ¢ Davies [16]. Este sistema apre-
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senla i regine razoavelimente regular pava energias halxas, menores o da
ordem de 0,02, ¢ nm regime cadtico para energias maiores on da ordem de
0.3. Para energias cm torno de 0.1, ele & misto, apresentando wim mar cadlico
cercando alginmas ithas de estabilidade.

O potencial NELSON constilut assim wm sistena rapido adequado para
verificarinos que a dissipacao ¢ causada pelo caos. Mostramos que, na regiao
inegravel, o acoplamento sd faz acrescentar nin potencial adiabatico ao sis
tema dento, O sistema lento escolhido ¢ i potencial quartico nnidimensio-
nal. Seu periodo desacoplado ¢ da ordeny de 1O vezes maior que o periode da
orbita periadica mais curla do potencial NELson. Na verdade, o que carac-
teriza a rapidez do sistema rapido ¢ a (uncdo de antocorrelagao, apresentada
na secao 1.2,

Posteriormente, e uina vez estabelecida a equagio @ la Langevin para
a evolugao média do sistema lento, refazemos o problema américo substi-
Auindo o NELSON por quatro bithares caoticos, um de cada vez, [sto cons-
titu i segando teste para a teorias Além disso, constatando que a auto-
corrclacao da forca generalizada do sistenma cadtico sobre o sistena lento é o
que mais importa nos efeitos do acoplamento, os bilhares ténn snas dimensoes
adequadamente escollidas para verificar os diferentes comportamentos do
sialema lento,

Fm gualaquer caso, a Hamiltoniana do universo ¢ eserita na forma
=10\ H, 41l (2.1)

em gque Ho ¢ a Hamillonana do sistema rapido, ff; nma Hamilloniana de
interacao e H, ¢ a lamillontana do sistema lento, Fsta iltima escolhemos

comu i polencial quartico unidimensional;

P?’: )\ 2 a1 iy o
H, = - —z Bzt 2.9
b= oar o v (2.2)

Para fazer com que a variavel dindmica z varie lentamente, basta tomarmos

AiM, < 1,se A =0,0u A/M, € 1se § 2 0. liscolhemos M, = 100, A =0
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' 1 el B . . ‘ . . X . .
e — 4 1070 pava todos os tesullados desta tese, exeelo para a ligura

220, Portatto = fax o papel de un parametro adiabatico para a funcao

Hamtlloniana b 1.+ .

2.1 O modelo com o potencial NELSON

A Hamiltoniana do sisiema rapido e a de interacio neste caso sio dadas por

pioM -
He“('“v Wy e Py) = T + ) + (,f/ ‘ (2})
H, = ~ez . (2.4)

() valor do parimetro g ¢ 001 e toda esta Lese.
O modulo do parametro de acoplamento, 5, e os pariametros do sistena de
interesse /4 e A estiao eelacionados, Para 4 = 0, ¢ Taeil ver que wim acoplamento

muito forte tornarna o sistema z ihmitado. Como veremos a segoir, a relacao

~y ol \/\_]I

deve ser satisleita, 'Irabalhando comn o oseilador harmonico como sistema
fento, o acoplamento acaba por ficir de tal forma limitado que seas efeitos
830 MNIto pequenos para serein ohservados, O acoplamento na dire¢ao y nao
apresenta generalidade maior que este utilizado, porque o cixo w nao & um
eixo de simetria do novimento, com o acoplamento, [sto ja nao ocorre no
caso <o hilhar de Bummovieh. O potencial adiabatico & imals complicado se
introduzimos aqui unm Lermno v,

Introduzimos o termo quartico no potencial do sistema unidinensional
para garaniiv que o movimento ali sempre seja limitado.

Lembramos que estaremos fazendo médias de ensemble para obter o que
chamaremos movomento médio da coordenada lenta: ({2), (p,}). Uma ma-
neira consistente de apagar as (lutuagdes devidas a uma coudigao inicial es-

pecilica na superficie de energla do universo ¢ fazer médias com uma densi-
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dade microcanonica reduzida

‘ ol — N
PPl = G o

—
[
T

—

e gue as variavels lentas cutram como parametro ¢ 2 & uma constante de
normalizacio.

Iista densidade microcanomica corresponde a una superficie de energia
do sistema rapido para 2 ¢ py fixos, ne instante inicial, Isto & Tacll de ver

observando a ipualdade;

I — "1{;(;1?, Yy Py py) + “‘,(‘.E, 'F'*'U) + }‘{:(:(h P:z()) .

Camo nao estamoy juteressados diretamente na dinamica rapida, mas ape-
nas 1o so efeito médio sobre o sistema lento, a idéia ¢ tomarmos todas as
condicoes imciais possivers, com a mesuta energia, ¢ verificar sen ofeito médio
subre o sistena de interesse. A rrelevaneia da condicao fnicial do sistema
rapido ¢ fundamental para o modelamento desta densidade microcandnica,
nimericamente.

O principio que, de falo, ortenta a detinicao da densidade microcananica
reduzida ¢ o chamado principio da indiferenca [17], que eqnivale a tomarmaos
todas as condigoes inicials numa superlficie de energia em pé de igualdade.
Numericamente so ntilizamos um nimmero finito de condicoes iniciats. A con
vergéncia das médias, para um nimero cada vezs maior de condigoes iniciais,
legitima o procedimento. Como nao existe uma hierarquia nas condigoes mi-
clais, a media que se faz ¢ a media aritmdética. O conpuito de pontos para o
caleulo numérieo, grid de pontos, ¢ untformemente distribnido na superficie
de energia do sistema rapido.

() volume contido na superficie de energia do sistema vapido, 2, ¢ o
invariante adiabatico. Na medida que o tempo £ passa, a superlicic de encrgia
inicial vai se deformando. Como z e p, deixam de ser constantes para t > 0,
os pontos do grid nem sequer estardo numa mesma superficie de energia do

sistemna rapido. Estarao apenas na superficie de energia total £ = H, mas
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Figura 2.1 Fsqnema da soperficie de energia do sistema capido onde Lo-
mamos as condicoes Iniciads, A divcita, a cnrva cinza representa nma nova
supoerlicie de energia oblida através da invariancia adinbatica do volume que a
curva d esquerda envolve, A enrva entigada esquematiza o que de fato acon-

tece com os pontos da superficie inteial, para alem da aproximacao adiabatica,

permanecerao proximos de nma superficie oblida pela invarianca adiabatica
do volnme €2
A deternminacao de £ para o polencial NELSON ¢ particularmente simples

porque 11, ¢ nua soma de quadrados:
L, 2, p) - / O(F — H) da dy dp, dp, (2.0)

Da equacao acnna, decorre que 2, a comstante de normalizacio da densi-
dade microcanonica reduzida, & dada por M = ¢4l Fazendo a muadanca de

variavels

2 z
ro= Zacosh — 12 , (2.7)
,I /L
r? :
y o= + ssend | (2.8)

pe = V2rcosd (2.9)
py = VZrsen¢ (2.10)
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N A Vi (211
S
1o ) — ”ﬁ(fith]’:n) + T’:(‘Ja * (2'12)
2t
sz VI cosE v — VI sené (2.13)
temos
_ 3 A2 )2 N2z2]?
(K, z,py) = 202 |2 (1o pet = 27— Te 2.14
(F,z,p:) T p f 3 oY, | o ( )

Em (2.14), = ¢ p, sdo hdos como pardmetros. A relagao

2
(/= constante == M. - ' 2 constante

2q1

fornece o potencial adiabitico do movimento lento:

. 7’
V(=) — —
(5= =

gue € o de o oscilador invertido. O potencial Vo déd a correcao de ordem
zero no movinento do sistema lentos Saliente se que nao fixamos a energia
do poteneial NELSON para este caleulo, Portanto V. independe do regime do
sistema rapidao, seja cle cadtico, regular ou misto.

A detorminagao de V. pernmite-nos retomar a discussao a respeito da es-
colha de y. Na caso do oscilador, # = (), o potencial acrescido do termo
adiabatico s conflina a particula lenta se A — :’—: = 0. Além do que ja foi
discutido, o maodulo de ~ tem de ser Lal que o acoplamento seja perturba-
tivo, principalinente para que o sistema NELSON nao sofra mudancas muilo
grandes e sua energia.

No esquema na fig.(2.1), esta 1déia se traduz no fato de que a curva enru-
gada néo pode se alastar demais da superlicie com a energia adiabaticamenie
regrada. Caso isto ndo seja satisleito, alguns pontos do grid poderao mudar

do regime regular para o cadlico ou vice-versa, Mesmo no caso dos bilhares,
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e qie o regine ¢ caotico imdependentemente da energia, este cuidado deve
ser Lomado porque as corvelaches madam para diferentes energlas (adiante
se justilicara o papel das correlagoes),

Portanto, a condicao de acoplamento fraco, nao mencionada no trata-
mento de Berry ¢ Robbing, se faz necessinia. Ocorre que o sistema réapido
precisa se comportar como am reservatorio o para Lanto sua energila deve
ser bem maior que a do sistema lento, Isto ¢ realizado escolhendo a encrgia
inicial do sistema lento bem menor que a energia total do aniverso, Tipt
camente, .. = (107*) enquanto que K = OQ(1072), A energia 12, assim
baixa inclusive ajuda a fazer do grau z am sistermna bem lento, coin periado
da ordem de 1000, quande desacoplado,

Outro ponto hmportante ¢ a escolha do integrador numérico, Qs erros
da mtegragdo numdérica usualmente permitern nn afastamento do valor da
energia tolal £, Lste ¢ o caso da familia de iitegradores Runge-Kntta,
Obviamente a manuntencao da energia total constante ¢ impresceindivel num
estudo de dissipacao. A 1ddéia do método de fegracao nnnérica usado &
apresentacdta no apéndice 1o Trata-se de o integrador simpléticoe de sexta,
ordemn [18, 19], que tem a garantia (tambdém checada o cada passo) de que a
energia total ¢ conservada. A variacao permitida, em relagao a energia Lotal,
é da ordem de 1077 para todos os graficos mostrados. O mddulo maxime do
potencial adiabatico ¢ de outras forcas que veremos surgic na aplicacao do
modelo sao signilicativamente malores para serem identificados.

(O periodo de relerénaia T ¢ calenlado para o movimetto desacoplada,
mas consilerando a inlluéncia do potencial V.o Para os primeiros quatro
graficos, T' = 1176 e a constante de acoplatento v = 6 x 1077 O mlinero
de condigoes iniciais, jJa com teste de convergencia, varia de wn gralico para
outro. Nole que a convergéncia tem que ver com a caolicidade do NELSON,
Alado a isto, € nesle caso particular, vemos que o modulo da forga flutuante
aluando no sistema lento cresce com a energia total, o que faz com que o
numero de ponlos no grid seja maior quanto maior € a energia total.

Comegamos pelo regime integravel no NELSON. Para E,, = 2.87 x 10~
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Figura 2.2 (a) A prajecao do movimento médio no plano de Tase das coor-
denadas do sistema de interesse para K — 0.040 ¢ (24, 0.,) = (1.5,0.0). (1)
A energla do sistema fento, 20, em ingao do tenipo ¢ a curva oscilante,
engquanto a energia adiabatica f.. = I 4+ V¥, ¢ razoavelmente constante
por toda a evolucao. Na abscissa, 1 denota wn pertodo. A energia total
f = 0.04 coloca o potencial NELSON mon regime regnlar. O namero de

condicaes iniciais ¢ 1H00.

no instante mieial e energia total £o== 0.0 temos aligara 220 Vemos que
o movimento do gran lewto @ praticamente periodico e que ha uma contri
buigao de Born Oppenheimer para a sua energia, pois cnquanto o oscila,
L, permancee praticanente constante, conio esperado.

Para a energia tolal £ — 0,08, o NELSON Ja aprescnta mmitas areas de
instabilidade e snas secoes de Poincard ([16] ¢ veja tarmbém fig 5.5 de [20]).
Vemos, na fignra (2.3), caracterizar-se imma oscilacio de amplitude crescente
cot o tempo. [sto se deve primeitamente ao Tato de a forga e ein cada
condicio inicial ser mator em mddulo. A dilusdao de z,(0) ¢ maior quanto
maior o bempo o gquanto maior a encrgia. Ainda nao fica clara a dissipagao.

[*ara a cnergia total £ = 0.38, o NELSON ja ¢ completamente cadtico,
Na figura 2.4, plotamos as trajetorias meédias no plano de fase do sistema de

interesse. Istas curvas mostram claramente o carater de sorvedouro que o
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Figura 2.3: (a) A projecio do movimento medio no plano de fase das coor-
denadas do sistema de interesse para £0 = 0.08 ¢ (2, p2) — (1.5,0.5), (b)
Comparacao das cnerglas adiabaticas 1, para diferentes regiines do NEL-
SON. A cvrva com amplitude maior de oseilacao foi calculada com energia
total £ = 0,08, que deixa o NELSON num reghine misto. Nesta, o ntimere de
condicdes nicials ¢ 21600 A outra curva ¢ a mesima energia adiabatica, £,

da figura 2.2, Na abscissa de (), T denota win periodo.
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Figura 2.4 (a) A projecao do movimento médio ne plano de lTase das coor-
denadas do sistema de interesse para cnergia total 1) — 038, Sao duas as
condicoes iniciais (2o, pog) = (F1.5,0.5). (b) A energia adiabatica do sistema
lento £, como lincio do tempo. Note-se goae a amplitnde das oscilagoes ¢
bem maior do que o potencial de Born-Oppenlicimer. O ntmero de pontos no
gricl para anbas as curvas ¢ 37240 Na absaissa de (B), 7 denota min periodo.
ponto {ixo na origent se tornoy com o acoplamento.

lstes resnltados o podem ser explicados através da aproximacao adia
batica sozinha, por cansa das oseilacoes de [ no caso cactico. Aparcn-
temente, o fato de o volome da saperficie de energta ser constante nie ¢
suficiente parva que as imdédias das variaveis de interesse, (2) e (p.), obedegam
nma cquacao hasicamente dissipativa.

[aginar que ha nm outro potencial atuando, além de ”92(;32, COMO 5u
gerer as oscilacoos quase periddicas de I, ¢ naverdade inimtil] pols vemos
na fignra 2.1(a) que o comportamento desta energla depende do momenta
imcial, A amplitude das oscilacoes evideneiam tambénm que nao se poderia
explica-las com o termo de memdria oferecido por Jarzynsks [15], pois clas
140 840 unia corregdo ao termo de Born-Oppenheimer.

Da figura 2.6, concloimos que a unicidade de solugdes é aproximadamente

valida para as médias ((z), (p,}). Portauto, os graficos de £, como [ungio
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Fignra 2.5: Mesmo que a ligura anterior (2.4), salvo que as condicoes iniciais

sa0 (&0, Pag) = (L L5, —0.0),

10 e -
e ———
L= -1

P, .0 =

-5 -

-.r
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Figura 2.6: Tomaundo as condigdes iniciais como (zy, p.,) = (1.5, 0.5), ve-
rificaimos que em boa aproxiimagao vale a uncidade de solugdes para o mo-
vimento meédio. A linlia continua € a projecao do movimento édio com a

condigao inicial (zp, pso) = (1,5, —0.5).
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do tempo apresentanm apenas nma delisagem temporal, como ilnstran as

fguras 2 1{D) ¢ 2.5(h).

2.2 Teoria: o reservatorio caotico como um

banho de osciladores

Na mtrodugao e no primeiro capihado, chanmmos a alengao para o falo
de dispormnos de duas formualacoes com semelliantes conclusdes. Se se acopla
unt sistema de imteresse a e reservatlorio, constituida de anr conjnnto de
osciladores 1] on tido como um sistema cadtico |2, 3], observa se o ko da
energia para o reservatorio vinda do sistema de interesse, Mostramos também
gie as principais hipoteses de um e outro tratamentos podem ser extbraddas
ido problema do Movimento Browniano [6]. Buscar ima cquivaloneia entre os
dois formalisnos nao ¢ portanto e linha equivocada por prineipio, apesar
de nao ser imediata,

O ponto de partida desta analise Toi aalivmativa de [21] de gque dado nm

sistema de equagoes de Hamilton, e geral nao linear,

) iy

(l -_ _.;__.__
i

) iy

P= il

podenmos lineariza-lo estndandao a evolugio temporal de variavers dinamicas
do sistema Hamiltomano, Nas equacoes acima, Hy denoia a Hamiltonlana
do reservaidrio com poucos graus de liberdade, que pode ser cadtico, nisto
ou integravel. Dada nma vartavel dinaanica f{g, p), sua evolucao tempaoral

esta dada pela equacao

Vel (qe,po) = f (alt), p(l)

sendo U/, ¢ o operador de evolugao do sistema Hamiltomano e (q(f), p(t))
o ponto no cspa¢o de lases obtido a partiv da evolugao de (g, po) por um

lempao L.
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O operador de evolugao classico, U tem relacao com o operador de 1i-

ouville, £ definido pela relagio

£f -1 Hj

em que [,] denota o colchete de Poisson. Mosira-se gne, se as equacoes de
Hamilton possnein soluehes que podent ser estendidas ao infinito no tenipo
[22], sohigoes globais, eotdo I, ¢ mtirio ¢ —4£ ¢ auto-adjunto. No capitnlo
1, estudamos esta questao com mais prolundidade. Fi particalar, estamos
evitando o problema da delinicao de am prodoto interno nesta altura, que
seria necessario para {alarimos de operador anto-adjunto ou untario.
Superficialinente, as proposigoes dos dols pardgrafos acima sao saficiontes
para concluir se que existe uma base de hinedes, entree as vartavels dindmicas,

que a0 attolnngoes do operador de Lionville, isto ¢, para as quals
il = A (2.16)

P - . ' Lo .
mna vez que —iL£ ¢ anto-adjunto. IS como L = =5, IO A5 CQURgOes

o
+ 0 . . —_
h]-/ - ‘,l__\”lr‘_ﬁ” (.3 i )

para s lungoes de base,

(oo mostraremos nos capitnlo 3 e 40 este G resulado bastante geral,
independendo de estarmos tratando o NELSON, que poderia ser substituido
por nm sistema Hamiltoniano cojas equacoes de [amillon tenham solugoes
elobats para qualquer condicao ineial. Por sto, 50 voltaremos a considerar
a Hamitloniana do potencial NELSON. /5, quando formos aplicar esta teoria
aos restltados nomcricos,

Clonsideremos agora o, como as funcoes de base do operador de Liouville
associada a Hannlloniana do reservatorio. Podemos separar as partes real e

imaginaria de g, escrevendo pg = ng 40 vp e oblendo

(E'U.k

dt S
du,.

Uk oy
ot g
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Pava determimar Hye e termos de w, oo, usamos s relacoes

|_‘N1, ”,‘(] — -—a\(r‘; " [f'h ”;\'] — .\ﬂtg .

Portanto podemos escrover e na lforma

N
ol beg)
;.' [

Sf‘]l(]()

yihiq,p)
a Hamiltoniana de interagao, podemos expressar o oem termos das uncoes
i) ¢ g, pois o conjunto feg ok = 1020 8w base ortonormal para as

vartavers dinamieast Assim

hic, p) z( e = Y A By

A.

em que Ao By sao reais. Observesse gque o conjunto {ag, g b= 120000
¢ Lanhémn uma base ortonormal das variavels dinamicas do reservalério.
Obtemaos assim ma fungao bamiltoniana assoctada ao conjunto de equa

(;f){’.‘-‘. El.('()])l'rllli:!ﬁ (li'l.‘(ld"i‘ |)U1‘

H — L {1f + 0f) | L( At + Brog)s + .
k

cujas “equacoes de Tamilton™ sao o sistema gnase-linear abaixo

'HT;‘: = )\k't?)\: — % HA, [_'.' I?“;)
Vi - Aptig + ALz (219
RS (2.20))
A, o
peo= A7 = v =Y U | By (2.21)
A.

'Esta expansio vale sobre wma superficie de energia fixa, mas arbitraria. Fsta ob-
servagao se fay necessiria tondo cm vista que, por exemplo, a variavel dinamica o who ¢

‘quadeada integravel’ @ priorg & como se expressissemos (X — x),



Aplicando a translormada de Laplace as das primeiras cqnagoes, ohtenios

(5B + Apdg)als)

welh) a0y cos Al — vl sen Al 2L '( SN

() = o(0)cos Apt 4 g (0)sen At — L7 ((-/\k il :IM"\‘:"):}(‘%))
$4 1 AL

e que £7) denota adransforimada de Laplace aversa e 2(4) ¢atranslormada
de Laplace dez(t),
A aquagao de Newton para o sistema lento se torna

ME 4 Az 4452 = ---7{2.-i,\(ml))m Al — () sen Aoty +
A.

+ Z e (op {0 cos Al 4 1, (0) sen ,\A.!,)}
A

+'7'3¥(Af ) AL (T(I)\L) (2

As duas primmeiras somas do lado diveito podem ser agripadas o eseritas

ey Lermmaos da H()]ll({irl.{fl (II\HEI('U[)]M]H SHUN! h(.‘]:

atte (8 = (D) cos Al 0p(0) sen Mgt
S0 e () cos Al 1w (0) sen Ayl

Temos portatito

"_F}/Z(/lk ii”k(!) + 'h,ll. tf“.’\‘(,}) = ﬁfhff(‘f) 1

e gue iy ¢ obtida a partie da solucio particular das equacdes de TTamilton
do reservatorio desacoplado, que pode ser vista como wina forca lntuante
abiando sobre o sistema lento.

A média desta forca Hutuante no ensemble microcandnico pode resultar,

conforme o caso, numa forca de Born-Oppenheimer, em vez de se anular.

33



Obtemaos isto expandindo pannma série de potencias da constante de acopla-
mento oy
ald -y — 1) Aol - Hy = 1)

pEs e —yhiqg, pl ; ) (
M) L)

2.23)

e gue eserevermnos Y= S{y) para explicitar sua dependéncia com a cons
tante de acoplamento.

Os dots primeiros termos a0 sulicientes, nos casos estadados, para obter
a forca adiabdtica até segunda ovdem ey 500 De fato, aqui surge a neces
sidacle de o acoplamento ser perbirbativo, semelbantemente ao tratamento
de Caldeira- Leggett, quando se considera a perturbacio que cada oscilador
do havho sente jndividanalmente. No entanto, campre lembrear gue este -
mite nao ¢ sequer nencionado no tratamento de Beery-Robbins, Adiante

aplicarcimos esta expansao para calenlarinios
(e, pl)
para o potencial NELSON emr que o variavel dinamica do acoplamento ¢
hig,p)= .
2.2.1 O termo dc¢ memdaria e dissipagao

Para analisarnios a média do altimo termo da eq.(2.22), vinnos deliniv a

[ungao de atocorrelacao da variavel dinamica acoplada:

Clry= (gl 4+ 7 (D) (2.21)
¢ a suseeptibilidade dindunica retardada, no limite eldssico 23]
V(b ) = = (a0 Bl ))Y00 = 1Y (2.25)
em que [, . denota o paréntesis de Poisson:
, if da df g o
fogle = 3 o — (2.26)

— \ O dug  dhuy Doy,
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Veremos agora que o i da eq (2.22) pode ser eserito em termos
da soma da fransformada de Fowrwr do funcao de ooulocoreelagan com a
parte wmagindria da transformada do Powrier da suseeptibilidade dinamica
relavdada,

Usando as expansdes?

her)y = Z wp (Apeos A 4+ Brsew M)+ o (= Agsen Ar | 13 cos \yT)
i

hy(0) = x Apug + Beug,
k

obtenios
C{r) = (g (0))
= 2:(7 (f\,‘ vos AT + Al HU])\AT)
L

-|—u (H} cos A1 — ALy sen ~'\A;T)>

= Z { h’ Jeos AT, {

k

Lo
[~
-1

Na scgnnda igualdade, usamos a ortogonalidade entre vy, o wg, bhem como
(?]'lt‘l‘(‘. 4 1] [)«'—‘i‘l‘[‘H ‘“i, T"[ L “.!‘1 r !, Ilr”:l .’ / ’l' (i 1(‘[(("”;] ]L'lh'l]fldfl(‘ RATEICM o
normalizacao de uy o oy

Por outro lado, N({), para = 0, ¢ dado por

\(,) (U"rf( ) hrl’(“)])

- —L —Apsen At + Docos MO Ay (Agcos Agl b Besen Ay,

= Z(/\ﬂ + B3y sen At (228

L

Sejaa densidade espectral [24)

S(w) = /U T coswrC{r)dr (2.29)

Com uma dedugio simples, podemos mostrar que basta tomar £ = 0 na definican de

(1), como tamhém # = (0 na definigho de X.



.I‘.U””I.”(l‘.'? H I-l‘ill]HI‘(H'“|i|(lf'|. (!(' l“l)l]l'il‘l' OSSN (i(] ill]l-()l:'l;Jl'l'('li]l._"il'll:ll lll)l(‘]]l()H
| . o
Slwr) - L(.*\L + 1) / conwT cos A\ T odr
- Ja

[.\__l‘.:i)__

S AL+ B o(w = A+ 8w+ M) (2.30)
%

Ja a parte imaginaria da transformada de Fourier da suseeptibilidade &

l.’l."l(]i] |)()]"

Vw) = SO(AE 4 B / SO WT sen AT dT
[ Su
T~ g 2 : o
— L, 2L B (M = ) = blw+ M) {2.41)
=k
fslo posto, podemos eserever o altime termo da eq.(2.22) como
b y b (#)
":,"3 L ."\k( (4}: + Iff)l... ! —_'z—"”"‘"-.)- -
X 5 A
. / S = Al A 4 BEL BELLIN P
T ' S Wt
a2 i
1 [ (S{w) 4 V(w)) / anwl(t )= (2.32)
T Jo Ju

[ste termo encarna o paralelo Tormal comn o tratinento de Caldeira-
Leggett para a dissipacao, Notamos cotretanto que, enguanto la ha oma
escollia para a densidade espeetral total, aqui ela esta definida pela duunica
cantica do rescrvalorio. S{w) ¢ uma funcao par ¢ V{w) ¢ impar, como
podemos ver das equagoes {2.30) ¢ (2.31). Fodavia, a snsceptibilidade Y'(w)
fapnal a denstdade espectral S(w) para w = 0 e, para w < 0, vale  S(w).

O termo ce comparacao mais ajnstado comn o formalisimo do bavho de
osciladores ¢ V(W) da susceplibilidade generabizada do reservaldrio, mas
cotmo estaremos interessados apenas na parte positiva do espectro, podemaos
usar como densidade espectral total 25(w).

Provamos no proximo capitule gque S(w) nao se anula para frequencias

baixas, em qualquer sistema cadlico, por causa das orhitas periadicas de
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periodo longo. Fsta componente gera um termo de memaria. A dependencia
estritamente lnear da fuocao espectral total com w esta inthmamente relaci-
onada com a dissipacao linear [25],

Apesar de serwma lungio fmpar, vemos que A7 é descontinua na origem:

Slw) w0
Viw) = 4 0 woU0 . (2.33)
Sw) w0

Portanto nao podemos aproxima-la por mina funcao hinear proxime a origent,
nem no limite adiabatico.

Vale insistic gne a densidade espectral (otal que aparcee aqui & igual a
duas vezes a transformada de Founer da antocoreelacao da variavel dinamica
usacda para intermediar o acoplamento, on duas veses a parte imaginaria da
iransformada de Fourier da susceptibilidade dinamica retardada do reser-
valdrio, para freqiiénceias positivas. Tusistimos porgue estaailtima ¢ a den-
sidade espectral que aparece no fratamento de Cakdeira-Lepggett. Por isto
podemos dizer que o paralelo formal ¢ exato.

Olnemos por lim que os elettos medios do acoplamento a am sistenia
rapido sobre o sistema de interesse sao dades pela cquacao:

- ‘ o .
M=y b MYy VAR 4 () = Fl(z), (2.81)
iz
em ne Flz) ¢ dado por (2.32). Salientamos que nao precisamos nos restringic
a0 caso em que o sistema rapido ¢ cadtico para aplicar a eq.(2.84). Ela ¢
valida sempre que as equacoes de Hanilton do subsistema cadlico tiveren
solucoes globats para qualquer condicio inicial.

Como em geral nao se conhece adensidade espectral S{w) analiticamente,
fazemos wina mdédia microcandnica nunérica para obter (7))  vejaeq.(2.24)
- &, depots de wima aproximar o resultado por uma expressao analitica, calcu-
lamos a transformada S{w). J& X"(w) nao pode ser obtida dirctamente pelo

calculo numeérico. lemos de caleular a Lransflormada de Hilbert, no dominio
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do tempo, de (1), ¢ entao tomarwes o parte tmaginacia da transformada

de Fourier do resnlado, como muostramos i SO

l s () ‘ o | 08 Al
o & / —ndt! = S+ BEP / T
Fis A = |H - ft XA:( A + A ) ;‘T[ oy [" - { ‘
= S AAL+ Biyseu dd o= (1) (2.33)
A.

Apesar de que nao vanmos precisar de N(@) para analisarmos nossos resul
tados, tendo e vista aosna igualdade com S{w) nas freqiicneias positivas,
consideramos inportante colocar a sna refagao analitica com S(w), inclusive
para que se¢ benha wn mctodo para averiguar a sua descontinuidade, depois

de efetnada a soma e & (vejaapéndice ),

2.3 Aplicando ao potencial NELSON

Aunalisando o termo da média da lorca (Mitnante] cq (2.23), (emos gne o

primeiro termo de
{ry — [;‘) aode dy dp, dp,

se annla porgue o poleneial NELSON ¢ pav em o Ja o segundo termo resialia

011l
1 |
() = = o) / pd (1) — 1 — Ho )tz da dy dp, dp,
- \‘(IU)‘J(')“ / ol In )z de dy dp. dp,
AN
= 276 Ly
i)

A (2.36)

Usamos, na dltima ignaldade, a expressao de ¥ = d 4

._ o (2], A p e
) PRI 1z H -— jijd - - Z = . 2‘37
B(y) = 2m \/” [ f 2 2M + 2u ( )
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Logo,
L
ity = 122 (2.38)
#t
O proximo termo gque contribui para a for¢a é proporcional a " ¢ podemos
negligencia-lo uma vez que o acoplatento é pertnrbative.
Qnando estamos numa regiao regular, S, (w) 4+ X (w) tem um grande pico
e torno da freqiéncia da orbita periddica horizontal?, digamos v, indo a
zevo vapidamente fora dali. Como =(f) tem um perfodo muile maior que

27 [y, a convolugcio
g
/ senw (0 )z(0) dY
Jo
e negligenciavel. () efeito mais ilmportante do acoplamento neste caso ¢ a
forga de Born-Oppenheimer, e portanto a aproximagio adiabatica & salis
fatoria. Podemos também enxergar na convolugio produlos internos entre
senos @ cossenos come z(L), que serao signilicativos para o movimento lento
s¢ a densidade espectral on sua derivada nao forem mimito pequenas para
freqgiiéneias baixas.
Mostramos na ligura 2.7 a autocorrelagio (7.(7) do movimento cadtico
nao-perturbado, calculada nomericamente para energia total £ = 038, {ila

pode ser muito bem aproximada pela expressio

e M eom wy i (2.39)
com g — L83, o = 408 x 1077 ¢ wy — 01958, Usando esta expressao,
obtemos para S, (w) + X7(w) (veja apéndice (1)

. ‘ N | l
28, (w) = 200 ———
() " (wwy)?+ o (w0 -wy)? + o?

(2.10)

Como Ja observamios, a densidade espectral obtida a partiv de fungoes de an-

tocorrelacio de variavels dindmicas em sistemas Hamillonianos conservativos

4A drbita horizental é a drbita periddica do potencial NELSON que mais se aproxumna de
wina oscilagho na diregio z, como s¢ o NELSON fora um oscilador bidimensional: Viz, y) =
y® + pz? /2.
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Fignra 2.7 A Tungao de antocorrelacao como funcio do tempo, O tempo de

. - v -} . . .
correlagao ¢ aproximadamente = = 15, corroborando a rapidez do NEESON
comparado ao grau z, cujo periodo de referéneia ¢ 0 = 11760 Niaoera de

pontos no grid: 923928

e par. lsta propriedade nao ¢ mers conseqicneia da delinicao (2,29, ¢ sim
do fato de que (7 (7) — (L {=r). Portanto, sna derivada na origen, w - 0,
sempre se anula, [sto se contrapoc a wma tentativa de aproximacao linear
para N, (w} e tambdm de VY (w).

Outra conseqiteneia da paridacde de S (w) ¢ o fado deoaintegral restante
e e (2.32) nao poder ser resolvida e toroa Techiadas A allernativa & trae
balliarmos nnmericamente com a equagao (2,31}, observando gue o Lermo
ciibico em z, presente para 3 udo-nulo, nao ¢ originado da derivada de am
potencial para o wovimento médio. Para que assim o fosse, deveria compa-
rever cotno 43 ¢ nao como 132,

Fste tero conténomn potencial dependente do Lempo para o movimento

medio que & a cansa das flolnacoes de B0 A diferenca

Dz, ) = 43 ((:3’»> - (':_>Zi)

na forca dependente do tempo, Para d — 0] ela se anula, mas sen madnlo
cresee no tempo. i [26], temos om o exemplo para o caso e que 3 = 0,
ou seja, este potencial dependente do tempo nao comparece, Na fAgura 2.8,

mostramoes o comportamento de ® com respeito ao tempo para as condigoes
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Fignea 2.8: A forga ©(4, 20, p2py) obtida numericamente. Como na figura

24T = 1176 ¢ as condigoes inicials sa0 (2o, p0,) = (L5, 0.5) & esquerda e
(Zonpap) = (1.3, 0.5) a direita.

imiciais da figura 2.4, Nos casos estudados, o eleito desta forca @ & muito
maior gue os do fluncional F{z).

Para estas, caleulamos e cada instante de tempo a torca aciima ¢ snbs
titimos na equacio (2.341). O termo Fz) tambem pode ser calenlado para
cada mstante de tempo de forma tterativa, mas podenia ter sido desprezado
frente a @ Assim obtivemaos os resnltados mostracdos na ligura 2.9 (3 acerto
do modelo unidimensional assim obtido & espantoso!

S(f 4]

tratanento é compreensivo como alinmamaos, ¢ deve se anular on ser negli

Camo Hea a [';"n‘t;.‘r‘l. ¢ [Fara O casaoenr o gque o NRLSON é l'('glil.‘-u"j’

genciavel frente a forga advinda do potencial adiabatico “f:“z Na ligira 2.0
mostramos os graficos que respondem a esta quesiao conlirmando o sucesso
tdo tratamento, Vale salientar que os primcipais motivos para 4 nao ser re
levante nas regioes onde o NELSON ¢ integravel sao primeiramente o fato de
os Linpulsos v serem menores, na proporgaa da diminuicao da energia total,
qie limita ooy ¢ om o segundo Tugar a periodicidade rapida de z(L), pols nio
ha arbitas peridgdicas de periodo grande no NELSON regnlar (veja também
apendice C).

() fato de que z(f), quando o NELSON é regular, ser mais rdpido pode sor

conlerido calculando a autocorrelagao para esta energia. Devemos ressallar
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Figura 2.9 A esquerda mostramos superpostos os resultados nméricos
para as Lrajetorias médias segundo a eq (2031), Iinha continua, ¢ segnnedo
a evolncao do ensemble de condiedes niciais, com circulos pegneninos, A
direita mostramos os graficos da energia adiabatica correspondentes as tra-
jetorias ao sen lado, sepnimdo o mesma simbologia. Ohservacio: para ob.
termos a linha pontilhada, selecionamos wm quinto dos pontos da conjpunta

mostracdo na figura 2000 Fsbes pontos estiao ygnalmente espacados no temnpo.
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Figura 2.10: Comparagiao entre as lor¢as & para energia total £ = 0.04
i = 0,38, mesmas condicoes imiciais, zg = E5 e py, = 0.5, A direita temos a

for¢a @ para 5 — 0.04 sozinha, maostrando com clareza sua amplitude.

que o movimento nio & ergddico neste caso. A definicao nsnal de autocor-
relacao ¢ dada pela média no temnpo
(7)== lun / (L4 1)l
e 1
Nu caso ergddico esta media no tempo ¢ gnal a média espacial dada pela
tmédia imicrocanénica:

(1) = (elO)e(T)), (2.11)
que & o que de Tato aparece para no mocional F(z), independentemente do
reglme ser cadtico on regular,

Portanto, também nos casos integravel o regular a tantocorrelacao’ dada
na eq.(2.41) serve hoanalise, apesar de a cquivaltnca das medias so valer no
caso ergddico. A diferenca entre a antocorrelacao, definida como média no
tempo, em relacao a lungao dada em (2.01), no caso integravel, ¢ originada
no fato de que qualquer o{1) se restringe a um toro, nao podendo visitar toda
a superlicie de energia. A média microcandnica & sobre toda a superfice de
CHCrEia.

A figura acima mostra a autocorrelagao da varidvel dindmica ¢ para o
NELSON regular, A diferenca marcante em relagao ao caso cadlico é a pre-

senca de uma cauda oscilante e do batimento, Indicam que uina aproximacio

43



L)

0N

Sy 0o

R S ——— et
]

. e —
P00 0O 4000 0 B0 O

Figura 2110 Aumtocorrelagao da variavel @ para o NELSON repnlar; cnergla

total £/ = 0.01, Nimero de poutos no grid: 30276,

paria € (7) deve conter mmn termo tipo senw 7 além do decalmento expoaen-

cial do caso cadtico, vela e (2.49). Assii podemos aproximar

- 2 :
(7)) = a%c oo | esonwr + dsenw,r 7 = (.

Como Ja antecipaimos, se @ e wy sao mtilo maiores que a fregiténeia tipica do
sistena lento, podemos desprezar o efeitoda canda oscilante naeq.(2.31). Os
parimnetros que fitam a cnrva da antocorrela¢ao na regrao regular, mostreada
na lpnra 2001 sdo a2 = 02200, a o0 00120, wy -~ 022300, ¢ — G.0185,
d = =0.0264, wy; — 02815 e wy — 03080, Ocorre que todas as Treginéneias
sao mnito grandes, nao havendo motivo para preteriv o8 Lermos emn seno em
favor da exponencial decreseente,

Ainda assihing, as carvas ({23, {p)) ¢ FL, x Cmostran novamente que temos
um hom acordo enlre a cquacao dissipativa e a média nunerocandnica, mesino

(l(‘..‘\-&l)l'("f’.i‘ll](ll.‘l O Lermos H('“Ui(lil.iH.

A4
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Figura 2.12: Analogo a lgura 2% A energia total £ = 0,01 coloca o NELSON

num regitne regular.
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2.4 A aproximac¢ao Markoffiana

sta & wma breve secho gne lornece lundamentos para wina aproximacio
Markofiana para a equacao (2.31) se o sistema de interesse & lento,  Na
verdade, mostramos que pademos negligenciar apenas parte dos efvitos de
memaoria na e (2.34). No que se chama aprozinagdo Markofiana, ndo ha
efeitos de memoriat.
O termo que envolve a densidade espectral do sistema cadtico & dado por,

veja e (2032

[
o]

D d p -
Flz)— - I / ,“v'{m)/ senwl( - ()t dw {
1) A1)

patra o polencial NELSON. Fsta analise pode ser facilmente estendida para o
acoplamento com nn sistema cadlico qualguer,

() objetivo ¢ simpliicar a integral em w evitando gue ela seja calenlada
ninmericamente, Pari isto, teremos de ntrodnzir wm pavametro by, que sera
o analogo a constante dissipativa fenomendlogica no modelo do banho de
vsciladores.

Antes de tndo, supomos que o gran 2 6 de fato lento comparado ao sistena
caolico. Uima ver que a hipdtese adiabatica ¢ salisfeita, podemos nmaginar

que o tnbegral emow va ate wn limite Gnito, digamos £, acima do qual os

e late, Stratonevich [M] deline i processo Markolliano como uim peocesse scr
foleita retardida™, afteeeffect. BEmositnholos, sendo E(0) wn processo estocislicn, o
E(1p) - &0E) win conpunda de valores cin tnslantes conseeiutivos b o= s = oo o,
entio a probabilidade condicional
el Elt)

wlettlew), &l = T

nde depende de £(4;), para = 2, ou seja
wlE(ENE(Le), - € ()] = pl€(E1),€(L2)) ,n = 2

Para win processo em que a variavel tempoe & conlinua, isto equivale a umn processo sem

mMeinoid.
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Fignra 2,130 A densidade espectral, transformada de Fourier da funcao de

antocorrelagao dada na figara 2.7, O mwdximo ocorre em w = 0195,

eleitos sobre a dinamica de z sdo despresiveis. Repare que isto tem funda-
mento na medida em que comparcee e FLz) a convolucao de ={8) com wma
hincao seno, gue oscila muito rapidamente para w 2 (0,
Fserevendo a expansao de S(w) e torno da origem, Lemos
. o (/',L“(U.J)
Slwy = S(0) +w——>"

il
Aliada & expansio actina, viomos fazer wima aproximacao para a5, esquema
tizada na figura 214,
O primeiro termo da expansao gera min efeito de memoria na dinamica

do sistenna lento:

< L (Yl {(2.13)

DAES0Y gt eos Q00— 1)
el

m

onfE (=1’ : .
emn que o lermo 5° ’-;(-r-,—lr:(!.’) pode ser desprezado com base na aproximacao

adiabadica longe de £ — 11 20, vela fignra 2,11

O que chamamos de aproximagio Markofliana aqui ¢, na verdade, consi
devar que todo o efeilo de memaria seja proporcional a S(0), Observando um
gralico tipico da densidade espectral, dado pelo potencial NELSON a energla
E = 0.38 (veja figura 2.13), podemos aproximd lo por irés retas. Tornando

xo dF = : . A
enlan _d('uﬂ como urma fungao descontinua e constante por pedagos, temos

17
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Figura 2,14 Uima aproximagio para a densidade espeetral. As descontinm
dades da derivada ocorrem emw = ¢ w = wy 0w —wy O nesta orden, 1y
¢ a inclinagao do segiiento em 5 & creseenle, enguanto iy & ammelinacio do

H(‘J_’.HI.(‘[]“() (l(f(‘.'l'(‘H("("H‘(f"
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(vejn hipura 2.4 1)

s dS{w) d senw (b
[T et o g

fd senwy(t - ) - senw(E— 1)
-
L(H =1

(2.44)

8¢ wy ¢ wy sao muite inaiores qie as freqiicncias Lipicas do sistema lento,

podemos desprezar o eleito do segundo termo, restando apenas
; !
—mmwd(l- 1"},

pots a aproximacao adiabitica w; — oo ja (ol assumida.
Para Lestes noméricos, oy esté lmitado ao maior valor positivo que a
derivada de S(w) assume. BEm oresumo, o efeito do fnncional F opode ser

eserilo coto

S = T (215
|

iy y L=

¢l Gpie € @ um parametro para evitar gne a integral no tempo divirja.
Nesta aproximacao, cheganios o mats proximo possivel da equagao de
Langevin para o sistema lento, wina ver que S(0) # 0 implica na existéncia

de urn Lterma de memaria,

2.5 Estudo da equacgao dissipativa - reser-

vatorios de bilhares

A equacao unidimensional

v

M=)+ Me) 4 48 1 {7

contént toda a informagao, alé Lerceira ordem na constanle de acoplameuto,
sobre o movimento do subsistema lento. Nesta secgao, procuramos manipular

o cfeilo sobre o sistema lento do acoplamento com o sistema caotico.
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[Mgura 2.15: Fstadio ou bilhar de Bunimovich,  As dimensoes nsadas nos
programas [oram v — 1,0 — 4385 para o bilbar I, =3, 1 — 1252 para o
bilhar 3, r = 5,0 =5 para o btlhar he v =7, 1 = 0.88 para o bilhar 7. r e/
[oram escolhidos de modo a manter a drea do bilhar praticamienic a mesima

008 (hatro Casos.

Por um lado, Tazer o mesino tipo de problema sabstituindo o NELSON por
um bilhar cadtico, como o estidio, seria um segnndo teste para ateoria. Por
outro, Tmaginamos ser interessante wima comparagao dos efeitos de acoplar
sistemnas cadlicos cm que pudéssenmos variar o seu tempo de corretacio, que
e o que nials nnporta no termo do lado diveito di e, (2.34).

[s1o pode ser [etto com razoavel simphicidade nsando o estadio, famhém
chamado bilhar de Bunimovich (veja ligura 2.15), como sistema cadtico (1)
no artaijo geral

Sy

[“Tzeamos quatro tipos de bilhares distinlos, a partiv de nm estadio com as
segnintes dimensaes: senucireulos de rao v = 5 ¢ quadrado de lado § = 5,
veja fignra. O invariante acdhabitico erpddico no caso de bilhares ¢ a soaarvea.
Mantivernos a area constante variando o ralo e correspondentemente o lado
[ do retangulo.

Os tamanhos L e r estao relacionados pela [ormila da area do bilhar, que

foi mantida praticamente constante;
A=drl+ 77 = 178 (B.fi(i)
Bilhares difcrentes tém ofeitos subsiancialmente dilerentes sobre o subsis-

5l



tema lepto (potencial quartico). vima vez gue o fincional F e suticientemente
diferente para cada bithar, Estes eleitos acompanhaim a nindanca nas anto-

correlagoes da variavel acoplada, que no caso tomamos como a combinacao
wr + by (2.47)

O rf./h = 2/5. lovitarmos usar .o, como no caso do potencial NELSON, por
ser oo eixo de simetria do bilhars Pior ainda sevia usar g, por gue contém
uma familia de drbitas marginal, de estabilidade (b

Portanto, tomaremos a Hamiltoniana total
H=H.+1+1,,
com . como no acoplamento cotm o NELSON ©

i
H,- — f.}:f. -{—E -+ 11\(' )

I, = (m + ('n,')

em que B denota a regiao do bilhar e Vi se anula dentro hilhar sendo infinito
o sen lado de fora,
A densidade capectral que aparece em F{z) nos casos considerados adi
ante ¢ dada por
L

S(w) + V" w) =2 [ eoswr((ar + bylaelr) + by(r)ydr, (248)

Al

b

e que {3 denota amédia no ensemble microcandnico ¢ o Tator 2 {oi incluide
por conta daigualdade S{w) — V"(w).

O que fazemos numericamente ¢ o calenlo da antocorrelacao pela evolugao
desacoplada, As autocorrelacoes , Ci(7), e que £ denota o miamero do bilhar,
sao dadas por

Ca(t) = (e + by )lew () + by (L)) (2.49)

Como usamos sempre a propor¢ao a/b = 2/5, (/;(1) assume a forma
Cilt) = a*{(2Ze + 5y)(2(7) + Sy(1))) -

al



Variamos « cin cada Didhar de modao que a autocorrelacao €(0) seja pra-
tieamente constante. Tem isto o efeito desepado de manmer perturbativo o
acoplamaento, pois a forca vista pelo sistema lento ¢ a(2e 4 5y), ¢ o madnlo
maximo de 2+ Sy varia fortemente do bilhar de raio # = 1 para oy outros
(veja figura 2.105).

O termo de Born Oppenlicimer se annda para este acoplamento, como

podemos ver pelo caleulo do invariante adiabatico

O [OUE = 1 1= 1) d dy dp dp,

Fazemos a mudanca de variavens

M = \/‘j‘_f:l('cm()
My = \/?E;H(’I']”‘

- Teaballiamos com £ = He- HL pavac qualquer 2oy & B Lsta hipdiese nao

¢ nito restritivie porgie vai de encontro cont o fato de 1, ser perturbativo

1

eoque [0 I,

Temuos portanto

TR
0 — '.lrr/ /rh' i
i) gk

= Al = H.) r: /{(u..r b)) de dy
Jr
mas como o segundo Lermoe se anula devido a simetria do nlhar, temos
O 2xA(l - 1) (12.50)
Da invariancia adiabidica de € decorre que
[, = coustante

sern nenhum polencial adiabatico.



2.5.1 Resultados numéricos

Tivemos algnmas dificuldades para a integracao das equagoes de Hanilton
para o billiar, que vamos mencionar hrevemente, Devido ao Talo de o hillhar
sofrer a forea do sistemma lento, as Lrajotorias no plano » — y ndao sao retas,

Apesar de a cnrvatnra ser pequena, pois estamos cont um problema per-
turbativo, a previsio de chogque com as paredes do bithar fica muito pre-
judicada. Principalmente em torno das interseecoes das semiciveanloréneias
cott o8 segimentos de reta, onde temos de definie entre dois tipos de rellexiéo,
trocando o sinal do momento na divecao y on na direcao da normal as semi-
cireunferéncias,

O algoritmo teve de separar dois casos de provavel chogue: aquele e
que o porlo chegava proxite a parede com velocidade normal razodvel ¢ o
segundo, e gue o ponto chegava proximo a parcde com velocidade normnal
baixa, médulo menor que < 2e — 3, qnando poderia ocorrer vina tangéneia.

Passamos b andlise dos resullados numéricos.

Comeo nao ha potencial adiabdtico, o periodo de veferencia do quartico
solte wina dininuicao nos resultados desta secho, apesar de estanmos sempre
com a mestna condicao nictal no plano de fase do sistema lento, O periodo
T, no acoplamento com o NELSON, vale 1176, ¢ agqui 7' — 1096, A energia
2., inicial também muda de 2,87 % 1074 para 3,270 = 1079,

O niamero de condigoes micials varia de wm bilhar para ontro, segnndo o
critério intuido da caoticidade, Na verdade, todos estes bilhares sdo cadlicos,
mas o expoente de Lyapounov mdédio ¢ malor para o bilhar 5. Podemos
tambént encarar o bithar | como gnase retangular, gue ¢ win bilhar integravel.
No outro extretno esta o bhilhar 7, que ¢ quase cirenlar,

A mancira como fazemos o prid de pontos para os bilhares ¢ diferente
daquela com gque parametrizamos a superficic de energla do NELSON. Fs-
palhamos os pontos uniformemente sobre a regiao do bilhar, ne espago de
confliguragao, ¢ usamos wn angulo para pp ¢ p,. Os pontos da borda do

bilhar que tivessem momento apontando para fora eram cortados. Como



consequencia do paragrafo antertor, fizemos o densidade de pontos nos bi
thares 3 ¢ 5 mator gue nos oudros, mitaindo os nimeros de acordo con a
suavidade Jdas I‘I'i‘l‘i(‘l.(})['iflé—i nicdias,

lista gradagio na caoticidade dos bilhares se refllete nos gralicos das an.
tocorretacoes: a raziao pela gual aguelas para os bilhares 3 ¢ 5 sio menos
suaves ¢ a mator caoticidade deles.

Como ja mencionamos, conlorme o bilhar, variamos as constantes ¢ ¢ b

demodo a tanter perturbativo o acoplainento. Usamos os seguintes valores:

Bilhar 1+ o — 1 = [0 h=1 w0

Bilhar 3 o= L0732 = 10 b= 2688 = 107
Bilhar 5 e = 11092 % [0 35 b= 2008 % 1073
Rilhar a — 1O = 10 b= 2636 - 10

=1

Nas proxtmas qualro paginas, mostramaos os gralicos das antocorrelacoes
de ae + by para cada bilhar. Os graficos do movimento médio do gran lento
sob o eleito do acoplamento com o bilhar, comparado ao obtido através
daeq (2231), 840 tambem mostrados, Nestes altimos gradicos, adotamos a
nestua stnbologia da secao 208 a hinlia continua representa a trajeldria ob
tida via cq.(2.31) ¢ a pontilhada representaa trajetora obtida via média

microcandnica.
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Fignra 2.16; Correlagao para o bilhar 1. Nilimera de condicoes iniciais: 16828,
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Fignra 2.17: (a) A projecan do movimento medio no plano de fase das co
ordenadas do sistema lento, (b) £, calcutada en ecada ponto da trajetoria
de (a) em fuucao do tempo, T o= 1096 para § — 4 = 107, 2 — Lh e
pey = 0.5 Na abscissa, T denota v periodo. Acoptamento com o bilhar 1.
A linha eontinna representa a lrajetoria oblida via eq.(2.34) e a pontilhada

represenla a Lrajetoria oblida via modia microcandnica.
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Figura 2 18: Correlagcao para o bilthar 3. Niiimero de condicoes inieiais
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Figara 2.20: Correlacao para o hithar 5. Niimero de condigoes iniciais: 27263,
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[Mgura 2.22: Correlagao para o bilhar 7. Niimero de condicoes iniciais: 171509,
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Figura 2.23: Analogo a hgura (2.17). Acoplamento com o billhar 7.
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Obtemos um comportamento semelliante ¢ todos os casos. O decai
mento exponencial comparece com maior on menor intensidade, P possivel
que ele esteja relacionado com o expoente de Lyapounov miédio do bilhar.

[im comparagao com o NELSON cadtico, temos a presenca de uma cada
oscilaldvia nas autocorrelacoes mesmo no caso do hilliar 5, que assinala
diferenca marcante. Mas nao temos batimentos como no caso do NELSON

regilar, Isto indica que a expressao mais adeguada para a antocorrelacio ¢
o ¢ M coswol 4 esenw, i . (2.h2)

Iista cauda oscilante tem origem na familia de érbitas verticais. I interes-
sante verificarmos csta alirmacao numericatente para fazermos uma conexao
com a cd.(3.09) do proximo capitulo ou eg.(39) de [27].

Caleulando as transformadas de Fourier cosseno de cada uma das aila
correlacoes, verilicamos que as freqiiéncias estao relacionadas com os periodos
de certas orbitas periddicas, como a vertical ¢ a losangular (que tem vértices
e (e, 0) € (0, Tnas) ). Mostramos nos graficos correspotdentos como
esta refagao se da, Ressaltamos que a orbita vertical nao aparece na autocor-
rebacao do bilhar | o mals comprido, ¢ quase nio se vé no bilhar 3, porque a
anplitude da antocorrelacao da vartavel g ¢ proporcionalmente muito menor
nestes casos. 19 por isto que nao vemos nas transformadas para os hilliares 3
o N algnima freqiiencia mais proxima daquela da orbita vertical.

Nao lizemos nso de mma aproximagao da autocorrelacao pela formmla
{2.92) nos caleulos via cquacao dissipativa (2.31), isto ¢, para a obtengao
dos dados em cada par de gralicos @ po oo B s b0 Potretanto, como ja
alirmanios anteriormente, na secio 2.3 ¢ e {26], quando analisavamos o caso
do acoplamento ao NFELSON itegravel, um colmportancnto oscilatorio puro
na avtocorrclacao pode simplesmente nao ter efeito no movimento medio
((z),{p.)). Se a lreqiéncia de oscilagao wy ¢ grande, significa que enquanto
{(z) variou de ordem 1, senwt tera oscilado muitas vezes.

Iiste aspecto ¢ misito interessante de se comparar entre os bilhares 3 (e/ou

5) ¢ o bilhar |. Note gue o bilhar 1 é muito mais lento que os outros, Na
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Fignra 2.240 As transformadas de Fourier cosseno calenladas nomericamente

a partit dos dados dos prahicos das correlacoes. A abscissa ¢ a [regliéneia ¢

a ordenada

abaixo a esquerda, hithar |

¢ 5wl Aeima i esquerda, bilbar 15 aciina & diveita, billiar 3;

0

abalxo a diretta, billiar 7,

T — BFT/L,;)“,,“, om

GUE Wiy © & Treqiicneia onde ocorre o pico de S (w). T4 denota o perodo da

orbita losangular ¢ Ty o periodo da orbita vertical.
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verdade, nao constatamos a necessalade da hipdtese adiahiatten, isto 6, o
sithsisterna caotico ser rapido, para oblermos am comportamento dissipalivo
para ({z),{p:)), tendo em vista os dados obtidos com o bilhar 1. Basta
comparar a {reqiiéncia de pico da densidade espectral do bilhar w = 0.029
coin o periodo do quartico ' = 1096, que da nima reqiiéneia 5.7 = 1074 Sao
valores ja muito proximos.

[sto nos sugere un altuno Leste nmeénco, mas de bastante importancia.
Diminuido a energia total, as autocorrelacoes sao esticadas no tempo. Os
bilhares ficam ainda mais lentos, na proporcao da raiz da razio de energias.
A nova energia ¢ escollnda para que o bilthar 5 wenba sea periodo prineipal
aproximadamente igual ao do subsistema de interesse. Neste tambem an-
mentamos a constante F para diminuie sen periodo. Para que tudo possa
ser feito s afetar (muito) a condicao de perturbagio, precisamos nndar
tarnbér a condigao imacial para zp — 0.0 ¢ py — 0.5, além de mndar a massa
M, de 100 para 1.

Fy resumo, a energia tolal ¢ tomada como I = 192 = 107 1/25 da
energia antorior (018 3 = 0,102, 256 veres o J anterior. Com estes dados; o
periodo de releréncia do quartico &1 — 2147 ¢ o pico da densidade espectral do
bilhar 5 @ levado para o equivalente a i periodo 7, — 200, As constantes
de acoplamento também foram diminuidas para mantermos a condigao de
perturhacao: ¢ = 2.0 % 107 e h= 6.0 x 1077,

A figura 225 mostra que o efeito de decrésaimo da energia media do

sistema de interesse perianece,

2.6 Conclusoes parciais

Neste capitnlo, estudamos o acoplamento de um sistema de interesse a

ur reservatorno caotico. Obtivenos gue o eleito madio deste acoplamento é
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Figura .25 A esquerda, a projecao do movimento madio no plano de Tase

das coordenadas do sistema de interesse para energia total 7 — 0.0192,
com condicao inicial (zo, p-) — (0.0,0.5) A direita, a cucrgia do sistema

de interesse fd,, como fangao do tempo. O wdmero de pontos no grid ¢
27265, Outras constantes loram significativaimente alleradas apenas para
este gralicor Moo= 10, 4 = 0,0021, « = 2.4 % 10 * e b= 6.0 = 107 Com
estes parainetros, os periodos desacoplados sao mutto proximos 1.2 247 ¢
T — 250, em que Ty, — 2rfwy 0wy & a freqgiéneia de pico (prevista) da

densidade espectral do bilhar 5 O tempo de propagacgiao ¢ 127



dado na cquacao (2.34)

- Al ayv,
M, (= N (25N op
)+ e { P ()

em que z ¢ a vartavel do sistema de jnteresse, suposto unidimensional, e
V{z) = /\?.: | Az ¢ o potencial gqnartico. Sendo v uma. constante de acopla-
mento, a cq.(2.34) contém toda a informagéio sobre os efeitos do acoplamento
na média do movimento do sistema de interesse até Lerceira ordent em 4.

Vimos (ue a nao-linearidade do sistema lento eria i potencial depen-
dente do tempo. liste polencial surge da diferenga entre as médias (2%} ¢ (),
no caso do potencial quartico estudado, ¢ promove prandes oscilagoes na ener-
gia media do sistema lento, Fsta encrgia, comn on sem efeito adiabatico de
ordern zero (termo de Born-Oppenheimer) de acordo com o sistema cadtico a
que acoplaipos, apresenta tambdén um deeréseimo irreversivel, gue ¢ devido
a0 mesio potencial @ nos casos agqui mostrados. Quando o sistema lento ¢
linear, o terma responsavel pela dissipagao esta no funcional F na eq.(2.34).

O funcional F, veja eq.(2.32), traz a informacio sohre o sistema cadlico,
stta densidade espectral S{w). Na verdade, apenas a densudade espectral da
variavel a que acoplamos o sistema lento é que conta, Podemos aproximar
S(w) por Mingdes lineares por partes, buscando tornar (2.34) mais parecida
com a equagao de Langevin, que nao contempla eleitos de memdria. A pro-
priedade dos sistemas cadticos conservalivos de terem arbitas peridgdicas com
periodo tao grande quanto se queira faz com que S(w) seja nao nula para
w = 0. Isto contrasta com o tralamento de Caldeira ¢ Leggett, gue usam
Wi aproximagao linear para a densidade espectral do reservalorio. Ksta
dilerenca fax com que, 1o acoplamento ao reservatorio cadlico, nio se possa
desprezar de todo us efeitos de meméria, mas sua amplitude ¢ proporcional
a S0,

Para resolvermos o problema do acoplamento, langamos mao de uma
teoria de espagos de Hilbert em Mecanica Classica. Esta teoria sera melhor

detalhada nos capitulos a seguir. Destacamos, como motivagao adicional
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da teorta, o eselarechmento da relagio entre as propricdades da densidade
espectral, COmo os sens maximos, com as fregiicneias das orhitas periodicas

mais pmporlonfes do sistema cadtico,
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Capitulo 3

Formulacao Heuristica dos

espacos de Hilbert

Neste capitulo, mostrainos como a idéia da introducao da medida de
Dirac no espago de fases surgin, Parte de nma analogia com o prineipio da
uniformidade [5] toda o abstracio que redunda na formalizacao da medida

ne espaco de Iilbert de vartavels dinaimicas.

3.1 O operador de lLiouville

(”:(-IIIHi(l(.“['Ei.IH()H uny sislema lIH‘HIiH,[')ll.ii'l.ll() éllll‘(ﬁ)]l(ﬂl“) Carn

=Tt vy, (1.1)

2m
e que V{g) tende ao mfintto quando |¢]  » oo o termwn limitante inferior,
[sto garante que as solucoes das eguacoes de Hanlton sao limitadas no espago
de fases. Pelo teorema 12,5 de [22], a existéocia de i miniimo global inplica
que o potencial V{g) ¢ completo, isto ¢, que as solugoes das equagoes de
Hamilton, para qualquer condigio nicial, podem ser cstendidas ao infinito

no tenpo.



) primeiro passo para introdouzier n nocao de cspaco de Hilbert e mecani-
ca cliassica ¢ movermos nossa atencao para as lgdes delinidas no espaca e
fases a valores complexros, as vavidecis dindamicas, cm vez de so considerarimos

as brajetorvias do Hluxe Hamiltoniano

FE | (R ¢
() —= [y, p) .

Podetnos dotar este espaco de funcoes de wm produto interno, por exemplo

definindo
|

(o) =5 [ S0 I iqplatanm) dg dp (3.2)
AV

e e estamos supondo que a integral do lado direito converge ¢ o lator
de normalizacao X ¢ dado por [ &(F — ) dy dp. Fsta definicao & bastante
conveniente pari o caso e gne a superlficie de energia ¢ limitada e fechadal)
portanio compacta, no espago de Gses. Ontras definicoes sao possiveis, mas
esta ¢ a mals simples considerando e a evolngao de mina varidvel dinamica
qualquer obedece implicitamente a conservacao de energia, sto ¢, ¢ ¢ poem
Ty, p) obedeee as equaches de Tamilon. Por ontro lado, adiantamos gue
esta definicio tera de ser modificada mals tarde. 1la serve como ponto de
partida da discussio damedida o do produto interno adequados para o espago

de ITlbert gue pretendemaos construir.
De fato, podemos tratar apenas de funcoes de snporte compacto?, O,
pois como as superficies de energia f2 = 840 compactas, nao ha perda
de generalidade. A evolucio temporal das vanavels dindmicas ¢ dada pela

relacao abaixo, que define o operador £/,

Uy (f(q,m)) = Fla(t), p8)

"Note que a superficie de coetgin ¢ o dominio dentro dela, incluindo a proprio, sio

sempre lechados, porque sao delinidos a partir de uma cquagao, no caso da superficie, on
mequacia, ho caso do dominio

20 suporte de um fungiao é o fecho do subconjunto do dominio onde ela nao se anula,
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e gque (q{A), p(}) ¢ o ponto da noica trajetara que tem {¢, p) como condicao
inicial.

Uma lorma cqnivalente de se obiter a evolucao de wma variavel dinamica
¢ dada pela equagao diferencial

dq N

em que £ ¢ o operador de Lionville definido pelo paréntesis de Poisson:

. ‘ afan af dl
Ll ==Y g - S
=g dpg o dpg iy,
Uma condicao suficiente para gque £ sejaun gerador de wm grupo unibdrio
@ i pardamelre ¢ que as cquaches de Hamilton tenham solugdes globais, 1sto
é, que o potencial V{g) seja completa, Por outro lado, gualguer potencial que
permite que uma particuta viaje uma distancia infinita num tempo finoto fag
com que as equagoes de Hamilton ndae tenham solucdes globais, A afirmacao

de que U/, ¢ unitario, o teorema de Liouville, ¢ dada pelo segninte

Teorema: St as cquacocs de Hamillon 1ém solucoes globats, enido -iL ¢

um opervador cssencialimente auto-adjunto.

Um operador esserciabmente anto-adjunto possui nma inica extensao aulo-
adjunta,

Como veremos a seguir, para que trabalhemos com as antolun¢oes nao
trivials de 2L, Isto & diferentes da funciao constante, Ltemos que introduzie
um produto interno nao usual, Deixamos os detalhes desta definicao para
wais barde. Salientamos também qie a demonstracao do teorema acima [28]
depende da medida e do produto interno do espaco de Hilbert considerado.

Por estas razoes, este capitulo & heuristico. Um rigor maior serd tomado
no proximo, quando reordenamos matematicamente, até onde soubemos la-
zer, o raciocinio que leva ao espago de Hilbert aqui tomado como ponto de

patiida.
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Portanto, nds vamos assunir que haja antolunedes ¢ abley as snas pro-
priedades. Fstarcmos assin assumindo que o operador —i L deverd Lee uma
base ortonormal infinita cm que ole & divgonal. O fato de win operador ser
auto-adjunto nao nnplica na existéncia de uma base de antolimcoes, por isto

precisamos acrescentar esta hipdtese.

3.2 O problema unidimensional geral

Constderando a Hamiltoniana em (3.1) e uima diimensao, snaintegrali-

lidade permite em principio oblecimos variavels de angnlo, #, ¢ agao, J, em

1

termos das gnais H toma a forma
= H{gY .

A eguagao de antovalores para o operador de Lionville nestas variaveis se

CROTOVE COETNO

HEap altal
aual _anar iy (3.5)
At oo ab il
Como H nao depende de 0, f pode ter qualguer dependeéenca e relagio a |
F(0 )y = gl Nesta separagao de variaveis acaba por ser redundante a
funicao ¢, pois J & uma constanle no tempo o assim o sera gqualguer fungao
de T

Nefinindo a lreqiiencia do movimento no nivel de energia & = () como
W)= = (3.6)
A solucao geral para f se escreve portanto na forina

f() = (*.xp(i;'—)t)}”ﬂ) . (3.7)
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Devermos escolher M) = i), o que leva os aulovalores a mudarem cona
energia. bsta escolha ¢ ustificada considerando a periodicidade no angalo §
que as variavers dinamicas tem, f(04+2m) — {8, Oblemos assim o conjunto

enmeravel de fungoes de base,

Jal0) = e (3.8)

que ¢ exatamente a base das expansoes em séries de Fourier, para cada si-
perlicie de energia.

Clada luncao de base esta definida em toda a superficie de energia £2 =
H{J). Consideremos wima funcao £ gualquer ¢ calenlemos sua evolugao tem-

poral. Fscrevendo F'em termos da base, temos

] () }_4( ’ m(J

Cem que O ( Lz" £ e =8d0, A dependéucia temporal esta implici-

la na vnrlawrl 0. (,nlmlcl(.‘ra.mlo uma trajetorna especifica para ¢, temaos

(1) — Oy + wl )1 |
Portanto
= X (7 (S ettty
[neluindao nos cocheientes ('»',L” a dependencia temporal de £ Lemos
ST et (3.9)

em que (UL = (L )etrett (3.10)

Decompondo os coelicientes €7 da expansao em parte real ¢ nnaginaria
) - k]

oblemos as equagoes

u, =Re 7 v, =Im () (3.11)

i, = —nw(JSo, b, = nw( S, ,
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a-l"n - __)\n“u "'n. —_ ’!"n”‘n - (:;vlﬁ‘))

nabemos gue uma funcao hea conppletamente deternmnada se conhece-
mmos os coeltcientes de sua expansao en série. Portanto, com estes caleulos,
determinamos a evolucao de qualgner variavel dinamica £, bastando para
isto resolver o sistema (3. 12)0 As equacoes (3.12) adimitem uma outra inter-
pretacao, que ¢ a de encarar os coelicientes como detentores de uma dindmica
de e conjunto de osciladores, Introaduzindo a Hamiltomana

Hi{u, v} — Z -Ji'”'('”(u'fl | ed) (3.133)

"

vemos que ela determina a evolucao lemporal de toda variavel dinamica
[ do nosso sistema oviginal. A informacao sobre o sistema original esti
evidenciada no espectro {A, (D} do operador de Liouville.

Yoo O = Iy Oa), e

companios #y em série de Fourier, obtendo uin conjunto de constantes

(”n-{“)! '”u((}))

gque sao as condicdes inicials para a lamillomana H. A solugao do sistema

Fn resumeo, dada mma vartavel dinamica #

{3.12) nos Torneee a evolugio Lemporal de P
Cabe aguium paralelo coma Mecanica Quantica, na qual teimos a equagio

de Schrodinger dependente do tempo

0
th—y = H{
TIRARRLLY
para wima funcao de onda [¢) qualquer. Expandindo [¢0) em termos das

antoluncoes de 11 temos
() = D CulDlén)
H
auer substitunida na equagao de Seloradmger Tornece para ¢,
(T;'rr = “?:Hn/h(’rn

que sao as equagoes de um conjunto de osciladores governando a dindmica

dos cocticientes,

70



3.2.1 O oscilador harmanico e outros exemplos

1 tuaito dificil fazer-se um estudo Ledrico sem nos debrugarmoy sobre o
oscilador harmonico, Faste problema é como nm “porto seguro” onde nossa
intuicio, se falhar, certamente pode ser corrigida com alguns caleudos simples,

Nosso objetivo comu esta segao ¢ coustrair um problema de autovalores
para o oscilador classico. Partimos da equagao de evolugao temporal de nma
variavel dinamica

fR = C
{ :
Ty ain

a 2 , L. . . s B
e que fl— L) 224 Ke [ ¢ uma autolnngao do operador de Liouville

L] =4\f
temos da equacao (3.14)

oy of
: - g
dygm ip

Suponda mima solugao do tipo f{g,p) = ag+dp, o, 4 C C, obtemos o sistemna

lincar
oy :
D Y5
it
—mw*3 = iAo,

de oude tiramos A = £w ¢ o = Fonwfd, oblendo as solugoes

flap) = 84 i) (3.15)
folgyp) = Blp—itnwy) (3.16)

que podem ser normalizadas segundo o produto interno definido em (3.2)

escolhendo 3 = | /vV2mE, B = {p,q).
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Obtivemos duas amofuncoes escolhendo a forma de f como linear en g
¢ o Notemos tanbam a semelbanca entre fi e o operador de levantamento
+.

a® em mecanica quantica. Ui caleulo analogo mostra que as fungoes

fo — (p+ onwg)”

sao antofungoes correspondentes ao anfovalor A — pw, com # real qualguer,
[ principio, poderiamos escolher A conbinnamente sobre a reta real, mas
o fato de trabalharmos apenas com fungoes periodieas, Taz com que deva
mos escollier v neiro. O porque da periodicidade fiea mais claro guando
traballiamos com varidveis de angulo ¢ acao,

A Thuniltonmana do oseilador toma a forma

1 =wd
e a equacao de aulovalores
. i)
Al — - w
| I
OIS i.'ﬁ = ],

. 3 . . . N .
Claramente [ = e¢2? & solucau, mas a condicao (0 | 2r) = [{0), nma

ver (e os pontos @ e ¢ 4 21 sdo o mesimo no espace de lases, forga A — nw,
Deve ficar clare no entanto que ista nao se teata de nma quanfizacao <o
()IH‘T['H.(!(H‘ (llt‘. l_,i()]l\rrl]”('.’-.

Na secho anterior, obtivemos uma base de fingoes para o problema nnidi-
mensional geral que era exatamente a base de expansiao em série de Fourier,

., .
I', I'IJ‘H‘(J (||]l“‘ O ITICSITI0 O0CCHree FHIlH

com a diferenga que A = nw ¢ constante quando mudamos de superlicie de
energia, pots a freqicncia do osceilador & amesina para gualquer encrgia.
Nas variavels coordenada ¢ momento usuais, podemos constatar uma pro-

priedade interessante das antofungoes do operador de Liouville. ‘Temos que

Jo = N(n)(p + tmaog)”



ent gue N(w) & falor de normalizacao o o, = 20 em ogue * denota
('.()’IJ]]E!_’R'I‘("(:].(] (.‘-”“I.)I{'X(‘L. IJ(‘]I]!”(‘HI(I() (ll](" _/,,. N l{ ¥ (_:1 IJ‘.)(IU“H)H t.l‘“l)?]lh;l[' GO

a representacao complexa do plano B2, definindo a variavel
2= p 4 ey .

Assim, as fungoes [, sao a base da série de laylor. As fungdes [, podem

S0r eseritas como

Hhta vez que 22* ¢ proporcional a energla, ¢ apenas altera o fator de norma-
lizagaw, Reconhecemos o conjunto {f,, /-, } como a base das expansoes em
série de Lanvent, que justamente gera todas as lungoes (0,

Para min potencial completamente geral em uma dimensao, nio podemos
explicitar as freqnéncias w(J) ¢ o espectro do operador de Lionville A, —
nw(J). Apenas sabemos que existe uma varavel de acao J em termos da
gual If = H{J) e wima variavel de angulo a cla conjugada. Para potencias
Vi{gq) = kg, podemos obter Tacilimente a dependéncia de Hoem relacao a J
¢ também as frequcncias w(J) = 'i,—"j Comao

J = {}p dey

e
Hip,q)— L + kgt

2

O 3

temos, para

flllf‘
(H/k)l/‘zvl
.1_4/ Dl — kq?) dy .
IA \/ 1 g2 dy

Fazendo a mndanca de variavel g = a(£/E)'7*, oblenios

1"4' V/2n 1 L ..
J = 1 (T) A \/"Bm;‘-z'(] — i)

i1
J - f.‘.E%‘_.,
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e oque ¢ bR Ginna constante, Portanto

20

1) — eV

3.3 Sistemas com mais de um grau de liber-
dade

Como ja dissenmios, nosso interesse primordial com estudar o operador de
Liouville ¢ snas autolungoes foi o de Hoearizar as cquacoes de Hamilton de
wm fluxo cadtico. 15 sabido que o caos so pode sarglr se tentos am sistama
Hamnltoniano con wmais de wm grau de liberdade, se independente do tempo,
Vanmos tanihén nos restringic ao caso oo que o potencial Vg em G5 1) imita,
para cacla energia B o movimento no espaco de configaracoes,  Bsclarecer
como a teorla de espagos de Hhlhert funciona em sistemas com mais de nm
gran de hiberdade ¢ o objetivo desta secao, O caso hudiimensional serd tomado
como exennplo na mator parte das equacoes, a im de evitar a profusio de
mdices,

Dada wina condicao inicial (q(0), p(0)) enowm sistema aulonomo em di
nmensao dois, sua evolugao segundo as equagoes de Hamilton traga uma (ra-
jetoria no espago de fases. Fsta trajetoria evidentemente conserva o energla

licando portanto restrita & snperficie

1= 1, prygape) -

As vartavels dinamicas estao nuplicitamente sujeitas as equacoes de Hamil-

Lo, Sendao Iy tal que £ (g(0), p(0Y) — (q(t), p(£)) temos

Uef(g,p) = f(U1(a,m) (3.17)

em que [ ¢ uma variavel dinamica.
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Portanto, apesar de que as varavers dindmicas estejam definidas em Lo-
dos os pontos do espago de fases, podemos restringi lag a uma superficie de
energia, como fizemos no caso unidimensional, gnando ficou clare que o es-
pectro do operador de Liouville depende de F (veja eq. 3,13} Da mesia
[orma, as autolungoes do operador de Liouville serdo buscadas para K fixada.

Primeiramente vamos considerar o caso integravel em que H pode ser
eserila apenas em termos de duas acoes. O caso integravel “ressonante”, em
que as duas constantes de movimento e mvolugao sao #) = I e 1y = 0, ¢
portanto f1 — H{J,, J3,0)), nao apresentaria dificuldades. sto porqgue fora
das separatrizes, onde os velores JVF; sao linearmente dependentes (F é a
matriz simplética), o raciocinio vale. A discussao nas separatrizes pode ser
[etta e analogia aos Loros irracionals,

Tomamos [ escrita e termos de Jy o L,
H="HUu(1,.1).

A cquacao de antovalores toma a forma

DIOF DI Af @Al all af

M N NI A C VS W
Ao a0y A, ddy 00y iy i, A
que podemos resolver por separagio de variaveis, Sendo [ o= f,(0,) f2(0,),
lemos | df L df
i fa . g1
J o —— 2y Se) e = A 318
wy (1,2} 7, + wa( 2)_/-.2 0, ¢ ( )

donele
Y 21y

L0y = 3 ) -

cot 1y 4 v = X, Novamenie a condicao de periodicidade de fy e fy implica
GUe L) e Ly A0 TINAZINATION PDULOS, (UC M| = B @ 1y = 11wy,
Bstas condicoes trazem nma novidade em relacao ao cenario unidimensi-

onal. Cousidere Jy, £ = H(4,J2), 1, ¢ m, cscolhidos de modo que

A= n,wy, + Moy,
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esteja cspectheado. Quando mmdamos de toro, variamos Jy (Jy varia Ganbémn,
ammarradao i condigao de energia hixa) ¢ oblemos novas freqiicncias wy, ¢ wy.

Precisamos eneontrar 2 e mnteivos Lals qne
A =nw b omw,

Mas isto nao ¢ possivel, excelo em casos patologicamente simples, como no
oscilador harmonico bidimensional, em que wy ¢ w; sdo independentes de
J. Partindo de um toro onde wi,/wy, ¢ racional, a existéncia do novo par
eyt nplica gque wy fws, também ¢ racional, uma condigao que nao pode-
mos satisfazer com apenas uin parametro para variar, qual seja Jy. Temos
portanto

f‘,””_(()] , ()z) = ‘{[(-h s J"! ) (?Xl)(i“(h + i'f”-()z) (:;. | ”)

e gie g é mna fungao analitica que normaliza ¢ 6,0, € [0,27]. A anto
fungao [ acima esta delinida apenas sobre um toro,

Para expandir uma variavel dinamica cin lermos das autolungoes que se
restringem aos toros, deveinos estender estas tltimas sobre toda a superficie
de energia, Pazemos isto mtroduzindo a chamada funcio caracteristica:

I 50 Il = l|
h ' i () o .
V(S = dg) = 0« / (3.3“)
se Ji 7y
que ¢ evidentemente uma distribuicao.

Temos obtido um conjunto de anlolumcoes

Doy G Sy 01, 02) = fun (00, 0:) x Gl = i) (3.21)

definidas sobre toda a superficie de energia, mas este conjunto nha & enu-
meravel, Considerar apenas os toros racionals, onde wy fw; = pfg, comp ¢ g
inteiros sem mltiplos entre si, é a tentagao natural. O resoltado abaixo in-
dica que, na verdade, nao se trala de uma cscolha, mas de nma conseqiiencia

natural o formalismo.



Vamos agora mostrar que sobre am toro irtacional toda autofungao tem

antovalor A = (1
e fato, se [ esta sobre um toro irracional, consideremos o valor de f
mum ponto arbitrario 8, 0z, f(0), ¢ calculemos sua evolucao temporal
Lo (0(8)) = flOu)expli(rew + 1rwq)t) .

Sabomos que 0{t) # Oy para todo {, mas para,

2k
b — —— 1
ey 4 iy
a fungao [ ovolta a seu valor imcial) iste ¢, f(t) = f(0). Obtemos um

conjunto deoso de pontos no Ltoro 1irracional onde a funcao [ assume o mesmo
valor. Portanto, sendo analitica, [ € constanle neste toro ¢ necessariamente
sen antovalor se anla.

Fste tipo de antofiincao nada acrescenta, pols para cxpressarmos ama
funcao analitica podemos usar as autolungoes de antovalor zero (constantes)
dos toros racionais vizinhos aos Loros irracionais.

Istamos agora em condicoes de expressar qualgner fungio analitica de-
finida sobre wina superficie de energia em termos da base (3.21)7 5e toda
expatsao em série tem cocficientes univocaimente determinados pela fungao
a ser expandida, responde se posibivaniente a csta questao.

Dada mma fungao (7] sua expansao em cacda toro racional é claramente
nnica. A restrigao de mma fungao analitica a uma subvariedade da variedace

de energia constante é também analitica. Delinimos portanto
Gr"'('ll 1 '}21 ()l 3 02) = Z \(‘Il - Jln )(-"(l'jl * *]23 Ol y 02) (322)

em que gy, cobre todos os toros racionals, na medida em que n varia. Cada
termo da série e pode ser expressado em termos da base de fungoes:
.y o o
In = X(Jl - .]1.,,.)(1 ¢ (-‘}23)
A ' ' TG
o = L Crng( iy, Jan ) explenty + ;) ,(3.24)
k

|0P‘;“ C‘IT(JI; JB; H'I 1 02) = Z Cjn:vn h-mn('jl y ']2, {)l 3 02) (325)
k.o

[



As expansoes de (0 sdao dnicas, was podemos dizer o mesmo para as
fungoes completas (7 Fxaminando a condicio de contimndade de (7, vemos
que nao pode haver 7 # G ocom I tambeém analitica, tal que £ tenha
Iy = (4, como projecao. Pois se IV & diferente de (7, entao F & diferente de ¢4
enl un aberto, gue seguramente contém toros periodicos, onde sua projegao
I, certamente diferira de 0,

Assiin, tendo (0 definida em termos da base de autofungdes sobre todos
os Loros racionals, sen valor nun toro irvacional | Le, com wy fws = pep € R,
& obtido por continmdade

Cr(pontos do toro irracional) = lim (i(z) .
zLoro racional
Note-se a diferenca entre fazer aum limite de fungoes aproximantes (7, ten
dendo para & ¢ definidas no mesmo ponto z, onde quer ele esteja, 0 o processo
de Tinite que agui tomamos,

No caso integravel em gue ocorrem separatrizes, tomamos um processo
de linnte semelhante,

Vitnos que os toros racionais, onde existem familias de drbitas periddicas,
sao a moradia das antoluncoes nao-constantes do operador de Liouville. Ve-
renos na proxima secao que as trajetorias periadicas mantém este lugar pri-
vilegiado mesmo no caso cadtico, quando clas estao densamenie espalhadas

na stiperficie de encrgia.

3.3.1 Nao integrabilidade e érbitas periddicas
Suponhamos conhecida uma soligao para o problema de antovalores com
a Hamiltoniana (), 8, s, 0;) ndo integravel:

df
di

Esta equagio contém derivadas parciais em todas as diregdes da superlicie

[F 1] = iMS .

de encrgia constante, em geral, mas podemos olhé-la numa diregao especifica

que ¢ a de uma trajetéria passando pelo ponto (Jyg, 91q, J20, 920) = aa.
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A equacao de antovalores aciima sugere que fosera sempre periddica

quando vista em funcao do tempo, 1ste ¢,

. 2
T 2 00,05) (D) = [ ([.1.,.1.,3,0,,02] (L4 T))

Adiante, formalizamos esta propriedade.

Definimos o projetor 11 que atua sobre as lungoes do espaco de Hilbert:

H(ay} @ C(R2Y) = O™(R) (3.26)
J(I,0) = [(I(s),005)) = gao(s) (:3.27)

enl que s ¢ o parametro da trajeldna mmcada em oag. Na verdade 1T nao
pagsa da fungao caracteristica da orbita passando por ay. Introduzimos esta
nova notagao para evidenciar o papel da condigao imaal ag, que define com:
pletamente a trajetoria ali iniciada, para todo tempo @,

Se¢ por ay passa uma orbita periddica de periodo 1, temos que g(s(71,)) =
g((0)) = g(0), em gue deixamos g sem seu indice por ndo haver possibih
dade de confusao. Podemos supor que a trajetoria esteja parametrizada pelo

ternpo ¢ dal concluir que ¢ deve ter a seguinte dependéncia em relacao a

s — f:
I, (8) = a0 oxpizi;% comn e 2 (3.28)
Logo, |
Litalf = oo
ll(a;;)%f = izfr%g(-«)
A o= 3;”‘ (3.29)

Até aqul ag é arbitrario, mas como A é um s6 para cada aulolungao, isto
acaba por fixar ag.
A relagao (3.29) entre o espectro do operador de Liouville e os periodos das

debitas prova uma alirmativa feita em [26], acerca da autocorrelagio de uma,
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varavel dinamica cadlica, Vemos que tambdim no caso cadtico as antolungoes
sao distribigoes sobre subvaricdades da superficie de energia, Calealando
1 sobre o ponto by onde passa uma drbita periodica de periodo T, £ 1),
temaos

”t.l-(hl)) = f(b(t, by))

em que {7 é o operador unitirio exp — L4 Aplicamos a cquacao acima para
U=, Neste caso, o lado esquerdo resulta simplesiente [(bg) enguanto o

lactor dliveito Tornece, tendo em vista que f ¢ uma antofungao com autovalor

A= 2rnfl,,
Pemnlyy
ORp ([—I) f(by)

13

[v.xp (M—I”[*) 1] f(by) =0

1]

Leogo,

e portanto f(bg) =0 para gualquer by lora da trajetona de periodo 1,

Por emtro lade, tentarmos uma autoluneio num ponto cuja orhita ¢ nao
periddica, isto ¢, densa na superficie de energia, concluimos, de maneira
semelliante a andlise do toro irracional da secao anterior, que A — 0 sobre
gualguer orbita ergddica.

A coeréneia entre os Lratanentos para o caso integravel, em que as au-
tofnngdes sdo nao nulas sobre um toro racional, e o caso cadlico, em que
as aulofungoes s6 nao se anulam sobre orbitas de mesmo periodo, estd oo
[alo de haver sobre os toros racionais familias a um pardnietro de drhitas de
mesmo periodo. A ligacio mais elementar portanto ocorre cntre as orbitas
periddicas ¢ as autolungoes do operador de Liouville. A extensao das anlo-
fungoes sobre variedades de dimensao inalor que win, como os toros, so se da
o caso integravel, mais restrito.

A expansao em série e termos das autoluncoes cadticas ¢ nica para
fungoes analiticas, devido simplesmente a continuidade destas.

As fungoes caracteristicas e o8 projetores aqui mmtroduzidos tém na Meca-

nica Quantica os similares projetores. Iiscrever o operador identidade através
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da soma de projetores |29]

1=3 lea){ol

1

foi basicamente o que transpusemos para a Mecanica Classica. Entretanto,

vimos que nossa resolugao da identidade ¢ “esburacada”, no sentido de que
56 temos dela garantia sobre um conjunto denso na superficie de energia.
Isto nao nos cansa problema, pois com isto podemos expandir de maneira

unica qualquer fungao eontinua, em particular as fungoes ') os elementos

1

do espago de Milbert.

3.4 O principio da uniformidade

Tendo em vista que as antofuncoes nao podem ser estendidas alem de
subconjunios de medida nula na superficie de energia, a definigao de prodoto
interne (3.2) tein de ser modificada. Se nao o lazemos, as antofuncoes Lém
norma nula. Por isto, para chegatmos a resolucao da identidade, precisa-
mos atribuiv ym peso della s subvariedades invariantes elementares®, com
resperto ao fluxe Hamiltoniano. Estas sao as orbitas periodicas, nos casos
cadtico ¢ miste, on lamilias de arbitas periodicas - os toros racionals - no
caso integravel,

0 que seria um projetor sobre as 6rbitas (ou familias de drbitas) periddi-
cas? E o (¢ Passanios a expor,

A idéia basica que utilizamos do trabalho de Hannay ¢ Ozorio de Alimeida
é o seletor de arbitas periodicas. Sendo ry um ponto qualquer do espago de
fases e r, —= r(ry) o ponto para o qual rg se move no Llempo {, tem-se que a
delta de Dirac

6(110 - rt.) 3

3A superficie de energia sernpre é uma subvariedade iuvarianle numa Hamiltoniana

independente do tempo. Nomear por ‘subvaricdades invariantes magimais’ as orhitas
periodicas pode confundir, por islo decidi que o mais correlo seria nomed-las por
elementares.
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constderada como funcio de ry, se anula sempre que ry nao esta numa drbita
periddica, para qualquer £ = 00 Eotretanto, como todos os pontos de nma
mesina Grbita lechada Lém o mesmo periodo; a mtegral da delta actiima nao
tem i valor Anito. Solre win pequeno volinme no espaco de lfases contendo
O ponta Ty = g, suaintegral & dada por

('_)r,,l 0

det | - -
it
que diverge porque o posto da mmatriz (‘::f') - I) & menor que sua dimensio
(2N = 2N} - uma condigao associada ao continue de pontos satisfazendo
ro — r; localmente. O mimero de hinhas nulas nesta malriz ¢ wm para uma
arbita perigdica isolada ¢ N para um toro ractonal.

Para eliminar esta divergénaa, divide-se a fungao delta por uma maedia
no Lempo de wma fungio delta borrada em torno do ponto . Passamos
a explicar como se constrol esta delta borrada o qual o seu valor para os
casod integravel e caotico. O caso misto, quando o sistema tem atnda regioes
regilares, fica fora da discussao.

Delinamos a lincao de v

1

: .o : Q-
(o(r —r:i))r = At ST dlr —ry)di (4.30)

em que ry ¢ o ponto para onde ry (aqui considerado como pardmetro} se move
no lemipo £e o indice T do lado direito denota que a média () foi feita no
bempo. Observando a eq.(3.30), vemnos que se resta na variedade gevada pelo
fluxo a partir de rg, fatalmente sera igual a ry, para algum £ ¢ 56 neste caso a
integral em (3.30) nao sc anula. 13 Tacil ver gue a fungao definida acima tem
integral sobre roigual a unn invertendo as integragoes. A barra no sinal de
mtegral @ para indicar que se esta omitindo mn pequeno wtervalo em tormo
de £ = na integragio. A razao para tanto licara clara a seguir.

Quando o sislema esld num regime cadtico, exceto para condigées inicians

num subconjunto de medida (Lebesgue) nuia, a drinta de um ponto é densa
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na superlicie de energia, Isto mplica no fate de que as médias no termpo sao
ighals as medias de conhguragio (no espaco de fases) para sistemas ergédicos.
Para um sistema integravel, um ponto tipico estard num toro irracional, e o
cobrird todo, lembrando que nu toro irracional as freqiiéncias independentes
sa0 Incomensuravels, o que leva a auséneia de orbitas fechadas, Neste dliimo
caso, 0 ponto ry esta constrangido a se mover numa variedade de dimensao
N. Nestes casos extremos, a fungao delta mediada no tempo resulta portanto

€111

CHE-H)
_ [8(6 - 1)deNr
e —r My = 3.
(5(r — )y (T - 10) (3.31)
Jo(ly - I(r))d®N e,

sislema caolico o

sistema integravel |

e gue £ ¢ a energia de rg, no caso cadtico, ¢ fy representa a N-upla de
agoes inicials de rg, no caso integravel.

A eq(3.31) se aplica para todos os pontos no espago de fases, exceto
e conjunto de medida nula, gque sao os ponlos nas orbitas periddicas.
Evidentemente, os pontos nas orbitas penddicas voltam a st mesmos depois de
um tempo £ e portanto ndo serven para realizar nédias em lode lugar (Loros
no caso mtegravel ¢ superficie de energia no caso cadtico). Pata formular uin
sentido no qual as relagoes da eq.(3.31) valem em todo lugar mesmo, sao
introduzidas as deltas borradas, com win paramelro e sendo uma medida do
borrao:

fHr—r )y = hm |1m . O —r )t (3..32)
'f

t—07
em que o himite em e é tomado depois do Iimite T -+ co. O principto da
uniformidade, tal como enunciado e [5], se baseia na Lipdtese de que a
ordem dos dois limites pode ser trocada.

O seletor de Orbitas periodicas fica delinido como

d(ro —ry)

Bro s (3:33)
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O fato de se colocar no denominador a delta borrada explica porgue ¢ ne
cessario excliit-se £ — 0 do intervalo de integracao, O seletor (3.33) nao mais
tem wma integral divergente, porque a delta no denominador exelui a possi-
biliddkade de termos dois pontos com o mesmo periodo sendo coutados, pois
estariam na mesina superficie de energia on no mesmo Lore racional, onde a
delta no denominador diverge e o anula.

O fator no denomimador contém, como esta explicito nas relagoes (4.31),
fungoes delta. llas sao *canceladas™ com as que aparecemn no numerador,
o que, na verdade, define a razao (3.33) como uma distribuaigio cujo efeito
sobre as fungoes, quando integrada, ¢ projeta las nas orbitas periddicas,

O principio da uniformidade pode agora ser enunctado. Tomando o seletor
cotno mma densidade de drbitas periddicas no espago de fases, snamddia sobre

todos os possivels tempos de retorno ¢ ams

(‘)(l"(‘] — l'tl) _ []]I»le.!!l[} )r ! [ (5 r B rt)”'f I (-} .;4)
(Blro —riyr [y lim 1 / (r— v, )dt
¢ 00 e >]

A idéta de divisao ¢ cancelamento de deltas, mesmo gue justilicada dois
pardgralos acima, ¢ de dilicil compreensao, Procurando evita-la, acabamos
por construir um enunciado que implica no principio de uniformidade. Nao
usamos as deltas borradas ¢ assiim nao ha Tonites para se eletuar, O fun
damental ¢ que construtmos um selefor de Grbitas periddicas para cada su-
perficie de energia.

Para postetior comparagao, convém transerevermos a deflinigao das -
tensidudes das orbilus periddices. Observando que (3.33) pega drbitas de
periodo £ sem lixar sua energla, pode-se imaginar que fixando a energia ¢
integrando sobre todo o espago de fases, estarciios pegando todas as drbitas

periddicas para uma energia fixa. Assim, a equagao abaixo

5(1'0 — 1)

Yo e PNp, = TR 335
(«5‘(ro—n))rré(E H(rp)) d*Vr ;m(t 1) (3.35)
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define o atribni intensidades £; as érbitas periddicas de periodo 15 (ou aos
Loros racionals, cujas orbitas tém periodo 1)),
As mtensidades ;) apesar de diferirem de acordo com o regime do fluxo,
cadllico ou integravel, somam sempre
il S3R rpt
2o L= T, (3.36)
I
e qne X = B[} ¢ a drea da superticie de energia. Para obter (3.36), basta

tomar a média no tempo de (3.35) ¢ vsar (3.31).

3.5 Obtencao da medida

Nesta se¢ao, obtemos uma lorma para a medida de Dirac no espago de
fases, lila atribul um peso delta ds drbitas periddicas, mas nao & necessario
contar-se as repetiqoes das orbitas, porgue o objelo com que definitmos a
medida ¢ o trago, a iimagem no espaco do fases, de cada orbita.

Consideremos primeiramente uimn excuplo em uma dimensao para este
tipo de construgao. Iremos obter wina medida com pesos delta de modo que
a integral da fungao caracteristica dos racionais no intervalo [0, 1] resulte em
um em vez de zero. No caso da medida de Lebesgue, a integral da fungao
caracteristica dos racionais se anula. liscrevemos a fungao caracteristica dos
racionals ¢omo
1 il rcQ,

Xracionais(®) = .-
B ; 0 caso conlrario.

Procuramos uma medida para a qual a cquagao

1 1
/U Xracionais @ = /u de (3.37)

valha. Claramente, du pode ser escrila em termos de fungoes delta sobre os

nimeros racionais mulliplicada pela medida usual da:

"

du = Zp.q ay,d(x —pfq)dr



e ogque T oindica que poe g osao coprimos. Nao podemos Lodavia atribuir
Wnportancia ignal a todos os miimeros racionais, uma vez que isto laria (3.37)
divergie. Uma manciva de definir du é portanto a seguinte:

I
din = kY. —é(x  plqdr (3.38)

i g
- L Z (’p(?)(‘)(i — ),
1 q‘

et gne A ¢ uma constante ¢ @ 6 a fongao de Faler, gue conta o mimero de
copritmos de wmn inteiro dadot, A delinigao acima laz com que a integral em
(3.37) convirja, de modo que podemos escolber & fazendo-aigual a v Entre-
tanto, devemos ressaltar que existemn outras escolhas para du que produzem
uma ntegral finita da fungao caracteristica dos racionats. De qualgner forma,
este exemplo ensina gque alguma hicrarquia precisa ser introdugida para se
ter convergéndia,

Nu espaco de fases, a medida ¢ determinada pelo fuxo Hamiltoniano:
cadtico, misto ou integravel. Nos dols primeiros casos, as orbitas periodicas
estao isoladas, enquanto que no Mltimo, clas aparecem cm familias que fo-
hetam a saperficie de energia. Beciprocamente, as variedades invariantes
maximais tem dimensao 1, T ou 2 (N para um espago de Tase com 2N di-
MEensHes ),

Denotemos por ¥ a arca da superficie de energta
Y1) — /A(M \\\\\ 1y di (3.39)

Afirmamos que o principio da uniformidade ¢ decorréncia da relagao

abaixo, definidora da medida o

/ Delp = (4.40)

cem que Fdenota a fungao caracteristica da uniao de drbitas periodicas muna

certa superficie de energia. Para provar esta afirmacido, nds vamos deduzir

A0hservagao: (1) = 1.
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novanente as [ormulas de soma para as inlensidades das orbitas periodicas
(vejaegs. (17) e (18) de [5]) usando o modo como elas proliferam para periodos
grandes.  Adiantamos que persistira, apesar da relagdo (3.40), uma certa
liberdade na definicio  da medida dp, mesimo que o peso de cada drbita
periodica (ou toro racional) seja nao-nulo, Releve-se o uso da palavra de-

[lnlgao neste momento; ele se tornara mais proprio no capitulo 4,

3.5.1 O caso integravel

No caso integravel, temos famihas de drbitas periddicas sobre a superficie
de energia. A ordetn que numeramos as autofungoes deve ser acompanliada
pela numeragio dos toros, ou soja, freqiiéncias decrescentes, A possibibidade
tle degenerescéncia nfinita nao coaduna cont este ordenamento. Mas este
Lipo de degenerescéncia ocorre se, e somente se, existe wmn intervalo aberto
(nas agdes) com toros assirn, o que finalmente signilica que o sistema ¢
dentro deste aberto - v oscilador harmanico bidimensional. Esta excecao
nao sera tratada aqni, pois idamos com ela de umananeira mais facil, desde
a determinacao das autolungoes (confronte com o exemplo unidimensional do
oscilador harmonico).

Para selecionar uma familia de drbitas introduzimes as fungdes delta das
(regnéneias

6("‘)1 - L"Jln) 5(‘#"2 - Wz-n.) .

lintao temos dp dado por

dp — lim Z Anb(w) — win) 8wy — way) LT L0

R

Tl

Ohtemos os pesas dos toros através da equagao (3.40):

/ 1 du

. llIIl L Anfé(hh — win) O{ws — way) d*.J d%0
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- | S TAN
= [ L Ar?det, 1“,
(' o

=~

Tt

e que a notagio det, signilica qne o deteeminantie ¢ caleulado sobre o Loro
de niimero n,

Neste ponto, fazemos uma escolha de A, que resulta na regra de soma
para as intensidades das orbitas periodicas, Fsta escolha ¢ sugerida pelos
resultados de Hannay ¢ Ozorio de Aliaeida (veja apéndice T de [5]). Deve licar
clara, no entanto, que nao estamos assunmindo o prineipio da uniformidade
para deduzi-lo de novo, porque nosso ponto de partida é a cquacao (3.40).

Facreveimos , "
ar, .
A= e pyap 311
’l\iu(.(r! ) ol ( )

cHorgue

N (1) = [Z{l dly 17 ‘(lc' (—f_)' ‘ B2

Asstimindo cque Ky (T) ~ T para T grande, o que provaremos adiante, temos

0 segiinte

P (2m)" oy (3.43)
Fyze N dE ) rzfded, (1) |

que ¢ a regra de soma classica deduzida a partiv do principio da nnilormidade,

Obtemos o hinnte assintotico de Ky (7)) usando que a densidade de drhitas
cresee com T2 o ¢quadrado do periodo, para periodo grande (veja apéndice
I3). Mortanto

. . TrdAr (‘l’rr)"" ,
' y it N A R i I 1
RindT) / dE ) 12 |dety (_M{)’p(i "

e que p{ 7T = T2 & o mimero de drhitas periddicas entre T e T'+dT'. Como

:jf ¢ |dety| = 0 sao [ungoes suaves va superficie de energla, sua razio pode

ser tirada fora do sinal de integragao, pelo teorema do valor intermediario

para. integrais, resuliando em uma constante multiplicativa. Substituindo
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na expressao assintotica de K1) a densidade de arbitas p(1'), tenios que
Wind{T)y~ T

L resumo, esta for uma deducio alternativa do regime assinlotico da
soma das intensidades das orbitas periddicas no caso integravel (ef. oq.(18)
de [5]) a partir da eq.(3.40) e da proliferagao de érbitas periddicas.

Podemos agora cscrever a defini¢ao da medida para o caso integravel
di = hm dur (3.44)
T—eo

I e

¥ dl,
dypyp =

: \ T 28(wy — wyn) 8wy — wy, ) BT d20 . (3.45
4W2!\filu(T) T, <t (IIE " (wl LU],) (wz wi )dJ ( ])

A expressao acima para dpp conlém nma razdo de divergéncias, portanto
devemos tomar cuidado para tomar o limite 7" — oo simultaneamente em
Kint(T') e no resto da expressao. Este ponto serd discutido novamente no fim

desta segao,

3.5.2 O caso cadtico

No caso cadtico, as drbitas pertddicas aparecem isoladas na superficie
de cnergia. Podemos enumerar os periodos das érbitas. Seja Ty, o dominio
(aberto) no espago de fases contenda apenas uma érbita periodica de perfodo
T.. A uniao destes abertos é uma cobertura aberta do espaco de Tases,
Note que apenas as 6rbitas periodicas primitivas entramn nas definigoes destes
conjuntos, pois temos que considerar apenas a localizagao delas no espago de
fases, Para cada I',, temos uma quadrupla de coordenadas canonicamente
conjugadas: I1,1'),q,,p. Doravante, omitiremos o indice n de ,q ¢ ,p. O
primeiro par canonico é formado por H, a fung¢ao de Hamiltoniana, e 7', o
tempo ao longo das orbitas. Os pares canonicos, ¢,p, sao as coordenadas
restantes, tais que (¢ — ¢¢) e (p — p) medem o desvio de um ponto no espago
de fases da orbita r, = (Hy, Ty, g, ps) = (F, 1, qe, 1)
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Para pescar a orbita de periodo T, no dominio I, precisamos de una

funcao delta tridimensional
(I — U)o g —aq)d(p p) .

As duas nltimas deltas selecionan a familia local de érbitas periddicas no
eapago de fases, com a cnergla como patametro. Como ja dito, 17, contdém
apenas wma orbita com periodo 15, que @ aquela selecionada por fim pela
primetra funcao delta.

Portanto, podemos eserever dp como

dp = llm STOABH — H)B g — q)8(p — p) dHLdT dg dp

il tpert

s pesos A, sao novamoente obtidos a partie da eq.(3.40):
¥ o= ZA” /l (I — U)b(g  q)d(p—pr) T AT dy dp

Zﬂnln 'I‘ ﬂ( - )l ! 1

e que M é a matriz monodromia reduzida, sem o bloco 2 % 2 (cujos anto
valores sao 1) o T ¢ a malnz identidade,

Seguindo a mesma linha da discussao para o caso integravel, A, & os-
colhido de modo gue se¢ obtenha a regra de soma para as intensidades das

arbitas periddicas no caso cadtico:
Ay = — 7 (3.16)

cngne
. - 1., —
Koff)= S —
Vel 1) ,Zf‘,|fltt,,M—I)) (3.47)

¢, sinilarmente, o comportamento assintotico de Ky, (1) ~ T resulta na

regra de soma classica oblida a partir do principio da uniformidade:

E T PT—os
Sy (oI ey 3.4
T 2 \[del (M = 1] ’ (3.48)
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Para o caso cadlico, a demonstracao de que K gu(1) ~ T pode ser encontrada
em [30}, agora bascada na proliferacio exponencial das Grbitas periddicas.
Aqui estamos enfalizando que esta proliferagao, aliada a equacio (3.40); i
plica na regra de soma para o caso caotico,

Portanto, para wm fluxo cadtico, di se escreve como

dp = lim dpy

T—H'.'IU

dyuy = " 6(H — E)lq - q)b(p—m)dH dT dq dp (3.19)
f\thﬂ('?) fr

Como na eq.(3.45), temos na medida do caso cadtico uma razio de di-
vergencias, que tem que ser computada antes do limite 7' — oo ser tomado.
Como as orbitas periddicas aparecem isoladamente na superficie de ener-
gia também do caso misto, nma breve digressao sobre este é possivel aqui.
lin geral, as bifurcagdes se dao quando os aunlovalores de M tem modulo |,
que causa det(M — I) = 0. A transicao da integrabilidade para a crgodici-
dade se caracteriza precisamente pelas diversas bifurcagoes nas familias de
orbitas estaveis, De falo, a hipdtese de que '), contenha apenas uina orbita
periodica de periodo 7, nao € sempre valida no caso misto, porque na energia
em que esta bifurcagao ocorre (estamos pensando na energia como parametro
de caoticidade), todo aberto contém as dnas [anilias de drbitas dah advindas.
Abordamos cste ponto novamente no proximo capitulo, mas utna resposta
definitiva a respeilo do peso correto em torno de uma bifurcagao permancee
desconhecida. U caminho que talvez resolva isto pode ser abstraido do

prolilema tratado em [31].

3.5.3 Discussao

Para definir uma medida satistazendo (3.40), temos uma certa liberdade
para escolher os pesos de cada orbita periodica. A escolha particular que
fizemos implicou, usando também a maneira como as drbitas periédicas pro-

liferam com periodos crescentes, no principio da uniformidade. Desta [orma,
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podemios encarar esta oblencao da medida de Divae como wma deducao al-
ternativa da uniformidade, mas evidentamente nao paderiamos ter feito esta
dedugio sem o prévie conheciinento do principio.

A mterpretacio da relagao (3.40) € que dy serve para medir dreas (de
subvariedades de ditnensao 2N — 1) no espaco de fases através das orbitas
periadicas, que, para sistermnas conn mais de wm gran de liberdade, tom di
mensao no maximo igual a N (Loros racionais).

Uma outra nterpretacao da medida dp ¢ possivel, Na eq.(3.35),

(;J(lf'u r ) 5 IN . ‘ _m
/ (L;’(['n - m (L - 1[(1‘0)) e ; IJLS’(I 11) 1

Lesnios que, do lado esquerdo, o primeivo termo do inteprando seleciona drhitas
periodicas sem fixar a energia, o que ¢ leito pela lungao delta restante,
Quando tomamos a mmedia no lempo, o lado esquerdo soma as contribuicoes
de dodas as orbitas periddicas de uma certa superficie de energia, precisa
mente o gque lag dye

[ assim segue a regra de soma,

N — /d,f — Jim ”,/ LM (= 1)dt (3.50)

15t ¢,

S = ary (3.51)

Unia propricdade que so manteém neste enunciado do prineipio da unilor-
midade ¢ a razao de divergéneias: eseapamos do quociente de deltas; mas
caimos nim quociente de series divergentes, No proximo capitalo, vereimos
cotno isto € na verdade necessario. Além disto, o formalismo que apresen-
tamos [ornece as regras de soma em termos apenas das drbitas periodicas
primitivas, porque nsammos apenas os seus tragos geométricos, que podem ser
parametrizados como as orbitas periodicas primifivas.

A idéia de que a regra de soma (3.51) ¢ assintotica, independente de um

conjunto finito de érbitas periddicas curtas, nao contradiz a definigio de dy,



e fato, poderiamoy deixar fora da soma que deline dy, cquagao (3.45) ou
(3.19) couforme o caso, win niamero fimto de drbitas periddicas (ou toros
racionais) ¢ coutinuariamos tendo nm subconjunto denso da superficie de
energla. A densidade deste subconjunto € o que conta,

Entretanto, para propadsitos praticos, nwuneéricos, temos de usar nima apro-
ximagdo dpur para a medida que leva em conta um subconjunto denso. Isto
poderia ser formalizado notando que a superficie de energia é compacta.
Asgsim, da cobertura aberta com os abertos 1, podemos extrair uma subeo
bertura finita, Sujeita a esta cobertura finita, pode-se definic uma partigao

da unidade [32]7, ou seja, um conjunto de fungées ¢, satisfazendo:

(}S‘n‘(']f‘) = £'H-(m),x‘[‘n
Z:qﬁ,ﬁ(;r.f) = 1 qgunalquer que seja @

e giie v, ¢ a funcao caracteristica de I A medida dyep Leria seus pesos A,
muliiplicades pela funcao ¢, correspondente, Salta aos olhos a semelhanca
desta tdéia cotn aquela de borrar deltas (as delias continuam na medida dpp)
em torno das orbitas periddicas (leia na segio anterior), mas aqui ostariamos
horrando em torno de um niimero {inito delas.

Por outro lado, o raciocinio desenvolvido no paragralo anterior leva a mina
aparente contradicdo com o carater assintolico da regra de soma: as Orbitas
periddicas longas sao responsaveis pelo comportamento genérico da soma de
intensidades, mas dup leva em conta apenas um mimero finito de orbitas.

Teoricamente, compreendemos esta siluagio imaginando que ag orbitas
ctirtas criam vineos na superficie de energia. 19m torno de seus (ragos, Grbitas
mals fongas, e com periodos tae grandes quanto se queira, se acumulam,
Assim, se se quer contar a coniribuicao da infinitude (orbitas periddicas
com periodos maior que um certo T') pode-se pegligenciar algunias orbitas
periddicas curtas. Mas em torno de cada uma daquelas gue foram negligenci-

adas, sempre haverd uma que tem periodo menor (naquela regido), que sera

¥ [nidade’ no caso quer dizer o todo, que é a superficie de encrgia
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cutan a sua herdeira a qne mmais pesa para aquela vegiao, Desta forma,
apesar de nao-gendricas, as orbitas peridgdicas mals curtas podemn Lomar o
higar do conjunto denso de drbitas periddicas na superficie de energia.

Fsta analise é bastante conhecida no contexto da fdromla do traco de
selberg, chamada bootstrapping [33]. Aqui temos um elemento gquantitaiivo
para aplica-la, gqual seja, quanto menor o diametro o das vizinhancas ', de

nma cobertura aberta linita, mais precisamos de drbitas periddicas.

3.6 O produto interno — aplicacoes

Nesta secao, estudamos as consequiénaias da definigao do produto interno
baseado na medida obtida para o caso cadtico. Primeiramente normaliza-
mos as atlofungoes para depois deduzirmos a formula de antocorrelacao das
variaveis diniamicas em lermos de seus valores sobre as drbitas periodicas.
Fscrevemos dye como se K, (T) convergisse, isto &, os lmites Tip ., dpey
licam hmplicitos.

Dada a medida dp, defininmos o prodito iterne pela relagao

() CRR™N) < CRREY) = €
i fod > o fh = [ WMEDIAT P, (152)

e que a barra sobre fy denota a conjugacao complexa, As antofungoes sao

dadas por
2aanl

fni(y') = Ni exXp (T) \e({TaIT) )

em que y; ¢ a fnugao caracteristica da i-¢shma orbita periddica ¢ Ny ¢ mina
constante de normalizagio, Kncontramos o fator de normalizacio a partir da
segiinte equacao:

||fniH2 = (fnhfn-i) — 1

Restringimos nossa atencio ao caso caotico, tas evidentemente as au-

tofungdes integraveis podem ser tratadas de maneira analoga. N; é dado
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por
N, = K ol "‘_‘_EM‘ N [)l "
Ty
Note-se que N & o mesmo para todas as antofungoes bascadas na mesnia
orbita, Estritamente falando, & constante N diverge, mas esta divergéncia, &
contornada, pols as manipulagoes com as antofingoes - expansoes, caleulo
das norma e distancias  devem ser feitas com a medida dp que a cancela
(veja abaixo). Podemos também lidar comn esta divergéneia usando um N,
baseado em um nimero finito de drbitas.
Podemos linalmente escrever a autolungao geral do operador de Liouville
cla. Hamiltomana caotica:
N (I\'t.|m|clut.(Mt —1)] 1 2rin . o
Jw(1) = — Xy ( 7—) il 77) (:3.5:3)
Iy I

Seja agora g(q, 7) uma variavel dindmica, Podemos estudar sua cortelagao

em termos das autofungoes do operador de Liouville, Escrevamos a expansao
de g em termos das antolungoes:
- . 9 K
.q((hﬁ) = Z( :u./m ' (})1)
31

e que os coclicientes €, sao dados por

(:’vn-i = ]y((?a ﬁ) ./‘ui d“f"* .

Primeiramente, notamos que o termo o dp contém um produto de dis-
tribuicoes do tipo yé, que @ bem deflinido porgue y € linita. Obtemos para
este produto

7y ‘ V2o 2minT
i = S det (M - 1 ) ,—(-xu(—---- )x
.,m ; (1\“““' ( )I l‘t [ rl’lI
S(H — ENo(q —q) &(p — ) dy dp d11 LT
Escrevendo (1) = g(q(1), 7(1), o valor da variavel que dinamica assutme

na ¢-ésitna orbita, obtemos

C [ Y fT' —apl (T) dT (3.55)
mEA\K o T g(T) « 3.55
Koa| det(M; = I 1 Jo ¢ q



/\ l-l]l]("nfl-() (l('f HIlI,()('(H'l'(‘]ii‘(‘"i-]l_)

Col1) = Lo, glt ). ) (3.56)
pode ser caloulada em termos dos valores de ¢ apenas sobre as drbitas
pertodicas, com a medida dp. O ponto crucial agqni é que, dependendo de a
Mincao g ser vista como a funcao definida em todo lngar no espaco de lases
oll st projecao sobre a base de antofungdes do operador de Liouville, le-
maos de escrever o produto interno em (3.56) com a medida adequada. Pois,
clarainente, se evolulrmos uma variavel dindmica g, C, (1) pode ser obtida a

partir da media microcandnica,

[q ¢ P (g, g6l — Hydg dy

_‘
e esla deve ter o mesmo valor se projetamos ¢ sobre a unido de drbitas
periodicas. Quando fazemos 1sto, precsamos caleular
- /g(q,ﬁ) Glqlt) pth))dp
¥

Como fizemos no estudo do caso unidinensional, redelinimos os coclici-

entes da expansao de g de modo que incluan a dependéneia temporal:

glq(), NG

T,

Portanto

Cll) = ZZ(’,H(U(‘,’“,( W fis funi)

LIV IRIE]

3 rl" drent i .
= N Yy T, ("1”; g ,
% [\:lmlfl‘" (M —I)[( | |

e que (f,; @ a n-ésima componenie de Fourier de g ao longo da drbita 2

. ]_ I 2mnT ! ) )
i = o [ e gy ar (3.58)
T Ju
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Na verdade, a autocorrelagao (3.57) & real porque C (1) = C,(—t), para
sistemas com simelria por reversao temporal, ste resultado pode ser apli-
cado ou, melhor dizendo, testado numa Hamiltoniana cujas orbitas peridodicas
sao conhecidas. Podemos esperar que a série para C, convirja rapidamente,
porque as instabilidades no denominador de (3.57) crescem rdpido. Podemos
tambeém expressar a translormada de Fourier de C; em termos dos valores
sobre as orbitas, obtendo a densidade espectral

oo .
4 (w) = 1Re L e (1) df

dada por
I T _ P

5 = 4 — L e N 3.5
) = D eV, T ) (3:59)

Esta formula, por sua vez, ja aparecen no capitilo 2 ¢ em [26], no estudo de

caos cormo mecanismo de dissipacao,

3.6.1 Acerca dos pesos das orbitas periodicas

PPara definir a medida dp tanto no caso cadlico como no integravel, uma
escolha dos pesos das drbitas periadicas foi necessario. Existem outras esco-
lhas que resultam em (3.40), por exemplo dividindo A, por 777 para fazer Ko,
(M) convergirem. Esla ¢ uma liberdade inconveniente, pois poderiamos de-
duzir uma regra de soma clissica para cada escolha, Nestasecao, examinamos
como esta escolha pode ser restrita.

Se delnimos novos pesos Al

!
A= (_h'/h s

as expansoes das fungbes, (3.54), nao se modificam, porque os @; se can-
celam com a respectiva constante de normalizagio N]. Portanto, aquelas
expansoes tipo série de Fourier sao invariantes. Por outro lado, a férmula
para a autocorrclagdo de uma variavel dinamica, (3.57), se altera com csta
mudanga.



Com a redefinicao dos pesos C, (8 ¢ transformada em

— o1 Zaunt )
iy =Y - L TGl 3.60
f"( ) L N det(M, - 1]1( G (3.0)

I cha
em que K, ¢ dado por
SRCIEDS _oili
fap | det(M; = T)|
(evidenteinente nao estamos considerando todos os o ’s Tgnats),

U artilicio bastante usado em mecantca semicliassica (na tormnla do
traco e Gutzwiller [34]) pode ser aplicado também aqui para fazer Koy,
convergit, fazendo o = e=T 0 Neste caso, tomar o limite ¢ — 0 depois de
nsar a sére (3.57) ¢ também uma aproximacao a caso de considerarmos
wimero linito de orbitas, Na pratica, apenas um niimero finito de drbitas ¢
considerado para caleulo dos nivels de energla de mn sistema cadtico.

I facil ver que (o), uma sequencia de nameros reais positivos, tem ape
as tres comportamentos relevantemente distintos quando ¢ — oo, Se ela
¢ himitada, ¢ snficiente cousiderar os casos em que converge para 0 ou para
. Nestes casos, vermos gne a nogao de hierarguia das orbitas periddicas laz
sentido matematicamente: as érbitas mais longas nao podem suplantar in-
dividualmente o peso das orbitas mals curtas. Somente se (o) diverge, osla
hicrarguia ¢ modificada. Como no caso de o convergindo para zero, o mite
assintotico de A, ¢ nindado quando un, -, o; = oo

I, wina quesiao aberta se cada uma destas trés possibiltdades faz sentido
fisicamente, ¢ estamos tentando obter nma evidencia nuérica, através da
0. (3.57), para decidir. Adiantamos que o caso de op convergindo para 0
¢nadequado fsicamente, por causa da ergodicidade, como explicarcmos no
capitulo seguinte. OO caso em que a segiicneia (o) ¢ilimilada nao tem sentido
pratico, porque normalmente a instabilidade da orbita periodica torna dificil
0 acesso numerico a ela, que ¢ o inico disponivel.

Para oy = 1 e fazendo a varidvel dinamica ¢ igual a uma constante,

reduzimos a formula (3.57) a regra de soma classica das intensidades das
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orbitas periodicas (3.36) |3, Mas para uma variavel dindmica qualquer, esta
cquacao lornece um mctodo de calculo da antocorrelagao, além do usual,

através da maédia microcanonica.
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Capitulo 4

Espacos de Hilbert em

Mecanica Classica

Neste capitulo explanamos a nocao de espacos de Hilbert, om Meciniea
Classica. Consideramos necessario escreve-lo porque esta 1déia nos parece
pouco correnle, apesar de o primeiro trabalho nesta diregao datar de 1931
comn Woopman [35].

Varios outros antores exploraranm os métodos de espagos de Llbert desde
enldo. Halmos ¢ von Newmann [36] consideram o problema da ergodicidade
nama perspectiva muito geral, em que o (liexo Hamiltoniano ¢ nne caso par-
ticnlar de um isomorfismo entee espacos de medida, O principal resultado,
conhectdo posteriormente como Teorema Frgodico de von Neamann (e que
de fato aparecen num artigo anterior em alemao) sera diseutido em sua forma
moderna no him deste capitnlo,

O espectro do operador nnitario, gue contém toda a informacio sobire o
lixo Hamiltoniano, ¢ estudado por Sinai e [37], gue obtém para sistemas
ergadicos um espectro tipo Lebesgue comn multiplicidade enumeravel, Um
vspectro Lipo Lebesgue @ basicamente um espectro absolutamente continuo
cujas medidas cspectrais sio equivalentes & medida de Lebesgue (veja as

definigoes a seguir).
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Gel'fand e Fomin [38] a0 os primeiros a estudar o problema das propri-
cdades do espectro do operador unitavio, que gera o fluxo, cm variedades de
curvatura negativa.

De um longo artigo de Anosov ¢ Sinai [39], aprendemos que, afora no caso
de toros hidimensionais, nenhuma luugao coutinua pode ser uma autofincao
do fluxo, um teorema de Arnold.

Em revistas especializadas de matematica, ha muitos outros trabalhos
neste assunto.  Nosso objelivo é trazer para uma linguagem mais pedes-
tre este formalismo, discutindo-o e contraste cotn uma proposta de espago
de Hilberl que € inédita até onde pude investigar [10]. Fla se bascia na in-
lrodugao de uma medida singulat sobre a superficie de energia de um sistema
cadtico.

Na literatura da fisica, Prigogine [11] parcce ser o primeiro a considerar
o problema de antovalores formalmente dado pela equacio de Lionville

df
g
dt

e que f & uma fungio a valores complexos definida no espago de fases,

=L = Af,
chamada varidvel dindmice:
f o R0
(g, ) = fla.p) . (1.1)

Para o caso do oscilador harmdéunico, a cquacao acima tem solugées delini-
das em Lodo o espago de fases. Como vimos no capitulo 3, as antofungbes do
problema de autovalores sao, uma vez impuosta a condigao de continuidade,
a base de fungoes da séric de Laurent para as fungdes definidas no plano

complexo — que é isomorfo ao plano de fases atraves da relagao:
Z = p+iwy .

Osciladores harménicos comn N graus de liberdade levam a fungdes de varias
variaveis complexas f : CV - C. Evidentemente, qualquer variavel dinami-

ca, eq.(4.1), pode ser expandida nesta base.
, €4 s T
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Imaginando que a idéa da expansao pode ser estendidaa um problema
cotn nma Hamiltomana gualgquer, tetos que
Tt =3 e (rq)
k
em que Ay € o espectro do operador de Lionville ¢ ¢ ¢ a autofuncao corres
pondente (confronte com eq.(1.3.18) de [11]).

Entretanto, as autolungoes nao necessariamente estao definidas em todo o
espago de fases, pois os antovalores sao e geral dependentes da energia. Fsta
propriedade dos aulovatlores impede que as antofuncdes sejam globalinente
definmdas; Ap = kw, constante em todo (p,¢9) apenas no caso do osalador
harmonico.

lista expansao faz sentido, no entanto. As antolungdes continnam a exis-
tir, mas como distribuiches sobre as Grbitas periddicas on sobre os toros
racionais no caso integravel. Uma vez que esta retilicagao seja feita, o trala-
mento exposto em Prigogine, e gne de fato ja vinha do trabalho de Koopiman
[35], fica consistente para o caso integravel, Restam ainda o caso dos siste
mas misto e caolico, em que nao existem vanavels de agio, constantes de
movimento e involugdo que tornam a cquacao de Lionville resolivel por
sepatagao de variaveis.

Procedemos agora a esta constrogao, adiantando gue a sua esséncia esta

em concentrar nas orbitas periodicas a medida do espago doe {ases.

4.1 Definicoes e conceitos preliminares

Seja 0 = R o espaco de lases de unn sistema Hamiltoniano com N
graus de liberdade, H — 1;—2 + V{(q) sua hincao Hamiltonmana, com V{g) — oo
se lg] — oo, Destailtima condigio, decorre que as superficies de energia
I = I sao compactas, Supondo ainda que V(g) tenha um minimo global,

as equagoes de Hamilton

dy  OH dp __OH (4.2)
dt - Op, dt dqg;
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possnem solugoes globais, que podem ser estendidas ao infinito no tempo,
para qualquer condigao imcial (veja teorema 125 de [22]). Assumamos que
o Huxo Hamiltomano seja ergodico (caotico). O caso misto serd discutido
oportunamente,

Denotemos por w(ge, po;-) a solugio de (1.2) com condigdes iniciais
(qu, o), Isto é, wipn,gail) = (q(1),p(1)). Seja ainda v(g,p) C Q a curva
imagem da fungao w, o trago da orbita passando por (¢, p). Se existe um
terapo T tal gque w{q,piT') = (¢,p), entdo y(g,p) é chamada uma drbita
periodics ¢ o menor namero positivo 1 & o periodo da drbita. Seja l(q,p;t) o

comprimento de arco de uma orbita, dado por

t
!(rhp!t) = '/[; llw(i’)q&(’)ll dt’ ) (43)

e que w denola a derivada com respeito ao tempo e | - || é a norma Bu-
clideana e R2V. O comprimento total de uma drbita periddica é I(g, p; 1),
gue denotaremos por ().

Uny espago de medidae é wma terna (2, A4, u), em que £ € nm conjunto, 4
& uma a-algebra contida em P(Q) (paries de ) e 4 ¢ nma medida sobre A,
Uma a-algebra ¢ wina classe de conjuntos onde as operacodes de complemeniar,
intersegao @ unido enwmneravels sao fechadas, isto é, geram conjunios que
permanecem na classe. Uma medida ¢ uma fungao de conjunto que atribui
urn valor real, que aqui serda sempre positivo, a nm conjunto.

Numa medida sigma-finite, vale a propriedade VA € A, existe nina
colecao enummeravel de conjuntos mensuraveis A, cada um com medida lnita,
e cuja uniao contém A: A C UZ, A Esta propriedade € necessaria para que
possaios fazer iutegragoes por partes.

Uin exemplo classico de sigma-algebra é a de Borel. Um espago topologico
(X,7) ¢ o par consistindo de um conjunto X' ¢ uma colegao de abertos, 7,
contendo X e o vazio, fechada por uniao qualquer e intersecao finita. 7 é
chamada uma topologia de X. A sigma-algebra de Borel ¢ aquela gerada

pela topologia.
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Seja A asigma-algebrea gerada pelos conjuntos de Borel de REY ¢ o8 tracos
das orbitas periodicas. De fato, como as orhitas sao conjuntos fechados, olas
ja sao borellanos.

Para o caso nao-integravel, definiremos a medida usando o fato de que
numa superficie de energia, H = E, denotada por £, as orbilas periddicas

aparccem isoladamente. Seja x4 a funcao caracieristica de A € 4

Se¢ A € A nao & uma orbita peridgdica, seja A, = AN E a intersecao de A
con uta superlicie de encrgla. Os pedagos de orbitas periodicas em A, serao
denotados por «ya, (¢, p) ¢ seus comprimentos por {(ya, ).

A seguinte ¢ a delinicao mais importante desta secao:

Defimigao: p ¢ wma medida salisfazendo

( St tF# 0
/-X-w i = ) se VEF#0 0 wlq,mt) £ (g, p) (4.4)

aly) se AT E0 0 wlyg,pt)=(q,p)

em que aly) € wm pese positbivo. Se A ¢ Q¢ um conjunto para o qual

L= H(g,p) < I, qualguer que seja (g,p) C A,

Ly [ i -y
/ Ya dp = [L {Za(fy(q“,p.,,.)) %} d Iy (4.0)

n

em g (Gn, pr) sdo arbibedrios cim cada orbita.

Medidas associadas ao espectro de operadores auto-adjuntos

O espectro de um operador auto-adjunto é uin subconjunto da reta real.

Qualguer medida na reta tem uma decomposi¢ao nnica cm trés partes
= P T fae T flsing
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em que g, ¢ uma medida puro ponto, .. ¢ absolutamente continua comt
reapeito & medida de Lebesgue o pgpg ¢ continna o singular com respeito a

medida de Lebesgue, As trés partes sio mutuamente singulares de modo que
AR, dp) = LR, dp,,) © LR, dpue) @ LR, ditsing) -

As medidas espectrais dpy sdo aquelas construidas a partir das aulo
fungoes ¥ de um operador auto-adjunto A num espago de Hilbert H. or
exemplo, no caso do espectro do atomo de hidrogenio, na parte do continno
temos uma medida absolutamente continua, ¢ na parte do espectro chamado
‘discreto’ (ligado) temos uma medida puro ponta.

Sendo 4 um operador auto-adjunto limitado! no espago de Hilbert H,

delinimeos
Hyw = {#|ity ¢ puro ponto {(on pontual)}
Hoee = {1P|pey ¢ absolnlamente continual
Haing = {¥|pe € continua, mas singular}

Segue qie Hyy, Hae ¢ Haiy 380 subspacos muluamente ortogonais ¢ invari

antes sobh a acao do operador A, Além disto

H = pr Hq ’Hac. (‘I_:' -'H-”"”‘.':I .

En correspondéncia, cada parte do espectro de um operador auto-adjun-

to, lova 0s mesmos nomes:

To(A) = {A|A é um autovalor de a}

Teamt(A) = (A restrito a Hepu = Hae ® Haing)

TanlA) = o (A restrito a Hy.)
(A)

= (A restrito a Haing)

PP

Tsing

Jsaremos esta definigio tatnbém para o operador de Liouville, que nao & limitado,
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4.2 Conseqiiéncias da medida de Dirac

A definigao da medida g é o comeco do problema em sistemas dindicos
cailicos,
[nipomos a seguinte condicao sobre a medida da uniao das orbitas perio-

dicas numa superlicie de energia £
S [ o die = /H:S(E S Vg dVp < o (4.6)

em quc o (ndice 1 se reporta a uma ordeny das érbitas fechadas. lsto implica
qne g € sigia-finita, uma condigao suficiente para que a regra de integragao
por partes seja valida [42]. Na eq.(4.6) o lado esquerdo contém uma série
infinita. Comeo ela converge, o termo geral tende a zero quando n — oo,

Na verdade, a medida de cada érbita periddica tomada individualmente
tende a zero, confortne vamos considerando mais ¢ mais drbitas no lado es-
querdo de (4.6). Isto ¢ adeqnado ¢ compativel com a defimgao de ergodicidade
(veja, por exemplo, def. 3.3 do cap. 1 de [43]), em que os Mnicos conjuntos
invariantes sob um fluxo ergodico tém medida nula ou 1. A proposito, este é
o chamado sentido de Cesare para a ergodicidade.

Este & nm ponto delicado do formalisio, pois iremos fazer tanipulagoes
com os pesos a(y) como se fossem finitos, como logo adiante na normalizagao
das autofungoes do operador de Liouville, O procedimento que nos permite
trala-los como se lossem niimeros ¢ o seguinte,

Primeiramente consideramos uma ordem natural das orbitas periodicas.
Podemos considerar a razao

T,
|2(cosh AT, - 1) '

bk =

em que Ty é o periodo da drbita e A; seu expoente de Lyapunov. 19 sabido
(veja, por exemplo, [30]) que a soma S0~ b temn um comportamento as-

sintdtico definido, que é de crescimento proporcional ao N-ésimo periodo?.

?De falo, a soma que cresce com o periodo conta as repetigoes das érbitas e assim 3, by

¢ limilada superiormente por esle limite assintatico.
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Portanto, podeinos construir uma seqiiéneaia de medidas dpey, com NV orbitas,

cotn os pesos @, = aly,) dados por

a4 = constanle __*
k g ! N b 7
Zkzl k

em que a constanile é dada pela area da superficie de energia, o lado direito da
cquacao (4.6). Claramente, a ordem de importancia das drbitas permancee
a mesma, pois o raio de seus pesos ap € o mesmo de b, que é finito mesmo
para N — oo, dp é portanto o limite de tais dun.

A extensao da 1déa contida na equagao (4.6), j& conlida na definigio da
segao anterior, € que cada subconjunto Ag da superficie de energia tenha,
através desta medida de Dirac, a mesma medida que tem via medida de Li-
ouville. Apesar de nao convencioual, a grande vantagem de se trabalbiar com
a medida de Dirac é que poderemos trabalhar com expansoes em autofungoes
tambéim em mecdnica classica. Alem disto, aparece umna relagio entre o es-
pectro do operador de Liouville e os periodos das orbitas fechadas, que ora
CXPOMOos.

Consideremos o anel de fungdes definidas e © a valores complexos,
[, geradas pela uniao das fungdes infinitamente diferenciaveis com suporte
compacto, (/77({1), e as Tuncdes obtidas pela resini¢ao daquelas as drbitas
periddicas:

Ha.py= fla,plxy -

() conjunto de distribuigoes assim obtido ¢ um cspaco vetorial, que denota-
remos por TV, que podem ser chamadas veridoeis dindmicas distribucionais,
mas que continuaremos a chamar simplesmente de variaveis dinamicas.
Evidentemente, se [ € T é uma funcao mensuravel® no sentido usual,
continua a ser com a medida du. As [ungoes restritas a orbitas sao também

mensuraveis. Denotamos, como & costume, a integral de uma fung¢io men-

Para que uma fungac seja mensurdvel, basta que a imagem inversa, sob f, de um
conjunta mensuravel seja mensurdvel,
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suravel f com a medida dpe por

fﬂw%w
12

Tatnbém é nccessaria uma reavabagao da derivada. (0 caso mais pa-
tologico é exalamente de uma distribuigao, digamos y,. Fsta derivada & nao
nula se a orbita é periddica, pois a medida destas é nao-nula. As regras usu
afs de derivagido de distribuicio se aplicam neste tratamento, porque vale a
integracao por partes [44]. Por exemplo, dado ¢ € ), temos

dyy / dy )
Ldmﬂ%WH=“L\ﬁa%mw-
listende-se este procedimento para derivacao para qualquer fungao projetada
fo. Se consideramos win conjunto de coordenadas definido localmente em
torno de uma orbita periodica v, o gradiente de uta lungao fo, tenn apenas
wma componente nao-nula, que é aquela ao longo da diregio de u,J(q,-]J; b a
velocidade em cima da orbita.

Delnimos o produto interno de f e g, duas variaveis dinamicas, pela

eUALAD

(LwE[JMWMmMW- (4.7)

Seja L2, dpt) o conjunto de varidvels dindmicas satislazendo

LUMMW@ﬁm-

Entao L2(Q, dp) é completo, e portanto Hilbert {28]. Clomo as érbitas do fluxo
Hamilloniano estao sempre contidas num compacto, por exemplo H < [
em que K ¢ a energia da orbita, esie espago contém as fungoes restritas as
orbitas.
Alé o momento, ocupamo-nos em descrever o espago de Hilberl na meca
nica cldssica ou, melhor dizendo, nosso modelo de espago de Hilbert.
Fstamos agora prontos para estudar o operador de Liouville neste espago.

efinamos o operador de evolugao [y
(U f)lg,p) = flw(g,pit)) - (1.8)
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Para provar que U, ¢ anitanio, o Teorema de Liowville, precisamos apenas
notar que dg & mvariante sob o fluxo Thawiltoniano, Paca tormar isto porlej-
tamente explicito, podemos escrever dge em termos da medida usual multi-
plicada pelas Tungoes delta de Dirac sobre as orbitas periadicas:

die =Y " aly)ds, dVg dNp .
k

Portanto, se J(—/) ¢ o jacobiano da transformagao inversa induzida pelo

fluxo, (q,p) = w(g, p 1), teinos

s AP = / (ol i D) di

— ﬂ {7k /«‘L,k Flw(gm])* dNg d¥p
Zu(’m) /5% det{ (=) |f(w(q m 0D d™g dNp
T .

= Y alw) /h,,k fla,m)? d¥q d™p
ke
= 1,

ein que na dltima ignaldade nsamos que &, ¢ invariante sobre o fluxo,
0 gerador infinitesimal do operador unitario U & dado pelo paréntesis de
Porsson N
d(l/y f) : ~ fadfatt  af ol
Wy py =3 (200
- =1

da; Op; Op; Ogs

Q) espectro do operador de Liouville
Lf=—l [} (1.9)

¢ obtido considerando-se as funcoes projetadas sobre as orbilas periddicas.

sendo f(#) = U/, f, temos o problema de autovalores

—z%:ﬁj‘:)\_f. (1.10)



Por inspecao, as antolungdes normalizadas ¢ os correspondentes autovalores

sao dados por

2rn

i | .
finlq,0) = = exp(2ruir [ Th) v, Mo = —— (4.11)
Jal7e) T

em que 7 = 7(q,p) ¢ dado implicitamente por w(qe, pe;7) = (¢,0) € (gr, i)
pade ser escolhido arbitrariamente sobre a Orbita . n ¢ um inteiro ¢ 1 é
o periodo de v A e {4.11) expressa o espectro puro ponto em termos das
frequéncias, inversamente proporcionais ao periodo primitivo, do movimento
caotico. 14 € o resultado principal deste capitulo.

Para provar que as antofuncoes da eq.(1.11) sado todas as autoflungoes do
problema basta notar gue elas sao wina base para as lungoes projetadas sobre
as Orbitas periadicas. Por outro lado, se alguma langao coutinna, em § ou
sobre uma superficie de energia £, ¢ nma antofungio, ela deve ser constante.

Pois [ tem de ser da forma,

flap) = flqo, o)

¢ caleulando U\ f{q,p) para ) = 1,2,-- ¢ (¢,p) lora de qualquer érbita
periadica, obtemos nm conjunto de pontos denso na superficie de energia
otide f tem o mesmo valor, Bste resultado foi obtido por Aves [45], para win
sistema dinamico geral sobre nm toro.

I sabido que, para um [luxo cadlico (ergddico), existem Grbitas periodicas
com periodos tao grandes quanto se queira. Portantio, existe uma sequéncia
de autovalores Ay, convergindo para zero, Consequentemente, o espectro
puro ponto do operador de Liouville, eim nma dada superficie de energia, €
denso sobre a reta, pela propricdade arquimedeana dos reais (para qualquer
x € R, existemn n,m € N las que na = i, donde dado A pequeno o su-
ficiente nA < @ < (m 4+ 1)A). Como o espectro essencial, &.q,, € fechado,
temos que ele € loda a reta real. Logo, o, por couler 0., e ser um sub-
conjunto da reta real, forcosamente ¢ a reta rcal. Nos resultados de Sinai

[47], 0 especlro essencial é puramente absolutamente continuo. Discutiremos
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esla aparente contradigao na proxima se¢ao, mostrando que ela ¢ devida o
estarmos constderando operadores de Lionville distintos, gue nao siao nnita-
riamaente equivalentes.

O conjunto de autofungoes dados na eq.(1.11) é wma base para o espaco
de Hilbert. que construimos. Uma expansdo de wina fungao [ € L3O, dy)
¢ obtida usualmente, com os cocficientes dados por (f, fue}. A expansao é
unica porque elas sao unicas para os dois tipos de [uncao do anel (que gera o
espaco vetorial): fungoces projetadas ou lun¢oes contimuas. Para as primeiras,
a expansao ¢ 1ina analise de Fourler sobre uma (ou varias) orhitas perniodicas,
e esla analise é unica porque a base de Fourier é completa sobre cada orbita.
Para uiia fungao continua arbitraria [, consideremos a sua projegio sobre
a nuiao de drbitas periodicas de nma certa superficie de energia £ fe. A
expansao de fr ¢ Onica, como ja vimos. lsta @ a expansao de f, pows a
fingao g = [ — fe ¢ a fungao nula (de fato, uma das representantes da classe
de equivaléncia da fungao nula).

No caso de o fluxo nao ser cadtico, mas misto, 4 mesma consthugao ¢
valida, uma vez que as drbitas penddicas continuam aparceendo isoladamente
numa superficic de energia fixa. Qs pesos a{y) tém wma peculiaridade se a
energia @ o paramelro de caoticidade, como no caso do polencial NELSON,
e lato, se uma drbita v solre uma bifurcagio numa energla £2*, como os
pesos 820 dependentes da energia, uma descontinnidade ocorre em a(y) nesta
energia I para balancear a existéncia de duas drbitas para # = I0*,

JA para o caso integravel, as orbitas peridgdicas aparccem em famnilias a
{pelo menos) N-parametros. Analogamente, a medida de Dirac atribur pe-
508 positivos aos Loros racionais, enquanto os toros irracionals detem medida
uula - por nao conterem orbitas periadicas., Como Ja mencionamos, as ex.
pressoes para as autofungdes e autovalores neste caso foram determinadas
por Koopman [35] e aparcceram em [41], do qual extraimos a relagdo para
o3 aulovalores

)‘{n} =njw; +-- + NNWN
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e que wy, 7o L, N sao as freqiéncias de cada divecao independente do
N-toro. Uma dilerenca hndamental no espectro do caso integravet & que,
como as freqiléncias w; tem mn fator conmim wy, isto é, elas sao racionalmente
dependentes, o infimo de Ay, & positivo. Neste caso portanto, o espectro ¢

discreto e puro ponto,

4.3 Propriedades do espectro caotico

A relacao cutre as propriedades espectrais de um sistema dinamico a-
miltoniano ¢ a natureza do fnxo tambem apresenta caracteristicas inusitadas
neste tralamento. As aparentes contradi¢es podem ser resumnidas nos teore
mas ergddicos de von Netmann, cujas formulagoes aparecetn por exemplo no
apéndice 3 de [16]. A propriedade de nw sistema Hamiltoniano ser mizing,
por exemplo,

,Il_"J (e (A) T BY = w(A)-v(B),

em que ¢ & a medida, ¢ ¢ o fluxe e A, 2 840 conjunlos mensuraveis, iin-
plica que o espectro da restricdo do operador nnitario correspondente, (/)
ao shbespago ortogonal as fungoes constantes, ¢ puramente absolutamente
continuo.

Como vimos, o espectro do operador de Liouville aqui considerado, para
cada energia, ¢ a reta real, Podemos decompor o especiro em duas conn-
ponentes, g, cujos clementos sdo dados na eq.(4.11), e seu complemento,
que ¢ certamente nao-vazio. 'Temos portanto nma componente continua do
espectro, mag estainos deliberadamente atribuindo uma medida nula a ¢la.
Isto pode ser feilo porque estivemos inleressados nas expansoes de fungoes
continnas, em gue o espectro pontual se mostron bastante.

Concluindo, a descricdo que obtivemos para o espectro do operador de
Liouville (analoga i do operador unitanio correspondente {/}) € a seguinte:

T = Opp U Toanty €N QUE Tppny = Top 'V 0yin,. Mas a medida espectral
dﬂ'(;cm& = d.uac & dﬂ-.-:-iny
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& tla, engranto du,, = dp. Na decomposicao do espago de Hilberl, H =
Hopp D Heeo (8 Hogoug, e quie (i denota asoma diveta, os subespagos que corres
pondem aos espectros absohitamente continuo e singular sao vazios, Muito
ciihora dp seja uma medida singular, ela corresponde & parte pontual do
capectro.

A discrepancia entre as implicagoes dos teoremas de von Neumann e a
descricao acima advéwn justamente de que a medida de Dirac nao ¢ absolu-
tamente conbinua com respeito a medida de Lebesgue, ow mesmo a medida
de Lebesgue sobre a superficie de energia (tambeém chamada medida de La-
ouville). As medidas » ¢ dp 130 tém os mesinos conjuntos de medida nula,
bastando lembrar do complemento da umao das orbitas periodicas. Assin,
540 dots operadores nunitarios distinlos sendo tratados, aquele que aparece no
enunciado do teorema de von Nemmann ¢ o que tratamos agqui, Eles nao sao
unitariamente equivalentes.

Com este estudo, vimos que nao aparecen nconsisténcias elementares
nesta formulagio de espagos de Iilbert. Aldm disto, é preciso bastante cni-

dado com a terminologia de espectro para evitarnios confusoes,
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Capitulo 5
Conclusoes

Nesta lese, vimos que um sistema de interesse que Lem soa onergia dissi-
pada ao longo do tempo pode ser imaginado acoplado a uim sistema cadtico,
Varios experimmentos numeéricos foram [eitos, usando como sistema de inte
resse nma particula em uma dimensao sujerla a um potencial quartico. Além
da dissipagao na média microcanonica do movimento da particnla de inte-
resse, a nao linearidade de seu potenaial faz surgir i potencial dependent.e
do tempo, cuja amplitude ¢ as vezes maior que a energia dissipada,

No limite de acoplamiento fraco, obtivemos uma equnagao que resume os
efeltos do reservatorio cadtico sobre o sistama de interesse:
av v,

+\ o
dz iz

Moz) + = F(z), (5.1)

a equagio (2.34). Na equacao acima, V' — V(z) ¢ o potencial da particula de

interesse. A diferenca
aViz)\ , oV({z))
Az A=y 7

cue ocorre para V/(z) uao-linear, é responsivel por um potencial dependente
do tempo na dindmica. Q potencial V; é win potencial de renormalizagao,

que depende do acoplamento e do reservatério cadtico a que acoplamos. Nos
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casos aqui mostrados, este tenmo tom efeilo muito maior que o potencial
adiabatico ¢ F(z).

O termado lado direito da eq.(2.34), F(=), ¢ o funcional dado na eq.(2.32):

273 o t
Flz)=° / b'(u)/ senw(l — )2()d1! | (5.2)
w 0 1]

em gue 7y é basicamente o madulo da constante de acoplamento. S(w) é a
lransformada de Fourier da amocorrelacdo da variavel do sistema cadtico
usacla para acoplarmos o sistema de interesse. Na equagio acima, usamos
escrevemos F(z) somente em Lermnos de S{w), mas na verdade, esle termo
& igual, para fregiléncias positivas, & parle imaginaria da transformada de
[Fourier da susceptibilidade dinamica retardada do banho, X"(w). O termo
da convolugao ¢ formalmente igual aguele obtido no tratamento de Caldeira
¢ Loegeett {25], comt o reservaldrio de osciladores harnmonicos.

As propriedades mais importantes da densidade espectral S{w) para um

sistema caotico conservalivo sao as seguintes:

o S(0) # 0 por causa das drbitas periddicas longas, de periodo tao grande

quanto se gueira, gue sao genéricas num sistema cadtico;

e 5(0) € responsavel por um efeito de memdaria na dinamica do sisicma

de interesse;

¢ para um sisteina de dois graus de liberdade regolar, S(w) tem picos

+ F

localizados em Lorno das (requencias das orbitas mais importantes;

e neste qltimo caso, se o sistema de mteresse ¢ muito mais lento que o

sistema cadtico, o cleito de F ¢ anulado pela média microcandnica;

® mesmo no regime cadtico, S(w) tem valores altos em torno de fregiién-

cias de certas orbilas periodicas, possivelmente as menos instaveis.

As propriedades da densidade espectral, o seu efeito na dindmica do sis-

temna de interesse ¢ o paralelo com o tratamento de Caldeira e Leggett da
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dissipacao sao obtidos pracas a uma fornuidagao de espacos de Hilbert em
mecdnica classica. Fata Leoria permite wina lincarizacao das cqnacoes de
movimento do sislema caotico, contanto que as equagoes de Hamilton deste
possuam solucoes globals no tempo (qualquer que seja a condicao inicial),

A idéla [undamental da lormulacao do espacgo de Hilbert é atribuir s
orbitas peridodicas do fluxo Hamilloniano a medida no espago de [ases. Lem-
brando que as orbitas periodicas sao variedades de dimensao uin imersas na
superficie de energia, cnja dimensao ¢ 3 no caso, uma medida com deltas
de Dirac sobre as orbitas € introduzida, Através dela, o operador de Liou-
ville classico possui autolungoes nao triviais, associadas ao traco das drbitas
periddicas.  Os antovalores sdo proporcionais ao inverso dos perfodos das
orbitas, isto &, suas [reqiéncias. Assim o espectro do operador de Liouville
¢ transposto para a densidacde espectral aciima mencionada.

A medida de Dirac, dgp, introduzida no capitulo 3 e formalizada no
capitnlo 4, permite nma teleitura do principio da uniformidade, formulado

por Hannay e Ozorio de Almetda [5]. O enunciado aqui obtido ¢ o segninte

/'n di= Y%, (5.3)

cm que & é a arca da superficie de energia
Y(K) = /6([5‘ —1)dq 4

e I ¢ a funcao caracteristica do conjunto de orbitas periddicas da super(icie
de energia If = F,

A interpretaciao imediata da equagao (5.3) é que podemos medir atraves
das orbitas periddicas da niesma lorma que através da medida de Lionville
S(f — 1) dq dp. lsto é bastante simples. A solisticagao escondida na de-
finigao da medida dg (veja capitulo 3) estda nos pesos que se devermn atribuir
a cada Orbita periddica. O resultado nao trivial é que a soma destes pesos,
basicamente as intensidades das orbitas, tem um comportamento assintotico

genaerico,
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Apéndice A
O integrador simplético

Lxistem diversos mélodos numéricos de intepragao de equacoes dileren-
ciads ordinarias. Fles se caracterizain pela ordem & com sua acuracia sendo
detinida localmente em fungao do tamanho do intervalo da variavel indepen-
dente, usualmente o tempo. Assim, para mm passo de lutegragao b, o erro
nas variaveis & da ordenn de A% por exemplo para integradores da familia
Runge Kulia.

Se evoluimaos um sistema que tem gquantidades couservadas, como a ener-
gia total num sistema hamilloniano, sabemos que a solugao exata, ainda que
desconhecida, do sistema de equacoes dilerencials por ela gerado levaria a um
tiapa simplético a parkir de condicoes inicials até qualaquer estado final, Fn
tretanto, uma propriedade indesejada dos mtegradores Runge-Kutla ¢ de nao
serem simpléticos exatamente, mamsfelada no determinante do Jacobiano da
evolugao para um passo de integracdo ser diferente de um, o que signitica que
o sistema € artificialmente excitado ou amortecido durante a integragio. Km
muitas aplicagoes esta propriedade ica patente depois de muitas iteragoes,
levando a resultados espirios.

Assim motivados, Forest ¢ Ruth | 18] definiram os integradores simpléticos,

esquernas de integragao numérica para sistemas hamiltonianos que conservam
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a 2-forma dp A dg exatamente, e portanto a energia, de modo que

(4(0),p(0))  » (gl4), p(L))

& uma transformacao canduica.
Suponha gue queiramos resolver as equagoes de Hamilton
dz
_f_f =IZ,H] , (Al)

‘
o1 que z é unt ponlo no espago de fase 2ndimensional.
Reescrevendo a equagao acima com a delini¢ao de operador de Lie rela-

cionado a ‘H, temos

dz,
— = —:H: =z
dt
em que 1 H: f = [H, f]. Vamos determinar um mapa simplético M (1) que

atuam sobre fun¢oes das variavels dindunicas da seguinte {orma:
g(z{(t)) = M{t)g(z0) . (A.2)

Como ¢ nio tem nenhuma dependéncia temporal explicita, ele obedece a
refagao

dy _
o= [, H] ,

donde vemn para M:

IAT
“g(ze) = [M gla), H(Mzy; 1))

i
(M g(za), MH(z0; )]
= Mg(z0), H{z0: )]
= =M H(Su, f) : !](2’(]) 3

om gue usanios qiue o parentesis de Polsson é invariante sob translormacooes

simpléticas. Como g é arbitraria, obtivermos

IM
(rT = —M H(zt): . (A.3)
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Lembremos gue Al atua sobre lingoes de zg, de acordo com (A.2).
Para a hamiltoniana H tndependente do tempo, podemos resolver a equa-

¢ao acima formalmente, escrevendo
M(t) = exp(t 1 Hizo):) . (AA)

tan geral, ndo podemos caleular explicitamente M(£)zy qualquer gue seja M.
Scria de pouca utilidade esta formula se nao pudéssemos usa-la como ponte
para aproXimagoes: a inlegracao simplética consiste em substituirmos M ()
por um produto de transformagdes simpléticas que aproximam M({) até uma
certa ordem e de modo que cada fator possa ser exatamenie e explicitamente
calenlado sobre uma condicao inicial .

Um caso particular de integradores simpléticos para nma hamiltoniana
do tipo

H="T(p)+Vy)

se basela em decompor a exponencial de Hoemoum produto de exponenciais
de T eV, que geram transformagoes simpléticas explicitamente cormputaveis.
Assim por exeplo

et r oMtV (A.5)

sabemos que a diferenca entre os lados direito ¢ esquerdo da equagao
acima € da ordem de 12 através da [ormula de Campbell-Baker-Hausdorff
(BCI):
exp{X) exp(Y) = exp(4)

€I e

|

Z=X+Y+ XY+ =(X,[XY]] YN+ %[.\’, V[ X, Y]]+ -

T

pois claramente 7 e ¥V nao comutam. A relagdo acima vale em geral para
qualquer decomposicao de H.
Escrevendo ™ = A+ D, o problema de determinar win integrador simpléti-

co de ordem n se resume portanto a encontrar uin conjunte de nimeros reais
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(ery ey e (dyy o de) tad que a dilerenga entrea funcao ) oo produto

de fungoes exponencians
exp(ertA) exp(ditB) = - xexpleptA) exp(dil B)

¢ da ordem de ("L ou scja, para os quals a tgualdade

I
explt(A + B)| = [T explat Ay exp(dit 8) + Q") (A.6)

i |

scja salisfeita,

Yoshida resolveu este problema exala ¢ aproximadamente para n = 6
en = 8 em [1Y. De seu trabalho usamos o integrador de sexta ordem

aproximado, que tem nm namero de avaliacdes de exponenciais menor do
que o exato (A = 8 para o integrador aproximado ¢ & = 10 para o exaio
para completo detalhamento, ver [19]).

f, importante salientar que o erro O] se aplica tanto is varidveis z
¢ quanto as constantes de movimento, mesmo para n = 2. [sto & particu-
larmente conveniente para o problema que estamos interessados, em que a

energia total deve ser conservada.,
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Apéndice B
Proliferacao de o6rbitas

Tt

Para o caso integravel, o nimero de drbitas N(T') até periodo 1" pode
ser calenlado facilmente trabalhando no espaco de angulos. A densidacde de

Orbitas p(T') ¢ dada pela derivada

- dN .
p(T) = g (B.1)
[ste desenvolvimento é devido a Ozorio de Alineida [17].

Cada ‘ponto’ na camada de energia, representada no espago de agoes,
€ uin toro com freqiiéneias w; = % Considere wma vizinhanca df, que
contém infinitos toros ressonantes, onde as freqiiéncias w, sao racionalimente
dependentes. Ele corresponde a uma vizinhanca em freqiéncias: di.

No espag¢o dos angulos, temos
0, = Tw,

P

Para cada @ fixo, a evolugao temnporal é dada por uma reta passando pela
origem, Considerando todos os toros em I, varremos, no tempo 7', um cone

no espago dos angulos de volume
0V = ——4¢ (1.2)
ein que 8¢ estd mostrado na figura abaixo.
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Figura B.1: O espaco dos angulos. As drbitas periodicas aconlecemn quando
# (mod 27) = 0.

Da hgura, vemos claramente que o elemento ¢¢ cresce com o raio, esle

proporcional a 1, r = |37 I temos tambeém

dly = —rsen £dE dly = rcos £dE
b = rld(cosE, sen )

g
cosé = — sené = —r
|
Clomo as orbitas periodicas primitivas estao dispostas regularmente no

1
FEYR

selor circilar até o periodo 1" é dado por

cspago dos angulos, com densidade o nimero de orbitas periddicas no

. T'” wn Ly
™ = ——|d| .-
r 73
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Integrando na agao [y, que pode ser tomada como pardielro, temos

f[ ll;

N(rl')z ('5_71-2

[154 @ A d3| dl, . (13.4)

O comportamento de p(1') no caso integravel ¢ portanto dado por

VA A (13.5)
Iim [27], obtemos
= |dE
p(T) = 2aTH& - 1) |}
dl
partindo do fato de que o ndmmero de drbitas periddicas cresce na loria

N(8) = aS% em que & & a agao das orbitas. liste resultado para N(5) é

extraido de [34].

123



Apéndice C
Questoes diversas

Fste apéndice trata de algumas questoes levanladas durante o seminario
de defesa desta tese e que nao puderam ser colocadas no texto principal.

Lembrando que, no regime regular, os impulsos devidos ao acoplamento
com o poltencial NELSON ficam diminuidos por causa da limitagao em encrgia,
seria o caso de estudarmos o acoplamento do sistema lento a um sistema
regular ou integravel onde isto nao acontece. A intengio ¢ eliminar a hipotese
de que o decréscimo da energia B, se deveu a amplitude dos impulsos do
sislermma rapido e nao ao regime cadtico do seu fluxo. Para o contexto desta
questao, veja a figura 2,12 e também o segundo paragrafo abaixo da figura
2.8, a pagina 41.

Apesar de esta questao ja ter sido parcialmente respondida quando estu-
damnos a sequéncia de bilhares cadlicos, lazemos aqul umn estude numeérico,
evidentemente analogo ao que vimos {azendo, de um bilhar circular. Havia-
mos mostrado com a seqiencia de bilhares que a maior caoticidade provoca
maior dissipagan, uma vez que a periurbagao era semelhante em cada bilhar.
() parametro de semelhanga usado para compararmos as perturbagoes foi o
valor inicial das autocorrelagoes.

Mostramos abaixo os resullados para a autocorrelacdo e a projecao do

movimento lento, quande acoplado a wm bilhar circular de raio r = 7.54,
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Figura C.1: Correlaggo para o bilbar crcular. Niamero de condigoes iniciais:
12594,

esta ultima superposta i resultante do acoplamento com o bilhar 7. bste
bilhar circular pode ser visto como hmite do achatamento, na dire¢ao x, do
bilhar de Bunimovich, As constantes de acoplamento sao iguals aquelas que
usamos para o bilhar 7, a = 1.0544 x 1073 ¢ § = 2.636 x 107, mas o cfeito é
menor, ainda que apenas para lempo grande.

F interessante notar que a antocorrelacio apresenta nm decréseimo expo
nencial, apesar de o bilhar cirenlar ser integravel. Se ha uma canda oscilante
no grafico acima, sua amplitude é muillo pequena comparada ae que po-
deriamos esperar tendo em mente o grafico da antocorrelagao no caso do
NELSON regular. Ocorre que o bilhar circular tem uma seqiiencia de drbitas
fechadas enjos tragos sdo os poligonos regulares inseritos no circulo, Além
cdlestes, as orbitas podem se fechar depois de 2, 3, n voltas no ¢ircalo. Possivel-
nente isto crie uma superposicao de cossenos, no espirito da equagao (3.59),
(que pera este decaimento. No caso do NELSON, as freqiiéneias proximas, que
aparecem na iransformada de Fourier do grafico mostrado na fignra 2,11,
correspondem as duas orbitas periddicas naquela energia, £ = 0.04 [16].

Outra questao relevante é sobre o que acontece com a evolugio do movi-
mento médio se lomamos a condigao inicial do sistema lento na origem, isto

&, (20, Pag) = (0,0). Se este é um sorvedouro para 0 movimento médio, dado
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Vigura C.2: Anélogo a igura (2.17). Evolucio média do sistema lento quando
acoplado com o bilhar circular de raio 7.54, marcada com pontos. Superpos-
Los nas figuras correspondentes estao os gralicos da evolugao média do sistemna

lento quando acoplado ao bilhar 7, marcada com um linha cheia.

pela equagao (2.31), ele deve ser um ponto fixe, Exalamente isto ¢ o que
mostramos na ligura C.3. Observe se que a cnergia |, | < le 7 significa
zero, do ponto de vista da integragio numérica. Como nao temos um periodo
de referéncia, evoliimos por 1000 unidades de Leinpo, que & da mesma ordem
do periodo das outras condi¢oes iniciais,

Na mesma direcao, seria o caso de estendermos no tempo os gralicos
mostrados nas fignras 2.4, em vez de 1.8 periodo, para nos certificarmos de
que o pouto realmente tende para a origem. Na figura .4, mostramos a
o movimento médio para a condigao inicial (zp, p.y) = (=1.5,0.5) evoluida

pata 287, em que ' = 1176 denota o periodo do sistema lento desacoplado,
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Figura C.3: Audlogo a figura 2.4, O tempo Lotal de evolugao é 1000 npidades
de tempo. Partimos da condigdo inicial (zo,ps,) = (0,0). A resolugio da

escala, no grafico a esquerda, é a mesma das {ipuras habituais. Observe que

P < le = 7 durante quase todo o tempo £ Abaixoe mostramos a projegao

em detalbe, mas nao identificamos nenhum comportamento.
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Fignra C.4: Analogo & figura 2.4, gralico tracejado, exceto que o tempo total

de evolygao ¢ 2.87,
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Como ja mencionado no texto prinecipal, esquematizamos agora a deducao
de X{w) para a andocorrelagao no caso do NELSON cadiico:
Co(r) = a1 cos wyr

b

Calculando a transformada de Ililbert de Cp(7), temos

ol N L L PR
X(1) = =P / A LY
™ S = t'
0.'2 /DQ t:—cyt' cos Wut’d’; /C\D E—('ﬂ" COs wut’ .“’
- T [t — P — |
2r | Ju i —t 0 4+t
at oo fem® cog Wt ;
= — — !
7 Ju 12 — 2

Tomando a parle imaginaria da translormada de Fourier do resultado,

vemos (ue de fato

X"(w) = Selw) | (C.1)

para w > 0. Na equagao acima, usamos que (veja 3.723.10 de [48])

© {fsenwt .
/_m _..%_i:?g_dt’ = —rcoswt sinal(w) ,

em que, evidentemente,

[ se w=0
sinal{w) = 0 sc w=0

- se w0
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