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Resumo

Neste trabalho é apresentado um resumo dos pontos principais da
teoria de sistemas dinamicos aplicada a mapas e da teoria de formas
nornais.

Também desenvolve-se dois métodos iterativos poderosos para cal-
culo de pontos periédicos, demonstrando sua convergenc:a e discu-
tindo as condigdes de aplicabilidade.

E feita a generalizagdo da forma normal de Birkhofl, para o caso
fracamente dissipativo, utilizando-a para o cdlculo de pontos homo-
clinicos de uma aplicagao fracamente dissipativa com um ponto fixo
hiperbdélico na origem e discutindo sua convergéncia.
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Introducao

Desde o século X V11, gracas aos trabalhos de Newton, é possivel descrever ma-
tematicamente o comportamento de corpos macroscopicos. No entanto, em geral
nao é possivel se obter as solugdes explicitas das equagoes diferenciais associadas
ao problema fisico. Somente uns poucos casos especiais (apesar de importantes)
podern ser solucionados exatamente, assim a partir do século passado comegou-se
a desenvolver técnicas matematicas adequadas ao estudo qualitativo de proprie-
dades gerais de sistemas dindmicos. Muito importante é o trabalho de Poincaré
que, entre outras contribuigdes, introduziu a idéia de espago de fases como um
ente geométrico manipuldvel e através dele tentar obter resultados gerais dos
sistemas fisicos. ‘

Durante mais de um século as atengoes estiveram voltadas principalmente
para os sistemas Hamiltoniangs (ou conservativos). Diversos resultados e técnicas
poderosas foram desenvolvidos, tais como secgoes de Poincaré e o teorema KAM
(Kolmogorov, Arnold e Moser). Entretanto apesar de podermos considerar, do
ponto de vista matemdtico, o caso conservativo como um caso limite de siste-
mas dinadmicos gerals, as suas caracteristicas qualitativas sao inteiramente distin-
tas dos sistemas dissipativos. Assim o estudo do limite assintdtico de sistemas
fracamente dissipativos é de grande interesse tedrico, além de ter importantes
aplicagdes praticas. Entre elas o movimento de satélites artificiais de 6rbita baixa,
nos quais o efeito da atmosfera é determinante em seu movimento.

Neste trabalho iremos nos restringir ao estudo de aplicagbes quadraticas no
plano, com um ponto fixo hiperbdlico na origem. Para tal utilizamos uma gene-
ralizacdo, para sistemas dissipativos, da aplicagao de Hénon modificada:

(z+y)?
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onde o produto AjAg < 1.

Esta é a aplicagao quadratica de Jacobiano constante mais geral no plano,
com um ponto fixo hiperbdlico na origem.

Inicialmente iremos estudar as propriedades e comportamentos de aplicagdes
no plano, bem como sua relagdo com sistemas dindmicos. No capitulo } apresen-
tamos os teoremas e definigoes importantes para a analise de aplicagoes, entre
eles os teoremas de Hartman-Groiman e da Variedade Estavel, fundamentais
para a teoria de mapas e sistemas dindmicos ndo lineares. A seguir, no mesmo
capitulo, estudaremos as propriedades do ponto fixo hiperbdlico e suas separa-
trizes, bem como mostraremos, através do teorema de Smale-Birkhoff, que os
pontos periddicos existem e se concentram em torno dos pontos homoclinicos
(intersecgdes das separatrizes do ponto fixo hiperbélico).

No capitulo II apresentamos a formulagio de dois métodos iterativos podero-
sos para o calculo de pontos periédicos, assim como demonstramos a convergéncia
quadratica desses métodos e finalmente discutimos as condigdes de aplicabilidade
de cada um. . .

A Teoria de Formas Normais, uma ferramenta muito 1itil para a analise de sis-
temas dinidmicos e mapas, é apresentada no capitulo I1I. No caso geral é possivel
reduzir uma aplicagdo, por uma transformagio de coordenadas, a uma linea-
rizagao em torno de um ponto fixo. As condigdes para que isso seja possivel sio
fornecidas pelo teorema de Siegel, que é apresentado no mesmo capitulo. Final-
mente estudamos as formas normais ressonantes, que estao fora do ambito do
teorema de Siegel. o

No capitulo 1V aplicamos todos os conceitos expostos anteriormente & aplica-
cao proposta. Desenvolvemos a forma normal ressonante adequada e verificamos
sua regiao de convergéncia. Através dela calculamos os pontos homoclinicos e a
partir deles, os pontos periédicos para diversos valores dos parametros A; e As.
Além disso é feita uma andlise do comportamento do ponto homoclinico para
valores grandes de A; , assim como um estudo rdpido das propriedades gerais da
aplicagao.

Finalmente no capitulo V apresentamos as conclusdes e comentarios, além das
discussoes dos resultados.



Aplicagoes

O estudo de sistemas dinamicos pode ser feito de diversas formas. Pode-se
tentar resolver exatamente as cquaqocs dlnamxcas, entretanto exceto em alguns
casos simples e especificos, tal problema é insoluvel analiticamente. Por outro
lado pode-se simular o sistema usando um computador e a partir da simulagao
obter os resultados numéricos para diversas condigdes iniciais. As desvantagens
da utilizacao de computadores sao muitas pois s6 obtemos resultados para uma
condigao inicial de cada vez e se o sistema dindmico for muito complexo o tempo
requerido é imenso, inviabilizando o estudo.

Se desistirmos de resolver o sistema dinamico exatamente e nos concentrarmos
em suas propriedades e comportamentos, podemos obter resultados qualitativos
e gerais, um objetivo importante do estudo de sistemas dinadmicos. Dentro do
ambito do estudo de sistemas dinamicos, pode-se incluir o estudo de aplicagdes,
pois existem diversas maneiras de se obter aplicagdes, cujas propriedades estejam
associadas a sistemas dinamicos. K de grande interesse o estudo dessas aplicagoes
pois, emn geral, suas caracteristicas podem ser analisadas mais facilmente, tanto
do ponto de vista analitico como do ponto de vista computacional.

Dentre as diversas formas de se obter aplicacOes associadas aos sistemas
dindmicos, a técnich das Secgoes de Poincaré é uma das mais importantes:

Tomemos entao um sistema fisico qualquer, descrito pelas seguintes equagdes
diferenciais:

z = [(z) ze Ac RV

onde z é o vetor das coordenadas e momentos,
A é a regiao ”permitida” do espago de fase -
Temos entdo um fluxo ¢, no espago de fase, associado ao campo f tal que:



z = p(t)

Se tomarmos uma superficie S nesse espaco de fase de modo que o fluxo ¢
seja sempre transversal a ela, entao essa superficie tera dimensao N — 1 e sobre
ela existira uma aplicagao F : § — S, associada ao campo f.

Dado um ponto ¢ € S, a aplicagdo F(q) é definida como sendo o ponto ¢‘ em
que, seguindo-se a 6rbita do ponto z € RN associado a ¢, encontramos novamente
a superficie S. Neste caso S é a superficie de Poincaré e:

g'= F(q)

é a aplicagdo de Poincaré (figura 1.1).

Um ponto periédico zo de uma dada aplicagio F : A — A, (A C RN),'é
definido por:

zo = F™(zo) m>0

onde F™ indica m aplicagdes F. ‘

Ou seja, o é periddico se a sua imagem apés m aplicagoes sucessivas é o
proprio zo. Dizemos entao que zo é um ponto penodlco de periodo m (o caso em
que m = 1 chamamos zo de_ponto fixo).

. E facil verificar que se existirem pontos periédicos na aplicagao de Poincaré,
entao a esses pontos estardo associadas orbitas periddicas no espago de fase e
* vice-versa. Além disso as propriedades desses pontos e suas vizinhangas estao
associadas as propriedades das érbitas do sistema.

' Essa associagao das propriedades é muito importante pois permite que pos-
samos extender os resultados obtidos para a aplicagao de Poincaré ao sistema
dinamico associado. Em particular a estabilidade de um ponto periddico estd
ligada a estabilida~de da érbita associada.



Figura 1.1: O fluxo ¢, no espago de fase e sua superficie de Poincaré S.



1.1 Definigoes e Teoremas

A seguir apresento algumas definigoes importantes para o estudo de aplicagoes
no plano.
Tomemos uma aplicagao genérica P : RN = RN ou seja:

D- 1 Se P for inversivel e tanto P quanto P~1 sdo n vezes diferencidveis, entdo
P ¢ um difeomorfismo C™.

D- 2 Se P ¢ um difeomorfismo C!, definimos sua Aplicacio Tangentc em um
ponto xy como:
g’ = 2o+ DP(z0)(z — z0)

onde DP(xy) € o Jacobiano %&ﬂ

Zo

Podemos utilizar os autovalores da matriz DP(z) para classificar os pontos
fixos da aplicagao P . Assim se no ponto fixo x; os autovalores de DP(xy) forem

)\1 [+ /\2 :
P s
v
| (L~
1. Se sdo reais e |A)| < |Az] < 1 temos um nodo > .
estavel. //'/

/

.
-/
2. Se s3o0 reais o |A;] > |A2] > 1 temos um nodo X /\
instavel. \-/— i
s
/ / |
.
3. Se sdo reais e [A1| > 1> Ay ou |Az| > 1> [Ay] N

temos um ponto de sela.

. X



4. Se sao complexos e A = A, = ™ temos um
ponto eliptico ou centro.

5. Se sao complexos e Aj = A = we'™ onde a < |
temos um foco estavel.

6. Se sdo complexos ¢ A} = A) = ae'™ onde a > 1
temos um foco instavel.

D- 3 Se os autovalores de DP(xy) tém médulo diferente de 1 entdo dizemos que
xy € um ponto hiperbilico.

Se uma aplicagao P tem um ponto fixo hiperbélico z; entiao na vizinhanga
desse ponto fixo a aplicagao ¢ topologicamente equivalente a aplicagao tangente
nesse ponto. Ou seja podemos associar o comportamento de P na vizinhanga
de 77 ao comportamento de sua linearizagio. Essa propriedade é expressa pelo
teorema:

T- 1 (Hartman-Grofiman) Seja A : RN — RN uma aplica¢io linear com
um ponto fizo hiperbilico, entdo todo difeomorfismo CY, PP : RN s RN | cuja
aplicagdo tangente em xy ¢ igual a A , ¢ topologicamente equivalente a A , em
uma mzinhanga de.xy .

Ou seja em uma vizinhanga V' de 7y existe uma transformacio continua de
coordenadas, isto ¢, um homeomorfisnio h , tal que:

h(P(r)) = DP(xs)h(x)

para todo £ € V' (figura 1.2).A demonstracio deste e teoremas seguintes ¢ dada
por Palis|l]. »



D- 4 Um conjunto B C RN € dito conjunto invariante de P(z) se:
P™(z)e B Ve BeVme Z

D- 5 Associado a cada autovalor A; de DP(zs) temos um subespago E; invari-
ante. Os subespagos invariantes sdo classificados da seguinte maneira:

1. Se |A\j| < 1 entdo E; é um subespago E** = {x/nlinolo(DP(:z:))" =z}

[

Se |Ail > 1 entdo E; é um subespago E'™ = {x/'}irlgo(DP(z))“" =zxs}

D- 6 Analogamente, temos para a aplicagao () , variedades estdvel e instdvel,
em uma vizinhanga V em torno de zy , definidas por:

Wil(ry) = {z € V/(nl_ilgo P*(z) = z;) A(P"(z) € V Vn > 0)}

Wit(e,) = {z € V/(lim P () = zf) A(P " (z) € V,Vn > 0)}
; n— oo
Tomando entao uma aplicagao P(r) com um ponto fixo hiperbélico z; , po-
demos enunciar o seguinte teorema:

T- 2 (Variedade Estavel) Seja P : RN +— RN um difeomorfismo C' com
um ponto fizo hiperbdlico x5 , entdo existem variedades locats instivel e estdvel,
Wirst(zp) e WeS(zs) , langentes aos subespagos invariantes E™™t ¢ E*t de

DP(zs) em xy . Essas variedades sio Ldo diferencidveis quanto P(z) (figura 1.3).

D- 7 As variedades (ou separalrizes, no caso de um ponto de sela) estdvel e
instdvel podem ter pontos comuns (cruzamentos). A esses pontos chamamos pon-
tos homoclinicos.

D- 8 Se os cruzamentos forem entre variedades pertencentes a pontos fizos dife-
-~ - ~ ’ .
rentes cntao os pontos sio chamados pontos heteroclinicos.

Podemos verificar facilmente que se existir um ponto homoclinico (ou hete-
roclinico) existird uma orbita completa de pontos homoclinicos (heteroclinicos).
Além disso se observarmos a separatriz estdvel proxima ao ponto fixo, onde o
movimento ¢ aproximadamente linear, veremos que nio existe reflexao em torno
da separatriz. Assim a orientagao do cruzamento é preservada e portanto encon-
tramos sempre pares de orbitas homoclinicas (figura 1.4).



Figura 1.2: Teorema de Hartman-Grofiman

Figura 1.3: Teorema da Variedade Estavel



|

Figura 1.4: Orbita homoclinica perto do ponto fixo.




Uma consequéncia importante é que, devido ao fato de que as separatrizes
nao podem ter auto-intersecgoes, a forma das separatrizes é extremamente com-
plexa (figura 1.5). Percebe-se mais intensamente essa complexidade, quando nos
aproximamos do ponto fixo, onde as iteragdes sao mais lentas e préximas, fazendo
com que as separatrizes se estiquern e se dobrem sobre si mesmas num padrao
muito complicado.

Esta propriedade das separatrizes pode ser expressa matematicamente pelo
seguinte teorema:

T- 3 (Lema Lambda de Palis) Scja A um difeomorfismo C' de RV com um
ponlo fizo hiperbolico p , tendo variedades instdvel e estdvel de dimensio s e u
(s+u = N) e seja D um disco em Wnt(p) . Seja A um disco transversal

a We(p) em um ponto q¢ . Entdo U A" (A) contém discos arbitrdriamente
n>0
prozimos de D .

Ou seja, se A possui pontos homoclinicos, entao podemos escolher o disco
transversal a W*!(p) , no ponto homoclinico ¢ , dentro de W(p) . Assim
as imagens do disco estao em W™ (p) e formam discos transversais a west(p)
gerando a figura homoclinica.

11



1.2 Pontos Periddicos

Se observarmos a figura 1.5, podemos notar que, tomando uma certa regiao
R e obtendo imagens sucessivas de seus pontos, ela volta a se sobrepor a regizo
original, apds cinco iteragdes (figura 1.6). De modo geral, se tomarmos uma
vizinhanga de um ponto homoclinico, ela volta sobre si mesma apds n iteragdes.
Essa propriedade sugere a existéncia de pontos periddicos, e aqui iremos mostrar
que ela impoe a existéncia de pontos periddicos se existe um ponto homoclinico.
Para tal utilizaremos a aplicagao da ferradura de Smale.

A aplicagao da ferradura é uma aplicagio f : R?* ~» R? cujo efcito é tomar um
quadrado @ de lado 1, esticd-lo em uma diregio, estreita-lo em outra e dobra-lo
como uma ferradura sobrepondo-a sobre o quadrado original (figura 1.7).

Assim o conjunto de pontos de @ , que voltam a Q se compde de dois
retangulos verticals e suas imagens sdo dois retangulos horizontais. Definindo
os retangulos verticais como Ag e A; e definindo a aplicagao linear T como:

I T ar + ’70 T
T = lemA
[ y By + 7oy 0
T T =| "% e emni,
Y —By + Ty

coma >1e0< f3<1,entdao T contrai o quadrado na vertical e expande na
horizontal.

Neste ponto ¢ conveniente introduzir a descri¢do simbolica das érbitas que
permanecem em @ . Com essa descrigao associamos a cada 6rbita {z, € Q ,
—00 < n ~ oo} uma sequéncia de indices {7,,} de tal forma que 1,, é igual a zero
ou um se r, pertence a Ay ou Ay respectivamente. Como Tz, = z,,; deve
pertencer a Q , entao x, sempre pertence a Ag ou A, e além disso como Ay e
A) nao possuemn pdntos em comun, podemos associar a cada orbita {z,} um
conjunto dilerente de indices {i,} .

Vamos entao mostrar a correspondéncia biunivoca entre {z,} e {i,,}. Tome-
mos uma sequéncia S,, = {¢q,...,7,-1} de zeros e uns, representamos o conjunto
de pontos cuja érbita simbdlica possui essa sequéncia S, por Ag, . Ou seja, os
pontos de Ag, possuem zp € Ay, e T*zg € A, , k= 1,...,n - 1. Sabendo-se
que T expande as dimensoes horizontais por um fator « , vemos que Ag, é um
retangulo de dimensdes (1/a)™ por 1. Analogamente, o conjunto dos pontos nos
quais Tz, € Ay k= -n,...,~1,éT"Ag_,,onde S.,, = {i.,,...,1.1},

n?



Figura 1.6: Sobreposigao da regiao R e sua imagem.
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Figura 1.7: Ferradura de Smale
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que é um retangulo de dimensodes 1 por 8" . Assim o conjunto dos pontos que
satisfazem T*z, € Ai, k= —-n,...,n—1,¢é um retangulo de lados a™" e
B". Se fizermos n — oo , obteremos retangulos inscritos cada vez menores, para
qualquer sequéncia {i,,} , cujo limite é o ponto zy , que possui a propriedade
Tkz, € A, , —00 < k < oo (figura 1.8). Portanto existe uma correspondéncia
biunivoca entre {z,} e {in} .

Uma propriedade importante é que os pontos zo de todas as érbitas que
pemanecem em @ , formam um conjunto de Cantor A , ou seja um conjunto
fechado em que:

e O maior conjunto conectado ¢ um ponto.
e Todo ponto de A é ponto limite de A.

Além disso podemos ver que existem 6rbitas periddicas na aplicagao da ferra-
dura, pois basta tomar uima sequéncia {1} que seja periodica. Podemos também
mostrar que as érbitas periddicas sdo densas, ou seja, tomando duas sequéncias
periddicas, cujos indices coincidem entre —n e n — 1 vemos que pertencem ao
mesmo retangulo a™" x " e se tomarmos n suficientemente grande, tornaremos
as sequéncias tao proximas quanto se queira.

Existem também diversas drbitas cadticas, nas quais os indices nunca se repe-
tem e em particular existe uma 6rbita densa, ou seja, uma 6rbita que se aproxima
arbitrariamente de todos os pontos de A , neste caso sua sequéncia {i,} possui
todas as sequéncias finitas de indices possiveis.

Esses resultados para a ferradura de Smale podem ser generalizados para
aplicagdes de Poincaré, na vizinhanga de pontos homoclinicos, através do teorema
abaixo.

T- 4 (Teorema Homoclinico de Smale-Birkhoff) Se 7 : RN - RN ¢ um
difeomorfismo tal que x; € um ponlo firo hiperbélico e que exista um ponlo
xp # 1 de inlersecgdo transversal de W™ (z5) com We(zy) , entdo T tem
um conjunto invariante hiperbilico A, contendo zy, no qual T € topologicamente
cquivalente a um deslocamento dos indices da érbita simbdlica {1,}.

Assim a consequéncia deste teorema, cuja demonstragao esta desenvolvida em

Guckenheimer|2], é que existe um numero infinito de pontos peridédicos em torno
do ponto homoclinico.

14
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Figura 1.8: Retangulos inscritos paran = 2 .
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11

Métodos Numeéricos para Pontos Peridédicos

Nesta secgao apresento dois métodos iterativos poderosos para o calculo de
pontos periddicos. O primciro método ( Método de Ponto ) foi desenvolvido
devido a necessidade de se calcular, neste trabalho de tese, pontos peridédicos
para uma familia de aplicagdes de caracteristicas razoavelmente variadas. O
método nao exige o conhecimento do comportamento da aplicagdo mas apenas
das formas analiticas da aplicagao e seu Jacobiano.

Posteriormente descobriu-se que havia um método semelhante, voltado para
o calculo de orbitas completas, para casos mais especificos. A generalizagao
deste levou ao método de érbitas, onde a aplicacao deve ter seu comportamento
conhecido, pois trabalha-se com as ¢rbitas completas.

'‘Ambos sdo métodos de rapida convergéncia e simplicidade de calculos e, ape-
sar de serem bastante semelhantes, tém seu melhor rendimento em condigoes
distintas.

16



I1.1 Método de Ponto

O método a ser exposto baseia-se no fato de que podemos resolver exatamente
e de modo simples, o caso emn que a aplicagdo é linear. Assim o procedimento é
a linearizagao da aplicagao em torno do ponto aproximado z, € a utilizacio das
propriedades dos pontos periddicos z .

A linearizagao ¢ feita a partir de uma cxpansao de Taylor da aplicagao em
torno r, . Assim para um ponto periédico g de ordem m a linearizagao em torno
de , é:

dF™(z)

F (:co) =F (xa) + T

(30 - za) (Hl)

Zg

gF™ (z)
onde * 3

é o Jacobiano da aplicagao F™(z).
Mas, pela ;egra da cadeia podemos escrever o Jacobiano como:
aF™(x)| _ 9F(x) dF(z) ?_F_‘(_:Q

dr |, x |gm-1 Oz |-z dz

Z
onde zl} = F"(z,).

O que facilita enormemente os calculos devido ao fato de que a forma analitica
de F™(z) é em geral extremamente complicada de se calcular, enquanto que a
forma de F(z) é, na maioria dos casos, bem conhecida e pouco complicada, e
portanto podemos obter sem dificuldades a forma analitica do seu Jacobiano.

Por simplicidade de notagio continuarei utilizando a forma 11.1 em lugar da
regra da cadeia, o que nao alterara em nada o desenvolvimento do método.

Utilizando a definigao de ponto periédico obtemos:

oF™(z
Tg = Fm(xa) 4 -—‘(};(_) . (zU - Ia)
Isolando zq resu.lta:
AF™(x OF™(x
[1 - N T

onde 1 é a matriz identidade.

Subtraindo-se [1 - QE(—;'—}Q r, de ambos os lados obtemos:

z, ]

IF™(z)
[1 ~ 8z

. ] (:t() - Za) = F'h(:td) — o

17



ou seja,

oo [1 2

or (Fm(Ia) Iu) b xy (”.2)

Zu
Para que a equagao 11.2 seja valida é necessario que o determinante da matriz:
aF™(x)

].__
dzx

Zy

seja diferente de zero , ou seja é necessario que o Jacobiano da aplicagao nao
tenha autovalor unitério. Se uma dada aplicagdo tem um autovalor unitdrio em
seu Jacobiano entao os pontos fixos associados a este autovalor nao serio isolados.
Por exemplo, no caso em que a aplicagao de reduz a uma matriz do tipo:

F(z) = (1) 181 l‘x

onde M é uma matriz quadrada qualquer.

Fica facil verificar que sao pontos fixos os pontos situados no eixo associado
ao autovalor 1. Mas mesmo nestes casos, na maioria das vezes, o método pode
ser aplicado, desde que estejamos suficientemente distantes dos pontos fixos, pois
em geral os autovalores fora dos pontos fixos sao diferentes de 1.

Assim aplicagao 11.2 é por construgdo um método de calculo iterativo com
convergeéncia quadratica e, portanto necessita de poucas iteragoes para um calculo
preciso dos pontos periddicos, desde que se esteja suficientemente proximo ( As
demonstragdes estao desenvolvidas na secgao 11.3 ).

O método aqui desenvolvido exige apenas um ponto de partida e calcula um
dos pontos da érbita periédica.
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I1.2 Método de Orbita

No método descrito a seguir o procedimento é similar ao exposto na secgao
anterior. Ainda utiliza-se a linearizacao da aplicagdo, mas neste caso a linea-
rizagao é feita em torno de m pontos aproximados ! | para uma érbita periédica
de ordem m. Portamto o que se obtém é uma aproximagao da érbita como um
todo e nao uma aproximagao de um dos pontos da orbita.

Tomando-se uma aplicagdo F, a i-ésima imagem do ponto periédico z} de
periodo m é:

i+1 i
zy' ' = F(zp)
com zttt — 1.
Substituindo-se entao os valores:

a:f, = :1:f,+D"
x:')+l — z:‘:fl + Dt
e linearizando F obtemos:
aF(z)

Di+l — ."Di + (F(:L’:l) _ x:'l+l)

t
zll

© dz
Substituindo-se D' pela expressiao equivalente resulta:
) p p q

; OF(z)| OF(x) .1 OF(x)
t+1 . 77\ -1
b= dz |z Oz D.' * oz

NGCHEEARYUCAREAY

Repetindo o processo até chegar a D! obtemos:

. Dt = ML.D! + K (1L.3)
onde
v = OF@)| 9F(z) dF(z)
© 8z i, Oz g CE W,
K' = "‘QF.(.T) QE_(Q

i .. Mpd=1) Z g7 iy _ i+
I S UG EE AR LR
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Assim se 1 = m entdo D™*! = D! e portanto:

1-M™.D'= K™ (11.4)

Esta equagao pode ser facilmente resolvida por inversdo para os casos em que
det [1 - M™] # 0. A partir de D' podemos calcular os outros D' e i, , que serio
os novos pontos aproximados z', e aplicar novamente a equagao 11.4, repetindo
o procedimento até que tenhamos atingido a precisao desejada.

Devido ao fato de a matriz M ser uma quantidade nao intrinseca da aplicagao,
ela dificilmente anulard o determinante e, mesmo neste caso podemos modificar
um pouco, na maioria das vezes, os valores de 7', e resolver este problema.

O método aqui desenvolvido é umna generalizagao, para uimna aplicagao qual-
quer, do método apresentado por Marcus de Aguiar |3], para sistemas Hamilto-
nianos da forma:

H=) pt+V(z)

)

onde p; sao os momentos conjugados das coodenadas z; .

Como o método da secgao anterior, este também tem convergéncia quadratica
para qualquer aplicagao e, portanto fornece resultados bastante precisos com
poucas iteragoes.

Nas secgoes seguintes estao as demonstragoes de convergéncia dos métodos
descritos anteriormente e uma discussao mais completa sobre as condigoes de
convergeéncia.
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11.3 Demonstracoes de Convergéncia

Nesta secgao irei inicialmente demonstrar que uma aplicagao cujo Jacobiano
é nulo em um ponto fixo, produz uma sequéncia convergente para esse mesmo
ponto e, a seguir provarei que o Jacobiano das expressoes (11-6) e (11-14) sao nulos.
Finalmente discutirei as condigoes de convergéncia de cada um dos métodos.
Vamos entao tomar uma aplicacdo A : RN s RN :

M = Ai(2") i=1,2...N (1L1.5)

com um ponto fixo p:

pi = Ai(p) i=1,2...N (1L.6)

cujo Jacobiano A,;(z) é nulo em p:
dA; . .
Aij(p) = 94i(z) =0 t,7=1,2...N (1L.7)
Jdz; »

Aplicando-se o Teorema de Taylor [4], para fung¢bes de varias variaveis, a cada
uma das equagoes 11.5 obtemos:

) 2z

N
Z uk(w '~ pi)(zk — px) (11.8)

l\’)l'—‘

onde p é o ponto em torno do qual se toma a expansao,
T é um ponto que pertence a linha que une z" e p,
. A, ;(z)
. —_ ST
¢ Tyule) = 42|

Mas pelas relagoes 11.6 e 11.7 a equagao 11.8 resulta em:

N N
(=3 - pi) = QZ - Ton(e)(z] - )ek - ) (119)
Vamos definir:
D} = zi - p;
131 = j
12 = k
ry = I
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Deste modo 11.9 fica:

n+l __
Dt =

B |

N N
> > Tij(z) DY DY,
j=1k=1

Substituindo D, e D} pelas expressoes equivalentes obtemos

n+1_l L L = L. = n-1nn-1nn-1pyn-1

Dc‘ - 23T"112(xl)Tinqu($2)T'2'21'22(2"3)01‘“ Diy_! Dig. Digg
onde as somatorias estao implicitas ou seja, para cada par de indices repetidos
faz-se uma somatéria com o indice variando de 1 a N. Substituindo sucessiva-

mente os D; resulta a seguinte relagao:

2n-»l_l 2" -]

D?+3___2~2 + H Tkjke,‘kz,-u(zj) H Tk’lk'zhk'lh-fl(zh)DllC'_a[,Dlng',+| (11.10)
j=1 h=2n-1 :

onde os indices k estdao ordenados da seguinte forma:

j =12 3 4 5 6 7 8 9.
k = ¢ 1y 19 111 t12 121 t22 f1p iz

Portanto a condi¢ao necessaria e suficiente para que a aplicagao A convirja
para o ponto p é que a quantidade a direita da expressao 11.10 tenda a zero
quando n tende a infinito.

E interessante verificar que esse valor depende apenas de quantidades conhe-
cidas (o tensor T;jk(z) e a diferenca D! ) o que nos permite utilizar uma técnica
‘simples de se verificar a possibilidade de convergéncia. E suficiente para a con-
vergéncia, que o valor:

max [Ti;k(z)| L < 2N7* i,j,k=1,2...N (1L11)

onde z pertence a uma regido 3 ¢ RV em torno de p,
e L é a maior distancia em B.
Além disso, mantidas essas condigoes, verifica-se que a cada passo a distancia
entre o ponto fixo e o ponto aproximado diminui por um fator, estimado por
cina, de

l 2" -.
(§R2N2 max IT.‘jk(-T)|) ~ |D™|
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ou seja, a cada passo o método aumenta a precisao, no minimo quadraticamente.

Tomemos agora a equagao 11.2 e calculemos seu Jacobiano no ponto periddico
p. A equagao pode ser reescrita como:

N
x?+] = A,‘(:Bn) = Z Iij(xn)(ij(xn) - 1-'.") + x?
< J:

—

onde :c"-'“ é a t-ésima coordenada de zg,

x é a 1-ésima coordenada de z,,
FI' é a t-ésima coordenada de F™ e

oz
Deste modo o Jacobiano no ponto periddico p fica:

N { al;(z)

1;;(z"™) é o elemento (¢, j) da matriz [1 - 9P (z)

-1
.|

- bjk:l } + bik
P

Mas como Fj’"(p) = p; e o segundo termo na somatoria vale - é;; pois é um
produto de matrizes inversas, obtemos:

dAi(r)
oz

9Ai(z)
dzx k

aF™(z)
(£7(p) = pj) + Lij(p) [—4—-

9z

roog=d P

= —bik + bk =0
p -

. Para calcular o Jacobiano da expressao 11.4 precisamos reescreve-la da forma:

XM= - M(XT)]TE(XT) + X7 (11.12)

onde X" é a n-ésima iteragao do vetor (z!,z2,...,z™) da 6rbita completa,

K (X) é o vetor (K™(X), K'(X), ..., K™ 1(X)).
e [l - M(X)| ¢ amatriz:

1 - M™(X) 0 0
0« - MYX) --- 0
0 0 e 1= M™TI(X)

Essa forma é necessaria pois como o método utiliza m pontos de partida a
dimensao do espaco onde estamos trabalhando é N.m e o Jacobiano deve ser
calculado nesse espago. Assim o Jacobiano da expressao 11.12 fica:

SAX)| _ al- M(X)""
Tox |pT X

K(P)+ 1= M(X)]" 59—%?!) R

})
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11.4 Conclusao e Comentarios

Como foi demonstrado na secgao anterior ambos os métodos tem convergéncia
quadratica se salisfeita a relagao 11.11 e além disso suas formas analiticas sao
semelhantes, ficando as diferengas principais por conta da dimensao das matrizes
e do calculo das corregaes. »

No método de ponto as matrizes tem a dimensao do espago da aplicagdo
original para qualquer periodo das orbitas, enquanto que para o método de érbita
a dimensao das matrizes fica multiplicada pelo periodo da érbita de interesse
devido ao fato de trabalharmos com todos os pontos da dérbita simultaneamente.

Na pratica podemos trabalhar em ambos os métodos com matrizes da di-
mensao do espago da aplicagao original, pois como foi descrito na secgao 11.2
(método de 6rbita), podemos calcular um dos pontos da 6rbita e a partir dele
calcular os outros. No entanto ainda assim se mantém a necessidade de se utilizar
todos os pontos da érbita para calcular o ponto seguinte ( equagdo 11.4 ), pois
tanto a matriz M como o vetor K dependem das érbitas completas.

Vamos agora analisar a aplicabilidade de cada método. Em termos de esforgo
computacional nota-se facilmente que o método de ponto ¢ muito mais simples
de ser implementado e o tempo de uma iteragao é muito menor que o tempo para
o método de orbita, que necessita calcular a corregao K e depois todos os outros
pontos If;-

Entretanto a corregao K ¢ na verdade a corregao para a érbita completa, ou
seja, cada termo da somatéria ( equagio 11.3 ) é a corregio para cada ponto da
orbita, transformada para o ponto final (que é o mesmo que o inicial).

Essa caracteristica permite que sejam necessarias menos iteragoes para o
método de orbita, se temos uma boa aproximagao da 6rbita completa. O ponto
inicial possue uma certa distancia do ponto procurado, se tomarmos imagens
sucessivas do ponto inicial elas se afastardo cada vez mais da érbita procurada,
mtroduzindo a cada imagem um erro adicional. No entanto se temos idéia de
onde se localizam os pontos da érbita, o método de érbita evita o aparecimento
desse erro adicional e, a cada iteragdao produz uma 6rbita bem mais precisa que
o método de ponto. _

Assim podemos ver que os métodos, apesar de muito semelhantes, possuem
aplicabilidades distintas. Se temos um bom conhecimento do comportamento
da aplicagao original, é mais conveniente a aplicagao do método de érbita, que
produz resultados precisos e completos com poucas iteragoes. Se, ao contrario,
temos pouca idéia do comportamento da aplicagao mas conhecemos sua forma
analitica, o método de ponto é mais vantajoso, pois é simples de ser implementado

25



e produz iteragOes mais rapidas.
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111

Formas Normais

A idéia de se utilizar formas normais para estudar sistemas dinamicos surge
da possibilidade de se obter resultados importantes através da sua lincarizagao
em torno de algum ponto fixo (por exemplo o Teorema de Hartman-Grofiman).
Entretanto para se estudar a influéncia dos termos nao lineares necessitamos ir
além da linearizagio, neste caso tentamos reduzir o sistema dinamico a forma
mais simples possivel, através de uma mudancga de variaveis.

A teoria de formas normais, desenvolvida por Poincaré, nos indica quais sao
essas formas mais simples (formas normais), em torno de um ponto de equilibrio
(ou de um movimento peridédico). Obtemos as formas normais com a ajuda de
séries formais, em torno do ponto de equilibrio (ou movimento periodico), que
expressam a mudanca de coordenadas necessaria. Tais séries nao sao sempre con-
vergentes, entretanto mesmo nestes casos seus primeiros termos sao importantes
no estudo do comportamento das solugoes.

O método das formas normais é portanto uma poderosa ferramenta para o
estudo de sistemas dinamicos, sendo o principal método para o estudo de bi-
furcagoes em familias de equagoes dependentes de parametros.

Podemos utilizar o método das formas normais também para aplicagoes, e
seus teoremas e resiiltados sao analogos aos de sistemas dindmicos. Neste capitulo
apresentarel a teoria de formas normais para aplicagoes, cuja utilizagao no meu
trabalho é direta e, além disso a teoria para sistemas dinamicos estd bemn descrita
em diversos textos (por exemplo Ozério de Almeida[5]), enquanto que a teoria
para aplicagoes é apenas citada na maioria dos textos devido a sua similaridade.
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I11.1 Forma Normal nao Ressonante

Vamos inicialmente introduzir o conceito de ressonancia.

D- 9 Dada uma aplicagio formal F : RN +— RN definida pela série inteira
F(z) = Az + -+« e sendo (A1,...,AN) 08 aulovalores associados a A, entdo cha-
mamos de ressondncia a relagdo:

A=A

m . \mp\ym; mpy
onde A" = ATMAY? L AN
my €N
e |m|=Ymg >2¢aordam da rossondncia.

Temos entao, para o caso em que os autovalores nao sao ressonantes,o seguinte
teorema fundamental:

T- 5 Se os autovalores da parte linear de uma aplicagdo F ndo sdo ressonanles,
entdo a aplicagdo F pode se reduzir a sua parle linear A pela mudanga formal de
varidvets:

:cz-ll(z);-y—f-

Assim

Foll = HoA.

Ou seja é possivel achar uma mudanga de variaveis formal que leve a aplicagao
a sua parte linear. Este e os teoremas seguintes estao demonstrados no livro de
Arnold|6]. Podemos verificar isso através do seguinte argumento:
Dada a aplicagao:
[ ¢}
z=F(z) = Az + ) _ Fi(2) (1IL.1)
- k=2

onde Fi(z) é um mondmio vetorial de ordem k em z.

Neste caso um mondémio vetorial de ordem k é uma aplicagao cujas compo-
nentes sao mondmios de ordem k (z]"! ...z%” i Ym;=k,m; >0).

Por simplicidade consideraremos A diagonal e com autovalores distintos nao
ressonantes. Tomemos entdao a mudanga de coordenadas:

z=y4 Pely) - (111.2)
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onde P é um mondmio vetorial de ordem k em y , tal que a aplicagao F nas

coordenadas y nao contenha termos de ordem k . Assim substituindo 111.1 em 111.2
obtemos:

v+ Pe(y') = Aly + Pe(v)) + Fi(y + Pe(y)) + - (111.3)

Para que y' = F'(y) ndo contenha termos de ordem k é necessario que os
termos de ordem k do lado direito da equagéo 111.3 seja igual a Pr(Ay) , ou seja:

AP(y) 4 Fi(y) = Pe(Ay)

ou, para cada componente

[As = A" Pia(y) = — Fro(y) (111.4)

pois P, é uma fungao homogénea de grau m; para cada componente.

Portanto se os autovalores nao forem ressonantes podemos sempre achar um
mondmio Py .(y) que satisfaga a relagdo I11.4. Nao foram colocados os termos de
ordem menor que k na equagio 111.3, mas ¢ facil ver que tais termos nao serio
alterados pela substituigao 111.2 e portanto se repetirmos o processo para todos
os k > 2 obteremos uma aplicagdo com somente o termo linear.

Note-se que este teorema garante apenas a existéncia de uma mudanga de
coordenadas formal entre a linearizagdo e a aplicagdo original, nao afirmando
nada sobre a convergéncia da série e nem sobre sua inversa. Essas questoes sao
resolvidas pelos teoremas dé Poincaré e Siegel.

" Vamos inicialmente definir os dominios de Poincaré e Siegel:

D- 10 Uma colegio de autovalores pertence ao dominio de Potncaré se seus mo-
dulos sdo todos maiores (ou menores) do que a unidade.

D- 11 O donmunio de Siegel é o complemento do dominio de Poincaré.

Podemos agora enunciar os teoremas:
-

T- 6 (Poincaré) Se os autovalores em um certo ponto, de um difeomorfismo
analitico, pertencem ao dominio de Poincaré e nao sdo ressonantes, entao esse
difeomorfismo se transforma em sua parte linear, na vizinhanga do ponto fizo,
através de um difcomorfismo C1.

Ou seja se o ponto fixo for um ”atrator” ou um ”"repulsor” entao podemos
achar uma mudanga de varidveis inversivel que nos leve a aplicagao em sua parte
linear.
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D- 12 Dizemnos que uma colegio de autovalores € de tipo mulliplicativo (C,v) se
satisfazem a relagdo:
[Ae = AT > C|m|™Y

paratodo s=1,....N ;|m|>2; my > 0.
T- 7 (Siegel) Se a colegdo de autovalores de um difeomorfismo, em um ponto

fizo, € do tipo multiplicativo (C,v) , enldo este difeomorfismo se lransforma em
sua parte linear, na vizinhanga do ponto fizo, através de um difeomorfismo C?.

Ou seja, se os autovalores estao suficientemente longe das ressonancias, entao

pode-se achar uma mudanga de varidveis inversivel que leve a aplicagao em sua
parte linear.
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I11.2 Forma Normal Ressonante

Vamos entao analisar o caso em que os autovalores sao ressonantes. Podemos
ver que a equagao 111.4 ndo tera solugdo para os casos em que a ressonancia é
satisfeita, pois ai:

Ao =A™ =0

Contornamos essa dificuldade passando os termos que satisfazem a ressonan-
cia para a forma normal, ou seja, supomos que a aplicagao :

se transforina, por umna série formal

x:y+...

na forma normal ressonante

y' = Ay + w(y)

onde w(y), contém todos os polindmios que satisfazem a ressonancia (monémios
ressonantes). .

.Usando a mesma argumentacao da secgio anterior verificamos a possibilidade
de se obter tal transformagao mas, mais uma vez nao temos nenhuma informacao
sobre a convergéncia ou nao desta série.

Se o conjunto dos autovalores pertence ao dominio de Poincaré, entao temos
o seguinte teorema:

T- 8 Se o conjunio dos autovalores da aplicagdo tangente DA(x) pertencer ao

" dominio de Poincaré, entio a aplicagdo A(zx) se reduz, por uma mudanga de
coordenadas bicontinua, a uma forma normal polinomial composta crelusivamente
de termos ressonantes.

Ou seja, a transformagao de coordenadas é convergénte sc o conjunto dos
autovalores pertencer ao dominio de Poincaré. Isto ocorre devido ao fato de que
existe um numero limitado de monémios ressonantes no dominio de Poincaré.

No dominio de Siegel o numero de mondmios ressonantes é infinito, fazendo
com que nao se possa garantir de um modo geral a convergéncia da transformacao.
Nesta situagido a demonstragdo de convergéncia deve ser feita caso a caso.
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II11.3 Forma Normal de Birkhoff

Um caso de ressonancia muito importante é o caso conservativo, expresso por:
Ae = AA™ ou A =1
ou em duas dimensoes A1y = 1.

Para o caso de aplicagoes conservativas no plano, com um ponto fixo hi-
perbdlico, do tipo:

g = fl(x’y)

v = faz,y)

podemos sempre, através de uma mudanga de coordenadas linear, colocé-la na
forma:

!

= x4
y’ = A—ly+..-

Segundo Birkhoff, esta aplicagao pode ser reduzida a forma normal:

' X' = UXY)Xx
Y' = UTH(XY)Y
com U(XY) = A [1 + }:uk(XY)"].
Através da transformacgao de coordenadas:

x k
r = X+> Y zuXxkiy!

k=2 1=0

* oo k
y = Y+ “Zyku\’k—lyl

k=2 l=0

Podemos verificar a possibilidade de existéncia destas séries, através do pro-
cedimento seguido na secgao 111.1, retirando-se os termos (X*-'YH) em que:

k=20+1 (A1 = AdAg)
k=20-1 CYEPWHE
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e adicionando-os a forma normal.

Moser [7] demonstrou a existéncia de um raio de convergéncia para a trans-
formagao de coordenadas. E em traballios posteriores Ritter, Ozério de Almeida
e Douady [8] verificaram e demonstraram a extensao da regiao de convergéncia

para uma vizinhanga das separatrizes da forma normal.



1%

Proposicao da Aplicagao

A aplicagdo estudada neste trabalho é uma generalizagao, para o caso dissi-
pativo, da aplicagdo de Hénon modificada. A aplicagao de Hénon modificada foi
apresentada e estudada por Teresinha Coutinho [9] e posteriormente estudada de
um ponto de vista mais qualitativo por Gérson Ritter [10] em seu trabalho de
tese, com o auxilio da forma normal de Birkhofl. A generalizagio proposta é a
seguinte:

o= (Ec- E-%y—)z) (1v.1)

v = A (y+ ___~(xJ;y)2)

‘onde p= AAg < 1,0< A2 <1 <'\l
Esta aplicagao possui dois pontos fixos, um na origem e outro em

o A = 1)1 = A9)? Ag(Ag - 1)E(1 - Ay)
10) = (=222 7 (A - Ap)?

Além disso seu Jacobiano é constante para todo z e y, ou seja:

N2 ¥) _ger | M (1-=) - = Ay
anE (14 L;‘ﬂ)

(1V.2)

b 9(z,y)
Uma aplicagao polinomial cujo Jacobiano é constante para todo z e y é cha-

mada uma transformagao de Cremona e sua inversa também é dada por po-
linomios. Neste caso a inversa é : '
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T 1 /= Y 2
- /\1—+ (A1+)\2)
- G
J— _+_ =~
A

Além disso é possivel demonstrar que a forma 1V.1 é, a menos de uma mu-
danga de coordenadas linear, a aplicagao quadratica mais geral no plano, com
Jacobiano constante e um ponto fixo hiperbdlico na origem (Engel|11]).

E interessante verificar a semelhanga entre esta aplicagao e a aplicagao dissi-
pativa de Hénon|12]. As duas aplicagoes sao essencialmente a mesma, a menos
de uma mudanga de coordenadas, entretanto os autovalores estao em regioes dis-
tintas fazendo com que o comportamento seja bastante diferente (no trabalho de
Hénon existe um atrator estranho, que nao existe na aplicagao deste trabalho).

A forma aqui estudada é mais conveniente para sistemas quase conservativos

devido a sua semelhanca com a aplicagao de Hénon modificada, que permite a
utilizagao da forma normal de Birkhofl.

y = 1T~
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IV.1 Propriedades Gerais

Os pontos da aplicagao 1V.1 sdo: um ponto de sela na origem e um ponto de
sela ou foco estavel no ponto IV.2, dependendo do valor de ;.

Quando fazemos o autovalor A; aumentar, o ponto 1V.2 passa de foco estavel
para ponto de sela, produzindo dois pontos de periodo 2 na sua vizinhanga, isso
¢ o que chamamos de bifurcagdo. Se o mddulo do trago da aplicagiao tangente
¢ menor do que 1 + p temos um foco estavel, se for maior que 1 + p temos um
ponto de sela, assim a bifurcagiao ocorre quando:

A\ (1 _mtw) ";y‘)z) + A (1 yEtw) 2”‘)2> = +(1+p)

ou seja, substituindo-se os valores de z; e y;:

—(M+A2) + 200 +2=%(1 4 p)

que resolvido para A; da:

A =1

| . . =
AT = 2 14 Nz - -
: AR (p+1) gp]

Se A\; = 1, o ponto 1V.2 é a prépria origemn e, neste caso este é o valor a partir
do qual a aplicagao passa a ter dois pontos fixos. Podemos considerar que ocorre
uma "espécie de bifurcagao” do ponto fixo da origem.

A outra solugao expressa a bifurcagdo do ponto 1V.2 ou seja, A, ¢ o valor
onde ocorre a bifurcagdo. O comportamento da solugao A; estd na figura IV.1.

Se continuamos a aumentar o valor de A\; com p fixo, os pontos de periodo
2 também se bifurcam, gerando cada um mais dois pontos de periodo 4, em
uma sucessao de bifurcagdes, acompanhando o aumento da complexidade das
separatrizes da origem.

Ao contrério do caso conservativo, onde as separatrizes sempre possuem
pontos homoclinicos, no caso dissipativo, os pontos homoclinicos sé aparecem
para valores de A; maiores que um certo A;, dependente de p. Como os pon-
tos periddicos estao diretamente associados a existéncia de pontos homoclinicos,
torna-se interessante um estudo da dependéncia de A; com p.
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Como A, é o valor para o qual as separatrizes da origem tangenciam (tangéncia
homoclinica), podemos fazer um estudo aproximado do comportamento de A,
verificando visualmente em grélicos quando as separatrizes se tocam.

O procedimento seguido foi o seguinte, tomamos pontos muito préximos da
origem sobre os eixos z e y, subespagos invariantes tangentes i variedade instavel
e estavel respectivamente, e iteramos esses pontos um certo nimero de vezes,
usando a aplicacao para o eixo z e sua inversa para o eixo y, repetindo o processo
até obtermos uma curva razoavelmente continua. Os valores iniciais tomados sio
menores que 1078 e utilizou-se aproximadamente 5000 pontos para cada separa-
triz.

Os resultados estdo no gréfico da figura 1V.2.Tais resultados s3o apenas uma
aproximacao adequada & analise qualitativa de A,, pois a técnica utilizada nio
permite muita precisao.

Verificou-se que o valor de A; é razoavelmente constante (A; ~ 4) em toda a’
regiao, a menos da vizinhanga de p — 1 onde sua variagio ¢ apreciavel, tendendo
rapidamente a 1. _

Nas figuras de IV.3 a 1V.6 temos as separatrizes calculadas para diversos
valores de A; e p. Podemos ver que quando diminuimos o valor de p as separatrizes
se aproximam mais do ponto fixo I1V.2 como scria de se esperar, pois a dissipagio
¢ mais intensa. Entretanto continua a haver, para valores suficientemente grandes
de A, as intersecgoes homoclinicas. ‘

Também fiz um estudo do comportamento do ponto homoclinico para p cons-
tante e A; muito grande.

Vamos supor que o ponto homoclinico tem coordenadas (a,b) com a > b~ 0
(tendencia observada nos graficos das separatrizes). Dessa maneira esperamos
que a aplicagao leve este ponto em (0, y) e sua inversa em (z,0), ou seja:

(a+b)?
4

) 0 = i_l(i.{ i)2
- Ag 4 /\1 /\2

Resolvendo-se a primeira equagao para a obtemos:

a=2-bt2V1-b

0:/\1(1~

para b~ 0

a=4-2b
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Substituindo-se essa solugdo na segunda equagao e resolvendo-a para b obte-

mos:
b= 4[)2)\? (/\1 - 1)
(2p-A)\ p

que para A; > 0 e p constante da:

b= —~~0
Al
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1V.2 Forma Normal Extendida

No caso de uma aplicagao conservativa com um ponto fixo hiperbélico na
origem, podemos utilizar a forma normal de Birkhofl, que sabemos ser conver-
gente. Torna-se entao interessante tentar utilizar uma generalizagdo para casos
fracamente dissipativos. Tal generalizagao podera ser muito util, mesmo que as
séries nao convirjam, bastando que o truncamento dessas séries seja uma boa
aproximagao para a transformacao.

Obviamente nas ressonancias tal série ndo poderd ser convergente pois esta-
mos usando a forma normal ressonante inadequada, entretanto de a ressonancia
for de ordem muito alta, a série truncada pode vir a ser til.

Vamos entao verificar quais sao os pontos que devem ser excluidos da regiao
de conbergéncia. Uma ressonancia genérica em duas dimensoes pode ser dada
por:

A= A0

ou
Az = ASAd

sujeitasa A} > 1>A2>0e MjA2=p < 1.
Se d # 0 entao podemos reescrever a segunda relagao como:

.

Ap = AftIAg!

O caso em que d = 0 esta fora da regiao em estudo. Entao a forma geral de
uma ressonancia é neste caso apenas a primeira relagao, assim:
Se a > b+ 1 entdo

il

A] A?_bpb
Sea <b+1entao
- ’\l — pa)\;—a
que esta fora da regiao de estudo.
Reescrevendo a primeira relagao obtemos A; em fungao de p:
—h

Ay = prebi

Temos portanto uma familia de curvas monotonicas decrescentes, que diver-
gem em p = 0 e sao iguais a 1 em p = 1. Algumas dessas curvas estao no grafico
da figura IV.7.
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Sabemos entao que sobre essas curvas a generalizagao proposta nao sera con-
vergente devido ao termo ressonante.

Vamos agora propor a generalizagao, queremos que a aplicagao:

se transforime por

onde r19 = yo1 = 0 e To1 = Y10 =

(=4 y)"’)

1, na forma normal

X! MU(XY)X
Y' = MV(XY)Y
onde
UXY) = iun(XY)"
. n=0
V(XY) = }0_0‘ n(XY)"

n

0

Portanto substituindo 1V.4 em 1V.3 obtemos:

= L i—ivi 1
:l:' = )\1 LL:CUX'—JY]_Z
' i=13=0

L 1
y' = /\2 yUAl JYJ+4_

i=1j3=0

46
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L (zij + yij )X 77Y7
t=]]=

J-

=]

OO ]

22D (mis +yi) XY

[t=1 =0
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Mas como X' e Y' também se transformam por IV.4, podemos substituir IV.5
em IV .4, obtendo:

oot
= DDz A TIAUTI (XY ))VI(XY) XYY
i=135=0
o i o . o
v'o= DD wn AU (XY V(XY )Xy
i=1;=0
Igualando estas duas iiltimas equagbes podemos obter os valores de z;;, v,

u, e v,. Para conseguir uma expressao geral analitica devemos substituir as
poténcias de séries por séries equivalentes assim:

oo 1 ] t—1 sup
2D (i yff)f\"“”” D3 SELIZD S Sy PNSIETNIN (PRI
i=17=0 1=235=0 k=1l=inf

onde sup = min(k, j)
inf = max(0,75+ k — 1)
Como na forma normal sé aparece o produto XY podemos tratar as séries
em XY como séries de uma variavel t, assim para uma poténcia genérica g:

00 3 Ju-1
N\ n ) L 2 _
L ant L t u]uu]y 1=Jg - < Ujy—ja

n=() Jl =0 ]"l =0 ]"

Portanto podemos reescrever as equagoes como

1 1 il i

= MLL Tij < D0 (@ickgot + Yiekj-) Tk + yr) | XTIV
i=1 j:-() k=1 1=inf
z—-l sup

y = /\222 ¥ij + - Z > (Tickj-t + vickg-1)(zi + yu) | XTIV
i=130 k 1{=inf

onde quando ¢ = 1 a somatdria em k resulta nula.

o0 i [ ku
' X yieivi XL _ i—j—koyi—ke N\ i-j—ka j—ky
T = LLA Y L Ti2k,,j- ko A1 Ay L Uy, Vkumk,
1= j:O ; k=0 - k=0
l
1 - i~j~koyi-k i— ] ko j—k
) - LLA J},] L yl"2kn,] knA "A ! 2_‘ u ”vk” ;;‘
1=135=0 ky=0 k;=0
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onde

. k, kiej=ko-1

' ] o L)

Yy, - Z Z ki kg Yhic k-1 ki, - Uki—ko
kg':O k._J., ky
ko-k; J kog—1t

J=ku - -

kb :E-‘ Z vkl "uv 4,1 *n-l—k;'—ku ot .uk"_k‘_ka

k =0 J kg

Dessa forma podemos pegar os termos de mesma poténcia (1, j) e igualar as
equagoes acima obtendo a expressao geral de z;; e y;;:

o i-1 sup
Tij = [)‘1 "\'1_]'\§] { > 2 (@ick- -1+ ik ki—1) (Tt + Yit)
k=1!=inf
. ko i~k
+ Z Timghoj-kAy T AR YT wp TRk
ka=1 k=0
. -1 i—1 sup
vij = [/\2-)\'1—])\5] : { N (Fickmt + Yimk-) (@ + ya)
: k=1 l=inf
ko y ik o ko, ik
+ L yl 2’501] kliA‘ J "AJ ! Z ul ] ”vk|p“k|]
ky=1 k=0
Quando ¢ = 25 4- 1 fazemos :i.-j = 0 e calculamos normalmente y;;. Achamos
u; da seguinte forma:
i--1 sup
U L 2 (@ickit + Yimki-t) (20 + yia)
) k=1 l=inf
- Z I 2ky,3— kuA' - k“AJ ko L u' - k"vl;,r_k;,
ko=1 k=0
Quando ¢ = 25 — 1 fazemos y;; = 0 e calculamos normalmente z;;. Achamos
v; .1 da seguinte forma:
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Ag t—1 sup
Vi1 = =) (Zi-kj-t + Yiekj-1) (Tt + Y1)

4 -
k=11l=inf
j-2 . - ko ik K

- I j- t—3—Ka, J—Ku

- yi—?ku,j‘-ku’\l ”Az ! Z uk; vkn—'kl

k"=1 k1=0

Temos entao formas analiticas para os coeficientes que, apesar de longas, sao
calculadas rapidamente por computador.

Para a andlise da utilidade da forma normal desenvolvida utilizerei como
critério a verificagao do teorema de Smale-Birkhoff ou seja, se os pontos periddicos
se acumulam sobre o ponto homoclinico.

Adicionalmente para se ter uma idéia da extensao da regiao, no plano XY,
de utilidade da forma normal, calculo as separatrizes através da forma normal
e comparo as curvas obtidas com as calculadas pela aplicagao original. Como
exemplo mostro nas figuras 1V.8 e 1V.9 as curvas equivalentes as figuras 1V.4
e IV.6.
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IV.3 Pontos Homoclinicos

Sabemos que os eixos X e Y sao na representagao normal as separatrizes
da aplicagdo (consequéncia do teorema da variedade estavel). Dessa maneira, o
ponto homoclinico também deve se localizar nos eixos da representagao normal
e assim podemos linearizar a transformagao entre a aplicagao e a forma normal,
para obter um método iterativo de calculo de pontos homoclinicos.

Assim no eixo X o ponto homoclinico pode ser escrito como:

Jdz

- = 2(Xp,0)+ -= X - X
(X0,0) X (x..,n)( o)
, . dy o
v = y(Xo,0)4 X (X00) (X7 Xo)
e no eixo Y:
. Jz
& = 2(0,Yp) + = Y - Y
O30+ gy o O )
. dy .
© = y(0,Yo) + Y Y' - Y
vo= w0N) G| )

onde escrevi apenas os termos do Jacobiano que entravam no célculo.
Igualando os dois sistemas e manipulando-os adequadamente as equagoes,

obtenho:
- 9z _ oz -1 ’
[ X’ ] _ | Xlxuo Y l(0,vu) [ (0, Yo) - z(Xo,0) ] N [ X, ]
MR - 5 0,Yo) - y(Xo0,0 Y,
. axl(xmﬁ) "’Y'(u,y‘,) (0, Yo) — y(Xo,0) o

-
Este método de localizar pontos homoclinicos (0 método localiza todos os
pontos homoclinicos, portanto é necessério se ter uma idéia de onde se encontra
o primeiro cruzamento para se obter a resposta adequada) tem a vantagem de

ser rapido e ter convergéncia quadratica.
Deve-se notar que X pertence ao ponto (X",0) e Y pertence a (0,Y ") que

sao os dois pontos que produzem o ponto homoclinico.
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IV.4 Pontos Peridédicos

Como supomos que a forma normal converge e portanto o ponto homoclinico
calculado por ela é o ponto homoclinico, entao as érbitas periédicas acumulam
sobre ele. Assim o ponto homoclinico deve ser um bom chute para o método de
ponto, desenvolvido no capitulo II.

Entretanto para pontos de periodo muito grande o ponto homoclinico, apesar
de estar muito préximo, nao é um bom chute pois, sua n-ésima imagem é muito
préxima da origem e longe do ponto periddico.

Para contornar este inconveniente utilizei uma linearizagao da forma normal
para calcular o chute inicial. Esta técnica foi utilizada por Gérson Ritter[10] em
seu trabalho de tese. Aqui utilizo uma versao para o caso dissipativo.

Sabemos que o ponto homoclinico é dado por:

| | z(X,0) z(0,Y")
Y’ y(X7,0) | [ v(0,Y7)

Como o ponto periddico esta préximo do ponto homoclinico entao podemos
expandir suas coordenadas (r,y) em torno de (X",0) e de (0,Y "), ou seja:

x] _ [(X,O)}+8(x,y)[' [xrux*}
y y(X,0) a(X,Y) (X*.0) yn
(0,Y")

HERESSIE e
y (0,Y") a(x Y)loyylY -V

onde (X",Y") é a n-ésima 1magem de (X,Y) e para n grande pode ser aproxi-
mado por (A7 X, AZY).
lgualando as duas equagoes e rearranjando os termos obtemos:

[x‘] :-[9_@1 *[w o] 3(a,y) ]
Y (X, Y) oy 0 A% | (X, Y)ix-0

y [ 3(x,y)Al [X‘ ] 3(z,y) [ 0 ”
X, Y)x-0)| O (X, Y) oy

Calculando-se a transformagao de X e Y obtemos o chute inicial.

A seguir apresento em tabelas os pontos periddicos de periodos 4,6,10,20,30
e oo (ponto homoclinico) para diversos valores de A; e A;. Todos os calculos
apresentados tém precisao de 30 digitos.

=

!i

it
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Podemos verificar que com a diminuigao de p as 6rbitas periddicas se aproxi-
mam menos do ponto homoclinico, indicando a diminuigao da precisao do método.

A iltima tabela apresenta os calculos para uma ressonancia de alta ordem,
onde podemos ver que apesar de nao convergir a forma normal é util para o
calculo do ponto homoclinico.
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Conclusao e comentdirios

Através dos resultados obtidos podemos verificar que a forma normal de
Birkhoff generalizada é uma ferramenta bastante \til, mesmo para os casos em
que a série completa nao converge (ressonancias). A regido onde a forma nor-
mal se mostra uma ferramenta quase perfeita (os calculos podem ser feitos com
precisao de mais de 30 digitos) estd indicada na figura V.1.

Nota-se que esta regido tende a acompanhar as curvas das ressonancias, o
que é um resultado mais ou menos esperado pois elas sao determinantes na con-
vergencia da forma normal. ,

Além disso conforme nos afastamos dessa regiao verificamos, através do cal-
.culo das separatrizes, que além da perda de precisao nos calculos ocorre uma
diminuigio da regiao, nas coordenadas normais, em que a forma normal nio
apresenta incorregoes flagrantes.

O desenvolvimento de método iterativos poderosos e simples foi importante
para o trabalho pois permitiu que obtivéssemos rapidamente uma grande quan-
tidade de dados precisos. Os programas de calculo foram escritos em Pascal,
inicialmente em um micro MSX, e posteriormente para que os resultados pudes-
‘sem ter uma precisao maior, foram implementados em um VAX11/780.

O fato de a forima normal de Birkhoff poder ser extendida para casos fra-
camente dissipativos indica que, pelo menos para aplicagbes quadraticas, a uti-
lizagao de formas normais ressonantes pode ser 1itil mesmo para casos fortemente
dissipativos.
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