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CARITULD 1 - INTRODUGAD

Os sistemas classicos =~ hamiltoniarcs podem  exibir dois  tipos
contrastantes de movimento: regular e cattico.

A situagdo mais simples correspondendo ap caso regular, para L graus de
liberdade, & aguela guando o movimento & globalmente integravel. MNeste caso,
havera L constantes de movimerito independentes na forma de furgoes Fitg . pr,
em involugﬁa, isto &, com os parérteses de Poisson, {F'i , FJ-} = [J, Assim, cada arbita
fica restrita a um toro L-dimensional, resultante da multipla intersecgio das L
superficies F; (g, p) = constante, cada uma de (2L - 1) dimenstes. Neste toro pode-
se definir exatamente L contornos fechados, ’TJ- , gue nio podem ser reduzidos a
cada outro por uma deformagdo continua. Estes contornos irredutiveis podem ser

usados para definir as variaveis ag3o, |

= 1 , . ' .
Ij”zﬂj Rj dqa ) I-4

7;

As variaveis canonicamente conjugadas s3o o= aAnaulcs ¢; que irdexam as
L diregSes do toro.

Se todas as agOes forem constantes de mavimento a hamiltoniana & dada
por H(l) apenas. Caso todas ages possam ser separadas individualmetre entio a

regra de quantizagdo & dada pelas condigBes de Bohr-Sommerfel 4™ :

My . -
Ii=f pidqizh(n-ﬁ—a—) , =4, .. .L) . I-2

Ty

Caso as variaveis n3o sejam separaveis mas H = H(j".l ainda, as rearas de

quantizagdo semiclassicas s8o dadas por,

L i, .
xi=j kz_ipkqu=.ﬁ(ni+?), i=12 ....,L 3.
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conhecidas por quantizagﬁo de Bohr-Sommerfeld, Einstein, Brillouin, Keller,
Maslov'®, onde M é o indice de Maslov gue para o oscilador harmdnico & 2. O

espectro de energias & dado por Ef = H ( 1= R(Q + '%) ) Mesmo se na hamiltoniana

classica aparecer uma Unica variavel 8ngulo, 0 sistema ainda serd inteoravel, mas
no espago de fases correspondente poderdo aparecer ilhas de ressondncias com
separatrizes separando toros de familias diferentes (libragio e rotagio) e efeitos
de tunelamentoc podem ocorrer. Para conhecer os espectros de energias
semicldssicas torna-se necessario utilizar outras teorias gque corrijam  a
' ‘
quantizagdo direta dos toros. 0 formalismo de Wigner-Weul'® pode ser usado para
abordar este problema.

Sistemas integraveis sao raros; dentre os sistemas hamiltnnianos guase
todos sdo ndo integraveis rno sentido de gue n3o existem constantes alobais de
movimento além da eneraia. Uma classe de sistemas n3o intearaveis & aguela am que
quase todas Orbitas exploram guase toda superficie de energia (2L - 1) -
dimensional definida por H(p , @) = constante, ao invés de estarem confinadas a um
L-toro como nos sistemas integraveis. MNesse caso diz-se gue o movimento é
ergodico, uma condigd8oc necessaria para gue seja globalmentente cadtico. Estudos
tedricos e numéricos desses sistemas mostram gque eles s3o sensiveis as condigSes
iniciais e que um conhecimento preciso do comportamento future n3o & possivel,
apesar deles ainda serem deterministicos. A identificagdo da irregularidade do
movimento & feita em geral através de calculos computacionais da secgdo de
Poincaré ou da determinagdo dos expoentes de Luaounov.

Uma teoria estatistica baseada em um ‘ensemble’ da matrizes aleatdrias
estabelece padrcées de flutuagtes espectrais. Sea o ‘ensemble’ & invariante frente a
transformagles ortogonais, as matrizes saa reais e simétricas e representam
sistemas com simetria de invers3o temporal. Define-se ent3o o 'ensemble’ gaussiano
ortogonal (G D E). Se o 'ensemble’ & invariante frente a transformagBes unitérias,

as matrizes sioc complexas hermitianas e representam sistemas sem a simetria de
2



4y

inversio temporal. Define-se ent3o o ‘ensemble’ gaussiano unitario (G U B)

. A , . . 3
A partir de evidencias computacionais, Comectur*a-se“

aue sistemas
guinticos com simetria de invers3o temporal cujps andlogos classicos sfo sistemas
completamente gagticos, tém flutuagBes especirais previstas por GDE. Se
confirmada tal conjectura pode-se estabelecer a universalidade das leis de
flutuagBes de niveis de energias para sistemas cujos andlogos classicos s3o

. €
ca\\cutxcc:tsI Y

Para estes sistemas classicos a quantizaggo de toros obviamente ndo
mais se aplica; as uUnicas variedades invariantes que existem s3o a prdpria
superficie de energia e as orbitas periddicas. Por isso o limite semiclissico de
estados estacionarios tem gue ter alguma ligagdo com as érbitas periodicas do
movimento classico. Gutzwiller'' mostra que a densidade de estados e dada
formalmente por uma soma sobre todas orbitas periddicas para cada energia.

AD sB guebrar a integrabilidade do sistema classico, as variaveis &ngulo
deixam de ser ciclicas e H = H( , ©). O aparecimento de ressondncias pode ser
considerado como perturbagfes gue agem no sistema ndo perturbado H = H{{). O
teorema KAH‘SJ diz que se a per‘tur*bagﬁo for suficientemente fraca a maioria dos
toros invariantes n3o desaparecem, apenas sio deformados levamente. Contudo
existem ‘gaps’ onde os toros s3o destruidos, e esses ‘9aps’ crescem com a
intensidade da perturbag3o. Os sistemas genéricos sdo constituidos de orbitas
cadticas e toros invariantes e nisso se assemelham aos sistemas quase
int.egr*é.veis .

Chir‘ikov(m, com a sua descrigdo universal de uma ressonancia nio linear,
oonjectura aue o ‘overlap’ de ressonancias n3o integraveis é o responsavel pelo
surgimento de camadas de orbitas cadticas no espago de fazes. Portanto em um
sistema tipico de dois graus de liberdade o espago te fases apresenta curvas de
libragdo circundando as orbitas periddicas estaveis, drbitas cadticas e pericdicas

nas regides gue eram ocupadas pelas separalrizes, e toros irracionais delimitando
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as regides cacticas. 0 espago de fases de um sistema gerérico & dividido em
regides regulares, onde o movimento esti presoc a toros invariantes, & am regides
irregulares onde o movimento é cadtico.

Percival*? aplica o principio de correspondéncia as propriedades da;s
regifes regulares e irregulares do espago de fases para sistemas com grandes
nuneros aquinticos e & finito, porém pequeno quando comparado com as principais
aglies classicas. Aquelas regifes que s30 menores em volume do que (2wh) podem
ser negligenciadas e somente uma quantidade finita de regiSes de cada tipo
permanzce relavante. Com esses argumentos Percival conjectura que as eneraias do
espectro irregular s80 mais sensiveis a gualouer peguena mudanga de algum
parametro de perturbagdo, do que aguelas do espectro regular. Esta sensibilidade
se manifesta na dinimica dos niveis no egpago dos parimetros e & denominada por
oscilagles de Percival.

Contrariamente aos casos integriavel e cadtico ainda n3o se conhece uma
teoria semiclassica para os sistemaz quase integraveis. Dado o pouco comhecimento
e a generalidade de tais sistemas, Dr*epar‘am&s um sistema classico autdnomo com
dois graus de liberdade do tipo H(J , @) = Hy D+ aH(J , 85 + BHR(T , 9).

A hamiltoniana ndoc perturbada Hy corresponds a uma expansioc em série
de Taylor na vizinhanga de um ponto de equilibrio estdvel denominada forma normal
de Birkhoff que representa toros invariantes circundando o porto de equilibrio.

A primeira perturbagdo H; n3o guebra a integrabilidade do sistema e
gera uma ressondncia isolada nas proximidades do ponto de equilibrio. Ela é
determinada através de um truncamento da forma normal de Birkhoff com mais um
térmo de mais baixa ordem. O sistema agora representado & ccnstituido dos toros
invariantes iniciais e separatrizes separando libragBes de rotagBes. A sua versio
quintica representa um hamiltoniamo separado por blocos, pols a inteograbilidade

classica & preservada quanticamente.



Ao ligar a segunda perturbagdo Hp alguns toros racionais s3o
destruidos originando orbitas cadticas e orbitas periddicas isoladas, também
aparecem cadeias de ressonancias secundarias tanto na regio de libragdo guanto
na regido de rot.agio. Este sistema quase intearavel representandoc um movimento
complexo na vizinhanga de um ponto elitico, a partir da expans3o em forma rormal.
constitul o sistema basico de nossos estudos. Quanticarente a gquebra de
integrabilidade € dada pelo acoplamento dos infinitos blocos.

Para obter o espectro de anergias do sistema com caos € rreciso
truricar a matriz hamiltorniana rm uma ordem finita. Este truncamente impede a
convergercia silmultinea de todos autovalores. Porém, apenas uma  regido
delimitada do espago de fases & coberta por oOrbitas caoticas o que nos permite
pensar gue uma fungdo de corte, acompanhe H; de modo a anular seu efeito fora de
uma certa regido. Isto justifica o truncamento da matriz hamiltoniana em uma
guantidade de blocos desejada e assegura a convergeéncia das mais baixas energias.

Estas discussOes, da preparagédo do sistema classico e sua guantizagdo
sdo apresentadas nos capitulos 2, 3 e 4. No capitulo 5 exibimos algumas teorias de
segunda ordem de perturbagBes. No capitulo 6 discutimos o critério de ‘overlap’ de
ressonancias n3o inteardveis de Chirikov e apresentamos um novo modelo de
ressonancias que permite visualizar a interagdo das ilhas, através do ‘overlap’ de
ressonancias globalmente integrdveis. Olhamos também os espectros deste sistema.
£ no capitulo 7, sumarizamos os resultados e concluses, seguindo-se 5 apéndices.

Computagles da distribuigdo de Husimi s8o mostradas no apéndice E.



CAPITULO 2 - FORMA NORMAL DE BIRKHOFF E SUA QUANTIZAGAD

Para mostrar o gue esta envolvido na técnica da forma normal de
BIRKHOFF™Y vamos estudar o movimento de um sistema h:a\milt,oniano classico na
vizinhanga de um ponto de equilibrio. O sistema pode ter um nomero L de graus de
liberdade. EntSo em menor ordem de aproximagio o movimento & descrito por L
osciladores harmdnicos unidimensionais desacoplados. Contudo, eles podem ser
acoplados, se térmos anarmdnicos na expansdo de Taylor da hamiltoniara s3o
levados em consideragdo. Devido aos acoplamentos ‘o sistema torra-se nio
integravel na maioria dos casos e por ser um sistema genérico ele nio & nem
integravel nem caotico completamente. Experimentos numéricos*®!® g investisagdes

[ 5,16
analiticag!t4r45:4647)

indicam gue coexistem orbitas cadticas e toros invariantes, em
um sistama aenérico.

Coloca-se entfo o problema de como presdrever‘ analiticamente os toros
invariantes. Um dos possiveis métodos & calcular a forma normal da hamiltoniana
classica. Iste foi originalmente desenvolvido por BIRKHOFF para oS casos nao
ressonantes, isto &, guando ndo existem condigSes de comensurabilidade entre as
frequéncias  dos osciladores harmbnicos. Procede-se por uma série de
transformages canGnicas, fungBes rpolinomiais de coordenadas e momenta, gue
prescrave um comportamento totalmente integravel Apds ( - 2) transformagbes a
nova hamiltoniana asta na forma normal de grau ( j ). Por definigdo isto significa
gue todos monBmios de ordem £ j na expans3o da hamiltoniana comutam (Parénteses
de F’oisson nulo) com a parte harmbnica da hamiltoniana. De fato, todos térmos da
forma normal s8o polinmios das N agBes. Este procedimento pode ser formalmente
_ext.endido a {j -+ o) onde obtemos uma exparsio de poténcias da hamiltoniana como
uma funglo das agdes. Cada uma das N apbes guando expressa em térmos das

coordenadas e momenta originais & também uma série de poténcias. Contudo

SIEGAL"® provou aue as séries divergem, o que esta relacionado 3 n3o
29



integrabilidade do movimento. Se o raic de convergércia das séries fosse n3o rulo,
0 sistema seria rigorosamente inteariavel em alouma regido do espago de fases a ai
existiriam toros invariantes.

Deve-se notar gue esse procedimento pode ter valor até nos casos em
gue a5 séries assim obtidas n3oc convirjam. Messe caso ainda obtemos
caracteristicas importantes do movimento na vizinhanga do ponto de eguilibrio
corrigindo a linearizagio.

A auantizagdoc da forma normal de BIRKHOFF & possivel se os
operadores quinticos forem correlacionados individualmente com os mondmios de
coordenadas e momenta. Como decorréncia da forma normal o operador hamiltoniano
dela obtido pode ser separado na soma, H = Iclo + lc'g , da parte harmbnica l’-\lo e outra
anarminica Iflg, tal que F‘o ; ll-\l,«_.] se anula. Conseguentemente, QO e Qg podem ser
diagonalizados simultaneamente, isto & H, & diagonal em uma base de funges
harmdnicas. No caso n3o ressonante, onde a hamiltoniana classica na farma rnormal
depende s0 das agles e por isso inexistem efeitos de tunelamento, os resultados
reduzem a guantizagdo de toros (no limite semiclassico).

Neste contexto, creparamos um sistema hamiltoniano cléassico autdriomo
de dois graus de liberdade, aproximando o movimento na vizinhanga de um ponto de
equilibrio estavel na origem por um truncamento da forma normal de BIRKHOFF, o
resto sendo considerado como perturbagfes, t3o pecguenas guanto mais proximas
estiverem do ponto de equilibric. Supondo gue as duas freguércias caracteristicas
Wy @ wp sejam diferentes, a hamiltoniana pode ser expandida =m uma serie de

Tawlor,
: ( 00. Y. -~ -
R R e R R SR A o SR

onde k, o e uma constante gue pode depender de g e @. Dizemos gue existe uma
. ¥ o~

gy

Al .

ressonancia no ponto de equilibrio (9 ) E] = (Q . Q] ce houver uma condig:So de
7



comersurabilidade entre as frequéncias, do tipo Wy = B orde & & raciornal e (|
e k) sido (1 ou 3. 0 ponto de equilibr-io e n3o ressornante se nio existir tal

relagao racional.

Através da transformagio canénica complexa,

'%:4—%'(9'*1'2] ) g:::l%.[g-—i.g) ) (2)

a5 coordenadas e momenta tornam-se:

[

¥

W
-
e

0
'

i

f-_‘h

e a hamiltoniana (1) & levada a:

O
, ™ 2 . * , &y xe #B8y ¥Bp
H(g i) ) = u,.[ai . al) + wz.{uz . 32] + _ k“,ﬁ a;” .az .38y .3z ,

q+p=3
~ 4)
onde,
* - . " ¥ E ] - “ _ f
{a - al}(g N SIS B L% al}(g o T Pk al}(g =0 g
De acordo com o teorema de BIRKHOFFY%2D o Lsualmente possivel

eliminar t&rmos de ordem superior da =érie {(4), por meio de sucessivas

transformagbes canonicas independentes do tempo, tal gue obtemos a forma normal,

Ha . 2% = wifas . 31) + 0z ae . al) + buofas . &L + baglay . o) (az - ab) +

- j=n)
% N“—“z z &y op ®8,  EB ,
A bglN_‘l.(az . az] + ka'“e 4y .38z . B3 . 8o ) 145

(o



onde os coeficiertes b;; representam a dependéncia das frequéncias nas

amplitudes das oscilagBes. Geralmente o resto da forma normal nio pode sar

eliminado; isto &, a série da forma normal n3o corverge. Também devemos mantar
outros térmos na série, se (mlluz] €@ proximo de um numero racional. Estendemcs &

express3o (3) até ordam N fazendo a transformagioc canfnica {g ) g*] —+ (g , g')

através da fungdo garatriz,

— %; ¥B, #B
(EJ§]=21.3‘§_+22.3+ E qﬁzi .22 .al,‘.azz . (&)
+R=n

~

Uma vez que

. Hz.2Y) =wa, 57

A partir de (6) obtéem-se as series de poténcias para as varidveis,

* ¥ q
a; = 'ﬂ:;— » az = 'Q_Ei ’ zi = éa? + 22 = gdf:" 7.
831 Sag =1 2

~ - AP * : ¥ 4
Ao fazer a reversio das séries das varidveis Z, e Z; obtém-se a, e a,

] : . P E ¥ Lol
em térmos de [g ) 2 ]; a0 substituir as séries de a; e a; nas séries de a; e ap ,
obtém-se explicitamente [g ) g') como fungdo de (g : g*). Qualquer aproximagdic a a*

e a alem da linear (é = Z g* = Z'] gara térmos de ordem superior a N na

extens3o da hamiltoniana®, sendo assim obtém-se:

H(g ' g') o ul,[al . a‘;) + th.(az . a;] + bu,.[ai . a‘)a + bz,z(a,_ . aﬁ].[az . a;] +

a o 28 a8
+ E {k“"@ - [:i.wl(ﬁx - ﬂl) + i.(dg(ﬁz - Gz):]. Sﬁ!ﬁ} . ali i 322 - 1 . 322 8
g B.._. ~ 9 e



A express3o da forma normal de BIRKHOFF é portanto cbtida atraves da

escolha:

- 1. ka,,@
SEJQ T 0B, - &) + Wlfg - Gg) 9

quandoc a relag8o entre w; @ wp @ irracional e o, # 8 a; # By Sea; =8, e

&z = Bz a escolha (9) & impossivel, mas também chesamos & forma normal de

BIRKHOFF para qualguer M,

H[g . g*) = wi.(al . a',‘] + wg‘[ag . a:) + b.,n{a, . a*_l]z + bz,z(ai . a’,).(az . a:] +

M=i
LA W] *
-+ bo,N-;-(az . az] + kNjo.(aL . 81)

niZ
4

+ konlaz . ap)? + TOS (10

onde T.0.S. significa térmos de ordem superior.

Define-se ent8o as varidveis de angulo-ag3o através da transformagdo

cantnica,
a=Jl. et ® , =[] expip (12)
tal que
q = JZl . cosp
2 z
+
g.§*=l=[—9%—) { (13
R =2l - sing
E assim dascravemos (1) por:
2
HD =0y Iy +we lp + bgply + 02 1 Ip+ ...+ by N2 4 bon 1V2 + TOS

14
10



a gual exibe a dependéncia da forma normal de BIRKHOFF apenas nas agdes.

Apesar da forma normal de BIRKHOFF ser uma aproximag3o integrivel
hamiltoniana classica ela torna-se assintoticamente exata conforme nos
aproximamos do ponto de eguilibrio. O seu truncamento numa ordem finita é
necessaric e fornece uma primeira aproximacio a sistemas mais complexos.

A transformagdo qulntica que relaciona os operadores momentum &
posigdo (é ) 5':1) com os operadores numero e fase CI: ' @) é uma transformac3o
unitaria de um lado apenas (U+U =1 , Wt e 1). Este tipo de transformacdo
viola a condigdo gudntica de manter invariante os autovalores ‘de um dado
operador. Porém se os autovalores de WUH , WU 1Ky = 8 ) 1 K 3, dependeram
de alguma maneira da constante de Planck K, tal que $ (ﬁ) -+ 1, cquando K - O para
todo K, enti3o o mesmo limite classico & obtido se [@ ' E] s30 gerados de [é ) g]
por transformagdes unitarias ou por transformagdes unitérias de um lado™®.

Neste regime de BIRKHOFF todos torcﬁs' no sistema classicamente
integravel pertencem a uma Unica familia, e por isso as autoerergias s3o bem
aproximadas por versBes melhoradas das regras de quantizag8o de BOHR-
SOMMERFELD®*®  Estas s3o canonicamente invariantes, _r pda = I lde , & cobrem
semiclassicamente a gquantizagdo de todos os sistemas (1) gque podem sar
transformados na hamiltoniana (14,

A guantizagdo da equegdo () pode ser interpretada como a definigdo
dos operadores de criagdo e aniguilag8o 8% e 3 a partir dos operadores de

momentum e posigdo usuais:

A A LA A 1 A .ooA

a' === . lg~-1.p ; azT.q-i-.Lp : (13
P .‘2 (M -w) ~ 2 (rv rv)

Eles obedecem a relag3e de comutagdo:

i)

[aj : a,;] =k 8 . (16)
£1



0 operador hamiltonianc correspondente é ert3o o polindmio,

r

~71
" + -+ ‘A + : (n =+ =
H = WL(S-J. a; + EZ'!] + wi(az 32 + %) + bd,O [31 81]2 -+ ﬁlal aL] + %‘_] e I
(7 -
onde usamos a regra de simetrizagdc e o limite semicladssico conhecido*?
n
= {875+ 5 , 148

para o caso do oscilador harmbnico.

Usando a representagic do oscilador harmdnico Iny , ngy tal que,
A
aj Ini,ng)z‘,‘ﬁniln;—i.nz} '

8, g, mp = {Aing + D iy + L, ngy , (19)

com similar express3c para np, cbtemos a matriz hamiltoniana

S [m(m 4} wan(e + ) + boo AE 4y s B 0

o .8ny g BNy, g , 20

© gue corresponde simplesmente substituir [ por (Q + %)ﬁ » onde as componentes de
n (0 4 2, ...) s3c os nimeros aquinticos. Deve-se notar gue as constantes
classicas de movimento s3o preservadas quanticamente. Fels fato da matriz

hamiltoniana ser diagonal, os niveis ndo s3o acoplados, o qus permite ocorréncia

de cuase degenerescéncias e cruzamentos ro espago dos parametros.

12



CAPITULD 3 : FORMA NORMAL RESSONANTE : QUANTIZAGAQ

0 algoritmo de BIRKHOFF foi extendido por GUST4VSONZ® az0s casos
ressonantes. As dificuldades de diverogéncias ainda persistem, mas podemos notar
- aue, enquanto as series infinitas n3o t8m um rigoroso significado, a hamiltoniana
na forma normal truncada em uma certa ordem () pode representar um sistema
riosorosamente intearavel, préximo do sistema original. N3o & claro como tal

(24)

proximidade pode ser medida, mas experimentos numéricos mostram wuma boa

concordéncia da aproximagdo de orbitas periddicas, de toros invariantes e suas
bifurcagSes. Obviamente, em regimes onde o movimento é predominantemente cadtico,
tal aproximagdo perde completamente seu significado uma vez gue ndo existem mais
os toros invariantes correspondentes a forma normal; mas ai também o ponto de
equilibrio perde a estabilidade agui presumida.

Supondo, portanto, que a forma normal truncada @ uma aproximag3o

suficientemente boa da hamiltoniana original, podemos rapidamente encontrar o

Pa) fa fal ~
operador hamiltoniano correspondente H = Hy + Hy , apesar da guest3c da
- ~ (25} P . A B e .
quantizagao 2 da correspondeéncia guantica a transformagBes candnicas

(22,26)

classicas gerais seram problemas ndo resolvidos. Isto & apoiado em
experiéncias oujos resultados obtidos da auantizagdo de formas normais sEo
- . : o Ay o (14,27,28)
bastante proximos dagueles obiidos de teorias de perturbagioc ouinticas :
A guantizagdo da forma normal em casos ressonantes integraveis é
reduzida a simples manipulas;Bes algeébricas envolvenda diagonalizac;t’:‘ies de matrizes
. . L - ) s [ . . P
finitas. O calculo dos elementos de matriz de Hy no subespaco de Hy & direto ja
n L " + '
gue Hy pode ser expresso em t&rmos dos operadores de criagac e aniquilagio. Este
matodo permite calcular probabilidades de transigdo e efeitos de tunelamento
_ . (29,30,31)
ressonante num contexto intesravel e, de acordo com alguns autores :

compete com vantagens sobre teorias de perturbat;ﬁes para aproximar sistemas ndo

separaveis,

i3



Ao tentarmos melhorar a precisdo da forma normal de BIRKHOFF
aumentando a ordem da série de Tawlor, verificamos oue mesmo para N finito
aparecerdo térmos caracterizados por paquenos derominadores em (3 gue impedem
a convergéncia da série (8). Estes, correspondem a manifestagdo de um fenbmeno
fisito que localmente altera o carater das trajetorias no espago de fases. Quando
estes denominadores se anulam, definam-se ent3c ressonincias. Podemos estudar a
passagem por uma ressondncia de uma familia de orbitas periddicas na viZinhanga
da origem, guardando o térmo ressonante de ordem mais baixa. Obtemos assim, no
m'inirno, um primeire conhecimento do processo de ressonimcia.

A inclusdo de térmos ressonantes na forma normal caracteriza-a como
forma normal ressonante. Usualmente, na literatura especializada, as ressornfncias
carregam finas regifes de drbitas cadticas e s3o tipicamente n3o integraveis.
Agqui, inicialmente adicionaremos um térmo intearavel a forma normal de BIRKHOFF
para gerar uma ressonancia integravel isclada, GUSTAVSONSZY trata 0 problama de
forma geral e abstrata, agui damos um tratamento simples pare dois graus de

liberdade.

Escolhemos uma relagan quase racional para as freguéncias

caracteristigss,

-5
E=F- , (24)

onde § @ r 530 inteiros primos entre si e A\ uma constante.

S2a X = 0 tem-se uma ressonincia sobre o ponto de equilibric estavel
Estudamos ent3o a aproximagdo mais simples gue valha perto de » = 0 , o gue
significa deslocar a ressonancia da origem para aloum toro ressonante no espago

de fases na vizinhanga da origem.

Inicialmente tomamos » = 0 (frequéncias racioralmente dependentes) e

14



observames gue

~ lkgg

SEJQ = H’.(ﬂl _ C\';i) -+ mz(ﬂa — 051) ! @

diverge quando «; # B8; e @z # B2 , definindo uma ressonincia. Portarto existem
térmos cqua n3o podem ser eliminados da soma em (8). Neste sentids obtemos os

térmos ressonantes de menor poténcia para os ouais «; # B8; e ap # Bz fazendo,

]
o

wiBy ~ @) + welBp — ag) (22)

ou [

i
()

s (Bl -_ &1) + r (BE - 1‘12) (Z23)

A escolha dos a's e @'s e feita de modo que a soma (& + az + B; + By

seja (r + s) @ minima, isto é

By — @ = + r , B —axd = F s , (249
(.31 - a'.i.)
de{ ='{c'°1=l-':'1ﬂ"2=5.P31=""’32=0} !
(ﬁz b GE) = —5
(ﬁ‘. - Cbi) = -
da{ ={a1=r,a2=D,Bl=D,ﬁ2=s}
(ﬁa - ﬁ'-g) =5
(23

Asgim a expressio (B) & descrita por :

N-4
H(E ) Q!) = wyfay . a'l) + Wy laz . 32) + b4,o.(a1 . a*_l)z + ..., + by m-sfaz az) 2 4
+ g{ai . 5"‘ + a; . 352'} + TGS . (26)
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Em térmos das varidveis de &ngulo-agio, temos,

Hfl;f)=w1.11+m2.Ig+b4,o.11+

r Sy
+ally . Ip) . COS(r.@; — s.402) . (27
Apos identificar os t8rmos ressonantes e agregi-los & hamiltoniana,

fazemos X % 0 e obtemos uma hamiltoniana truncada denominada forma normal

ressonante fora da ressonancia, pois [%é) = (E] - X '
Finalmente, a transformagio candnica linear (] , Pr=(J,8)

ly=r  J ' Sy=r .0 -5 .0 )

Jz‘—S.\Ti ’ 92=fﬁ2 ) (28)

0
H

leva a hamiltoniana & forma:

2
HI . 8 = wellp - PAT) + beor?dy + .. ... +ar 32 (7, - 53052 cose,

{29

A variavel 6, & uma variavel ciclica pois a hamiltoniana indeperda dela,
dai segue que J2 @ uma constante independente de movimento, tal que o parénteses
de Poisson {H , Jz}g , 0= 0. Assim o movimento & intearavel e n3o existem orbitas
caoticas. Estas podem aparecer guando incluirmos térmos de ordem superior, aue
foram negligenciados em (26). Quase todas érbitas no espago de fases estdo sobra
toros invariantes. Contutgo nem todos esses toros pertencem & mesma familia.

Para r > 4 (s = 1) o Ultimp t8rmo, assim como os  outros  térmos da
D40 rZ 3 i

forma normal, serdc menores que wy r ATy

16
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({wg Jp) para. o lado escduerdo da ecuagdo. Em primeira aproximago teriamos entdo

<. um toro invariante de secglo ® Jip . onde

| =W P A o+ Zhaarilo=0 i)
8Js | Tu=li0 ‘ e He T T

‘. composto de drbitas periddicas de oaric-dc:p ir/s) vazes o da central. No limite da_
©. ressondncia O\ - 0) esse toroc coalesce com a drbita pentral e desapareoe para '

MO . Esta situaglo & parecida com a bifurcago de HOPF®#%® do sistemas

- dindmicos gerais, ' ‘

O efeito do térmo dependente de 6, & qualitativo, nio podendo ser
desprezado por menor que seja Jio . Por causa dele, temos (BHIEGQJN # 0 em
. N ¥
. geral, de maneira gue os pontos desse toro n3o ficam parados. S0 nos pontos 9,4 =

kr & oue temos pontos de eguilibrio. Em segunds aproximagio, temos:

H=tbgor® . Gy — Ty +a ¢ Ju0™%  Gp ~ 5 1,02 cos o,

au

I
it

@i (ﬁ.}‘)‘z + &' cos @x ’ . . ) 31

que'é_ a hamilt_mniana di péndulo_ de Engulo ¢, . Vemos oue metade dos rovos

. pontos de equilibrio (Srbitas periddicas) sfo

¢ estaveis e a outra metade s3o instaveis. Os /,———\/ B

- pontos estaveis, sd3o rodeados de torps em

- Pilha'" qua se separam da aproximagio da

BIRI{HDF'F ‘por  separatrizes que saem do

" ponto instavel com a equagdo : - _ figura 1

S0y =T = [ac T L T -5 T~ cos 91)]“2 L@




De (32) e (30) vemos que a area maxima das ilhas & de ordem X 7% :
A freguencia natural de oscilag3o ( &, ) do péndulo em torno do ponto

de equilibrio estavel também & de ordem de N4

fﬁi = (C’_ . a.')“z 3

[ X
fis
|

={thao . P 0 r 39 G- T4,0%%]
Portanto wvemos que no limite » = O , embora qualitl.ativamente cii’Ferente, o
movimento se aproxima dacuels obtido da forma normal de BIRKHOFF; as ilhas se
estreitam @ a frequéncia de oscilag8o em torno das érbitas estaveis vai a zero.
Como axistem muitos numeros racionais gue se aproximam da um dado
numaro real, temos muitas guase-ressonfncias de ordem elevada. Para cada uma
delas teremos um guase toro de drbitas periddicas gue se desfaz rum sistema de
ilhas. Podemos focalizar gualguer um deles por meio da forma rormal ressonante
a custo de ignorar os outros colares de ilhas. Por outro ledo, se rapetirmos o
maesmo tratamento para as Orbitas estaveis satdélites da orbita central, obtemos
novos sistemas de ilhas dentro das ilhas®®,

As ressonincias de ordem r % 4 tem estruturas diferentes. Para r =

3 50 existem satélites instaveis presentes para todo A #0 , vide figura 2 abaixo:

iB



A ressonancia de ordem 4 pode apresertar duas configuragbes. Uma
gue acompanha as ressonfncias de ordem guperior, & a outra analoga a

ressonincia de ordem 3, figura

MNa ressondncia de grdem 2 - a chamada bifurcagdo de duplicaglo de

_periodo - a drbita central passa de estavel a instavel, surgindo dois satélites

estaveis, figura 4:

A ressondncia de grdem i ocorre ha transig3o parabdlica do porto de

equilibrio de eliptico para hiperbolico, figura 5:

- Todas formas rormais ressonantes cuja ressonfnciz @ de ordem maior

do oue guatro t8m a mesma estrutura. A guantizagio do térmo resscnante
' i9




introduzido em (26) e direta e o hamiltocniano correspondente &:

-t
+ ; n (A + s+ -
H= oy 31 . al + %J + h}z(gz . 32 + %‘] + bﬂ,O [(3.1 . 31]24" F.(a.l . F.\l,_} + %—J + .. +
~r n S r +35 -
+ % (8.1 az -+ 31 32 (33

4+

Nu representagdo do oscilador harménico | ny , np ) a ressonincia

introduz elementos de matriz n3o diagonais:

(ne o ng Bl g L ng oy = {ughing + 1/2) + wahtng + 1/2) +

+ b4'°ﬁ2(n21 + Ny + %) + .. ] §ny' v Ny . &Ny’ np +
@& oir+ 872
+[§R )[(n1+1)....(n,_+r) Nz

..... Nz - 5 + D2

8y’ Ny . 8Mp' , Nays + c.c

(34)

onde c.c significa um térmo conjugsado complexo.

A A - . - - A ~r
0 fato de H ser n3o diagonal significa que H m3o comuta com alaum

dos osciladores usado na base. Contudo pode-se verificar que o hamiltoniano
comuta com o operador,

: (33



correspondendo a agdo classica J; a menos de uma constante. Por isso 32 e uma
integral de movimento, tal como na dindmica clédssica. Assim transformandc a base
I ng , Ny » a autoestados de 32 podemos reduzir a matriz hamiltoniarna a uma
estrutura de blocos e considerar os autovalores de blocos individuais.

Para tanto definimos o ocperador
fal ~ A+ A
Jo=Tur = (8,7 8, + K/2) /e , (36

em concordincia com (28). Na base | ny , ne ),

31ln1,n2>=%(ni+%] Ing , ng) ' (37)
para que n; seja inteiro

Ny = F.N+ Ny ) 33
e

311n1,n2>=n.[n+¥+§iﬁ) Iy, N2) : (39)
comng=0,1,23 ..., - 1) en = inteiro positivo.

a v .
Os autovalores de J, se agrupam em r sequéncias diferentes de
L)
autovalores de [;.
o ’
O espectro de J; @ dado por,

32|n1,n2)=ﬁ.[§n1+n2+-2—5{:+%]Ini,hg) ) (40

32In1,n2>=ﬁ.sn+n2+(%+
21
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€ para gue (sn + ng} seja inteiro definimos

Nz = M — 5N , (42)

Portanto, definindo os estados,

}ni,n2>32=Irn+ng,m—sn)32:—:!k) , 43

obtemos a matriz hamiltoniana,
e - - S S 1

(k' HHk )y = {ﬁma[m+{2r‘ + 35+ Pno] k(r‘n + Ng + 2}] +

+ ba..o.ﬁz I:r‘z[n + %’ + 2—,1;]2] } S o By m

+ (2R s g+ L (P 4+ ng + Mdm - sn). . ..

o
om—stn+ 0+ DM s, s L+ ce (44)

Para cada m, obtemos um Unico bloco da matriz hamiltoniama. Cada

bloco e tridiagonal simétrico e finito.

Particularizamos este formalismo ao caso tipico onde

we = 1, Wy =

i

- bap=c bi,=0 . (45)
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de modo gue as principais eauagdes 530 resumidas a seguir:

H [ 3, g*) = (é - }\] [ai . at‘] + (ag . ai) + c.[ai . r:l"l)2 + % [a2 gf + asi az:l )
(26"
K1, e)= [% o) T ch v a1, . 15" . cosEp, ~ ©p , (27"
MJ,8)=Jdz - 6N .3 +6%cT + a. 621, 4, ~ I0Y% cos @, , (29
e (f - (a0 80 B) e (8 ae w B) o (07 8« nfar” 8) B
* %(31+6 8 + 8,° . &) (33)

ot on s o < [ =3) m +8) + Al + §) + 8% o o 3]
. Snl’ s Ny 8”2’ s Nz +
+ [% 57/2) . [(ni + DNy + 2 ing + DNy + D ing + 5 ing + 6) . n2]1/2 .

oy Ny -6 8Ny N+ 4 + c.c. , (34"
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(kK |F-\-l| ky= {ﬁ [m+ ;—2 + %9 - }\(Sn + Mg + %]]+CH2[5H + Ng + %)2} in’ , n . oy m Y

+(§n7’2].[<en+no+1).<6n+no+2).<5n+n0+3).(5n+n0+4)

2

BR +ng + 5 . En+ng+ 6 m-mf*? . 5. 5

N, %mt,m t cc
1
(44’)
A escolha (l,g.. = é) impSe uma ressonancia de ordem 6 e para A > 0

algum toro ressonante passara a abrigar uma estrutura de ilhas com uma orbita
periodica estdvel circundada por toros de libragdo e uma instivel onde se
encontram as wvariedades da separatriz que separam os toros de rotag’éo
dagueles de librag3o como previsto pelo teocrema de POINGCARE-BIRKHOEFUY g
espago de fases da hamiltoniana reduzida, veja apéndice A, exibe esta estrutura.

Nas figuras seguintes vemos a secgdo de Poincaré do sistema

ressonante intearivel.
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FIGURA 10 -

Espago de fases exibindo
Curvas  da libragdo e rotagdo.
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longo de 6; = 5.
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U fato de existirem familias diferentes de toros no espago de fase

faz com gQue as regras de quantizagﬁo de BOHR-SOMMERFELD melhoradas n3o

sejam mais adequadas para aproximar o espectro de eneraias, porgue proximo a

separatriz, fortes efeitos de tunelamento ocorrem™® e estes rio s3o previstos
por BOHR-SOMMERFELD. Para cada valor de Jz as ernergias de {44 dependem do
tunelamento interno envolvendo toros em ilhas (o movimento pode interromper seu
percurso no “tempo ©;" saltando através da separatriz’ e do tunelamento de
rotagdo entre os toros que envolvem a ressonincia.

Cada uma das seis possiveis seguéncias de. autuvalor‘es‘ gde 31 rg =
0,1, 2, 3 4 ou 3 define um "macro” subespago gue denominamos por “blocBes’.
Dentro desses, observa-se a comutagdo [ H 32] = 0 definindo uma estrutura de
infintos “bloquinhos”, cada um associado a um possivel autovalor de 32. Na
sitvapdo de uma ressondncia isoclada integravel estudamos os efeitos de
tunelamento ressonante através de um bloguinhe tridiagonal para um dado ng. Uma
teoria explicita para tunelamento no contexto descrito & derivada na referéncia
(34),

Poder-se-ia incorrer em erros significativos ac guantizar o sistema
-descrite  em variaveis de &ngulo-agdo, eguagBo (29), devido ao fato Oa
correspondente transformagdo quantica ser unitdria de um sé lado. Esses erras
poderiam competir com a magnitude dos efeitos de tunelamento e comprometer a
fidelidade dos resultados advindos desta quantizag3o. No entanto damos um

{21)

exemplo numérico » N0 qual usamos uma tecria semiclassica'™ baseada na

representagdo de WIGNER-WEYL que utiliza explicitamente a hamiltoniana (29), H J
» & » cujo espectro de energias é resultado da diagonalizagdo da matriz
hamiltoniana semiclassica e esta em excelente concordincia com os resultados
exatos. As autoenergias semiclassicas dai obtidas s3o também canonicamente

invariantes, portanto, todos sistemas classicos com a mesma forma normal

~ 13 . . . At
corresponderao aos mesmos niveis de enaraias guantizados. Observamos entdo
27
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que & de fato valido usar variaveis de 3ngulu~ag§o ra presenga de tunelamento

ressonante. Podemos observar tal concordincia ros espestros a seguir:

MATR1IZ EXATA _ MATRIZ SEMICLASSICA
E (1) =2 98253 FSC ( 1) =2 98°L0
E (&) =3 004639 FSC ( 2) =3. 004637
E ( 3) =3 02981 ESC ¢ 3) =00 02977
E ( 4) =3 05278 FSC ¢ 4) =3, 0%074
E ( %) =3 07530 ESC ¢ 3) =1, 07%20
E ( &) =3 09736 ESC ( &) = 3. 09709
E (7)) =3 11894 FGC ¢ 7) £3,11874
E ¢ &) =3 14009 ESC (8) =3 14004
E (7)) =3 16076 FGC ¢ %) £ 164074
E (10) =3.18099 ESC (10) =3, 18094
E (11) =3. 20064 ' ESC (11) =3. 20064
E (12) =3. 21988 ESC (12) =3, 21706
E (13) =3.23860 ESC (13) =3, 23ubu
E (14) =3 23681 ESC (14) =3, 25400
E (1%) =3, 27450 ESC (15) =3. 27449
E (16) =3 29166 ESC (16) =3, 2916%
E (17) =3 30827 ESC (17) =3, 3068064
E (1) =3.32430 ESC (18) =3. 32130
E (17) =3.33974 ESC (19) =3.33%74
E (20) =3,35455 ESC (20) =3. 35495
E (21) =3. 36869 ESC (21) 3, 36068
E (2¢) =3.3B209 ESC (22) =3. 3820u
E (23) =3, 374469 - ‘ ESC (23) =3, 39167
E (24) =3.40618 ESC (24) =3. 490611
E (Z5) =3 417193 FGC (23) =3. 141716
E (2&) =3.42417 ESC (26) =3.42417
E (27) =3, 43653 ESC (27) =3. 43651
E (20) =3 44163 ESC {(2B) =3. 441460
E (279) =3.45941 ESC (29) =3. 45741
E (30) =3.46532 ESC (30) =3, 46433
E (31) =3. 48641 ESC (31) =3. 48641
E (32) =3.49274 ESC (32) =3, 49274
E (33) =3, 516647 ESC (33) =3, 5146467
E (34) =3 52318 ESC (34) =3. 52310
E (3%) =3. 54981 EEC (35) =3. 41781
E (34&) =3 55631 ESEC (36) =3. 454639
E (37) =3, 58546 ESC (37) =3, UBLOA
E (38) =3, 59206 ESC (38) =3, H9206
E (3%) =3. 42407 ESC (39) =3, 62407
E (40) =3. 463022 ESC (40) =3, 630232

TABELA 1
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A relagdo entre ressonancias e cruzamentos evitados de nivais,
"avoided c¢rossings”, tem sido objeto de varios estudos ®%*%*7 Enbora tanto
"avoided crossings”’ @ caos classicos estejam usualmente associados com
ressondncias, os primeiros podem aparecer em sistemas estritamente’

(34,36 A repulsdo dos niveis @ interpretada como uma consequancia

integravais
dos efeitos de tunelamento de rotagdo entra toros gque anvolvem a saparatriz e
pode ser visualizada no acoplamento de elementos de matriz diagonais primeiros
vizinhos no interior de um bloguinho. Mos graficos a seguir podamos acompanhar
a evolugdo de alguns niveis de energia com relagdo ao pardmetro de perturbag3o
&« e observar 05 “aveided crossings”. Utilizamos ng=3 e o conjunto de pardmetros
B-44 do apéndice B. A separag3o de niveis vizinhos e o egpectr‘o de eneragias

devem ser comparados com o casg & = 0. Ao lado das figuras seguem alguns

comentarios e resultados relevantes ao contaxto do trabalro.
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FIGURA 13 :

Todos niveis oscilam e

- passam por suas energias diagonais.

‘Observa-se também

alguns  'arvoided

crossings’.
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FIGURA 12

Caga nivel tem um simbolo
Eles levemente

do

oscilam
A

diferente.

para peqguenos &'s. partir

auinto nivel._ todos passam  por

suas energias diagonais em cer‘tos

valores de «=%0.
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FIGURA 14 :

A partir do 242 nivel, todos
05 pares de niveis comportam-se de
maneira idéntica. Enguante um njvel
paerimanece estaciondrio -com energia
proxima de sua eneraia diagonal, o
seu  'conjugado’ perde energia ate
ocorrer o 12 ‘avoided croissing’ e a
partir  dai ambos

- oscilam.  Todos,

'avoided orossing’ ocorrem para

mesmos  valores de @, Este efeito

coletivo ¢ padronizado pelos efeitos .

‘de "tunelamento de rotagdo’.
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A partir da energia da
Separatriz Egny(Nw24) até a energia
niveis

da orbita central os

separam-se 405 pares devido aps

efeitos de tunelamento.
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FIGURA 15 :
A ressondncia levanta as

auase degenerescéncias e a parlir da

energia da separatriz o espectro
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CAPITULO 4 - ADIGA DE CAOS : UM SISTEMA QUASE-INTEGRAVEL

Agora, introduzimos uma descrigSo gualitativa dagueles sistemas
hamiltonianos geréricos que podem ser tratadas como perturbagdes de sistemas
integraveis. A principal caracteristica de sistamas quase integraveis @ a presenca
simultdnea de trajetdrias regulares e de regides caoticas. Estas s30 confinadas a
regides delimitadas por toros irracionais que supartam as orbitas ragulares. Para
sistemas autBnomos com arau de liberdade maior do que dols as trajetorias
regulares ndo mais separam as Orbitas cadticas, as qu‘ais agora 'Forjmam uma “teia”
cactica. Isto produz o fendmeno conhecido por difus3o de Arnold® Mas neste
estudo nos rastringiremos a dois graus de liberdade.

Uma wvezr que trajetorias regulares dependem descontiﬁuamente da
escolha das condigles iniciais, suas presengas ndo implicam na existncia de uma
integral isolada, globalmente invariante, do sistema. Contudo onde elas aparecem,
reprasentam invariantes locais exatas do movimento. Estas trajetorias sdo tambam
condicionalmente periddicas nas varidveis A&ngulos, cobrindo densamente uma
superficie toroidal de ag30 constante. As variaveis Angulos definem as duas
diregles da superficie com freguéncias incomensuraveis.

As regides de trajetorias cacticas ocupam uma porgdo finita da
superficie de energia no espago de fases. As intersecgles sucessivas de uma
unica trajetoria caotica com a secg3o da Poincaré preanche uma &rea finita. Ma
literatura & usual referir-se & regi3o cadtica aue se forma perto da separatriz
como uma camada de ressonancia . Para uma pequena perturbagio, as camadas s3o
finas @ separadas por curvas invariantes e o movimanto de uma camada a outra @
proibido. As camadas se misturam quando a dlbtima curva invariante separanc.io
camadas que circundam cadeizs de ilhas adjascentes & destruida. Isto leva ao
aparecimento de estocasticidade global {ou intensa) no movimento. A separatriz n3o

tem mais o comportamento suave encontrado no caso integravel, ao contriric &
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extremamente complicado. Conforme aumaenta-se a intensidade da perturbagao,
ressonincias de ordem superior (o  interior das ilhas) removem aloumas
super*f‘icies KA!-‘I‘S’, expandinds a regido sobre a gual o movimento complicado da
separatriz afeta as trajetorias vizinhas.

Poda-se melhorar a compreens3o do movimento parturbado da separatriz
2 partir da hamiltoniana reduzida do sistema. As duas variedades entrantes H' da
separatriz se unem com as duas variadades emanantes H— sobre o ppnt.o de:
equilibrio instavel do movimento, [ também conhecido por singularidade hiperbglica
do campo vetoriall ou ponto fixo hiperbglico do mapa correspondante. Um ponto x
pertence a H' se apds repetidas transformagdes T 'x e1|¢=_' & levado a Isingular‘idade
confarme n -+ oo, enquanto gue ele fica sobre H™ se a transformagdc inversa
%ianT'n x leva-o ao ponto singular. Uma vez gue o periodo & infinito na separatriz,
0 movimento de x torna-se mais lento conforme o ponto fixo hiperbdlico é
aproximado. Considere agora a separatriz unindo pontos hiperbélicos adjacentes do
mesma conjunto; a curva HY deixando um ponto hiparbdSlico geralmente intersecta a
curva H™ que chega no ponto hiperboélico vizinho. Esta intersecgdo e chamada de
ponto homoclinicoa uma vesz aue & o cruzamerto des Familias de trajetorias
assintoticas a mesma orbita periddica (ou ponto de enuilibrio instavel. Se uma
intersecclo existe, ent3o demonstra-se que existem infinitas intersroobes, todas
tambem definidas como pontos homoclinicos. Se as intersecgbes forem entre
separatlrizes de orbitas vizirhas, alas s3c denominadas pontas heteroclinicos.

0 movimento extremamente complicado resultante, pcde ser visualizado
de maneira mais clara da seguinte forma. A intersecgio das variedades H' e H— no
porto homoclinico X implica rum cruzamento X’ e entio novamente em X”, com X” mais
proximo de X' do que X' de X . Uma vez gue as iteragdes constituem uma aplicag3o
conservativa, (as dreas envolvides pelas intersecgles s3o conservadas), H* oscila‘
mais rapidamente entre X' e X” do gue entre X a X' . Sucescivos cruzamentos estio

cada vez mais proximos e HY oscila cada vez com maior amplitude, figli?). Por
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outro lado H™ deve oscilar tdo violentamente guarto HY e intersecta-la um nimerc

infinito de vezes. Isto 2 ilustrado na figli8) 3 partir de um exemplo numérico de

DRAGT & FINNTY,

LA

1

b

005

Lo b

—]’_r]lllllllrlfi_"ll[l

FIGURA {7 FIGURA 18

Mas oz pontos homoolinicos por si oso n&o contam a estdria complsta
desta complexa regido perto da separatriz. Uma vez gue o nimero de rotagio ao
redor do ponto singular eliptico vai a infinito na separatriz, ent3c na vizinhanga
.dezta, existe um numerc infinito de ressonincias de seaunda ordem correspondendo
a’  altos nixfneros de Pcaﬂat;io. Cads uma tem seu proprio conjunto de pontos
singulares elipticos e hiperbolicos, com seus proprios violentos movimerntos oue
intersectam repstidamente cada outra resson3ncia de segunds ordem e também a de
primeira ordem em pontos heteroclinicos. Todas trajetérias preenchem densamente
todo o espago acessivel a elas. Meste comtexto uma possivel razSo para o
comportamento cadtico proximo as separ‘étrizes & ocbtida dq conceito de “overlap”
da resschincias e oconforme este ocorre para ordens mais  elevadas  de
ressonincias {ilhas dentro de ilhas? o movimento passa & ficer cada vez mais

complexo. A condigao para o “overlap” de ressonéncias vizirhas serd discutida no

capitulq’g G.

H

1
4

; A estabilidade do movimento linearizado obtido de uma expansio sobre

- f

as trajetorias periddicas & também relacionada & irresularidade. SolugBes

linearmente instaveis levam & divergéncia exponencial das trajetdrias. A taxa de

6



diveragéncia pode ser interpretada diretamente como uma medida da irregularidade
do movimento. Quando todas gu guase todas salugﬁies periddicas s3o linearmenta
instaveis em uma regiioc do espago de fases pode-se esperar gque o movimento seja
cactico nesta regifio. Solugles linearmente estaveis levam a movimento regular em
torno da trajetoria periddica. A perda de estabilidade global ocorreri somente
quando for destruido o Oltimo toro envolvente. Presume-se gue este possua 0
nimero de rotagdo mais dificil de ser aproximade por racionais, isto &, a média
dourada (.u, = [41—3 - 1]/2). Essa conjectura foi verificada computzcionalmente por

ag
Greene[ '

para o mapa padr3o. Esse regime de gr-lar.des per‘turbapaes nio é
acessivel 3s técnicas KAM, dal o grande interesse na adaptagdo de técnicas de
grupos de rencrmalizagdo ao problema da sobrevivéncia de toros sujeitos a
grandes perturbagdes!*®*

Um desenvolvimento recente diz respeito & scobrevivéncia de movimento
"quase-periddico” mesmo depois de destruido um toro irracional. MNum mapa sobre o
plano, continua a existir uma oOrbita ndo cadtica. cuja coordenada angular mantam o
mesmo numero de rotaglo. A partir de uma perturbagdo critica € ela apenas deixa
de presncher densamente uma curva fechada., Surgem buracos sobre a curva, Numa
estrutura de conjunto de Kantor. Essas estruturas sdo chamadas de Kantoros por

MACKAY, MEISS e PERCIVAL™Y

gua em seu artigo fazem o estudo “microscopico” da
difusio das orbitas cadticas pelos buracos dos Kantoros.

Apos estes comentarios preliminares, podemos voltar a atengdo para a
forma normal (29). Ao colocarmos o tE&rmo dependente explicitamente em 9,
percebemos gue a constante de movimento J; foi guebrada, mas n3o I;. Fortanto,
para gue o sistema autdnomo passe a ser n3c integridvel & preciso que
introduzamos uma segunda perturbagdc que dependa explicitamente em 8, , Hy= (8, ;
de modo que §; ndo seia mais uma variivel ciclica e por conseguinte { Hy , Ja ](119,?,

# 0.
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Em adig& a esta condig3o procuramos um t&rmo que tenha média nula

frente a um periodo de 9, de modo que o sistema ressonante seja uma boa

descrigdo do sistema cadtico médio, isto & :

2T

i =
iR ! £ (0, dég = 0 . (46)

Assim sendo, agregamos um Unico térmo também de O(7) & forma normal

dado por, .

(ai,aa,ﬁl,ﬁ-z]=§(3,i,3,0)+(3,0,3,1) , 47
Qu

At al At Y @ e ) (R e

3

Hy (g ) g") = g (al . a‘i] . (az + aig) ' (49)
e a hamiltoniana (26" torna-se
H(g , 5*] = (é - ’A][ai at] + (az 3!2] + c(31 al]"’ +

+ %' [ai ap + ay . ag| + g {:(al : a’;)a .(ag + aig’] . (S0
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Nas varidveis de dngulo-agdo (@ , I temos:

8 1/2 , _
Ha( 1 ) =By iz . cos e 51

“H1.g) = E-MnLslre 1+al " cos (5o, - pg) + s It iy cos P,

(52)

De acordo com 2 transformagdo canfnica (Z8) descrevemos o sistema em

(¢ + &) por

He{l o 9) = 8 &° 18 (72 = 7.)*® cos 0, ' &
HI g)=T2-6xT,46%c 7+ 6T {72 ~7,)¥% [« cos 6, + 8 cos 0] (54)

A quebra de integrabilidade ( J; , H Yy gy # 0 decorrenta deste nove
- térmo pode ser visualizada de uma maneira mais interessante.

: 2 :
A hamiltoniana Hp = J; — &X)7; + 6%cs 1 define uma superficie da energia

parabdlica no plano ( E; , JY , sends qua a ocada wvalor de T2

\

- atribuimos uma pardbola. Podemos visuali-zar o S E Q
~espago ( Ep , ay , py ) girando em 2m a figura ao |
" lado e abaular todas curvas em J; = 0; antio a

i .
suparficie de energia Jza = constante, |

0

_assemelrﬁa—se a um chagey mexicano, fioura (20),

- cuja carialeta corresponde ac minima da paraoola.

. Aprimeira perturbagdc H, introduz morros, vales
' a9



e ilhas de ressondncia préximas ao minimo de erergia de Ho — “ondulagles na
aba do chapeu”. As orbitas gue estiverem em

algum toro ressonante com energia proxima 3 da

qneryld

separatriz, podem - tunelar a outros  toros

ressonantes, porém dentro do mesmo chapéu. Cada

chapéu tem um valor bem definido & constante de

!

t

- K H ‘

J2 + portanto associamos a cada chapéu um bloco | !
: 1

it}
A .

-
Pl

da matriz hamilloniana. Ao intr‘oduzi_r“mos a
perturbagdo Hy(@y), as drbitas podem agora varian
seu valor de Jp ({75 , Hig oy # O ) , (apéndice O ;
isto &, elas podem pular a outros c:hapéus_'
- empilhados quando passarem proximas dos
pontos  homaclinicos.  Quanticamente . isto se
-manifesta acoplando bloguinhos. , » Figﬁra Z0

| Estamos interessados em estudar, apenas uma faixa de energias —

enargias ressonantes — e para isso, sers AN
1

- preciso  considerar varigs blocos rna  matriz

hamiltoniana, pois estados distantes, em algum. : //
‘bloco, manter3o alguma correlagio ndo rwla com: e k

D
o N 5 ‘Jd
agueles em ochservagdo., Ma figura a0 lado . | '
energlas
. . ressonontes |
podemos visualizar este acoplamento de lomgo - . <
alcance. ' ' figura 21

A guantizagdo da (4 leva ao seauinte operador.

g a8 , | | G
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e o hamiltoniano agora e

Iti = (% - )\] (3: 31 + %] + f;[:(31 31]2 + 5{31+ 31) + &f:] + % (3:5 8p + 316 3:) +

. : (56)

Na base de autoestados | k ) de 32'0 » 05 elementos de matriz da matriz

hamiltoniana s3o:
& 1F Ky = {‘F»[m +£’§ + %9 - }\[En + Ng + %[l + cﬁz(sn +ng + llz} St - B +
+ [5 . F.WE). [(Bn + g + 1}.(6;1 + Ng + 2}.(6n + Ng + 3].(5n + Ng + 4]

. [Gn + ng + ) [En + Mg + 6].(m - n)]“'z. Sty S, m * CC.

+ [g . ﬁ'r/z} . {[Gn + Ng + %]3 [rn -n + 1)“2} . En’,n‘ 8m',m+1 + c.c
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~t I - . . +
A  perturbagdo My acopla blocos primeiros  wizinhos (S‘m,’m +x]
-diagonalmente (‘Sn’,n]' Isto pode ser percebido clissicamente no fato de aparecer

cos(l . &), Escuematicamente & matriz hamiltoniana pode sar vista por:

r

&Rk = { \\
. : I

wwwww '--—— -

——

L]

H

i

i

t
=
I

f

l—--

-T
t
1
7
-
’

_figura 22

A seguir mostramos o espage de fases para o sistema perturbado.
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UMA RESSONANCIA

5. e

ALFA » L SHCEH40-8))

FIGURA 23 :
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BETA = 4.0 k(6¥k(-3)) O ’‘splitting’ da separastriz
i & a assinatura de caos classico.
. . Foram dadas 100 condigSes iniciais na
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FIGURA 25 : . .

Uma colet@nea de condigBes
iniciais foi escolhida para este
grafico.  Trds cadeias de ilhas
secundarias aparecem no interior da
ilha principal. 0O ‘splitting’ da
separ‘atﬁiz também & exibido, Uma
curva de libragdo, uma de rotagio e

outras ilhas s3o mostradas.



A matriz hamiltoniana para um ng (blocdo) fixo & truncada em um
nimero finito de bloguinhos Os autovalores de cada um destes bloguinhos
individualmente, s3o conhecidos numericamente com a precisio que se desejar;
guando os consideramos juntos mantendo 3=0, os autovalores obtidos s3o dados.
pela superposigdo dagueles individuais.

Ao ligarmos a perturbagﬁa, o0 espectro nic se estabiliza 3o
facilments como no caso de B=0, ele & bastante sensivel & guantidade de
bloguinhos. Ma medida em gue colocamos outros bloguirkics na matriz melhora-se a
estabilidads dos autovaloresz de eneraias mais baixas, no entanto acarreta em um
maior tempo de execuglo do processo de diagonalizagdo.

Uma possibilidade para soluacionar este problema e transformar a
est.rutura da matriz de n blocos tridiagonais tk x k) acoplados diagornalmente em
uma matriz com k blocos (n x n) também tridianonais. Como os bloguinhos originais
ndo tem a mesma dimens3o — blocos adjacentes diferem em uma unidade suas
dimensdes — deve-se levar em conta esta diferenga de dimens@ies na nova
estrutura da matriz.

A vantagem da matriz ser real, simétrica com apenas trés diagonais
pode ser usada para descrevé-la em forma de banda.

{Os espectros a seguir foram obtidos com (2301 fungbes de base

correspondendo a 13 bloguinhos na matriz hamiltoniana.
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CAPITULO 5 ~reorias pe PERTURBAGUES

D estudo em mecinica gulntica de sistemas fisicos conservatives e
baseado na eouag3o de autovalores do operador hamiltoniano. Contudo, somente
poucos problemas podem ser resolvidos analiticamente em sua forma exata; em geral
a ecxua;;é'io de autovalores @ bastante complicada. Por iszo torna-se necessirio
desenvolver metodos aproximativos para abordar analiticamente os sistemas fisicos
genericos. Tais métodos, usualmente denominadns por tecrias de perturbagées,
possibilitam obter solugBes aproximadas da equag3o de autcestados em certos

. . .
casos.

Na tentativa de prever o espectro de erergias do sistema cadtico
descrito no capitulo 4, vamos desenvalver algumas teorias estacionarias de
perturba;ﬁes. Consideraremos os autoestados | k ) do oscilador harmGnico, equag.—go

(43}, como sendo as fungbes de base do problema n3o perturbado.

I- RAYLEIGH - SCHRODINGER (NAO DEGENERADA)

Dezcrevemos o operador hamiltoniano na soma,
Fal ~ I .
H=Hy + W (58>

A fu I o
onde Hp © operador diagonal, W = a H, + 8 Hy =30 apresentados em (56) e tomamos a

expansdc usual em segunda ordem das energias:

0 n AT RN
Ep=E+(kifliky+ 3 Lkl (59)
k';ﬁk Ek—EkJ

lembrando ques os estados | k ) envolvem dois rnoumeros gulnticos, r & m. O operador

A
Hy acopla estados de mesmo m (internos em um bloguinho) e diferentes n ‘e
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(a3
(estados primeiros vizinhos), enguarto cue Hz acopla estados com diferentes m ‘s
(bloguinhos adjascentes) e mesmo n (diagonalmente’.

A o
Escrevemos a expressio (59_) para W

[a] A n
B = Ep + Ck k) + Ck 181k +

I I O 12+ 10 1R 10 1P+ 2 Rede 1A 1k)® (k2 1F 1)
o ul
k' #k E, — Ep

(60)

e A -’ . . e . ~ ~ - .
Como Hy, nao da contribuigdo diagonal & H; ndo age no interior dos

bloquinhos, seus valores esperados sS3o nulos, e também o @ o Oltimo t&rmo de (&)

visto que, para em certo ( k' |, quando ﬁll contrioui i’-\la se anula e vice-versa,
Ent3o, -
o Ik I, k12 1k 16 ey 12 ‘

Podemos interpretar o térmo entre chaves, como se todas as correg:ﬁes
N 1 > + . 0
devidas a H; estivessem incluidas e identificd-lo como sendo a k-ésima energia
R ' . . ~ .
raessonante (Ek ),' dai, as energias do sistema complete s3o dadac pelas energias
ad R E Ead
'nao perturbadas’ Ek , acrescidas de corregdes decorrentes dos acoplamentos
FaY
entre estados, de fato, nic perturbados impostos pela agao de Hy isto &, pelos

acoplamentos entre bloquinhos:

Ik’ IHg 1) 12 .

R
B = Ex+ 0 0
K'sk E - EL

(&2)
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Designaremos os estados k) = 16n -~ ng , m — n ) por simplesmente:
Lk )= IKM)> 63
onde o nimero quantico N = 6n-ng & internc acs bloguinhes e M = m — rn, o nlimero
guantico que identifica cada bloguirho, e assim escrevemos explicitamente as

energias,

R INM=1 1 Hp INGMY IR 1N+ £ INMD 12
Evum = Eppq + - 2 [ + a i + B
EN,M - EN,H'I EN,H - EN,H+1

Em (64) n3ao ocorre peguenos denominadores, pois todas energlas
diagonais s3o0 diferentes. Para cada N fixo, a diferenga de energia entre
bloquinhos vizinhos & uma unidade de k.

Devemos notar gue esta teoria, de segunda ordem, de Rayleigh-
Schrodinger & uma teoria de trés bloguinhos apenas, pois ela nao considera
acoplamentos indiretos. Sendo assim, n3c sa& espera que ala fornega bons
resultados para o espectro de energias do sistema cadtico no regime de
perturbagles medianas ou intensas, visto gue numericamente & preciso considerar

varios bloguinhos para estabilizar os primeiros autpovalores mesmo guando 8 nio &

muito grande.
- BRILLOUIN - WIGNER

Esta teoria ndo & t83o facilmente encontrada quanto a anterior, mas & um
método ja estabelecido (vide por exemplo ZiMaM JM.142

A série perturbativa, em segunda ordem, de BRILLOUIM-WIGNER & dada por,

0 A TN 2
Eg =B +(klllky+ 5 WMo LD
Wik E - E
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A diferenga com relagio ao caso de Rayleigh-Schrodinger @ que no
denominador da expans3o aparece a energia perturbada E. ' ao inves da eneragia
~ f ,_.0 : o . L. .
nao perturbada ' £ ‘. Esta & uma equaglo implicita a ser resolvida para B .

A . Al FaY L4
Fazendo desevolviments, analogo ao caso anterior, para W = aH; + 8H,

obtemos:

R le? . 2
Ek - Ek"‘ ik IH‘lk;I . ’ ‘ E6)
k‘.#k Ek - Ekl
ou, explicitamente
R INM=11 B INMY B (NMa1 1 By INM) 2
EN,M=EM,M+ 20 +(’ 20
Ertt — Eppet Erm = Epgpes

&7

Como antes, esta teoria também & uma teoria de trés bloguinhos e por
isso tambem n3o deve fornecer boa aproximagdo para o espectro desejado. Uma
nggo gue surge desta expans3o & escrever 67) &m t8rmos de um polindmic de grau

3, da seguinte forma,

8 2
Engp + 8z Eppq + ay Enm+ 3 = 0O , (68)

onde
R 0 0
az = ~ {EN.M + Enmes + B } '

R [n] 23 [v] &) 1] —_ +
8 = { Engm - Enger + Erre Enpier + Enp-g Ergmer = Hz — Hg } '

89)

~ + A
He = N, M — LIH I N MYEE  Hy = 0, M= 11l N, My P ,

R o o - o + o
g = ~ {EN,M : EN,M—L : EN,M+1 - Hz . EN,M-i-J. - Hz . EN,M-—.I.}
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A expansdo dea segunda ordem de RAYLEGH-SCHRODINGER (59) & um caso
particular da expansSo de BRILLOUIN-WIGNER (65) basta trocar Ek por E?{ , & comp
vimos, ambas s30 teorias de trés bloguinhos sendo gue uma cubica generaliza as
aproximagdes perturbativas. MNeste sentido, devemos esperar gue o espectro
numerico, resultante da diagonalizacio de uma matriz com j blocos, seja escrito
analiticamente por um polindmio de grau j. MNa tabela abaixu comparamos os
resultados das teorias de 22 ordem apresentadas com os autovalores numeéricos e

observamos que as eneraias ressonantes sio as oua melhor aproximam o espactro

perturbado. )

LXATD ¢ DETA = 0 ) EXAID { BETA + 2 w(gani{-9}) )
ERIL) = 2 98252749 "Et1) = 2. 98256395
ERIZ) r 3 00639129 €12} = 7 006407370
ER(3) =~ 3 02991338 E13) = 3 p298z341
ER14) w 3 089278279 E14) = 3 05282333
ERIB) = 13 07329899 E(3) = 3 07534243
HAYLEICH ~ BCHRODINGER BRILLOUIN - WIGNER

RE(1) = 2. 968250499 Bl 2. 977051035

RS(2) = 3. 00637523 BU(2)w 3. 00077727

RS(3) =~ 30237787168 BU{F) e 3 02042341

RY(G) w 3 05276676 DH(4)= 3 0as13372

RS(5) w 3. 07524604 BH{5)= 3. 058143597

TABELA 3

r: - - + Ead + s N
Um ultimo comentario sobre a expans3o (65) & gue se W = aMH; spanas,
obtemas uma r‘epr‘esenta;go perturbativa para o sistema regssonante a despeito das
iy . . Lad cl o
Quase-degenerescencias entra as energias ri3o perturbadas Ek e Ek‘ QuE causam
0s pequencts denominadores na expansio de RAYLEIGH-SCHRUDINGER. A teoria passa
A % . . . r
a ser agora de lres niveis e a cubica correspondente e,

] 0 0 0 Q o

L2
Ew + Epog + Enesf En + {EN Bt By By + En-5 - Entt

Ei:l_{ﬂ o 0

- & o _o 0 -~ o + o
~Hy - Hl.} By - {EM By - Eneg— Hy By - Hy -EN-J.}‘: Q

(70}
a9z



para cada bloguinho M estipulado, onde

Hy = IN —4,MIA, IN,M)#

71

[N +1,MIA, IN,MD 2

I
[
n

e » )
Novamente, se a perturbagiao H; for intensa a ponto de tornar
importante oz acoplamentos indiretos, a express3c (70) ndo deve fornecer bons

resultados para as energias ressonantes E's.

Il - EXPANSAD EM DETERMINANTES™ Y

Temos a equagdo de autovalores

(Fp + Ay + A) 1) = E 19y (72)

) -~ iy
onde Hy e diagonal na representac3o de osciladores; (Hy + Hy) & dividida em
N ) e P2 M .\ .
blocos com mais uma paralela a diagonal e (Hy + H; + Hy) ganha mais uma paralala a
diagonal entre blocos.

Feezcrevemos (72} por,

[(E - gy — (A, + Qz)] W) = 0 73
ou
{1+M}lw> -0 (74
(He — £}
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Expandimos e projetamos (74) na base tk) dos osciladores,

> {1 B + KLHL Hp VKD } by = 0 . 75
ket Exy - E

A condigdo para aque (75) seje satisfeita & que:

el + Ay k)
Q

A= det.{i . Ek,k’ +
E, - E

} =0 . (76

Do fato que os glementos de matriz de Il—\ll e I?-iz s3o pequencs e de (76),
vemos que podemos omitir as linhas e colunas tais gue IE:{ -~ Ei» I(h{ll(l:ki1 + ﬁzlk')l
para uma faixa de enargias. Essas linhas @ colunas ser3o em varios blocos.
Podemos rearrumar tais linhas e colunas num Gnico bloco cujo determinante sera
entdo aproximadamente i, o gue justifica um truncamento da matriz hamiltoniana,

|
]
1
t
o e b e e om oa e
] 1
I | ]
) ! !
Podemos obter uma expans3c do determinante gus sobrod usando a

expansio seaundo a diagonal“s’ : Subtraimos a matriz identidade de nossa matriz e

tomamos i elementos na diagonal da matriz e as linhas e colunas que se
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intersectam mnesses elementos diagonais. Essas linhas e colunas formam  um
reticulado com { } x j ) elementos de matriz. Dafinimos dj coma O determinante da
matriz formada por esses elementos com zeros na diagonal e SJ- como a soma de

todos os determinates AJ- gue podemos formar dessa maneira. Ent3o,

A i f
A=i48 +S +5g4 . . . +det{("‘("‘;*“2'k’} D)
£, - E

+

Nota-se gue S, @ de primeira ordem nos H's , S; @ de segunda ordem e
assim por diante. Mo nosso caso S, @ zero; j& em Sz temos tdrmos de dois tipos,

A el
um envolvendo Hy e outro H,:

TS,
D O
1 E, - E
(Mg} = dat (78
<;:*;H1 He a
Ep ~ E
5 (k:f-lz e’y
; E, — E
(A;) = det (79)
(k0lH2 1k} 0
EkJ — E
L i

. + . : o D
Em S; também teremos teérmos (A; ) que so6 contém a parturbagao H; e

)
assim por diante. Podemos ent3o juntar todos determinates gue envolvem apenagz H;
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e e

R b N il I L 5

a3 ”
e separa-los dos demais gue envolvem so Ha & misturas de H; com Hp

Reescrevemns (77) -

0 Vidge  (Vadge
0 (Vo
A = 614-2 det +Z det Vel o Vi e +
(Ve O
(Ve (Ve 0

(80

onde A = A' quando If-iz =0e

(klp-lilk’)
Q
E, - E

il

(Ve {81

Vamos nos concentrar no primeiro t&rmo de (80): perturbagdo de segunda

Fad
ordem em H, , considerando as corregoes de ordem superior muito pequenas,

Fegamos a equagdo (76) com ﬁ{g = 0 e a identificamos com A* ,
o 0
multiplicamos cada linha por (E, — E), isto &, o determinante por E £, -~ E)e
chegamos a,
1 . 0 A -
A = det {(E — E) . G + (Hyy} . 82

0 térmo em I:I2 que estamos mantendo, (79), quando multiplicado por

0
H(Ek — E) resulta em,
k

0 (Hyy

o
E B (Ej-E) . det tzic)

17k Py,  ©
Jok!
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Portanto a eguagdo (76) & aproximada a,

0 ey
(=] A Q
det {(E — E) . G + P} + > I (Ej-E) det| = 0
ok Hehene O
¥k’
(84)
Nota-se gue o determinante dos blocos tém a seguinte forma,
det {(Ey ~ E) . By + P} = N (E) @
onde os ; (E) s3p 05 autovalores da matriz- ou seja, soluglo da equaglo,
Lt #
det {{Ey = € = N - §ye + Fpy) = 0 (86
Sejam
A, = )\k () an

0$ autovalores da matriz cujo determinante & (B6) com E = O; isto &, o5 autovalores

dos bloguinhos, que ja conhecemos por energias ressonantes, entio temos,

M (EY= A, -E (58

A eguagdo (B4 para os autovalores se reduz ent3o a,

U (Hz}kkl
[u]
H(Ak—E)+ :E B (Ej—E).det =0 {89)
k v gtk ~
k ke Haone Q
AELL
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Agora toda a dependéncia em £ & explicita. Essa propriedade se mantém
mesmo que adicionemos mals térmos da expansdo (80). Deve-se salientar gu= esta
expressdo (83 corresponde a um polindmioc de ordem k e deve ser resolvida
numericamente a partir de uma escolha inicial para E, para cada energla procurada

e sua aplicabilidade & restrita & ordem k do polincmio.
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CAPITULO 6 - “ovERLAP” DE RESSONANCIAS INTEGRAVEIS E CAOS

Para sistemas guase integriveis senéricos com dois araus de liberdade
existem regifes cadticas circundando as separatrizes, associadas  com
ressondncias. Estas reaides persistem para aualguer intensidade 8 ndc rula de
perturbacgio, embora suas areas tendam a zero conforme B o 0. Por iszo ri3o &
abrupta a "iransig3o ao caos” 2 assim torna-se necessario defimir algum critério
para avaliar 0 grau de irregularidade do sistema em questio.

Obviamente, uma determinagio quantitativa dos parémetros para os quais

\ .
esta transig8o ocorre produz informagBes importantes sobre o cemportamerto do
sistema.

MNa auséncia de um critério analitico que fornega condigOes necessarias
e suficientes para estabelecer a transig3o, utilizam-se calculos numéricos e
argumentos plausiveis que levam a estimativas da transigdo ao caos.

Um procedimento para astabelecer um movimento fortemente cadtico,
iniciado por CHIRIKOV'*®, e posteriorments refinado por ele mesmo (CHIRIKOW® ) | &
atualmente cenhecido como o oritéric de ‘overlap”. Ele postula gue a ultima
superficie KAM, entre duas ressonSncias consecutivas, & destruida guando a soma
das meia-larouras das duas separatrizes formada pelas ressohincias, mas
calculadas indeperdentemente uma de cada outra, & igual a dist3ncia entre as
ressonféncias  As distincias sZo maedidas em té&rmos da agd3o ou freguéncia,
dependendo de aual for mais conveniente. Este critéric & razoavelments intuitivo,
pois sabemos gue regifes perto da separatriz s3o de fato cadticas (em um sistema
nio integravel) tal gue a aproximagio e o contacto de duas resifes cadticas nio
deixa sobreviver uma superficie invariante entre elas.

0 critério de 'overlap’ n3c e rigorosamente nem necessario nem
suficiente. Podemos imaginar a Ultima superficie KAM se rompendo antes gue o

'overlap’ das ilhas ccorra, devido a interagﬁa de térmos que agem no lado de fora
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das separatrizes. Alternativamente a solug3c do problema completo pode modificar
sensivelmente as larguras das ilhas de mode gque elas n3o entrem realmenie em
‘overlap’ quando os calculos feitos em cada ressondncia isolada predizem que sim.
Porém, resultados numéricos indicam cue o critério de ‘overlap’ fornece uma boa
condigdo para movimentos irregulares Ele pode, contudo, ser sofisticado por
considerar tanto as larguras das regifies cadticas perto das separatrizes
Driméri_as duanto as das mais importantes ressondncias secundarias que existem

{9)

L. ag
entre as principais (47,48} o

» bor fazer uma expansio na vizinhanga da separatriz
invés da vizinhanga de um ponto fixo. A técnica de e‘xpansﬁo envolve aplicagBes
sucessivas de teoria de perturbag3o secular®®. Mesmo sem esta modificagdo, o
critério em sua forma mais simples, de ‘overlap’ de ressonancias primérias ainda
serve como uma primeira estimativa da transigdo e tem sido usado em uma grande
variedade de problemas por CHIRIKOV'®, WALKER and FORD®®, ROSEMBLUTHSY,
dentre gutros.

CHIRIXOV aborda o problema estudando ressondncias nio-lineares em um
sistema ndo inteagravel tipico de um grau de liberdade dependendo do tempo,

governado pela hamiltoniana,

Hi, @, L = Hph + €V, @, b %= )

onde a perturbagdo externa W, ¢, t) & descrita agui via uma dependdncia explicita
da hamiltoniana no tempo. Presume-se que a nerturbagdo seja periddica no tempo

com um periodo T, freguéncia = 2n/T e perigdicamente dependente na fase

T=0L+ 79 {(91)
com 7o sendo a fase inicial. Expande-se a perturbagdo em uma sarie dupla de
Fourier:

if
HL @, T = HyD + € . 5 ypp® . e Men T (92
m,hn
)



0 efaito de uma componente perturbativa de Fourier & t3o0 mais intenso

guanto mais suave for a var*iaggo de sua fase,

Ymn = m@ + 0T (83)

No limite de fase constante, tem-se uma ressmnéncia,

Mm@ + nT = mwg® + N =0 ; Wyl = 3_;_“1_«; {94)
Esta relagdo determina um conjunto de valoras ressonantas da
freguéncia Wy & respectivamente da energia ou apdo 1. Valores ressonantes Wm,n
formam geralmente um conjunto denso. Contudo inicia-se Io problema ne limite
oposto, guando a soma em (92) consiste de um Unico térmo (ou dois complexocs
conjugados precisamente). Isto &, considera-se as propriedades de uma Unica

ressonancia isolada inicialmente, e escreve-se a hamiltoniana (S2) por:

HIL ¢,

HoD + &Vqnth . cosime — nT) (95

! Fard . a
onde considera-se& Vmn = VYu,,m Uma fungao real. D sinal de n enfatiza a natureza
ressonante do térmo mantido.

Introduz-se a fase
= mp - nTr (96}
e esculhe-se uma 'Fung:gn geratriz da forma,

FL @, 1 = — @ - 10 . (L30T ©7)
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onde I @ uma constante, de modo a elimirar a dependéncia explicita do tempo. A

nova hamiltoniana e:

HP , ¥) = H, ©, 7 + 36 , @)
at
com
Fod =10
P = - gﬁ - , (39)
e,
aF _ _
S =-nPO (100}
Expande-se a hamiltoniana Hyi) até ordem de P%:
AHy A 8%Hg (312 , Ho 3% p2
Ho® = Hor) + {52 LY | P+ P (B + S 2 S
I=lp (104)
HoD = woll) .m . P+ & an:gm | m PR , (102
I = lr\
onde negligenciamos Hyllyr) , usamos (99) a (94),
Assim,
p2
HP @) s (mwoll) = n n] P+ 55+ 8 VUmnlr . cosv (102

tomando apenas o primeiro térmo na expansio de Vm,n). A constante I &€ escolhida
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de modo a definir o ponto de equilibrio hiperbdlicoe do pandulo, isto &,
m.wyllp)—n . N =0 {104

define uma ressonancia. Dai cheoa-se & hamiltoniana de um péndulc de um grau de

liberdade, portanto intearavel,

2 .
HP, ¥ & ZE"H + 8 . Vnnlr . cosy (105

cuja massa & determinada pala nic linearidade das oscilagdes nio perturbadas,

MY o2 -a—“a’-'ii” (106)

I - Irﬂ
A freauénoia de peguenas oscilagBes do péndulo é:

Wo = “IE . VmJn(Ir\)/M 107

e cada ramo da separatriz tem um momeintum, dado por
Pspx = & 2M.wg . cosw/2) (108

De acordo com (39, na ressorincia,

mPpr = (ADp (109

e chesamos 4 meia-largura (em I} da separatriz (ressondncia)

ADp = Zm J8M . V) (110

63



onde a guantidade Pr & a amplitude de oscilagSo de P e o seu wvalor maximo
(icus(iﬂ/ﬁ)[ = i) define a meia-largura da separatriz.
Em termos da fregugncia, a meia-laroura da separatriz &:

8 . 'V.mJn":ir’-)
I

(110

&
3
1]
3k

A descrigio universal de waia ressondncia na aproximagdo do péndulo é
restrita a condigdo de gue os térmos negligenciados na expansac da hamiltoniana
sejam pequenos (% & 1] e que as freguéncias de oscilag;'n"es da fase sejam
pequenas o suficiente para podermos negligenciar os térmos n3ic-ressonantes na
hamiltoniana, como sendo térmos gue oscilam rapidamente. E, uma vez que ocorre
uma ressonéncia, muglp) = Nl , para o harménico (m , ), também ocorrem
ressonancias para os harmdnicos (m , 1In), (1 inteiro s 0% assim a aproximagdo do
péndulo é também restrita pela condigde Vyp 3, « Vmp com 1) 1.

A interagdo de ressonincias é entendida como a influéncia simultdnes
de vérias ressondncias, isto & varios harménices da perturbagéo da hamiltoniana
(92), onde cada harmlrico determina sua ’‘propria’ ressonancia em um dominio
particular do espago de fases. Messe contexto procura-se conhecer como @ o
movimento frente a influéncia simultines de muitas ressondncias. Se o sistema esta
proximo de uma ressondncia particular os outros tdrmos s3o considerados nao
ressonantes e podem ser eliminados por uma sequéncia de infinitas trasformagdes
candnicas, de varidveis. No limite, obtém-se portanto um sistema integravel cujo
movimento & regular.

Contudo, isto & aperas um trugue matematico formal, pois estabilidade
real depende de esta sequéncia de infinitas transformagBes de varidveis ser
convergente, ou em outras palavras, se existe o limite no gual o movimento &

formalmente estavel.
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Com base no teorema de Poincaré”™, que diz gue um sictema hamiltoniano
generico n3o tem outra integral analitica de movimento além da enaraia, entendia-
se ate recentemente, gue um oscilador genérico ndo linear era instavel Todavia
com a teoria KAM3*458) qonorstra-se a exist®ncia de Toros invariantes até um
certo valor critico, da perturbagio, 0 que determina o limiar de movimento estavel.

Por outro lado procura-se estudar mecanismos Qu2 sejam responsavels
pela destruigdo de teros frente a uma perturbagic suficientemente forte. Uﬁ
mecanismo geral para determinar a instabilidade do movimento & o ‘'overlap’ de
ressonancias ndo lineares. O caso mais simples de interagdo de ressondncias & a
interai;So de somente duas resson3ncias. Suponha gue 0 campo perturbativo envolva
duas freguéncias 2y @ Nz com mesma amplitude. Guando a meia largura das
separatrizes (Awy for da ordem de 1/2 . (a 0) . onde AQ ={0y ~ 5], as
separatrizes irdo se tocar & iniciard o processo de ‘overlap’ das ilhas e nesta
regido do espago de fases o movimento sera cadtico.

No capitulo 4 estudamos um sistema com uma (nica cadeia de ilhas e
pudemos observar que a presenga da segunda perturbagio gera uma grande
guantidade de cadeias de ilhas secundarias gque entram em ‘'overlap’ quando
variamos um parametro (¢ ro casol.

Procuramos no entanto, um tratamento analogo ao gue demos a uma
ressondncia isclada, ou seja, preparames uma classze especial de sistemas gue

exibem, varias cadeias de rpessonincias integrjveis , e colocamo-las em interagio.

Apesar de simples esta abordagem & inteiramente original. A partir da condigdo de
ressonancia A-16 @10 = O notamos que ocorrerdc ressonincias nas proximidades

dos extremos da fungdo hamiltoniana, pois
80 = é~3—9 =0 (A-16)
i

determina os maximos e minimos de Ho . Se a forma normal de BIRKHOFF (Hy) for uma
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fungdo polinomial de J; de ordem n , cujos zeros nio s3o degenerados, do tipo,
n
HD (g) = E an Jl ‘ (112)
[&] .

com ag = Jp0 @ 05 demais ap 's com os valores e sinais convenientes, ocbtemas (n ~
1) condigles onde (BHR/BJ7; = O). Ao ligarmos uma perturbag3o integravel gue
independe do angulo 9: , @ que seja periddica rno Snoulc 6, tal gual no sistema
anterior, a cada extremo de Ho correspondera uma cadeia de separatrizes ng
espago (py , 4Q;) ou uma separatriz em (J 1 9 E, aca' variarmos o' parametro aque
regula a intensidade da perturbacio podemos aumentar a amplitude de oscilagio
das ilhas a ponto delas se tocarem e entrarem em ‘overlap’. Como o sistema &
estritamente e globalmente intearave]l este tipo de ‘overlap’ nio criard camadas
astocasticas na vizinhanga das separatrizes como descrito por CHIRIKOV , mas
gerara uma nova configur"ag:"a'cr topologica foliada de torog invariantes. As orbitas
cadticas podem aparecer quando ligarmos a seaunda perturbagao periddica, agora
em &,.

0 caso mais simples para estudar ‘overlap’ de ressondncias integriveis
€ o de duas cadeias de ilhas, isto &, adicionamos um tEBrme cubico na hamiltoniana

(53) Hp e ajustamos os sinais dos t8rmos para evitar tunelamento para o cnntinuo,
, 2 2 z_.° A
HD\J) = Jz -+ 6)\-]1 - B UJi + B a]i i113)

de tal modo que a superficie de energia é

=

D
\/ Jy
FIGURA 29
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ou em t&rmos de oy, oyl

FIGURA 30

Deve-se salientar gue este novo térmo adiciona apenas uma corregldo
diaganal a matriz hamiltoniana. Os morros e vales qua abrigam as 11has acnrr‘er‘aa
nos extremos de Hy(l) quando a pmmema mer‘tur‘bagao for ndo nula. As per‘turbagoes '

que sao hgadas, S80 de ordem mais baixa puaswel na forma normal, 1sm @,

mantemos a ressonanma (4:69, tal que r o+ 5 = 7 ainda, pois os ter*rnos_'_.'-
carr‘espondentes continuario sendo de ordem mamr* oo gue agueles de BIRKHGFF e_'

portanto praservam a estrutura nertur*batwa na forma normal. Assim, temos

' 2_ 2 3.8 3 1/2
H=32+6}\31“SCJ1+5831+Q.6 Ji-‘JE—JI.) .0!3561 (114)

como sendo a at.ual forma normal ressonante, onde Iz, H}(J,@) = 0 .,_'E.'f'g f H 1 =0e

assoclamos & cada bloguinho da matriz hamiltoniana um “chapéy mexicano amassado”

do tipo. da *Figﬁr*a 3 no aual o movimento esté restrito. No apéndice D apresento.
‘as equagcaas ‘de movimento e sua lmeamzapao na wzmhanga dos pontos de
- equ111bmo hlper‘bohcms Nas figuras cgue seguemn podemos vxsuahzar* o sistema com
as separatrizes dxst.antes e gradualmente se aproximando até ocorrer a. ,1."1j
tr‘ansa.g:aa cor*r'aspnndendo 3o ‘overlap’ das ilhas; @ aumentando ainda mais o valor‘ :

T .‘

cde & chegamos & 23 tranmgaa correspondendo ao desapar*emmentu de uma

x’

- .separatriz.

e
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J1

1] DURS RESSONANCIAS ALFA = 0.8 HE6Hk-6Y) FIGURA 31 : _
N o BETA = 6,0 Duas separatrizes, corres-
1 pondendo 3 situaglio em gue as
1 cadejas de ilhas estdo separadas e
: . nioc ha interacio enlre alaz. A
t separatriz inferior tem energia maior
" ; do gue a separatriz superior, esta
;l{ . por sus vez & mais nio-linear do gue
. : . a peguena.
0 2 .
; \
f -
{ .
x ““\ --’::- b~ '1 /
# *a o * T 3
R N B I pNr %
3 > -2
b reaneanet
!
40 1. LR [X7] [ %) DX Y " R T " Y
TETA]
FIGURA 32 : ‘
Este valor do parimetro 3| DUAS RESSONANCIAS ALFA = 0. 654 644(-0))
(@) inicia o contato  entre . as y BETa x Bi0
~ Separatrizes e leva a situagfio em que H
S um " ponto hiperbdlico de  uma '
separabriz guase Faz- parte de wum 4 .
ramo- da outra separatriz. Uma orbita : ',' Y
sobre a separatriz pode explorar uma . . '
maior regido do espago de fases sem d ' 8
variar sua énergia (nem seu J;5). Em qz __-' i
principio  é possivel colocsr  em . ' :
contato inlmeras separatrizes a ponto
‘de  uma  orbita poder  aumentar
.significagiivamente sua nfo linearidade 7
- Eem alt-e-?iar* seu Jz5 nem sua energia,
.casn serj.a conveniente,
: Neste regime duas raizes
de HD_(i) degeneram-se.
e I N
e EXT) LN [ A7) [ X (1) [EX7) 4,0 T
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DUAS RESSONANCIAS

ALFA = 0, B64L6XH(~8))

69

i FIGURA 33 :
BETA * ©,0 e
Ocorreu a 1% transigdo: A
1 i :
o) trajetoria oque emana do ponto
\ ' hiperbolico da separatriz  superior
¢ .
. s adentra na reailc da |, outra
! , : separatriz, faz um lago e retorna a
1 .
\ . um dos ramos de sua curva inicial;
] 1
d] ' ] enguanto isso a trajetdria gque emana
sl : do ponto  hiperbolico da  outra
8 . '
A " separatriz adentra na regifo da 1%
I U R faz um lago e segue por um dos ramos
; - p e . -
f v b iniciais. Neste regime duas raizes de
of L
Lty Hotl) tornaram-se imaginarias,
1 \‘\ J" I" 7
1 LY 4
\‘.- ."! "‘;!
> >
o
¥ l.u‘ L & ba [ %1 Te. e fz. @ Tara T
-TETAL
FIGURA 34 : sf DUAS RESSONANCIAS ALFA x 9.9 *L6xk(-62)
A descrigio da figura 4 BETA = .0
anterior @ malhor visualizada agui. i
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FIGURA 35 :
Com o aumento do wvalor de

«, & lago inferior diminui sua area.

RESSONANCIAS AALFR & 1,1 $[6k¥(-8))
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J1

1| DUARS RESSONANCIAS ALFA ™ 1.2 XT64c-00) FIGURA 37 : :
; HETA » 0.0 E perceptivel que o lage
."L separatriz val desaparecer,
" l '
! r .
1 !
X
]
. 1
! . ;
| :
L1 !
. 1
- LA - /
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) Y ¢ \ ’
] ‘\‘ '!’ ‘.“ ’I‘
. , e Y, .-’
' x A
[ IE— et o e P -~
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. 99 i LA .08 [X] I i e Liw
TETA1
F : o
IGURA 38 » . DUAS RESSONANCIAS ALFA = 1,3 #064k(-8))
Nesta situagdo ocorre a 282 & BETA * 0,0
transigdo: o lago separatriz inferior '
d [ y
desaparece e dois pontos - de . Y
] . . . t * r .
equilibrios  diferentes  coalescem, s b .
determinando uma bifurcagio. Al o . . . .
ponto de equilibrio hiperbolico torna- z . '. : [
i i . .
se imaginario e tem-se o espago de i ’ ! ;
'- c I '. ;
fases com uma Unica ressonincia, onde . ' : )
. - ' ‘- . : 1
© ramo que sobrou da outra D4 “, i 4
. ~ 4 14 "
separatriz passa a ser uma rotagdo. i .‘ g 4
d 7 ;
-t / \ I' l\
: B . o
o /' \ :
a4 AW :
1 t
“I l'. ". . "’
i "..‘ ' ,u'. '\.‘ 'l. ]
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o bocens . e L — iy
:
- E* LT L 4. ed o5 2.9 1™ le.ea
3 TETAL

71



2 3
0 térmo (6° Jy ) pode ser descrito por (,) cujo correspondente operador

& dado por

3
" A 4 A A + A A+ r +
11 = [31 31 31+ ay §1+ 31 + %F\. . 31 ay ay 31 + %ﬁz a4 31 + é—-ﬁs) 115

Na base lk)=16n+ng.m—n), os elemaentos de matriz do operador

hamiltoniano s3o obtidos por atuagdo direta de cada térmo e dados por,

<k"Q|k>={ﬁ(m+%+%)+kﬁ(6n+nc+%]—cﬁ2[6p+no+%]z_-f-

+aﬁg(5n+no+%)s}.8n,'n . sm’,m +

(BN + ng + <5n+n0+6)<m-n)}"2.a 8 + he

{116)

para cada bloco (autovalor de 32) da matriz hamiltoniana.

A evolugdo dos correspondentes niveis de energias quinticas com a
variagdo de & & mostrada nos griaficos a seguir. Apresento a dindmica dos 70
primeiros autovalores apenas, & & perceptivel gue as oscilagBes dos rniveis
aumentaram devido d presenga do novo térmo diagonal. Como este t&rmo nio implica
&m novos acoplamentos entre diferentes estados, as modificagBes introduzidas, no
comportamento dos niveis de energia, sio de natureza classica, decorrente da
presenga de duas ressondncias integraveis. S3o mostrados também, os espectros de
energias para diferentes valores de a e as respectivas separagBes de niveis

vizinhos.
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ESPECTRO DE ENERGIAS
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FIGURA 32 :
Pelo fato de Hp ser uma
clbica, podem ocorrer iripletos de

{Quase) degenerescencias,

FIGURA 40 :
Para energias acima do ﬂ

maximo da cubica (N? 70  os niveis

[ Y]

sdo0 bem separados.
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. ESPECTRO DE EMNERGIAS FIGURA 41
A ALTA = 0, BOALSHR~82) "Regime de Ressonincias Independentes’
had
v
- A perturbacds ressonante
-1 .
_wl levanta as auase degenerescéncias
it dos niveis ocom menores energias.
2. . .
ot Porem existem quase
=L degenerescéncias, em outra resifo do
- § espectro.
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FIGURA 42 : - )
A separagd3o por pares, 4 SEPARACAD LE ‘H‘l‘fsls n_DJ'ﬁCEHTES‘
" ¥ (3 " ' . " i . '
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ESPECTRO DE EMERGIAS

CALFA e L3 R E4H(-62)
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FIGURA 43 :
Regime de ‘overlap’.
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FIGURA 44 : . . . SEPARACAD DE NIVEIS ADJACENTES
Observa-se que alauns o ' o Co
. . ALFA w 1,1 ¥CE44-873
niveis inasBl—~71) estlo (~) igualmente v
: M
espagados. E
j g
g
-
iy
m .
‘on
- Y
]
“y
ool
[
o
n
W
‘
L'}
.
v F 1Y W

75




ECN)

. ESPECTRO DE ENERGIAS FIGURA 45: .
’ A s
:.L © CALFA = 13 K(EHC-8D) ‘Uma Ressonancia !
“n Apesar de uma separatriz
-t
= ter desaparecido, ainda existem guase
!g degenerescén-gias ng regido de
& .
S rotagio.
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FIGURA 46 ' GEPARACAD DE NIVELS ADJACENTES .
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NIVEIS C § - 1@ )

NIVEIS C 11 - 2@ 3

;Ir- _im

EVOLUCAO DOS HIVELS
-EVOLUCAD DOS NIVEIS DE EMERGIA 1o : e
BETA = 9,8 x ?%
|
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4 FIGURA 47 :
5 O vomportamento dos niveis
@ andloge. dquelas do slstema com umna
X . ressonfincia. O ‘overlap’ inlcla em
I T T e W ¥ ‘ira PP T IR S aa Fr et W1 -6
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‘n Os niveis oscilem na regido '
i‘f de pequenos a's, Todos passam por
3 suas energias diagonais.

L T . ) 3
» .i.- [ 4T “"ﬁﬂ,ﬂi I‘B" “a [ %) ¥ & [ 471

11



- EVOLUCAOD DOS NIVEIS DE EMERGIA

[ .
BETA » @, 9 Estes niveis oscilam com

,.4..-.-_ . : maior amplitude e se evitam em varios

L
,4/:'“-\ ' valores de a. A partir do 'overlap’'
- \\\\ : apenas os niveis mais altos continuam

: - osecilando, :

FIGURA 49 :

[X*] AT 6.27 .38, d.43 054 (X d77
' Al ri fo-

FIGURA 50 :

) ) EVOLUCAO DOS NIVEIS DE ENERGIA |
Conforme subimos na .

BETA = Q.0

Bl -
e

escala de energia, 0% 'avoided
- orossing’. tornam-se, mais freguentes &

0 niveis mais oscilantes.

-4 3

T NIVEIS € 31




[EVOLUCAO DOS NIVEIS DE EMERGIA
' BETA * 8,0

[ N ) (%] [ X7} (%]
ari B _

CEVOLUCRO DOS NIVEIS DE ENERGLA
! BETA = .0

P ot m aw X
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EVULUCHU DOS MIVEIS DE EHthlQ
BEIn = 0.0

NIVEIS (
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FIGURAS 51, 52, 53 : |
O padrio da regifo de - .'
‘tunelamento de rotagin; do sistema de
uma ressonincia nﬁp se verifica neste
sistema.
A maioria dos niveis passa

por suas energias diagonsis.
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Uma vez que & conhecido o efeito do ‘overlap’ de ressonincias
integraveis na estrutura de toros no espagy de fases e nos respectivos niveis de
energias gudnticas, podemos ligar a 23 perturbagio periddica, explicitamente
dependante da 6, @ comegar a estudar o sistema de duas ressonircias com (ou sem)

‘overlap’, com caos. A hamiltoniana classica & dada por,

He T 2 2 3_L 3.? 1/2 :
=Jz + 6XJ; — &%), + 67al, + €7, . Jp ~ I . (a.cosd + B.oosbyz)

(117

agora {J; , H}Q:Q) #0 e [32 ) A3 # 0 tal gual no sistema de uma ressaonancia;
como as perturbagBes agui, s3o as mesmas de anteriormente, a estrutura da matriz
hamiltoniana & a mesma, existem infinitos bloquinhos acoplados diagcnalmente com
0§ primeiros vizinhos, onde cada bloguinho é tridiagonal; isto tudo imerso em um
dos seis possiveis subespagos determinados por rg . O que muda s3o aperas os
valores numéricos dos elementos de matriz diagonais. E, para gualguar ordem do
polindmio de BIRKHGFF, a estrutura da matriz hamiltoniana pode ser asta
apresentada aogui, porgue todos os novos térmos  serdo diagonais e as
rerturbagdes, gue devem ser de ordem mais baixa possivel na forma normal, podem
sempre acoplar apenas elementos de matriz e blocos primeiros  wvizinhos
respectivamente. Deste modo fica padronizada uma estrutura de matriz hamiltoniana
para estudar sistemas quase-integraveis de dois graus de libardade. Obviamente
esta ndo @ Unica, pois dependendo da perturbagdo aplicada corresponde um tipo de
acopl_ament.o, mas certamente & a mais simples.

As orbitas agora podem pular para outros “chapéus maxicanos
amassados” & o sistema @ ndo inteardvel analiticamente, o movimente cadtico a

cbservado nas sacgCes de Foincaré através das figuras a sesuir:
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DUAS RESS0NANCIAS

BETA = &9 [6%k(~9)}

ALFA = 8,8 FT6%K(-8))

FIGURA 54 :
A

praticamente n3o sente o efeito da

separatriz inferior

par't.ur“bags'éa, apesar de  sua energia

ser maior ¢do que a  da outra

separatriz. 0 aparecimento de caos

estd relacionado com a  nio-

linearidade da repilo que as drbitas
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FIGURA 55 : s| DUAS RESSONANCIAS ALFA = B, BSAL6KK(-8))
Antes de ocorrer o & BETA * 0.9 % EH4(~9))
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DUQS RESSOHQNCIQS ALFA = B.BEHLEHAL ~B)) FIGURA 56 :

BETA = 0.9 $L6xk(-97) D 'overiap’ leva o rame

L

superior da antiga separatriz a

o -

reaifies de movimenio cactico.
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FIGURA 57 :
/ _ _ ALFA = 0,9 *(6KH~8))
Situag¥o  logo  apds o . i .DUQS RESSONQNCIQS
. . o . BETR = 9.9 ¥(6xk(~-3))
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DURS RESSONANCIAS

RLFA = {,0 HGki¢-8))

BETA « 8.5 H(6k4{~9))
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0 correspondente operador do térmo que gerou cacs classicamentes, a

aguele dado no capitulo i4):
o = S{a &) (A A et a8t A+ 88,8 6

+ %Ra. ag d, + %ha} (118)
cujos elementos de matriz sdo:

( gnm) . { BN +ng + 1/2° m - n + 1)“2} . én, n-8 +ho

m, m+s

(1159

ja obtidos no sistema de uma ressonincia.
Os elemantos de matriz do hamiltoniano s3o0 agueles dados por (L16) mais

astesg, acima, devido a 23 perturbagio.

GENERALIZAGAD DO MODELD DO PENDULO

A partir das secgﬁes da Poincare apresentada para o caso intasaravel,
podemos perceber gue conforme aumentamos o pardmetro a pascamos do reagime de
duas ressonancias independentes (@ = 0,8) ao regime onde uma separatriz
desaparece (@ = 1,3). Para esse valor de & um dos pontos fixos hiperbdlico torna-
se imagindrio e no espago de fases correspondente existe uma Unica ressonancia
com curvas de libragdoc e rotag3o.

Esta configuragdo difera daguela de Chirikov pelo fato da qua. a
separatriz € descrita por uma cibica, para um 9, escolhide. Tem-se trés valores

distintos de J; com a mesma energiz.
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Nesse sentido procuramos representar analiticamente este movo padr3o
de uma ressondncia isolada através de uma expansio em série de Taulor de
terceira ordem na agﬁo J; mais um té&rmo perturbativo dependente de ©,. Para tanto
precisamos conhecer a influéncia do acoplamento entre J 1 & 39; no térmo
perturbativo.

Inicialmente, tomamos a hamiltomiana n3o parturbada,

B ; 2
Ho=J, +62J, —-6°cI, +6%a7, (120

e & perturbamos o,

]
4

2 1/
Hy =« ¥, J; co=@, {121

onde eliminamos a aglo J; de (J, — JoY/®

Gradativamerce, diminuimocs a poténcia de Jy em H, , ate desacoplar J, e
@, & tragamos as curvas de nivel das varias hamiltonianas resultantes ajustando
0s parametros para gerar uma Unica ressonincia.

Nas figuras seguintes podemos notar que o desaparecimento de uma das
separatrizes depende da presenga de J; na perturbagdo. A Jd4ltima figura
carresponde ao caso,

H; = &' . cosd, (122)

onde @' @ uma constarte e ai nio é possivel eliminar uma das ilhas. Isto se deve
ao fato de que para um certo 9, fixo (modulo 2m a intensidade da perturbacdo é a
maesma para qualquer J, ; tudo que ocorrer a uma ilha também ocorreri a outra.
Enauanto gue, quando

o = a'(Fy) ) (123
para um certo 6; a perturbagido seria mais intensa guanto mais lorge estivermos da

origem no espago de fases.
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Assim, a hamiltoniana mais simples gue representa este padr3c de uma

) . . 2
ressonancia isolada e,

MU, , 6 m H(Tg + 20 Ay 4 4 &M A +
a‘]-l Ji.::Iﬁ 21 aJi J.l:JR
3
+ 4 &H Ban? + + fop + a3y + ) coso,
31 3 J.,=1
aT, 1=JRr
(124

onde Jg @ o valor de J; gue corresponde ao ponto fixo hiperbolico. No nosso caso,
H(JR) = Jg 8 Qg = 0.
Nota-se que, se truncarmos a expans3o da hamiltoniamna na segunda
. . ” "~ Fal
ordem e tomarmos apenas o primeirc térmo  da eipansan do parametro a&
resuperamos a aproximac;ﬁo do péndulo. Dai, a generalidade da expansio

apresentada & da topoluoia da ressondncia obtida,
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CAPITULO 7 ~ RESWLTADOS E CONCLUSAO

A partir dos sistemas estudados separamos o cacs propriamente dito da
estrutura integravel subjascente, tanto para uma ressonincia isolada quartoc para
um par de ressondncias. A existéncia de cadeias de rescondncias integraveis
possibilita uma melhor compreens3o da manisfestagdo de ‘overlap’ de ressonancias.

0 sistema de duas ressonancias fornece um exemplo onde, aumentar a
energia ndo implica em aumentar a n3o-linearidade do problema. E como o
aparecimento de caos estd relacionado com a n3o-linearidade do movimento, ele

] ‘
surge em regifes de baixas energias preferencialmente. Isto & uma decorréricia da
forma cubica da hamiltoniana. Em principio, a hamiltoniana auando descrita por
formas normais, pode ser dada por um polindmio de grau n na agd3o J, & 0 espago
de fases correspondente exibira ( n — 1 ) cadeias de ressonincias isécronas
integraveis.

0 'overlap’ das ressorincias ocorre guando aumentamos a amplitude da
perturbagdo ressonante, isto imp82 um aumento na n3o-linearidade das velocidades
I, e &, , 0 gue por si s6 torna o movimento mais instavel, Portants, a ligagdo
entre ‘overlap’ e instabilidade & que ambos ocorrem auando efeitos rlo-linsares
tornam-se importantes. Nesse contexto, guando ligamos a segunda perturbagio,
podemos dizer gque 0 caos & mais intenso no regime de '‘overlap’ do gue antes.

No espectro de energias do sistema guintico, correspondente ao caso
cléssico de uma ressondncia, observamos aue a energia de muitos riveis passa a
oscilar conforme variamos a intensidade de uma perturbagio integrivel, & gue
estes niveis se repelem, apresentando assim diversos ‘avoided crossings’. Estes
n3o sdo relacionados com movimento cadtico, mas sim com efeitos de tunelamento de
rotag8o. As regifes irregulares do espectro correpondam  a manifestagﬁ‘es

coletivas.

Mo sistema integrivel de duas ressonircias, a prasenga da segunda
S0



separatriz possibilita a ocorréncia de tunelamento entre ilhas de cadeias
diferentes. Isto acarreta novas regides irreaulares no espectro de eneraias, pois
ocorrem ‘avolded crossings’ em outros valores do parametro de perturbagio,
inclusive antes de ocorrer o 'overlap’ das ressonancias. Dai pode-se inferir que a
quantidade de regifes irregulares no especiro de energias 2 diretamente
proporcional & gquantidade de ressonincias isdcronas ro  sistema clissico
correspondente.

Usualmente, ‘avoided crossings’ s3o relacionados com movimento classico
caotico. Agui damos um exemplo onde aparecem ‘avoided crossings’ em um sistema

' ‘
integravel. Isto nos faz pensar cgue o comportamento oscilatédrio dos niveis e os
‘avoided crossings’ sejam propriedacdes impostas por perturbagfes periodicas
independentemente de suas caracteristicas fisicas.

Pudemos notar que, apesar de existir um acoplamento entre os estados
guando a primeira perturbagdo estd ligada, muitos niveis passam por suas energias
diagonais em alauns valores (g = ot # 0), isto significa gue eles =3p insensiveis
globalmente aos efeitos da perturbag3o quande esta e ligada em ot Apesar da
existéncia de efeitos de tunelamerto e do efeito da prépria ressondncia, a ensrgia
dos niveis & dada pelas regras de Bohr-Sommerfeld. Estes niveis sio ‘niveis
semiclassicos' em alogum sentido.

0 efeito da perturbagdo, que gera caos classicamente, no espectro de
energias € pequeno com relagdo a perturbagfo ressonante. Apesar disso, a
estabilizagdo dos primeiros autovalores é bastante dificil. Foram necessarios 13
bloquinhos (2304 fungBes de base) para estabilizar em & casas decimais os 40
primeiros autovalores do sistema de uma ressonincia e, 17 bloguinhos (3026
fungOes de base) para estabilizar os primeiros 50 autovalores no caso de duas
ressonancias. Mesmo com estas dimensdes das matrizes hamiltonianas, n3o f‘;:i

possivel estudar regimes de intensas perturbacgtes. Até os valores atingidos e

para o valor de % usado, 0s niveis guase n3o alteram suas energias. Contudo, pode-
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se observar gue os niveis do sistema de duas ressonancias s3c mais sensiveis a
variagdo da perturbagio.

A matriz hamiitoniana gue obtivemos & a mais simples possivel para
representar um sistema classico nd3p integravel de dois graus de liberdade. Cada
acoplamento representa a destruigdo de uma constanta de movimento.

As energias diagonais, de bloguinhos vizinhos, com mesmo N , diferem
seus valores em uma unidade de K. A intensidade do acoplamento, entre bloguinhos,
@ diretamente proporcional ao numerc quantico M. Estes dados justificam a
corregdo sempre negativa da formula (64) de Rayleigh-Schrodinger. A expansSa de

. ‘

Brillouin-Wigner rn3oc €& uma sériez de poténciaz de um pardmetro porgue no
denominador aparece a erergia procurada. Portanto, em principio n3o se pode
exigir gue esta expansio s=eja convergente, o que explica os resultados obtidos. A
expans3o em determinantes deve ser aplicada a matrizes mencres. Messe sentido
ndo foi possivel obter analiticamente aproximagBes, ao espectro perturbado,
melhores do que as proprias energias ressonantes. Ealientamos também gue, para
estudar vizinhangas de ‘avoided crossings’ € preciso trabalhar com teorias
degeneradas.

As distribuigfes de Husimi obtidas fornecem um exemplo da conexio entre
a mecdnica ouintica & a mecinica clissica; isto & as distribuigSes de
probabilidades, oy . concentram-se nas vizinhangas de curvas invariantes

classicas.
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APENDICE A : curvas e MveL E SECGAD DE POINCARE

0 conceito de hamiltoniana raeduzida & fundamental para entender como
as ourvas de nivel calibram as curvas na secgio de Poincare.

Temps uma hamiltoniana independente do tempo com L = 2 graus de
liberdade: H(Ty , 8y , J; , 9. Escolhemos uma coordenada como sendo o “novo tempa”
» por exemplo 8; ; ent3c a coordenada canonicemente conjugada a ela (Jp),

representa uma hamiltoniara deperdente do tempo 8; , com L — {1 = 1 grau de

liberdade gerando um movimento no espago de fases reduzido de (2L - 2) = 2
dimenstes.
Tomando assim, HJ, , 9;, Jz . 82} = cte A-4
colocamos
31 = Ji 51 = 61 A-Z

e resalvemos (A-1) para

JQ = JQ(J‘\ ’ 91 ) GQ)E A-3

Fazemos entio

ﬁ:Jz e -7 = 0; A-4

de modo que a dindmica governada por H, tem as seguirtes equagBes de movimento:

= dJ H aJ

J = 1 = =- 'a.._— - 2 A-E
17 attn 38, Y

g 1 = d -é L = Q..—' = —1—2‘ A-B



cujo espago de fases reduzido @ (7, ,8p); e a hamiltoniana reduzida &

e AT, 8, - m.
Por outro lado as trajetorias caem sobre uma superficie de energlas 3-

dimensional HJ, , @, , J2 . 93) = cte no espaco de fages 4-dimencicnal. Esta

expressio determina I, em térmos das outras 3 variaveis,
Jz = ‘TE(Ji ’ ei ' GE)E A-?

Isto nos leva a considerar a projegdo das trajetdrias sobre um volume

3-dimensional no espago (7, , 8, , €2) . Se o movimento & limitado entlio o plano 9, =
cte dentro deste volume deve ser atravessado repetidamente pelas trajetdrias.
Este plano consistindo de uma coordenada ©; e seu momentum conjuzado J 1 & uma
escolha conveniente para a secgdo de Poincaré. Com isso podemos notar qua a
secgdo de Poincaré (J; , 8, & o propric espago de fases reduzido do sistema

hamiltoniana original.

Se em adigdo a energia existir uma segunda constante de movimento,
[Ty, 85, Tz, 9 = cte A-8
por exemplo Jz , entdo a combinagdo da (A-7) com (A-8) produz,
Iy = Ji(el)E",z A-9

Portanto, os cruzamentos sucessivos do movimento com a secgdo de
Poincaré €, = 2nm devem cair sobre uma Unica curva dada por {(A-9). Em outras
palavras, para o sistama em gque J, e a energia se conservam a configuragdo das

trajetorias na secgdo de Poincaré coincidem exatamente com as curvas de nivel de
Ta.
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Para plotar a separatriz do movimento & praciso conhacer as
coordenadas do ponto de equilibrio instavel e a energia correspondentie,
Saeja a hamiltoniana ressorante,

2_+ a? 12 |
H=32‘-6>\J1+6C51+a.6 J.‘l (JZ—Jl) .CD‘S@L i A-10

a partir das eguagbes de movimento

5y _ OH/RT, : aH/38,
“ =smr, =0 0 e §E =0 A-11
obtemos as singularidadas do fluxo de orbitas. Por ©, = 2nm passa a oOrbita

periodica instavel, enquanto que por 6, = nn (nx0) passa a orbita periodica estivel
da ilha.
Para obter a ag3o, (Ji)lgpx , correspondente a separatriz, fazemos a

proximagdo J; » J, para transformar a hamiltoniana (A-10) numa cubica,

2 2 2.8 1/2
—Jp=—E - 6N  + &%)y + aBJ; J» . cose, A-12
tal que
AN—T o) . 2 g 2 172 a3 AT
57 = 0 = — 6\ 4+ 26T, + 3 6°aJ, J; cosd; + a6’J, 37, cosb,
A-13
e
172
—-72c + N4 . 6% c* -2 65hald;
(J‘_)pr = JR = . 17
6 o J2
0,=0
A-14
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Define-se, entdo a energia da separatriz aproximadamente por:

2 3
Ecpx =H TR, 9, =0, 73 = Jp ~ 62Jg + 6°cTg + 2623 (7, - T2

A-15

Se colocarmos cosd; = —1 em (A-13), obtemos a partir de (A-14) a agao
correspondenta a orbita periddica sstivel dentro da ilha.

Assim , temos definidos todos os parametres do sistema dindmico em
guestdo.

A condigdo da ressondncia §,=0

2

. S -
bp0 = 33% = 6N+ 720, =0 - ‘ A-16

define a posig3o do toro resscnante gue ird abrigar a resscndrcia:

Tio0 = A-17

-
I\le
0

de modo gue guando N <+ 0 a ressonincia cai scbre a orbita periddica estivel

central.
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APENDICE B - coMPUTAGAD DO MQUIMENTO PERTURBADO
I- EQUA{)EIES DE MOVIMENTD PARA D SISTEMA COMPLETO (UMA RESSONANCIA)
A partir da hamiltoniana classica (54), H(g . g) , podemos obter as
eguagdes do  movimento J, , &, governadas pela hamiltonianz reduzida J;(Ji ;94
9, , E) que depende explicitamente do ‘tempo &3’ quando B # 0 e assim descrever o

movimento na superficie de eneraia,

H= (72~ 633, + 6% 31) + 615 (12 — 3.} [a . cose, + 6 . cosé;]

B-1
: 3H/a87, _ aH/39, _— 3H/86, i
®1 [ aH/a7; ] ! =7 ( aH/BT, ) v Jz= [ 8H/37, ] B-2
. z 3
Jz -7 WECLEN + 720l [+6487,(T, - J1Xe.cose+8.c0s92)-1087 (e .cosd +3 cosd,)
_ i 2
= 3
Wz - IpY% + 108 T, (@ cos8, + B.co=0,))
B-3
6% . 3 (J I, . =ingd
i, = & z - Ji) . =1N3; B4
Tz - 32 4+ 108 . T, (o . cosd; + B . cose)
.1.
a 2 .
jz = 8.6, Jj_ . (Jz - :[1) . Slrl‘az B-4'

: o}
Iz - IpY% 4+ 108 . T, (& . cos@, + B . coso}

97



Caso seja conveniente obter as eguagBes de movimento diretamente a

partir da hamiltoniana reduzida, tem-s=

aJ’g - _ % - a:rz
9y = 37, ‘ Iy = 39, ' Jp = = ;'a-é; B-3
onde
2
J2 = jz + J1 e B-6
3 7 5.3, 2 2 2
6" Jy(acos0+Bcosdy) [+ 67T jlacos,+Bcosey) - 4| T, - BAT+6°CcTy - £
Ja = -
Z

A partir das equagBes de movimento (J) e (8) podemcs calcular
numericamente a secglo de Poincaré do fluxo de drbitas.

0 algoritmo usado & o de RUNGE-KUTTA de 4% ordem com passo fixo h
= 2n/170. Isto significa que dividimos a superficie toroidal em 170 diferentes
secgBes de Poincaré. Coletamos apenas as iteragBes gue caem sobre uma dada
secgdo escolhida, por exemplo 8, = 0. Dependends das condigfes iniciais obtemos
toros de libragdo, toros de rotag3o, 6rbitas cadticas, ilhas secundarias dentro das
ilhas, cadeias de ilhas na regifo de rotag3o. Para acompanhar a evolugdo e
Ysplitting” da separatriz @ preciso fazer a aproximagdo do péndulo para a
hamiltoniana ressonante. Liga-se ent3oc a 22 perturbagdo e obtemos a hamiltoniana

reduzida para o péndulo perturbado. A partir dai lineariza-se o movimento na

vizinhanga de um ponto fixo e obtem-se explicitamerte T, = J,6y e €, = 9.(55) .
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H - APROXIMAGAD DO PENDULD E LINEARIZAGAD

E Gtil fazer esta aproximagdo para podermas visualizar o efeito da
perturbagdo através de seu efeito no modelo do péndulo. O ponto de equilibrio
instavel do sistema ressonante Hg = Hg + Hy que tinhamos antes da perturbacido é
identificado por (3, , 9) = Jg , O, onde (Jg , O) defire a3 eneraia da separatriz.

A aproximagdo consiste em expandir (Ha — Jz) na vizinhanga de (Jg , O)

até 2} ordem em (ATp® e avaliar Hglg) & H,(Jx) ,

AT, '§%— AHg ~ I3 =0 , condigio de equilibric
1
J1=Tg
= B-8
) 2
(MZ** B Hg - Ty =€, . (AT? B-9
al,
T1=Ir
6120

onde,

' 3/2 4 2 g 2 3
{?29(\72'0 - ‘TR) + a6 'JR(JE,D - JH) - 36 .oc..JR(lec, - JRJ - 54&JR}

Ci = -~
2 Jgo- Te*'?

B-10
e Jzp @ o0 valor de J, quando 8=0,
2
HotTg) = Cz= — 6) . T + 6%c T B-11
g . 1/2 — s
Hi(JR) =a b JR(JQ,Q - Jﬁ) . C0591 = a . 00591 B-12
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Assim

H=Jz + T3 + CATD® + a'cosé, = EAT, , 8, B-13

ou

I = E - € — C,(A7)% — &’ cosd, B-14

Para J; = Jg e &, = 0 obtemos a energia da separatriz & sua meia

largura (AJ,) dada por,

(8T % = E— (1 - cos.8,) B-15
i

Agora perturbamos o péndulo (B-13) com a perturbagio Hp,

2 ) o .3 % 12
H=1Tp + € + T,ATD° + a’'cosdy + BE 7T, — TP™"*. cosé, B-1ig6
fazemos
iz = (Jp — JpPYE B-17
tal que a hamiltoniana reduzida do péndulo perturbado &,
[,3 &% J3 cosf ] 3
. . . S . - -
Jp = — f'z = J(G.EG.Jl €088, |- 4{T,+Co+T (AT )+’ coS8 - E) +
+ [E - €; - €,47)% ~ &’ cose, ] B-18

100



=~ 3 J(B.ea.:rl.coseg)“ - 4[13,63.Jf,coseg]z.(J1+Eg+ﬁ31(AJ1)2+a'.cosei—E] +

+ [E - €2 ~ €872~ @' cos8,) B-19

negligenciamos o= térmos de D(BE) e D(.GE. &'} , tal gque

Tz = (E - €2 - T87)7 ~ weosey) - (8.5°7(.co50,).{E = T, = Ty B-20

A presenga da perturbag3o Hu(@p) no sistema faz com gue a ’energia Jp'
ndo seja mais constante e passe a depender do ‘tempo 02’ Isto faz com que o ponto
fixo do sistema ressonante que unia as variedads da separatriz deixe de ser ponto
de equilibrio no sistema perturbado. A Arbita periodica gue caracterizava o ponto
fixo como de equilibrio adauire outro grau de liberdade e passa a viajar rnuma
helicdide em torno do antigo ponto de equilibrio.

Quando a érbita periodica atravessar a secg3o de Poincaré no mesmo
ponto apds um periodo. mUltiplo de 2%, identificara este ponto, como ponto fixo do
sistema perturbado.

Consideramos a linearizagd3o do movimento, utilizando a expansio

binomial linear,

2} rn n-1

31=5JR+I“).JR.AJL B-Z21
e a vizinhanga de 9,=0,

cosdy s 1 — B-22

N
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Ent3o, (B-20) & dada por:

z

7 .
Ip = [E - Tz — €,87)% - ot - 9-5— ) - [ﬁSS[J: + 37pA7,) Ccas@g} JE - I - Ca

B-23
J2=E' + Co . € ~ C,(AT)? — €y . cosb, + Cy . AT, . coso, B-Z24
onde
E' = E e C2 -’
Cg = G—bzl'
3
Cy = B6° . Tq (€ - Ig - T2
2
€Ci=3 . 66° . Tz €~ Jg — C2 B-25

Podemos agora obter as equagdes do movimento linearizadc do pendulo

certurbado, a partir de (B-24):

. al.
9, = G(MZR = — 2C, AT + €, . cosd, B-26
. a7

AIp = — 59—? = — 2C, . 0, B-27
de modo que:

(A1) = 4.Co.C, AT ~ 2.Co.Cy . cosb, B-28

ATy — C4AT)) + C5 . cose, = O B-29
com

Cg = 4‘:0 . q:.l

Ce=2.Cy . €,
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A solugdo homogénea de B-79 &

Cs0 o o ACs %2

(AJI"H =8

onde

o, L
(A,E).—.{ ou
1,0

quando

{ 9 + oo , A=0 , B=L{ , (AJ)y - 0 = Variedade estavel H

€y =+ -00, A=l , B=0 , (@AJp)y -+ 0 = Variedade jnstavel H—

Uma solugdo particular de B-29 & dada por,
AT Pp = Mcos0; + N sing;

cuja solugdo explicita &,
('ﬁJi}D = CS . BOSGZ
[€5 + i[

finalments

A\T‘I = (AJi)H + (AJL)D

JC K+ = LT
&Ji-{A.e52+B.e’J—52+ Ce
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Qu

~JCs6
H+ O AT = e s (T"'%‘E"q-:—'j COZte B-3B
3
JEa0 :
H= (1,0 : a7, = &V 572, (‘1‘%:‘3 . cosh, B-39
&

De (B-27) vemas gue:

6, = — -2-41:_0 (A3 B-40
Portanto,
+ 9, = - A |- |G ~ACs € _ ]
H H (U;i) . 91 = ZEQ { C5 . e i '1:5 . Slnez B-41

H™ : (4,00 : 8,

' JTs.6
S o L B-42
T

A cada 2% de 9 , H* aproxima-se um passo do ponto fixo & H™ afasta-se

um passc. Para € = 2nt com N + % oo determina-ee o ponto fixo por,

Ce
{M*=1+c5
0

o Iy = Tp 4 B-43
91 = .

1+C5

E a aproximagd3o linear & obtida pelo mapa formado pelas variedades da

i04



separatriz na secgdo de Poincaré.
Sendo assim, damos n condigbes iniciais simultineas ao lonmgo de (B-38 e
B-41) ou (B-39 e B-42) substituindo 9; por F 2nm respectivamente A partir dai
evoluimo-las no ‘tempo 9’ atraves das equages de movimento (B-3) , (B-4) e (B-4) e
a hamiltoniana reduzida (B-7) e (B-6) e todas as vezes oue elas cruzarem a secglo
de Poincaré astipulada, coletamos a iteragdc & por fim, fazemos os graficos. Em
meédia, foram gastas 200000 iteragBes para desenmhar a separatriz. Em todos os
graficos deste sistema a energia usada foi a energia da separatriz, a gual
permaneceu cosntante até ocito casas decimais guando £ # 0.
0 conjunto de paridmetros disponiveis tem oslseguintes vélnres,
N =36
c  =6%/4

A = 09917/6

Jao = AAL80 + 1/12) | B-44
¢ =15%6"
B o= 6
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AFPEMNDICE C ~ cAlcuio po comutapor th, 3.1 €

DO PARENTESES DE POISSOM (H, , T3

De acordo com a eauagdo (35} com z={, r=5 realigenciandc < e com a

equagdo (5%), vamos calcular:

e Eal ay ) A A
[H2 » Ja) = HpJp — I:H; C-1
tends em conta gus
[f,,8.1=— ik & e (3.7, 8.1=n s, C-2
itk ik I "%k Ik
Desenvolvendo cada térmo de C-1 temos:
Aoa + + + + +
Hg 'IE = g [(32 -+ 31«](31 ayg 31 él 3-1 g‘i + %Fb 31 31 31 3‘1 +
3.2 n+ i 8,78 +
o i n L2 _l 1 L) ’,-.
+ 3R 8y al+8]]l T + a2 a‘)
c-3
e ol
oon B ay a3 A+ » A A oA+ moF oA
JzHg = i ( 6 2 Bz) (az -+ 32] ay 83 a3 a3 &g ay +
3
+ + + .
+32n 8,78, 8,75, 4+ %’RE 4,75, + Eé-]] c-4
=5 )
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Loao,

L N A +na [R,.2 A+
3131+iﬁ 8y a3y

Atan oA d+a A
Az Ay

3

-+

ta, 8, 4, 8, §, £1+§ﬁ +5—] C-5
8

e utilizando as relagSes de comutag3o para (é e é"’) temos

~ooA + + + + +
[H2 32] = g [32 - §2+] h {81 31 31 31 ’3\.1 31 + %F& 31 5.1 31 31 +
F.2 A +a 53
+ Fh° a0 + T 7 C-6

I ) Fa) ~
E, como o operador Hg + aH, comuta com Iz , a relagdo C-5 expressa a

comuta\;ﬁo do hamiltoniano completo do sistema:

(A, 71 = th,, I C-7

Para calcular {(H,J.) vamos usar as eguagtes (S0 e (52) e T, = I: + Ig“, de

acordo com (28);

\ _ 8H; 8J; _ aH, 87, _

{Fe Tajg, 0= 2 (3 5,31, o5 ) c-8
1

8y 8%,  8Hp 81y | (GH, 81  3Hp 3 i

{HEJZ}Q,@ = (55 T W ag) * (a¢2 3, B, 6452) -3



‘aH al.
H.,J = j:—=% £ C-10
{Medz}y 9y = {55° - 57°)
@ . . B R 3
{Hz,Ja}(Ing) = - ﬁ Ei 12 51r'|¢'2 =1 é ll { 32 - agz 3 C-11
onde usamos a tr*anchsrmat;So (12). Analogamente ao caso gquintico
{HEFJ2}(]’¢) = { H2 ) J2 }(I . ¢) C'iz

Comparando a equag:ﬁo C-10 com a C-3 notamos gue:

£, =+ - {,1

L
1A

com variaveis simetrizadas e o limite semiclissico

l=hin + 1/2)
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APENDICE D - coMpuTACAD DO MDVIMENTO PERTURBADG

( DUAS RESS0OMANCIAS )
A hamiltoniana & dada por:
2 3 e
H = Jp + 68y - 6%cT, + 6%aTp + 677, 7, — 3% . {cc cos, + B cosﬁg} D-1

e as eguagdes de movimento s3o:

_ aHsa1,

aH/ a6,
17 3H/aT, '

BH/57, * 2 = T 3077,

Iy = D-2
Utiliza-se o apéndice B, trocande o sinal de » e de © em todas equagces.

Assim 3 equagdo para @, & dada por (B-3) acrescida no numerador da contribuigdo,
Jp - Tp¥% 1648 a 7,1

A equagdo para J; & a prdpria (B-4) & a hamiltoniana reduzida (B-7)
. . 3 3 . . )
adicionamos (6° a J;) no Ultimo termo entre colchetes.
Para fazer a aproximagio do péndulo e a linearizagdo do movimento
segulmecs procedimento analogo ao do apéndice B. Deve-se ter em conta que agora
existem dois pontos fixos hiperbolicos, um em 8,=0 e outro &, = m. Assim as novas

constantes gue aparecem =30 dadzs por:

{72002 0-T % 248%aTRI, o T00% 2 +a6%TatT; 0-JR) 2 FE486T ATz o-Tr) :F54m3;}

25,0 — Jg»¥2

T,

D-3

2 3
€z = 67\ Jg — 6°cIg + 6%alg D-4
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onde o sinal superior gue apareca em D-3 corresponde ao ponto fixo hiperbélico em
0:=0 e o0 sinal inferior ao outra em @,=7. Deve-se calientar que em cada caco
existe um Jp apropriado. As demais equagdes do apéndice B se aplicam diretamerte
aqui.

Para desenhar as separatrizes fazemos esta aprc:xirnag:ﬁo do pérdulo
com a linearizagdo de J; & 9, na vizinhanga de cada ponto fixo hiperbdlico e damos
um conjunta de condigBes iniciais cujas evolugles sSo governadas pelas equacBes
D-2. Na separatriz maior foram calculadas 500.000 iteragCes para cada grafico
enguanto gue na separatriz menor 200.000 iteragfes, utilizando o passo fixo h =

Zn/170 no algoritmo de Runoe-Kutta,

Os parametros que aparecem em D-1 s3o0 dados por,

h = 09917/6

Jz = W80 + 1/4i2)

N o= 17321

c = (6xe(-30)74

a = (Gxx(-B))/2

& = [08B — 131z (Bea(-B)

B = (EFe(-5)
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APENDICE E - DISTRIBUIGAD) DE HUSIMI

Uma possibilidade para entender a mecinica ouintica de cistemas oue
possuem analogos classicos & estudar aproximagBes semiclissicas aue fornagam
resultados no espago de fases.

ix . o~ . (3

Frequentemente utiliza-se a fungao de Wigner

E—qu/ h -

PP, Q) = ‘z‘i«? J aq va - Q/2) . wig + Q/2) E-1

como sendo a -Fung:go densidade de probabilidade.

0 imcorweniente no uso de (E — 1) é que ela pode assumir valores

(£€) (&7)

negativos~ . Porém mostra-se

que, quando a fungdo de Wianer é suavizada por
uma gaussiana cuja largura @ da ordem de K, ela serid n3o negativa em todos
estados quanticos. Dal pode-se definir a funcdo de Husimi como uma distribuicdo de

PN A £8
probabilidade em térmos de estados cnerentes[ '

prla, o) = Ko 1 2XF E-2
onde
—_ a3
IZy= —e%€/2 GIav £-3
e
=L ya {eb -
z_ﬁ{b + la} E-4

€ uma variavel complexa @ b uma constante.

A interpretagio de E-2 & gue o valor de Ou(g , p) nos da a distribuigﬁo

de probabilidade em g+ b e p &+ % }
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E expandindo os autoestados 1) em té&rmos dos estados In), temos

1 3 ".r,..k n
;O,j(q,p): Ea;.e'zz".—z—— E-S

i An 1

onde o indice i especifica o autosstado ao qual Oy se refere.

i . . .
Computamos 0y para o problema integravel de duas ressonincias.

L i . . . . o . .
Us coeficientes af s3o obtidos da diagonalizagio computacional de um bloguirfoc.
Para cada i obtém-se uma combinag3o linear dos n  autoestados da matriz
diagonal. Dividimos o espago de fases em um reticulado e cada par {(p , a) fornece

. . : i

um valor para a variavel Z. Assim tragamos curvas de nivel de 0y para cada

autoestado |i.

As variaveis (p , o) gue aparecem em (E-4) s%0 relacionadas as variaveis

(Jy ,.8y) por:

0= A2 J’_ . sin01
E-&

aQ=4q217J; .cosb;

Deve-se salientar gue (p , g) s3o diferentes dos momentum p, e posigdo
o definidos em (13).

Mas figuras a seguir vemos algumas distribuigBes de Musimi para trés
valores de @ e as respactivas separatrizes. As computagdes foram feitas por

Marous Aauiar,
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A figura (a) & equivalente ' o _ _

a2 figura 31. Em (bi Oy concentra-se na

v

vizinhanga de um ponto hiperbolico e

distribui-se an longo de uma

. separatriz. Em {(¢) oy concentra-se na

vizinhang do outro ponto hiperbélico

‘@ estd proxima & outra separatriz. Em
(d) oy corresponde a uma rotagdo.
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