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RESUMO

As familias de 6rbitas periddicas estaveis do Bilhar de Agao do potencial
V(z,y) = 0.052% +(y—(£)?)? foram determinadas numericamente. Estudou-se a influéncia
da érbitas periédicas encontradas sobre o espectro quantico da Hamiltoniana referente ao

potencial. A analise foi feita utilizando-se a Férmula do Traco de Gutzwiller.

ABSTRACT

We determined numericaly the families of Stable Periodic Orbits of the potencial
V(z,y) = 0.052° + (y — ($)?)*. We studied the influence of the Periodic Orbits of the
potential over the eigenvalues of the Quantum Hamiltonian of the potential. The analysis

was carried out using the Trace Formula of Gutzwiller
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Introducao

A relevancia tedrica dos Bilhares de Agdo pode ser melhor compreendida a partir de
uma analise dos calculo dos autovalores de uma Hamiltoniana genérica. Um dos proced-
imentos usuais empregado no célculo dos autovalores consiste em representarmos a nossa
matriz hamiltoniana na base de oscilador harménico. Como o espaco nio é compacto,
tal representagdo gerard uma matriz de dimensdo infinita. De forma a obtermos o es-
pectro da Hamiltoniana o truncamento torna-se portanto inevitavel. O problema entéo
transforma-se. Ao invés da diagonalizacao da matriz infinita estaremos interessados na
diagonalizagao de um bloco de matriz e da relagdo dos autovalores do nosso bloco com os
autovalores da matriz original (o conhecido problema da convergéncia). Evidentemente os
autovalores do bloco e os autovalores da matriz original diferem entre si. Dizemos que os
autovalores do bloco sdo os autovalores da matriz original perturbados pelo processo de
truncamento(o papel da perturbac¢io aqui foi o de desacoplar o nosso bloco de matriz da
matriz infinita). Uma pergunta se impoém: Existe algum sistema classico, compacto no
espago de fase, cuja representacao de sua Hamiltoniana na base de oscilador harménico seja
igual ao nosso bloco de matriz? A resposta é sim e esse sistema é o Bilhar de Acdo gerado
pela nossa Hamiltoniana. Em outras palavras: O Bilhar de Agdo é o analogo cléssico de

nosso bloco de matriz.

No artigo ” Action Billiards ” M A M Aguiar e A M Ozorio de Almeida [16] mostram
que o andlogo classico do bloco de matriz efetivamente diagonalizado de uma hamiltoni-
ana genérica é um Bilhar generalizado ou ” Bilhar no Espaco de Fases”. O sistema recebe
essa nomenclatura porque pode ser compreendido como um Bilhar com campo de forcas
no seu interior e com bordos definidos no Espaco de fases do sistema, ao invés de, como
usual, no espago de configuracées. A definicao de tal sistema, aparentemente abstrata,
é a nosso ver, simplesmente mais uma realizacao da proposta da Mecanica Hamiltoniana
de se tratar de forma equivalente as varidves candénicamente conjugadas. Ilustremos esse
ponto com um exemplo: Considere um Bilhar de particula livre com o bordo no espago de
configuracbes. A particula colidira com o bordo do Bilhar e como resultado da conservagao

da energia (colisdo elastica ) a componente transversal ao bordo do momento da particula
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trocard de sinal. Um bordo definido na varidvel momento trocars, os papéis desempenhados
pelas varidveis momento e cordenada da particula. A particula entdo colidir com o bordo
que estd definido no momento e em consequencia dessa colisdo, a coordenada conjugada
a esse momento trocard de sinal (tal fato sendo também deduzido a partir da aplicacao
do principio de conservacao da energia). O bordo definido no espago de fases induz por-
tanto que tanto as varidveis momento quanto as variaveis cordenadas realizem colisdes e
apresentem comportamento descontfnuo; em consequeéncia, os Bilhares de A¢io possuem
dindmica mais geral e complexa que a dos Bilhares usuais.

A quantizacdo do Bilhar de Acdo nos possibilita entdo darmos uma interpretacao
fisica a todo o bloco de matriz que efetivamente é diagonalizado e nio somente, como
usual, a parte convergida. Veremos que a parte convergida do espectro estars associada
as trajetorias do Bilhar que nao colidem com o bordo do Bilhar e que a parte divergida
do espectro estara associada as trajetérias que colidem com o bordo do Bilhar. Tal fato
atribui contetido fisico ao termo ” perturbagdo causada pelo truncamento” e abre, pelo
menos teoricamente, a possibilidade de criarmos filtros que eliminem essa perturbacio da
totalidade do espectro diagonalizado. Tal fato seria uma, importante conquista tedrica
visto as dificuldades numéricas inerentes ao processo de diagonalizagao e convergéncia de
autovalores de uma Hamiltoniana genérica. Ressaltamos entretanto que tal problema,
devido a sua dificuldade e as nossas limitaces nio foi abordado na presente monografia.

O objetivo dessa tese, muito mais simples em proposta, é investigar um Bilhar de Acdo
especifico. A Hamiltoniana estudada é a Hamiltoniana do potencial Nelson [17]. O Bilhar
estudado é um Bilhar quadrado, correspondente, como veremos, ao procedimento usual de
truncamento da expanséo na base de oscilador harménico. Ao longo da tese desenvolvemos
métodos para integracdo numeérica e determinagao da estrutura de érbitas periddicas do
Bilhar de Agéo estudado. Devido a limitacdo do algoritmo usado somente as familias de
orbitas periddicas estaveis sio estudadas. A anslise semi-classica é realizada do ponto de
vista da Férmula do Traco de Gutzwiller.

A tese estd organizada da seguinte formas:

No capitulos 1 e 2 desenvolvemos parte do instrumental tedrico que serd empregado

nos capitulo subsequentes. No capitulo 1 mostramos que todo fluxo Hamiltoniano pode ser
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compreendido como uma composi¢do de mapas. Tal fato serd utilizado para mostrarmos
que o Bilhar de Agdo estudado nessa tese néo é simplético. No capitulo 2 fazemos uma
revisao das pricipais ferramentas tedricas para o estudo qualitativo dos bilhares no espago
de configuragées. Desenvolvemos os conceitos de coordenadas de Birkhoff e mostramos
a existéncia do invariante integral para os Bilhares convexos. Os conceitos desenvolvidos
530, a titulo de ilustracdo, empregados no estudo de bilhares tradicionais (circular, elfptico,
oval e estadio).

No capitulo 3 estudamos o Bilhar de Acéo do potencial Nelson. Aqui a utilizacao das
coordenadas de Birkhoff nos permite o estudo do comportamento qualitativo do Bilhar
de Acdo. A grande vantagem da coordenadas de Birkhoff consiste em que através de sua
utilizacao separamos as dérbitas que colidem com o bordo do Bilhar das que nao colidem.
O mapa de fronteira gerado a partir de sua utilizagdo nos permite ainda desenvolvermos o
algoritmo para determinagao de suas érbitas periédicas estaveis.

No capitulo 4 fazemos, a propésito de introducéo, uma breve consideracdo sobre a
Formula do trago de Gutzwiller e procedemos a andlise semi-classica do Bilhar de Acao do
potencial Nelson.

No capitulo 5 apresentamos nossas conclusdes.

Uma observagdo final com respeito as referéncias se faz obrigatoria: Devido a uma
limitacao do editor de texto utilizado a numeracio das referéncias segue a ordem de
apari¢ao no texto e nao a sua relevancia com respeito ao trabalho.Assim sendo, o ar-
tigo motivador desse trabalho, e portanto o mais importante, possui referéncia [16] e nao

referéncia [1])



Capttulo 1

Capitulo 1

Consideragdes sobre os Sistemas Hamiltonianos

1.1 Fluxos Hamiltonianos e Mapas Simpléticos

Seja H(g,p,t) uma Hamiltoniana. Estamos interessados nas grandezas conservadas
pelo fluxo gerado por essa Hamiltoniana. Para tanto, seja f(q, p, t) uma fung¢ao qualquer
definida sobre as varidveis ¢, p e sobre o pardmetro t. A taxa de variacio de f seréd dada

por

i @ 8
d/; f+Z( ! afpz) (1)

Considerando as equagdes de movimento, isto é, considerando a taxa total de variacao de
f no movimento, segue que

df 8f of 0H Of OH
dt Z aQi Opi  Opi Og; (2)

Definimos os parénteses de Poisson de duas funcées f e ¢ como

fog) =3 (9L 00 _9f 99,

dg; Op;  Op; g (3).

Portanto escrevemos (2) como

T . (@
Se a fungéo f nao depende explicitamente do tempo, isto é se f = f(g,p), a funcao f sera
preservada ao longo do movimento se [f, H] = 0. O parénteses de poisson adquire portanto
enorme importancia no estudo das grandezas conservadas por um fluxo Hamiltoniano. Para
duas dimensées escrevemos o parénteses de Poisson em termos matriciais como

ra= (0 3 (%), (5)

622

onde fizemos z; = x e 23 = p,. Para dimensdes maiores que 2 (2n > 2) escrevemos que

.91 = (5T, Q

)



Capitulo 1

onde a matriz J é formada por blocos e dada por

J:<_OI g) (7)

onde I representa a matriz unitéria. Supondo as 2n quantidades % como as componentes

de um vetor 9, f e as 2n quantidades % como as componentes de um vetor 9, ¢, escrevemos
T

(6) compactamente como

[f,9] = (8. f,J8.9), (8)

onde ( , ) representa o produto escalar usual. Em termos dos parénteses de Poisson as

equagoes de Hamilton podem ser escritas como

. OH

QIh[qhH]_a*piv (9)
. OH
pl_[pl’H]_-gq—i’ (10)

onde ¢ = 1,...,n. Criando o vetor n = (g1, qn,P1, -, Pn) as equagdes (9) e (10) podem

ser escritas como

ni = (JO.H);, (11)

para ¢ = 1,...,2n. Portanto as equacdes de Hamilton podem ser escrita em funcio de J.
A importancia de J é tio grande que faremos a seguinte defini¢do [1]: Seja uma matriz M
tal que

MTJM = J, (12)

dizemos entao que M é simplética.

Vemos imediatamente que

I:(é ?) (13)

¢ simplética. Temos também que se M ¢é simplética e DetM # 0, segue que M~! &

simplética, pois

ITJI=J,  entéo, (MMHTJ(MM~) =]

)

1T

MY MTIMM~ =] = MV Moy (14)



Capitulo 1

Vemos ainda que se M é simplética e P tambem o é, segue que MP e PM também sio

simpléticas pois
PTJpP =, PT(MTIM)P = J, PTMTJMP =J.  istoé,

(MP)TJMP = J. (15)

Raciocinio analogo nos permite mostrar que PM também é simplética.
Mostramos que as matrizes simpléticas formam um grupo sobre a multiplicacdo usual. Essa
propriedade das matrizes simpléticas serd extremamente importante para demonstrarmos
a relagdo entre os fluxos Hamiltonianos e uma dada classe de mapas.

As matrizes simpléticas possuem uma representacio em série que serd de nosso par-
ticular interesse. Definimos a exponencial de uma matriz 4 a partir da expansao em série

da fun¢ao exponencial, isto é
O
An .
S 19
n!
Suponha M uma matriz simplética préxima a identidade. Escrevemos M como

232

M=e¢B=T+¢B+ 5

onde, e << 1. (17)
Usando a condic¢do simplética, segue que
(I 4+ eBT)J(I+eB) =J + O(%),
IJI+€elJB+eBTJI+€*BTB = J + O(é?),

J+e(JB+ BTJ)=J+ 0O(). (18)

Para a expressao anterior se verificar é necesséario que o termo em € se anule, isto é que
JB+ BTJ=0o. (19)

Escrevendo B como o produto J S, segue que

JJIS+STJJ =0, isto é, ST

]
n
™)
=



Capitulo 1

Portanto S é uma matriz simétrica.
Mostramos que uma matriz simplética M, préxima a matriz identidade, admite uma ex-

pansao em série do tipo

€2JSJS
=TT

M=1I+els+— -

onde S é uma matriz simétrica. Mostraremos a seguir o inverso, isto ¢, que se M = e€IS,

com S simétrica, entdao M é simplética.
M =3 (21)
MT = UST = oe8TIT _ o=eST, (22)
Usando a relagao simplética segue que

1ITJ]\/_[ :e—eSJJeeJS — IG_GSJJGGJS,

:J(J‘le*ESJJ)efJS,

[ 2
T T NI —esg 4 £2T57

inserindo a matriz identidade JJ~! no terceiro termo do colchete,segue que
2(J“1SJ22)(J_1 SJ?) N J e<IS.

+ )J] e’

MTIM =J |1 —eJtsg? + &

— JeJ ST eJs

¥

Je—-eJSeeJS

k)

MTIM =1,

como queriamos mostrar. Resumindo: qualquer matriz simplética préxima & matriz iden-
tidade pode ser escrita na forma e/ com € << 1 e S simétrica, e Inversamente, qualquer

matriz A = e¢’/S

com € << 1 e S simétrica é uma matriz simplética préxima a identidade.
Definiremos os Mapas Simpléticos que, como veremos, estiio intimamente relacionados
aos fluxos hamiltonianos. Sejam zy, ..., 29, varidveis canonicamente conjugadas de um

Hamiltoniano H. Suponha uma transformacao de coordenadas M,

M:Z - 7Z.



Capitulo 1
Seja M(z,t) o Jacobiano do mapa M,

65,‘

M,‘]’(Z,t) = 52
7

(23).

O mapa M é dito simplético se sua matriz jacobiana for uma matriz simplética para todos
os valores de z e t. Veremos que para que o mapa M seja simplético, basta que preserve
os parénteses de Poisson das coordenadas z; . Consideremos os parénteses de Poisson das
coordenadas Z;. Pela equagdo (8) segue que
0z; 8,5]'

Zi, Zj] = —Jim 7).

[ t J] ;(821 Imazm)
Pela definicdo (12)

(5. %;] = Z/MiljlmMmjv

I,m

(z:, Z5) ZM i1 Jim M
[2,',2,_’]'] = (MJMT),‘j.
Como M é por hipdtese simplética, segue que
(2, 55] = (MIMT )y = Tij = [z, 25], (24)

como afirmamos.

Um mapa simplético possui uma interpretacio geométrica simples. Seja um ponto z°

0

mapeado em z° pela agdo de M. Seja 6z e dz dois vetores tangentes a z° mapeados em 63

e dz respectivamente, tangentes a z°. Pela regra da cadeia escrevemos que

(92
dz; Ldz;
SRt (25)
ou
dz = Md=. (26)
Analogamente
0z = Mé=z. (27)

10



Capitulo 1

Definimos a quantidade (62, Jdz). Chamamos essa quantidade de 2-forma simplética fun-

damental. Usando (26) e (27) segue que
(62,Jdz) = (Mbéz, JMdz) = (62, MT JMdz) = (62, Jdz),

ou seja, o mapa simplético preserva o valor da 2-forma simplética fundamental (6z, Jdz).
Mostraremos a seguir que um fluxo Hamiltoniano, gerado por uma Hamiltoniana H,
equivale a um mapa simplético. Consideremos em um tempo t° as condic¢des iniciais
21(t9), ..., 22,(t°). Em um tempo ¢/, o ponto 2° no espaco de fases especificado por essas
condi¢des iniciais evoluird através das equagbes de movimento dadas por H para o ponto

zf determinado por z(tf), ..., z0,(¢f). Afirmamos entéo que
M:2° -zt

é um mapa simplético.
Suponha que
T =t — 40, isto é, que

th =+ T (28)
Dividindo o intervalo T' em N passos de duragao h temos que
T = Nh. (29)
Definimos os tempos intermediarios t™ pela relacao
t™ =t + mh, para m=20,1,...N. (30)
M serd entao dado pela composicdo de mapas entre tempos vizinhos t™ e t™*1, isto é,
M= M4, MM, (31)

m+1
onde M/  representa o mapa entre os pontos

2™ =z1(t™), ..y 22 (™), e 2™ = 2 (¢, ey 2o (L),

11



Capitulo 1

Queremos mostrar entdo que M é simplética. Pela definicio, M é um mapa simplético
se sua matriz Jacobiana M for uma matriz simplética. A matriz jacobiana de M pode
ser obtida usando a regra da cadeia no produto de matrizes (31). Sendo a derivacio uma
operagao linear, o Jacobiano de M sera dado pelo produto dos Jacobianos que compdem o
produto (31), isto é

M= M M MY, (32)

expandindo em série de Taylor, a relacdo entre z™*1! e »™ pode ser escrita na forma

PILAR =Zi(tm+l) = Z,‘(tm + h),

:Z,‘(tm) + hi’,‘(tm) + O(h2) ,
=z(t™) + h(JO.H); + O(h?), (33)

onde na ultima equagio usamos as equacdes de Hamilton na forma (11). Derivando essa

tltima expressao em relacdo a z" segue que

m+1 m
0x""" _ 0" | n2_(J0.H) + 0?)

az;" 021'-” 0z !

tm+1 azH 2
(Min )J_6,,+hZJ”ala + O(h?)
de forma compacta escrevemos que
MG =T+ RIS + O(R?), (34)

. ., 2
onde S é a matriz simétrica §;; = 24,
J 8z;0z;
A expanséo (34) é a expansdo de uma matriz simplética préxima a identidade. Portanto
. m+1 . s .

a matriz M}, €, a menos de termos da ordem de h2, simplética. Como as matrizes
simpléticas formam um grupo, o produto M definird uma matriz simplética a menos de
termos da ordem de Nh%*. No limite h — 0 e N — oo, termos proporcionais a Nh?

desaparecem, entao

Nh? = (%)h2 =Th, (35)

12



Capitulo 1

ou seja, Th desaparece quando h — 0. Segue que M ¢ uma matriz simplética e M um
mapa simplético. Portanto, descrever um fluxo Hamiltoniano é equivalente a calcular e
representar um mapa simplético.

Ezemplo : O Oscilador Harmoénico

Para o oscilador harmonico temos que

2
_ Pz
H—2+ 5

fazendo-se z; = z e zp = p, o mapa M : 2 — 21 serd dado por

29 sin(¢)
:lf = 2¥ cos(h) + 2o 'w( ,

—wz) sin(@) + 23 cos(9).

I3
19—
Il

onde ¢ = w(tf —1%). O Jacobiano serd entdo dado por

- (e )

segue que
T _ cos(¢) —wsin(P) \
M= < () co5(g) )

T _ (cos(¢) —wsin(¢) 0 1 cos(¢) #l (0 1
MM = ( W cos( ) > (—1 0) <—w sin(¢) cos(¢))  \ -1 0/’
como tinha de ser.

1.2 Invariantes de Poincaré e Secao de Poincaré

Considere um conjunto de condicées iniciais no espago de fases ocupando uma regiao

R'. O volume desse conjunto serda dado por

Vi:/ dzt..dz% . (36)
R

Apés um tempo t/ a regisio R* sera levada pelo fluxo do Hamiltoniano H para uma regiao

Rf. O volume dessa regido serd dado por

vi= / dzf..dz],. (37)
RS

13



Capitulo 1

Como vimos, a relacéo entre z' e zf ¢ dada por um mapa simplético M. A relacéo entre

as diferenciais z; e zy sera dada por
dzf = Mdz*, (38)

onde M ¢ uma matriz simplética. Segue portanto que

Vi= /R |DetM|dzi...dz}, . (39)
Mas |DetM| = +1 pois
Det(MTJM) = DetJ =1, DetMT DetJDetM = 1,
Det’ M =1, DetM = +1. (40)
Decorre que
vhiéﬁamagzvﬁ (41)

ou seja, o fluxo hamiltoniano preserva volume no espaco de fases. O volume ¢ um dos
Invariantes Integrais de Poincaré. E um dentre toda uma classe de invariantes integrais.
Suponha que no instante t' um conjunto de condi¢des iniciais ocupe a regido bidimensional

R'. Considere a integral sobre essa superficie dada por
I'= [ (82%,JdzY). (42)
Rt

No instante de tempo tf, ¢/ > ¢, teremos que

I''= [ (827, 7dz2"). (43)
R/
Usando a relacéo (38) segue que
I'= [ (Méz', TMdzY), (44)
R?
ou seja,
If =1, (45)

14



Capitulo 1

Segue que a integral baseada na 2-forma simplética fundamental é conservada pelo fluxo.
A integragdo na 2-forma é, evidentemente, uma integragao de area. Em coordenadas, e em

duas dimensoes, escrevemos a 2-forma fundamental como

0 0 1 0 dz
1 0 0 0 1 dy
(dz,Jdz) = g(dx dy dp, dpy) 1 0 0 0 dp. (46)
0 -1 0 0 dpy
Efetuando o produto segue que
1
(dz,Jdz) = §(dmdpz + dydpy — dp.dz — dp,dy). (47)
(dz, Jdz) = dzdp, + dydp,. (48)
Podemos escrever portanto que
(dz, Jdz) qu,dp, (49)

Vimos que a Integral
= [ 3 dgia, (50)
R

¢ um invariante. Usando o teorema de Green podemos escrever que

= ﬁRZp,’dq,‘. (51)

onde R ¢ a borda da regido R. Dada portanto a aplicacio simplética z(¢) — z(f)
vemos que (51) é preservado ao longo do fluxo.Como o sistema preserva energia e estamos

integrando para circuitos irredutiveis, segue que podemos escrever que

;i o e = ) = 74 o 3 puda - Ht) (52)

para um tempo t qualquer.( Na verdade,(52) é mais geral que (51)). Se considerarmos os
instantes /¢ como os instantes em que a particula cruza uma superficie de Sec#o qualquer,
segue de (52) que o mapa de Poincaré é simplético. Como para a secao de Poincaré teremos
que p; = 0 ou ¢; = 0 segue de (51) que a se¢éio de Poincaré preserva area [2]. (Nesse caso

a area na se¢ao de Poincaré é a prépria Acéo reduzida).

15



Capitulo 1

Uma interpretagdo geométrica bastante 1til, que resume o contetido do teorema inte-
gral de Poincaré-Cartan pode ser dada para a expressao (52): Seja um tubo apoiado na
curva Jg, no espaco de fases estendido (p, ¢,t).(52) expressa o fato de que qualquer outra
curva irredutivel sobre o tubo terd a mesma agiio completa $op(pidgi — Hdt) que Op,.
Como o teorema n#o restringe as curvas Jgr a estarem no mesmo tempo ¢ nem na mesma

energia F, (51) segue pelo fato do sistema ser Hamiltoniano.

.
o
t

Fig 1.1 Interpretacdo de (52) para Espaco de Fases com Duas Dimensdes
Ressaltamos aqui que tais propriedades sdo caracteristicas de mapas simpléticos.
Como veremos o Bilhar de A¢ao considerado nessa tese néo sera simplético e violara essas

condic¢oes.
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Capitulo 2

Bilhares no Espacgo de Configuragoes

2.1 Coordenadas de Birkhoff e Mapa do Bilhar

A dindmica do Bilhar é relativamente simples. O movimento da particula entre duas
colisdes é o de uma particula livre. Como a colisdo é eldstica a trajetéria da particula é
independente de sua energia. Evidentemente para energias menores teremos um movimento
mais lento e para energias maiores movimentos mais rapidos, entretanto, como estamos
interessados em aspectos mais fundamentais da dinamica dos Bilhares, como constantes
de movimento e a topologia das suas érbitas periédicas, a velocidade do movimento sers
irrelevante.

A conserva¢do do momento linear aplicada a colisdao da particula com a borda do
Bilhar nos impdem que o angulo de incidéncia da particula em rela¢io a normal & fronteira
do Bilhar, seja igual ao angulo de reflexéo da particula em relagio a mesma normal ( Lei de
Fermat ). Podemos, utilizando esse fato determinar a dinamica do Bilhar. Consideremos
uma condigéo inicial da particula. Esta serd determinada por um nonto sy sobre a curva
B e uma diregé@o py associada ao ponto sg. Tomaremos s¢g como o comprimento de arco da
curva B considerado em relagdo a uma origem arbitraria e py como o cosseno do angulo
formado pela trajetéria da particula com a tangente ( positivamente orientada ) & curva
B no ponto sg. sg e py determinam a trajetéria do Bilhar antes da préxima colisdo com a
fronteira. A colisdo se daré no ponto sy, especificado pela intersegio da reta definida por sq
e po com a curva B. A diregdo p; seré obtida pela lei de Fermat. A reta determinada por
so € po fard um angulo & com a normal & curva no ponto s;. A nova direcéo p1 € tal que
a reta determinada por s; e p; faz um angulo & com a normal no ponto sy. Considerando
agora s € p1 como novas condigdes inicias, geramos um mapa que representa a evolugio
temporal da particula no Bilhar. As coordenadas s e p sdo chamadas de coordenadas de
Birkhoff [3] e determinam univocamente a dinamica do Bilhar. Mostraremos como calcular

numericamente o mapa (Sn+1,Pn+1) = M(sn,pr) para qualquer curva convexa [4].
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Fig. 2.1 Geometria do Bilhar

Seja 9 o angulo entre a tangente ( positivamente orientada ) e o eixo z ( vide Fig.1).
Como a curva B é convexa ela néo possui pontos de inflexio. Portanto podemos determinar
univocamente um ponto na curva B especificando o valor de ¥ (que vai de 0 a 27). Seja
B(s) a curva B parametrizada em termos do comprimento de arco s ( parametro natural

). A curvatura k(s) da curva ¢ definida como

1
Yoo =
K(Sl - |d2ﬂ(3)l (1)
ds?
e o raio de curvatura como o seu Inverso
1

R(s) = )

O raio de curvatura no ponto s nos d4 o raio do circulo tangente a curva B no ponto s.Da

(2)

figura 2 vemos que ¢ é angulo externo do tridngulo OSP.

Fig. 2.2 Raio de Curvatura,

Portanto

=04+ — ou seja, dy = dé.
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Para o circulo v,

s = R(s)8 (3)

ds = R(s(y))df; (4)
ds = R(y)dy; (5)
R(¥) = 5—2. (6)

Que nos da o raio de curvatura para o ponto s em funcgéao de 3.

O segmento de reta que comega em (g, ag) ( vide Fig.2 ) e termina em (11, o) tem

uma inclina¢do dada por

_z(1) — x(3o)

= ) = 5(o) ()
mas ,
d
(1) — z(pg) = /cos(zb)ds = /COS(([J)ﬁdQ/); (8)
Y
(1) — z(o) = : R(+) cos()dip; (9)
analogamente para y temos que
¥ |
() =y = [ RO sin(w)as (10)
Como ¢ = tan(yg + ag) segue que
Yi R(+) sin(e)d
L R -
2 R(p) cos(v)db

Esta equacao nos determina numericamente ¢; dados 1y e ag. a; é calculado observando-

!
i s

se que

. (1/10 + 010) “ay; = ou seja , ay = -\-¢1 -+ 0. lb | $(12)

As equacdes (11) e (12) nos fornecem a evolu¢ao do mapa do Bilhar.A variavel ¢ pode ser
transformada facilmente na varidvel s via equagdo (12). A varidvel s é periddica e com
periodo igual ao perimetro do Bilhar. Podemos reescalonar a varidvel s de maneira que s

tenha uma variacéo entre 0 e 2x. Para tanto fazemos
2
S=(—)s 13
E (13)
onde L é o perimetro do Bilhar. Sendo p o cosseno de um angulo, p variard entre 1 e —1.

Portanto o dominio do Mapa do Bilhar
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é dado pelo produto direto de S com p, ou seja por um anel.

Fig. 2.3 Topologia do Bilhar

A dindmica do Bilhar pode ser vista como uma aplicagdo do anel sobre si mesmo.O

mapa

M :ay = Flag, s0), 81 = G(ao, 30) (14)

é chamado de Mapa do Bilhar [3].

Considere uma particula no Bilhar, tendo como condicéo inicial um comprimento de
arco sg. Para ag = 7™ ou a9 = 0 a particula é mapeada no mesmo ponto, ou seja ela
nao muda de posi¢do. Tal fato se dard para qualquer sg, ou seja, os circulos internos e
externos sao invariantes pela acdo do mapa. Consideremos agora a ag¢ao do mapa sobre
um segmento de reta T radial ao anel. Seus pontos serao dados por so = constante e
ap € (0,7). Como vimos, ag = 0 e g = 7 sdo invariantes. A medida que fazemos ag
variar de 0 a m, estamos aumentando o angulo da particula com a tangente a curva B
no ponto sg, ou seja, a particula tocard a curva B em comprimentos de arco cada vez
maiores. O segmento de reta T entdo se espirala em torno do anel, iniciando-se no ponto
( constante = 0 ) s¢ = 0,a9 = 0 e terminando no ponto s = 0,ap = w. O Mapa
do Bilhar pode ser visto como uma rotacao do circulo externo de um angulo de 27 ou,
equivalentemente, como uma rota¢do do circulo interno de um angulo —27. Na verdade,
ao considerarmos sucessivas aplicacoes do Mapa do Bilhar, faremos sempre as rotagoes em
sentido inverso, isto é, a primeira aplicagéo girara o circulo exterior de 27 a segunda girard
o circulo interior de —2m, a terceira girara o circulo exterior de 27 e assim sucessivamente.

Um importante fato , que demostraremos a seguir, é que a transformagdao M admite

um invariante integral.
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2.2 O Invariante Integral

Teorema: A fun¢do

/ / sin(a)dads (15)

avaliada em uma drea o do anel, tem o mesmo valor quando avaliada sobre as sucessivas

imagens de M sobre o.

Demonstragéo: Para fazermos a demostracéo [3] percebamos que se [ N(a,s)dads é

invariante, teremos que

/ /N(al,Sl)da1d31 :/ /N(QO,SO)daod‘SO) (16)

mas dajds; = Jdagdsg, aonde J é o Jacobiano da transformacio. Portanto para (16) se

verificar, basta que
N(ay,s1) = JN(ao, s9). (17)
Decorre que para provarmos que (15) é um invariante, basta mostrarmos que

_ sin(ayg)

(18)

sin(ay )’

Fig. 2.4 Geometria do Bilhar

Seja z = f(s),y = g(s) as equagdes de B em coordenadas retangulares. Segue que

de 92 gi(s)
dy =W sy (19
Da figura (4) vemos que
dzx dz
tan(vy) = o’ P = arctan(d—y). (20)
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Considerando Y como sendo o angulo entre o eixo @ ( positivamente orientado ) € a dire¢do

do movimento inicial, segue que

a=Yy—1v e ay =1y —x. (21)

Escrevendo tan(y) como
_ 9(s1) — g(s0)

tan(yx) = —0—>r0—T < 22
0= e = Fo) 22
segue de (21) que
g9(s1) — g(s0) g9/(s0)
oo = arctan(———————%) — arctan = L(sp,s 23
: Flan) = Fs0)) (Fsay) = Hooon) (23)
g/(s1) 9(s1) — g(so)
oy = arctan( == — arctan( —————=) = M(sp, 51). 24
! () (=) = M(so. 1) (24)
Tomando os diferenciais de ag e oy
dOé() = LSOd.So + ledsl (25)
dCl] = MSOdS() + M31 dS] (26)
e resolvendo para dag e da;
L,
dal = (Mso M81 )dSo
L L, o7
ds; = L da Lso ds 0
1= I, 0 I.. 0
temos que matriz Jacobiana serd dada por
M L
M, — M, 0
Jm — ( Llo 0 _L‘?_Ql L‘,1 ) (28)
L., L,
O Jacobiano da transformacao sera
M,
J=- I (29)

como

May = sec (S I0D) 0r0) (o1 — fs0)) — fi(s0)(a(on) — a(s0)]  (30)
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= sec2 M S S - S e S S - S
Lo, = sect (=200 [or(s1)(F(s1) = Fls0)) = fr(s1)(g(s1) = g(so))]  (31)

o Jacobiano serd dado por

_ _[(s0)(f(s1) = £(50)) = F1(s0)(g(s1) ~ g(s0)] 32)
(9/0(FGo1) = F(50) = F(31)(g(51) = (o))

Mas da figura (2.4) vemos que (f(s1)— f(s0)) é proporcional a cos(x) e que (g(s1) — g(so))
é proporcional a sin(x). Temos ainda que f/(sg) = cos(vo) , 9/(s0) = sin(vbo) , fI(s1) =
cos(¢1) e g/(s1) = sin(v1). Segue que

7= _cos(x) sin(¢g) — sin(x) cos(tbo )

cos(x ) sin(¢1) — sin(x ) cos(t)y )’ (33)
_ _sin(x — %)
g (34)
usando as relagdes (21)
_sin(a)
~ sin(a;) (35)

e demonstramos a invariancia da expressao (15).

A existéncia do invariante integral e o fato de sua dinamica ser limitada tem im-
portante implicagdes. A integral (15) calculada sobre og, 01, 02, ... onde, 0, = Moy,
gy = Moy, etc. tem, como demonstrado, sempre o mesmo valor. Como a &area total do
anel é finita, necessariamente duas imagens o; e o; terdo uma interse¢do nao nula. Apli-
cando a transformagéo inversa a essa interse¢do temos que 0;_; e ¢;-; também terdo uma
intersecao nao nula. Aplicando novamente a transformacéo inversa a essa intersecao ter-
emos que ;2 € 0j_p também terdo uma interse¢do nédo nula. Aplicando sucessivamente
a transformacdo inversa as intersegdes geradas teremos finalmente que ( para ¢ < j) o;_;
e 0¢ se sobrepoem. Tal fato possui uma interpretagio muito simples. Se a particula ini-
clar seu movimento na posigao sg, py necessariamente , apés um tempo finito, a particula
voltara a uma vizinhanca de sg, pg. Dizemos que existe uma probabilidade um da particula
retornar a uma vizinhanca da sua condicao inicial. Poincaré chamou essa propriedade de

” Estabilidade no Sentido de Poisson 7.
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Claramente vemos que as 6rbitas periddicas do Bilhar serdo dadas pelos pontos fixos
do Mapa do Bilhar. Demontraremos a seguir o Teorema Geométrico de Poincaré que nos

assegura a existéncia de infinitas 6rbitas periddicas para um Bilhar qualquer.
2.3 O teorema Geométrico de Poincaré

Teorema: Dados um anel 0 < a < r < b no plano r,0 ( r,0 sendo coordenadas polares
), uma transformagdo M do anel sobre si préprio, univoca, continua e que preserve drea,
que avance 03 pontos de r = b de 27 e os pontos de r = a de 2w, ezistirdo pelo menos dois

pontos do anel, invariantes sobre a transformacdo M.

Este teorema foi enunciado por Poincaré pouco antes de sua morte. Birkhoff apresen-

tou a demonstragdo. Foi esse teorema que permitou Birkhoff demonstrar a proliferacao de
érbitas periddicas no Problema Restrito de Trés Corpos. Através de sucessivas mudancas
de coordenadas Birkhoff reduziu o problema de trés corpos & transformacéo do Anel sobre
si mesmo. Arnold [5] faz os seguintes comentérios sobre a demonstragéo de Birkhoof:
" Entretanto, até hoje permanecem sem solugdo muitas questdes relacionadas com este
teorema e principalmente com as tentativas para sua generaliza¢do multidimensional, que
¢ importante para o estudo das solugées periédicas do problema com um ntimero grande
de graus de liberdade.

O caso é que o raciocinio pelo qual Poincaré chegou ao seu teorema é plenamente
aplicdvel numa série de outros casos. Entretanto a demonstragdo engenhosa dada por
Birkhoft é dificil de ser generalizada. Por conseguinte, nio se sabe se estio corretas ou
nao as conclusoes sugeridas pelo raciocinio de Poincaré, fora dos limites do teorema sobre
o anel bidimensional ”.

A demonstracao de Birkhoff encontra-se feita no apéndice 1.
2.4 Estabilidade das Orbitas Periédicas

A estabilidade das 6rbitas periédicas pode ser estudada através de uma linearizacio
da trajetéria do Bilhar [4]. Para tanto consideremos a trajetéria de uma particula tendo

como condig¢do inicial sg, ap € sua primeira colisdo o ponto s;, as.
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Ao perturbarmos a condi¢do inicial s, g para sg + 6sg, @p + dag a particula colidird
, dentro de nossa aproximacao linear, no ponto s; + 6s1, @1 + é«;. Como primeira aprox-
imacdo, a aproximacao linear considera qua a particula, ao colidir no ponto s, nao o faz
com a curva B, o que nos daria o célculo exato, mas com a tangente & curva B no ponto

1.

Fig. 2.5 Linearizacao do Bilhar

Pela geometria da Fig.4 temos que
830 sin(ag ) + 651 sin(ay ) = po1(dag + d1bo). (40)
Utilizando as relagoes (21) segue que
830 + 61 = 6Y1 — da. (41)

Utilizando a equacéao (6) obtemos que

0s
Y = —
p=2 (42)
e como p = cos(w)
op
b= — sin(a) (43)
Substituindo (42) e (43) em (40),
., . —(5p0 (530 - .
85y sin(ay) = pm(sin(ao) + R(¢0)) — s sin(ayg), (44)
_ po1 _ sin(ao) B po1
bs1=( sin(a1)R(¢o)  sin(aq) J8so sin(ag ) sin(ay ) 5Po. (45)
Utilizando a expressao (41) segue que,
681 5¢1 . (Sp() 680 (46)

R(y1)  sin(ay) —sin(ao) + R(v)’
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substituindo és; dado por (45) temos que,

in(ao)
(5p1 - 6]’0 _ ((sin(afgh(m - :;n(gg) )630 - smiaopioslmiali ) n 530 (47)
sin(a; ) sin(ayg) R(41) R(v)’
colocando épg e 65y em evidéncia temos que,
3 sin(ay ) Po1 Po1 sin(ayg) sin(ay )

op1 = ( )6po + (—

R(3o)R(v1) T R(¢1) R(vo) )6s0.  (48)

As equagdes (45) e (48) podem ser escritas em forma matricial:
ép1 \ _ 6po
(531) = ™Mo (550 (49)

P01 __ sin(ao) _ po1
mig = sin(al)R(W sin(a) sin{ag) sin(ay ) (50)

sin(ag)  sin(ag)R(3 )

onde

__sin(ay) sin(ap) + sin(ay)

+ Po1 _ Po1 _+_
sin(ap) sin{ao)R(¢1) R(40)R(41) R(y1) R(o) *

Para uma 6rbita periédica de periodo N ( N colisées com a fronteira ) a matriz m sera

dada por

my = mO,N_lmN_l,N_z ....... mzylm]yo. (51)

Observemos que o determinante da matriz my o € unitario, o que nos mostra de forma

menos formal do que ja foi feito que a transformacio M preserva area.

A estabilidade das trajetérias dependera dos auto-valores da Matriz my. Sejam m®J

parat=1,2 e j = 1,2 os elementos dessa matriz.Calculando os seu auto-valores:
MX = )X, (52)
onde A é autovalor e X autovetor de M, segue que
(M- X)X =0, (53)
onde I é a matriz identidade. O sistema (53) admite solucéo se,
Det(M — M) = 0;
ou seja se

mll — ) ml2
Det < 21 m22 _ /\> =0 (54)
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A2 = A(m 4 m2) + (mm?? — mPnl?) = o, (55)

isto é

A2 — ATr(m) 4 Det(m) = 0, (56)

onde Tr(m) é o trago da matriz m. Como Det(m) = 1 segue que

Ae = % {Tr(m) £ [Tr2(m) - 4] } . (57)

teremos entao as seguintes possibilidades:

R~ {1}, se|Tr(m)|>2;
Ax € ¢ {1}, se |Tr(m)| = 2; (58)
3, se |Tr(m)] < 2.

As possibilidades destacadas em (58) correspondem respectivamente a instabilidade, esta-
bilidade neutra e estabilidade.

Um caso particular interessante serd o de 6rbitas periédicas de periodo dois, isto é, que
colidem duas vezes com a borda. Para todo Bilhar convexo existem pelo menos duas dessas
trajetérias. Imagine uma corda inscrita a um Bilhar qualquer. Chamemos de A e B os
pontos de interse¢do de corda com o Bilhar. Variando A e B arbitrariamente, teremos que
para determinado par A,B a corda assumird o seu valor maximo. Claramente teremos outro
valor A,B tal que a corda serd minima. Para tais valores, minimo e maximo, a corda sera
normal ao Bilhar. Portanto, essa corda serd uma trajetéria periddica da particula para esse
Bilhar. Chamaremos essas trajetérias periddicas, com um pequeno abuso de linguagem,
de Orbitas Periédicas Diametrais. Teremos para essas Orbitas que ag = a3 = 7. Se o
raio de curvatura for o mesmo para ambos os impactos dessas érbitas (esse serd o caso dos
exemplos tratados nesse capitulo) e o comprimento da corda for dado por p teremos que
mg = mgy1myo (onde my; = myg) serd dado por

-1+ £ —p
m10=<__1%+1% _1+%), (59)
portanto temos que ms é dado por,
£ _ 1) _ 2
"= (g e ) oponior)
R\R R R

O trago de my serd dado por
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Tr(ms) = 4(2(% 1y —1y—2; (61)

Tr(my) = %”(é% ~1)+2. (62)

Temos, considerando (58), que

(5~ 1

5F =0, Estabilidade Neutra; (63)

> 0, Instabilidade;
) {
< 0, Estabilidade.

Aplicaremos a teoria desenvolvida para alguns Bilhares.
2.5 Bilhar Circular

Para o Circulo temos que o Raio de Curvatura é o seu préprio raio. Da equacéo (11)
segue que
f%l R(¢) sin(y)dy _ —cos(¥1) + cos(thg)
fol R(y) cos(vp)dy  sin(1) — sin(o)

= tan(vyo + ay), (64)

e da equacgdo (12) temos que 31 = ¥ + ao + a;. Substituindo ¢); na relagio anterior segue

que
—cos(¢o + ap + a1) + cos(tb) _ sin(o + o) (65)
Sin(dJo + ag + CYl) — Sin(d)o) COS('QZ)O + O‘O),
— cos(¥o + ag ) cos(ay) + sin(yo + ag) sin(1 ) + cos(tbg) _ sin(o + ap) (66)
sin(to + ag) cos(ay) + cos(yg + ap)sin(ay) — sin(g) cos(g + ap)’
reduzindo a expressdo anterior ao mesmo denominador,
cos(ay) — sin(o) sin(yo + ag) — cos(vg ) cos(Yo + ag) = 0; (67)
cos(a) = sin(to ) sin(¥g + ag) + cos(1hg ) cos(¥g + ag); (68)
cos(ay) = cos(wo — (Yo + ap)) = cos(ayg). (69)
Segue que
o] = Ky, (70)

ou seja, ag ¢ uma constante de movimento. Portanto temos para o Bilhar Circular duas

constantes de movimento, a Energia e o angulo a, ou seja, o Bilhar Circular é integravel.
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No caso do circulo, temos que a invaridncia de a nos permite inferir o comportamento das

trajetérias do Bilhar; basta que especifiquemos a sequéncia s,. Temos que

s = Ro, (71)
como ¥ = 0 + 7 segue que
T
s=R(y - 3), (72)
escrevendo s; em termos de sg,
s1= Rt = 5) = (o +2a0 — 2); (73)

onde usamos a equagdo (12) e o fato de que a9 = a;. Segue que,

ou seja,
s1 = [so + R(2a0)] Mod(27). (75)
E o termo geral fica,
Sn = [Sn—1 + R(2ap)] Mod(27). (76)

k

Portanto se ao for um multiplo racional de 7, ou seja se a = Z, onde k e n s&o ntimeros

inteiros, a 6rbita serd periddica com N colisdes; caso contrario, a érbita nunca se fechara.

A estabilidade das érbitas diametrais serd determinada pela relagao (63). Para o

circulo temos que p = 2R. Portanto,

(35 -1 =0, (17)

ou seja, as oOrbitas periddicas diametrais do Bilhar Circular tem estabilidade neutra.

2.6 Bilhar Eliptico

O Bilhar Eliptico é integravel. Mostraremos isso mostrando a existéncia de uma

constante de movimento diferente da Energia.
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A dinamica do Bilhar é descrita pela Lagrangeana
1 .2 .2 -
L= §(T +9°) + V(z,y), (78)

onde V(z,y) = 0 dentro do Bilhar e V(z,y) = oo fora. Introduziremos as coordenadas de

Jacobi A1 e \; definidas pelas equacoes

CL‘2 y2
+ =
A—-X\  B-X\

22 y?
+ =
A—Xy B-X

1

(79)

L,

onde —co < A\; < B e B < Ay < A. Variando A; geramos Elipses Confocais, ao passo que

variando A, geramos Hipérboles Confocais.

Estamos interessados em escrever a Lagrangeana (78) em termos das variaveis de

Jacobi. De (79) podemos escrever que

2

ﬁ:(A_MXl_BzA)’ (80)

2

ﬁ:(A—Mxl—BZAQ, (81)

igualando (80) e (81) e explicitando y segue que

(B —M)(B—A2)

y= B-A (82)
Procedimento anélogo nos fornece
_ JA=A)(A - X)
T = \/ 1B . (83)
Segue que
—AM(B = Xy) =) -\
J= 1 =X 2) Az(B 1) ’ (84)
2V(B=X)(B - %)(B - 4)
e . .
_1 —A1(A—=A2) = (4 - X\) (85)

2 /(A=) (A= X)(A-B)
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Portanto segue que

1
L=3("+9%); (86)
_1 MB=-X)  ha(B-A) MA=X) MWA-M)]|]. (&)
At v e e Ly e A=) ||
B—-) A-)X o, [B—A1 A=)\
L= — 2 — .
24(B A){ I[B—)\l A-—/\l] A [B—/\g A—/\2]} (88)
Podemos rescrever o termo
Bx ~ 45
4B~ 4) (89)
como
—MA-MB+MA+MB A2 — A (90)
4B-—MIA=-M)B-A) 4B-X)A-X\)
Célculo anéalogo para o termo
B=X; _ A=)
B—X, _ A—)X,
(B_A) (91)
nos fornece que
1 . )
L= §(g1A§ + g2A3) (92)
onde
_ A2 — A _ A1 — A2
NTIBEB-A-N) T BN A-Nn) (93)
Os momentos conjugados serdo dados por
p1 = g1h e p2=gaka. (94)
O Hamiltoniano do sistema sera escrito como
1 Pl 1 P2
H= : 95
291 2g (95)
A equacdo de Hamilton-Jacobi seré escrita como
L[4(A=M)B—=M) 05, 4(A=-X)B-X) 0S5 ,| .
2 [ A2 — A (3)\1) A1 — Ao 8)\2) =B (96)
1 aS 1 oS
—14(A = M\)(B = \)(=—)? EX == A .
5[4 2B = MG + Bh = § 44— 2B ) ZE |+ Bre. (97
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Como A; e Ay sdo independentes a equagao acima s6 é valida se cada um dos termos for

igual a uma constante. Escrevendo essa constante como E 3 segue

5 (404008 = a2 | = Be- ) (98)
5 (404208 )52 2| = B3 - ). (99)

Portanto a equacédo de Hamilton-Jacobi é separavel nas variaveis de Jacobi A\; e A,. Es-

Crevemos que

S(A1,A2) = S1(A1) + S2(A2); (100)

Nl

51(A1)=/p()\1)d)\1 e pm :@[4 f-h (101)

(A= A1)(B — A2)
Vemos portanto o significado das varidveis de Jacobi. A colisdo do Bilhar acontece para
A1 = 0. Como p; é o momento conjugado a Ay, p; variara de +p; a —p;. As varidveis A;,\2
e p; permanecem inalteradas durante e colisdo. Claramente a grandeza p? serd conservada
pela colisdo , consequentemente serd uma constante de movimento e sera dada por

B =X

e

= Constante. (102)

A constante de movimento na expressdo (102) n&o possui um significado fisico evidente.
Demonstraremos a seguir que a constante de movimento do Bilhar Eliptico é o produto
escalar dos momentos angulares da particula tomados em rela¢do a cada um dos focos da
Elipse [6]. Antes faremos um comentdrio sobre as cdusticas do Bilhar Eliptico.

Exigindo que os momentos, dados pela equacéo (101), sejam reais teremos duas pos-

sibilidades:
a) 0<Ai<fB<B<M<A

ou (103)

b) O< M <B<pf<A<A
Vemos aqui a intima relacdo entre causticas e constantes de movimento nos Bilhares. 3
sendo uma constante de movimento, limitard os possiveis valores das varidveis A; e As.

Para o caso (a) a varidvel A\; estara limitada ao intervalo 0 < 3 < Ay, ou seja, a particula
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estarad confinada ao intervalo de duas elipses confocais. Como o movimento da particula
no interior do Bilhar é o de uma particula livre, ela necessariamente tangenciara a elipse
interior, que serd portanto uma caustica. Para o caso () o raciocinio € inteiramente analogo

e a caustica serd dada por uma Hipérbola.

(a} 8 (b)

Fig. 2.6 Causticas do Bilhar Eliptico

Antes de demonstrarmos a constancia do produto escalar dos momentos angulares da
particula em rela¢do a um dos focos, demonstraremos um fato que serd extremamente 1til
para as nossas consideragdes: Uma particula cuja trajetéria no Bilhar Eliptico passe por
um dos focos da Elipse, apés a colisdo passara pelo outro foco e assim sucessivamente.
Em termos geométricos mostraremos que a normal a um dado ponto P da elipse é a
bissetriz do angulo formado pelos raios focais no ponto P.
Tomemos a equagao da elipse

fla,y) = 0; (104)
onde

flz,y) = B*2® + A%y* — A’B?. (105)

A normal no ponto Pj(x1,y;) sera dada por

(106)

Fig. 2.7 Geometria do Bilhar Eliptico
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Da Figura vemos que a; é angulo externo do triangulo ajaza. Segue que

oy = ag + a; (107)
a = a; — ag;tan(a) = tan(a; — az); (108)
tan(ay ) — tan(az)
t = .
an(a) 1 + tan(ay ) tan(as) (109)
Mas
A2
tan(ay) = xlyl— - e tan(ag) = B2ga/:11 . (110)
Segue que
Yi_ g_z_gl_
tan(a) = —1 T giy‘ :
. B?zyy; — A%zy1 + ACyy
t = .
an(a) B?z% — B2Cz; + A%y — 12 (111)
Fazendo B%z? + A?y%? = A? B? no denominador e C = A — B temos que
B? — A%) + A?C —C? A2C
tan(a) = Z11( )+ N o_ “1y1 + o Cy, B* (112)

A?B? — B2Caz;  B%(A?2—Cuxy)

Percebendo que a3 é angulo externo do triangulo asfas e fazendo célculos anédlogos aos

realizados para a teremos que

Alyr

_ _B?z Titc 2
tan(f) = T = Cy; B“. (113)

Ty T1+C

Portanto

tan(a) =tan(f) => a =4

como queriamos demonstrar. Temos aqui uma visdo completa da dindmica do Bilhar
Eliptico: 1) Caso uma trajetéria néo cruze os focos ela terd uma caustica Eliptica e nunca

- cruzara os focos. 2) Caso a trajetéria cruze os focos ela terd uma cdustica Hiperbélica e

at—

Y

sempre cruzara os focos. 3) Caso a trajetéria cruze os focos ele ficard ” presa ” isto é ela

——

sempre cruzard os focos.
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Fagamos finalmente a demonstrac¢do prometida. Considere dois pontos quaisquer do
Bilhar Eliptico. Chamaremos esses pontos de A e B. Facamos, sem perda de generalidade

[v| = 1. O momento angular L, da particula em relagéo ao ponto A sera dado por
Lo = |v||ra|sin(6e), (114)

aonde |rq| é o raio vetor da particula em relagdo ao ponto A e 6, é o angulo entre 7, e .

Como |v| = 1 temos que L, sera dado pelo braco ( Vide figura ) AF.

Fig. 2.8 Trajetéria que Ndo Cruza os Pontos

Para o ponto B teremos que
Ly = [v]|rs|sin(8s), (114)

aonde |ry| € o raio vetor da particula em relagdo ao ponto B e 6, é o angulo entre 7 e 7.
Analogamente L, ser4 dado pelo braco BG.
Apés a colis@o, representada na figura pelo ponto C, a particula seguira a trajetéria C'D.

Teremos portanto, utilizando a mesma notagao quantes da colisdo

Ea = |ra|sin(6,)

Ly = |rs]sin(63)

representados na figura respectivamente pelos bragos AP e BQ.
Demonstrar a invariancia do produto escalar dos momentos angulares da particula em

relagao aos focos é demonstrar que
AFBG = APBQ
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ou seja é demonstrar a semelhanca dos triangulos AAFP e ABGQ.

Para tanto percebamos que os retangulos AFCQ e BGC(Q sao semelhantes, isto é pos-
suem os mesmos angulos. F'P e GQ sao respectivamente diagonais desses retangulos.
Portanto FP e GQ dividem os retangulos em tridngulos semelhantes. Particularmente,
os triangulos AAFP e ABG(Q serdao semelhantes. Portanto demonstramos a semelhancga
desses triangulos para qualquer trajetéria que ndo cruze esses dois pontos. Consideremos
agora uma trajetéria que cruze esses dois pontos e seja refletida em uma nova trajetéria

que também cruze os dois pontos.

Fig. 2.9 Trajetoéria que Cruza os Pontos Duas Vezes

Aqui os retangulos APQF e BQFG sao semelhantes e temos mais uma vez que os
triangulos AAF P e ABGQ séao semelhantes. Para uma trajetéria que cruze os dois pontos

e seja refletida em uma trajetéria que nao cruze os dois pontos teremos que

Fig.2.10 Trajetéria que Cruza os Pontos uma Vez

os retangulos BQFG e AFCQ néo sdo semelhantes, portanto os triangulos AAFP e
ABGQ nao sao semelhantes.

Temos entao que dados dois pontos quaisquer do Bilhar Eliptico o produto escalar dos mo-

mentos angulares em relagio a esses pontos sera conservado ou se a trajetéria da particula
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nao cruzar esses dois pontos ou se sempre cruza-los. Os dois tinicos pontos do interior do
Bilhar que satisfazem essa condi¢éo sdao os focos e o teorema esta demonstrado.
Estudemos agora a estabilidade das 6rbitas diametrais do Bilhar Eliptico. Para tanto

parametrizemos a elipse da seguinte forma
x = acosh(M)cos()
y = asinh(M)sin()
onde M > 0. A excentricidade, definida como a razao da distancia entre os focos da

Elipse e a soma das distancias de um de seus pontos em relagéo aos focos ( por definicao

constante), serd dada por

€

_ DF _ \/A2 cosh(M)? — AZ sinh(M )2 1

- DP A? cosh(M)? - cosh(M)%

e seus focos estao em y = 0 e 2 = +£A. ¢ serd dado por

tan(y) = dy _ oy _ _Asinh(M)cos(A)
dz 4= —Acosh(M)sin(}) ’

tan(y) = — tanh(M) cot(A)
O Raio de curvatura sera dado por

A cosh(M ) sinh(M)

R = )
() (cosh?(M)sinh®(y) + sinh®( M) cosz(?b))%

Para a maior 6bita diametral teremos que p = 2z(A = 0) e R = R(37). Segue que

p _ 2Acosh(M)  cosh®(M)
2R =~ 2Acosh(M)sinh(M) ~ tanh(M)’
cosh3( M)

portanto 4 > 1 e a drbita € instavel.
Para a menor érbita diametral teremos que p = 2y(A = 37) e que R = R(0). Célculo

analogo ao anterior nos fornece que 3% < 1 e a érbita é estavel.
2.7 Bilhares Ovais

Vimos que os Bilhares Circular e Eliptico sdo integraveis. Apresentam comportamento

singular. Sistemas Dinamicos em geral ndo sao integraveis. Consideraremos a seguir
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um sistema que apresenta comportamento genérico, o chamado Bilhar Oval, ou melhor,
Bilhares Ovais pois da forma como o definiremos geraremos uma familia a um parametro
de Bilhares Ovais [4].

Percebamos que R(%), o Raio de curvatura de qualquer Bilhar deve ser uma funcio
periddica de 3. Consequentemente

21
(Y1) — z(ho) = R(¢) cos(y)dy

Yo

1

y(1) — y(vbo) = . R(+) sin(y)dyp

devem ser func¢des periddicas de . Portanto a expansdo em série de Fourier de R(%))
comecard com termos envolvendo 2¢. Para o circulo temos que R(3)) é constante, portanto

a deformacao mais suave do circulo serd dada por

R(v) = a(1 + 6 cos(2¢)).

Como R(%) deve ser positivo segue que ¢ < 1. (Caso 6§ > 1 o bilhar ser4 degenerado e terd

cuspides. Tal caso néao seréd considerado).

Fazendo R(v0) = z(v) = y(tho) = 0 segue que

() = /0 a(l + (6 cos(2y)) cos(y)dy = asin(y) + 6/0 cos(2vy) cos(y)dy,

Fazendo a ultima integrac¢do por partes temos que
() = a [(1 + %6)sin(¢) + %5sin(3z/))] .
Calculo anédlogo para y(3) nos fornece
V() = @ | (-1 + 36)cos(s) — Scon(3)] .
Teremos para a menor 6rbita diametral do Bilhar que % = 37, o que nos da
R(v) = a(1 —9) e 2x:a(1+%5).
segue que

P a(1+§6)_
2R 2a(1 —§)’
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donde vemos que

p

e a menor Orbita diametral é estavel. Para a maior érbita diametral temos que ¥ = 7, o
que nos da
RW)=all+8) e 2y=a(l--5)

Para os bilhares ovais, assim como para os Bilhares Elipticos, a 6rbita diametral menor é
instavel e a érbita diametral maior é estavel. No caso das Elipses entretanto, somente as
orbitas periddicas diametrais séo isoladas (cercadas por curvas suaves no espago de fases
representado pelas coordenadas de Birkhoff). Estudos numeéricos realizados por Berry [4]
indicam que todas as érbitas periddicas dos bilhares ovais sdo isoladas. Uma idéia da

riqueza da dinamica dos bilhares ovais pode ser obtida a partir da figura 2.11 .

5
0 070 140 209 279 349 419 489 559 629

Fig. 2.11 Espaco de Fase do Bilhar Oval. 6 = 0.6
2.8 Bilhar de Bunimovich

O Bilhar de Bunimovich ou Estadio, pode ser visto como uma perturbac¢éo do Bilhar
circular [4]: Cortando o circulo ao meio e conectando as duas metades obtidas com dois
segmentos de reta paralelos e de comprimento n. A medida que n — 0 o Bilhar de
Bunimovich tende ao Bilhar Circular e torna-se integravel. O comprimento 7 ser’a portanto
um parametro que determinard a caoticidade do sistema.

Em 1974, Bunimovich [7] demonstrou a ergodicidade do Estadio. Desde entdo o
Estadio tem desempenhado ao lado do Bilhar de Sinai (outro sistema cuja ergodicidade foi

demonstrada analiticamente) a condi¢do de paradigma de sistemas ergddicos.
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T8 (g 078 (b

10.56
p

r0.33

0.1
S

O 0 0m 140 210 275 349 419 489 559 629

{c)

s S
0 072 14k 216 288 360 632 506 57 648 0 09 184 27 368 460 552 646 736 828

Fig. 2.11 Mapa do Bilhar para o Estddio para diferentes valores de n

Varios experimentos numéricos foram, e continuam sendo realizados, com o intuito de
testar hipéteses sobre os sistemas ergddicos. Em 1976, Casartelli et al [8] preocupavam-se
em definir uma grandeza que estimasse quantitativamente a extensao da regiao do espaco
de fases ocupada por toros invariantes para um sistema dinamico qualquer e também o
grau de de estocasticidade da regido cadtica (O expoente de Lyapounov apresentava fortes
inconvenientes numéricos, entre eles o fato de que a funcao distancia entre duas condic¢des
inicials vizinhas tende a ser extremamente irregular e deixa de crescer apés um tempo de

saturagao caracteristico do sistema *). Propuseram entéo, a quantidade definida por

. Lt d()

* Como o espago de fases para um Sistema Hamiltoniano ¢ limitado a funcao distancia

deixa de crescer apos esse tempo
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onde d(t) é distancia no tempo t entre duas condi¢des iniciais que no distem no instante
inicial (¢ = 0) uma distancia d(0). Numericamente K é calculado especificando-se um

passo At e calculando
= Jlm Z In(

onde t = nAt, o que elimina o problema da saturacéao de t.

Em suas aplicagoes Casartelli et al mostraram a existéncia do limite K = 0 para
alguns sistemas integraveis.

Em um trabalho posterior, Bennetin e Galgani [9] demonstraram a rela¢do entre K
( que eles chamam de ”Entropy Like Quantity”) e a entropia de Kolmogorov para fluxos
em campos vetorials sem pontos singulares.

Em 1978 Bennetin e Strelcyn [10] calculam a "Entropy Like Quantity” para o bilhar
circular e para o Estadio, mostrando a conveniéncia dessa grandeza na caracterizacao de

sistemas dindmicos.
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Capitulo 3

BILHAR DE ACAO DO POTENCIAL NELSON

3.1 Introducgao

Construiremos um bilhar usual nas varidveis angulo-acéo do oscilador harmoénico [14]
(I e ¢ respectivamente). Para tanto consideremos um bilhar unidimensional no espaco de
configuragoes representado pelas varidveis z, p, e pela sua borda B : (z = £b). Como vimos
a dinamica do Bilhar é a dinamica da particula livre sendo refletida elasticamente por B.
Assim quando z = +b , £p, sera transformado em Fp,. Como I e ¢ sdo canonicamente
conjugadas a = e p, definiremos o bilhar nas variaveis angulo-a¢do do oscilador harménico
como sendo uma particula cuja trajetoria é uma reta ¢ = constante no plano I,¢ e que é

refletida pela borda I = X, onde N é uma constante,de tal forma que ¢ se transforme em

—é.

Fig 3.1 Bilharem I e ¢
Para que nas variaveis de angulo-agdo do oscilador harmonico tenhamos ¢ constante,
basta que ¢ = 0, ou seja, que a Hamiltoniana néo dependa da variavel I. A condi¢do de
reflexao +¢ — —¢ é obtida fazendo-se H(¢) uma funcéo par. Como ¢ é uma variavel

angular, a escolha mais simples é

H(¢) = cos(d). (1)
A preservagao da energia aplicada a coliséo nos impdem que
cos( @) = cos(dq). (2)
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onde ¢, é o angulo de incidéncia e ¢4 é o angulo de reflexdo. Segue que
b4 =27 — u = —a. 3)

como queriamos. Interpretando as coordenadas I e ¢ como coordenadas no espago de fases

usual (z,p,) temos a seguinte interpretagdo do Bilhar ( veja a Fig. 3.2).

/

[
NN
i

Fig. 3.2 Representa¢ao da Fig. 3.1 no plano z,p,

A particula segue uma trajetéria radial no plano z,p,; ao colidir com a fronteira, a
particula pula em um tempo zero para uma outra coordenada angular, ou seja, a particula
ao colidir com a fronteira adquire velocidade angular infinita. De acordo com a equagao (2)
ela "retoma” o movimento para o interior do Bilhar no ponto da borda onde a conservagao
da energia é verificada. Chamaremos os circulos que representam a borda do Bilhar no
plano z, p; de cortes do Bilhar. O circulo maior serd chamado de corte superior e o circulo
menor de corte inferior.

A generalizagao desse Bilhar para duas dimensoes pode ser facilmente feita. Como as

variaveis canonicas ¢; e ¢, sao independentes fazemos

H(¢1,¢2) = cos(¢1) + cos(oz).. (4)
A borda seré representado por
B(I,I;) =N. (5)

ode ¥ é uma constante, B uma funcao continua de I; e I, fechada, que divide o plano Iy, I

em dois conjuntos disjuntos chamados de interior do Bilhar (T) e exterior do Bilhar(Z).
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Evidentemente o Bilhar nao é representado pela Hamiltoniana (4). A Hamiltoniana
(4) representa uma particula que descreve uma trajetoria radial no espaco de fase z,p,.
Nenhuma informacédo sobre a borda do Bilhar estd contida na Hamiltoniana. Essa in-
formacgédo é fornecida como uma condi¢do de contorno ao problema representado por H.
Uma forma de se introduzir a informagéao sobre a borda do Bilhar na prépria Hamilto-
niana pode ser encontrada em um procedimento usual na Mecanica Quantica: Podemos
calcular as leis classicas de reflexdo em barreiras tomando o limite de potenciais suaves
que tendem a potenciais degraus. Adotaremos procedimento analogo para o Bilhar nas
varidveis angulo-agdo. Aqui a barreira é representada por I = R. Consideraremos entéo a

Hamiltoniana

Ha(I,¢) = H($)65(I - X). (6)

onde

)} — . ;

0={y winmes ®
O parametro A nos permite considerar barreiras cada vez mais acentuadas. A Hamiltoniana
H), serd chamada de Bilhar suavizado da Hamiltoniana H. Antes de justificarmos a adogéo
de (6), abriremos um pequeno parénteses de forma a definirmos melhor o objeto central
de nosso interesse.

Até aqui abordamos Bilhares de particula livre, isto é, Bilhares cuja dinamica dentro
do Bilhar é livre. Sistemas dinamicos interessantes sdo produzidos quando o interior do
Bilhar possui um campo de forcas. Varios desses sistemas tem importancia tedrica e
pratica. (Destacamos os Bilhares sob acao de campo magnético constante e perpendicular
ao plano do Bilhar). Nosso interesse serd dotar o Bilhar nas varidveis de angulo-acao com
um campo de forgas especifico (Potencial Nelson). Para tanto abordaremos hamiltonianas
mais gerais do que as consideradas até aqui, isto é, relaxaremos a exigéncia de que H =

H(¢) permitindo que haja uma dependéncia explicita de H em relagéo a I mesmo longe

da borda do Bilhar.
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Para o caso genérico portanto
Ha(I,¢) = H(I,$)05(1 — R). (9)
O Bilhar de Ac¢ao da Hamiltoniana H sera definido como
Ho(I,4) = H(I,$) lim (65(1 — R)).. (10)

ou seja, o Bilhar de Acao é definido como o limite do Bilhar Suavizado. Como agora
existe depéndencia de H em relacdo a I, a lei de reflexdo elastica ndo necessariamente
serd verificada. Para a determinac¢do da nova regra de reflexdo para o Bilhar de Acéo
analisaremos o comportamento do limite do Bilhar Suavizado [15]. Suas equagoes de

movimento serdo dadas por

h=—%0 =55 BN, (11)
. 0H\, OH , d ,
b= 37 = 8[9 (I — N)-{—H—G (I -R). (12)

Da equagao (12) vemos que, a semelhanca do caso da particula livre, a particula assumird
perto da borda uma velocidade angular infinita, isto é, na borda teremos que

lim ¢y = +o0. (13)

A—0

onde o sinal de oo dependera do valor do sinal de H e da variagdo de § com I; em
outras palavras, a direcdo em que se darad o pulo da varidvel ¢, se positiva ou negativa,
dependerd do valor do produto de H com d £6%(I — R). Teremos evidentemente duas
situacoes distintas. O caso em que A é muito pequeno e diferente de zero, e o caso em
que A = 0. Analisemos o primeiro caso; Ao se aproximar do corte a particula sentird o
seu efeito. Esse efeito sera maior quanto menor for A. No caso do corte superior teremos
que a funcdo degrau suavizada passara de +1 , no interior do Bilhar, para 0 no exterior
do Bilhar. Portanto, para H positivos o termo H%G?\(I — N) sera negativo e portanto é
sera negativo. Para trajetérias que nao sintam a ac¢éo do corte o tinico termo significativo

sera o termo ;ﬁ H(I,¢), que em geral serd positivo. A existéncia de ng > (0 para trajetérias
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que nao sintam a ag¢do do corte e de ¢ < 0 para trajetérias que sofram essa a¢io pode
ser entendida através da criagio de pontos de equilbrio instavel e estavel na vizinhanga da

fronteira. Ilustremos essa discusséo através de um exemplo [15].
Ezemplo

Seja o Hamiltoniano unidimensional dado por
H(I,¢9)=I(1+ acos(¢)) ; a<l,. (14)

as curvas de nivel serdo dadas por

E

Ie(0) = T costa)”

(15)

2.00 3 S/
, \\\
/

0.00 . .
0.00 2.00 4.00 6.00

"]

Fig. 3.3 Curvas de Nivel de (14)

O corte, representado na figura pela linha pontilhada, esta dado por X = 3.0. O pulo sera

determinado por

R(1 + cos(dq)) = R(1 + cos(¢g)), - (16)
¢d =27 — ¢a7 (17)

As curvas de nivel que tocam o corte, sdo "cortadas”, e seus pedagos abaixo de R sio
conectados por uma reta de (R, ¢,) a (X, ¢q), que é atravessada em um tempo zero no
sentido — .

O Bilhar Suavizado sera dado por

1- tanh(I_TN)}2
2

H(I,$) = I(1 + acos(¢)) [
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onde 6y foi definida como

(19)

lim 1—ta,nh(£1):ﬁ) _{1 se I — R < 0;
A0 2 Tl selI—-N>0.

As mesmas curvas de nivel da figura 3.3 estdo representadas para o Bilhar suavizado para
trés diferentes valores de A. Observemos que a medida que A — 0, o ponto hiperbélico se

aproxima do corte. Isto pode ser obtido diretamente das equacdes de movimento.

I = —TIasin(¢)63. (20)
. 16y
= (1+ acos 62 - — |,
¢ ( (¢)) [ A )\COShz(%)jl
Os pontos criticos serdo dados por
—Iasin(¢)63 = 0. (21)
e
16,
1+ 2 — ——~ | =0.. 22
( acos(¢)) |: ACOShQ(I_TN)} (22)
Da primeira equacéo temos que
¢ =0,n. (23)
que na segunda nos fornece
I
0y — =0 24
g Acosh?(15%) (24)
Para A — 0 temos que
I U5 _ (L5
. Y 9
Jim tanh( )= 4 e—(I55) (25)

como I — R < 0, pois estamos dentro do Bilhar,

;in%) tanh(ﬂ) = -1 (26)

Temos também que

(52) 4 o—(U5Y)  o=(d5)
im cosh(— )ziif%e : +2e — == 2A

(27)
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usando (26) e (27) em (25) segue que

41
- =0, (29)
€ X

3 (30)

que nos mostra que a medida que A — 0, I — R, como queriamos mostrar. No limite A =0

a separatriz passando por ¢ = 0 coincidira com a 6rbita tangente a linha I = R.
Bilhar de Acdo Bidimensional

Para o caso bidimensional o corte sera dado por
B(I)=R onde, I=(L,]) e N = (X, Nz). (31)

Para um ponto qualquer do corte, consideramos, a semelhanga do que foi feito com os
bilhares no espago de configuragdes, uma linearizacao do corte no ponto da coliséao. Assim,

em uma vizinhanc¢a do ponto de colisdo teremos que
W.I =R onde, W = (w1, ws). (32)

Podemos fazer uma transformagdo canodnica de tal forma que X =T ’L seja uma das novas
agdes [2]. Aplicando a transformacéao idéntica aos angulos ¢ obtemos uma transformacao

canonica. Nas novas variaveis, segue que

H\(I',¢)=H(I,¢$)65(R —Ip). (33)
No limite em que A — 0, mantemos as variaveis I;,Ié, ...,I'L, gb'l, qb;, ey ¢IL—1 fixas e deter-
minamos, pela conservagdo da energia o angulo de reflexao d)IL, que determinara o ramo

da curva de fase para o qual a particula pula.

Abordaremos no decorrer desse trabalho cortes bem especificos, determinados por

,,,,,,,, Yoz

por I, = X,. O Bilhar de Acéo sera dado por

, In < Ry,

, Ip > Vo, (34) Hy(I,4,8;) = {H(Iﬂﬁ)

0
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’ . . ., .
Quando I, = Xq, ¢, recebe um impulso proporcional a 6(I; —R;). Todas as outras varidveis
permanecerao constantes. O dngulo de reflexdo é determinado especificando-se o zero da
equagao

H(IL14,R2, 10, $24) = H(I1a,R2, $1a, P24)- (34)

Adicionaremos um corte adicional em I; = ®;. A defini¢do do Bilhar de A¢éao pode ser
facilmente generalizada para este corte bidimensional. Assumindo que uma 6érbita genérica
nao tocard os cortes ¥y e N, simultaneamente (numericamente este é o caso), todo raciocinio

anterior pode ser aplicado a variavel I;. Assim, definimos o Bilhar de A¢éo

Ho(ron) = {09 T=0 (35)

onde R = (N, N3), e I < N significa que I € T, o interior do Bilhar especificado por X.

Por sua vez, o Bilhar Suavizado pode ser escrito como
Hy = H(I,$)05(Ry — I)63(Ry — I). (36)

Como vimos,(35) é definido como limite de (36). O estudo analitico desse limite no caso
unidimensional nos mostrou a existéncia de pontos de equilibrio instével e estavel nas
proximidades do corte. Como o corte definido para o caso bidimensional compdem-se de
dois cortes disjuntos, um em cada coordenada I, o raciocinio desenvolvido para o caso
unidimensional segue valendo para duas dimensodes. Os pontos de equilibrio instavel e
estavel sao pontos onde a variavel ¢; (em uma colisdo com I;) ndo muda, ou melhor, retorna
ao mesmo valor. Correspondem, nos Bilhares no espago de Configuragoes as drbitas de
a = *1 ( ver Capitulo 2, Coordenadas de Birkhoff) . Os ponto fixos Hiperbélicos sdo o
limite de orbitas que n&o colidem com o corte. Nesse sentido assemelham-se 4s ”quinas” dos

Sistemas Pseudo-Integraveis [16] (apéndice 3) e exercem efeito desfocalizador semelhante.

b2l ”

Veremos, em um exemplo tratado a seguir, que é justamente o ” corte ”, produzindo a
descontinuidade no movimento, que destréi o carater simplético do movimento. Os pontos
fixos elipticos, ao contrario, sao o limite de érbitas que colidem repetidamente com o corte.
Os pontos vizinhos aos pontos fixos elipticos, colidirdo sucessivamente com a fronteira do
Bilhar, assemelhando-se nos Bilhares no espaco de configuragdes as érbitas da ”whispering

galery”.
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A medida que A — 0, a particula, ao se aproximar do corte adquire velocidade paralela
a fronteira muito répida. Esse fenomeno é traduzido matematicamente pelo fato de que
se linearizarmos as equagdes de movimento do Bilhar Suavizado em um ponto vizinho &
fronteira, o autovalor associado ao autovetor paralelo a fronteira, sera significativamente
maior que os outros autovalores do problema. Sistemas que apresentam essa propriedade
sao conhecidos como sistemas "stiff” e sua integragdo numeérica é lenta e delicada. Como
estamos interessados nos Bilhares de Ac¢ao, ou seja no limite em que A — 0, vemos que
a aproximacao numérica de Hy por Hy para A pequeno é inoportuna e imprecisa. Surge,
entdo, antes de qualquer consideragdo de ordem qualitativa uma importante dificuldade:
A de se construir um método numérico que trate com estabilidade e precisio suficente a

descontinuidade intrinsica dos Bilhares de A¢ao. Tal método encontra-se no apéndice 2
3.2 Aspectos Qualitativos

De posse de um método numérico de integracido eficiente, que nos permita o acom-
panhamento numérico das solu¢des do Bilhar de Acdo por um tempo grande (nimero
grande de colisfes com o corte ) podemos criar elementos de analise que nos possibilite o
estudo de seus aspectos qualitativos. Neste capitulo notamos que alguns efeitos dos Bil-
hares de A¢do encontravam analogos nos Bilhares no espaco de Configuragdo, entre eles
que o efeito desfocalizador que um ponto fixo eliptico exercia sobre as 6rbitas do Bilhar de
Acdo se assemelha ao efeito desfocalizador dos vértices de Bilhares concavos. Explorando
essa analogia, criaremos um Mapa da Fronteira que, a semelhan¢a do Mapa do Bilhar, nos
dara informagoes sobre as trajetérias que colidem com a borda do Bilhar. A analogia seré

completa:

Comprimento de Arco: Com os cortes I} = N; e I; = Ny a coordenada s sera facilmente
definida orientando-se o Bordo do Bilhar de Acéo com o sentido anti-horario e definindo-se

a origem do comprimento de arco na origem do sistema de coordenadas.
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Fig 3.4 Coordenada S
Angulo de Reflezéo : Como vimos, a segunda coordenada de Birkhoff era definida a partir
do angulo de reflexdo «. O tangente do angulo o era escrita como

s

tan(a) ,
P

(37)

onde p; é a componente perpendicular a tangente a borda no ponto de coliséo e py ¢ a
componente paralela. No caso do Bilhar de A¢ao a variavel angular representa o papel de
momento conjugado. Portanto a componente normal da variavel § pulara de um valor 6, ,
para um valor 8, 4. Fazendo uma translagéo em 6, de tal forma que a origem do nosso eixo
coincida exatamente com o ponto médio de 01,614 temos que a componente transversal

de 8 a ser considerada na construgio da varidvel a sera dada por

f14—~6L1a
g, — L4 7ta (38)
2
e cos(«) sera dado por
61
O

A grande utilidade da utilizacéo dessas coordenadas é que teremos uma visao somente das

cos(a) =

(39)

érbitas que colidem com o corte. Como vimos as 6rbitas que nao tocam a fronteira do
Bilhar de Ac¢ao permanecem inalteradas. As érbitas que sdo perturbadas pela presenga do

corte s&o as que nos interessardo e possuem coordenadas s e p diferentes de zero.
3.3 Algoritmo para Acompanhamento de Orbitas Periédicas

O Mapa de fronteira, construido a partir de uma analogia com o mapa do Bilhar nos

permitird a determinagdo numérica das suas Orbitas periddicas estaveis. O algoritmo é
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Capitulo $

relativamente simples: Considere uma condi¢éo inicial pl associada a uma ilha do mapa.
O ponto representado por essa condi¢ao inicial é levado pelo fluxo. Considere o ponto p2,
dado pelo retorno do ponto pl a ilha considerada. Consideraremos como préxima condigao
inicial o ponto mediano do segmento de reta plp2. Claramente esse ponto estd mais ao
interior da ilha que pl ou p2. O procedimento é sucessivamente aplicado e converge para

o centro da ilha, isto é, para a orbita periddica estavel.

T

0.074

T

T

& 0.072

0.070

0.068 N L L . " 1 N
-0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10

\
Fig 3.5 Algoritmo
Evidentemente o algoritmo possui um inconveniente do ponto de vista numérico: A
velocidade da convergéncia diminui ao nos aproximarmos da érbita periédica. Tal fato
pode ser compensado através de uma lineariza¢do do mapa. Ao nos aproximarmos do
centro da Ilha (utilizando o método exposto), supomos que o mapa M ¢é suficientemente

bem representado pelo seu Jacobiano M e os seus pontos dados pelo mapa linear

Xni1 = MX, + D. (40)
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Com um ntmero suficiente de interagdes obtemos X, tais que podemos inverter (40) e
determinarmos M. A partir de entdo calculamos o ponto fixo estavel do mapa (40) e
supomos esse ponto como a 6rbita periddica estavel. Geramos assim um processo interativo

que convergirad tao mais rapido quanto maior a proximidade da érbita periddica estével.
0.056 , . - . [

- E=0.050

0.054 |- , e ' .

Arco

0.048 - L S O ._ :_‘;_:. |
0.046 . e - R 1 .
0.40 0.50 0.60 0.70 0.80
Cos(aipha)

Fig 3.6 Aplicagao

3.4 Aplicagdo ao Potencial Nelson

Consideremos o Bilhar de Acao do Potencial Nelson. O potencial Nelson é dado por

1 2
V(z,y) = 5#9!?2 +(y - %)2 para  pu=0.1. (41)
A Hamiltoniana serd dada por
oV By e Ty (42)
T T TakE TWIE

Transformando H para as varidveis de angulo-agédo do oscilador harménico, fazemos

r= Bl eos(e, v =y 52 cos(6a), (43)
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Pr =V 2[1101 Sin(¢1), Py =V 2[211)2 sin(¢2). (44)
Segue que

I 81 I?
H =TLw; + Lw, — LI futat:] cos(¢2)cosz(¢1) + w—12 cos*(¢1), (45)

wq w2 1

onde fizemos w; = /i € wy = V2. o Bilhar Suavizado sera escrito como

I, /8I I?
H = !:Ilwl + Lywy — L= COS(¢2)COS2(¢1) + —12 0054(9751)} 9?\1(&1)932(&2) (46)
wh w2 w3
onde (I N ) I, —X
1 — tanh( = 1 — tanh(f22)
Ox () = s e On(h)= o (@)

O Bilhar de A¢éo por sua vez é dado por

2
H= I:Ilwl + Lwy — I—l %}% cos( ¢z ) cos® (1) + % cos4(¢1)} O(R,)O3(Ry).  (48)
1

Wi

A determinacao da regra de reflexdo é feita através da conservagio da energia. Para uma

colisdo em I teremos que

H,=H,, (49)
L, [8I3 Iz,
Lw; + Lw, — =2 22 c0s(¢aa) cos?(h1a) + Lz cos*(d14) =
(50)
Lo |81, I?

Liwy + Lws — —= cos(paq ) cos®(p1a) + ﬁ cos*(¢14).
1

w2 1

. . I?
Simplificando e fazendo A = —4e, / 81{)—22“ cos(¢2,) € B = El? segue que

Acos®(¢p14) + Bcos*(¢1a) = Acos®(¢1a) + B cos?(¢14). (51)

Evidentemente a solu¢do da equacdo (51) néo é tnica. A solucdo de (51) correspondente
ao Bilhar de Acao pode ser obtida através do limite A — 0 para o Bilhar Suavizado. Como
vimos, limy_g ¢ = —o0, o que significa que a varivel ¢; ao colidir em ¢y, retornars o
movimento no Bilhar para o ponto ¢14 dado pela primeira raiz de (51) & esquerda de @1,.

De forma a analisarmos as suas solug¢des reescrevemos (51) como

(cos?(¢1a) — cos*(¢1a)) [A + B(cos*(¢1a) + cos*(¢14)] = 0. (52)
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Temos entdo dois conjuntos de solucgdes para a equacdo (52); o primeiro conjunto (tipo
1) corresponde as solu¢des obtidas ao igualarmos o primeiro termo do produto do lado

esquerdo da equgdo a zero. Resolvendo esse termo segue que
cos®(¢14) = cos®(1a); (53)
o primeiro conjunto de solugoes é dado por
14 € {10, T — 10,7 + 014,27 P14} - (54)

O segundo conjunto (tipo 2) de solugdes serd obtido ao igualarmos o segundo termo do

lado esquerdo de (52) a zero, isto é

cos®(¢14) = A cos*(1a); (55)
B
A
$14 € {iarccos i\/_ﬁ - cosQ(q&la)} ) (56)

Ao contrario do primeiro conjunto, o segundo apresenta fatores limitantes. Observamos

que as solugdes (56) sé ocorrerao se tivermos as seguintes condigoes satisfeitas
A 2
0< —g —cos (h10) < 1 (57)

ou seja

wy 85 cos(¢p24) — cos®(¢14) < L. (58)

Il Wa

0<

As desigualdades serao satisfeitas se

I /21
0 < cos(d24), e se — > w_; cos($2a); (59)

wl —

mas pela transformacéo (43) podemos escrever as desigualdades como

I
0<y§—1. (60)

w1y

Para a colisao em I; teremos que I; = 0.03 e w; = /0.1 e segue que para termos solugbes

possiveis do tipo 2 ,y tem de ser tal que

0 <y <0.094. (61)
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A solucao do Bilhar de A¢ao do Potencial Nelson serd dada pela solugao do tipo 1 ou tipo 2
que estiver imediatamente a esquerda de ¢;,. A regido do espaco de fases I, representada

por (61) encontra-se destacada na figura 3.7 .

0.40

-0.40
-0.30 -0.20 -0.10 0.00 0.10 0.20 0.30

fig 3.7 Regido onde nao existem solucoes do tipo 2 para o pulo em [

Apesar de representar uma parcela significativa do corte o fator limitante é forte o
suficiente para praticamente eliminar as raizes do tipo 2. Numericamente essas solu¢tes
representam menos de 5 % das colisdes. No caso em que as condi¢des (59) nédo forem
satisfeitas as tinicas raizes de (51) serdo as raizes do tipo 1. O pulo se dard entéo para
¢14 = 2™ — P14, que das quatro raizes é a que esta imediatamente & esquerda de ¢1,. Para

um colisdo em I, o mesmo procedimento nos leva a seguinte equacao

cos(¢z2a) = cos(P24), (62)
que admite como unica solugao
P24 = 27 — ¢2a. (63)
Essa solucdo pode ser interpretada nas coordenadas y, py. Temos que o pulo em ¢, sera
representado por:
Colisédo em I : Py — —Dy- (63)
Assim, se representarmos um ponto no espago de fases por um vetor n = (z,y, Pz, Py)

teremos que

na = Ping para 1=1,2. (64)
Em I, o pulo serd representado pela matriz P,
1 0 0 O
010 O
Po=l0 01 o (65)
0 0 0 -1
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Assim ao colidir com o corte em I, a particula serd mapeada em um outro ponto da
fronteira dado pela matrix matriz P,. Podemos portanto considerar que o movimento
do Bilhar de Ac¢ao é representado pela composi¢ao do mapa simplético determinado pela
Hamiltoniana do Potencial Nelson (ver capitulo 1) e pelos mapas representados por P; ou
P, ( onde P representa a matriz que determina o pulo em ¢, ). Como P, nao é simplético, a
composi¢ao com H também néo o serd. Temos portanto que o Bilhar de A¢éo do Potencial
Nelson nao é Simplético.

Nesse trabalho os mapas de fronteira foram todos utilizados usando a raiz de tipo (1).
Tal raiz pode causar uma pequena alteragio no mapa omitindo algumas das familias de
6rbitas periddicas do Bilhar de Ac¢do do Potencial Nelson. Entretanto, todas as familias de
orbitas periddicas encontradas realizam colisdes do tipo (1) e estdo rigorosamente corretas.
Acreditamos que as familias encontradas fornecem uma boa amostragem das familias de

orbitas periddicas do Bilhar de Acao.
3.5 Mapas de Fronteira para o Potencial Nelson

Nossa andwuse numérica foi realizada com os cortes 8; = 0.03 e Ry = 0.03. A motivagao
para esse corte foi encontrada ao analisarmos a estrutura de é6rbitas periédicas do Potencial
Nelson. Analisando o valor de Energia E = 0.1, vemos que todas as orbitas peridédicas que
se encontram abaixo desse valor sao estaveis. Assim, fazendo

E

E =~ Rjw, segue que, Ny, = — =~ 0.03,

wy
portanto o corte unidimensional em ¥; limita somente orbitas periédicas estaveis. O
corte Ny = 0.03 foi adotado de forma a termos um Bilhar quadrado. Para Energias
menores que 0.03 nenhuma estrutura estavel foi encontrada no Mapa. Para a Energia
E = 0.031 podemos observar o surgimento de uma familia de érbitas estavel. Vemos na
Fig.4.5 o surgimento de duas ilhas no centro da figura. A ilha da parte superior da figura,
representada por s > 0.06,esti associada a uma colisdo com o corte em I;. Da mesma
forma, a ilha inferior estd associada a uma colisdo com o corte em I;. Vemos que estrutura
inteiramente andloga aparece na parte esquerda da figura. Na verdade essa ”segunda”

estrutura de ilhas esta relacionada a simetria em z — —z do potencial Nelson.
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0.080 . T

0070 b £=0.031

0.060

Arco

0.050 +

0.040 F

0.030 . L : L .
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

cos(alpha)

Fig. 3.8 Mapa de Fronteira E=0.031

Veremos que a cada estrutura de ilhas que surge no centro da figura, surgirda uma
semelhante na parte esquerda. Entretanto o limite esquerdo do mapa (cos(a) =~ +1)
apresenta forte inconveniente numérico. Para cos(a) = 1 temos que a = 0 ( ou 27), mas
lembremos que a é obtido mediante a inversdo de uma fun¢do tangente. Assim estamos
obtendo que 0 = arctan(vy), onde v é um angulo qualquer. Portanto, basta uma variacéo
muito pequena de 7 nessa regido para termos uma variacao significativa de a. O problema
numérico surge pois essa variagdo é menor que o erro da nossa integracdo. A consequéncia
desse fato é que as ilhas pertencentes a essa regido cos(a) =~ 1 serdo caracterizadas por
invadirem umas as outras. Entretanto, visto estarem associadas as simetrias das ilhas que
aparecem no centro da figura nossa andalise ndo sera prejudicada. Acreditamos que ao
analisarmos as 6rbitas periddicas associadas as ilhas e ao destacarmos suas simetrias essa

questéo ficard mais esclarecida.
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Aqui introduzimos uma nota¢do que se prestard a uma classificacdo das familias de
4rbitas periddicas estaveis. Classificaremos a érbita periddica, associada a essa estrutura
de ilhas como B1l. A letra latina refere-se ao niimero total de colisdes. Os ndameros
especificam quais as colisoes que as Orbitas efetuam. Assim C12 refere-se a uma érbita
periddica que realiza um total de trés colisdes, uma com ¥y e duas com N,. Para £ = 0.032

notamos o surgimento de uma bifurca¢do F'33 em torno de B11.

0.080 . :

0.070 £=0.032

0.060

Arco

0.050 |

0.040 |

P!

0.030 . L " N { .
~-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

cos(alpha)

Fig 3.9 Mapa para E=0.032

Para E = 0.033 vemos que F'33 j4 desapareceu e nenhuma estrutura adicional foi criada.
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0.080 : — ,
£=0.033 < 0
0.070 | S A i
o
0.060 | ‘ i
(o]
t
<
0.050 i
0.040 |
0.030 s . ; . . .
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
cos(alpha)
Fig 3.10 Mapa para E=0.033
0.080 :
— co T
E=0.034 <o o
0.070 | =0. T 2
0.060 |
o
o
<
0.050 |
0.040 |
0.030 : : . ,
—1.0 -0.5 0.0

cos(alpha)

Fig 3.11 Mapa para E=0.034

Para E = 0.034 observamos o surgimento de uma familia C21 em torno de B11. O grafico
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em E = 0.036 nos mostra a persisténcia dessa familia. Na parte esquerda vemos vemos as

simetrias de B1l e C21.

0.080 : . ‘
0.070 + £=0.036 e L |
pran A
: A X s
0.060 | ‘ |
. .
°
<C
0.050 } L N BRI _ |
5 S
0.040 + l
Y
0.030 . . . . s
—1.0 -0.5 0.0 0.5
cos(alpha)
Fig 3.12 Mapa para E=0.036
0.100 :
J— T
E=0.038
0.080 + .
Ve
[l
9 A
¢ 0.060 | EA
< ) i
0.040 | Q,I
0.020 . . _ . .
-1.0 -
0.5 0.0 0.5 1.0

cos(alpha)

Fig 3.13 Mapa para E=0.038
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Para E = 0.038 vemos uma ressonancia H44 em torno de B11.
0.100 . :

£=0.040
0.080 -

0.060

Arco

0.040 -

0.020 . 1 .
N . )
-1.0 =0.5 0.0 0.5 1.0

cos(alpha)

Fig 3.14 Mapa para E=0.040
0.100 '

T
T

—_— ——

£=0.042
0.080

0.0860

Arco

0.040

T

0.020 - , ,
10 =05 0.0 05 10

cos(alpha)

Fig 3.15 Mapa para E=0.042

A energia E = 0.040 apresenta somente B1l e C21. Em E = 0.042 vemos o surgimento de
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uma familia D31. Vemos ainda em torno de B11 o surgimento de uma ressonancia M66.

Para E = 0.044 surge uma familia E14 em torno de D31.

Arco

Arco

Capitulo 3

0.100 :
T
£=0.044
0.080 |
R
0.060 |
.'i;
0.040 [
0.020 n . ,
-0 —05 0.0 05
cos(alpha)
Fig 3.16 Mapa para E=0.044
0.100 :
) T
E=0.046
0.080 |-
0.060 |
0.040 |
0.020 ]
-1.0 - :
0.5 0.0 0.5 1.0
- cos(alpha)

Fig 3.17 Mapa para E=0.046
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Em E = 0.046 surge nove ressonancia em M66 em torno de B1ll. Para E = 0.048 surge

entre B11 e C21 uma familia E23.

Arco

Arco

0.090

0.080 |-

0.070 -

0.060 -

0.050 |-

0.040

0.030

-1.0

-0.5 0.0 0.5

cos(alpha)
Fig 3.18 Mapa para E=0.048
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Fig 3.19 Mapa para E=0.050
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Para E = 0.050 surge uma familia C21.
0.090 : : .

0.080 i

0.070 f

0.060

Arco

0.050 |

0.040 -

T

0.030 . L . )
-1.0 -0.5 C.0 0.5 1.0
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Fig 3.20 Mapa para E=0.060
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0.080
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0.060

Arco
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0.040

0.030 . . _ _ ,
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
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Fig 3.21 Mapa para E=0.070

Para uma energia £ = 0.060 vemos que o mapa apresenta caracteristicas completa-
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mente diferentes. Note-se a auséncia de regides cadticas e a sensivel diminuicdo da area do
espaco de fases ocupada pela particula. Para E = 0.070 notamos que essa diminuicdo se
acentua ainda mais.

Acreditamos que tais fatos estéo intimamente relacionados. Observemos o comporta-
mento médio da energia no plano I, I, isto é , observemos < E > definida como

1

<E(I1,I2) 2 )2

2n 2
/ H(I1, I, 61, 6,)d6, dbs, (65)
0

2 2w
I, /8I
/ / Lwy + Lw, — ——1— 22 —= cos(@2) cos®(¢y)
(27r wa

E(L, L) > % (66)
+ w—12c0s4(¢1)d91d92,
1
3 I}
<E(I1,I2)> I1W1+I2W2+8W2. (67)

As curvas de nivel de (67) sdo, para os valores de agao considerados, essencialmente re-
tas ¢ mostram que a medida que < E > aumenta as trajetérias vao sendo empurradas
para o corte. A partir do valor em que as as trajetérias comecarem a tocar ambos os
cortes a velocidade de diminwigdo da area do espaco de fases deve aumentar significativa-
mente. Esse comportamento é o comportamento mostrado pelos mapas para E = 0.060 e
E = 0.070. A inexisténcia de comportamento cadtico pode ser interpretada a partir dos
pontos fixos instaveis na borda do bilhar. Esse ponto fixo exerce o efeito de um ” vértice

k2]

desfocalizador ” & semelhanc¢a do que acontece nos sistemas pseudo-integraveis [16]. Esse
vértice desfocaliza feixes de trajetérias, separando as 6rbitas que colidem com o Bilhar
das 6rbitas que ndo colidem. A medida em que todas as trajetdrias colidem com a borda
do Bilhar o vértice deixa de desfocalizar as trajetérias e o Bilhar de Acao sente menos a
influéncia desse ponto fixo instavel, isto é, o Bilhar de A¢&o se torna mais regular. Nesta
se¢dao mostraremos o comportamento das 6rbitas periédicas estdveis do Bilhar de Acao do
Potencial Nelson. Discutiremos como o fato das trajetérias do sistema serem ” empurradas

" para o corte determina o comportamento das familias das 6rbitas periddicas estaveis e

sugere a existéncia de um ponto para o qual as dérbitas periddicas convergem
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3.6 Orbitas Periédicas

Utilizando o algoritmo descrito , obtivemos as familias de érbitas periédicas do Bilhar
de Agao. A figura (3.41) mostra o grafico dessas familias em um diagrama do tipo Ener-
giaXPeriodo. Note-se o carater suave das familias e a tendéncia & diminuicio do periodo
em fun¢ao da Energia. A familia vertical do potencial Nelson também encontra-se plotada.
Essa familia colida com ao Bordo do Bilhar para uma energia E ~ 0.043 e entio deixa de

existir. Veremos que ela serd importante para a nossa andalise semiclassica.

0.10 .
[\EQ ) T L T
| ’

0.08

0.06 |
8 1
o
g v
g c21

0.04 | / a

D31 B11
c12
0.02 -
0.00 L : e ! '
0.0 ‘ I
10.0 20.0 30.0 40.0 50.0

Periodo

Fig. 3.22 Familias de 6rbitas Periédicas Estaveis
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A tendéncia das érbitas periddicas em convergir para o ponto I; = I, = 0.03 levou-
nos a observar que o limite da energia das familias estara na prépria borda do Bilhar. O
ponto de méxima energia na borda do Bilhar tem energia E ~ 0.099945.Esse ¢ o ponto que
encontra-se plotado na figura (*). Vemos que as familias de érbitas periédicas tendem a
convergir para esse ponto. Chamamos esse ponto, com uma grande liberdade de linguagem
de ponto de convergéncia das d6rbitas periddicas do Bilhar de Acao. Discutiremos como o

fato das trajetérias do sistema serem ”

empurradas ” para o corte determina o comporta-
mento das familias das 6rbitas periédicas estaveis e sugere a existéncia de um ponto para
o qual as érbitas periédicas convergem Estudaremos em detalhe as érbitas periédicas da
familia B11. Como veremos o comportamento das érbitas periédicas de todas as familias
que colidem como o Bilhar é semelhante.

Na figura (3.23) vemos a projecdo I, I> da trajetéria periédica B1l para E = 0.035.

Os limites da figura representam as préprias bordos do Bilhar.

0.030 \ T T T
£=0.035
0.020 + -
N
0.010 4
OOOO 4 L n A e
0.000 0.010 0.020 0.030

1
Fig 3.23 Projecgao I, I, de B1l - E = 0.035

68



Capitulo 3

Na figura (3.24) vemos a projecao de B1ll para a energia £ = 0.035 em z,p,. O

circulo da figura representa o corte, dado por ®; = 0.03.

0.20 . , : : , : .
| £ =003 |
0.10 /N _
& 0.00
-0.10 | \J 4
-0.20 ' , ' A ! 1
-0.6 ~0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6
X
Fig 3.24 Projecéo z, P, de B11 - E = 0.035
0.40 : . ,
E = 0.035
0.20 | //
& 0.0

IRNNEVA

-0.40 : ' : . : : . '
-0.30 ~0.20 -0.10 0.00 0.10 0.20 0.30

Y

Fig 3.25 Projecéo y, Py de B11 - E = 0.035
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Na figura (3.25) vemos a projecdo de B11 para a energia E = 0.035 em y, py. O circulo
da figura representa o corte, dado por R, = 0.03. Aumentando a energia B11l tende a ser
expulsa de dentro do Bilhar. As figuras (3.26-3.28) mostram as proje¢oes de B11 para trés

valores de energia diferentes.

0.030 : K .
&—’0'080
~ 0.060
0.020 §
o~
0.010 |- -0.03
0.000 A : ‘ ' A
0.000 0.010 0.020 0.030

Fig 3.26 Projecdes I, I; de B11
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0.20 T T T T
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0.00
Z 0.080
~0.10 0.060 R
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- 0.035
7020 i i n e — | 1
-0.8 ~0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6
X
Fig 3.27 Projecoes z, P, de B11
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—‘\
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Fig 3.28 Projecdes y, P, de B11
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As figuras (3.29-3.31) nos explicam o comportamento de B1l no grafico EnergiaX-
Periodo. A medida que aumentamos a energia da 6rbita peridédica ele vai sendo progres-

sivamente ” cortada ” pela borda do Bilhar e sua energia vai diminuindo gradativamente.

Abaixo mostramos as proje¢des de C'21 para trés valores de energia diferentes.

0.030
. 0.080
0.020 b -
. .- 0.050
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Fig 3.29 Projegoes I, I, de C21
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0.10 [‘ T I S
0.05 ]
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~0.05
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-0.10 L 1 I .
0.360 0.370 0.380 0.390 0.400 0.410 0.420
X
Fig 3.30 Projecoes z, P, de C'21
0.40 . . w ; ;
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-0.20 | ) .
0.080
™ ~
0.065 0.050
~0.40 * : ‘ ‘
-0.30 -0.20 -0.10 0.00 0.10 0.20 0.30

v
Fig 3.31 Projecdes y, P, de C21

Temos que o comportamento de C21 é qualitativamente o mesmo que o de B11. Todas
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as familias analisadas nesse trabalho (sao elas Bll,C?l,Cl?,D31,E32,E41) possuem
exatamente as mesmas caracteristicas que B1l. Por completeza mostramos a seguir as

projecoes em [, Iy de C'12, D31 E32 e F41 para um dado valor de energia.

0.030 T
-
£=0.060
0.020 | B
N
0.010 F b
0.000 - L — — -
0.000 0.010 0.020 0.030

Fig 3.32 Projecao I, I, de C12 - E=0.060
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Fig 3.33 Projegao I, I, de D31 - E=0.050
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Fig 3.34 Projecao I, I; de E32 - E=0.050
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0.010 0.020

Fig 3.35 Projecao I, I, de F41 - E=0.060
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Capitulo 4

ASPECTOS SEMICLASSICOS

4.1 Introducgao

Nesta se¢do faremos uma breve discussio da Férmula do Traco de Gutzwiller. Tal
férmula se constitui hoje em poderosa ferramenta para o estudo do limite semicléssico dos
sistemas caoticos. A obtengdo da Férmula baseia-se na relagéo do operador de propagacio
temporal com a densidade de estados. A seguir mostramos explicitamente essa relacdo
[17].

O propagador I&’(t) pode ser visto como a fun¢io de Green temporal da equacio de
Schroedinger, isto é A

0K

onde I é o operador unidade. A solugdo dessa equagao é dada por

B 0, ' se t < 0; 5

3% —_— _%e-—l’lﬂt’ setZO; ( )
ou

- 0, set > 0; 5

YT —%e—'rxyt, set<0. (3)

Calculando a transformada de Fourier de < z"|K(t){z' > segue que

— [t —ife iEt
G*t(z",2'E) = %/ < :r"]e_ﬁg'kc' > ekt dt, (4)
G @'\ B) =5 0 03 Non(s") [ TR, )
- 0

onde H|¢, >= E,|¢n >. De forma a eliminarmos a divergéncia do integrando, fazemos
E =lim._o E + te. Supomos ainda que o limite e a integra¢ido comutam. Segue que

el‘ E—Eyn l__CFt
$(E — E, +i¢) .

oo

G+(.T”,:IJ’,E) — Z %l(ﬁ;(l‘l)(ﬁn(x")

n
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¢*($,)¢n($”)
+o0 _ n
G E) =) TR e (7)
Calculo analogo para G~ (z",z', F) nos mostra * que

¢n(2' )pn(z")
Gi:ca:E ZE E, Lt (8)

Mostramos entdo que a transformada de Fourier do propagador ¢ a funcio de Green.
Portanto se relacionarmos a funcéo de Green com a densidade de niveis estaremos, indi-
retamente relacionando o Propagador com a Funcéo de Green. De forma a prosseguir em

nossas consideracoes reescreveremos a funcio de Green considerando que

E—E,*ic (E-E.2+& (E—Eptée
No limite em que € — 0 o primeiro termo nos fornece E_lE , 1sto é
E — En 1
li =P .
61_1'% (E"En)2+€2 (E—En)’ (10)

onde P(+2+) é o valor principal de Cauchy. O segundo termo divergird para e — 0 se
E_En p g g p

E = FE, e sera zero se E # E,, isto é

€
1i = A6(E — E,).

Integrando ambos os lados da equacdo (11) em E, de —co a 400 segue que A = 7. Es-

crevemos entéo (9) como

1 1
E—Eniie_P(E—En

) F in§(E — Ey,). (12)

A funcéo de Green serd escrita como
E E, :}:

Tomando o trago de G*(z",2', E) obtemos a Fun¢io Resposta,

Gi(:c",a:',E)

Finy oh(z)pn(z")S(E — E,).  (13)

G* =Tr(G*(z",2',E) = /Gi(a:,:c,E)da:; (14)

* O termo em e foi mantido para indicar o processo de integracéo utilizado
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Gt =Py E_l—En);mZo“(E_En). (15)

A densidade de niveis n(E) serd dada por
1
n(E) = F-3(G(E)); (16)

n(E) =Y 6(E - E,).

n
A equagao (16) nos fornece a relagéo desejada entre a densidade de niveis e a funcdo de
Green.

A relagéo entre as descrigdes classica e quantica de um sistema Hamiltoniano pode
ser estabelecida a partir da interpretacdo de Feynmann para o propagador. Nessa inter-
pretagao o propagador é visto como uma soma sobre todos os possiveis caminhos classicos.
No limite semiclassico mostra-se que os caminhos que mais contribuem para a soma sdo as
trajetorias classicas. O que a equagdo (16) nos indica ¢ a possibilidade de relacionarmos
a densidade de niveis com as trajetérias classicas de um sistema Hamiltoniano no limite
semiclassico. O célculo para a obtencéo dessa relagdo segue a seguinte ordem:

e Calcula-se o propagador no limite semiclédssico utilizando o método de fase
estacionaria(MFE). O propagador, como vimos, é a solucio da equacio de Schroedinger

dependente do tempo com a condi¢ao inicial dada por
K(2",2',0) = §(z" — 2'). (17)

Em termos classicos esse estado inicial corresponde a pontos uniformemente distribuidos
em p ao longo do plano z = z'. A evolucéo dessa superficie é determinada pelo fluxo da
Hamiltoniana. Parat — +co essa superficie estard com um ntmero infinito de causticas [2]
o que impossibilitara o estudo do propagador para tempos grandes. Mesmo para o caso de
sistemas integraveis o problema das causticas se apresentard. Mostra-se entretanto que ao
somarmos um caminho que possui causticas o propagador ganha uma fase a cada caustica
que é cruzada.

¢ De posse do propagador calcula-se a sua transformada de Fourier utilizando

o MFE de forma a obtermos a funcao de Green.
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e Calcula-se entdo o trago da funcéo de Green utilizando-se mais uma vez o
MFE. Nesse calculo mostra-se que no limite semicléassico as érbitas que mais contribuem
para o trago sao as orbitas periddicas.

Portanto a densidade dos niveis de energia de um sistema quantico pode ser escrita
como uma soma sobre todas as 6rbitas periédicas do sistema classico associado. A ex-
pressao matematica que traduz esse fato é conhecida por Férmula do Traco de Gutzwiller.

De forma a obtermos a Férmula do Trago uma importante distingdo entre as érbitas
periddicas deve ser tragada. A soma, considerando todas as érbitas periddicas, considera
também as 6rbitas periddicas de periodo ¢ = 0 (cada ponto tem associado a si uma 6rbita,
que permanece em ¢ no intervalo t = 0). Tal fato possibilita que calculemos as duas
"classes” de 6rbitas periddicas separadamente. Calcularemos a seguir o termo da Férmula
do Traco de Gutzwiller correspondente as trajetérias de periodo zero (2].

Considere o propagador em sua representagio de coordenadas

~iEpt

<z"|K[z' >=)" ¢n(a")gn(c)e T (18)
n
A equagdo (18) pode ser invertida tomando-se a sua transformada de Fourier. Entretanto,
como ressaltamos, o comportamento do propagador para tempos grandes impossibilita esse
calculo. Uma forma de se contornar essa dificuldade é multiplicarmos o propagador por
um termo de cut-off no tempo. Utilizamos como cut-off uma gaussiana normalizada,

1 Foo E-Ep?

N 2,2 1
<z"lK|z' > e e df = 53¢ 22 dn(z")dn(z"), (19)

i%_'
2rh J_ oo — 27h

onde fizemos a integra¢do do lado direito da equagéo completando o quadrado.
Para t = 0, " ~ z' e podemos considerar H como uma funcédo somente de p, isto
é, podemos considerar o potencial como sendo constante. Escrevemos o propagador na

representagao de momentos como

< p'|RIp' >m< p'lem TH P >= e HED§(p1 _ . (20)

Transformando para o espaco das coordenadas segue que

~ 1 A "o g
<z"|K|z' >= (Z—ﬂl—)f/ <p'|K|p' > ex®" 4" =p" ) gyt gt (21)
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A contribui¢do do termo oscilatério [17] 4 densidade de estados é dada pela soma das

orbitas periddicas com t # 0. O termo oscilante é escrito como

Tojei;L S;(E) o7 ,
osc — - N 25
Mose = ) chvDenr =1 (% 2 (25)

J
onde [ é a matriz identidade, € € o cut-off utilizado para calcularmos a funcéo de Green, S;
é a acao da érbita periddica, 797 € o periodo primitivo das 6rbitas periddicas e finalmente
M é a matriz monodromia da érbita j. Para o caso bidimensional mostra-se que

4sin®($), se J estavel,

Det(M —I)=( —4 sinhz(%), se J instavel direta, (26)

—4cosh?(£), se j instavel inversa;
portanto para o caso bidimensional vemos que o termo que mais contribui para a parte
oscilante do espectro é o termo relacionado as érbitas periddicas estdveis; os outros termos,
néo sendo nunca zerados (o expoente de Lyapounov de uma érbita periddica instavel é

sempre maior que zero ) contribuem mais para o termo médio da densidade de estados.
4.2 Quantizagao do Bilhar de Agao

Mostraremos a seguir que um operador hamiltoniano, representado na base de os-
cilador truncada, isto é, com um numero finito de vetores de base, terd como andalogo
classico o seu Bilhar de A¢édo. Para tanto considere uma Hamiltoniana analitica represen-

tada por sua série de Taylor,

H(p,q)= Y Himp}..pFel . ..qf". (27)
li,...0L
my,...,/m,

Fazendo a transformacao

L (4 +ipj)
aj; = —=\q; J /)
V2
1 . (28)
aj = “\/—5(% —1pj);
segue que
V2 2
H'(a,a*) — Z Hlm(lg)h-}-m-HL(%)ml+"'+mL(al + a’f)l‘...
Iy lr , (29)

mqy,...,,m

(ap +af)'*(af — a))™...(af, — az)™*
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redefinindo os coeficientes,
[ *\ ! lp *m *mpy
H'(a,a*) = E H,Ym atai™ ai™E (30)

De forma a representar a Hamiltoniana em coordenadas polares. faremos a seguinte trans-

formacao
a; = I,%ei¢j
L (31)
a; = Ife_“i’f,
e redefinindo novamente os coeficientes, segue que
H'"(I,¢) = ZH 2 ciFG, (32)
Consideremos agora a func¢éo chapéu ©,(7) tal que
_JOx<e sel € ¥
GA(I)_{126A>1—6, sel €T, (33)

onde a medida que A — 0, ¢ = 0. I' e £ assumem aqui o mesmo significado do capitulo
anterior, isto ¢, no caso da Hamiltoniana do Bilhar de A¢do H = H(O), T ser4 o interior

do bilhar e ¥ serd o exterior do Bilhar. Representemos ©(I) por sua série de taylor
OxI) =Y Oy, . I3E,
s
que em termos de a; € a] pode ser escrita como
(a,a%) = Z@As ajai)®...(aral)’t. (34)
O Bilhar de A¢éo suavizado pode ser escrito nas variadveis I e ¢,

Hy(I,¢)=H"(I,)03(]), (35)
ou
Hy(I,¢) = Ox(1)H"(I,$)Ox(]). (35)
O Bilhar de A¢ao sera dado por
H(1,6) = Oo(1)H" (I, 6)00(1). (36)
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escrevendo H"(I,¢) e O¢(I) em termos de a e a*, a quantizacdo do Bilhar de Acfo é
imediata. Fazendo-se a equivaléncia entre grandezas fisicas e operadores do espaco de

Hilbert ( quantizac¢do canodnica) escrevemos que

. 1.
a; = _\/—5(% + ip;)
1 (37)
at = —=(g; — 1
;3= 5\ 0~ i#5)
Segue que
Ox =Y O, (@a})™..(aLay)". (38)
Mas
. , 1
< n'|Ox|n >= 6nn O [(n + z)h] . (39)
e no limite A — 0 identificamos
N
Q=) [n><n| . (40)
n=0
Segue que
Hy = Z In' >< n'|H|n >< n| , (41)
n=0
n'=0

ou seja o Bilhar de A¢io é quantizado em um bloco de matriz da representacio de Hy na

base de oscilador harmonico .
4.3 Anélise Semiclassica do Bilhar de Ag¢ao do Potencial Nelson

Nesta se¢do relacionaremos a estrutura de orbitas periddicas estaveis do Bilhar de
Acao do potencial Nelson com a densidade de estados do seu espectro quantico. Como
acabamos de ver o Bilhar de Ac¢éo é quantizado em um bloco de matriz. A significacdo
desse fato reside em que todos os autovalores da matriz sdo representativos do sistema,
isto é, nao existe distingdo entre autovalores convergidos e autovalores nao-convergidos.
A perturbacdo causada nos autovalores pelo processo de truncamento pode ser traduzida
classicamente pelo corte introduzido na variavel de acdo da representagdo do sistema nas

variaveis angulo-acao.
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O espectro do Bilhar de Ac&o foi obtido considerando como corte superior o valor
Ny = Ry = 0.03. A diagonalizac¢do deve ser feita de forma a respeitar o limite superior de

I, e I;. Para tanto observemos que para o oscilador harménico
I=(n+ -)h, (42)

I 1

£ _ 1
T2

Portanto n é o inteiro mais préximo de . Para o valor de # utilizado (% = 0.00095)
segue que n = 31. Considerando ainda o estado n = 0, a bidimensionalidade do problema
nos fornece um bloco de matriz quadrada de dimenséo (n + 1)X(n + 1). A matriz a ser
considerada é uma matriz de dimensao 1024.X1024.

De posse do espectro do Bilhar de Ac¢@o nos perguntamos pela convergéncia desse
espectro. Essa pergunta tem um objetivo claro: Uma analise da estrutura de orbitas
periddicas estaveis apresentada na figura (4.4) nos mostra que a familia vertical do Poten-
cial Nelson persiste no Bilhar de Ac¢ao até colidir com a borda em uma energia E ~ 0.043.
Se o espectro estiver convergido até essa energia confundiremos na regiao do espectro de
E < 0.043 as descri¢oes quanticas do Potencial Nelson com a do Bilhar de A¢ao do Po-
tencial Nelson. Como critério de convergéncia do espectro comparamos a densidade de

Weyl calculada numericamente com a densidade de Weyl calculada analiticamente para o

Potencial Nelson, cuja expressao é dada por

E
dVVeyl(E) = hZ\/ﬂ (44)
§mv°

Panode

Fig 4.1 Analise da Convergéncia do Espectro.
Vemos que a densidade de Weyl calculada numericamente diverge rapidamente da reta

que representa a sua previsao tedrica. Tal fato nos garante que estamos com um Bilhar
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de Acao completamente representativo, isto é, com uma regido de intersecdo entre as

descrigoes desprezivel.

Consideraremos agora a intensidade da transformada de Fourier do termo oscilatério
da densidade de estados suavisada. Como vimos na introdug¢éo desse capitulo tal transfor-
mada de Fourier ird apresentar picos de intensidade nos periodos das érbitas periédicas que
mais contribuem na soma da Férmula do Trago. Vimos ainda que o valor da suavizagao de-
termina diretamente o valor do periodo das 6rbitas periddicas a serem observadas: Quanto
menor o valor da largura do cut-off (dizemos "quanto menor a suavizagdo”), maior o
periodo a ser considerado. Para A = 0.00004 observaremos periodos até ~ 23.7 o que é

suficiente para as orbitas periddicas consideradas.

A transformada de Fourier do termo oscilatério da densidade de estados para uma
suavizacao de A = 0.0004 esta apresentada na figura (4.2). Nesse calculo consideramos a

totalidade do espectro.
400000.0

300000.0

T

200000.0

T

Intensidade

100000.0

0.0 1 L
0.0 10.0 20.0 30.0

Periodo

fig 4.2 Intensidade da Transformada de Fourier do lermo uscuairurio

A figura 4.2 apresenta um pico em T ~ 13.Entretanto a regiao de periodos pequenos
sofre grande influéncia das 6rbitas periddicas estaveis que colidem com o bordo do Bilhar.

Como vimos no capitulo § essas Orbitas apresentam um ponto de acumulagdo no grafico
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EnergiaXPeriodo. Isso faz com que a interferéncia das contribui¢bes dessas érbitas na
densidade de estados seja forte na regiao de T pequeno. Uma forma de confirmarmos essa
hipétese é considerarmos somente uma parte do espectro e desprezar a parte correspon-
dente a altas energias. Assim eliminamos a influéncia(para periodos pequenos) das érbitas

periddicas que colidem com a fronteira.

200000.0 T T
150000.0 | B
L
o
5]
°
‘g 100000.0 - 4
o]
S
50000.0 + B
0.0 L L .
0.0 10.0 20.0 30.0

Periodo

Fig4.3 Intensidade da Transformada de Fourier do Termo Oscilatério- Espectro até E=0.0040

Vemos entao que aparecem pequenos picos em 1' & 4.2 e T == 9.0. Temos também
uma rica estrutura de picos para periodos maiores que T = 20. Pela figura 3.22 vemos
que essas contribuicdes sdo dadas pelas familias de érbitas periédicas que colidem com o
corte do Bilhar. Os picos observados mostram a influéncia da familia vertical ( que colide
com o corte para uma energia £ ~ 0.043) na densidade de espectro . O periodo dessa
familia é constante na energia e igual a t = 4.4. Sua forte influéncia no espectro é devida
exatamente a essa constancia. Os picos observados correspondem as repeti¢des dessa érbita
periédica. Assim T = 4.2 corresponde ao periodo primitivo T' = 4.4, T = 9.0 corresponde
a uma segunda repeticdo T' = 2X4.4 = 8.8 e T ~ 13 corresponde a uma terceira repeti¢io
T =3X4.4 = 13.2. A relacio das intensidades desses picos entretanto nao é exatamente a

esperada. De acordo com a férmula do Traco esperamos que a intensidade das sucessivas
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repeti¢oes diminua gradativamente. Uma explica¢do para esse fato pode ser encontrada

observando-se a estrutura de érbita periédicas do Potencial Nelson [18].
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figd.4 Familias do Potencial Nelson
Para uma energia E = 0.047, vemos da figd que a familia vertical sofre uma triplica¢ao de
periodo originando a familia 3V. sabe-se que tais bifurca¢tes de érbitas periddicas geram
ressonancias que influenciam significativamente a densidade de estados. A intensidade do
pico em T a 13 é decorrente da triplica¢do de periodo da familia vertical. Se diminuirmos
o valor do corte superior do Bilhar para ® = 0.025 a familia vertical colidird com o bordo
em um valor de energia F =~ 0.040. A influéncia da ressonancia serd menor (em virtude
da maior distancia na energia entre as familias) e o pico em T & 13 devera ser atenuado.
Consideramos entao os valores de corte dados por 8y = Ny = 0.025 e fazemos h = 0.081.
Para esse valor de corte a colisao da familia vertical com o bordo se darda em E ~ 0.040. Na
fig 4.5 mostramos a intensidade da transformada de Fourier do termo oscilatério (ITFTO)

desse Bilhar de Acdo. Vemos que o pico em T = 13 foi extremamente atenuado como

previamos.
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Fig 4.5 atenuacdo do picoem T ~ 13
Outra forma de mostrarmos a influéncia da familia vertical sobre o espectro é fazermos
a analise do espectro para energias maiores que a energia da colisao de V' com o corte do
Bilhar. Como V nao existe para essas energias V né&o poderd influenciar o espectro nessa
regido. A figura 4.6 mostra a ITFTO para uma regido do espectro maior que E = 0.044.

repare que o pico em T & 13 n#o existe mais o que confirma a nossa hipdtese.
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Fig 4.6 Eliminagdo de V para E > 0.044

Como vimos no capitulo § as familias que colidem com o bordo do Bilhar apresen-
tam comportamento extremamente suave. Tal caracteristica impossibilita a observagéo
da influéncia individual de uma dessas familias no espectro. Entretanto se definirmos
adequadamente os intervalos de energia a serem considerados no processo de suavizagdo
esperamos observar a influéncia do conjunto de familias como um todo sobre o espectro.
Assim, por exemplo, se considerarmos um intervalo de energia entre £ = 0.08 ¢ E = 0.065
esperamos observar na ITFTO desse intervalo picos significativos para T > 5. Na figura

4.6 mostramos os intervalos de energia que serdo considerados.
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8
HREERES
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Fig 4.6 Intervalos de Energia
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Os intervalos estao definidos da seguinte forma:

Intervalo 1 : E € [0.079,0.087] T. > 4.5.

Intervalo 2 : E € [0.072,0.079] T. > 6.4.

Intervalo 3: E € [0.066,0.072] T. > 8.2.

Intervalo 4: E € [0.061,0.066] T. > 10.4.

Intervalo 5: E € [0.054,0.061] T, > 12.2.

Intervalo 6: E € [0.046,0.054] T. > 16.2.
onde T, representa o periodo a partir do qual esperamos ver os picos significativos (os
periodos esperados para cada corte sio determinados a partir de uma observagéo da fig
4.6). Para a analise dos intervalos utilizamos os seguintes valores de A: Intervalos (1-
3)- A = 0.000040, intervalos (4-5) - A = 0.000035 e intervalo (6) - A = 0.000030. A
diminuicdo de )\ ao abaixarmos as energias consideradas pode ser compreendida a partir
da figura 4.1 . Vemos que a medida que diminuimos a energia o termo de Weyl cresce
significativamente, isto é o espagamento entre os niveis estd diminuindo. A diminuicéo de

A\ gerando suavizagGes menores leva em conta essa diminui¢do de espagamento.
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Fig 4.7 ITFTO para o Intervalo 1
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Fig 4.11 ITFTO para o Intervalo 5
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Fig 4.12 ITFTO para o Intervalo 6

Das figuras vemos que o intervalo 1 (fig. 4.7) apresenta o comportamento esperado,
isto é, observamos picos significativos para T' > 5.0.

O intervalo 2 apresenta essencialmente o mesmo comportamento que o intervalo 1.

O intervalo 3 (fig 4.9) apresenta picos significativos para T' > 6.5.

O intervalo 4 apresenta picos intensos para 7 > 13.0. Vemos que o pico em T =~ 6.5
observado no intervalo 4 persiste no intervalo 5. A existéncia desse pico nao esta prevista
pela figura (4.6).

No intervalo 5 percebemos que picos em periodos menores que o previsto comegam a,
ser significativos. Esses picos nao estéo previstos pela figura (4.6).

No intervalo 6 vemos a rica estrutura para perilodos pequenos e um pico relativamente
intensoem T = 17. Uma observacao de (4.6) nos mostra que o intervalo 6 inclui exatamente
a intersecdo de trés familias de 6rbitas periddicas estaveis do Bilhar de Ac¢éo. O pico em
T =~ 17 est4 provavelmente associado a uma ressonancia dessas familias.

Em resumo podemos dizer que os intervalos 1, 2 e 3 estdo em bom acordo com as

nossas previsoes. Os intervalos 4, 5 e 6 apresentam picos para periodos baixos, fato que
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nao esta previsto pala nossa figura (4.6). A existéncia desses picos deve refletir a existéncia
de familias de érbitas periddicas que foram desprezadas pelo nosso método.( Nesse caso
incluimos as érbitas periédicas instéveis e as érbitas periédicas das familias que pulam
para uma raiz do tipo (2) (ver capitulo § ).). O intervalo (6) entretanto apresenta uma
forte evidéncia de estarmos observando uma ressonancia em 7 = 17. A confirmacdo
numérica desse fato, entretanto sé pode ser feita a partir do momento que compararmos as

"

agoes” das drbitas periddicas envolvidas na suposta ressonéncia. Tal comparacaoesbarra

9

no problema técnico de definirmos a ” agéo ” para uma trajetéria do Bilhar de Acéo.
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Capitulo 5

Conclusodes

O Bilhar de Acéo foi definido como o limite de um Sistema Dinamico Hamiltoniano.
Portanto é extremamente justificavel que esperemos que a Férmula do Trago de Gutzwiller
se verifique para esse sistema. Mesmo a descontinuidade intrinseca dos Bilhares de Acéo
nao representa, nesse caso, nenhum problema. Lembremos que os Bilhares no Espaco de
Configura¢do séo descontinuos por defini¢io e confirmam de forma particularmente clara
a Formula do Traco de Gutzwiller.

Os resultados do capitulo anterior apresentam evidéncias da correspondéncia entre
o Espectro Quantico do Bilhar de Acdo e as familias de érbitas periédicas classicas do
Bilhar de Acao. Entretanto tais resultados estao longe de ser conclusivos. As dificuldades
encontradas para estabelecermos a relagdo semiclassica sdo muitas e algumas parecem ter
um carater intrinseco. A seguir apresentaremos as principais dificuldades:

A) A analise da estrutura de érbitas periédicas do bilhar de A¢éao mostrou a dificuldade
de observarmos a sua influéncia no espectro. O comportamento das familias de 6rbitas
periédicas é bastante suave para que observemos influéncias individuais (de uma sé famflia)

no espectro. Entretanto essa dificuldade podera ser contornada de duas formas:

1) Construindo Bilhares de A¢@o que possuam familias de érbitas periédicas que

bl

tenham um comportamento ” vertical ” no grafico PertodoXEnergia. Basta que uma das
familias mantenha o seu periodo aproximadamente constante em um intervalo significativo
do espectro. Nesse caso a sua influéncia seria facilmente observavel. A construgéo de um
bilhar desse tipo entretanto é completamente indeterminada, isso é, nao ha aparentemente,

critérios para orientar tal construcao.

2) Procedendo ao tipo de ” analise coletiva” das familias que efetuamos. Nesse
caso ha de se avaliar a extensdo das orbitas periddicas que estdo sendo desprezadas pelo
fato de estarmos realizando somente pulos do tipo (1)(ver capitulo § ). Ha também a
necessidade de se construir métodos numéricos que consigam acompanhar as familias de

Orbitas periddicas instaveis e determinar de alguma forma o expoente de Lyapounov dessas
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6rbitas. Surgem aqui entao dois problemas:

a) A construgao do método: S&o poucos os Métodos Numéricos que acom-
panham 6rbitas periédicas instaveis. O Algoritmo desenvolvido por Baranger [19] encontra-
se nessa categoria. O método de Baranger utiliza uma discretizacao das Equacdes de New-
ton e pressupdem a continuidade do sistema de equagdes. A descontinuidade podera ser
inserida no método via (ver capitulo § ) mapa P1 ou mapa P2. A questao da convergéncia
fica entdo, completamente em aberto e devera merecer um estudo numérico atento.

b) A determinagao do Expoente de Lyapounov: No capitulo 2, ao estudarmos
o Bilhar de Bunimovich vimos que Casartelli et al [8] definiram uma grandeza diretamente
relacionada ao Expoente de Lyapounov e viavel de ser calculada numericamente. Bennetin
e Galgani [9] demonstraram essa relacdo para campos vetorias nao-singulares. Bennetin
e Strelcyn [10] demostraram a aplicabilidade dessa grandeza para campos vetoriais nio
singulares. Aparentemente entdo é possivel definirmos o Expoente de Lyapounov para o

Bilhar de A¢ao através da "Entropy Like Quantity”.

B) A densidade de Weyl de um espectro quantico necessariamente ird a zero nos
limites do espectro. Sendo essa regido a regido de convergéncia das familias de érbitas
periddicas surge a impossibilidade de estudarmos o termo Oscilatério da densidade de es-

tados suavizada para periodo pequenos. Essa dificuldade, aparentemente, é incontornavel.

Um estudo futuro dos Bilhares de Agéo, com o intuito de confirmar as evidéncias por
noés levantadas deve portanto concentrar-se em dois objetivos:

1) Desenvolvimento de Algoritmo que acompanhe as érbitas peridédicas instdveis e
considre as raizes de tipo (2)
e

2) Obtencdo de novo Bilhar de A¢éo com estrutura de érbitas periédicas que influencie

de forma mais significativa o espectro quéntico.
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Apéndice 1
Demonstragao do Teorema Geométrico de Poincaré

Teorema: Dados um anel 0 < a <r < b no plano r,8 (r,0 sendo cordenadas polares ),
~ . ’ - 4 / s

uma trasformagdo M do anel sobre si prdéprio, univoca, continua e que preserve drea, que

avance os pontos de r = b de 27 e 0s pontos de r = a de —2x; exzistirdo pelo menos dois

pontos do anel, invariantes sobre a transformacdo M.

Demonstragao: Facamos z = 6 e y = r? e representemos o anel nas coordenadas z e Y.
O Anel entdo se transforma na faixa a®> <y < b?. A transformagdo M avanca os pontos
de y = a” para a direita e os pontos y = b? para a esquerda.

Seja uma transformagdo M, que translada o plano z,y na direcéo do eixo y de uma
distancia € > 0. A transformacdo M seguida da transformac¢do M, nos da a transformacio
composta M M. que preserva area e cujo efeito é deslocar a faixa dada para a faixa a? + € <
y < b +e

Faremos a demonstragdo por reducao ao absurdo.

Suponha que a transformac¢do M n&o admite pontos invariantes. Entdo existird uma
distancia d tal que todos os pontos sio deslocados de no minimo d. Tomando e < d temos
que MM, nao admite nenhum ponto fixo.

Consideremos agora a faixa a2 < y < a® + €. A transformacio MM, leva o lado
inferior dessa faixa no lado superior e a faixa como um todo é levada em outra faixa acima
da primeira, as duas possuindo um lado em comum. Aplicando sucessivamente MM,

geramos um ”

estrato ” de faixas. Como MM, preserva érea, temos que, necessariamente
alguma dessas faixas para a k-ésima interagdo interceptard a linha y = 2.

Seja  um ponto no plano z,y no limite superior da k-ésima faixa. Seja P, o ponto
de y = a* que gerou a sequéncia Py, P, P,,...Px = Q. Considere agora o vetorLL
desenhado do ponto L a sua imagem L. Considerando o ponto inicial como sendo os
pontos Py, Py, ..., Px_1 o ponto final variard de Py, P,, ..., Px. Considerando o vetor P; P,

vemos que o angulo que esse vetor faz com o eixo z é um angulo agudo positivo (pois P

esta a direita de P,. Conforme L varia de Py a Pk _; esse angulo poder4 estar no segundo
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ou terceiro quadrante pois Py estard & direita de Pr_;.

Estamos interessados nos angulos que os vetores PyP;,P, P,,...,Px_1 Pi fazem entre si.
Como Py P, e P P, estéo perto da borda a sua variacdo angular serd menos positiva que a
de P P; para P, P; e assim sucessivamente. Temos portanto que a variagao angular total é
a menor variagio angular positiva compativel com a condicéo inicial P e a final Q. Como
qualquer caminho pode ser deformado continuamente em um outro qualquer ( que se inicie
em y = a® e termine em y = b?) a afirmativa anterior é genérica. No limite em que € — 0
o vetor LL continua tendo uma direcdo definida, pois M M., por construcdo, néo admite
pontos fixos.

Afirmativa 1) Para a transformacao M a variagéo angular totalde LL sera a menor variacio
angular positiva compativel com as posi¢des iniciail e final.

Consideremos agora a transformacao inversa M ~! que moverd os pontos em y = a2
para a esquerda e os pontos em y = b% para a direita. Por raciocinio inteiramente analogo
ao desenvolvido para M temos que :
afirmativa 2)para um vetor LL~! com ponto final L=! = M~!L a varia¢ao angular total
serd dada pela menor variacao angularnegativa compativel cora as posi¢oes inicial e final.

Mas a rotagdo de LL~! sobre M~! tem de necessariamente ser a de seu vetor inverso

L~'L sobre M. E isso é uma contradicdo com as duas afirmativas anteriores.
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Apéndice 2
Integracao Numérica dos Bilhares de Agao

Numericamente o problema dos Bilhares de A¢éo é o problema da Secao de Poincaré.
No problema da secéo, integramos uma condi¢do inicial e a cada passo da integragao
numérica nos perguntamos se a superficie de se¢io foi atravessada pela trajetéria. Ev-
identemente, estamos interessados nos pontos em que a particula cruza a se¢do. Como
a integragdo nao nos permite controlar o passo de forma que, ao final de um passo de
integracdo calamos exatamente em cima da superficie de secdo, temos em geral de fazer
uma aproximacido. Essa aproximac¢do é usualmente feita através de uma interpolacgao:
Consideramos um numero n de pontos da trajetéria antes e depois de cruzarmos a secao.
Construimos a curva interpoladora desses pontos e determinamos numericamente a in-
terseciio dessa curva com a superficie de se¢ido. Quanto maior a precisido exigida, maior o
numero de pontos interpolantes, maior o tempo de computacdo e exigéncias de memoria
(lembremos que em ultima analise o problema da interpolac¢ido é o problema da resolucéao
de sistemas lineares).
No caso do Bilhar de Acdo, dada uma condicio inicial, evolvemos o sistema no tempo; a
cada passo da integracdo nos perguntamos se "tocamos” o corte. Ao tocarmos o corte a
integracdo é interrompida. Determinamos entao, pela conservacgédo da energia, o angulo de
reflexéo e iniciamos nova integragao, considerando como condig¢édo inicial as coordenadas da
colisdo, trocando apenas o angulo de incidéncia pelo angulo de reflexdo calculado. Temos
aqui uma diferenca importante em rela¢do ao problema da Se¢do de Poincaré: Enquanto
na Secéo, a determinacéio do ponto de intersecio da trajetéria da particula com a superficie
de Sec¢éo néo interfere na proépria integragio, nos Bilhares de A¢éo isso néo acontece, visto
que o ponto de intersecio da particula com o corte determinara a nova condigéo inicial.
Procedimentos usuais utilizados nos céalculos de se¢oes de Poincaré, como a interpolagdo
linear, levaram, nos Bilhares de A¢do, a um erro percentual na energia maior que 1 por
cento apdés um numero de colisées menor que 10. A solucdo foi encontrada em um artigo
de Henon [20] e encontra-se apresentada a seguir. O método de Henon, baseia-se em uma

transformacdo de coordenadas simples que nos permite alterar o passo de integragdo de
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tal forma que calamos, a menos do erro intrinseco do integrador, em cima da superficie de
secao desejada. Com a aplica¢do do método obtivemos um erro menor que 10~* por cento

na energia.

Considere um sistema auténomo definido por N equagoes diferenciais acopladas

d.’171

—-;lz— = fl(iL'l,...IN)

(1)

d
% = fn(z1,...2N).

Considere uma superficie de Sec¢do trivial, dada por znx = a. Queremos transformar as
equagdes diferenciais (1) de tal forma que a nova varidvel independente seja zn. Para

tanto dividamos as N — 1 primeiras equagoes pela ultima e invertamos a tltima equacio.
d:l?l . fl(ail,....”L‘N)
den  fn(z1,--2N)

d:L'N1 _ fN_l(.T],...:L‘N) (2)
dzn fn(zy,..zN)
dt 1

den  fn(zi,..xn)’
Numericamente integramos o sistema (1) até que S = zy —a troque de sinal, isto é, até que

cruzemos a Se¢do de Poincaré. Passamos entdo para o sistema (2) considerando o tltimo
ponto computado como condi¢do inicial e integramos somente uma vez com um passo de
integracao dado por

Azy = =8

Desta forma caimos, a menos dos erros do integrador, exatamente em cima da Secao de

Poincaré. Os sistemas (1) e (2) podem ser tratados simultaneamente fazendo-se K = g—:,
onde 7 € a nova variavel independente. Escrevemos entao
d.’L‘l
— = K fi(z4,...
7 filzy,..zN)
: : 3)
dzn i (
= Kfn(z1,..2N)
dr
dt
— =K.
dr
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Vemos que para i = 1 recuperamos o sistema (1) e para K = fLN recuperamos o sistema

(2).

O caso que nos interessa serd o de uma Secao de Poincaré geral, dada por
S(zyy...,zn) = 0.
Introduziremos uma nova variavel dada por
N1 = S(zy, .y TN), (4)

e somamos a equag¢ao diferencial correspondente a z 41,

dzni
dt

= fn+1(21, .2 N)

onde

oS
Ny = zijfia—wi,

ao sistema (1). Obtemos ent&o um sistema de ordem N + 1 com a Superficie de Se¢do dada
por Xny+1 = 0. Conseguimos entéo, acrescentando uma equagao ao sistema (1) reduzir o
problema da Se¢do S(z1,...,zn) = 0 ao problema da Secéo zny4+1 = 0 que é exatamente
o problema que acabamos de resolver. Assim basta empregar a técnica desenvolvida ao

sistema de equagoes ampliado.
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Apéndice 3

Sistemas Pseudo-Integraveis

Neste apéndice daremos, através de um exemplo, uma visdo sucinta dos sistemas
Pseudo-Integraveis. Consideremos um bilhar quadrado com os seus lados opstos identifi-

cados e com um obstéculo rigido, também quadrado no seu interior.

Fig Ap3.1 Bilhar no Toro com Obstaculo quadrado.

Esse sistema apresenta o seguinte parodoxo (dai o termo Pseudo-Integravel):Como a
particula colide elasticamente com o obstaculo segue que p2 e pi sao conservados. Como
pr?e pf/ estdo em involugéo o Teorema de Arnold-Liouville estabelece que o movimento da.
particula esta vinculado a um toro. Entretanto, como veremos a seguir, a particula nesse
bilhar estad vinculada a uma esfera de genus 5. Claramente alguma hipdtese do Teorema
de Arnold-Liouville esta sendo violada. Segundo o teorema, no caso bidimensional, dois
campos de vetores nao singulares no espago de fases podem ser construidos a partir das
constantes de movimento. O campo de vetor associado p? (raciocfnio analogo para pg)

sera dado por

., 0p2 Op:
v *(81),;"_ Oz ),
V =2p,z.

Esse campo de vetores é singular nos vértices do obsticulo quadrado do bilhar. A Figura

Ap3.2 mostra esse campo de vetores perto do vértice X do obstéaculo.
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Fig Ap3.2 Campo 2p,& perto do vértice X
Considerando o efeito dos demais vértices, pegamos cada pedaco de 270 graus e "en-
tortamos” em 90 graus. Tomando o cuidado de etiquetarmos os vértices, podemos, respei-
tando a continuidade, cola-los e geramos para o vértice X o seu campo de vetores. O indice
de Poinacré da sigularidade associada ao vértice X é —2. Como os quatros vértices pos-
suem a mesma singularidade, o indice total do obstaculo é —8. Pelo teorema de. Poinacré
o genus de uma superficie bidimensional est4 relacionado ao indice de Poincaré do campo

de vetores sobre essa superficie pela relacéo
1 . .
G:1—§P, 1sto é, G = 5.

Portanto, o fato dos campos de vetores gerados pelas constantes de movimento serem nao
singulares violou as condigoes do Teorema de Arnold-Liouville viculando o movimento da
particula nfio a um torus mas a superficies de genus maiores.

O efeito causador do caos nos sistemas Pseudo-Integraveis nao é portanto a divergéncia
exponenciual das trajetérias vizinhas, visto a inexisténcia desse fendmeno, mas o efeito
dos vértices do obstéculo sobre o movimento, gerando campos de vetores néo triviais. O
efeito de um desses vértices é melhor ilustrado pela figura Ap. 3.3. Nela vemos que os
vértices exercem efeito desfocalizador sobre um feixe de trajérias vizinhas gerando assim,

comportamento sensivel as consdi¢oes iniciais.

Fig Ap3.3 Efeito desfocalizador de um Vértice do Bilhar.
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