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Abstract

We present a trial wave function to describe systems formed from “He atoms. This function
is able to describe the system in the liquid and solid phases, it is translationally invariant
and satisfies the Bose-Einstein statistics. This wave function depends on a set of auxiliary
variables integrated all over the space and favors the exchange between particles, mainly at
higher densities where it is more important. We also calculated the equation of state and the
pair distribution function of the liquid and solid phases of the system and results are in good

agreement with the experimental data.

vi



Resumo

Apresentamos uma funcao de onda tentativa para descrever sistemas de dtomos de “He.
Esta funcao é capaz de descrever o sistema nas fases sélida e liquida, é translacionalmente
invariante e satisfaz a estatistica de Bose-Einstein. A func¢ao proposta depende de um conjunto
de variaveis auxiliares integradas em todo o espagco e favorece os processos de troca de particulas,
principalmente para densidades mais altas onde ela é importante. Calculamos a equacao de
estado e a funcao de distribuicao radial das fases liquida e sélida do sistema e obtivemos um

6timo acordo com dados experimentais.
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Introducao

1.1 O Sistema Fisico

O elemento quimico Hélio (He) é um dos mais leves da tabela periddica apresentando dois
isétopos, o “He composto por 2 prétons, 2 néutrons e 2 elétrons, e o *He que possui um néutron
a menos. O *He pode ser pensado como uma particula de spin semi-inteiro sendo assim um
férmion, e o *“He como uma particula de spin inteiro sendo um béson. Neste trabalho, estuda-
remos liquidos e sélidos formados por atomos de *He, elemento que foi descoberto na atmosfera
solar em 1868, através da observacao de uma das linhas de seu espectro eletromagnético. No
entando, apenas um ano depois, em 1869, esta linha espectral foi atribuida a um novo elemento
batizado entao de Hélio. Na Terra, o mesmo foi encontrado apenas em 1895 no interior de um
mineral, apesar de também ser encontrado na atmosfera terrestre com uma concentragao de

aproximadamente 1 parte em 200,000.

Atomos de Hélio interagem entre si através de forcas de van der Waals oriundas dos dipolos
instantaneos gerados pelas flutuagoes na densidade eletronica do atomo. Estas forcas geram

uma energia potencial responsdvel por estabilizar o sistema nas fases liquida e sélida. Devido
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a pequena massa dos atomos de hélio, o sistema apresenta um comportamento essencialmente
quantico. Num sistema classico, a temperatura absoluta 7' = 0 K, a energia cinética dos
atomos ¢é nula, porém do ponto de vista da mecanica quantica ela nao desaparece a esta mesma
temperatura, dando origem ao que chamamos de energia de ponto zero.

Para a maioria dos elementos descritos através da mecanica quantica, a energia cinética a
T = 0 K é pequena se comparada a energia potencial. Entretanto, para o hélio isso nao é
verdade. De fato, sistemas formados por atomos de “He permancem liquidos a T' = 0 K, a
menos que a pressao aplicada a eles seja superior a 25 atm, como pode-se notar no diagrama
da Fig.(1.1). Quando sélido, este sistema pode se encontrar em trés diferentes redes cristalinas,
hexagonal de empacotamento denso (hcp), cubica de face centrada fce, ou cubica de corpo

centrado bee, sendo que para temperaturas proximas ao zero absoluto o mesmo se encontra na

hexagonal de empacotamento denso, resultados estes obtidos através de difragao de raios-X.

Nota-se também neste diagrama a existéncia de duas fases liquidas separadas pela linha .
Isso ocorre pois a temperaturas suficientemente baixas, uma fracao macroscépica dos atomos
que formam o liquido ocupam o estado de momento igual a zero. Esta fase é denominada fase
superfluida ou He II, para diferenciar da fase liquida comum, que ficou entao conhecida como

He I. Note que, diferentemente de um gas ideal de bdsons nao interagentes, cujo estado fun-
damental é caracterizado por todos os atomos ocuparem o estado de momento igual a zero, na
fase superfluida do *He, devido & interacdo entre os 4&tomos, apenas uma fracao deles ocupa este
estado de uma particula. E fdcil entender que, conforme a temperatura aumenta, aumenta-se

também a excitacao dos atomos que compoe o sistema e a ordem superfuida é quebrada.

A descoberta de que havia uma transicdo entre duas fases liquidas no *He foi feita através de
medigoes de sua densidade e de seu calor especifico em funcao da temperatura. Para a densidade
notou-se que ela é maxima no ponto onde ocorre a transicao, também conhecido como ponto .

Este maximo é acompanhado por uma descontinuidade na derivada da densidade em relacao a
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Figura 1.1: Diagrama de fases do *He (from J. C. Group, Cornell) .

temperatura [Fig.(1.2)], indicando que, diferentemente da maioria das substancias, o volume do
“He superfluido aumenta com a diminuicao da temperatura. Quanto ao calor especifico, existe
também uma descontinuidade ao se passar pelo ponto A, como pode ser visto na Fig.(1.3). Além
disso, esta transicao nao é acompanhada de calor latente. Note que a curva do calor especifico
em funcao da temperatura apresenta uma forma similar a letra grega A, de onde vem o nome
da transicao.

O superfluido despertou o interesse dos fisicos por ser um exemplo de um quarto estado

da matéria, além de exibir a nivel macroscépico fendmenos regidos pelas leis da mecanica
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Figura 1.3: Calor especifico do * He a sua propria pressao de vapor em fungao da temperatura(3].

quantica. A titulo de exemplo, podemos citar duas propriedades do superfliido que nao sao
comuns a todos os liquidos, sendo estas a supercondutividade térmica e a superfluidez. A
supercondutividade térmica é caracterizada pela transferéncia de calor sem aprecidvel variacao

na temperatura do sistema, e a superfluidez pela propriedade do sistema fluir com viscosidade

quase nula.
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Neste trabalho, estudaremos sistemas formados por dtomos de *He & T = 0 K, no estado
fundamental, em suas fases liquida (superfluida) e sélida. Uma das grandezas que estamos
interessados ¢é a energia total E do sistema. Esta propriedade é obtida a partir da equacao de
Schroedinger que, em geral, nao apresenta solucao analitica, principalmente para um sistema
composto por muitas particulas interagentes. Neste caso, o estudo do sistema é feito através
de métodos que buscam uma estimativa de suas grandezas fisicas. O método utilizado neste
trabalho é o método variacional, que consiste em escolher uma funcao de onda tentativa que
apresente caracteristicas ja conhecidas do sistema. Se a escolha da funcao de onda variacional

for adequada, pode-se obter excelentes estimativas das grandezas fisicas do problema.

Como o sistema em questao é de muitos corpos, os avancos tedricos ocorrem geralmente

através de simulacoes computacionais utilizando, por exemplo, o método de Monte Carlo.

O método variacional de Monte Carlo (VMC) consiste em usarmos a teoria variacional ali-
ada ao método de Monte Carlo. A primeira pessoa a utilizar o método VMC para descrever um
sistema de dtomos de hélio foi McMillan em 1965 [4]. Neste trabalho McMillan utilizou uma
funcao de onda tentativa gerada a partir do produto de fatores de dois corpos, e concluiu que
tal funcao fornecia uma boa estimativa para a energia do estado fundamental do sitema apenas

na fase liquida.

Para descrever a fase sélida do sistema de atomos de hélio, em geral era necessario o uso
de uma funcao de onda tentativa gerada a partir da introdugao a priori das coordenadas dos
sitios de uma rede cristalina [5,6]. Fungoes de onda tentativa com essa caracteristica nao sao

eficientes para estudar a fase liquida do sistema.

Em 1988 foi entao criada uma classe de fungoes de onda tentativa denominadas funcoes de

onda sombra [7], que s@o construidas a partir de um conjunto de varidveis auxiliares, integradas
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em todo o espaco, responsaveis por fornecer correlacoes de todas as ordens entre as particulas
do sistema, e por este motivo a fungao de onda sombra é capaz de descrever tanto a fase liquida

quanto a solida do sistema fisico com uma tnica forma funcional.

Retornando ao método VMC, esta claro que o método fornece um limite superior para a
energia do estado fundamental do sistema ja que é baseado na teoria variacional, porém, pode-
mos utilizar a fungao de onda tentativa, otimizada através do método, para calcular grandezas
do sistema que nao a energia. Cabe ressaltar que estas outras grandezas nao apresentam carater
variacional, isto ¢, nada garante um limite superior para seu respectivo valor obtido através da

solugao exata do problema.

Neste trabalho iremos introduzir uma funcao de onda tentativa do tipo sombra, a fim de
estimar a energia do estado fundamental de um sistema de dtomos de *He através do método
VMC para diversas densidades do sistema. Iremos também calcular a equacao de estado das
fases liquida e sélida, a T'= 0 K, e obter a funcao de distribuicao radial de 4tomos de *He para

diversas densidades nestas duas fases.

No capitulo 2, serd apresentado o sistema que iremos estudar bem como a fun¢ao de onda
proposta neste trabalho e algumas funcoes de onda variacionais ja usadas para estudar o sis-
tema de dtomos de *He nas fases liquida e sélida. Optamos em manter um pequeno histérico
das teorias variacionais no corpo desta dissertacao, pois estes métodos, mesmo propostos ha
bastante tempo, ajudam a esclarecer a funcao de onda tentativa que ora propomos. No capitulo
3, serao apresentadas as propriedades fisicas do sistema que serao investigadas neste trabalho.
Detalhes do método que utilizamos sao apresentados no capitulo 4. Finalmente, nos capitulos

5 e 6, serao apresentados os resultados, as discussoes e as conclusoes obtidas.
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O Sistema Formado por Atomos de *He e

~

sua Descricao

Neste capitulo, apresentamos o Hamiltoniano que utilizamos para descrever o sistema e a
funcao de onda tentativa proposta para estudar o estado fundamental de sistemas formados
por dtomos de “He. Adicionalmente discutimos funcoes variacionais da literatura que sao de
importancia para a compreensao da funcao de onda proposta neste trabalho. Desta forma, na
secao 2.2, apresentamos um pequeno histérico de teorias variacionais para o estudo de sistemas
formados por dtomos de *He. Na secao 2.3, discutimos a funcao de onda sombra com niicleo
simétrico utilizada neste trabalho e sua motivagao. Por fim, na secao 2.4, apresentamos uma
forma mais simples de funcao de onda sombra que ja foi capaz de descrever com sucesso os

sistemas formados por atomos de hélio.

2.1 O Hamiltoniano do Sistema
O Hamiltoniano mais simples que descreve um sistema de N dtomos de *He é

N
H=-

h?
2m
He " i<j

Vit Y Vi), (2.1)
7



8 2.1 O Hamiltoniano do Sistema

onde my, é a massa do dtomo de “He, rij = |r; —r;| é a posicao relativa entre dois atomos nas
ico ; i /2 é o Laplaci d ir d icao do i-ési 3 fi
posicoes r; e rj, \/; € o Laplaciano tomado a partir da posigao do i-esimo atomo e, por fim,

V(r) é um potencial de interacao de dois corpos.

O potencial interatomico aqui utilizado foi obtido por Aziz e colaboradores[4], e apresenta

a forma abaixo,

N LAY

1 , — >D.
rm
Os parametros deste potencial sdo mostrados na Tab.(2.1) e um gréfico dele é apresentado
na Fig.(2.1). Apesar de importantes diferencas quantitativas, a forma deste potencial é bas-
tante parecida com a do conhecido potencial 12-6 de Lennard-Jones Fig.(2.1), sendo fortemente

repulsivo a curtas distancias e fracamente atrativo para valores de r grandes. Por completeza

a forma do potencial de Lennar-Jones é apresentada abaixo,

Vi) = tens | (£)" - ()]

onde ey = 1022 K ¢ 0 = 2.556 A [7]. As informagdes do sistema estao contidas em sua fungao
de onda total ¥, que depende da posi¢ao de todos os dtomos que o compoe, ¥ = W(R), onde
R = (r1,rs, ...,ryx) é a chamada configuragao do sistema. A energia total E pode ser obtida da

equagao de Schroedinger,

H ¥ (R)=E¥Y(R),
no entanto, a solucao analitica desta equagao para o nosso sistema nao é conhecida, de modo

que usaremos o método variacional para estudar suas quantidades de interesse.
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O método variacional consiste em propor funcoes de onda tentativa para descrever o pro-
blema fisico. Essas funcoes de onda tentativa Wr geralmente dependem de um certo niimero
de parametros variacionais, «, [, 7, ..., que sao ajustados de modo a minimizar o valor da

energia variacional Ey = Ey(«, 3,7, ...), definida por

[d*R U;(R)HU7(R)
JERVL(R)Y(R)

e que, como sera visto no préximo capitulo, fornece uma boa estimativa para o valor da energia

Ey = <H>\1/2T =

total £. Matematicamente, podemos escrever que os parametros variacionais sao tais que,

OEy 0By 0By 0
.

Cabe ressaltar que os parametros do potencial de Aziz nao sao parametros variacionais. En-

quanto os parametros variacionais sao ajustados para minimizar Ey , os parametros do potencial
foram ajustados por Aziz e colaboradores a fim de melhor representar os dados experimentais.
Nas secoes seguintes apresentamos a funcao de onda tentativa por nés proposta. Entretanto
como ja ressaltado inicialmente, discutiremos outras funcoes de onda da literatura que facilitam

a compreensao da nossa proposta.

Tabela 2.1: Parametros do potencial de Aziz[4].

A 0.5448504 x 105 €/kp 10.8K

o 13.353384 Cs  1.3732412
Cq 0.4253785 Cio  0.178100
o 2.9673A D 1.241314

2.2 Pequeno Historico de Teorias Variacionais

Nesta secao, apresentamos algumas fungoes de onda tentativa que ja foram utilizadas para

descrever o sistema formado por dtomos de *He em suas fases liquida e sélida. Além disso,
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Figura 2.1: Potenciais interatomicos para o *He em funcao da distancia relativa entre dois
datomos. A linha continua representa o potencial de Aziz e colaboradores [4], e a linha pontilhada

o potencial de Lennard-Jones.

elas ajudam a compreender a funcao de onda por nés proposta que sera apresentada na secao

seguinte.

2.2.1 Os Termos de Jastrow

No estudo de problemas de muitos corpos que interagem através de um potencial interato-
mico V(r) de dois corpos, a fungdo de onda do sistema em alguns casos pode ser aproximada
pelo produto de fungoes de um corpo com o efeito do potencial interatomico sendo tratado como
perturbacao ao Hamiltoniano de particulas livres. Este procedimento falha em problemas onde
o potencial é fortemente repulsivo, pois a equacao acima omite termos de correlacao entre as
particulas[5,6]. Jastrow e Bijl entdo propuseram que a fun¢ao de onda que descreve o sistema
apresentasse correlagoes entre as particulas, e que satisfizesse a condicao de se anular sempre

que qualquer par de particulas ficasse mais préximo que uma certa distancia 7y, ou ainda,

W(](R) ~ 0, rij < TQ. (22)
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De fato, a condicao acima deve ser satisfeita pelas autofungoes do Hamiltoniano sempre que
V(r) é fortemente repulsivo, como é o caso do potencial de Aziz. A maneira mais simples de
satisfazer a condigao (2.2) é escrever a fungao de onda como o produto de fatores de pares que

sao funcoes da distancia relativa entre as particulas,

U(R) ~ [] frip), (2.3)

i<j

onde os fatores f(r) sao definidos de forma a tender a zero quando r < rg, e a 1 quando r >> rq'.
Nossa fungao de onda, a ser apresentada na se¢ao seguinte, deixa de forma explicita este termo
de correlacao de pares, que é o termo mais importante quando correlacoes de todas as ordens

sdo consideradas.

A forma funcional de f(r) foi investigada por McMillan[7] em 1965 a partir da solucao do
problema de dois corpos no limite de pequenas separacoes entre os dois atomos. Aqui, o método
de Monte Carlo foi utilizado pela primeira vez no tratamento desse tipo de problema. A forma

de f que satisfaz as condi¢oes mencionadas no paragrafo anterior é dada por,

5
) = e uln), (2.4)

, . . . e . 5
onde b é um parametro variacional ajustado para minimizar a energia total, e u(r) = (g) :
O expoente do pseudo-potencial foi tratado por McMillan como um parametro variacional, na
otimizacao o valor 5 foi o que forneceu a menor energia variacional. Desta forma, a fungao de

onda tentativa do tipo Jastrow fica

U, (R) = ﬂe‘§<%)5. (2.5)

1<j

'Como o potencial interatdémico tende a zero para r — oo, uma dada particula nao é influenciada por outra
que esteja muito longe dela (r > rg), de modo que a fungao de onda deve ser aproximadamente constante nesta

regiao, esta constante foi convenientemente escolhida como sendo a unidade.
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O quadrado do fator de Jastrow f(r)? = e~%") ¢é formalmente igual a um fator de Boltzman
(") de modo que assim como ocorre num sistema cléssico, a distribuicdo de probabilidades

e AV
U?% deve apresentar pelo menos duas fases, uma desordenada (gés ou liquido) e uma ordenada

(sélido). Por analogia a func¢ao u(r) recebeu o nome de pseudo-potencial.

Pseudo Potencial de McMillan
4

r0.8
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0.8 / .
0.6

o6
//

L
ocooo

r0.4

0.4 )
0.2

0.2+
/

0
r/o

Figura 2.2: Fator de Jastrow com Pseudo-Potencial de McMillan.

Apesar desta funcao de onda tentativa descrever o liquido de forma satisfatéria, e de ser
capaz de cristalizar o sistema, as energias obtidas para esta fase sao muito mais altas do que

aquelas obtidas experimentalmente. Pela andlize do comportamento de f(r) em termos do
(2.2)), nota-se que quanto maior é este parametro, maior é

parametro variacional b (Fig.
também a regiao proibida a particula, ou ainda, maior é a regiao onde a funcao de onda se

anula. Deste modo para um valor de b grande o suficiente, as particulas ficam extremamente
localizadas e o sistema solidifica. Contudo, num sistema quantico, pelo principio de incerteza,
as particulas localizadas apresentam uma energia cinética elevada. Assim, é possivel entender
o fato de o sélido descrito por esta funcao de onda apresentar uma energia de ligagdo muito
maior do que aquela medida experimentalmente, ja que num sélido quantico, como é o caso
do “He, os 4tomos apresentam grande incerteza em sua posicdo. Conclui-se, entdo, que uma

funcao do tipo Jastrow, que depende explicitamente de fatores de correlacao de dois corpos, é
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eficiente unicamente para descrever o sistema na fase liquida.

2.2.2 Funcgoes de Onda de Nossanow-Jastrow

O kernel, a ser definido mais a frente, das func¢oes de onda sombra encontradas na literatura
¢ inspirado pelas fungoes de Nossanow-Jastrow propostas para descrever o sistema de atomos
de *He na fase sélida a partir da introducao a priori de uma rede cristalina. Esta funcao de
onda tentativa foi proposta como sendo o produto de uma funcao do tipo Jastrow por funcoes

de um corpo Gaussianas centradas em torno dos sitios da rede[8,9],

Uy s(R) =W, (R) [[ e CImtF, (2.6)

i=1
onde 1; é a posicao do sitio de rede ocupado pela i-ésima particula (i = 1,..., N), e ¥, é dada
pela Eq.(2.5). Note que na Eq.(2.6) cada particula estd ligada a um sitio da rede através de
uma Gaussiana centrada no mesmo, e que dessa forma a simetria de Bose inerente ao sistema
nao é preservada. Porém, para um sélido de *He, esta quebra de simetria nao parece ser tao
importante ja que os resultados obtidos através desta funcao de onda estao de bom acordo com
a experiéencia.

Apesar da troca entre as particulas nao ser frequente na fase sélida, a simetria de Bose é
uma caracteristica do problema, de modo que a funcao de onda do tipo Nossanow-Jastrow,
como apresentada na Eq.(2.6), é incapaz de calcular propriedades do sistema relacionadas a
esta simetria. A fim de superar este problema, uma forma simétrica de Nossanow-Jastrow
(SNJ) foi proposta em 2009 por Cazorla e colaboradores[10]. Nesta funcao de onda, ao invés do
1-ésimo atomo estar ligado apenas ao i-ésimo sitio de rede através de uma funcao Gaussiana,
cada atomo ¢ ligado a todos os sitios de rede da seguinte forma,

N
Usns(R) =W, R)J[D e bl (2.7)

7j=1 =1
note que o produto é sobre os sitios da rede enquanto que a soma é sobre as particulas, de

modo a evitar a miltipla ocupacao de um mesmo sitio de rede, caracteristica que levaria o
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sistema para uma fase liquida ao invés de uma fase sélida[10]. A funcdo de onda SNJ nao
forneceu energias menores que a funcao de Nossanow-Jastrow, ressaltando o fato de que a troca
de particulas nao é muito frequente na fase solida, contudo através dela é possivel calcular

propriedades do sélido que dependem explicitamente da estatistica de Bose-Einsten.

2.3 Fung¢ao de Onda Sombra com Kernel Simétrico (SKS)

Nesta secao iremos apresentar a funcao de onda tentativa do tipo sombra usada por nos

neste trabalho.

Diversas fungoes de onda tentaiva ja foram propostas para descrever o sistema de atomos
de *He. De um modo geral, estas funcoes de onda eram usadas para descrever ou a fase li-
quida ou a fase sdlida do sistema. Na fase sélida, usualmente estas funcoes dependiam da
introducao a priori de uma estrutura cristalina que quebrava a invariancia translacional que o
sistema deveria apresentar. Para evitar este problema, foi proposta uma classe de funcoes de
onda[11,12,13] capaz de cristalizar um sistema através da introdugao de correlagoes de todas
as ordens entre as particulas. Neste tipo de funcao de onda, as particulas interagem entre si, e
interagem também com um conjunto de variaveis auxiliares, que por sua vez também interagem
entre si, como se fossem particulas, dai o nome de particula sombra a essas varidveis. A funcao
de onda resultante, que recebe o nome de funcao de onda sombra, é obtida pela integracao
destas interagoes sobre o conjunto de variaveis auxiliares, e esta integragao é responsavel por

introduzir correlagoes de todas as ordens entre as particulas.

A funcdo de onda resultante depende unicamente das coordenadas dos atomos de “He. Neste

trabalho propusemos uma funcao de onda sombra como segue,

Usrs(R) = 15 (R) / 05 O(R. S)iu(S). (2.8)

onde S = (s, ...,8n) ¢ 0 conjunto das N varidveis auxiliares s; introduzidas, d>S = d®s,d>s,...d%sy,
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1y é o produto de fatores de Jastrow que correlacionam explicitamente os atomos, 15 0 pro-
duto de fatores que correlacionam as variaveis auxiliares, e # uma funcao chamada de nicleo
(ou kernel) que correlaciona os dtomos e as varidveis auxiliares. Esta funcdo de onda é capaz

de descrever tanto a fase sélida como a liquida com uma tnica forma funcional[11].

Neste trabalho, propomos uma fungao de onda tentativa do tipo sombra cujo nicleo (R, S)
acopla explicitamente cada atomo a todas as variaveis auxiliares, sendo portanto simétrico e

apresentando a seguinte forma,

OR,S) =D e Cm=F, (2.9)

k=1 I=1

onde C' é um parametro variacional. A idéia por tras de escolher este kernel é a de facilitar o
efeito de troca entre as posicoes dos dtomos de *He durante os célculos. Este ntcleo é remi-
nicente de um fator de localizagdo simétrico proposto por Cazorla e colaboradores[10], como

discutido na secao 2.2.2.

Nas fungdes de onda sombra da literatura[11,12,13] o kernel apresenta a forma 65(R,S) =
Hi]\il e'r“S”Q, e portanto acopla cada particula a apenas uma varidavel auxiliar. Sendo assim
é evidente que o nosso kernel, fornecido pela Eq. (2.9), aumenta a chance de ocorrer a troca
entre as posicoes de dois atomos do sistema.

Em nossa fun¢ao de onda tentativa, Eq.(2.8), temos dois termos de Jastrow, ¢; que corre-
laciona os dtomos e 1)g que correlaciona as variaveis auxiliares. O termo v, foi escolhido com o
pseudo-potencial de McMillan, e para o termo g fizemos simulacoes com dois pseudo-potenciais

diferentes, o de McMillan e o de Aziz reescalado. De modo que,

N
vs(S) = [[ e, sij =1Isi — ],

1<j
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w(s) = (%S)g o (2.10)
BV (as).

onde bg ou («, #) sdo parametros variacionais e V' é o potencial de Aziz. Note que o expoente do
pseudo-potencial de McMillan é diferende do da Eq.(2.5), isso por que, como dito anteriormente,
este expoente pode ser tratado como um parametro variacional, e ja é de nosso conhecimento
que para as variaveis auxiliares o expoente 9 fornece energias variacionais menores. A razao
para escolhermos o potencial interatomico de Aziz como o pseudo-potencial dos fatores de Jas-

trow que correlacionam as variaveis auxiliares fica mais claro a seguir.

Uma possivel interpretacao para a interacao dos atomos do sistema com estas particulas
ficticias, que por sua vez interagem entre si, é dada a partir da formulagao da mecanica quantica

através das integrais de caminho de Feynman[14] discutida a seguir e no apéndice III.

2.3.1 Integrais de Caminho de Feynman: Uma Motivacao da Funcgao
de onda Sombra

Propriedades importantes de um sistema de muitos corpos sao obtidas através de sua fungao
de partigao, que através das integrais de caminho de Feynman em tempo imagindrio[14], é escrita

como,

1 _8 _8
7 = m/di”R/di”Rl.../ngM Rle " |RY) .. (RM|e w7 |R).

Na equagao acima d*R = d®rid®ry...d*ry e Rt = (rf, 1}, ..., %) é a configuragao do sistema
em um certo t. A integral acima pode ser pensada como uma integral sobre todos os caminhos
que vao de uma configuracio R e voltam a ela (vide apéndice III), e de acordo com essa
interpretacao o caminho percorrido por um dado atomo ¢ é dividido em M pontos intermediarios

rl, e ao integrarmos sobre esses pontos intermedidrios temos a integral sobre todos os caminhos



2. O Sistema Formado por Atomos de ‘He e sua Descricao 17

fechados que partem de uma configuracao R e voltam a ela, desde que M seja grande o suficiente.
Neste limite vale a aproximagcao[15,16],
p g

p (Ri, Ri, M) = (Rle " [RY) = gy (Ri, Ri, M) e, (2.11)

onde V' é o potencial de interacao interatomico e py a matriz densidade da particula livre,

==

N
. . e )2
Po (RI,RJ,—) o He Clry, " —re 17,

Figura 2.3: Interacao entre polimeros com 4 monomeros, e a interpretacao da variavel sombra

como o centro de massa do polimero.

Na equacao acima, r,(f) é a posicao da k-ésima particula na i-ésima configuragao intermediaria.
A Eq.(2.11) é formalmente igual a fungao de particao de N polimeros formados por M + 1
monomeros, com cada posicao intermediaria de um dtomo representando um monoémero e o
caminho fechado representando um polimero[15,16], como ilustrado na Fig.(2.3). Pode-se en-
tao associar aos M pontos intermedidrios um centro de massa e flutuagoes em torno dele, e
assim podemos interpretar uma dada variavel sombra sy, como este centro de massa associado
a k-ésima particula, e a posicao rj desta particula como sendo uma flutuagao em torno desse

centro de massa [Fig. (2.3)]. A interacdo entre o centro de massa e as flutuagoes foi entao

escolhida variacionalmente como sendo Gaussiana, escolha suportada pelo fato de a interacao
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entre monomeros ser deste tipo [Eq. (2.11)]. Da mesma maneira, a interagao entre os centros
de massa foi escolhida variacionalmente como sendo do tipo Jastrow, escolha essa também re-
forcada pelo fato de monomeros em polimeros diferentes interagirem entre si com um termo

similar a um fator de Boltzman.

Podemos entao supor que as variaveis sombra, representando centros de massa ou valores
médios de posicao, interagem entre si com um carater um pouco mais aproximado ao de par-
ticulas cléssicas, isso porque a interagao entre polimeros, como acabamos de mencionar, se da
por um termo que depende do potencial de interagao interatomico. Dai MacFarland e colabo-
radores[13] propuseram uma fungao de onda variacional do tipo sombra cujo termo de Jastrow
das sombras apresentava o pseudo-potencial igual ao potencial interatomico de Aziz reescalado

por parametros variacionais « e (3,

N

0(8) = [J 7
1<j

Na secao seguinte apresentamos a primeira fungao de onda sombra encontrada na literatura a

fim de ajudar no entendimento da fun¢ao de onda sombra por nds proposta.

2.4 Funcao de onda Sombra na Literatura

Nos primeiros trabalhos envolvendo esta classe de fungdes de onda[11,12], o nicleo 6 foi
escolhido como o produto de gaussianas ligando a i-ésima particula a ¢-ésima variavel auxiliar
e, neste caso, a fungdo de onda resultante preserva a simetria de Bose devido a integracao
nas varidveis auxiliares. Os fatores de Jastrow foram escolhidos com o pseudo-potencial de

McMillan da Eq.(2.5), e dessa forma obtem-se,

N ( by )5 N N be \O
Us(R)=[]e *\™ /d3SH i || ) (2.12)

i<j k=1 I<m
Os parametros variacionais b, e b, estao relacionados aos fatores de Jastrow dos atomos e das

sombras respectivamente, e o parametro variacional C' com a interagao entre atomos e variaveis
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sombra. Em segoes anteriores foi visto que uma funcao do tipo Jastrow era capaz de solidificar
o sistema para um valor do parametro b muito alto, o que gerava um sélido cujos atomos eram
muito localizados, diferentemente do que se espera para um sélido quantico. Com a introducao
das variaveis sombra, pode-se escolher o parametro b, alto o suficiente para fornecer a interacao
necessaria para a solidificacao do sistema, enquanto deixa-se b, baixo o suficiente para os ato-
mos apresentarem as caracteristicas de um cristal quantico. A cristalizacao dos atomos é entao

imposta pelo acoplamento existente entre os a&tomos e as variaveis auxiliares através do nicleo 6.



Propriedades Fisicas do Sistema

Neste capitulo, apresentamos as propriedades relevantes de um sistema formado por atomos
de *He e que foram estudadas neste trabalho. Na secdo 3.1, apresentamos a energia de ligacao
por atomo e sua estimativa através da energia variacional. Na secao 3.2, mostraremos como
obter a equagao de estado do sistema e como a partir dela podemos calcular as densidades de
solidificacao e fusao do *He a T' = 0 K. Na secdo 3.3, apresentamos a funcao de distribuicao de
pares que estd associada a estrutura do sistema. Por fim, na secao 3.4, discutimos como a fracao
de condensado ¢ calculada, grandeza essa que indica se o sistema apresenta ou nao condensacao
de Bose-Einstein. No momento o calculo da fracao de condensado, que da o nimero relativo
de particulas no estado de momento zero com respeito ao niimero total de particulas, esta em

andamento.

3.1 Energia Variacional

A energia variacionl Ey do sistema é definida como o valor esperado do Hamiltoniano

calculado a partir da fungao de onda tentativa Wgxg(R),

[ PRV sHVsks
By = (H) =
J PR
20

(3.1)
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Pode-se mostrar que a expressao acima fornece um limite superior para o valor da energia do
estado fundamental do sistema fisico. Além disso, uma dada variacao na funcao de onda do
estado fundamental fornece apenas corre¢oes de segunda ordem no valor de sua energia [17]
(vide Apéndice I). Desta forma, se escolhermos uma fungao de onda tentativa que satisfaga da
melhor maneira possivel as caracteristicas do sistema que ja conhecemos, a energia variacional

pode fornecer uma boa estimativa para a energia do estado fundamental Ej.

Como visto no capitulo 2, essas funcoes de onda tentativa dependem de parametros variaci-
onais o, 3, 7,..., que devem ser ajustados de modo a minimizar o valor da energia variacional
Ey, fazendo com que esta se aproxime de Fy. Matematicamente, pode-se escrever esta condi¢ao
da forma: abaixo,

oky O0Fy OFEy

A partir da Eq.(3.1), podemos escrever a energia variacional de uma forma mais conveniente,

_ 5o o e VIR)OR,S1)O(R,Sy)hs(S1)vs(S2) Hs(R)I(R, S2)vhs(S2)
EV_///d R &5 &5, = fd?’R’\I%KSS - \I/JJ(R)Q(R, 32)%5@2) -

- ///d3R d*Sy d*Sy p(R,S1,S2)EL(R, Sy), (32)
onde,
~ YPI(R)I(R, S1)0(R, S2)15(S1)1s(S2)

R,S.,S,) = E(R.S,) =
p( sy D1 2) fng/\Ij%KS € L( 3 2)

Hy;(R)O(R, S2)1s(S2)
¥;(R)O(R, S2)1hs(S2)

sao, respectivamente, a densidade de probabilidade de o sistema se encontrar na configuracao
(R,S1,S3) e a chamada energia local associada a esta configuragao. O segundo conjunto de
varidveis auxiliares Sy ¢ introduzido pois ¢ necessdrio considerar W%, no cdlculo. A integragao

nas variaveis (R, Sq, Sq) é feita de forma simultéanea, de modo que uma configuragao do sistema
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¢é dada efetivamente por um conjunto de 9N coordenadas.

O calculo analitico do valor esperado da Eq.(3.2) nao pode ser feito no problema que estamos
tratando. Neste trabalho, este céalculo foi feito através do método de Monte Carlo. Este método
consiste em sortear M configuragoes a partir do espaco de todas as configuragoes possiveis
de modo que uma dada configuracao (R;, S1;,Se;) (1 = 1,2,3,...) ocorra com probabilidade
p(Ri, S1i, So;). O sorteio destas configuragoes é feito através do algoritimo de Metropolis (vide
Apéndice IT). Sorteadas as M configuragoes, uma estimativa para o valor da energia variacional

Ey é dada pela soma

M
1
By ~ Vi ; Er(Ri, Sai). (3.3)

A estimativa do valor variacional é mais precisa quanto maior for o valor de M, sendo igual a
este valor para M — oco. A fim de melhorarmos nossa estatistica, o calculo acima pode ser feito
considerando as energias locais associadas aos dois conjuntos de variaveis auxiliares E7(R;, Sy;)

e EL(R;,Sy;), que s@o absolutamente equivalentes, como veremos no capitulo seguinte.

3.2 Equacao de Estado

As equacoes de estado das fases solida e liquida que iremos considerar neste trabalho relaci-
onam a energia F e a densidade p do sistema, ou o volume V' dado que o ntimero de particulas
¢é fixo. Nossos cédlculos sao feitos a temperatura 7" = 0 K. Na fase liquida, ajustamos nossos

dados ao polinomio de terceiro grau,

> N2 o \3
—~ =40+ By (p Po) + Co (p p0> ; (3.4)

N Po Po

onde Ay, By, Cy e pg sao coeficientes obtidos através do ajuste dos resultados. Note que o termo
de primeira ordem em p é nulo, pois a expangao foi feita em torno da densidade de equilibrio p
onde a pressao do sistema é nula. Da mesma forma, escrevemos uma equacao de estado para a

fase sélida,
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E p—p\’ p—p\’
Z A +B e, , 3.5
N ' 1( P1 ) 1( P1 > (3:5)

com Ay, By, C; e p; também sendo coeficientes obtidos através do ajuste dos resultados. E
de crucial importancia entender que a Eq.(3.4) s6 pode ser usada para descrever o sistema em
sua fase liquida, e que da mesma maneira a Eq.(3.5) s6 pode ser usada para descrever sua fase
solida, de modo que nenhuma das duas pode ser usada na descricao da regiao de coexisténcia
entre as duas fases. Ou ainda, se aumentarmos a densidade do sistema, a partir de um valor
inicial onde ele estd na fase liquida, chegaremos numa densidade p; a partir da qual ele comeca
a solidificar, e se continuarmos a aumentar a densidade, chegamos a uma densidade p,, a partir
da qual o sistema se encontra puramente na fase sélida, e deste modo a Eq. (3.4) é apenas
valida para p < py, enquanto a Eq.(3.5) é apenas vélida para p > p,,. Obviamente p; é a

densidade de solidificacdo (freezing) do sistema e p,, a de fusdo (melting), ambas a T' = 0 K.
Para calcularmos os valores de py e p,, usamos que a transicao liquido-sélido ocorre a pressao

constante e, como numa transformacao a temperatura e nimero de particulas constante, a

pressao do sistema é dada por,

onde V = N/p é o volume do sistema e ¢ = E/N é a energia por particula. Podemos entao

Oe Oe
2= S : 3.6
& <3P>ppf g <8p> o (36)

Vale ressaltar que na equacao acima, a derivada no membro da esquerda é tomada a partir da

escrever

Eq.(3.4) e no membro direito a partir da equagao Eq.(3.5) e, desta forma, podemos garantir que
pf € pm sao mesmo as densidades de solidificagao e de fusao e nao qualquer par de densidades

contidas no intervalo [pf, ], onde a relacdo de mesma pressao também é vélida.
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No entando, a Eq.(3.6) sozinha nao ¢é capaz de fornecer py e p,,. Contudo, como a transicao

Oe

ocorre a pressao constante P = p? (a_p) podemos dizer que uma dada variacao AE na
p=ps

energia esta relacionada a uma variagao AV no volume por,

v P/ p=py A(l) P/ p=p;

e entdo, se definirmos €7 = €(p = py) € €, = €(p = pm), podemos facilmente obter,

Oe 1 1
€Em — €f = — 2 <_> ( - ) ) 3.7

as Eqs.(3.6) e (3.7) juntas formam um sistema de equagoes de onde podemos calcular ps € py,.

3.3 Funcao de Distribuicao de Pares

A funcao de distribuigao de pares g(r), também conhecida como distribui¢ao radial, é uma
medida da probabilidade da posicao relativa dos atomos que compoe o sistema fisico, estando
assim associada a estrutura dele. Mais precisamente, g(r) fornece a probabilidade de que a dis-
tancia relativa entre um par de atomos seja r, com respeito a uma distribuicao completamente

aleatdria a mesma densidade|[18].

Para um sistema com N atomos a uma densidade p, esta funcao é dada por,

N N

1

9(r) = N—p<226<ri—rj—r>> . (38)
=1 g Vs

Cabe ressaltar que a Eq. (3.8) é um valor esperado calculado a partir da fungdo de onda

tentativa Wgkg. Explicitamente, escreve-se esse valor esperado da seguinte forma

. fd3R Uors (Zfil Z;\;Zé(rz —r;— I‘)) Vsks
- N_p J BRI g

g(r)
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. 1 /ng \IJ%KS iié(r'_r'_r) _
Y. JBR Wy \ & 2T T )

=1 j#i

Np///d3Rd351 d*Sy p(R, Sy, S,) (ZZ& —I'j—r)>,

1=1 j#i

onde p(R,S1,S2) é a probabilidade associada & energia variacional [Eq.(3.2)]. Analogamente,

podemos definir a distribuicao radial para cada configuracao de variaveis auxiliares como,

g(s Np///d3R Sy d*S, p(R,S1,Ss) (ZZ& S1i — )) .

i=1 j#i

Através do método de Monte Carlo geram-se M configuragoes (R;, Sy;, So;) sorteadas a
partir do espago de todas as possiveis configuracoes de acordo com a probabilidade p, e faz-se

a estimativa

g(r) = NpM (ZZ5 — Iy — 1’)) 5

=1 Jj=1 k#j i

0= Kaar 3 (S L0 9)

J=1 k#j

onde o sub-indice ¢ indica que o sistema se encontra na configuracdo (R, Si;,S2;). Numa
simulagao, para cada uma das configuragoes geradas pelo método, conta-se a quantidade de
pares a uma dada distancia r relativa a outro atomo, e entdo a normalizacao é feita pelo
nimero de atomos, pela densidade do sistema e pela quantidade de configuragoes geradas. Vale
ressaltar que g(s) também pode ser calculada com o conjunto Sy de varidveis auxiliares, pois

como acabamos de mencionar os conjuntos S; e Sy sao equivalentes em nossos calculos.

3.4 Fracao de Condensado

O “He a temperaturas suficientemente baixas se torna superfluido, como indicado no dia-

grama de fases da Fig.(1.1), e que neste estado da matéria uma parte macroscépica dos atomos
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ocupa o estado de momento k& = 0 (condensagdo de Bose-Einstein). A fragdo de condensado
nada mais é do que a razao entre o nimero de particulas que encontram-se no condensado e
o numero total de particulas do sistema. O estado fundamental de um gas ideal de bdsons é
aquele onde todas as N particulas que compoe o sistema ocupam o estado de momento igual
a zero. Porém no caso de um liquido de *He, onde os dtomos interagem fortemente, no es-
tado fundamental ha ocupagao de estados de k& # 0. Contudo quando o sistema se encontra
superfluido apenas o estado de momento k& = 0 apresenta uma ocupagao macroscépica[l9].

Foram Pensore e Onsager[20] em 1956 que criaram um critério para verificar se sistemas
compostos por particulas que interagem fortemente entre si se encontram na fase superfluida.
Este critério foi construido em torno da matriz densidade do sistema, de modo que antes de
apresenta-lo é necessario definir o conceito de matriz densidade.

Para um sistema a uma temperatura absoluta 7' = 0 K descrito por uma funcao de onda

U(R) essa matriz densidade é definida como segue

p(R7 R/) = \P<R)\Ij*(RI> = p(rla o, ... rN’r/b I‘/2, ) r/N) (39)

A expressao que contém a informagao que procuramos é a da matriz densidade de um corpo,
definida como trago da Eq. (3.9) sobre a posigao de todas as particulas menos uma, digamos a

primeira,

p1(ry,ry) :N/.../d3r2...d3rN,o(r1,r2,...,rN|r’1,r2,...,rN). (3.10)

A matriz densidade de um corpo definida pela equagao acima é a representacao em coordenadas
do operador de von Neumann reduzido o, cujos autovetores, para um gas ideal, sao os estados
estacionarios de uma particula e seus respectivos autovalores sao o niimero de particulas nestes
estados[20]. Desta forma define-se um sistema com fragao de condensado como aquele cujo
maior autovalor de o7 nao é desprezivel comparado ao niimero total de particulas compondo o
ist P ‘H be- tad i ] d a0 é 1
sistema. Para o “He em repouso, sabe-se que o estado com maior niimero de ocupacao é aquele

com momento k = 0, sendo n; o nimero de particulas ocupando o estado de momento igual a
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k, segue entao que

o1 k) = ng [k) = (r1] o1 k) = ny, (r1k) = /dgﬁ eik‘rllpl(r,17r1) = nye’*T

Para um liquido homogéneo e isotrépico a matriz densidade de um corpo sé pode depender da
distancia relativa r = r| — ry, ou seja p; = p1(r), e deve tender a uma constante para r — oo,

desta forma,

me= [ @ o) = Vorloo)si) + [ dr ¢ [pu(x)  pa(oo)].

onde p;(00) = lim, 00 p1(r) e V é o volume do liquido. Note na expressao acima uma fungao

delta em k = 0 de modo que a fracao de particulas no estado de momento igual a zero é

V

fo= Nm(@@)- (3.11)

No método de Monte Carlo o calculo da fragao de condensado f; consiste em obter p;(r) e
extrapold-la para r — oo. Substiruindo rj = r; + r na Eq. (3.10) segue que,

f deTQ...dng \I/SKS(I'l,I‘Q, ...,I‘N)\IJSKs(I'l +I‘,I‘2, ...,I‘N)

pr(r) = [ BRVZ(R) -

_ /d37'2 d3 \I/SKs(I'l,I‘Q, ...,I'N)2 \I[T(rl +r,ro, -'-7rN) —
JBRYL4(R)  Vggs(ry,ra, ..., Ty)

= ///d3R d351 dSSQ p(R S, Sg)wj(rl +I‘,I‘2,...,I‘N)9(I‘1 —|—I',I‘2,...,I‘N;S2) ~

wJ(rlv Iy, ..., I'N)e(rl, s, ...,InN; SZ)

—Z (1/1J ry+r,ro .., ry)0(r; + 1,19, ...,I’N;SQ>)

Yy(ry,ro, ..., rN)0(r1,Te, ..., TN; S2)
onde p(R,S1,Ss) é a den81dade de probabilidade definida na Eq. (3.2) e a soma é sobre as M
configuracoes (R, S1,S2) geradas através do método de Monte Carlo. Novamente, ressaltamos
que este calculo também pode ser feito levando em conta o conjunto S; de variaveis auxiliares

ou sombra.
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Neste capitulo, apresentamos os métodos utilizados para calcular as grandezas fisicas dis-
cutidas no capitulo anterior, a condicao de contorno por nés utilizada e o método da minima

imagem.

4.1 Condicoes Periddicas de Contorno e o Método da

Minima Imagem

Nossa caixa de simulagao ¢é constituida por N = 108 atomos quando simulamos o liquido e
N = 180 atomos quando simulamos o sélido, escolhemos esse niimero de atomos pois a confi-
guragao inicial da fase liquida foi escolhida como uma rede fcc, e a configuracao inicial da fase
solida uma rede hep, como explicado mais adiante. Obviamente, o nimero de &tomos em nossa
caixa de simulacao é muito menor do que o nimero de a&tomos num sistema fisico geralmente en-
contrado em laboratorio. Além disso, os efeitos de superficie, gerados pelas colisdes dos dtomos

com as paredes da caixa de simulacao, sao muito relevantes num sistema com tao poucos atomos.

Utilizamos condicoes peridédicas de contorno a fim de simularmos efetivamente um nimero

maior de particulas, essencialmente um numero infinito, e de nao levarmos em conta os efeitos
28
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de superficie. Estas condi¢oes de contorno consistem em replicarmos isotrépicamente, em todas
as direcoes, nossa caixa de simulacao ao longo do espaco. Em cada réplica temos uma copia
fiel da caixa de simulacao original. Deste modo, sempre que uma particula sai de uma caixa
de simulacao, uma de suas imagens deve entrar, mantendo-se assim constante o numero de
particulas dentro de cada caixa. Dessa forma, efetivamente simulamos um sistema com um
nimero infinito de particulas, e nao precisamos levar em conta os efeitos de superficie, ja que
colisoes entre atomos e as paredes da caixa deixam de existir. Na Fig. 4.1 apresentamos uma

ilustracao das condic¢oes periddicas de contorno em 2 dimensoes.

O
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Figura 4.1: Condicoes periodicas de contorno aplicadas a um sistema bidimensional com 4

particulas. Note o método da minima imagem sendo aplicado as particulas circuladas[21].

Para evitarmos considerar interacoes entre particulas que nao existem em nossa caixa de
simulagao, usamos o método da minima imagem que funciona da seguinte maneira: Imagine
que nossa caixa de simula¢ao tenha dimensoes L,, L, e L., ao longo dos eixos cartesianos z, y
e z respectivamente. Se o vetor posicao relativa r;; = r; — r; entre um dado atomo ¢ e outro
j for tal que ou r;j, > L,/2, ou ry, > L, /2, ou vy, > L,/2 fazemos 1o, — 7ijo — nL,, onde
a =z ouy ou z, en é o menor nimero inteiro que torna r;;, < Lo/2. O procedimento feito
com as componentes de r;; também ¢ feito com as demais componentes das posigoes de todas

as particulas sempre que as mesmas sao deslocadas durante a simulacao.
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4.2 Simulacoes

A simulagao em si é dividida em duas etapas, a equilibracao e a produgao. Na equilibragao,
valores de energia sao utilizados apenas como uma indicagao da convergencia da energia esti-
mada. A fase de equilibrio s6 é feita para o resultado final nao depender da configuracao inicial
escolhida. E na producao que as grandezas sao acumuladas para serem feitas as estimativas.
As simulagoes foram feitas com 8 mil passos de equilibrio e 200 mil de producao. Em principio,
as simulagoes poderiam iniciar a partir de uma configuragao inicial aleatéria. No entanto, com
essa escolha demanda um intervalo de tempo maior para o sistema atingir o equilibrio, ja que

a chance de duas particulas estarem muito préoximas aumenta.

Na fase liquida, apesar dela nao apresentar uma rede cristalina, a configuracao inicial foi
escolhida como uma rede fce, pois assim o sistema atinge o equilibrio mais rapidamente. Além
disso a simulacao foi feita com N = 108 atomos. Para fase sélida, a configuracao inicial do

sistema foi uma rede hcp utilizando N = 180 atomos.

Durante a simulagao, fazemos o calculo da energia variacional e da funcao de distribuigao
radial da maneira que apresentaremos nas secoes seguintes. O calculo da energia variacional
é feito estimando o valor esperado do Hamiltoniano com respeito a fungao de onda sombra de
kernel simétrico como discutido anteriormente [Eq.(3.1)]. Sabemos que o Hamiltoniano pode
ser escrito como a soma de um operador energia cinética 1" e um operador energia potencial V',
ou ainda H = T + V. Desta forma, o que fazemos de fato é estimar o valor esperado de T e
V', a soma dos dois nos fornece uma estimativa da energia variacional. A estimativa da energia
cinética T ¢ feita de duas maneiras diferentes, a serem apresentadas no capitulo seguinte, de
modo que a comparacao dos resultados de T' pelos dois métodos nos fornece uma maneira de

verificar se nossa simulacao estd sendo feita corretamente.

No inicio da simulacao, acumulamos os valores do potencial de Aziz e das derivadas espaciais
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da funcao de onda para diversas possiveis configuragoes em uma tabela, de modo a facilitar o

calculo das energias cinética e potencial ao longo da simulacao.

O calculo da funcao de distribuicao radial é feito através da construgao de um histograma
que indica o nimero de pares de particulas cuja distancia relativa se encontra em uma deter-

minada faixa de valores, da forma apresentada no decorrer do capitulo.

E claro que tanto para a estimativa da energia variacional, quanto para o cédlculo da fungao
de distribuigao radial precisamos gerar diversas configuragoes (R;, S1;,S2;), e de fato em cada
passo geramos uma nova configuracao, de modo que na producao geramos 200 mil configuracgoes
de onde faremos as estimativas da energia variacional e da funcao de distribuicao radial. Cada
uma destas configuracoes é gerada através do algoritimo de Metropolis discutido no apéndice
I, que consiste em deslocar todas os atomos, ou variaveis auxiliares, um a um obedecendo a
probabilidade relativa entre a configuracao antiga e a nova. Em nossa simulacao, obtivemos
novas configuragoes deslocando independentemente os elementos dos conjuntos R, S; e Sy de
uma dada configuracao e, além disso, notamos que se para cada duas vezes que alteravamos
o conjunto dos atomos alterassemos trés vezes o conjunto de varidaveis auxiliares, obtinhamos
uma convergéncia mais rapida, foi entao o que fizemos. Cabe aqui ressaltar que como a funcao
de onda depende unicamente da posi¢ao dos atomos, fazemos os calculos referentes a energia
variacional apenas quando alteramos o conjunto R. Nas sec¢oes seguintes seguem mais detalhes

sobre os céalculos.

4.3 Energia Variacional

Nossa estimativa da energia de ligacao de um sistema formado por dtomos de *He foi feita
através do célculo da energia variacional Ey dada pela Eq.(3.2). Vimos no capitulo anterior
que o célculo analitico da energia variacional é impossivel para o sistema em questao e, por isso,

usamos o método de Monte Carlo para estimar esta grandeza através da Eq.(3.3). Para tanto,
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precisamos selecionar M configuragdes (R, S1;, So;) dentro do espago de todas as configuragoes
possiveis, de acordo com a probabilidade p(R,S;,Ss), e calcular a média da energia local
Er(R;,Ss;). Porém, a fim de melhorarmos nossa estatistica, calculamos a média da seguinte

forma,

1
Ey = - (EL(R;,S1;) + EL(R,, SQi)>\IJQS ;

2 KS
onde () indica que a média foi tomada nas M configuragoes. A amostragem destas M confi-
guracoes ¢ feita através do algoritimo de Metropolis, vide apéndice II. Em nossa simulacao, a
producao foi feita com 200 mil passos, o que significa que geramos 200 mil configuracao através
do algoritimo de Metropolis. Obviamente, esta estimativa apresenta um erro estatistico dado

por

(2 A (EL(R, Sy) + EL(Ri, Sa)) — Ev]” 2
op = MGT—1) .

Para determinar a energia variacional, precisamos ajustar os parametros variacionais de nossa
fungao de onda, C' e b, bg ou (a, ), de modo a minimizar o valor da energia variacional. O
ajuste é feito considerando varios conjuntos de parametros variacionais, variando um parame-
tro por vez, e escolhendo o conjunto que fornece a menor energia variacional. Utilizamos esse
procedimento para 4 diferentes densidades nas fases liquida e sélida. Os resultados desta quan-
tidade e das demais que mencionamos neste capitulo serao apresentadas no proximo capitulo

deste trabalho.

4.3.1 Equacao de Estados e Densidades de Solidificagcao e Fusao

Ajustamos os resultados de energia variacional em polindmios do terceiro grau a fim de
obtermos as equagoes de estado do sélido e do liquido. Utilizamos o polinomio da Eq.(3.4) para
ajustar os dados obtidos para a fase liquida, e o polinomio da Eq.(3.5) para ajustar os dados
obtidos para a fase sdlida. Para obtermos as densidades de solidificacao e fusao, resolvemos o

sistema formado pelas Egs. (3.6) e (3.7).
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4.4 Funcao de Distribuicao Radial

A estimativa da funcao de distribuicao radial é dada pela equagao,

o) = o3 (ZZMrj—rk—r)) , (4.1)

i=1 \j=1 k#j ;

para distribuicdo dos dtomos de “He. O sub-indice i indica que o sistema se encontra na
configuragao (R;, Sq;,S2;). Na equacao fazemos a média nas M configuragoes R; geradas pelo
algoritimo de Metropolis. Este célculo ¢é feito através de um histograma onde acumulamos o
valor 1 sempre que um par de particulas esteja a uma distancia relativa r;, tal que r < 7, <
r + Ar, onde Ar é a largura de cada coluna do histograma. O célculo desta grandeza nao
depende explicitamente das variaveis S; e S,. E registrado entdo o nimero n(r) de pares de
atomos presentes nesta configuracao que estao distantes uns das outros de um valor entre r e

r 4+ Ar. O histograma n(r) nos d4 uma estimativa de g(r) através da expressao

n(r)
r) = .
9(r) Arr?ArNp

Construimos nosso histograma escolhendo Ar = 0.04¢, onde ¢ é o parametro de Lennard-Jones
para atomos de hélio e vale 2.556A. Em nosso trabalho todas as grandezas espaciais estao em

unidades de o.

Para o célculo de g(s) o argumento da fungdo ¢ da Eq.(4.1) é dado por (s1; — s — ), ou
equivalentemente por (sg; —So; —s). A média destes dois valores fornece o menor erro estatistico

para esta quantidade. Aqui nao ha dependéncia explicita das configuracoes R;.
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Neste capitulo, apresentamos e discutimos os resultados obtidos com a funcao de onda
sombra de kernel simétrico. Os resultados aqui obtidos serao comparados com resultados ex-
perimentais e também com aqueles obtidos através da funcao de onda sombra cujo kernel nao

¢ simétrico[13].

Iremos nos referir a nossa funcao de onda de duas maneiras dependendo do pseudo-potencial
utilizado [Eq.(2.10)]. A chamaremos de SKS + M(S) sempre que o termo de Jastrow das

sombras for com pseudo-potencial de McMillan, ou seja,

\IngS(R) _ ﬂeé(rfﬂ) /d3S (ﬂie—ch‘l—SkP) ﬁ 67<sl:—fn)9’ (51)

i<j k=1 I=1 m<n

e SKS+ A(S) caso o termo de Jastrow das sombras tenha o potencial de Aziz reescalado como

pseudo-potencial,

A o a 7%(%)5 3 Y —Cr;—si|? a —BV(asmn)
Uiks(R) = He as HZ@ H e : (5.2)

1<j k=1 1=1 m<n

Na secao 5.1, apresentaremos os resultados relacionados a energia variacional por particula

34
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e sua equacao de estado. Na secao 5.2, discutimos os resultados relacionados a funcao de

distribuigao de pares g(r) e g(s).

5.1 Energia Variacional e a Equacao de Estado

Como visto, a fung¢ao de onda tentativa depende de parametros variacionais que devem ser
ajustados de forma a minimizar a energia variacional. Os parametros 6timos para as funcoes

de onda SKS + M(S) e SKS + A(S) encontram-se nas Tabs (5.1) e (5.2) respectivamente.

Tabela 5.1: Parametros Variacionais da funcao de onda SK S+ M (S) para diferentes densidades
do sdélido e do liquido

p(o™®) blo) bs(o) C(07?)
‘He Liquido  0.365 1.13 1.29 5.1
‘He Sélido  0.491 1.08 133 6.3

Tabela 5.2: Parametros Variacionais para a funcao de onda SKS + A(S) para diferentes den-

sidades do sélido e do liquido.

(po*) blo) Cla?) BIKY) a(A)
0.340 112 60  0.058 0.883
0.365 112 6.0  0.060 0.883
0416 110 6.6  0.074  0.890
0431 110 68  0.068 0.893

“He Liquido

0.468 1.07 6.2 0.100  0.875
“He Sélido  0.500  1.09 6.2 0.070  0.875
0.551 1.09 6.4 0.060  0.875
0.589 1.11 6.7 0.060  0.890

Otmizamos apenas uma densidade para no sélido e no liquido para a fungao de onda SK.S+
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M (S) pois o pseudo-potencial das varidveis auxiliares na fungao SKS + (AS) descreve melhor
o sistema[12,13]. Utilizando os parametros das Tabelas (5.1) e (5.2), foram obtidas as energias

variacionais por particula, que podem ser escritas da seguinte maneira

By T . %

N N N’
Na equacao acima, T é a energia cinética variacional, V' a energia potencial variacional e
E =T +V é uma estimativa da energia de ligacao. Os resultados para essas energias, para
o sélido e para o liquido seguem nas Tabelas (5.3) e (5.4), tanto para a fungao SKS + M(S)
quanto para a SKS + A(S), onde Tjr e Tpp sao a energia cinética do sistema cédlculadas a
partir de dois métodos diferentes, o de Jackson-Feenberg[22] e o de Pandharipande-Bethe[23]
respectivamente. Se o valor dessas energias sao iguais dentro do erro, temos uma indicacao
de que o programa esta funcionando corretamente. Seguem abaixo as expressoes destas duas

energias cinéticas,

1
TJF:§<TPB_2mH6 / d3RZ Wsxs(R ><viwsm<R>)) e
G -
Trp = — mHe/ng E Usks(R) Vi Usks(R).

i=1
Os dados das Tabelas (5.3) e (5.4) foram colocados em um gréfico da energia em funcao da

densidade, Fig. (5.1), junto com resultados experimentais.
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po*  Tu/N(K) Tps/N(K)  V(K)/N  By/N(K)

0.340 13.01 £0.03 13.00+0.05 —19.48 +£0.02 —6.47+0.04

e Liquido 0.365 14.53£0.03 14.52+0.04 —-21.03+0.02 —-6.50=+0.03
0.416 17.89£0.06 17.88 +£0.06 —23.96=+0.04 —6.09=+0.03

0.431 19.40+=0.05 19.39+£0.05 —-25.27+0.03 —-5.88+0.04

0.468 24.59+£0.01 2458 +£0.02 —-29.74+0.02 -5.16=+0.03

1He S6lido  0.500 26.56 +£0.01 26.514+0.03 —31.26+0.06 —4.75+ 0.06
0.551 31.76 £0.01 31.77+0.02 —-35.34+0.03 —3.56=+0.03

0.589 36.43+0.01 36.42+0.03 —-3845+0.02 —-2.03+0.01

Tabela 5.3: Energias variacionais para a fungao de onda SK.S + A(S) em funcao da densidade.

Tabela 5.4: Energias variacionais para a fun¢ao de onda SKS+ M (S) em fungao da densidade.

p(c™3) Typ/N(K) Tpp/N(K) V(K)/N Ey(K)/N
‘He Liquido  0.365 14.6240.02 14.6240.03 —20.534+0.01 —5.9140.02
‘He Sélido  0.491  26.1240.03 26.124+0.01 —30.99 +0.04 —4.86 4 0.04

Do grafico, nota-se que na fase liquida a fungao de onda SKS + A(S) fornece um resultado
em melhor acordo com resultados experimentais do que a fun¢ao de onda SKS + M (S), e que
na fase solida a diferencga entre o resultado fornecido por ambas nao é apreciavel. Talvez isso
ocorra pelo fato de na fase solida as variaveis sombra se moverem muito menos do que na fase
liquida, e dessa forma nao modifica-se tanto os resultados. Comparadas com os dados expe-
rimentais, estas funcoes de onda fornecem um valor de energia de ligacao um pouco superior,
como era esperado ja que o método utilizado foi o variacional. Como SK S + A(S) foi a funcao
de onda que ofereceu melhores resultados nessa etapa do trabalho, usaremos somente ela para

calcular a funcao de distribuicao radial.
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oL McMillan pseudopotential
[ —= Aziz pseudopotential

—— Experimental data[24]

—— Experimental data[25]

0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6
p(c3)

Figura 5.1: Energia de Ligacao por particula comparadas entre as fungoes de onda SK S+ M (S),
SKS + A(S) e resultados experimentais[24,25].

Comparamos também nossos resultados com os obtidos através da fungao de onda sombra
de Macfarland e colaboradores cujo kernel nao é simétrico, veja Fig.(5.2). Notamos que os re-
sultados estao em bom acordo e que para o maior valor de densidade considerado (po® = 0.589),
nossa energia variacional é menor dentro da margem de erro, sugerindo que para densidades
mais altas a troca entre as posicoes dos atomos compondo o sistema passa a ser mais frequente,

o que faz sentido, pois quanto maior é a densidade mais préximos os atomos estao.
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Figura 5.2: Energia de Ligacao por particula comparadas entre as fungées de onda SK S+ A(S)

e a de MacFarland e colaboradores[13].

Nossos resultados de energia foram ajustados aos polinomios das Egs. (3.4) e (3.5). Os

valores dos coeficientes destas equagoes seguem nas Tabs. (5.5) e (5.6). Dadas as equacgoes

de estado nestas duas fases e as Egs. (3.6) e (3.7) pudemos calcular as densidades p; de

solidificacao e p,, de fusao, os resultados, comparados com os experimentais e com a da funcao

de onda usada por MacFarland e colaboradores[13], econtram-se na Tab.(5.7). Para ilustrar as

equagoes de estado nas fases liquida e sélida, tragamos o grafico da Fig.(5.3), onde os pontos

verdes sao as densidades de solidificagao e fusao.




40 5.2 Funcao de Distribuicao de Pares

Tabela 5.5: Coeficientes da equacao de estado do liquido.

Ao(K) Bo(K) Co(K) p003
—6.50972 17.6966 —15.5685 0.356557

Tabela 5.6: Coeficientes da equacao de estado do sélido.

Al(K) Bl(K) Cl(K) p10'3
—5.41544 0.46744 19.9192 0.380977

Tabela 5.7: Densidades de solidificagao e de fusao.

SKS+ A(S) Macfarland FEzperimento
pr(c?) 0.457 0.430 0.431
() 0.495 0.491 0.468

5.2 Funcao de Distribuicao de Pares

A funcao de distribuicao de pares dos 4tomos de He e das varidveis auxiliares foram tracadas
nos graficos da Fig.(5.4) e Fig.(5.5) respectivamente para diversas densidades do liquido. Os
resultados foram obtidos através da funcao de onda SKS + A(S).

Comparando a distribuigao radial dos atomos e das variaveis auxiliares na fase liquida, ilus-
tradas nas Fig.(5.4) e Fig.(5.5), nota-se que o pico principal das varidveis auxiliares é muito
mais intenso e mais estreito, o que indica que elas apresentam uma dispersao menor, ou seja,
que sao mais estruturadas. Isso reforga a idéia dada no capitulo 2 de que as variaveis auxiliares
interagem entre si assim como particulas “cléssicas”, apresentando entao uma dispersao menor
do que a de uma particula quantica, como um dtomo de *He. O formato da curva da Fig.(5.4)
estd em concordancia com aquela obtida através do método que fornece estimativas de valores
experimentais para a densidade de equilibrio (p = 0.365073). Sendo que a altura do pico mais

alto obtido pela SKS + A(S) estd menos que 0.02 menor, e sua posigao deslocada menos de
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Figura 5.3: Equacao de estado, sendo a linha vermelha para o liquido e a azul para o sélido.
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Figura 5.4: Distribuicao de pares em funcao da densidade para os dtomos de * He na fase liquida.

0.030~! para a direita com respeito as estimativas dos valores experimentais.
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Figura 5.5: Distribuicao de pares em funcao da densidade para as variaveis auxiliares na fase

liquida.

Nas figuras Fig.(5.6) e Fig.(5.7) seguem a distribui¢ao de pares para os dtomos de *He e

para as variaveis auxiliares, ambos na fase solida.
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Figura 5.6: Distribuicao de pares em funcao da densidade para os dtomos de *He na fase sélida.
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Figura 5.7: Distribuicao de pares em funcao da densidade para as variaveis auxiliares na fase

solida.

Comparando a distribuicao radial das varidveis auxiliares e dos dtomos de “He na fase sélida,
nota-se que, assim como no liquido, as varidveis auxiliares apresentam uma estrutura mais
definida, como ja esperado. Outro ponto a notar é que as distribuicao radial na fase sélida

apresenta mais estrutua do que na liquida, como esperado.



Conclusao

Nossa funcao de onda tentativa se mostrou capaz de descrever de maneira satisfatoria um
sistema de dtomos de *He, e para altas densidades foi capaz de fornecer energias inferiores
aquelas obtidas em trabalhos anteriores com funcoes de onda do tipo sombra, o que indica que
quanto maior a densidade do sistema, mais frequente é a troca entre a posicao de dois dtomos.
Além disso a estrutura de nosso sistema esta em excelente acordo com a experiéncia, o que é
evidenciado pelas funcoes de distribuicao radial que obtivemos. Também calculamos a equacao
de estado do liquido e do sélido, e através delas estimamos as densidades de solidificagao e fusao

do sistema a T'= 0 K.

Com o uso desta mesma funcao de onda pretendemos calcular a fracao de condensado de
nosso sistema na fase liquida, e esperamos que o calculo desta grandeza seja mais simples para
a nossa funcao de onda do que foi para outras fungoes de onda sombra ja usadas na literatura.
Esperamos que como nosso nucleo acopla cada particula a todas as variaveis auxiliares, esse
termo nao va a zero quando fizermos o deslocamento de um dtomo em p;(r), Eq.(3.12). No
calculo da fracao de condensado das fungoes de onda sombra da literatura é necessario um la-

borioso método para o calculo desta quantidade. E necessario a realizagao de simulagoes onde

44



6. Conclusao 45

a energia nao pode ser calculada ja que é a expressao orginal, Eq.(3.10), da matriz densidade

de um corpo que deve ser usada nos calculos.

Em resumo a introdugao de uma funcao de onda variacional sombra de kernel simétrico
mantém caracteristicas importantes desta classe de fungoes tentativa e introduz a possibilidade
de que o exchange entre particulas ocorra de forma mais efetiva durante os calculos. Entre as
caracteristicas que podemos mencionar esta o fato desta ser uma funcao que introduz correla-
¢oes de todas as ordens entre as particulas do sistema e de a cristalizacao ser um efeito destas

interagoes de muitos corpos.

Estes resultados e alguns adicionais serao publicados na referéncia [26].



Apéndices

Apéndice I - Energia Variacional Como Um Limite Superior da Energia do Estado Funda-
mental

Queremos mostrar que a energia variacional definida pela Eq.(3.1) fornece um limite superior
e pode ser usada como uma estimativa da energia do estado fundamental do sistema[17]. Para
isso considere variagoes 0¥ e )¥* na fungao de onda e em sua conjugada respectivamente. Estas

mudangas geram uma variagao d (H) no valor esperado do Hamiltoniado dada por,

_ [BPR(V 40U H (U +6V)  [d*RUHV
[ BR(T* 4 6U*) (U 4 60) [ dBRY*¥ -

Omitindo termos de segunda ordem nas variagoes da funcao de onda e sua conjugada tais

0 (H)
como (60)?, (%) ou SWHU* é possivel mostrar que,

5 (H) ~ [ @RV ([ dPRSV*HY + [d*RU*HSV) — [d®RU*HY ([ d*RSV*V + [ d*RU*W)

(f &*RY*w)?
(1)

Se U for uma das auto-fungoes normalizadas do Hamiltoniano, ou ainda ¥ = W, tal que

HU, = By, e [d®RU3T, = 1, segue que,

46
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5 (H) = E, ( / BREVI, + / d?’R\If;a\yk) — E, ( / BREVIU, + / d3R\II,’;6\IJk> —0.

Nota-se entdo que se U = ¥, é auto-fun¢do do Hamiltoniano, a variagao 6 (H) ¢ nula em
primeira ordem, ou ainda, as auto-energias Ej, sdo extremos do valor esperado (H) com respeito
a variavel W.

Dessa maneira pode-se concluir que a energia do estado fundamental Ey é o menor valor que
se pode encontrar para o valor de (H) com respeito as variagdes de ¥, e dessa forma pode-se
afirmar que a energia variacional Ey = (H), definida pela Eq. (3.1), é um limite superior de
Ey. Além disso se ¥ se aproximar da auto-funcao do estado fundamental, Ey se torna uma
boa estimativa de Fj, e assim, neste método, procura-se escolher uma funcao de onda tentativa

capaz de satisfazer da melhor maneira possivel caracteristicas do sistema ja conhecidas.
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Apeéndice II - Algoritimo de Metropolis

O método de Monte Carlo pode ser usado para se estimar o valor de integrais da forma

I= / d*X p(X)F(X),

onde X pode ser uma varidvel chamada de configuragao do sistema, F(X) uma fungao desta

varidvel e p(X) a probabilidade dela, através de uma soma discreta,

I Ly
= ; F(X;),
com X;, ¢+ = 1,2,..., M, pertencendo a um conjunto de configuragoes sorteadas a partir do
espago de todas as possiveis configuragoes de acordo com a probabilidade p(X). O sorteio
destas configuragoes é feito a partir do algoritimo de Metropolis[10]. Para X = (x1,Xa, ..., Xy ),
x; = (24, Yi, 2i), sendo uma variavel 3 N-dimensional, como por exemplo a posi¢ao dos N atomos
em um cristal, o algoritimo de Metropolis é da seguinte forma: partindo de uma configuracao
inicial X; aleatoria, cria-se uma sequéncia onde uma dada configuracao X, é criada a partir
de sua anterior X;. Escolhe-se uma das coordenadas de X;, digamos x;, e desloca-se ela para

uma posicao x; a partir de um passo aleatério dentro de um cubo de aresta A, isto ¢,

1
$;:£L’]+(€1—§)A,
, 1
i=yit{e—5)4

1
Z;:Zj+(63—§>A,

onde ¢, ¢ = 1,2 e 3, sao trés numeros aleatérios entre 0 e 1. Dessa forma, cria-se uma
configuracao tentativa X diferente de X; apenas pela troca de x; por X;-. Esta troca é posta
~ ~ . . X /
entao a prova para que a configuracao X;.1 seja criada, caso % > €, € sendo um numero
1

aleatério entre 0 e 1, temos X, = Xp, caso contrdrio temos X ; = X;. Diferenciamos X;
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de X;;; pois a ultima s6 serd gerada apos todas as varidveis x; de X; terem passado pelo
processo descrito acima. O valor de A é escolhido para que a aceitacao seja de 50%, e dessa

forma as configuragoes X; sao sorteadas a partir da probabilidade p(X).
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Apéndice III - Integrais de Caminho de Feynman
As propriedades de um sistema de N corpos quanticos a uma temperatura absoluta 7" podem
ser calculadas através de sua matriz densidade p(R,R’,f), 8 = ﬁ, definida no ensemble
B

canonico como,

p(R.R. ) = (Rl P |R)) =) ¢ ¢, (R)¢(R) (2)

n

onde ¢, e F, formam o conjunto de todas as autofuncoes de H e seus respectivos autovalores.

Pode-se mostrar que, dada uma configuracao intermedidria R” entre R e R/,

(R.R/, ) = / PR p(R.R",F)p(R R, — ),

para isso basta notar que as autofuncoes do Hamiltoniano sao ortonormais e que portanto,

_ /dSR// (Z 6—[3’En¢n(R)¢n(R//)) (Z 6—(,6—,8’)Em¢m(R//)¢m(R/)> _

n

= (Z e‘ﬁ’Em(R)) (Z e‘”‘ﬂ’%m(R')) / &R ¢, (R")gm(R") =

= Y I G (R) 6 (R) by =

=> e, (R)p,(R) = p(R, R/, B),

generalizando para M pontos intermermedidrios R (i = 1,..., M), segue que

P(R.R, ) = /d?’Rl---/d?’RM p (R, R, %) p (Rl,Rz,%) p (RM,R’, %) (3)

Propriedades do sistema sao obtidas através de sua funcao de particao, definida como o

trago da matriz densidade, ou ainda,
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]' 3
Z:m/d R p(R.R, ),

que pelo uso da Eq.(3) na equagdo acima segue,

7 = %/dSR/d?’Rl.../d?’RM (Rle " [RY) ... (RM|e %" |R).

Na interpretacao de Feynman da integral sobre todos os caminhos que ligam dois pontos
A e B, os caminhos entre estes pontos sao divididos em pontos intermediarios, e integrando-se
sobre todos os pontos intermedidrios, todos os caminhos entre A e B sao abrangidos, desde que
o nimero de pontos intermedidrios seja grande o suficiente[14]. Na func¢ao de partigdo acima
pode-se pensar nas integrais, como sendo uma integral sobre todos os caminhos entre os pontos
A = B =R, e que os R sao pontos intermediarios deste caminho, que é fechado ja que A = B.
Além disso a funcao de particao acima pode ser formalmente relacionada a fungao de particao
da interacao entre N polimeros com M + 1 monomeros a uma temperatura efetiva % [15,16].
Nesta interpretacao cada particula do sistema é representada por uma trajetoria fechada com
M pontos intermediarios, cada um destes pontos é um monoémero, e o conjunto deles forma um
polimero. Como o sistema é composto por N dtomos, o nimero de polimeros é igual a N, cada

um deles com M + 1 monomeros. Se M é grande o suficiente, vale a aproximacgao,

p <RiRJ', %) ~ o (Ri,RJv %) e,

onde V' é o potencial de interacao interatomico e py a matriz densidade da particula livre,

po (Ri, R, _) o [ e ",
M k=1
()

Na equagao acimar,’ é a posi¢ao da k-ésima particula na i-ésima configuracao intermediaria.
Pode-se entao decompor o caminho formado por M pontos intermediarios como sendo o centro
de massa destes pontos e flutuacoes em torno dele, e assim podemos interpretar uma dada

variavel sombra s, como este centro de massa associado a k-ésima particula, e a posi¢ao ry
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desta particula como sendo uma flutuacao em torno desse centro de massa, ou seja, uma posicao

instantanea (Fig. (2.3)).
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