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Sumadrio

Neste trabalho se apresenta um estudo de perturbagdes de mapas line-
ares hiperbélicos no toro (mapa do Gato) e de sua quantizagio. E feita
uma pequena revisdo dos principais resultados da area, principalmente para
sistemas em toros. S3o definidas as caracteristicas cldssicas de cada tipo de
perturbacio e a sua relagio com mapas do Gato. A quantizagdo é obtida
e analisadas as estatfsticas de nfveis., Além disso se apresenta uma teoria
semiclissica de 6rbitas periédicas para mapas no toro e se aplica tal teoria
aos sistemas aqui estudados. Se verifica que estas perturbagdes séo sistemas
tipicamente caéticos tanto classica como quanticamente.
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I Introducao

Os sistemas cuja dindmica é definida em um espago de fase toroidal,
para os quais tanto as coordenadas como os momentos sio tratados como
varidveis angulares, possuem caracteristicas topologicamente diferentes dos
sistemas usuais em fisica. Apesar disso mantém uma relagdo estreita com
esses Gltimos, principalmente no que diz respeito as propriedades locais. De-
vido & esta ligacdo é de grande interesse o estudo desses sistemas pois mesmo
sistemas lineares no toro podem apresentar os diversos niveis de caos. Como
sistemas lineares sio acessiveis ao calculo, tanto analitico como computa-
cional, podemos em principio tomar exemplos tipicos de cada tipo de caos,
resolvé-los completamente e abstrair deles caracteristicas genéricas deste tipo
de caos.

Nesta introdugédo farei um rapido resumo das principais caracteristicas de
sistemas cadticos cldssicos e das diversas técnicas utilizadas para estuda-los
e a seus analogos quinticos. Para sistemas em toros tanto a sua dindmica
classica como as técnicas utilizadas para estuda-los estdo bem estabelecidas,
entretanto sua quantizagdo e posterior interpretagio dos resultados apresenta
certas dificuldades conceituais, &s quais.dedicarei parte deste trabalho, par-
ticularmente com relagio a aplicagdes.



1.1 Caos e Quantizacgao

Neste capitulo apresentarei um resumo da teoria de sistemas dindmicos
e sua extensfio para aplicagbes. Serdo introduzidos o conceito de integra-
bilidade e critérios para determinar se um sistema apresenta caos ou nao.
Também discutirei regras de quantizagio e teorias semiclassicas para o es-
pectro de sistemas quanticos. A quantizacio de aplicacdes é descrita tanto
do ponto de vista de um sistema continuo como do ponto de vista formal.

I.1.1 Sistemas Cléassicos

O que chamo de sistemas cldssicos aqui sdo os sistemas de equagdes or-
dinérias, resultantes ou ndo de uma func¢ido Hamiltoniana, e aplicagSes de
um espaco de dimens3o finita sobre si mesmo. Esses dois tipos de sistemas,
equagdes diferenciais e aplicacdes, guardam entre si uma estreita relagdo. Um
conjunto de equagdes diferenciais define um fluxo no espago de suas variaveis
dindmicas, se tomarmos uma superficie que intercepta esse fluxo transver-
salmente, teremos definido sobre essa superficie uma aplicacio que preserva
todas as propriedades deste fluxo. E o que chamamos de aplicagéo de Poin-
caré.

Nesta se¢do me referirei principalmente aos sistemas hamiltonianos, siste-
mas de equagdes diferenciais resultantes de uma fungio Hamiltoniana, apesar
de muitos resultados se aplicarem a sistemas gerais.

—~Integrabilidade

Podemos dizer, de uma maneira nao rigorosa, que os sistemas integraveis
sdo aqueles que conseguimos resolver completamente, com fungdes analiticas
para as trajetérias.

Formalmente, o teorema de Liouville-Arnold [1] nos diz que, um sistema
é integravel quando, além de possuir um nimero N igual de graus de liber-
dade e integrais de movimento (F;) independentes, tiver essas integrais em
involugéo ({F;, F;} = 0). Com essas condi¢des podemos ver que as integrais
de movimento definem uma superficie N-dimensional no espaco de fases e
que o movimento sobre essa superficie é quasi-periddico, resolvendo assim o
sistema.



—Varidveis Angulo-agéo

‘Torna-se evidente entdo que para sistemas integriveis o movimento fica
restrito aquela superficie, ndo podendo apresentar comportamentos mais
complexos tais como ergoticidade e outros. Mas existem resultados mais
fortes. Se a superficie for compacta e conexa ela é difeomorfa a um toro N-
dimensional, portanto podemos descrever o0 movimento por N coordenadas
angulares (; nas quais o movimento é retilineo e uniforme, Entretanto as
integrais F; e os dngulos ; ndo sdo em geral canonicamente conjugados e
a forma das equagbes de Hamilton ndo é a mesma nessas coordenadas. De-
finimos entdo novas integrais I;(F) que sejam canonicamente conjugadas a

Como a superficie do espago de fases onde ocorre o movimento é equi-
valente a um toro N-dimensional, temos sobre ela N circuitos irredutiveis
independentes, assim definimos as agoes:

1
I = 5 f pdg

onde 4; é o i-ésimo circuito irredutivel.

Podemos verificar imediatamente que como os [; sdo constantes para essa
superficie, eles sdo integrais do movimento. Também é possivel demonstrar
[1] que essas varidveis I; e ¢; sio canonicamente conjugadas e portanto o
Hamiltoniano pode ser escrito exclusivamente em termos das agdes ;.

—Teorema KAM
Dada a Hamiltoniana H{I), podemos ver que para cada [ temos um toro
no espago de fase e o movimento sobre esse toro é dado por

= AH(D) = w(l)

Se este vetor w(f) satisfizer (IV — 1) relagdes do tipo
w-m=0

onde m é um vetor com componentes inteiras diferentes de zero, entdo o mo-
vimento sobre esse toro serd periddico. Se pelo contrario n&o houver nenhuma
relacdo deste tipo o movimento cobrird densamente o toro. Chamamos aos
primeiros de toros racionais ou ressonantes e aos ultimos toros irracionais ou
néao ressonantes refletindo a relagio entre as componentes de w. Se tivermos



uma situagdo intermediaria, onde temos n relagdes (0 < n < N — 1) entéo o
movimento preenchers uma variedade de dimenséo (N — n) do toro.

Como as frequéncias w dependem de [ entdo para um sistema integrdvel
genérico teremos toros de todos os tipos, os racionais os irracionais e os inter-
mediarios, entretanto, assim como os mimeros irracionais sdo um conjunto
de medida total nos reais, 0 mesmo ocorre com os toros irracionais, formando
os toros racionais e intermedidrios um conjunto de medida nula [1]. Apesar
disso como ocorre nos reais, 08 toros racionais sdo densos no espago de fases,
estando portanto préximos de qualquer ponto que se tome.

O problema que se apresenta entéo é saber se sob uma perturbacio su-
ficientemente pequena esses toros de um sistema integrdvel se mantém ou
desaparecem. Poincaré demonstrou que, a menos de alguns tipos excepcio-
nais, pequenas perturbac¢des conservativas destroem todas as constantes de
movimento exceto a energia, indicando que possivelmente todos os toros,
ou sua maioria, seriam destruidos. O teorema KAM {Kolmogorov, Arnold,
Moser) demonstra que exatamente o contrario ocorre, apesar de os toros ra-
cionais serem quase todos destruidos e estarem densamente distribuidos no
espago de fases, a maioria dos toros irracionais sobrevive levemente deforma-
dos. O teorema KAM sé vale para sistemas integriveis ndo degenerados, nos
quais as frequéncias dependam das agdes, e para perturbagbes conservativas
suficientemente pequenas.

A demontragio do teorema IKAM é longa e complexa mas um argumento
simples em favor da destrui¢do dos toros racionais é o seguinte. Tomemos
uma se¢do de Poincaré de um sistema integravel com dois graus de liberdade,
entdo a aplicagio definida em duas dimensdes tem como curvas invariantes
circunferénctas (cortes dos toros}. Os pontos dessas circunferéncias tém dois
tipos de comportamentos, dependendo do toro ao qual estdo associadas. Se
estiver associada a um toro irracional entdo dado um ponto nessa circun-
feréncia, suas imagens sucessivas irdo cobri-la toda, jamais voltando sobre
si. Se for um toro racional, todo ponto da circunferéncia serd um ponto
periddico, como esses pontos periddicos ndo estardo isolados e esse ndo é
um comportamento genérico para aplicagdes, é razodvel supor que uma per-
turbagdo qualquer deste sistema leve a pontos isclados na seciio de Poincaré
destruindo os toros associados (racionais).

O teorema KAM tem implicagdes distintas para sistemas com dois graus
de liberdade e sistemas com mais graus de liberdade. Para dois graus de
liberdade a superficie de energia tem tres dimensdes e portanto os toros divi-
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dem essa superficie como circunferéncias num plano, desta maneira apesar de
os toros racionais serem destruidos, a dindmica ocorre sempre entre dois toros
irracionais adjacentes, ndo permitindo a existéncia de trajetérias que se afas-
tem da regido do toro racional destruido. Portanto as érbitas periédicas exis-
tentes nessa regido (existéncia garantida pelo teorema de Poincaré-Birkhoff)
s6 deverédo se tornar todas instaveis quando todos os toros irracionais forem
destruidos. Em um trabalho de MacKay et al. [2] é feito um estudo do afas-
tamento das 6rbitas apds a destruigdo do dltimo toro irracional. Quando o
altimo toro € destruido o movimento ndo deixa de ser quasi-periédico imedia-
tamente mas surgem ilhas de movimento quasi-periédico as quais chamaram
de Cantoros, em analogia aos conjuntos de Cantor, portanto o afastamento
das drbitas fica diminuido por essas estruturas. Em mais de dois graus de
liberdade esses efeitos ndo existermn pois os toros nio separam a superficie
de energia e, quando os toros racionais se destroem temos uma estrutura
nessa superficie assemelhada a linhas no espago tridimensional com os toros
irracionais envolvidos pelos "restos” dos toros racionais.

—Movimento em sistemas nio integriveis

O movimento em sistemas integriveis é de certa maneira trivial, movi-
mento uniforme sobre um toro. Para certos sistemas como o movimento sob
potencial central da forma ! e r?, o movimento é ainda mais simples devido &
presenca de uma constante de movimento extra, tais sistemas sao chamados
superintegraveis. Indo na diregéo oposta, dos sistemas mais complexos, apa-
recem os sistemas quasi-integraveis, pode se dizer que sédo aqueles nos quais
o teorema KAM é valido. Como ja descrito, tais sistemas tém regides do
espaco de fases em que o movimento é essencialmente igual ao de um sistema
integravel envolvidas por regides em que o movimento pode apresentar maior
complexidade.

No hmite dos sistemas cujo movimento apresenta maior complexidade
temos os sistemas ergddicos, “mixing”, instaveis e de Bernouilli, com grau
crescente de complexidade.

Os sistemas ergédicos sdo aqueles em que quase todas as drbitas cobrem
a superficie de energia para t — o0, ou seja fazer uma média sobre o tempo
é equivalente a fazer uma média sobre a superficie de energia.

Os sistemas “mixing” sdo sistemas ergbdicos com a propriedade de que
se tomarmos uma area A sobre a superficie de energia e acompanharmos a
evolugio dos pontos desta area eles se espalhardo sobre toda a superficie de



energia uniformemente. De uma maneira mais formal, dadas a medida o
e as 4reas A e B sobre a superficie de energia S e T} a aplicagio que leva
um ponto do espago de fases em sua posi¢do depois de um tempo ¢, vale a
seguinte relacdo

r o(BNTA)  o(A)

== o(B)  o(8)

ou seja a fragio da area de B ocupada por T3 A é igual & fracio da drea de S
ocupada por A.

Sistemas “mixing” tém ainda uma propriedade importante, duas fungdes
quadrado-integraveis sobre S sio estatisticamente independentes para t —
00, ou seja

lim [ fe)o(Tiz)do = ([ f(z)doll [ g(2)]

t—oo

Portanto sistemas “mixing” podem atingir o equilibrio no sentido da
Fisica Estatistica, mas apenas para { — oo.

Os sistemas instdveis (ou K-systems) sio o que usualmente se chama
de sistemas cadticos (hiperbélicos), sdo “mixing” com a condigdo extra de
que suas Orbitas tém separacdo exponencial com o tempo ou seja, dados
dois pontos préximos depois de um tempo ¢ serio levados a uma distincia
exponencialmente dependente do tempo um do outro. Devido a essa carac-
teristica esses sistemas sio “imprevisiveis” apesar de terem um movimento
deterministico. Do ponto de vista matemadtico esses s&o os sistemas nos quais
a entropia métrica é positiva. A entropia métrica é uma medida da quan-
tidade de informacéo que se pode conseguir do sistema, por exemplo um
sistema periddico ndo oferece nenhuma informacdo nova uma vez que se te-
nha acompanhado o sistema durante um periodo, sua entropia entio é nula.
Esta entropia é uma medida do sistema todo e nio de uma condig¢do inicial
do mesmo, nio devendo ser confundida com a entropia da Fisica Estatistica.

O caso extremo sio os sistemas de Bernouilli, para os quais o movimento
é associado ao deslocamento de sequéncias de simholos, sendo portanto in-
distinguiveis de um processo randdémico.

—Orbitas periédicas

E interessante notar que através de todo o espectro de sistemas Hamilto-
nianos temos a presenca de drbitas periddicas, e estas sdo densas no espago
de fases para cada um desses sistemas. Para um sistema integrdvel devido
4 existéncia de toros racionais (em sistemas nio degenerados), as Orbitas
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periédicas sio densas no espaco de fases pois os toros racionais sio cons-
tituidos de orbitas periddicas. No outro extremo os sistemas possuem érbitas
homoclinicas ou heteroclinicas e gragas ao teorema de Smale-Birkhoff [3] sa-
bemos que nas proximidades dessas 6rbitas as érbitas periédicas sdo densas,
apesar de serem todas instiveis. Fntre esses dois tipos de sistemas pode-
mos acompanhar com o auxilio do teorema KAM a evolugio das érbitas
periddicas. Com a destruigdo dos toros racionais surgem no lugar destes pa-
res de orbitas estdveis e instdveis, s quais em geral estdo associadas érbitas
homoclinicas ou heteroclinicas, repetindo o padrio de um sistema totalmente
caético. Aumentando-se a perturbacio os toros irracionais sioc destruidos e
as orbitas periddicas estiveis se bifurcam em cascatas, gerando mais érbitas
periddicas instaveis até chegarmos no limite de sistemas totalmente caéticos.
Durante todo esse trajeto as o6rbitas periddicas sdo, em geral, densas no
espago de fases, mas sua distribuigdo é desconhecida. Em um trabalho de
Hannay e Ozério de Almeida [4] se apresenta o principio de uniformidade
segundo o qual o nimero de 6rbitas periddicas com periodo arbitrariamente
alto cresce exponencialmente e cobre uniformemente o espago de fases.

Essa presenca constante das érbitas periddicas nos sistemas Hamiltoni-
anos sugere que se possa descrever o movimento local através de 4rbitas
periédicas e lineariza¢do na sua vizinhang¢a € o movimento global pela sua
distribui¢do. Ainda ndo é possivel esse tipo de descri¢cio apesar de o movi-
mento local estar resolvido.

—~Aplicagoes

Devido & relagéo entre um sistema dindmico e sua segéo de Poincaré, mui-
tos dos resultados descritos anteriormente se estendem & aplicag¢des. Toman-
do-se a se¢dio de Poincaré de um sistema integravel encontramos curvas in-
variantes fechadas, formadas de 6rbitas periddicas néo isoladas ou de drbitas
ergédicas sobre essas curvas, associadas respectivamente a toros racionais
e irracionais. Podemos dizer que uma aplicagio é “integravel” se ela sé
tiver curvas deste tipo. O teorema KAM tem sua analogia no estudo de
aplicacdes estruturalmente estiaveis ou seja, aquelas para as quais uma pe-
quena perturbagao pode ser reduzida a um homeomorfismo da aplicagio néo
perturbada. Nesse sentido como foi feito na discussio do teorema KAM as
aplicagdes “integraveis” ndo sio estruturalmente estaveis perdendo as curvas
invariantes formadas por 6rbitas periédicas.

Como a definicio de sistemas ergddicos, “mixing”, instiveis e de Ber-



nouilli estd baseada em uma medida definida, podemos estender essas de-
fini¢bes trivialmente para aplicagdes. Para 6rbitas periédicas e suas relagoes
com sistemas integriveis e cadticos existem teoremas equivalentes.

—Indecidibilidade

Para terminar essa secfio coloco aqui, a titulo de curiosidade, um resultado
recente [5] sobre a decidibilidade de sistemas integriveis e caéticos. A questéo
é saber se, dada uma funcio Hamiltoniana, existe um algoritmo que possa
nos dizer num tempo finito se um sistema é integravel ou néo ou se é cadtico
ou nio (se possui uma ferradura de Smale). Usando técnicas de teorias
de conjuntos os autores demonstram que tais questdes sio indecidiveis ou
seja, nao existe algoritmo que as decidam. Entretanto isso nio significa
que para casos especificos nao seja possivel demonstrar a existéncia de caos
ou integrabilidade, apenas indica que essas demonstrages podem ser muito
complexas e longas.
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I.1.2 Quantizacéo

Quando se fala em quantizagio esta, em geral, se refere a sistemas Hamil-
tonianos, sobre os quais a Mecéinica Quéintica foi construida. Apesar disso
a Mecanica (Quéntica possui um formalismo matematico préprio que pode,
em principio ser estendido a sistemas ndo Hamiltonianos, tais como sistemas
dinamicos em geral, aplicagdes, etc. Assim com certos cuidados é possivel fa-
zer Mecanica Quantica, falar de limite semicléssico, anilogo cléssico, etc, em
sistemas para os quais a Mecinica Quantica no foi originalmente desenvol-
vida. A analogia entre mecanica e dptica é um exemplo bem conhecido, onde
se associa a Mecénica Classica & Optica Geométrica e Mecanica Quéantica &
Optica Fisica.

Nesta segido descreverei principalmente a quantizagio de sistemas Hamil-
tonianos ou a Mecanica Quantica de sistemas cujo anélogo classico € Hamil-
toniano. Apenas no final discorrerei sobre outros tipos de sistemas quanticos.

—~Regras de quantizacéo

O problema geral da quantizagdo de um determinado sistema Hamilto-
niano ainda estd em aberto, entretanto para alguns sistemas temos solugdes
bem definidas. Para uma particula livre a representacio de Schroedinger é
a unica quantizagdo possivel que satisfaz a relagio de Weyl [6]. Dados dois
grupos de transformagdes unitarias associadas respectivamente a p e ¢

U(t) = etP/*
Vis) = gtoifh
a relacao de Weyl se escreve
Ut)V(s) = eV (s)U(1)

A semelhanca desta relagio e os colchetes de Poisson para as coordenadas
e momentos sugere que talvez possamos fazer uma extensdo desta condi¢do
para sistemas interagentes. Dirac (7] propds a relagéo

ihQ({f,9}) = Q). Qlg)]

para o operador de quantizagio (), entretanto em geral um operador que
satisfaca essa relagdo ndo € invariante por transformacgfes canonicas e gera
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representagdes redut{veis para as quais ndo temos regras de superselegio
(spin, numero baridnico, etc) para associar.
Outra possibilidade é relaxar essa relagdo para

QU). Q)] = 3 Kan(f, )

n=0

onde a, séo operadores diferenciais. Essa relagio também apresenta alguns
problemas tais como a questéo da ordenagio dos operadores.

E importante verificar que tais tentativas de quantizacio sdo necessirias
para sistema menos comuns, para sistemas com energia cinética quadratica
em p e potencial dependente de ¢ ou apenas com dependéncia fraca em p nao
existem dificuldades e corregdes de ordem mais altas ndo sdo esperadas.

—Quantizagéo de sistemas integrdveis

A quantizac¢io semicldssica de sistemas integriveis estd baseada, como
nao podia deixar de ser, em seus toros invariantes. O bem conhecido método
WKB [8] supde uma fungéo de onda do tipo

$lg) = Alg)e WM

longe dos pontos de retorno (¢ = 0), nestas regides temos que usar uma
expansdo assint6tica para ligar as regides acessiveis as proibidas. Se tomamos
as contribui¢des de todos os pontos de retorno ao longo de uma érbita fechada
obtemos a condigdo de quantizagio

1
Z—wﬁp-dqz(it-‘i—l/?)h

onde n é tal que os autovalores sejam sempre maiores que a energia classica
minima.

Podemos generalizar este procedimento, tomando a regra de quantizagio
EBK (Einstein, Brillouin, Keller}

1

— ~dg = (n; + 1/2)h

2r c.-B g=mi+1/2)
onde C; sdo os N circuitos irredutiveis sobre um toro invariante. Essa
condi¢do de quantizagio é preservada por transformacdes candnicas, mas
ainda pode ser melhorada utilizando-se 0 método de Maslov.
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O método de Maslov consiste bagicamente em tomar uma aproximagio
para a fungdo de onda do tipo WKB longe dos pontos de retorno e sobre
estes tomar uma aproximacio equivalente na representagio dos momentos

¥(p) = B

e ligar as duas fungdes de onda consistentemente através da transformada de
Fourier nas regides do espago de fases onde nio existam singularidades nessas
funcoes. Ao fazer a transformada usando-se o método de fase estacionéaria
obtemos uma fase extra na fun¢io de onda. De modo geral a mudanca de
fase em um circuito fechado qualquer é igual a

(ny —n_)% = pz

2 2
onde n; é o nimero de dobras do circuito em que %ﬂ é posistivo e n_ o
nimero de dobras onde é negativo e p é o indice de Nfa.slov, um invariante
topologico.
Desta forma a condi¢do de quantizagio EBK pode ser escrita como

1 .
ﬂﬁ.g'dﬂg(ili+#i/4)h

Com essa condigdo a fungio de onda ¢(g) é uma aproximagio uniforme
em h da func¢do de onda exata.

—“Teorema KAM quéntico”

O sucesso da quantizagio de sistemas integriveis indica a possibilidade de
se quantizar semiclassicamente sistemas quasi-integraveis (aqueles que satis-
fazem as condicdes do teorema KAM) via perturbagdes. O préprio teorema
KAM poderia ter uma extensio quéntica no sentido de que a obtengéo de
formas normais em torno de pontos fixos elipticos estaria ligada & teoria de
perturbagio aplicada a sistemas quanticos de analogo classico integravel.

Do ponto de vista classico uma Hamiltoniana estd em sua forma normal
quando ela pode ser escrita em termos de poténcias de ¢ = (g2 + p?)/2, ou
seja tem a forma de um oscilador nao linear. Analogamente podemos dizer
que um operador Hamiltoniano esta em sua forma normal se ele for diagonal
em uma base de osciladores harmanicos.

Dado um sistema integrdvel perturbado, em principio podemos, através
da eliminacio dos termos k, k + 1, etc, reduzi-lo & sua forma normal. Em
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geral a série assim obtida ndo convergiri, caso contrario teriamos um sistema
integravel (o que para mais de uma dimensio é improvavel pelo teorema
KAM), mas a série truncada mesmo assim é til para se estudar o movimento
em torno do ponto de expansio.

Quanticamente podemos fazer o estudo desse sistema perturbado por te-
oria de perturbagdo usando poténcias de operadores de criagio (a!) e des-
truigio (a) do oscilador harménico, de modo a obter o Hamiltoniano escrito
em termos de ala. E possivel demonstrar que se obtém os niveis de ener-
gia exatos através dessa série assintética de perturbagdo para osciladores
anarménicos pelo método de somabilidade de Borel [9]. Assim podemos ver
a ligacio entre teoria de perturbagio e formas normais desde que o sistema
tenha regiGes cadticas pequenas.

~Matrizes aleatérias

O estudo de sistemas gerais (ndo integraveis) do ponto de vista quantico
é extremamente complicado se feito caso a caso, pois apesar de em certos ca-
sos ser possivel escrever o Hamiltoniano deste sistema, sua diagonalizagao é
quase sempre muito custosa. Entretanto como estamos pensando em analisar
estruturas genéricas deste tipo de sistemas podemos tentar fazer um estudo
estatistico. Podemos entdo "esquecer” o conhecimento exato do nosso Ha-
miltoniano, tomar ensembles de Hamiltonianos que compartilhem de certo
tipo de simetria {(inversio temporal, invariincia rotacional, etc) e fazer uma
estatistica sobre esses ensembles.

A origem deste tipo de tratamento vem do estudo de nicleos atémicos, cu-
jos niveis de energia podem ser bem determinados para certas faixas de ener-
gias correspondentes a grandes numeros quanticos. Tais niveis dificilmente
poderiam ser explicado por algum modelo do micleo, entdo abandona-se os
modelos em favor de simetrias e se estuda as correlages entre os niveis.

Da mesma forma se espera que sistemas nio integraveis com determinada
simetria tenham certos tipos de correlagdes que sejam compartilhadas por to-
dos (ou sua maioria). Assim o uso de ensembles de matrizes aleatérias é de
grande utilidade no estudo dessas correlagoes. Existem diversos tipos de en-
sembles: gaussianos, ortogonais, unitdrios, de intera¢io entre dois corpos,etc,
muitos deles se equivalem em diversos resultados ou mesmo séo subensembles
de outros mas os principais sdo GOE e GUE. O primeiro é o ensemble dos
sistemas que tenham invariancia rotacional e por inverséo temporal, e GUE
dos sistemas que ndo t&m invaridncia por inversiao temporal.
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Os ensembles gaussianos (GOE ¢ GUE) tém como propriedade geral a
independéncia estatistica dos diversos componentes das matrizes. Podemos
também definir GOE (Gaussian Orthogonal Ensemble) pela sua invaridncia
por transformagdes ortogonais e GUE (Gaussian Unitary Ensemble) pela sua
invariincia por transformacdes unitérias.

Os principais resultados de GOE e GUE estdo em {10] ou referéncias 14
citadas, mas é bem conhecido o resultado para o espagamento de niveis, que
exibe repulsio de niveis para ambos os ensembles, Para GOE tomamos § =1
e para GUE 3 = 2, a estatistica de espagamento de niveis adjacentes é

Plo) = 5 (B)7 e

12

—Teoria de 4rbitas periédicas

Uma outra maneira de se fazer um estudo semicldssico de sistemas néo
integriveis é através da teoria de 4rbitas periddicas desenvolvida iniciaimente
por Gutzwiller [11]. A idéia &, a partir da representagio de Feynman do
propagador, obter o espectro de energia do sistema em fung¢io das érbitas
cléssicas do sistema. Dado o propagador

I{(quQ!t) = /D[q]eis{?"Q,t}fh

onde S(¢’, q,t) é a aglo classica através do caminho ¢(7) e a integral é feita
sobre todos os caminhos entre g e ¢’, queremos obter a fun¢io de Green

G20, B) = = [ PR (g, 00t
O traco (integral sobre ¢ de G(q, ¢, E')) nos d4 a densidade de estados

=Y §(E - Ey)

Quando as integrais sdo resolvidas (usando o método de fase estacionaria
para o propagador e o trago) obtemos apés razoavel quantidade de calculos
a féormula do trago de Gutzwiller

p(E) =~ p(E) + — m ZT Z | Af eintS/h=tn/h)

nr=1
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onde g{F) é a densidade média, T é o perfodo da érbita, a soma sobre n é
sobre repeticGes da 6rbita, A = (2isinnf/2) para 6rbitas estdveis, § ngulo
de estabilidade, A = (2sinhnu/2) para érbitas instiveis, u expoente de
instabilidade, A = (2icoshnp/2) para 6rbitas instiveis com inversdo, { é o
nimero de pontos conjugados e S é a acio da érbita.

Este calculo é valido apenas para érbitas isoladas e portanto nfio vale para
sistemas integriveis. A versdo para sistemas regulares foi feita por Berry e
Tabor [12].

—Quantizacdo de aplicacoes

A quantizagio de aplicacdes pode ser feita de duas maneiras: formal-
mente ou através da interpolagio por uma Hamiltoniana. Do ponto de vista
formal podemos associar um operador a uma dada aplicagdo impondo que
no limite cldssico (definido de alguma maneira) o operador seja equivalente
a aplicagio. Se supusermos que a aplicacdo de interesse é resultado de uma
transformacgio canénica (p,q) — (7',¢'), semiclassicamente podemos escre-
ver o operador unitirio correspondente em termos da fungio geratriz 5 desta
transformacao. Em alguns casos, particularmente se a transformagéo for li-
near, esse operador unitario é o operador exato que leva ¥(q) — ¥'(g) tal
que ¥(¢') = ¥'(¢g). Tomando uma Hamiltoniana como fungio geratriz da
transformacio o operador unitario obtido serd o propagador e'#*/* Final-
mente, para algumas aplica¢bes pode ser dificil encontrar uma transformacéo
candnica, ou mesmo impossivel, nestes casos ainda se pode, através de al-
gum artificio, definir um operador que no limite classico seja equivalente a
aplicagdo. Um exemplo deste tipo de procedimento é a quantizacio do mapa
do Padeiro feita por Balazs e Voros [13].

Tanto as teorias de matrizes aleatérias (TMA) como as de drbitas pe-
ridgdicas podem ser adaptadas para aplicagbes com algum cuidado. No caso
das TMA as matrizes utilizadas em geral sdo unitarias e assim os ensembles
necessarios para a dedugdo das estatisticas de niveis sdo diferentes. Os en-
sembles correspondentes a GOE e GUE s3o os ensembles circulares ortogonal
e unitario respectivamente [14]. A principal diferenca é que a estatistica é
feita sobre matrizes unitérias e os resultados associados aos chamados auto-
angulos 6, ja que os auto-valores de matrizes unitérias sdo da forma e,

Para a teoria de orbitas periddicas o estudo deve ser feito caso a caso
pois a maneira de se obter o operador pode influir na forma da teoria, que
depende da defini¢do de agio de uma drbita periédica.
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—-Bilhares de acgéo

Em todos os casos aqui discutidos partiu-se de um sistema cldssico e se
obteve sua quantizagio, ou tendo um sistema quintico seu anélogo classico
era evidente. Dessa maneira as maiores dificuldades estdo no calculo quantico
que, quando feito numericamente implica no truncamento da matriz Hamil-
toniana ou propagador, resultando em imprecisio nos niveis de energia e
auto-funcgdes.

Partindo do ponto de vista oposto ou seja, supondo-se que o Hamiltoniano
truncado é exato deseja-se saber qual é seu analogo classico, Aguiar e Ozério
de Almeida [16] propuseram os bilhares de a¢io. Truncar o Hamiltoniano
significa limitar o movimento da particula clissica de tal forma que sua agao
nunca seja maior que um certo valor. Analogamente aos bilhares comuns onde
o movimento é restrito a uma regido do espago de configuragéo, os bilhares
de ag¢do limitam o movimento a uma regido do espaco de agbes. Apesar
de estranhos tais sistemas também apresentam comportamento integrivel
ou cadtico e sua principal caracteristica é o cdlculo quéntico exato, tanto
analitico como numérico. Qutros sistemas quanticos que apresentam essas
caracteristicas sao os sistemas no toro.
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1.2 Sistemas em Toros

A dinAmica de sistemas definidos no toro, apesar de apresentar carac-
teristicas nao usuais em fisica, é uma extensdo da dinamica clissica. A
principal diferenga é a imposigio de que as funcgdes definidas sobre o toro
sejam periddicas tanto em posicdo como em momento, a periodicidade em
coordenadas € algo comum em sistemas fisicos mas em momentos é algo néo
compartilhado pela maioria dos sistemas.

Preservando a periodicidade do tore podemos definir adequadamente Ha-
miltonianas, equagdes de Hamilton-Jacobi, transformagdes candnicas, inte-
grabilidade, “teorema KAM?”, classificar o movimento néo integrével, etc.

Para um grau de liberdade, qualquer sistema Hamiltoniano no toro é
integravel. Para Hamiltonianas dependentes do tempo poderemos ter movi-
mento nio integravel mas a anilise dos sistemas dependentes do tempo néo
estd bem desenvolvida e nesses casos é preferivel estudar estroboscopicamente
o sistema, definindo uma aplicagio sobre o toro.

Do ponto de vista quéintico existem certas restrigbes devidas ao fato de
estarmos estudando um espago de fases compacto {(cuja drea é finita). Todo
sistema quantico no toro deve ter um espectro discreto de energia e um
nitmero finito de nivels, além disso as fungdes de onda admissiveis também
devem ser periddicas.
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I.2.1 Aplicacdes no Toro

O estudo de aplicag¢des no toro é a maneira mais simples de se analisar um
sistema caotico no toro, pois mesmo aplica¢des lineares geram uma dindmica
hiperbélica. A seguir irei analisar alguns exemplos tipicos de aplicagdes
caoticas no toro.

—mapa do Padeiro {17]
O mapa do Padeiro pode ser definido sobre um quadrado de lado 1,
representando o toro, por

T(p,q) = (29 — [2q), (p + [29])/2)

onde [2¢] é a parte inteira de 2¢. Podemos ver que T atua de modo diferente
para g < 1/2e qg>1/2. Se q < 1/2, [2q) = 0 e T pega a metade esquerda
do quadrado, dobra sua largura e divide pela metade sua altura, e leva na
metade inferior, se ¢ < 1/2 a mesma coisa levando a metade direita na metade
superior, num processo parecido com o de amassar o pao.

O interessante do mapa. do Padeiro é que ele pode ser inteiramente des-
crito em termos de deslocamentos de sequéncias de simbolos. Particular-
mente, tomando-se digitos bindrios podemos associar a uma érbita duas
sequéncias de digitos separados por um ponto e, a agio do mapa é apenas o
deslocamento deste ponto para a direita.

Associando-se a p a sequéncia de antes do ponto lida para a esquerdaea q
a sequéncia restante lida para a direita, essas sequéncias seréo a representagio
bindria de p e g. Devido a esta caracteristica o mapa do Padeiro é um sistema
de Bernouilli tipico.

As oOrbitas periddicas deste sistema podem ser facilmente calculadas para
cada periodo. Como o mapa se reduz a deslocamentos do ponto na sequéncia
de simbolos temos que tomar pontos cujas coordenadas p e ¢ sejam “dizimas
periédicas” na representacido bindria, com p sendo a dizima inversa de g¢.
Para uma orbita de periodo L tomamos uma dizima de L digitos, assim
analogamente ao caso decimal onde a dizima 0.151515.., é escrita como
15/99 ou 15/(10% — 1), dada a sequéncia de digitos d; - - - d;, teremos

dy--dg
2L —1

»

q:
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«_dp-dy

T
Como o mapa do Padeiro ¢ descontinuo separando-se em duas partes em
uma iteragéo, em L iteragbes o mapa tera separado o toro em 2% partes, para
cada parte a representacio serd dada por v = dy ---d, pois qualquer ponto
nesta parte é representado por (a.vbd), onde a e b sdo sequéncias infinitas
quaisquer de digitos. Para essa parte a L-ésima iteragio do mapa é dada

pela seguinte fungdo geratriz {18]

F,(q,p) =2lp'q - vp' ~ vgq

onde 7 é a sequéncia inversa de v, dr, - - - d;.
Com essa fungdo geratriz se pode calcular a acdo de uma érbita periédica
através da transformacio de Legendre

vy
2L — 1

So =09 = Fg,0)pege =

ou

Sy =

2L_1(mod1)

se quisermos que a agio seja invariante pelas simetrias do mapa e através da
orbita periddica.

-mapa do Gato [17]
Definimos o mapa do Gato através da transformacdo sobre um quadrado

de lado 1
o)=L ][5 e

onde os tij sdo inteiros para que a aplicagdo seja continua sobre o toro, a
matriz [¢;;] tem determinante unitario e médulo do trago maior que 2 para
que o sistema seja hiperbdlico.

Como os t;; s&o inteiros é facil ver que se tomarmos p e ¢ racionais a agéo
do mapa sobre eles nao muda o divisor e portanto, como temos um ndmero
finito de numeros racionais com um dado divisor entre e 1, esse ponto deve
ser periddico. Assim todos os pontos de coordenadas racionais sdo pontos
periédicos e todos os pontos periddicos tém coordenadas racionais.
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Se reescrevermos a transformagéo em termos de g e ¢’

1
p = E_(q‘ + m — tgq)
12
P = ——(tnl¢ +m)— g —tin)

onde m e n sfo os niimeros inteiros subtraidos quando fazemos (modl), a

fungdo geratriz (p = —%—: ep= g—%) sera dada por

1
S(¢',q,m,n) = ".ﬁ“'[tnq2 ~ 2g(¢" + m) + t2(q' + m)® — 2t1and’]
12

que também é a acéo entre g e ¢'.

O mapa do Gato é o esteredtipo do sistema cadtico, suas érbitas todas tem
afastamento exponencial, possul érbitas homoclinicas nas quais as rbitas
periédicas se acumulam, etc. Além disso é um sistema simples e continuo, o
que facilita muito os calculos.
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1.2.2 Quantizacido

A quantizacéo de aplicagdes no toro envolve alguns conceitos nfo usuais
em sistemas fisicos, mas a0 mesmo tempo é uma das poucas maneiras que
se tem de obter sistemas quanticos cujo cdlculo numérico e analitico exato
seja acessivel. Além disso aplicacdes no toro sdo exemplos tipicos de siste-
mas cadbticos, sendo razodvel supor que sua quantizagio também apresente
caracteristicas tipicas.

—Critérios de quantizacéo

A quantizagéo de sistemas em toros impde certas restrigdes & dindmica
que se pode obter. Independentemente de qualquer sistema definido o espago
de fase é compacto e portanto tem uma érea finita, isto implica que teremos
um numero finito de niveis de energia para um dado valor de 4.

A impostigédo de periodicidade da fungéo de onda, tanto na representagéo
de coordenadas como na representagio de momentos, leva a fung¢des de onda
que sejam “pentes” de fungbes é tanto em ¢ como em p. Se a funcéo em
g tem perfodo Ag e espacamento entre as § de Aq/N, na representagio de
momentos terd um periodo Ap = Nh/Agq e espagamento h/Aq, assim vemos
que ApAg = Nh. Se tomarmos ApAgq fixo o limite semiclassico A — 0 sera
obtido quando N — co.

~Padeiro

A quantizagio de uma iteragio do mapa do Padeiro foi feita inicialmente
por Balazs e Voros [13], usando condigdes de fronteiras periddicas no toro,
entretanto levando a quebra de uma simetria do mapa. Essa simetria que €’
equivalente a uma reflexdo através do centro do quadrado onde definimos o
mapa, pode ser expressa como p — | —pe ¢ — 1 — ¢. Saraceno [20] usando
condigbes antiperiédicas consegue levar em conta essa simetria.

O procedimento de quantiza¢do do mapa do Padetro é formal, se constréi
um operador unitirio em representacio mista de coordenadas e momentos
que produza o mesmo efeito do mapa classico. Cria-se uma base |n > em
representacio de coordenadas e uma base |k > em momentos, cada uma delas
com N vetores. O operador é definido da seguinte maneira, os vetores |n >
com n < N/2 so levados no subespago {|k >,k < N/2} e os vetores |[n >
com n > N/2 sio levados no subespaco {|k >,k > N/2}.
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Esta aplicagio parece ser um exemplo tipico de sistema cadtico, classica-
mente sua dindmica estd bem determinada mas quanticamente ainda neces-
sitamos de uma descri¢do mais completa. Recentemente Ozorio de Almeida
e Saraceno [18] obtiveram uma teoria semiclassica para o mapa do Padeiro
baseada na fungio geratriz F,(g,p’) da L-ésima poténcia do mapa com bons
resultados para a densidade de quasi-energias suavizada.

—Gato
Usando a aproximagio semicldssica para o propagador quantico do mapa
do Gato se obtém o propagador exato pois 0 mapa é linear [21]. Assim

? —823 é i )
wq,q).-.(h-;-@) S

onde S(¢’, ¢) é a acdo entre os pontos ¢ e ¢’

Como estamos trabalhando em um toro e nio queremos que o operador
seja multivoco, utiliza-se a analogia déptica considerando que U(q’,q) é o
campo produzido por g visto em ¢ e se toma uma média sobre todos os
pontos equivalentes ¢ + n. Essa média é o propagador exato no toro.

Esta quantizagio ao contririo daquela feita para o Padeiro tem uma
ligagdo com a fisica mais evidente, entretanto o sistema que classicamente é
um esteredtipo de sistema cadtico, quanticamente nio apresenta a maioria
das caracteristicas esperadas, notadamente o propagador U por ser periédico
com periodo menor que sua dimensdo apresenta degenerescéncias.

Keating [22] desenvolven uma teoria exata de orbitas periédicas para o
Gato e também verificou que o espectro quantico do mapa nédo corresponde
a nenhuma classe de universalidade.
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IT Estudo Classico

Classicamente, o estudo de pequenas perturbagbes de automorfismos line-
ares do toro {mapas do Gato) se concentra na relagio entre os sistemas néo
perturbado e perturbado. A idéia é que estabelecendo-se um isomorfismo
entre os dois sistemas, se possa descrever seu comportarnento de um modo
unificado.

Mapas do Gato sdo sistemas “estere6tipos”, ou seja sistemas que exibem
as caracteristicas desejadas de sistemas cadticos. Além disso sua extrema
simplicidade permite que boa parte dos cdlculos envolvidos na obtengéo des-
tas caracteristicas sejam feitos analiticamente e de forma exata. Esta sim-
plicidade fez com que o mapa do Gato se tornasse um dos mais estudados
sistemas da literatura e por consequéncia também um dos mais conhecidos.

Todas as perturbacdes de mapas do Gato que satisfagam o teorema de
Anossov compartilham este conhecimento devido & existéncia de homeomor-
fismo ligando a ambos.

Neste capitulo apresentarei alguma propriedades de mapas do Gato e as
condiges nas quais o teorema de Anossov é vélido. Esbogo também algumas
caracteristicas de perturbacdes que nao satisfazem o teorema mas que de de
uma maneira mais “fraca” sio equivalentes aos mapas do Gato.
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II.1 Mapas do Gato

Mapas do Gato sdo automorfismos lineares do toro de duas dimensdes que
apresentam hiperbolicidade. Podemos portanto representa-los como matrizes
agindo sobre o toro através da equacio:

[#]=as[2]=[2 m][2]imoy

Para garantir a continuidade sobre o toro tomamos os coeficientes inteiros,
seu traco deve ser maior do que dois para que haja hiperbolicidade e seu
determinante unitario, pois estamos interessados na analogia com sistemas
hamiltonianos.

Os mapas do Gato foram inicialmente estudados por Arnold e Sinai [23] e
recentemente analisados & luz da teoria de nlimeros por Percival e Vivaldi {24]
e Keating [22]. Desta forma mapas do Gato se tornaram sistemas bastante
conhecidos dentre os que apresentam dindmica caética, principalmente do
ponto de vista de célculo de suas érbitas periédicas.

—Orbitas periédicas

E bastante simples verificar que devido aos coeficientes inteiros, as 6rbitas
periddicas sdo pontos de coordenadas racionais. Além disso, se de 1 escre-
vermos a condigao sobre as drbitas periédicas de periodo ! obtemos:

HEEHEH

onde m e n s&o os inteiros que devemos subtrair para obter o médulo.
Resolvendo esta equagio encontramos:

q ! -1 m
lp]=(G—l) O[n] (2)

onde m e n pertencem ao paralelogramo gerado por (G' — 1) aplicado ao
quadrado unitério na origem. Como a 4rea deste paralelogramo é dada por
det(G' — 1) = 2 — Tr(G"), e translacdes deste paralelogramo cobrem todo o
espago dos (m,n), entdo existem Tr(G') — 2 pontos periédicos de periodo 1.

Podemos reescrever Tr(G')—2 como A\ + A, —2 onde A e A; sdo os autova-
lores de (G. Assim o niimero de pontos periédicos aumenta exponencialmente
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com o perjodo. Além disso essas érbitas se distribuem uniformemente sobre
o toro [4). Estes fatos mais a hiperbolicidade uniforme fazem com que os
mapas do Gato sejam sistemas estereétipos de dindmica cadtica.

Utilizando-se técnicas de teorias de niimeros é possivel ir além do cilculo
dessas érbitas e estudar a distribuigio des perfodos e propriedades assintéti-
cas com o periodo. Como tais técnicas ndo podem ser estendidas & sistemas
néo lineares, ndo as apresentarei aqui.

~-Acdo

Definimos a ag¢do de mapas do Gato como a fun¢do geratriz Sg(¢’, ¢, m, n).
Reescrevendo o mapa (1) como

1
p = —(¢+m—~gng)
g12

1
!
Pr= —(g22(¢' + m) — ¢ — g12n)
G2
onde novamente m e n sdo os inteiros necessarios para que ¢’ e p’ estejam
entre 0 e 1, podemos entédo escrever a aga,o através das relagdes p = %‘3 e
8Sa

p = o+ COMO:

1
Seld,¢,m,n) = miguq’ — 2g(¢' + m) + ga2(q’ + m)? — 2g120¢’]

—Interpolagdo por uma Hamiltontana
Podemos considerar também que o mapa (1) é gerado por observagdes em
intervalos de tempo unitirios pela Hamiltoniana:

sinh~! (% (TrG)? — ) .
Hg(g,p) = [912P" — 921¢° + (911 — 922) 4]
V(TIG)?

onde se toma (¢, p) mod | a cada passo.
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I1.2 Perturbagoes de Mapas do Gato

Nesta secéo irei abordar basicamente dois tipos de perturbagdes de mapas
do Gato, as que satisfazem o teorema de Anossov e as que ndo satisfazem
mas sdo suficientemente préximas dos mapas do Gato.

~Teorema de Anossov

O teorema de Anossov [25] pode ser enunciado como: Os automorfismos
lineares hiperbélicos do tore sdo estruturalmente estdveis, ou em outros ter-
mos, todo difeomorfismo B suficientemente prézimo de G- juntamente com
sua parte linear, pode ser escrito B = H' oG o H com H sendo um home-
omorfismo,

Se escrevermos B(z) = Gz + f(z) com f(z) periédico no toro e z sendo o
par de coordenadas do toro, entio a condicdo sobre B para que ele satisfaga
o teorema é:

af

If]| = max | 1% <1-—2A

|z]

onde A é o menor autovalor de G.

Do teorema de Anossov concluimos imediatamente que toda perturbagao
de G que satisfizer a condigdo acima serd topologicamente equivalente a G.
Assim do ponto de vista da dindmica classica ambos os sistemas apresentam
as mesmas caracteristicas e o estudo de utn deles implica na extenséo destes
resultados aos outros. De modo particular, conhecidas as érbitas periédicas
de G se obtém diretamente, utilizando-se H, as 6rbitas periddicas de B e
estas estardo associadas 1 a 1 aquelas.

~Quasi-Anossov

Qutro tipo interessante de perturbagdo é aquela que é bastante préxima
do mapa do Gato mas que, por modificar sna parte linear em uma ordem
de grandeza maior, ndo pode ser escrita em termos de um homeomorfismo
atuando sobre o mesmo. Serio chamados aqui de quasi-Anossov.

Apesar de nio ser possivel encontrar uma associagio 1 a 1 entre as drbitas
do sistema perturbado e nio perturbado, em diversas situagées pode ser
possivel encontrar uma relagio apenas entre suas Srbitas periddicas. Neste
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caso teriamos uma associagio mais “fraca” que o teorema mas que em diver-
sos aspectos pode ser 1itil.

Nesse sentido dois trabalhos sobre mapas lineares por partes no toro
(“sawtooth maps”) [26] [27] associam as érbitas destes mapas aquelas de
mapas do Gato. Na verdade esses trabalhos conseguem fazer uma associacio
de todas as érbitas de uma classe de sistemnas lineares (que incluem os mapas
do Gato e sawtooth) & érbitas simbélicas. Mostram que nao sé as érbitas
de sistemas lineares préximos de mapas do Gato sdo descritas da mesma
maneira, mas também qualquer mapa que pertenca aquela classe terd suas
drbitas descritas de uma mesma maneira.

Para perturbagdes nido lineares o problema é mais complexo, mas um
raciocinio andlogo pode ser ser [eito. Como uma perturbagao linear é muito
grande longe da origem e em geral, como estamos tratando de perturbacoes
periédicas, uma perturhagao nao linear tende a ser menor que as lineares
longe da origem, entdo em principio perturbac¢des nao lineares devem ter
maijs orbitas peridédicas em comum com mapas do Gato do que os sawtooth.

Isto nos permitiria descrever as érbitas de perturbacdes gerais que nio
satisfazem o teorema de Anossov em termos de 6rbitas de mapas do Gato.
Seria possivel entdo fazer uma descrigio unificada, em diversos aspectos, de
mapas do Gato, mapas de Anossov e quasi-Anossov.

—Decomposigéo de perturbacdes

Sem sacrificio da generalidade e para facilitar a obtencao de fungdes ge-
ratrizes e posterior quantizacio os sistemas tratados neste trabalho estarfo
sempre na forma:

A=GoP=Go(l+§) (3)

onde G é um mapa do Gato e P é uma perturbagao periédica nas coor-
denadas do toro e préxima da identidade.

E facil ver que todo mapa B (ue satisfaca o teoreina de Anossov pode
semnpre ser escrilo nessa {orma. Pelo teorema

B=H"'0GoH
Mas como G é inversivel podemos escrever,
B=Go|G'oH 'oGoH|=GoP
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€ o teorema pressupde B = G+ f com f pequeno, temos
P=14+Glof=1+46
Assim em termos de § o teorema impde a condigdo
|Goélf <1—A

outra condigdo imposta sobre as perturbagdes é que §(0) = 0 para que
o ponto fixo na origem ndo mude de posi¢io. Isto é necessério para que o
propagador quéntico ndo se anule (ver apéndice A).

—Orbitas periédicas

Para os sistemas que satisfazem o teorema de Anossov, o problema de se
calcular as orbitas periddicas é facilmente resolvido através de um método
iterativo de Newton generalizado, usando como aproximacio inicial as érbitas
do mapa do Gato. Neste caso utilizo uma adaptagio para espaco de fases
toroidal do método de Baranger [28]. Como cada érbita do mapa do Gato
é definida univocamente por m e n (equagio (2)), fixando-os obtemos as
érbitas associadas do mapa perturbado.

Para os mapas Quasi-Anossov, o mesmo método pode ser utilizado, mas
com alguns cuidados pois é possivel que n&o existam érbitas associadas a
determinados m e n no mapa perturbado. Além disso também podem existir
érbitas no mapa perturbado nfo associadas a nenhum m e n do mapa do
Gato. O que se verifica é que muito poucas érbitas aparecem no sistema
perturbado mas esse niimero cresce mais rapido com o periodo que o niimero
total de 6rbitas de mesmo periodo. Assim podemos descrever quase a totali-
dade das érbitas de periodos baixos em termos de érbitas do mapa do Gato,
mas para perfodos longos isso ndo é mais verdade.

—Acao

Para escrever agdo (fungéo geratriz) no toro dos sistemas da forma (3)
é necessario utilizar composicdo de agdes. Como o sistema A é decomposto
em uma parte linear e outra préxima da identidade podemos escrever a agio
como uma soma de dois termos, um devido & parte linear e outra devido &
perturbagio:

S(qfaQ:mun) = SG(qfs qismsn) + SP(ql".' q) (4)
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onde ¢; é a coordenada do sistema depois da aplicagio de P, mas antes
da aplicagao de G\,

Como estou supondo ou que o sistema satisfaz o teorema de Anossov, ou
que suas érbitas sejam préximas das 6rbitas do mapa do Gato, a aplicagio de
P néo faz com que o ponto dé mais uma volta alterando m ou n. Portanto
temos diretamente Sg como a funcgéo geratriz de G e Sp como a fungao
geratriz de P, independentemente de o sistema satisfazer ou nio o teorema
de Anossov.

Se tomarmos é em {3) como dependendo apenas da coordenada g e mo-
dificando somente o valor de p a equagio (4) se simplifica para:

S(ql” q, 1, ”) = SG'{Q;* q.mnt, ?1) + SP(Q)
onde d%ﬂ = 8{g¢), pois neste caso ¢; = q.

—Interpolagédo por uma hamiltoniana

Ao contrario do que acontece com os mapas do Gato que sdo lineares e
portanto a interpolagio por uma hamiltoniana é tinica a menos de constantes,
para mapas néo lineares existem muitas maneiras de se interpolar o mapa.
Se pode interpola-lo por um fluxo continuo e diferencidvel ou até mesmo com
hamiltonianas dependentes do tempo e descontinuas.

Como um dos objetivos desta tese é obter uma quantizagio aproveitando
a ja conhecida quantizagio de mapas do Gato, optou-se por uma hamiltoni-
ana descontinua no tempo. O sistema (3) é separdvel em duas hamiltonianas:
Hg que gera estroboscopicamente o mapa do Gato e Hp que gera estrobos-
copicamente a perturbagdo. Se ambas gerarem os mapas em intervalos de
tempo unitario teremos:

H = Hp 2n<it<2n+1
T He mtl<t<cnt?

Novamente, se tomarmos 4 dependente apenas de ¢ e modificando so-
mente o valor de p, a solugao ¢ mais stinples con -ﬂ%’}{—ql = 6(q). Note-se
que o periodo de tempo em que Hp fica “ligado” nao altera o resultado,
bastando tomar:

dHplq) _ 6(q)
T dg T (5)
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onde T é o periodo de tempo em que Hp age.

—-Sistemas exemplo
Neste trabalho utilizarei como exemplo sistemas simples que satisfacam
as condigbes classicas e quinticas. Assim, como mapa do Gato foi escolhido

21
G = 3 9 (6}
e néo o conhecido mapa do Gato de Arnold pois este dltimo nio satisfaz
a condicdo de quantizagdo descrita no capitulo seguinte e o mapa acima é o
mais stmples que satisfaz essa condicéo.
Para que o teorema de Anossov seja vilido é necessario que a perturbagio
e sua parte linear sejam da mesma ordem de grandeza. £ mais simples nesse
caso tomar a parte linear nula, satisfazendo trivialinente as condigdes do
teorema. Assim,

k
8(q) = 5-(cos(2ng) — cos(47g)) (M)

Onde se tomou dois cossenos subtraidos para anular a parte linear da
perturbacéo. A condigao de validade do teorema se escreve:

1
5¢%k*(2sin(4rg) — sin(27¢))?\ ?

e <l-A=+3-1

|G o 6|l = max

ou k < 0.11.
E finalmente como perturbagio que gera um quasi-Anossov:

59) = o sin(2e0) (8)

Neste caso quanto menor o & mais préximo estamos do mapa do Gato e
portanto miais orbitas estao associadas 1 a | entre o sistema nao perturbado
e perturbado.

Esses dois sistemas perturbados sao muito préximos do Gato quando o
pardmetro de perturbacao & é pequeno e portanto compartilham com ele
suas caracteristicas cadticas. Enlretanto, mesmo para valores muito altos de
k ambos continuam basicamente cadticos em todo o espaco de fases, com
regides integraveis muito pequenas quando existem. A razdo deste compor-
tamento é que a parte linear das perturbagdes varia rapidamente através do
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espago de fases, fazendo com que mesmo que surjam regides integraveis elas
sejam muito pequenas. E claro que para k muito grande néo existe associac¢io
com o Gato, o que faz surgir o problema de se calcular as 6rbitas periédicas.
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IIT Estudo Quantico

A quantizagio de mapas do Gato foi feita com bastante sucesso utilizando-
se técnicas de teoria de niimeros [21] [{22]. No entanto a mesma caracteristica
que permitiu tal sucesso na quantizacio, o fato de o sistema ser linear e des-
crito através de teoria de nameros, faz com que do ponto de vista quéantico
esses sistemas sejam atipicos. Sua din&mica quantica é fortemente depen-
dente da natureza discreta da constante de Planck. Tal comportamento nao
foi encontrado em outros sistemas no toro, como o “standard map” [29] [30]
e 0 mapa do Padeiro [13] [20]. Na verdade mapas do Gato parecem estar fora
de qualquer classe de universalidade quéntica.

No entanto, como foi dito no capitulo anterior, mapas do Gato sao siste-
mas tipicos do ponto de vista classico. Como a origem do comportamento
quantico atipico desses sistemas esté na sua linearidade, é de se esperar que
seus equivalentes classicos néo lineares sejam mais “estereétipos” quantica-
mente. E é isso que se verifica aqui, mapas de Anossov e quasi-Anossov sao
sistemas que apresentam os comportamentos esperados de sistemas cadticos.
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III.1 Quantizacao de Mapas do Gato

Farei aqui uma breve descri¢io do procedimento de quantizacdo de mapas
do Gato, uma vez que o utilizarei, de maneira modificada, para quantizar
mapas nao lineares. A exposigdo é baseada no clissico artigo de Hannay e
Berry [21].

—-Critérios de quantizacio

Para se quantizar qualquer sistema em toros se torna necessario fazer
algumas restri¢des de ordem topoldgica.

Como o espago de fases que estamos estudando (toro) é compacto e por-
tanto tem uma 4rea finita, teremos um niimero finito de niveis de energia para
um dado valor de h. Esta é uma caracteristica bem vinda pois torna possivel
o calculo numérico de todos os niveis de energia sem recorrer a truncamentos
de bases.

Devido ao fato de tanto as coordenadas como os momentos serem perié-
dicos no toro, a fun¢io de onda deve ser periédica tanto na representagio
de coordenadas como em momentos. Esta imposicio leva necessariamente
a fungdes de onda que sejam “pentes” de fungdes delta, em coordenadas e
momentos. Nao ha violagdo do principio de incerteza pois estes pentes se
estendem infinitamente.

Tomando-se uma fungao de onda na representagio de coordenadas com
periodo Agq e espagamento entre as deltas de Aq/N, verificamos, através da
transformada de Fourier, que na representagao de momentos o periodo sera
Ap = Nhf/Aqg com espagamento de h/Aqg. Resulta entdo que ApAg = Nh
e se fixarmos Ap = Ag = 1 implica que A = 1/N e o limite semiclassico
h — 0 seré atingido através de N - co. Assim nos sistema em toros o limite
semicldssico n&o é atingido de modo continuo mas através de reciprocos de
inteiros.

—Propagador quéntico unitério
Para wm valor fixo de & teremos um espaco de Hilbert de NV dimensdes e
poderemos escrever o propagador como uma matriz N x N agindo sobre um
vetor cujas componentes sio as amplitudes de cada fungéo delta.
Contruimos este propagacor a partir de um propagador continuo nas
coordenadas do plano referente a um intervalo de tempo unitario. Como o
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sistema é linear e canndnico, entdo sua aproximacio semicldssica é exata para
qualquer h. Escreve-se o propagador em termos da agdo S(¢’, ¢) ao longo da
orbita classica:

—i0°S(¢', ¢)\ }

o 5(a"a)
hdq'dq

Ulg,q) = (-1}

onde r é a assinatura do mapa que depende da maneira como o mapa
foi obtido. O propagador ¢ definido unicamente a menos de um sinal. Por
exemplo: se impusermos que que a raiz acima é definida ~7/2 < arg Vv S
7/2, entdo r é o nimero de revolugdes feitas pelo vetor (0,1) no espago de
fases sob a acdo do mapa. Nao o consideraremos aqui pois sua influéncia é
apenas de sinal e pode ser descartada.

Como S(¢’,¢) é a fungéo geratriz do mapa entio pode ser escrita em
termos dos coeficientes de GG e a menos de uma fase o propagador fica:

L
, N \? it N ,
U9(¢',q) = [—] exp —— (114" “2‘?9‘*'9229"2)
12 q2

Se, por analogia com um sistema dptico, considerarmos U%{¢’,¢) como o
campo em ¢ devido a fonte em ¢. o propagador no toro serd dado pela média
(definida no Apéndice A} sobre m em todos os pontos da forma

g=Q/N+m

onde ¢} é um nimero inteiro entre 1 e N e m é um inteiro qualquer.
Assim temos:

i .
G g2\ [ s 3 s 2
Ugq = (£2)" (exb | r—(91@ + mNY = 2Q(Q + mN) + g2Q")
N N f12 m

onde a amplitude foi normalizada.

Médias da forma acima sdo as chamadas somas de Gauss e seu valor pode
ser obtido em livros de teoria elementar de nimeros [31]. Como o resultado
depende das relagdes numéricas entre os coeficientes, se demonstra em [21]
gtie apenas mapas do Gato na forma:

par  {mpar impar  par

P ou .
tmpar par par mnpar
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podem ser quantizados para todo valor de N.
O sistema exemplo de mapa do Gato aqui estudado tem o propagador
escrito de uma forma bastante simples:

U = () e [0 - 00’ + Q)]

—Autovalores
Também se pode demonstrar que o propagador U§, é periédico e por-
tanto seus autovalores devem ser da forma:

i{(2mx + @)
n

exp

onde n é o periodo do propagador e 1 < m < n.
O propagador quantico obedece a mesma lei de composigéo do propagador
no plano, ou seja

U’Gl UGg — UG;OG':
Assim a condigdo de periodicidade pode ser escrita como:
= (U9 = Ie**

o que leva, através de argumentos oriundos de teoria de nimeros, as
seguintes condigoes:

10 inteiro intetro
_'m —_ . ) ) : ' -
¢ [ 0 t ] N l indeire intetro ] pare N tmpar
1 0 mleire  par
o i 4
T [ 0 1 ] +A l par i?i.teéi'o] pare N par

O problema é que em geral n é menor que N e alguns autovalores sdo
obrigatoriamente degenerados. Na verdade n é uma funcéo errdtica de N
(ou seja, varia muito com N} mas em média a degenerescéncia tende muito
lentamente ao infinito no limite semiclassico. Keating [22] demonstrou que
esse limite é dado por

<log (”(ﬁ)» ~— ‘/- (log log N)(log log log N)
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III.2 Quantizagao de Perturbacoes

Os critérios de quantizagdio descritos na secdo anterior sio validos para
qualquer sistema no toro. Portanto também sao apliciveis aos sistemas néo
lineares tratados aqui.

Ao contrario de sisteinas lineares, néo é possivel definir de modo tnico o
procedimento de quantiza¢do. Alémn das dificuldades usuais de se definir a
quantizagdo de sisternas néo lineares continuos, citadas na introducéo, adi-
cionalmente existe a dependéncia do propagador com o tipo de interpolacéo
utilizada para gerar o mapa.

Digamos que fosse possivel, no caso de mapas de Anossov, interpola-
los por uma hamiltoniana continua e independente do tempo, préxima da
hamiltoniana que gera o mapa do Gato. Neste caso a mesma transformagio
que leva o mapa de Anossov no mapa do Gato, se for candnica, levard esta
hamiltoniana na hamiltoniana do Gato. Assim quantizar esse sistema é o
mesmo que quantizar o mapa do Gato, ndo oferencendo nenhuma novidade
em termos da andlise do propagador, ji que serd equivalente ac propagador
para o mapa do Gato.

Para quantizar as perturbagdes utilizei dois procedimentos distintos que,
no entanto, fornecem o mesmo resultado (propagaclor).

—Quantizagéo através da fungfio geratriz

Pode-se utilizar 0 mesmo procedimento aplicado aos mapas do Gato e
tomar a aproximagao semicldssica como sendo a quantizagio exata para todo
h.

No plano, podemos obter unm mapa da forma (3) através da fungao gera-
trig:

Sl q) = Sald'.q) + Splq)

onde S¢ é a geratriz de G e Sp é a geralriz de P. Por uma questio de
simplicidade tomamos o caso em que a perturbagio é dependente apenas de

q.
Substituindo esta a¢io S na aproximacao semicldssica obtemos

1

N\ [N | .

Uld.q)=1—] exp il (9114° = 2¢'q + 922¢) + 122 N Sp(q)
12 2
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E quando fazemos a média sobre os pontos ¢ = Q/N + m resulta:

5 ' ,
UQ'Q = (fLNz) <exp [}_\;ir... (gll(Q + 1nN)2 _ 2Q-"(Q + mN) + 922Q!2)]> e:?ﬂNSP(Q,{N)
912 m

ou
Ugg = USuUbs

onde é necessario que Sp(q) seja uma fungio de periodo 1 em ¢ e portanto
pode ser retirada da média, caso contririo a média acima se anula para todo
¢} e Q' {ver apéndice A).

Além disso note-se que a amplitude que multiplica a exponencial é a
mesma ¢ue foi obtida para o caso linear. Isto decorre de ser esta amplitude
dependente da amplitude semiclédssica, e esta € a mesma no caso linear e néo
linear pois a contribuigio de Sp é nula.

Vemos entao que o propagador para o mapa perturbado é simplesmente
o produto do propagadot para o mapa do Gato com um propagador diagonal
associado a P. A condigio sobre §(g) para que Sp(q) seja periddico é que sua
expansio em séries de Fourier n#o contenha o termo constante {independente
de q), ou de modo equivalente, que sua média sobre um periodo seja nula.

—Quantizagao através de hamiltoniana

Outra maneira de se obter a mesma quantizacdo € utilizar a interpolagéo
por uma hamiltoniana descontinua no tempo do tipo {(§). Com esta escolha
podemos escrever imediatamente o propagador em duas partes distintas que
atuam uma apés a outra. Tomando

H o= Hp n(T+ D <t<n(T+1)+T
- HG n(?'+l)+]'<f<[n+l)(T+1)

escrevemos diretamente o propagador como [/ = US o UF com UY calcu-
lado da maneira usual e I/ calculado a partir do hamiltoniano Hp em um
periodo T.

[P = o=iHPTH

ou, em representagio de coordenadas
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UP(¢',q) = 8(q — ¢ )e~HrtaT/A

fazendo-se a média sobre os pontos ¢ = /N + m para reduzir o propa-
gador ao toro obtemos

Ug!q = JQ'Qe—t'mer(QfN)TN

onde 6giq € a delta de Kroenecker e a novamente a média s6 é diferente
de zero se Hp(q) tiver periodo 1. Como

dSp(q) dHp(q) _ 8(q)
:l:q =89 e - d}; T

vermnos que Hp(g) = —Sp(g)/T + const., assim os propagadores obtidos
dessas duas maneiras diferentes sio iguais a menos de um fator de fase cons-
tante que pode ser desprezado.

Nota-se imediatamente que, com a quantizacio definida desta maneira, o
propagador néao serd periédico e portanto seus autovalores nio serso raizes da
unidade e néo deverdo apresentar degenerescéncias. Como era de se esperar,
a parte nao linear do mapa evita que as caracteristicas associadas i teoria
de niimeros apare¢am.

Os sistemas exemplo a serem estudados aqui sio quantizados com os
seguintes propagadores. Para o mapa de Anossov:

127

1\2 s oz iNE 1,
Ugg = (m) exp [—-m(Q2 QY + Q™) + 22—r(sm(27rQ/N) -3 sm(47rQ/N))}
e para 0 mapa quasi-Anossov:

i
Vaa = (g57) oxe | 5@ - 00"+ @) - T cosar/)|

Deve-se salientar que do ponto de vista da quantizacgio, nio existe di-
ferenca entre Anossov e quasi-Anossov. O procedimento de quantizagio é
0 IMeSmMo e Como veremos na segdo seguinte, as estatisticas também tém o
mesmo comportamento.
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ITI.3 Estatisticas

Nesta se¢do apresento os resultados de computagio numérica para os
sistemas exemplos citados anteriormente. Entretanto farei uma apresentagio
resumida do tipo de estatisticas que foram calculadas.

~Estatisticas de niveis

Os resultados de estatisticas de niveis de energia foram inicialmente obti-
dos através dos chamados “ensembles” de Matrizes Aleatérias, desenvolvidas
para o estudo de nicleos atomicos. Estes sistemas possuem muitos graus
de liberdade e sao muito dificeis de serem tratados analiticamente. Por essa
razao se propds que seus niveis de energia poderiam seguir a estatistica de
um “ensemble” de sistemas cuja 1inica caracteristica em comum é o fato de
possuirem a mesma simetria.

Surpreendentemente se verificou pouco mais tarde que sistemas com pou-
cos graus de liberdade, mas com dinamica cldssica caética, também seguiam
as previsoes desses teortas. Um bom artigo de revisdo com os principais
resultados de teorias de Matrizes Aleatérias é o de Bohigas e Giannoni [10].

O “ensemble” adequado aos célculos desenvolvidos aqui é o “ensemble”
circular ortogonal (COE) de Dyson {14], que trata do conjunto das matrizes
unitarias invariante por transformacdes ortogonais.

O COE prevé que o espagamento entre niveis adjacentes siga a famosa
conjectura de Wigner:

b A

Ps) = - se” T

St

portanto a distribuicdo cumudativa (uma quantidade muito mais facil-
mente computada) resulla:

.’2!?

IP(s) = / P(s')ds' = 1 — e~ %"
4]

Para s €« 1 a quantidade acima é aproximadamente s?r/4, que é um
comportamento tipico de sistemas com simetria de inversio temporal.

Definimos a varidncia numérica V(L) como a variancia de n(z, L) . Este
tltimo é o ndmero de niveis entre » — L/2 e @ + L/2, onde estamos supondo
que o espacamento médio € 1. Assim
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N
V(L) = /D (n(z, L) — L)*dz

A previsdo para I <« 1 é simplesmente L para qualquer sistema, o que
reflete o cardter de longo alcance desta estatistica. Para L > 1 a previséo
é 15}

V(L) ~ %ln(L) +0.44 ©)

Na referéncia {10} se apresenta a expressio exata da média sobre COE de
V(L) para todo L, que é,

2
VL) = = llog(2rL)+v+1+ %(Si{ﬂ)f - ZSi(rL)
9
— cos(2nL) — Ci(2rL) + 72L(1 - §Si(2u,))]

onde v € a constante de Euler e Si e Ci 530 o seno e cosseno integrais.

A rigidez do espectro pode ser medida através do seu afastamento com
relagdo a reta que melhor ajusta a distribuigio cumulativa de autovalores
N(z}. Definimos entéo a guantidade

ALy = 2 min [N - Ae - Bl
2,L) = — min ')~ Az — x
(#.L) = pmin [ V() |

Como o espacamento médio é 1, a reta deve ser proxima de N{z) = «.
Na pratica A flutua muito com x, entao tomamos uma média sobre varios
segmentos de largura L.

[ _
A(L) = 5 3 Al L) (10)
iz=1

Esta também é uma estatistica de longo alcance e para L < 1 o resultado

¢ independente do sistema e vale L/15. Quando L > 15 a teoria prevé

I

~ = In(L) = 0.007

AL)
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Como estamos interessados também no intervalo 1 < L < 15 necessitamos
obter a previsdo de COE neste intervalo. A relagio entre a varidncia numérica
e a rigidez para as suas médias em COE é

A(L) = % /DL(L:* — 9L% + 2°)V{(z)dz

Assim integrando-se numericamente essa equagio para a expressio exata
de V(L) obtemos o valor da rigidez no intervalo desejado.

Para evitar a aproximagio numérica das integrais envolvidas no calculo
destas quantidades é possivel expressi-las em termos de somas sobre os niveis
de energia, supondo-os ordenados. Assim, para V(L), como esta demons-
trado no apéndice B,

V(L) = IL-1L +“ Z Z [(i—a;+L)0(;— 2+ LY+ (2j—a;— N+ L)#(x;—z;— N+ L))

N

=1 j=i+1

e para A(z, L) [32], tomando os n niveis do intervalo [z, z + L] na forma
& =z - (2+ L/2),

2

nt 1 |, In | & n
Alz, L) = 16 o Z;'r, 5T3 g ; : +. gn—-—2z+1)

Para que estas previsoes e calculos sejam comparados é necessirio que o
sistema tenha seus nivels separados em classes de simetria. Caso se misture
niveis de simetrias distintas as previsbes nao serao validas, assim a deter-
minacao das simelrias do sistetna estudado é fundamental para a analise.

—Espagamento

Devido ao tamanho das matrizes e longo tempo de execugio para a dia-
gonalizagao dos propagadores foi utilizado um [13BM 3090 e o pacote ESSL de
rotinas matemaéticas.

Para que se possa ter um termo de comparagio efetuei os calculos destas
estatisticas também para o mapa do Gato (6). A densidade cumulativa do
espagamento (fig 1), como nao podia deixar de ser, é bastante afastada do
comportamento tipico. No caso mostrado (a melhor situagao, pois para a
maioria das dimensoes N a degenerescéncia é dominante e neste caso nao),
fica claro o efeito da periodicidade do propagador. Note-se que a regularidade
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dos espacamentos é tdo grande que néo se torna necesséria a separacio da
simetria por inversdo (p,¢) — (—p, —¢).

1000 ¥ T " y el ¥ NP
et ’ dados —+—

900 | Wigner «r:-

800 | 4
700 | -
800 .

00 |- -

IPi(s)

400 - -

M0 b .

Figura I- Distribuicdo cumulativa dos espa¢camentos para o mapa do Gato
com N = 997.

O mapa de Anossov {T) nao possui nenliuma simetria além da inversio
temporal, a existente no mapa do Gato é quebrada pela forma da per-
turbagio. Para este sistema vemos uma concordéancia perfeita com a pre-
visdo de Wigner (fig 2,3 e 4), e além disso essa concordancia melhora tanto
com o aumento do parimetro de perturbagdo & (de fig. 2 a 3) como com a
diminuigdo de A = 1/N (de fig. 2 a4). Note-se em especial o comportamento
quadratico para s < 1.
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Figura 2- Distribui¢&o cumulativa dos espagamentos para o mapa de Anossov
com N =997 e & = 0.01.
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Figura 3- Distribuicdo cumulativa dos espacamentos para o mapa de Anossov
com VN =99Te k=01,
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Figura 4- Distribuigdo cumulativa dos espacamentos para o mapa de Anossov
com N = 1999 e k = 0.01.

A titulo de ilustracdo mostro na figura 5 o caso em que o parametro de
perturbagdo k estd bem longe da regido de validade do teorema de Anossov
e o mapa (7) possui uma regido integravel (o sistema estd proximo de uma
bifurcagdo que cria um par de pontos fixos, sendo um deles estavel). O
interessante é que nao ha o aparecimento de degenerescéncias, indicando que
o cardter hiperbdlico é dominante, com regioes integriaveis pequenas, e nio
dependente da proximidade do mapa do Gato.
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Figura 5- Distribui¢ao cumulativa dos espagamentos para o mapa de Anossov
com N =99Tek =25

0O mapa quasi-Anossov (8) ndo quebra a simetria do mapa do Gato entédo
se torna necessario, antes da analise dos resultados, a separagiio dos niveis
simétricos e anti-simétricos. Feito esse passo, se verifica mais uma vez que
a concordancia com a previsao é grande (figuras 6 a 9) e melhora com o
awmento de & ou de V. E’ interessante notar que os dois conjuntos de niveis
(simétricos na figura 6 e anti-simétricos na figura 7} tém o mesmo compor-
tamento e essa separagao faz com que o hmite semicldssico seja atingido
mais lentamente que para o mapa de Anossov. No entanto esta lentiddo
maior para alcangar o limite semicldssico n&o estd associada a inexisténcia
de homeomorfismo ligando os mapas quasi-Anossov aos mapas do Gato, mas
unicamente & existéncia de simetrias adicionais. A mesma lentiddo ocorreria
se o mapa de Anossov escolthido preservasse a simetria de inversio.
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Figura 6- Distribuigdo cumulativa dos espagamentos para o mapa quasi-
Anossov com N = 997 e k = (.01, parte simétrica.
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Figura 7- Distribui¢do cumulativa dos espacamentos para o mapa quasi-
Anossov com N = 997 e k& = 0.01, parte anti-simétrica.
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Figura 8- Distribuigdo cumulativa dos espacamentos para o mapa quasi-
Anossov com N =997 e k = 0.1, parle simétrica.
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Figura 9- Distribuicdo cumulativa dos espacamentos para o mapa quasi-
Anossov com N = 1999 e k = 0.01, parte simétrica.

Na figura 10 mostro um caso em que o mapa (8) possui uma regiio in-
tegravel e se verifica que a sua influéncia no espectro novamente é muito
pequena.
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Figura 10- Distribuigdo cumulativa dos espacamentos para o mapa quasi-
Anossov com N =997 e k£ = 9, parte simétrica.

Note-se (ue em ambos os sistemas ¢ aumento da perturbagio ou de N
nao apenas melhora a concordincia para a regido de s pequeno, mas também
melhora o ajuste em toda a regido de variacao de s.

~Variancia

No célculo da varidncia numérica para o mapa do Gato este se mostra
mais uma vez bhastante atipico (figura 11). Sua variancia ndo segue nenhum
padrao de universalidade. Keating [22] demonstra que existe um comporta-
mento genérico “especial” para mapas do Gato. No entanto esta “previsdo”
é apenas para mapas lineares no toro e ndo se inclui nos esquemas usuais de
classificagao.

92



VIL}
-

1.6

0 L L 1 L L L L 1

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figura 11- Variancia numérica para o mapa do Gato com N = 997,

Para o mapa de Anossov a varidncia exibe todas as caracteristicas espe-
radas de um sistema quantico cujo andlogo classico é cadtico. Quando L é
da ordem da unidade a concordancia entre a previsio (9) e o cdlculo exato é
muito boa e a partir de um certo valor comegam as oscilagGes nao genéricas
devidas as drbitas periddicas (figuras 12 a 14). Note que com o aumento de
N {limite semiclassico) a regido de concordancia tambhém aumenta.
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Figura 12- Varidncia mumérica para o mapa do Anossov com N = 997 e

k= 0.01.
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Figura 13- Variancia numérica para o mapa do Anossov com N = 997 e

k=0.1.



ViL)
=3
aa

0.4 0 b
0.2 F 1
o L 1 A i 1 L L t A
0 20 40 50 80 100 120 140 160 180 200
L

Figura 14- Varidncia numérica para o mapa do Anossov com N = 1999 e
k = 0.01.

A varidncia para o caso semi-integravel (figura 15) tamhém sofre pouca
influéncia da regiao integrivel como o espacamento, O afastamento da pre-
visao de COL s6 ocorre na regido onde o sistema sofre a influéncia das érbitas
periddicas.
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Figura 15- Variancia numérica para o mapa do Ancssov com N = 997 e
k=5.

O mapa quasi-Anossov tem essencialmente o mesmo comportamento que
os mapas de Anossov. Neste caso a separacio das simetrias é necesséria,
fazendo com que o “limite semicldssico” seja atingido para valores maiores
de N. O que ocorre em relagdo a Anossov é que a separagao das simetrias
divide pela metade os niveis utilizades no calculo da estatistica, tornando
necessario ir a valores maiores de N = 1/h. E claro que o valor de & é o
mesmo nos dois sistemas para uin mesmo N entretanto do ponto de vista
das estatisticas o limite semicldssico é mais préximo para Anossov.

Nas figuras 16 e 17 vemos que para valores relativamente grandes de NV
ou k a estatistica é essencialmente a esperada de um sistema cujo analogo
classico é cadtico, com uma regido em que a previsio de COE é confirmada
seguida por uma regido de oscilagdes dependentes do sistema (ndo universais).
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Figura 16- Varidncia numérica para o mapa quasi-Anossov com N = 997 e
k=0.1.
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Figura 17- Variancia numérica para o mapa quasi-Anossov com N = 1999 e
k = 0.01.

Quando tomamos um valor bastante grande de k para que o sistema tenha
uma regido integravel (que devido as razdes expostas no capitulo anterior é
muito pequena) vemos na figura 18 que como no caso do espacamento a
influéncia da regiao integravel é pequena.
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Figura 18- Varidncia numérica para o mapa quasi-Anossov com N = 997 e
k=9,

No caso de tomarmos um valor pequeno de k ¢ N ndo muito grande vemos
que ao contrario do que acontece com o espacamento a varidncia ainda é
préxima daquela associada ao mapa do Gato (figura 19). Esse efeito pode
ser explicado pela extrema sensibilidade das degenerescéncias a perturbagdes,
enquanto que pequenas perturbacoes nio chegam a alterar significativamente
a estrutura do espectro em escalas maiores que niveis adjacentes. Como
estamos longe do limite semicldssico o efeito quantico (mapa do Gato) é
forte. Note que para esse mesmo valor de k¥ quando temos um N maior a
concordincia € muito methor (figura 17).
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Figura 19- Varidncia numérica para o mapa quasi-Anossov com N = 997 e
k= 0.01.

~Rigidez

Como a rigidez calculada em determinado ponto do espectro é diferente
da calculada em outro ponto este tipo de valor nio é uma caracteristica do
sistema e sim do particular ponto do espectro. O que é caracteristico de um
sistema é a média destes valores tomados em diversos pontos. Portanto o
que apresento aqui, e chamo de rigidez, é a média (10).

Também para a rigidez, o comportamento do andlogo quintico do mapa
do Gato é completamente nao genérico, exceto para L € 1 mas nesta regido
é inevitavel a concordincia para qualquer sistema. Na figura 20 mostro a
rigidez para o mapa do Gato.
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Figura 20- Rigidez do espectro para o mapa do Gato com N = 997.

Mapas de Anossov mais uma vez demonstram ter uma concordancia bas-
tante boa com as previsdes para sistemas cadticos (figuras 21 a 23). Como
todo sistema segue a previsao para L < 1, mas também acompanha, dentro
da margem de erro, a previsio da teoria de Matrizes Aleatdrias. E também,
ao se afastar da regido de validade da aproximacgdo L > 15, parece satu-
rar em torno de algum valor dependente do sistema. Além disso a regido
de concordancia aumenta quando nos aproximamos do limite semicldssico

(N — o0).
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Figura 21- Rigidez do espectro para o mapa de Anossov com N = 997 e
k= 0.01.
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Figura 22- Rigidez do espectro para o mapa de Anossov com N = 997 e
k=10.1.
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Figura 23- Rigidez do espectro para o mapa de Anossov com N = 1999 e
k= 0.01.

Novamente podemos ver o carater fortemente hiperbélico destes sistemas
se tomarmos um valor alto para k (figura 24). Pode-se verificar claramente
que a concordancia com a previsio de COE é muito boa.
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Figura 24- Rigidez do espectro para o mapa de Anossov com N = 997 e
k=35,

Os mapas quasi-Anossov também apresentam um comportamento razo-
avelmente tipico comparado com os mapas do Gato para valores grandes de

N e k (figuras 25 e 26). Como no caso da variancia se fez a separagio das
simetrias e novamente ocorre a mesma “dificuldade” de se atingir o limite

semicléssico.
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Figura 25- Rigidez do espectro para o mapa quasi-Anossov com N = 997 e
k=0.1.
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Figura 26- Rigidez do espectro para o mapa quasi-Anossov com N = 1999 e
k = 0.01.

Podemos ver na figura 27 que a existéncia de uma regiio integravel néo
ateta a rigides.
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Figura 27- Rigidez do espectro para o mapa quasi-Anossov com N = 997 e
k=9,

Também a rigidez, como se observa na figura 28, sofre a mesma influéncia
do comportamento quéantico (Gato) quando o parametro de perturbagio é
pequeno e estamos longe do limite semicléssico.
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Figura 28- Rigidez do espectro para o mapa quasi-Anossov com N = 997 e
k= 0.01.

Dos resultados expostos podemos ver que tanto os mapas de Anossov,
quanto os mapas quasi-Anossov sao sistemas cujo comportamento quantico,
com relacdo a estatistica de niveis, é perfeitamente tipico no limite semiclds-
sico. Note-se que apesar de haver um certo aumento da concordancia com o
aumento da perturbagto k, mesmo para pequenas perturbacdes o comporta-
mento semicldssico ¢ marcadamente diferente daquele associado ao mapa do
Gato. Na prética o que ocorre para pequenas perturbagdes é que seu limite
semicldssico é mais dificil de ser atingido do que para perturbagées maiores,
mas fora isso nao ha nenhuma diferenga. Qutro fato a se notar é que mesmo
para valores de & muito grandes os sistemas estudados mantém razoavel con-
cordancia com a previsio para sistemas cadticos, indicando que as regides
de movimento integrdvel, quando existem, tém muito pouca influéncia no
espectro deste tipo de sistemas.
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—Fungoes de Wigner

Voros {33} e Heller [34] propuseram que os autoestados de um dado sis-
tema, no seu limite semicldssico devam estar associados a estruturas invari-
antes classicas. No caso de sistemas cadticos isso implica que os autoestados
devam estar uniformente espalhados sobre a superficie de energia. O que
ocorre na pratica é que em vérios sistemas cadticos existem também as cha-
madas “cicatrizes”, regides em torno de érbitas periédicas que apresentam
uma concentracio maior do autoestado.

Para mapas do Gato, Eckhardt [35] apresenta argumentos em favor de
que as autofuncdes no limite semicldssico sdo func¢des randémicas. Como
ilustragdo apresento aqui uma fungfio de Wigner tipica de mapas de Anossov,
onde se verifica que ela se distribui uniformemente sobre todo o espago de
fases, tal qual a conjectura acima.

wip, qi

0.002
n.001s |
0.001
0.0005 F

-0.0005 F
-0.061
-0.0015
-0.002

Figura 29- Func¢ido de Wigner para N = 100 e £ = 0.1 do mapa de Anossov.

Para que se possa confirmar que ndo ha nenhurna estrutura, na figura 30

7l



ha uma sequéncia de “curvas de nivel” para diversos valores da fungio de
Wigner.

3 r * r T Ll e

[ . . - (113

Figura 30- Curvas de nivel para 1%, 25%, 50%, 70%, 85%, 99% do méximo
da fungéo de Wigner, respectivamente da esquerda para a direita e de cima
para baixo.
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IV Teoria de Orbitas Periddicas

A utilizagdo de érbitas periddicas para se tentar descrever caracterfsticas
semiclassicas de sistemas quénticos comegou com Gutzwiller [11]. As chama-
das teorias de érbitas periédicas podem prever com sucesso o0 comportamento
das estatisticas de niveis apesar de em geral nao levarem a séries convergentes
para a densidade de niveis.

A forma geral de uma teoria de érbitas periédicas para anslogos quanticos
de mapas foi desenvolvida inicialmente por Tabor [36]. Entretanto existem
algumas imprecisGes neste trabalho e neste capitulo apresentarei uma teoria
de Srbitas periédicas adequada a mapas no toro. Também exponho alguns re-
sultados numéricos para o trago do propagador quéntico, pois estes envolvem
sempre um ndmero finito de érbitas periddicas.
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IV.1 Teoria no Toro

A densidade de niveis de um mapa no toro pode ser escrita como:

N oo
=3 3 66—, — 2rj)

n=l j=-—c0

onde 8, sdo os niveis (auto-angulos, uma vez que os autovalores sio
unitarios). Usando a férmula de soma de Poisson obtemos:

N oo
o(6) =.2_1..§ 3 e - 3 U

lm=—00

com U sendo o propagador associade ac mapa.

Como a densidade de niveis pode ser expressa em termos do trago do
propagador e de suas poténcias, basta escrever estes em termos de érbitas
periédicas para obter uma teoria que descreva a densidade de niveis. Como
o propagador ¢ unitario Tr(l/=!) = (Tr(U'))*, podemos nos restringir as
poténcias positivas de /. Veremos a seguir estes tracos podem ser descritos
por um nuimero finito de orbitas periddicas. No entanto como a densidade
de niveis é escrita como a somna de tragos de todas as poténcias positivas
do prol)a,gador ela depende de todas as drbitas periédicas do sistema, cujo
nimero é infinito.

O procedimento seguido aqui é analogo ao utilizado para sistemas con-
tinuos. Escreveremos o traco da I-ésima poténcia do propagador como uma
soma de exponenciais complexas das agdes de dérbitas de periodo I, cujas
amplitudes dependem de sua estabilidade.

No nosso caso, a agéo é definida como a fungo geratriz S(¢’, q,m,n) do
mapa no toro. Os inteiros m e n sdo os “mimeros de rotagio” e garantem a
periodicidade no toro, eles sao os inteiros que devem ser subtraidos de ¢’ e p’
apos uma iteracdo do mapa para que estes estejam entre 0 e 1. Esta fungéo
geratriz gera mapas da forma:

!
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Para o tipo de teoria desenvolvida aqui, o propagador quantico deve ser
escrito na forma de uma média sobre o toro da aproximacio semiclassica.

Ou seja
_3a2ns|(q“I g, m n) % is '
o= L R E {g'.q.m,n)
Vare <( hogdg ) © .

comg=Q/N,q¢ =Q/N e Qe inteiros entre 1 ¢ N. Note-se que esta
definigio é idéntica Aquela de Hannay e Berry [21], para mapas lineares. O
uso aqui da agéo sobre o toro ac invés da agao sobre o plano tal como foi
feito no artigo original, ndo afeta em nada o resultado. As tinicas diferengas
no procedimento adotado sio: a média tomada sobre a coordenada ¢’, mas
como o artigo mesmo indica isto nao altera o resultado; e uma fase extra ng’,
esta fase sempre d4 uma contribui¢io que é multiplo de 27 quando ¢’ é um
racional, nio fazendo nenhuma. diferenga no resultado.

Consequentemente o propagador na forma acima é suficientemente ge-
ral para incluir mapas do Gato, mapas de Anossov, mapas quasi-Anossov e
outros sistemas com periodicidade no toro.

Como estamos interessados no trago de poténcias deste propagador, deve-
se obter uma expressio aproximada para a [-ésima poténcia. Farei o caso
I = 2, sendo imediata sua extensao para qualquer /. A segunda poténcia do
propagador é

N
Ué'Q = Z UQ’QIUQ1Q
@1=1

Substituimos as expressdes de Ugig e invertemos a ordem de célculo da
média e da soma (o que pode ser feito sem problemas pois a média é uma
soma finita também). Mas no toro o limite semicldssico é obtido através de
N — oo. Assim podemos reescrever a soma acima na forma de uma integral
e o propagador fica,

.. 1
U2 — /I dar —i2S(q'yqu, ', 0') ~id2S(q1, g, m1, )\ 2 o 5(8'q1 m! 014 S (g1 g 1)
¥Q 0 hdg¢'dq hdq:0q

m'my

Para 2 — 0 pode-se resolver esta integral pelo método de fase esta-
cionaria. A condigdo para que a fase seja estacionaria é entio
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d ! o '
5&-;[8(19‘ s, m,n ) + S(th!?nlanl)] = —'pl(q $QI) +pl(q1}q) =0

Ou seja, ¢ deve ser um ponto da “trajetéria” clissica (dnica} que leva de
¢ a ¢'. Portanto definimos $%(¢’,q,m,n) = (¢, qu,m',n’) + S(q1,9,m1,n1)
comm = f(ny,m1)+m’ en = g(n,,m;)+n’. Mas como f(n1,my) e g(ny,my)
séo inteiros fixos, pois m; e n; ficam definidos em consequéncia da escolha
de g1, a média sobre m; desaparece. Esta agio S? é justamente a acéio de
duas iteragdes sucessivas do mapa e entio obtemos:

1
UéfQ P <(_362S;(aq’:;! ?nf, nr))’ e]ES“(Q',q.m’,n')>
¢'dq "

A amplitude acima é a obtida naturalmente da integragéo, usando o fato
de que ¢1 € o ponto intermediario entre ¢ € ¢'. Assim vemos que a segunda
poténcia de U & escrita em termos da agio de duas iteragdes do mapa exa-
tamente na mesma forma do propagador para uma iteragio. Se o mapa
for linear este resultado nao é apenas uma aproximagio, mas o resultado
exato. Com uma argumentagao aniloga podemnos obter a {-ésima poténcia
do propagador em termos da agdo da I-ésima iteragio do mapa.

1
_aArQly LN AR ]
Ugig = <( 105 (g gm0, J) eﬁsl("""'m"“"> (11)

hdq'dq

Agora, tendo as diversas poténcias do propagador expressas em termos
de quantidades classicas, podemos calcular o traco

N
Tr(UY) = Y Ubg
Q=1

Usando a expressdo {11) e invertendo a ordem de calculo da soma e da
média resulta, depois de tomar mais uma vez o limite semicl4ssico para subs-
tituir a somatéria por umna integral sobre a coordenada g,

1
1 ARt ot T z
iy 1S g g, m!\n") i St qum )
T1(U)~</D dq( IED ) enSa'e ’
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Esta integral pode ser resclvida por método de fase estacionéria e entio
a condigdo é

a d
[@S'(q', g, m',n') + 3—q-5"(q’,q,m’, n’)] =7'(g,9) - plg,9) =0
g'=q
Assim, além de ¢’ = g temos p’ = p o que define uma érbita de periodo L.
Portanto o traco é escrito como

o.p Vv iU m OP VL

onde a soma ¢ sobre as érbitas periédicas de periodo !, ou cujo periodo
¢ divisor de I. A média sobre m deixa de ter sentido uma vez que fixamos
as orbitas e consequentemente my e n, . R; é o chamado residuo da érbita e
estd ligado a estabilidade desta pela matriz de monodromia

R =2 - Tr{M]
8 By
g0 8qo
M=
S Opm
8po  Opo (g.p)

com (g;, pi) sendo a l-ésima iteragio de (go,p0) = (¢, p).

Para mapas lineares as equagdes (12) e (11) séo exatas para qualquer
h e ndo meras aproximagdes semicléssicas e R; & constante para todas as
6rbitas de mesmo periodo. Além disso como o propagador para esses Iapas
€ periddico, também a densidade de nfveis é escrita como uma soma de um
nimero finito de rbitas periédicas, implicando na convergéncia desta soma.
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IV.2 Resultados

Aplicando os resultados da segdo anterior aos nossos sistemas exem-
plo, podemos ter uma idéia da validade dessas aproximagdes semiclassicas.
O mapa do Gato tem suas drbitas periddicas calculadas diretamente da
equagdo (2). Dado um periodo podemos encontrar facilmente todas as érbitas
com este periodo e como suas coordenadas sdo racionais estas érbitas podem
ser obtidas numericamente de modo exato.

Os mapas de Anossov sao sistemas homeomorfos a mapas do Gato e por-
tanto dadas as 6rbitas periddicas destes dltimos podemos obter diretamente
as Srbitas dos primeiros. Na pratica o homeomorfismo que liga ambos siste-
mas ¢ dificil de ser obtido e o procedimento adotado aqui é usar as érbitas do
mapa do Gato como uma aproximagio para um método iterativo de Newton,
generalizado de rdpida convergéncia (método de Baranger), que calcula as
érbitas associadas do mapa de Anossov. O método original se aplica a siste-
mas continuos discretizados ou mapas num espago euclidiano. A adaptacio
deste método para espaco de fases toroidal traz uma vantagem adicional,
ele depende do nimero de rotagio da drbita calculada. Como cada érbita
periodica do mapa do Gato é determinada a partir de seu niimero de rotagio
e este é o mesmo para a orbita associada do mapa de Anossov o método sé
pode obter a drbita desejada. Mesmo que haja wma érbita de mesmo periodo
préxima, ela terd um nimero de rotagao distinto.

Para se calcular as érbitas de mapas quasi-Anossov necessitamos de al-
guns cuidados. Como ndo existe uma correspondéncia 1 a 1 entre estes e
mapas do Gato, ndo hid garantias de que ambos sistemas tenham o mesmo
nimero de érbitas com determinado periodo. Quanto maior o perfodo maior
a diferenca de niimero de érbitas entre quasi-Anossov e Gato. Basta ver
que o nimero de 6rbitas periédicas de um mapa linear é grosso modo o
trago da mapa menos 2 (para um mapa continuo no toro isso é exato) e a
diferenga entre o trago do Mapa do Gato e de quasi-Anossov aumenta expo-
nencialmente com o perfodo. Para mapa lineares temos duas possibilidades
qualitativamente diferentes. Se o pardmetro de perturbagdo k for positive, o
mapa tem mais orbitas periddicas e se k for negativo tem menos. A idéia é
que em ambos os casos se o médulo de k for pequeno a maioria das érbitas
“sobrevive” a perturbagdo. Como o mapa aqui estudado tem regides onde a
perturbagdo é negativa e outras onde é positiva, é razoavel supor que ape-
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nas poucas 6rbitas ndo terdo correspondéncia com mapas do Gato. Assim
em principio podemos usar o mesmo procedimento seguido para mapas de
Anossov. E claro que a partir de certo periodo o nimero de érbitas que nio
sobrevivem ou aparecem é muito grande fazendo com que o erro no célculo
semicldssico sofra um aumento sibito.

Como a equagio (12) é exata e ndo nma mera aproximagio quando o mapa
é linear, ¢ interessante verificar o quanto esta equagio perde em precisio
quando aumentamos o parimetro de perturbagio. Nas figuras 31 e 32 estio
plotadas respectivamente as partes reais e imaginarias do traco exato do
propagador do mapa de Anossov (7) e sua aproximagio semicldssica. E
evidente o alto grau de concordincia em toda a regido de validade do teorema
de Anossov, as curvas sdo sobrepostas, s6 sendo possivel ver que existem
duas curvas devido & concentragio de pontos quando a derivada é pequena
formando uma curva continua.
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Figura 31- Trago em funcio de k para Anossov, N = 997,
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Figura 32- Traco em fungéo de k para Anossov, N

Para que seja possivel avaliar o aumento do erro com k apresento na
figura 33 o erro (diferenca entre exato e aproximagéo). Note-se que o erro é

oscilante e a amplitude de oscilagio aumenta com k tanto para a parte real

é mui

Fl

Pl

como para a imaginaria.

No entanto, frente ao valor do trago o erro

imagdo é muito boa.

pequeno mostrando que a aprox
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Figura 33- Diferenca entre o célculo exato e o semicl

para Anossov, N

= 997.

O mapa quasi-Anossov (8) tem essencialmente o mesmo comportamento

com relagdo ao parametro de perturbacao.

&0 respec-

~

Nas figuras 34 e 35 est

tivamente a parte real e imaginiria do traco do propagador juntamente com

3 Imente.

e visua,

ldssica. Novamente as curvas se scbrep

-

Sua aproxiumacac semic

81



exato --
aprox

{imariay

-1

0

0.

997.

Figura 34- Trago em fun¢ao de k para quasi-Anossov, N
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Figura 35- Traco em fungio de k para quasi-Anossov, N

figura 36

assica na

]

Devido a esta sobreposi¢do das curvas exata e semicl
mostro a diferenca entre elas plotada contra k. Pode se ver imediatamente

que o erro € oscilante mas aumenta sua amplitude com k, entretanto este

to pequeno frente ao traco.

erro é miui
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Figura 36- Diferenga entre o célculo exato e o semiclassico em fungio de &
para quasi-Anossov, N = 997,

Em ambos sistemas a aproximacio semiclassica se mostra dtil mesmo
para valores grandes de k. No caso de mapas de Anossov se verifica que
mesmo fora da regido de validade do teorema de Anossov a aproximagio é
muito boa nio mostrando nenhuma mudanga brusca de precisio.

A aproximacdo semicldssica deve melhorar quando estamos préximos
deste limite. Nas figuras 37 e 38 estdo o trago do propagador para o mapa
de Anossov (7) e sua aproximagio semicldssica em fungao de N. Note-se que
0 que parecem ser quatro curvas distintas é na verdade apenas uma. O que
ocorre é que as componentes real e imagindria do trago sdo quase periddicas
em N com um “periodo” 4. Para entender melhor o que acontece podemos
ver o comportamento do trago para o mapa do Gato (figura 39). O trago
neste caso tem periodo 8 com N mas suas componentes real e imagindria s6
assumem 3 valores distintos formando 3 retas. Para o mapa de Anossov essas

84



retas se deformam em curvas senoidais € uma delas (a central, que é visitada

duas vezes mais) se separa em duas, produzindo as 4 curvas observadas.
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Figura 37- Traco em fungdo de N para Anossov, k = 0.1.
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Figura 38- Trago em fungao de N para Anossov, & = 0.1.
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Figura 39- Parte real do trago do propagador para o Gato em fungio de .

E essencialmente impossivel distinguir visualmente entre o cilculo exato
e o semicldssico, as duas curvas se sobrepde perfeitamente. $6 é possivel veri-
ficar o aumento da preciséo da aproximagio semicldssica através da diferenca
entre os dois calculos. Por uma questdo de clareza, na figura 40 apresento o
erro a cada quase periodo, caso contrario existiriam 8 curvas de erro (4 da
parte real e 4 da imaginiria). O comportamento é o mesmo para as outras
curvas, Apesar de o erro ser oscilante ele diminui muito rapidamente com o
aumento de N mostrando que o limite semicldssico é atingido facilmente.
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Figura 40- Diferenca entre o cdlculo exato e o semicldssico em funcéo de N
para Anossov, k = (.1,

O mapa quasi-Anossov tem essencialmente o mesmo tipo de comporta-
mento com relagio a dependéncia do trago do propagador com N. Nas figuras
41 e 42 estao plotadas as partes real e imaginaria do trago, juntamente com
a sua aproximacao semicldssica. Novamente ocorre uma sobreposi¢ao quase
perfeita entre o calculo exato e o semicldssico, note a inexisténcia quase
completa de “pontos duplos” (sobreposigio imperfeita dos pontos calcula-
dos exata e semiclassicarnente). Aqui também ocorre 0 mesmo fendémemo
de quase periodicidade das componentes real e imaginaria do trago, gerando
quatro curvas distintas,
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Figura 41- Trago em fungdo de N para quasi-Anossov, k = 0.1.
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Figura 42- Trago em fun¢io de N para quasi-Anossov, k = 0.1.

Para se verificar o aumento da precisio com a aproximacéo do limite
semiclassico estdo plotadas na figura 43 as diferengas entre o célculo exato e
aproximado, tanto para a parte real como para a parte imaginaria. Nota-se
claramente a diminuigdo do erro com o aumento de N, apesar do seu cariter
oscilatério.
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Figura 43- Diferenga entre o célculo exato e o semiclassico em funcgio de N
para quasi-Anossov, k = 0.1,

Como a densidade de energia é expressa em termos de tracos de poténcias
do propagador, temos que verificar até que poténcia do propagador a apro-
ximagdo semicldssica é razoavel. Segundo argumenio de Berry et al. [30] a
aproximacgdo semiclassica deve perder sua validade quando o sistema comeca
a provar estruturas menores que h® no espaco de fases, (3 sendo o nfimero
de graus de liberdade. Quando tomamos um mapa hiperbélico, devido &
existéncia de uma variedade estivel, sua I-ésima poténcia prova estruturas
da ordem de X, com A sendo o autovalor menor do mapa. Assim para cada
N fixo temos A~'»es = N e podemos achar a poténcia maxima como:

Imaa: = — lOg(\ N

Como o tempo envolvido na multiplicacio de matrizes grandes é propor-
cional & dimensdo das matrizes ao cubo, se torna invidvel calcular poténcias
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muito altas. Apresento aqui os resultado para dimenstes 100 e 200 e poténcias
até 8. Para N = 100, ly.or < 4 € para N = 200, I, < 5.

Nas figuras 44 e 45 est&o os tragos do propagador para o mapa de Anossov
e sua aproximagio semicldssica. Note que néo se pode distinguir os dois
célculos visualmente indicando que a aproximacio semicldssica vai muito
além da previsdo baseada no argumento de Berry et al..
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Figuré 44- Trago de poténcias ! do propagador para Anossov, N = 200 e
k=01
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Figura 45- Traco de poténcias { do propagador para Anossov, N = 200 e
k=0.1.

Podemos ver a confirmagio da suposigao de que a aproximacao semiclds-
sica mantém sua validade muito além de 4, na figura 46. O erro é muito
pequeno e aumenta muito lentamente parecendo n#o sentir nenhum efeito da

passagem por lyq;.
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Figura 46- Diferenca entre o cilculo exato e semiclassico do trago de poténcias
! do propagador para Anossov, N =200 e k£ = 0.1.

Para os mapas quasi-Anossov, temos que tomar certos cuidados, pois
existem duas fontes de erro associadas a poténcias do propagador. Uma é
o proprio argumento de Berry et al. de que a partir de /,,,, a aproximacio
perde sua validade, outra fonte é a falta de érbitas periédicas no célculo
semiclassico. A maneira utilizada aqui para se obter as érbitas dos mapas
quasi-Anossov é baseada nas 6rbitas do mapa do Gato, e como ji discuti
anteriormente o nimero de 6rbitas que aparecem a mais aumenta com a
poténcia. No caso de k negativo o argumento é o mesmo com relagéo as
érbitas que desaparecem. Portanto para evitar esse problema utilizo também
uma perturbagdo pequena o que permijte utilizar poténcias relativamente
altas sem perder muitas 6rbitas. Nasms 47 e 48 estdo os resultados para
quast- Anossov, onde podemos ver que a pl:"tlaciséo é hoa mesmo além de I,,,,.
Na figura 49 apresento a diferenga entre o tilculo semicldssico e exato.
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Figura 47- Trago de poténcias | do propagador para quasi-Anossov, N = 100
ek=0.1.
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Figura 48- Traco de poténcias ! do propagador para quasi-Anossov, N = 100
e k=0.1.
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Figura 49- Diferenca entre o calculo exato e semicldssico do trago de poténcias
{ do propagador para quasi-Anossov, N =100 e k = 0.1,

O aumento sibito do erro em { = 4 se deve a falta de drbitas periédicas
no célculo semiclassico. Isso se pode verificar com uma perturbagio menor.
A diferenca entre o célculo exato e semicldssico est4 na 50, onde se vé& que a
aproximacao semiclassica mantém sua precisio muito além de I,,,,.
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Figura 50- Diferenca entre o célculo exato e semicldssico do trago de poténcias
! do propagador para quasi-Anossov, N =100 e k = 0.01.

Dos resultados acima podemos concluir que a aproximacio semicldssica
¢ muito precisa desde valores razoavelmente grandes de %, e bem além do
que se esperaria em termos do argumento de Berry. Deve-se notar que a
perturbagio de mapas do Gato faz com que a teoria de érbitas periddicas
ndo seja exata mas mesmo assim ela mantém uma precisdo bastante grande,
mesmo para perturbagdes grandes.

O fato de podermos usar a aproximagao semiclassica para poténcias mais
altas do propagador permite que se possa descrever algumas caracteristicas
do espectro. A densidade de niveis suavizada é uma aplicacio ébvia, mas
também é possivel descrever a variancia numérica em termos dos tragos.
Usando a definicdo de variancia e substituindo nela a densidade de niveis
escrita em termos dos tragos temos o seguinte resultado.
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Truncando a soma acima podemos observar a influéncia das érbitas de
periodo mais curto sobre a varidncia numérica. Na figura 51 e 52 estio a
varidncia calculada exatamente e a contribuigio das érbitas de perfodo até
8, respectivamente para o mapa de Anossov e quasi-Anossov.
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Figura 51- Varidncia numérica exata e calculada a partir dos tragos se-
miclassicos até poténcia 8 do propagador para Anossov, N = 200 e k = 0.1.
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Variancia

Figura 52- Varidncia numérica exata e calculada a partir dos tracos se-
miclassicos até poténcia 8 do propagador para quasi-Anossov, N = 100 e
k= 0.01.

Note-se que as oscilagdes mais longas da varidncia estao razoavelmente
bem explicadas para Anossov e um pouco menos para quasi-Anossov. K
claro que para poder descrever completamente a variincia necessitarfamos
de poténcias arbitrariamente altas do propagador e neste caso a aproximagcao
semicldssica perderia sua validade. Como a varidncia é uma soma de termos
positivos, s6 podemos obter contribui¢des para a amplitude das oscilacges.
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V Conclusao

Os dois tipos de perturbagbes apresentadas nesse trabalho compartitham, en-
quanto sistemas classicos, diversas caracteristicas. S3o sistemas de carater
hiperbdlico uniforme, no caso de mapas de Anossov, garantidos pelo teo-
rema de Anossov e no caso de mapas quasi-Anossov, devido a sua forma e
proximidade do mapa do Gato.

O teorema de Anossov traz uma série de propriedades de mapas do Gato
para mapas de Anossov, particularmente permite que a obtengio das érbitas
periédicas destes iltimos seja essencialmente tdo simples quanto as dos pri-
meiros. Além disso a existéncia de homeomorfismo ligando a ambos permite
dizer que essencialmente estes dois tipos de sistemas séo idénticos do ponto
de vista clédssico.

Apesar desta forte ligagao cldssica, do ponto de vista quantico ambos sis-
temas se comportam de modo radicalmente diferente. Essa diferenca reflete
o carater tnico dos mapas do Gato quantizados. Devido & sua linearidade
todo seu comportamento é regido pela teoria de mimeros, e isso faz com
que este seja um sistema atipico. J4 os mapas de Anossov, que possuem
uma componente nao linear, sdo um exemplo tipico de sistema quantico cujo
analogo classico é cadtico. :

As estatisticas de niveis tém seu comportamento governado pelas pre-
visdes do Ensemble Circular Ortogonal (COE). E importante notar que este
tipo de comportamento ndo estd restrito a regiao de validade do teorema
de Anossov, se estende muito além, indicando que a ligagdo com mapas do
Gato nao é o fator determinante neste comportamento. De fato os mapas
quasi-Anossov que nao possuem nenhuma ligagido formal com os mapas do
(Gato também séo bons exemplos de sistemas que seguem COE.

Do ponto de vista de teorias semicldssicas de orbitas periddicas para o
espectro, novamente temos dois comportamentos distintos. Os mapas do
Gato tém seu espectro descrito exatamente em termos de érbitas periddicas,
uma caracteristica incomum. Em geral tais teorias sofrem graves problemas
de convergéncia e métodos de ressomacio para essas teorias tém sido muito
procurados. Mapas de Anossov acabam ficando entre os dois extremos, ape-
sar de nao serem descritos exatamente em termos de érbitas periédicas, essa
é uma aproximac¢io muito boa, tendo sua validade estendida inclusive para
estruturas bem menores que 4, quando em geral seria de se esperar que tais
aproximagoes falhassem.
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A anilise desta teoria de drbitas periédicas ficou restrita a regiso de
validade do teorema de Anossov, pois além desta regi#o as érbitas nso podem
mais serem descritas em termos das érbitas de mapas do Gato. Neste caso
a ligacdo com os mapas do Gato é determinante devido & existéncia de um
codigo bem definido para essas 6rbitas. Quando saimos da regido do teorema
de Anossov ndo é mais possivel usar este cédigo e se torna muito dificil
enumerar todas as érbitas periddicas.

O sucesso em se descrever o propagador de quasi-Anossov em termos de
érbitas periddicas obtidas dos mapas do Gato, indica que esse tipo de apro-
ximagdo nio é dependente da sua relagdo com mapas do Gato. O problema
principal é a enumeragio destas érbitas, e uma vez que isto esteja resolvido
a precisdo da aproximacio é muito boa.

O fato de se trabalhar com um sistema cujo espago de fases seja limitado e
finito trouxe diversas vantagens para a analise. Como os niveis sio discretos
e finitos, se pode estudar todo o espectro e nio apenas seus niveis mais baixos
com um ganho importante em precisio.
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A Meédia de exponenciais complexas

Queremos calcular médias do tipo:

(exp [ :(am +cem) +i2x f(m )]) (13)

m

onde f(m) é a integral indefinida de uma fungédo de periodo 1, a, be ¢
sao inteiros e a média € definida como

1

L X

M=

< X >p= l

m=1

Assim f(z) pode ser escrita como:

flz) = /da: [ao + > (an cos(2rnz) + b, sin(2nrnz))
n=1
R an - bn .
= @aor + E(ﬁ cos(2.7rm:) ~ 5w sin(2mrnz))

= aoz + g(z)
onde g{x) é periddica. Podemos entéo reescrever (13) como

2ng(0) N in

3

L€
lim

Aim — am?®+ em) + z2araom:|

exp {

m=1

Como o primeiro termo da exponencial fornece uma fungao periédica com
periodo p fixo, tomando apenas os N que sejam divisiveis por p, obtemos

t2frg(0) Nip P

lim

A — exp [-—— al® + cl) + i2mag(np + l)]

n=1 [=1
Invertendo a ordem da soma e passando o limite para dentro

Nip

e'2me(0} Z exp { 5 (al? + ¢l) + i27magl hm X Z g2maonp
1=t
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A somatoéria em n € a soma de raizes da unidade se aq for racional e
portanto é nula a menos que ao = 0. Se ao for um irracional entdo quando
o limite for tomado a soma também se anulard, pois as poténcias de e*27rao
cobrirao o circulo unitario uniformemente. Q caso ag = 0 é trivial e a soma
di N/p, assim a média é:

p . Y
et'?’fy(O)l 3 exp [ﬂ(aﬁ + cl)] = ei279(0) <exp [z—ﬂ-(a;l2 + cl)])
P =1 b b !
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B CaAlculo analitico da variancia numérica

Podemos escrever a densidade de niveis no toro da seguinte forma:
N oo
p(z)=> > &(z— =z — NI
i=1l|=woc0

onde z; sfo os niveis de energia normalizados para o intervalo [0, N).
Como a densidade de niveis é escrita em termos de somatérias, o objetivo é
fazer o mesmo com a varidncia numérica. Esta é definida como:

V(L) = %AN[n(x,L) _ L)%de

s+ Lf2 , ,
n(z,L) = -/r—Lﬂ p(z')dz

com

Como tanto x como L sio tomados no intervalo [0, V), a densidade de
niveis fornecera contribuigdes de trés tipos

N
pl2) = Yo[8lz — i~ N) + 8(z — :) + 6 — i + N))

i=1

Desta forma obtemos

n(x, L} = i[ﬂ(m; +N—-z+L/2)0(x+L/2—2;—N)+

- +0(x; —z+ L/2)8(x + L/2 — z;) +
+0(z; - N—-zx+L/2)(z+ L2 —z; + N

com &(z) sendo a fungéo degrau. Cada produto representa uma “barreira”
de altura 1 centrada em z; (ou z;+ N ou z;—N) com largura L. Para calcular
fn(2z, L) — L]* devemos notar que o produto de duas barreiras é uma outra
barreira com largura igual & superposi¢do das anteriores. Definindo a barreira
n; como 8(z; — x4+ L/2)x + L/2 — z;) obtemos,

N
n(z, L) = Z(ni-l-N + ni + ni_n)

il
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assim

N N
=22 (nian + 0y + 1N )(njen + 15 + 1j_N)

i=1

[

=
Mas como a soma é simétrica e néo pode haver sobreposi¢io entre uma
barreira em #; — N e outra em z; + N a equacio acima se reduz a

N N
n*(x, L) =2)" DY (napwnjpn+ninn iy +nivngon)+n(z, L)
i1=1 j=i4l

consequentemente a varidncia fica

N
V(L) = L— zlf n(z, L)(2L — 1)dz
+2 Z: Z / (Nignmen + npNT; + nang) + (n,-n_,'_N + n;_Nn,-_N)
tx=1 j=i+l

Como a integral de n(z, L) é NL e os termos dentro de cada parentesis
da somatéria dupla ddo a mesma contrlbulga,o, mas nunca simultaneamente,
obtemos

V(L) = L—- L’+ Z Z[ —2;4+L)0(z;—z;+ L)+{(z;~2i— N+L)8(z;—2;— N+ L)]

:--1 J=i+1

O limite para L pequeno pode ser obtido trivialmente pois os argumentos
das fung¢bes § para L pequeno em geral sio negativos e a soma nio contribui.
Como L? é pequeno frente a L sobra apenas V(L) = L.

Note-se que essa forma é facilmente estendida a outros sistema com niveis
discretos. Se sua densidade de energia se escreve

N
=3 8(z — i)
n=1
A variancia é simplesmente
9 N N

V(L)=L'-—L2+—N-Z > (zi—a;+ L)6(x; —2; 4+ L)

i=1 j=i41
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No caso geral as somas se estendem ao infinito (espectro nio limitado) e
a varidncia numérica ndo é uma estatistica tio boa guanto a rigidez.

Para sistemas no toro, ou que possuam um espectro finito e discreto as
expressoes aqui desenvolvidas fornecem resultados exatos com pouco esforgo
computacional.
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