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Resumo

Neste trabalho, foi desevolvido um método de bosonizacao para o gis bidimensi-
onal de elétrons, sujeito a um campo magnético uniforme e perpendicular, quando o
fator de preenchimento é unitario (v = 1). Mostramos que as excitagoes elementares
neutras do sistema, conhecidas como magneto excitons, podem ser tratadas aproxi-
madamente como bésons. Em seguida, aplicamos o método para estudar o sistema
interagente. Neste caso, o Hamiltoniano do sistema fermionico é mapeado em um
modelo boso6nico interagente, cuja relacao de dispersao dos bdsons é igual aquela
anteriormente calculada por Kallin e Halperin. Além disso, o termo interagente leva
a formagao de estados ligados de dois bosons. Discutimos uma possivel relagao entre
estas excitagoes e aquelas do tipo par skyrmion-antiskyrmion, de modo analgo ao
encontrado para o modelo de Heisenberg ferromagnético. O limite semiclassico do
Hamiltoniano bosonico interagente também ¢é analisado e, aqui, o resultado encon-
trado estd de acordo com aquele derivado a partir do modelo de Sondhi et al. para
o quantum Hall skyrmion. O espectro de fotoluminescéncia do gds bidimensional de
elétrons interagentes com v = 1 também foi calculado. Consideramos um modelo
analogo aquele adotado para o estudo do problema do X-ray edge em metais, que
foi resolvido analiticamente através de nosso método de bosonizagao. Calculamos os
espectros de emissao das radiacoes circularmente polarizadas a direita e a esquerda
para as situagoes onde a distancia entre os planos do gas de elétrons e do buraco da
banda de valéncia é menor ou maior que o comprimento magnético. Para o primeiro
caso, ¢ mostrado que o espectro de fotoluminescéncia pode ser entendido como a
recombinacao do chamado estado exciténico com o buraco de valéncia, enquanto,
para o segundo caso, o espectro observado esta relacionado & recombinagao de um
estado constituido por um elétron de spin down ligado a n-ondas de spin. Este

estado mostra-se bastante adequado para descrever o quantum Hall skyrmion.
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Abstract

We develop a bosonization scheme for the two-dimensional electron gas in the
presence of an uniform magnetic field perpendicular to the two-dimensional system
when the filling factor is one (v = 1). It is shown that the elementary neutral
excitations of this system, known as magnetic excitons, can be treated approxima-
tely as bosons and the method is applied to the interacting system. It is shown
that the Hamiltonian of the fermionic system is mapped into an interacting boso-
nic Hamiltonian, where the dispersion relation of the bosons agrees with previous
Kallin and Halperin calculations. The interacting term accounts for the formation
of two-boson bound states. We also discuss a possible relation between these exci-
tations and the skyrmion-antiskyrmion pair one, in analogy with the ferromagnetic
Heisenberg model. The semiclassical limit of the interacting bosonic Hamiltonian is
analyzed and it is shown that the results are in agreement with those derived from
the model of Sondhi et al. for the quantum Hall skyrmion. The photoluminescence
spectra of the interacting two-dimensional electron gas at v = 1 is also calculated.
We consider a model similar to the one adopted to study the X-ray spectra of metals
and solve it analytically using the bosonization method. We calculated the emission
spectra of the right and left circularly polarized radiations for the situations where
the distance between the two-dimensional electron gas and the valence band hole
are smaller and greater than the magnetic length. For the former, it was shown that
the polarized photoluminescence spectra can be understood as the recombination of
the so-called excitonic state with the valence band hole whereas, for the latter, the
observed emission spectra can be related to the recombination of a state constituted
by a spin down electron bound to m-spin waves. This state seems to be a good

description for the quantum Hall skyrmion.
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Para auxiliar a leitura, segue abaixo a lista dos termos utilizados no texto.

e 2DEG - gas bidimensional de elétrons

QHF - ferromagneto de Hall quantico

Projegao no LLL - projecao no primeiro nivel de Landau
e NLoM - modelo sigma nao linear

e RPA - Random phase approximation

v - fator de preenchimento
e RCP - radiagao circularmente polarizada a direita

e LCP - radiagao circularmente polarizada a esquerda
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Capitulo 1

Introducao

A bosonizagao de sistemas fermionicos é um método nao perturbativo que tem
se mostrado bastante til para o tratamento de sistemas unidimensionais fortemente
correlacionados. A idéia béasica deste método consiste em descrever as excitagoes ele-
mentares neutras do sistema fermionico como bdsons. Através deste procedimento,
é possivel mapear um sistema fermionico, na maioria dos casos bastante complicado,
em um modelo bosénico mais simples.

A primeira abordagem neste sentido foi feita por Bloch, que descreveu os estados
excitados de um géas de férmions nao como elétrons e buracos separadamente, mas
como modos de oscilagdo do gés (ondas de som) e verificou que estas excitagoes
obedeciam & estatistica de Bose-Einstein [1]. Posteriormente, Tomonaga estendeu
as idéias de Bloch para um sistema unidimensional de elétrons interagentes [2].

No modelo proposto por Tomonaga, que descreve um sistema unidimensional
de elétrons interagentes cuja relacao de dispersao é linear em momento, foi veri-
ficado que as excitagOes elementares neutras (pares elétron-buraco) poderiam ser
tratadas como excitacoes coletivas e que estas apresentavam, aproximadamente, ca-
racteristicas bosonicas. Como consequéncia, o Hamiltoniano fermiénico original, que
é qudrtico em operadores de campo fermionico 1, foi mapeado em um Hamiltoniano
bosonico quadrdtico em operadores de campo bosonico ¢, que pode ser diagonalizado
através de uma transformacao canonica [2, 3].

Um modelo andlogo ao de Tomonaga foi proposto em seguida por Luttinger

para descrever um sistema unidimensional de férmions interagentes sem spin [4]. A
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solucao correta deste modelo foi encontrada posteriormente por Mattis e Lieb, que
verificaram que as relagoes de comutacao entre os operadores densidade de elétrons,
Pk, seguiam uma &algebra andloga aquela apresentada por operadores de criagao e
destruicao de bésons. Este fato permitiu a determinagao de uma solucao exata para
o modelo de Luttinger [5].

Desde entao, seguiu-se uma série de trabalhos, como relacionados na se¢ao intro-
dutéria de [6], que contribuiram para a consolida¢do do método de bosonizagao de
sistemas fermionicos unidimensionais. Dentre estes, deve-se citar o trabalho de Hal-
dane [7], que construiu explicitamente o chamado fator de Klein (operador que cria
e destréi férmions no formalismo bosonico) em termos dos operadores fermionicos
originais e estabeleceu a chamada conjectura do liquido de Luttinger. Dentre as
intmeras aplicacoes da bosonizacao de sistema fermidnicos unidimensionais, desta-
camos o estudo do problema Kondo [6], de nanotubos de carbono [8] e estados de
borda do efeito Hall quantico [9]. Uma revisao detalhada sobre o método de boso-
nizagdo bem como exemplos de aplicagoes podem ser encontrados em [6, 10, 11].

Alguns esforcos tém sido feitos a fim de se estender este formalismo para sis-
temas de dimensoes superiores. A primeira tentativa foi feita por Luther [12], que
procurou generalizar o método de bosonizagdo unidimensional, construindo uma
férmula de bosonizacao em termos das flutuacées do mar de Fermi ao longo de
direcoes radiais no espago de momento. Entretanto, este formalismo nao apresentou
grande sucessso. Baseado nas idéias de Haldane [13], Castro Neto e Fradkin [14]
e, independentemente, Houghton e Marston [15, 16] desenvolveram um método de
bosonizagao para um liquido de Fermi em dimensao D > 1. Recentemente, West-
fahl Jr. et al. desenvolveram um método de bosonizacao para o gas bidimensional
de elétrons (2DEG) sob um campo magnético externo perpendicular ao plano da
amostra (sistema Hall quantico) [17, 18].

O efeito Hall quantico é um dos fené6menos mais interessantes encontrados na
fisica da matéria condensada. Este efeito foi observado inicialmente por von Klitzing
e colaboradores [19] que, estudando um gés bidimensional de elétrons sujeito a um
campo magnético perpendicular ao seu plano (B ~ 5T) e a baixas temperaturas
(T ~ 2K), verificaram que para determinados valores do campo magnético externo
a condutividade Hall, o,,, permanecia constante e simultaneamente a condutividade

longintudinal o, — 0. Mais especificamente, definindo o fator de preenchimento
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Figura 1.1: Restividades longitudinal, p;,, e Hall, p;, de um 2DEG de alta mobili-

dade (p ~ 1.3 x 105¢m?/V - 5) em funcdo do campo magnético externo [20].

v =ng¢g/B, onde n é a densidade de portadores do 2DEG e ¢y = hc/e é o quantum
de fluxo magnético, observou-se que os platos na condutividade Hall ocorriam apenas
para valores inteiros de v e que o,y = ve? /h. Dessa forma, este fenomeno foi deno-
minado efeito Hall quantico inteiro. A Fig. 1.1 mostra os resultados experimentais
obtidos para as resistividades Hall e longitudinal do 2DEG [20].

Posteriormente, Tsui, Stomer e Gossard [21] encontraram um comportamento
andlogo para a condutividade de um 2DEG quando o fator de preenchimento era
fracionario (v = 1/3). Neste caso, foram utilizadas amostras cuja mobilidade dos
portadores de carga era maior que aquela das amostras utilizadas em [19] e o sis-
tema foi submetido a campos magnéticos mais intensos (B ~ 207") e a temperaturas
mais baixas (7" ~ 0.5K). Foi verificado que a condutividade longitudinal era des-

prezivel, enquanto a condutividade Hall era igual a e¢?/(3h). Este fenomeno, em
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seguida observado para outros valores fracionérios de v, foi chamado de efeito Hall
quantico fracionario. Uma apresentacao bastante detalhada deste assunto pode ser
encontrada nas Refs.[22, 23, 24, 25, 26].

O efeito Hall quantico inteiro pode ser entendido em termos de um modelo
de elétrons nao interagentes num campo magnético externo, sujeitos a um po-
tencial externo devido as impurezas (dopantes) presentes nas heteroestruturas de
GaAs/AlGaAs, onde o 2DEG é formado [22, 25, 26]. Por outro lado, para com-
preendermos o efeito Hall quantico fraciondrio é necessario considerar o efeito da
interagado Coulombiana entre os elétrons. Em 1983, Laughlin [27] propos uma funcao
de onda variacional que descreve as caracteristicas essénciais do efeito Hall quantico
fraciondrio com v = 1/p, onde p é um nimero impar. Nesta formulacdo, a incom-
pressibilidade do liquido quantico quando v = 1/p é uma manifestagao da energia de
gap necessdria para a criacao de uma quasi-particula (vortex) com carga fracionaria
+e/p quando elétrons sdo adicionados ou retirados do sistema. Um formalismo que
também tem se mostrado bastante adequado para descrever o efeito Hall quantico
fraciondrio é a chamada teoria de férmions compostos proposta por Jain [28, 29].
Neste formalismo, o sistema eletronico interagente original, sujeito a um campo
magnético forte, é mapeado em um sistema de férmions compostos (elétrons liga-
dos a um nuimero par de quantas de fluxo, ¢p) sujeitos a um campo magnético
fraco, de modo que o efeito Hall quantico fracionario pode ser compreendido como o
efeito Hall quantico inteiro de férmions compostos [28, 29]. Aqui, a fun¢ao de onda
tentativa sugerida por Jain é essencialmente uma generalizacao daquela de Laugh-
lin. Recentemente, Shankar e Murthy [30] sugeriram uma teoria Hamiltoniana de
férmions compostos para o efeito Hall quantico fraciondrio.

Uma excegao ao quadro acima ocorre quando o fator de preenchimento é unitario
(v = 1), i.e., quando todos os elétrons estao restritos ao primeiro nivel de Landau.
Neste caso, como no efeito Hall fraciondrio, temos um sistema eletronico fortemente
correlacionado. O estado fundamental do sistema é um estado spin polarizado, pois
todos os elétrons preenchem completamente o primeiro nivel de Landau de spin
up, constituindo o estado denominado ferromagneto de Hall quantico [22, 23, 24].
As excitagbes elementares neutras sao descritas por magneto excitons [31] que, no
limite de longos comprimentos de onda, podem ser interpretados como excitagoes

do tipo onda de spin do ferromagneto de Hall quantico. Além disso, as excitagoes



Capitulo 1. Introducao 5

elementares carregadas nao sao descritas apenas por uma quasi-particula, mas por
uma textura de spins denominada quantum Hall skyrmion [32]. Esta excitagao serd
discutida com mais detalhes no Cap. 3.

O método de bosonizacao para o 2DEG sob campo magnético externo desen-
volvido por Westfahl Jr. et al. [17, 18] permitiu estudar o sistema Hall apenas no
limite de campos magnéticos fracos, i.e., quando hd um ntimero inteiro e suficiente-
mente grande de niveis de Landau completamente preenchidos, v > 1. Neste caso,
foi mostrado que as excitacoes elementares neutras do sistema podem ser descritas
em uma linguagem bosdnica. O Hamiltoniano do sistema bidimensional de elétrons
interagentes foi mapeado em um hamiltoniano bosonico quadratico, cuja relagao de
dispersao dos bésons estd de acordo com os resultados anteriormente obtidos por
Kallin e Halperin através de cdlculos do tipo RPA (Random Phase Approzimation).

Dado que o sistema Hall quantico com v = 1 é um sistema eletronico fortemente
correlacionado bastante interessante e que o método de bosonizacao apresentado em
[17, 18] se mostrou bem sucedido para estudar o sistema Hall quantico no limite
v > 1, seria interessante procurar estender esta técnica para o caso de campos
magnéticos fortes, em particular, quando o fator de preenchimento é unitario. Este
¢é precisamente o objetivo do presente trabalho.

O préximo capitulo serd dedicado ao desenvolvimento do método de bosonizagao
para o 2DEG com v = 1. Partindo da descrigao do sistema eletronico nao-interagente
na base dos niveis de Landau, verificaremos que as excitagOes elementares neutras
podem ser tratadas aproximadamente como bdsons e, assim, o operador bosoénico
serd definido. A representacdo bosoénica dos operadores densidade de elétron e den-
sidade de spins serd derivada e serd mostrada a relagao entre o presente método
de bosonizacao e o formalismo da proje¢dao no primeiro nivel de Landau, desenvol-
vida por Girvin e Jach [33] para o estudo da mecénica quantica no subespago do
primeiro nivel de Landau. A reorganizacao do espaco de Hilbert também serd dis-
cutida. O capitulo se encerra com a aplicagao da técnica ao 2DEG interagentes com
v = 1. Veremos que o Hamiltoniano fermiénico é mapeado em um modelo bosonico
interagente.

No capitulo 3, o modelo bosoénico interagente obtido no capitulo anterior sera
estudado. Vamos verificar através de dois procedimentos diferentes (célculo da ener-

gia dos estados ligados de dois bdsons e “limite semiclassico”) se este modelo pode
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ser utilizado para descrever o quantum Hall skyrmion.

O capitulo 4 serd dedicado a segunda aplicagdo do método, i.e., ao cédlculo do
espectro de fotoluminescéncia do 2DEG com v = 1. Serda adotado um modelo
andlogo aquele utilizado por Schotte e Schotte para o estudo do problema do X-ray
edge em metais [34]. Veremos como a técnica de bosonizagao desenvolvida permite
calcular analiticamente o espectro de emissao de radiagao circularmente polarizada.

Finalmente, no ultimo capitulo, sera feito um resumo dos resultados obtidos e

as principais conclusoes serao apresentadas.



Capitulo 2

Método de bosonizacao para o
2DEG com v =1

Neste capitulo, serd apresentado o método de bosonizacao que foi desenvolvido para
o gés bidimensional de elétrons (2DEG) quando o fator de preenchimento é unitério
(v = 1). Nossa proposta é baseada no trabalho de Westfahl Jr. e colaboradores
[17, 18] que elaboraram um método de bosonizagao para o 2DEG, porém no limite
de campo magnético fraco quando hd um nuimero inteiro e suficientemente grande
de niveis de Landau completamente preenchidos, e nos resultados obtidos para a

generalizacao deste método para o caso de elétrons com spin apresentados em [35].

2.1 Particula carregada em 2-D sob campo magnético

Vamos inicialmente considerar um tinico elétron se movimentando no plano z —y
sob a agdo de um campo magnético perpendicular constante B = Bpz. O Hamilto-

niano do sistema é dado por,

H= o (p+ AR (2.1)

onde p é o momento canonicamente conjugado a r e A é o potencial vetor. No gauge

simétrico,

1 1 . X
A(r) = —gt X B= —§Bo(yx — 7).
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Classicamente, o elétron se movimenta em uma érbita circular com frequéncia an-
gular w. = eB/mc (frequéncia ciclotronica). Neste caso, o médulo da velocidade da
particula
1 e
v=—(p+ -A(r
~(p+ SA(),
e a posigao do centro da érbita ciclotronica (centro de 6rbita)

v
Ro=r+2x—
m

sao constantes de movimento.
Definindo as varidveis complexas V = v, +ivy, P = p, +ipy, Z = o + 1y e

Zy = Ry, +1Roy, no gauge simétrico, as constantes de movimento sao escritas como

1 1
V = —P+ —iw.Z,
m 2
Zo = Z4+ V.
We

Aplicando o método de quantizacao canonica para as varidveis canonicamente con-

jugadas r e p, verifica-se que as relagbes de comutacao entre V e Zp sdo dadas

por

2haw,.

Vv = - = a2,
m
o

Zo. Z1 = — 9/2

[ 0, 0] mw, )

[VT7 ZO] = [V7 ZO] = 07

onde | = y/hc/(eB) é o comprimento magnético. Introduzindo dois operadores
escada independentes d e g, tais que [d,d'] = [g,¢7] = 1 e [d,g9] = [d,¢'] = 0,

podemos escrever

—iV2lw,d!,

Vv
(2.2)
ZO = \/ilg

E facil verificar que os operadores V e Zy definidos pela Eq. (2.2) satisfazem as

relacoes de comutagao acima.
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Dessa forma, o Hamiltoniano (2.1) pode ser escrito como
1
Hy = hwe(d'd + ) (2.3)

cujos auto-valores, niveis de oscilador harmonico degenerados denominados niveis

de Landau, sao dados por

1
B = hwe(n + ), (2.4)
e os respectivos auto-vetores por
_ @hrgh™
= 00
1
(x[00) = e I
272
1 =2 ir
<I‘|7’L m> = \/We 4 Gm-l—n,n(T) (25)

A funcdo Gpyqnn(z) estd definida no apéndice C.

Semiclassicamente, um elétron no estado |[n m) pode ser interpretado como uma
particula se movimentando em uma érbita ciclotronica com raio igual a lv/2n + 1
e cujo centro estd localizado a uma distancia [v/2m + 1 da origem do sistema de
coordenadas, como ilustrado na figura 2.1. De fato, considerando que o sistema é
um disco de area A, cujo centro esta localizado na origem do sistema de coordenadas,

a distancia do centro da oérbita ciclotonica a origem é dada por
2 2 _ 2 —
\ Rox + Rgylnm) = 1/212(gtg +1/2)|n m) = Iv2m 4 1[n m),
'

enquanto o raio da érbita ciclotronica por
V/(Roz — 2)2 + (Roy — 9)2ln m) = \/202(dFd + 1/2)|n m) = V20 1 T |n m).

Consideragoes andlogas podem ser feitas para uma particula de carga positiva +e.

Neste caso, w. = —eB/mc e assim, os operadores V e Zy obedecem as relagoes de
comutacao
2hw
Vvl = == =2P%,
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Figura 2.1: Representacao esquematica das érbitas ciclotronicas no gauge simétrico.

[ZO> Zg]

V7T, Z]

= 2%

[V, Zo] = 0.

Neste caso, as defini¢oes (2.2) s@o modificadas para

vV o=

Zy =

de modo que o hamiltoniano (2.1) assume a forma

Hy = —Tiw(d} dy, +

%). (2.8)

Uma andlise detalhada deste problema é feita em [24]. O formalismo aqui apre-

sentado segue aquele descrito no apéndice A de [17], o qual é andlogo aquele discutido

em [24] com as seguintes alteracdes g — bl e df — —ia.
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2.2 Definicao dos operadores bosonicos

Vamos considerar um sistema constituido por N elétrons sem spin, nao intera-
gentes, se movimentando no plano z — y (2DEG) sob a agao de um campo externo
B = Byz. O sistema é descrito pelo Hamiltoniano

1
2m*

Ho = /d% Wi (1) (=Y + SA )P0 (), (2.9)

onde m* é a massa efetiva do elétron no semiconductor (veja apéndice B) e A(r) é
o potencial vetor no gauge simétrico. \I/T(r) é o operador de campo fermionico que
pode ser escrito na base dos niveis de Landau como
Vi) = > (nmlr)d,,
n,m

—|r|2 /412 .
€ M / :n—l—n,n(lr/l)CILmv

1
%\/271’[2
Ur) = Z(r|nm>cnm (2.10)

n,m

1 22 .
= Z \/ﬁe Irl®/4t Gm—l-n,n(lr/l)cnm:
n,m
onde 7 = z + iy. O operador fermi6nico ¢, cria um elétron no nivel de Landau n

com centro de orbita m e obedece as relacoes de anti-comutacgao

{CILmch/m’} = {Cnmacn’m’}zo

(2.11)
{C;rlma Cn/m’} = 5nn’5mm’7

comn = 0,1,2,...em = 1,2,...,Ny. Aqui, Ny = Anp é a degenerescéncia de
cada nivel de Landau, com ng = 1/(271%) e A é a drea do sistema. Substituindo as
Egs. (2.10) em (2.9), verifica-se que o Hamiltoniano do sistema é diagonal na base

dos niveis de Landau,

1
H=> hwe(n+ 5)cjmcnm, (2.12)

n,m

onde w. = eB/(m*c) é a frequéncia ciclotronica. Definindo o fator de preenchimento

v = N/N4 como o nimero de niveis de Landau preenchidos, para v inteiro, o estado
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- - o -o-
- - o

Figura 2.2: Representacao do estado fundamental do 2DEG com v = 2.

fundamental do 2DEG é obtido preenchendo-se completamente os v niveis de Landau
de menor energia,

v—1Np—1

GS)=T] II clml0), (2.13)

n=0 m=0
onde |0) é o estado do véacuo. A Fig. 2.2 ilustra o estado |G\S) acima quando v = 2.
Vamos agora considerar o spin eletronico e restringir o espago de Hilbert apenas
ao nivel de Landau de mais baixa energia (n = 0). Neste caso, os operadores de

campo fermioénico (2.10) assumem a forma

1
Vi(r) = Zm: s

e_|r|2/4l2G07m(—’L"l“*/l)CjnJ,

(2.14)
1
To(r) = > e AL G o(ir /) em o,
/272
onde ¢! _ cria um elétron com spin o no primeiro nivel de Landau com centro de

orbita m e segue as seguintes relagoes de anti-comutacao

{c;rnoﬂc;rn’o-/} = {Cmtf?Cm'G'}:O?

(2.15)

{C];novcm’ a’} = 5m,m’6a,a’7 com o=oul.
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(a)

(b)

;
Lo A

m=0 m=1 m=2 m=N¢—1

Figura 2.3: Representacao esquemdtica: (a) estado fundamental do 2DEG com v =
1 (ferromagneto de Hall quéantico) e (b) excitagdo elementar neutra (par particula-

buraco). g = g*upB é a energia Zeeman.

Além do termo de energia cinética Hy [Eq. (2.9)], é necessério incluir o termo

de energia Zeeman Hz no Hamiltoniano total do sistema,
1
Mz =3¢ upBY. / &r oL (r)T, (r). (2.16)
g

Aqui, g* > 0 é o fator giromagnético do elétron (veja apéndice B) e up é o magneton
de Bohr. Substituindo as Eqs. (2.14) nas expressoes (2.9) e (2.16), o Hamiltoniano
total do 2DEG, H = Hy + Hz, é escrito como
1 1,
H = 3 Z hwee!  Cmo — 59 upB Z ocl Cmo- (2.17)

m,o m,o

Nota-se que H ¢é diagonal na base dos niveis de Landau e que o termo de energia
cinética é apenas uma constante. As energias dos estados de uma particula sao dadas
por —g*up/2 e g*up/2 e a degenerescéncia dos respectivos auto-estados é igual a
Ng.
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Para v = 1, o estado fundamental do 2DEG, |F M), é obtido completando-se
inteiramente o primeiro nivel de Landau de spin up (ferromagneto de Hall quantico)

Ny—1
M) =TT 410, (2.18)
m=0

como ilustrado na Fig. 2.3 (a). Neste caso, cada centro de 6rbita é ocupado por um
tnico elétron de spin up (cada elétron de spin up estéd associado a um unico quanta
de fluxo). |FM) é um autovetor do operador S, (componente z do spin total do
sistema) cujo autovalor é igual a Ny/2.

As excitacOes elementares neutras do sistema sao descritas por pares elétron-
buraco ou spin-flips, j4 que um elétron de spin up é destruido e um elétron de
spin down é criado no ferromagneto de Hall quantico [Fig. 2.3 (b)]. Estes estados
excitados podem ser construidos aplicando-se o operador de spin S~ = S; — Sy, no
estado fundamental |F'M),

W) oc S™|FM).

Como descrito no apéndice A, no método de bosonizagao para o gis unidimensional
de elétrons, os operadores de criagao e destruicao de bésons sao derivados a partir
do operador densidade de elétrons, p(k), pois as excitagoes do tipo elétron-buraco
sao obtidas pela agao do operador p(k) sob o estado fundamental do sistema. A fim
de se definir os operadores bosonicos, a relacao de comutacgao entre os operadores
p(k) de momentos diferentes é analisada. Aqui, serd seguido o mesmo procedi-
mento entretanto, neste caso, é necessario analisar os operadores densidade de spin
St(r) = Sy(r) + iSy(r) e S~ (r) = Sz(r) — iSy(r), mais especificamente, analisar a
transformada de Fourier destes operadores.

Vamos, inicialmente, estudar o operador densidade de elétrons de spin o, que é

definido como
po(x) = (X)W, (1),

Utilizando as expressoes (2.14) e a definicao da fungao G, v (x) (veja apéndice C),

pode-se mostrar que a transformada de Fourier deste operador é dada por

pola) = [ UL @) T, ()
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= X [@re  minim)ch e

= Z <m‘ milesl e Z)/Qym/>cinacm’a

m,m/’

= ¢ lal?/2 Z G (10)Ch ot o4 (2.19)

onde g = g, + igy e o operador z é definido como na equacao (C.1). Note que a
agao do operador p,(q) sobre o estado |F'M) nao gera uma excitacao do tipo par
particula-buraco.

Por outro lado, o operador densidade de spin é definido como (A = 1)
1 .
= o W ()05 V().

onde as componentes do vetor ¢ sao as matrizes de Pauli. Entretanto, vamos definir
os operadores densidade de spin ST (r) e S™(r) apenas pelos respectivos elementos

de matriz nao nulos. Em termos dos operadores de campo fermionico, temos que
SHr) = W) (r),
S~(r) = viE)T().

De modo andlogo & equacao (2.19), é possivel calcular a transformada de Fourier

dos operadores densidade de spin acima e mostrar que

Sta) = el “ZG (~lg)eh, 1emr 1, (2:20)

ST (q) = e/ Z G (—1g)c] |G T (2.21)

E facil verificar que a relagao de comutagao entre os operadores ST(q) e S™(q) ¢é
proporcional & transformada de Fourier dos operadores densidade py(r) e p|(r) (veja

o apéndice E para detalhes),

_ 2 1% 2 1 %
1S4 Sg] = ¢ Ppa+d) - T Pp(a+q). (2.22)



Capitulo 2. Método de bosonizagao para o 2DEG com v =1 16

Como os valores esperados de p1(q) e p;(q) no estado fundamental (2.18) sao
(pr(a+d')) = Nydgta,0 ¢ (pi(a+d')) =0, o valor esperado do comutador [Sg, S/]

é simplesmente
_ _ 2
(1S4, Syl = e M P NGS g 0. (2.23)

Note que, a partir da relagao acima, podemos construir operadores bosonicos em
fungdo dos operadores fermi6nicos ¢}, , € ¢y

Vamos definir os seguintes operadores bq e bIl por

1 2
bq = 7N¢€|lq| /4qu (224)
bl = Lellqp/‘lg— (2.25)
q - N¢ q- :

e aproximar a relagao de comutagao entre bq e bIl pelo seu valor esperado no estado
fundamental (2.18),

[bq7bL/] ~ <[bq,bL,]> = Oq,q'- (2.26)

Desse modo, pode-se afirmar que bq e bl; sao aproximadamente operadores bosoénicos.
De modo anélogo ao modelo de Tomonaga para o gis unidimensional de elétrons
(apéndice A), arelacdo (2.26) serd considerada exata. Esta é a principal aproximacao
do método. Note que esta aproximacao é similar aquela adotada em calculos do tipo
RPA (uma revisao sobre o método RPA pode ser encontrada em [36]). A partir

deste ponto, sera considerado que

L jig/a Z t

bq = m@ |lq|/ 2 Gm’m/(—lq)CmTCm/l (227)
L _lig/a 1

= e 2 G ) e (2.28)

sao operadores bosonicos, que obedecem as relacoes canonicas de comutacao

bl.0l] = [bg,bq] =0, (2.29)

T
q
[bq. b,

| = Oq,q’-
O ferromagneto de Hall quantico, |[F'M), é o vicuo para os bdsons, ja que bq o

CjnTCm/ | € a acdo do operador fermiénico ¢,/ | sobre |FM) é igual a zero. Logo, o
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Figura 2.4: Representacao esquemdtica do magneto exciton: elétron e buraco
excitados localizados respectivamente nos centros de érbitam = 2 em = 1. R§ e R}

sao os vetores posicao dos centros de érbita do elétron e do buraco, respectivamente.

espaco de Hilbert bosonico é gerado pela aplicagao do operador bIl sobre |[F'M), i.e.,
os autovetores deste espaco sao escritos como

(by)"a

q

|[F'M), ngq > 0, (2.30)

e > qNq < Ny, pois, caso contrdrio, o estado obtido néo ¢ fisico.

O estado b];]F M) é uma combinagao linear de excitacoes do tipo particula-
buraco, como ilustrado na Fig. 2.3 (b), onde o buraco e o elétron apresentam
spin down. De fato, o operador b:rl ¢é andlogo ao operador e;fz,p(q), comn =p=0,
discutido nas Refs. [17, 18] e no apéndice D, que cria uma excitagao elementar neu-
tra, denominada magneto ezciton [31], quando aplicado sobre o estado fundamental
(2.13).

O momento q do béson bL corresponde ao “momento do centro de massa dos
centros de drbita do par elétron-buraco” [31], De fato, definindo Py como o momento
canonicamente conjugado ao vetor Ro = (R§ + R})/2, o qual é definido como o

centro de massa dos centros de érbita do elétron e do buraco, e escrevendo Py na
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forma complexa como na Sec. 2.1, verifica-se que (veja o apéndice D para detalhes)
Pobl|FM) = habl|FM).

Aqui, os vetores Rf e Rg descrevem, respectivamente, as posicoes dos centros de
orbita do elétron e do buraco que constituem o magneto exciton, como ilustrado na
Fig. 2.4. Além disso, q € um bom numero quantico pois o momento total de um
sistema bidimensional de particulas carregadas sob a acao de um campo magnético
externo é conservado quando a carga total do sistema ¢é nula [37]. Lembrar que o
béson bi; é eletricamente neutro pois é constituido por pares elétron-buraco.

Dessa forma, verificamos que as excitacoes elementares neutras do 2DEG podem
ser tratadas aproximadamente como bdsons e que estes correspondem as excitagoes
do tipo magneto exciton, definidas anteriormente por Kallin e Halperin [31]. A
préxima etapa consistird no calculo da representacao bosonica do Hamiltoniano do
2DEG interagentes com v = 1, onde a associagao feita entre o boson bL e 0 magneto
exciton ficard evidente. Entretanto, antes desta etapa, vamos determinar a forma
bosonica do operador densidade de elétrons, dos operadores densidade de spin e

verificar a relagao entre estes.

2.3 Operador densidade de elétrons

Apesar do operador bosonico b nao ser derivado diretamente do operador den-
sidade de elétrons, como no gas unidimensional, este operador sera bastante impor-
tante quando a interacao Coulombiana entre os elétrons no sistema bidimensional
for considerada. Nesta secdo, serd mostrado que é possivel escrever o operador
densidade de elétrons como um produto dos operadores bosonicos bq and qu.

A representacao bosoénica de um operador qualquer O = O(c;fnya, Cny o) POde ser
obtida aplicando-se este operador aos autoestados (2.30), os quais geram o espago

de Hilbert bosonico, i.e.,

Ol{ng}) = O(H

q

B (b)"a (bl
= [(’),1;[ \/@]\FM>+1;[ > O|FM).

b)"
nq!

Q

—

) |[F'M) (2.31)

)
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Utilizando as expressoes de O e bJr em funcdo dos operadores fermiénicos ¢/ and
Cm/ o, podemos calcular o valor de O|F M), além da relagao de comutagao [(’), bil]
que permitird a determinagao do valor do comutador da Eq. (2.31).

Seguindo o procedimento descrito acima, vamos calcular a forma do operador
densidade de elétrons de spin up, p;(k), em funcao dos operadores b’s. E facil

verificar que
_UE2/4 —i
[o1(k),bl] = —e |Uk[? /4, zk/\q/2ka+q7 (2.32)

onde k A q = I?2- (k x q). Através da propriedade (C.14) da fungao G, (),

verifica-se que p;(k)|FM) é simplesmente uma constante,

p1(K)|FM) = e 1P /QZG ((Ik)e] e | F M)

— SNy FM). (2.33)

Utilizando (2.32) e apds um pouco de algebra, temos que

prk){ng}) = — Y e lH/imikreizyl

pE€{nqg}

np(b;r))np_l

Vnp!

.
G M) + BoNolna}

X
qg€{nq}.q#p V

_11K|? i
= e RPN =R b l{ng}) + dqoNpl{ni}).  (2.34)
p

Na segunda etapa da relacao acima, foi considerado que
bp(bp)™ = [bp. (b})"®) + (b])""bp = np(bL)">~" + (b],)""bp,

e que bp|F'M) = 0. Como a equacdo (2.34) é vélida para qualquer estado do espago
de Hilbert bosonico, temos uma identidade entre operadores, donde pode-se concluir

que

pr(k) = 0 oNy — e /AN emiknal2pl | (2.35)
q

é a representacao bosonica do operador densidade p; (k).
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De modo anélogo, a expressao do operador p|(k) em termos dos bésons é dada

por

pik) = €—|lk|2/4Ze+ik/\q/zbfk+qu (2.36)
q

jé que p ()| FM) = 0 c
—|lk|2/4 +ik
[y (), bl] = eI/ detikrapl .
Um procedimento alternativo para o cdlculo de (2.35) e (2.36) consiste em de-
terminar uma expressao em termos do b’s que satisfaca a relacdo de comutacgao
[0, biﬂ- Por exemplo, para o operador densidade de elétrons p;(k), o comutador
(o1 (k),bm x b:rl 4k © assim, podemos concluir que a expressao de py(k) em fungao
dos b’s deve ser proporcional a qu 4+xbq- Escolhendo apropriadamente os coeficien-
tes, encontramos facilmente o primeiro termo da Eq. (2.35). Para completar a
expressao, ¢ necessario apenas adicionar o termo referente & acao do operador p; (k)
sobre |[F'M). Na sequéncia, este procedimento serd utilizado pois é mais simples que
0 primeiro aqui apresentado.
Finalmente, a partir das equagoes (2.35) e (2.36), temos a forma bosonica do

operador densidade de elétrons

e = 1)+ py(K) (2.37)

= G0Ny + 2ie AN sin(k A q/2)b, o bq-
q

Observe que py é quadratico em operadores bosonicos.

2.4 Operadores densidade de spin

Nesta secao, serd determinada a representacao bosonica dos operadores densi-
dade de spin S%, S: e S . Veremos que a representacao obtida ¢ andloga aquela
proposta por Dyson para estudar ondas de spin em sistemas ferromagnéticos [38].

Como a componente z do operador densidade de spin pode ser definida como

57() = 3 (U} ()W () — W] ()0, (),
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a expressao da transformada de Fourier deste operador em funcao dos operadores

bosonicos segue imediatamente das Eqgs. (2.35) e (2.36),

1

S = 5lprk) —pi(k) (2.38)

1 _
= §5k70N¢ — eIk Z cos(k A q/2)bL+qbq.
q

Apesar dos operadores bosonicos bq e bl; serem definidos a partir das equacoes
(2.24) e (2.25) respectivamente, estas nao correspondem as representagoes bosonicas

de Slf e S pois
[SSL 5;/] 7 Oq.q'-

De fato, é necessario seguir o procedimento apresentado na Sec. 2.3 a fim de calcular
a forma bosonica dos operadores S; e Sy .

A partir das Eqgs. (2.21) e (2.28) verifica-se que [S,_, bL] = 0. Dessa forma, a agao
de S sobre os autoestados (2.30) estd relacionada apenas a acdo deste operador

sobre o ferromagneto de Hall quéntico |F'M),

- - (bl)"a (bl
Sy |[{ng}) = , FM Sy | FM). .
elinad) =i, T1 Seiean+ T1 T3oesi e (239

0

Diferentemente do resultado encontrado para o operador densidade de elétrons,
Sy |[F'M) nao é simplesmente uma constante, mas este estado é proporcional a uma
combinagao linear de termos do tipo Gmm/(—lq)c;rnlcm/ﬂFM). Neste caso, é bas-
tante razodvel utilizar a Eq. (2.25) para definir a representagao bosonica do operador

S\, como

S =/ Nge /4] (2.40)

Na préxima segao, veremos que (2.40) estd bem definida pois esta satisfaz as relagoes
de comutagao entre os operadores densidade de spin, bem como entre estes e o
operador densidade de elétrons.

Por outro lado, S;f |[FM) = 0 [veja Eq. (2.20)] e, assim, a forma bosonica do

operador Slf é completamente determinada pela relacao de comutacao entre este
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operador e bg,

lgl?/4
e 2 * 21.%
(S b = ——=("2p(k + q) — %) (k + q))

Vs

9e—lIk[2/4

_ N Rag 2T
) /N¢

X Zcos(%(k/\ (a—p) —qu))ka+p+qbp. (2.41)

Como o primeiro termo da Eq. (2.41) é proporcional a 0k g, podemos concluir que
o operador Slf deve apresentar um termo linear do tipo bx. Além disso, o segundo
termo é uma combinagao linear de produtos da forma bL +pbp, implicando que Slf
deve apresentar um termo proporcional ao produto b'bb. Escolhendo adequadamente

os coeficientes, temos que

Slir — A /N¢e_|lk|2/4b_k
o—lIk|? /4 >
VN 54

que satisfaz a relacao de comutacao (2.41).

1
cos(5(k A (a = P) = 4\ P)bsqipboba: (2.42)

Como dito inicialmente, a representacao (2.38), (2.40) e (2.42) é andloga aquela
considerada anteriormente por Dyson para estudar ondas de spin em sistemas fer-
romagnéticos [38]. Um ponto interessante deste formalismo é que, apesar do reque-
rimento de hermiticidade, S = (S7)7, nao ser satisfeito, as relagoes de comutagao
usuais entre entre os operadores de spin sao obedecidas. Uma revisao detalhada do
formalismo de Dyson pode ser encontrada em [39]. Veremos na préxima se¢ao que
a representacao (2.38), (2.40) e (2.42), derivada através do método de bosonizagao,
preserva as relagoes de comutacao entre os operadores densidade de spin projetados

no subespaco formado apenas pelo primeiro nivel de Landau.

2.5 Projecao no primeiro nivel de Landau

Nesta secao, serd mostrado que, utilizando as representacoes bosonicas dos ope-

radores px, Si, Slf e Sy , as relacoes de comutacgao entre estes estao de acordo com os
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resultados obtidos a partir do formalismo da proje¢do no primeiro nivel de Landau
(projegao no LLL).

A projecao no LLL é uma formulacdo da mecanica quantica no subespaco for-
mado apenas pelo primeiro nivel de Landau, desenvolvida por Girvin e Jach [33]
(uma revisao deste formalismo é apresentada nas Refs. [22] e [24]). Uma con-
sequéncia importante da projecao dos operadores densidade de elétrons e densidade
de spin neste subespaco é que as relacoes de comutacao entre estes operadores sao
modificadas, i.e., os operadores de spin projetados nao seguem as relagoes canonicas
de comutagao além de nao comutarem com o operador densidade de elétrons.

Vamos considerar inicialmente o operador densidade de elétrons. A partir da

equagao (2.37), é facil mostrar que

[pAk, ﬁq] = 4el2k.q Sin(q A k/2)6—|lk+lk\2/4
x> sin((k+q) Ap/2)bl, o pbp- (2.43)
P
Nota-se que [gk, pq] é proporcional a uma combinacao linear do produto bL +qiplP

com coeficientes iguais a sin((k + q) Ap/2). Este resultado implica que o comutador
acima deve estar relacionado ao operador densidade de elétrons pgik. Comparando-

se (2.43) com a Eq. (2.37), encontramos que
[, fq] = —2ie” 9sin(q A k/2) gt (2.44)

que esta de acordo com o resultado obtido através da projecao no LLL. De fato,
através deste formalismo mostra-se que os operadores densidade de elétrons proje-
tados, pk, seguem uma algebra andloga a dos operadores de translacao no campo
magnético. Quando uma particula é transladada ao longo de um paralelogramo
formado pelos vetores ki? e ql? (veja Fig. 2.5) em uma regido onde had um campo
magnético externo, a particula adquire uma fase igual a g A k. Como consequéncia,
o comutador [g, pq] é diferente de zero e igual a (2.44), em oposigao ao resultado
esperado para operadores nao projetados [22].

Do mesmo modo, a partir das expressoes (2.37) e (2.38), verifica-se que o comu-

tador entre os operadores px e Sg ¢ também nao nulo

1
[Pk, Sé] = §5k705q’0N£ _ 9jl?ka/2 sin(k A q/2)6—|lk+lq\2/4
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z x (-1q)

z x (-1lk)
P =2m/¢ , z x 1k

z x 1q

Figura 2.5: Tlustragdo de uma translacdo magnética e do fator de fase. Quando
um elétron se movimenta ao longo do paralelogramo, este adquire uma fase ® =
2rp/dy = q A k, onde ¢ é o fluxo magnético através do paralelogramo e ¢g é o

quantum de fluxo magnético [22].

x> cos((k+q) A p/2)blt+q+pbp
P

1
= §5k705q70N¢2, — 2j¢!"ka sin(k A q/2)Sg - (2.45)

O resultado acima implica que, no subespaco do primeiro nivel de Landau, as ex-
citagoes de carga e de spin estao emaranhadas [22]. Como serd discutido no Cap. 3,
a excitacao elementar carregada do gas bidimensional de elétrons interagentes com
v =1 é descrita por uma textura de spins, denominada quantum Hall skyrmion [32].

Finalmente, seguindo cédlculos andlogos, é possivel verificar que as relagoes de

comutagao entre os operadores densidade de spin Sg, Slf e Sq sao dadas por

o 2). _ 2
(S, 54 = ka2 cos(k A qf2) ) Nyge I+l /4b1T(+q
_  l’kq —
= e cos(k A q/2)S, (2.46)

k+q

(S5, 82 = —eRV2 cos(k A q/2)(y/Nye W+l /Ay,
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e~ llk+1q|? /4 1 ot
—W Cos(g(k +a+p)A(P-P ))b(k+q)+p+p/bpbp’
p.p

= —¢l’kas2 cos(k A q/2)Sl':+q (2.47)

[S+,S;] —_ N¢67|lk|2/25q7_k

B2 /411012 1
—2e AR S T cos( ((k + ) A P))bls gl
P

= 2¢’ka2 cos(k A q/2)Sg q + iel’ka/? sin(k A q/2)pr+q.  (2.48)

Novamente, todas as relagdes de comutagao (2.46) - (2.48) concordam com os resul-
tados obtidos através da projecao no LLL.

Podemos compreender facilmente porque o método de bosonizacao para o 2DEG
com v = 1 recupera os resultados obtidos a partir da projecao no LLL. Inicialmente,
devemos lembrar que todos os operadores considerados até este momento foram
expandidos em termos dos operadores de criacao e destruicao de férmions, cim, e
Cmo, utilizando as expressoes (2.14), que sao os operadores de campo fermiénico
projetados no primerio nivel de Landau. Além disso, como discutido em detalhes
no apéndice C, a funcdo Gy, (z) é o elemento de matrix, na base dos nives de
Landau, do operador projetado e~*4T. Quando a transformada de Fourier de qual-
quer operador ¢ calculada utilizando o formalismo da projecao no LLL, é necessario
considerar a forma deste operador.

Retornando a segao anterior, podemos concluir que o operador S estd bem
definido pela Eq. (2.40), j& que esta preserva as relagoes de comutagao entre o
operador densidade de elétrons e os demais operadores densidade de spin projetados

no subespaco considerado.

2.6 Espaco de Hilbert

No método de bosonizagdo para o gés unidimensional de elétrons, Haldane [7]
mostrou que o espago de Hilbert fermionico, gerado pela acdo de operadores de

criacdo e destruigao de férmions sobre o vacuo |N = 0)g, é idéntico ao espago de
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Hilbert bosonico, gerado pela agao de operadores de criacdo de bdsons sobre os
estados fundamentais de N-particulas, |[N)o (N € Z), que sdo o vacuo para os
bésons [6].

A afirmagao acima pode ser elegantemente demonstrada, calculando-se as funcoes
de particao grand candnicas para os Hamiltonianos dos sistemas fermionico e bosénico
nao interagentes, onde o segundo Hamiltoniano é derivado a partir do primeiro
através do método de bosonizagao para o gas unidimensional de elétrons. Uma vez
que todos os termos da funcao de particdo sao positivos, a relacdo entre as duas
fungoes de particdo nos permite comparar o grau de degenerescéncia dos espagos
de Hilbert fermionico e bosonico. Para o 2DEG com v = 1, estamos considerando
um sistema constituido por um nimero fixo de particulas N = Ny, de modo que a
andlise da funcao de particao canonica é mais adequada.

Na Sec. 2.2, foi mostrado que o Hamiltoniano do 2DEG a v = 1 é dado apenas
pelo termo de energia Zeeman, que é diagonal na base dos niveis de Landau [veja
Eq.(2.17)]. Os autovalores de energia podem ser escritos como E,, = ng — gNy/2,
onde 0 < n < Ny é o nimero de elétrons com spin down. A degenerescéncia 775 de

cada autoestado de energia é facilmente calculada,

Ny\ (N, Ny
Pi = (n(b) . ( n¢> - (n!(Nj— n)') ’

de modo que a funcao de particao fermionica assume a forma

Ny 2
N,
zbF = Tr(e*ﬁHg):eﬁgN‘b/zE ( ¢> e P9, (2.49)
n
n=0

com = 1/(KgT).

Por outro lado, como serd discutido na Sec. 2.7.1, o Hamiltoniano bosénico [Eq.
(2.55)], derivado a partir daquele dos férmions nao interagentes utilizando o método
de bosonizagao, é diagonal na base dos autoestados |{nq}) [Eq. (2.30)]. Logo, a

funcao de particao canonica é simplesmente dada por

2P = Tr(e™0) 3 ({ng}le™0 ng})
{nq}
Ny
= eﬂgNszpfe*"Bg. (2.50)

n=0
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Aqui Pf ¢ o numero de autoestados com n-bésons e n = > nq. Note que os
autoestados com n > N, foram excluidos da soma acima, pois estes correspondem
aos estados constituidos por um numero de excitacoes elétron-buraco maior que o
ntimero de férmions Ny.

Os valores de 77,? sao determinados pelo nimero de pontos no espago de mo-
mento. O valor maximo do momento pode ser estimado, considerando o fato de que
um béson de momento q, criado a partir da acdo do operador b:rl sobre o estado
|F' M), pode ser descrito como um par elétron-buraco cuja distancia entre os centros
dos centros de érbita do elétron e do buraco é igual a |r| = I2|q| (veja apéndice
D). Além disso, como discutido na Sec. 2.1, uma particula no primeiro nivel de
Landau localizada no centro de érbita m corresponde a uma particula se movimen-
tando em uma érbita ciclotronica com raio igual ao comprimento magnético [, cujo
centro de érbita estd localizado a uma distancia lv/2m + 1 da origem do sistema
de coordenadas. Dessa forma, a maior separacao possivel entre um elétron e um
buraco no magneto exciton é aproximadamente igual a /2Ngl, correspondendo a
m = Ng. Assim, o valor méximo do momento ¢ igual a gmar = /2Ng/l, de modo

que o numero de pontos no espaco de momento é dado por

A ITI2N. [dmas
lew/d2qz4ﬂ2¢/0 qdq /d@:Ng. (2.51)
q

Lembrar que A é a area do sistema.

A partir da andlise acima, o ntimero de estados com n-bésons é dado por

P =1
PP = N
N2I
PB — N2+7¢
2 ¢ (N2 —2)2!
1
PB = aNq%(N£+1)...(N£+(n—1)), n=1,

e, assim, a fungéo de partigdo para o Hamiltoniano bosénico pode ser escrita como

Ng
2P = PoNo/2(1 4 3" pBemi), (2.52)

n=1
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Observe que Zég > ZI') donde podemos concluir que o espaco de Hilbert
bosonico é maior que o fermionico. Apesar dos estados com n > Ny terem sido
removidos do cdlculo da funcao de particao (2.52), ainda ha estados nao fisicos
presentes no espacgo de Hilbert bosonico.

Esta supercompleteza do espago de Hilbert bosénico pode ser facilmente com-
preendida. A partir de (2.49) e (2.52), verificamos que o nimero de estados de dois
bésons é aproximadamente igual ao dobro do nimero de estados fermionicos com
dois elétrons de spin down (n = 2). Consideremos, por exemplo, um estado de dois
bésons constituido por bdsons cujos momentos sdo qi e qz, tais que |lq1|, |lg2| < 1.
Na linguagem fermidnica, este estado pode ser visto como esquematizado na Fig.
3.2.a. Note que este estado é equivalente aquele formado por dois bdésons de mo-
mentos qs e qq, tais que |lgs|, |lg4| > 1 [Fig. 3.2.b]. Dessa forma, podemos concluir
que ha uma “dupla contagem” no niimero de estados de dois bésons. Este problema
se agrava a medida que estados formados por n bésons (n > 2) sdo considerados.
Apesar disto, é possivel estudarmos a fisica de baixa energia do 2DEG com v = 1
através do método de bosonizagao ja que, neste caso, hd um pequeno nimero de
bésons com momento |lg| < 1 presentes no sistema. Como veremos na préxima
segao, a energia dos bésons aumenta com o aumento do médulo do momento [Eq.
(2.62)].

Este problema poderia ser contornado, por exemplo, introduzindo-se um vinculo
que restringiria o espaco de Hilbert bosénico apenas aos estados fisicos. Entretanto,
esta se mostrou uma tarefa bastante complicada. Por exemplo, nao é possivel se-
guir as idéias empregadas nas conhecidas representacoes dos operadores de spin em
termos de bdsons, tais como a representacao de Schwinger [40]. Neste caso, os ope-
radores de spin locais sao escritos em fungao dos operadores bosonicos locais a; e
Qj,

St=ala;, S =dala, S7=(ala;—ala)/2.

O vinculo ¢ facilmente determinado pois este estd relacionado ao fato de que o
nimero de bésons no sitio ¢ deve ser igual a duas vezes o spin S, i.e., ajai—%dzfzi =25.

Cae - o 1
Esta mesma idéia nao pode ser empregada aqui, ja4 que os operadores bosonicos bg
e bq nao sao locais. De fato, estes sao combinacoes lineares de excitacoes elétron-

buraco onde as particulas estao localizadas em diferentes centros de orbita. Até o
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Figura 2.6: Representacao esquemadtica de um estado de dois bdsons: (a)
llg1], |lg2] < 1 e (b) |lgs|, |lga| > 1.

momento, nao foi encontrado um modo sistematico para se restringir o espaco de
Hilbert bosonico.

Entretanto, ha subespagos bosonico e fermionico correspondentes aos respecti-
vos espacos de Hilbert que sao idénticos. Note que os dois primeiros termos das
equagoes (2.49) e (2.52) sao iguais, implicando que o subespago fermionico gerado
pelo ferromagneto de Hall quantico, |F'M), e os estados constituidos por um tnico
spin down é idéntico ao subespacgo de Hilbert bosonico gerado pelo estado do vacuo
e pelos estados de 1-b6son bL|FM>.

2.7 Gas bidimensional de elétrons interagentes com v =
1

Nesta se¢do, o método de bosonizacao desenvolvido para o 2DEG com v = 1
serd aplicado para estudar o gas bidimensional de elétrons interagentes com v = 1.
Mostraremos que o Hamiltoniano do sistema de férmions interagentes é mapeado

em um modelo de bésons interagentes.
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2.7.1 Elétrons nao interagentes

Vamos inicialmente considerar um sistema formado por Ny elétrons nao inte-
ragentes, restritos ao subespaco constituido apenas pelo primeiro nivel de Landau.
Como discutido na ultima secao, o Hamiltoniano que descreve o 2DEG néao intera-
gentes com v = 1 é dado apenas pelo termo Zeeman [Eq. (2.17)]. Vimos que, na

base dos niveis de Laudau, este pode ser escrito como
1
Ho=Hz = —§gZZacjnacmg, (2.53)
g m

onde g = g*upB > 0 é a energia Zeeman.
A fim de se determinar a forma bosonica do Halmiltoniano (2.53), é necessério

calcular a relagao de comutagao entre Hy e o operador de criagao de bdsons bzrl,

; |ZQ|2/4 g
[H07bq] = *QZ Z nn’(lq)[ CrmoCm’ o) nicn’T]

o m,n,n’

1 2
— —|lq?/4 t
= gE e G (lq)c G 1
oy Ny "

= gbl,. (2.54)

Como o comutador acima ¢é proporcional a bg, ‘Ho deve apresentar um termo da
forma g3, bqu o que reproduz a relacdo de comutagao (2.54). Além disso, a agao
de Hg sobre |FM) é igual a uma constante, —gNy/2. Assim, podemos concluir que

a forma bosonica do termo de energia Zeeman é
1
Ho =g bhba — 59N, (2.55)
q

O mesmo resultado pode ser obtido através de uma forma mais rigorosa, calculando-
se explicitamente a agdo de Hy sobre os autoestados (2.30),

H P § LT 2.56

oltnal) = Ho([]* 1) (2.56)

q
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1 (bl)ma
= (g Z ”k_*9N¢)H X _|FM).
ke{nq} 2 q Vv nq!

A anilise acima mostra que o Hamiltoniano do 2DEG néo interagentes com v = 1,
restrito ao primeiro nivel de Landau, é mapeado em um sistema de bdsons nao

interagentes, cuja relacao de dispersao é constante.

2.7.2 Interagao Coulombiana

Vamos, agora, incluir a interagdo Coulombiana entre os elétrons. Neste caso, o

Hamiltoniano total do sistema pode ser escrito como
H = Ho + Hint, (2.57)

onde Hy é dado pela Eq. (2.53) e o termo interagente é dado por

Hint = % > / dPrd?®r W)U, )V (e — ¢)) 00 (r) Uy (r). (2.58)

Aqui, V(|r]) = €2 /(er) é o potencial Coulombiano em 2-D e € é a constante dielétrica
do semicondutor onde estd localizado o sistema eletronico (veja o apéndice B).
Substituindo (2.14) em H,;y,; e reordenando os operadores fermionicos cjm, € C o' s
é possivel escrever o termo de interagao em funcao dos operadores densidade de
elétrons de spin ¢ como

2
o = | (1) 9o ()9 (), (2.59)

82

onde V' (k) é a transformada de Fourier do potencial Coulombiano em 2-D,

e k= k|

A partir da forma bosoénica dos operadores densidade, p,(k), podemos escrever
o termo interagente em fungao dos operadores de criagdo e destruicao de bdsons.
Substituindo as equagoes (2.35) e (2.36) em (2.59), encontramos quatro termos dis-

tintos Hine = H1 + Ho + Hs + H4. O primeiro termo é simplesmente uma constante
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relacionada ao fundo de cargas positivas necessarias para garantir a neutralidade
elétrica do sistema,
1
H:—/kochS : 2.60
1= 5.3 (k)dx,0 (2.60)

O segundo e o terceiro termos sao nulos, pois

]
Mo=Hy = =15 > [PV Nbigge™ M1
1

x sin(k A p/2)blbg = 0,

enquanto o ultimo é qudrtico em operadores bosoénicos. Reescrevendo H4 em or-
dem normal nos operadores b, obtemos um termo quadratico e outro quartico em

operadores bosonicos, i.e.,

1
Hi = 55 > / &k V (k)e™ "/ sin(k A p/2) sin(k A q/2)b],  babl, 1bp
P,a

1
= 53 / &k V(k)e /2 sin? (k A q/2)bbg
™
q

1
t53 > / Kk V (k)e ™/ sin(k A p/2) sin(k A q/2)bl, ob]_1bgbp
p,a

62 s 17412
= S5 (1= g ) b
q

1
+53> / d?k V (k)e "/ sin(k A p/2) sin(k A q/2)b, bh_1bqbp.
p?q

Aqui, Iy(z) é a fungao de Bessel modificada de primeiro tipo [41].
Adicionando a H;,+ a expressao obtida para o Hamiltoniano nao interagente
[Eq. (2.55)], encontramos a forma do Hamiltoniano total do 2DEG interagentes

com v = 1 em funcao dos operadores bosonicos,

H = Ho+ Hint

1
= —50Ns + > wablbq
q
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Figura 2.7: Relacao de dispersao para os bdsons em funcao do momento q para
B=4T.

2 2
= —|lk|?/2 o . f f
T kgq V(k)e sin(k A p/2)sin(k A q/2)by, (b 1 Dabp,  (2.61)
onde a relagao de dispersao dos bésons é dada por

e2

o E T el (112
wq =g+ 2(1 e Io(Jig*/4)) (2.62)

O gréfico da curva acima, para um campo magnético externo B = 4T, est4 mostrado
na Fig. 2.7. Os valores da energia Zeeman g e da constante \/7/2¢?/(el) em fungao
do campo magnético B estao no apéndice B.

O Hamiltoniano (2.61) descreve um sistema bidimensional de bésons interagen-
tes. O estado fundamental corresponde ao estado do vacuo |F'M) [Eq. (2.18)] e sua
energia € igual a Ey = —%quj. Este resultado mostra que o estado fundamental
do gés bidimensional de elétrons com v = 1 nao se altera a medida que a interacao
Coulombiana entre os elétrons é incluida na descricao do sistema. Como mencio-
nado anteriormente, o estado fundamental do sistema interagente é o ferromagneto

de Hall quantico, mesmo no limite de energia Zeeman nula (g — 0).
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A excitacao elementar neutra é descrita pelo béson b, cuja relacao de dispersao
wq € igual aquela obtida por Kallin e Halperin em cdlculos diagramdticos [31]. As
excitagoes de longo comprimento de onda podem ser consideradas como excitacoes
do tipo onda de spin do ferromagneto de Hall quantico. De fato, considerando a

expansao de (2.62) no limite de longos comprimentos de onda,
wq ~ g+ ep(lq)*/4,

Vemos que wq ~ ¢%, de acordo com o comportamento observado para um sistema
ferromagnético [42]. Por outro lado, as excitagoes de grande momento correspondem
a pares quasielétron-quasiburaco bastante separados. Lembrar que a distancia entre
r| = 2ql. A

medida que o momento do bdson aumenta, a distancia entre o elétron e o buraco

7

os centros de orbita do elétron e do buraco no magneto exciton é

também aumenta, de modo que a energia de correlacao entre as particulas diminui.
Dai, segue o fato de que a relagao de dispersao (2.62) torna-se constante para |lq| —
00.

O resultado acima confirma a associagao inicial (veja Sec. 2.2) feita entre o
béson b e o magneto exciton descrito em [31]. O ponto interessante é que o método
de bosonizacao forneceu resultados além daqueles obtidos através dos calculos dia-
gramaticos [31], j& que foi encontrada uma interacao entre os bdsons. No préximo

capitulo, o modelo bosonico interagente obtido nesta secao serd analisado.



Capitulo 3

Boésons interagentes em 2-D

Neste capitulo, vamos estudar o modelo bosonico interagente, obtido através do
método de bosonizacgao, a fim de verificar se este é adequado para descrever o quan-
tum Hall skyrmion. Duas abordagens distintas serao adotadas. Por um lado, vamos
estudar os estados ligados de dois bésons do Hamiltoniano (2.61) e, por outro lado,
analisaremos o “limite semicldssico” de (2.61). O capitulo sera iniciado com algumas
consideragoes sobre a excitagao elementar carregada do sistema Hall quantico com

v=1.

3.1  Quantum Hall skyrmion

Vimos no capitulo anterior que as excitagoes elementares neutras do 2DEG com
v = 1 sao descritas por magneto excitons ou ondas de spin que aproximadamente
podem ser tratadas como bésons. Verificamos também que o magneto exciton cujo
momento |gl| > 1 corresponde a um par quasielétron-quasiburaco suficientemente
separados (nao interagentes). Dessa forma, a partir da relacao de dispersao (2.62)
poderiamos concluir que a energia de uma excitacao elementar carregada do sistema

é igual a 1/2(g + % Z) e que a componente z do spin total desta excitacao é

2

SZ =1/2.
Entretanto, a experiéncia mostra que este modelo nao é suficiente para descrever
o comportamento do 2DEG com v = 1. Motivados pelas medidas de magneto-

transporte [43], Sondhi e colaboradores [32] sugeriram que a excitagdo carregada

35
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do sistema Hall quantico com v = 1 seria descrita por uma textura de spins, que
foi denominada quantum Hall skyrmion, ou simplesmente skyrmion. KEste conceito
foi introduzido em 1958 por Skyrme em fisica nuclear para descrever os ntcleons
(particulas fermionicas) como sélitons topoldgicos do campo bosonico de pions [44].
A partir do trabalho de Sondhi et al., este conceito também passou a ser empregado
em fisica da matéria condensada.

A fim de descrever a excitacio carregada do sistema Hall com v = 1, no limite
de energia Zeeman g < 1, foi proposto um modelo sigma nao linear generalizado em
termos de um campo vetorial unitario n(r), que esté relacionado ao spin eletrénico,
descrevendo assim a magnetizacao do sistema. A densidade de Lagrangeana efetiva
deste modelo é dada por [32],

2 !

Lesr = %ﬁA(n) O — %ps(Vn)2 + %Q*POMBU ‘B - ge/er’w, (3.1)
onde pg é a dureza (stiffness) de spin, g* é o fator giromagnético efetivo do elétron
(veja apéndice B) e A(n) é o potencial vetor de monopolo magnético que esta rela-
cionado com o campo vetorial n(r) por €*¢9, A, = n°. q(r) é a densidade de carga

topoldgica que pode ser escrita em termos do campo vetorial n(r) como

o(r) = 81776&% - (Bam X Om), (3.2)

onde a,b,c = x,y,z e o, = z,y. Integrando-se a expressao (3.2) sobre todo o

espago, encontramos a carga topoldgica associada ao campo vetorial n(r),

Q= /d27" Siﬂeaﬂn - (Oam x Ogn). (3.3)

O skyrmion corresponde & solugao estética localizada (séliton topolégico) da den-
sidade de Lagrangeana (3.1). O sdliton topoldgico é um objeto cuja estabilidade
estd relacionada com a estrutura da magnetizacao do sistema (campo vetorial n(r)),
sendo caracterizado por sua carga topoldgica ). Algumas consideracoes sobre os
conceitos de carga topoldgica e soliton topoldgico podem ser encontradas nas Refs.
[45, 46, 47].

Note que os dois primeiros termos de (3.1) descrevem a dinamica de um sis-
tema ferromagnético bidimensional, constituindo o chamado modelo sigma nao linear

(NLoM) (para uma revisao, veja [46, 47]). O ultimo termo de (3.1) estd relacionado
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a igualdade entre a densidade de skyrmions e a variacao na densidade de carga dos
elétrons em relacao a distribuigdo uniforme, que corresponde ao ferromagneto de

Hall quéantico,

p(r) — pryv = vq(r).

Dessa forma, a carga elétrica ). associada ao skyrmion é proporcional a carga
topoldgica () do campo vetorial que descreve este objeto, i.e., Q. = veQ.

No limite de energia Zeeman g < 1, podemos aproximar a solucao tipo séliton
de (3.1) por aquela obtida para o NLoM. Este procedimento é bastante conveniente

j& que o NLoM possui expressoes analiticas [46, 48] para seu séliton topolégico, i.e.,

4z 4y 72 —4)? (3.4)
— N = — n, = . .
r2 4+ 4027 My =2 + 4027 22 4402

Aqui, X\ é uma constante relacionada ao tamanho do séliton. Neste caso, a densidade

Ty

de carga topoldgica assume a forma

1 4)\2

1) = S oy 39

e, é facil verificar que a carga topoldgica associada a (3.4) é igual a Q@ = 1. O
correspondente antiséliton é obtido substituindo-se n, — —n, em (3.4) e ¢(r) —
—q(r) em (3.5), de modo que a sua carga topoldgica é @Q = —1. Substituindo as
Egs.(3.4) e (3.5) no funcional de energia

E[n] = _/d2T(£NL0'M - %ﬁfl(n) - Om),

verifica-se que a energia de (3.4) é igual a 47pg, independente do valor do parametro
A

Como dito anteriormente, no limite de energia Zeeman pequena, a solugao (3.4) é
uma boa aproximagao para o séliton estatico do modelo (3.1). Note que, neste caso,
a invariancia de escala observada para o NLoM é quebrada devido a presenca dos
termos de energia Zeeman e de interacao Coulombiana. Substituindo as expressoes

(3.4) no funcional de energia derivado a partir de (3.1),

mm:—/fm@ﬁ—;mmy@m,
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e minimizando a expressao obtida em relacdo ao parametro A, verifica-se que a

energia do skyrmion é dada por [32]

1 [me? 3w (18\'/6 /eap\ /3 « N
Bo) = 1350+ (2) 7 (52) T @ hmgre, (3.

enquanto seu tamanho por

A\ 3 e
(7) = @iy, (37)

onde ag é o raio de Bohr e [ é o comprimento magnético. Observe que, no limite

de g — 0, a energia para a criagdo de um par skyrmion-antiskyrmion é igual a

2 el
quasielétron-quasiburaco, como obtido a partir da Eq. (2.62), no limite de momento

2 \ . ’ . . ~
%\/Ee que Corresponde a metade da energla necessaria para a criacao de um par

lgl] > 1. Este resultado indica que o skyrmion é a excitacao carregada de menor
energia do 2DEG com v = 1. Um célculo mais detalhado da energia e do tamanho
do skyrmion pode ser encontrado na Ref. [49].

A solugao (3.4) do modelo (3.1), bem como o processo de formacao do skyrmion
estdo esquematicamente ilustrados na Fig. 3.1. Aqui, é representado apenas o
campo vetorial n(r) ao longo do eixo x do sistema de coordenadas. Como este
campo apresenta simetria cilindrica, a representacao completa é obtida através de
uma rotacao ao longo do eixo z, que corresponde a posicao do spin central de cada
esquema. A Fig. 3.1(a) corresponde ao ferromagneto de Hall quantico (QHF),
n(r) = 1. Como o nivel de Landau de spin up estd completamente preenchido, o
elétron extra adicionado deve apresentar spin down. Para o sistema nao interagente,
a introdugao do elétron extra nao altera a polarizagdo de spin do sistema [Fig.
3.1(b)]. Por outro lado, para o sistema interagente, a interagdo Coulombiana entre
os elétrons favorece o alinhamento dos spin vizinhos e, no limite de energia Zeeman
nula esta distorgao se estende até a fronteira do sistema [Fig. 3.1(c)]. O aumento da
energia Zeeman torna o processo de spin-flip energeticamente desfavoravel, de modo
que a distorgao adquire um tamanho finito A [Fig. 3.1(d)], formando uma textura de
spins, i.e., o skyrmion. Observe que, em relagao ao estado fundamental do sistema
(QHF), a componente z do spin total desta excitacio ¢ S > 1/2, diferentemente
do quasielétron discutido no inicio desta segdo. Como mencionado anteriormente,
o valor de A é determinado pela competicao entre a energia Zeeman e a interagao

Coulombiana.
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Figura 3.1: Representacao esquemdtica: (a) ferromagneto de Hall quantico; (b)
excitacao elementar carregada para o sistema nao interagente; (¢) skyrmion no limite

de energia Zeeman nula; (d) skyrmion no limite de energia Zeeman finita.

A evidéncia experimental para a existéncia de skyrmions no sistema Hall quantico
com v = 1 foi feita através da técnica de ressonancia magnética nuclear por bom-
beamento 6ptico (OPNMR), que possibilitou a medida do Knight shift, Ks(v,T), e
o do tempo de relaxacio longitudinal (71 (v, T)) dos niicleos de "'Ga localizados em
pogos quanticos multiplos de GaAs/AlGaAs [51, 50]. A fim de aumentar a pola-
rizacao do spin nuclear nas heteroestruturas de GaAs/AlGaA e, assim, permitir a
detecdo do sinal de ressonancia magnética nuclear (NMR) referente aos nucleos de
"1Ga, as medidas de OPNMR foram feitas seguindo a sequéncia de passos denomi-
nados SAT-77-7p-DET. Aqui, SAT representa o conjunto de pulsos de frequéncia

de radio aplicados para destruir a polarizacao dos spins nucleares; 77, € o periodo de
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Figura 3.2: Knight shift (K°) do 2DEG em funcio do fator de preenchimento (v)
para B =7.05T a 1.55 K. A curva continua corresponde ao ajuste feito utilizando
um modelo de elétrons nao interagentes, enquanto a curva tracejada corresponde ao

modelo que considera a presenga de skyrmions no sistema [50].

iluminacao da amostra por laser circularmente polarizado a direita (A = 806 nm);
7p > 1s é o periodo durante o qual nao ha iluminagao; DET representa a detegao
do pulso de NMR.

Durante o periodo 77, o bombeamento 6ptico provoca transigoes eletronicas,
gerando elétrons na banda de conducao e buracos na banda de valéncia, cuja po-
larizagao de spin nao estd em equilibrio. Os elétrons excitados polarizam os spins
nucleares através da interagao hiperfina. O sistema eletronico atinge o equilibrio no
inicio de 7p, enquanto a polarizacao dos ntcleos é mantida até DET, pois 71 > 1s.
Este procedimento provoca um aumento na polarizagao do spin nuclear, permitindo
a detecao do sinal de NMR referente aos niticleos de Ga localizados nos pocos de
GaAs e nas barreiras da heteroestrutura. Para os nicleos localizados nos pocgos,
ha uma interacao hiperfina extra devido aos elétrons que se encontram confinados
(2DEG), que provoca um desvio na frequéncia de ressonancia quando comparada ao
valor do sinal referente aos nticleos de Ga localizados nas barreiras. O deslocamento

relativo entre os picos referentes aos ntcleos localizados nos pocos e nas barreiras
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define o Knight shift, o qual fornece informagoes sobre a polarizagdo de spin do
2DEG. O resultado experimental encontrado por Barrett et al. [50] é mostrado na
Fig.3.2. Note que o modelo de particula independente nao se mostra adequado para
descrever o 2DEG com v = 1. Uma descricao detalhada da técnica de OPNMR
pode ser encontrada em [52].

Além de novos resultados de OPNMR [53], uma série de experimentos tém sido
realizados no sistema Hall quantico com v =~ 1, cujos resultados tém fornecido
informacoes sobre a excitacao elementar carregada deste sistema. Dentre estes,
destacam-se as medidas de magnetotransporte [54, 55|, capacidade térmica [55, 56] e
do espectro de fotoluminescéncia [37, 57, 58, 59], sendo que estd tltima serd analisada

no proximo capitulo.

3.2 Estados ligados de dois bdosons

A motivacao inicial para verificarmos se o modelo bosonico interagente (2.61)
pode levar a formagao de estados ligados de dois bdsons esta relacionada ao com-
portamento observado no modelo de Heisenberg ferromagnético unidimensional.

O problema de duas ondas de spin (mégnons) interagentes no modelo de Heisen-
berg ferromagnético foi analisado por Dyson [38], que derivou uma condigao para a
existéncia de estados ligados quando o momento total do par é nulo. Para um valor
arbitrario de spin S, verificou-se que nao seria possivel obter um estado ligado de
duas ondas de spin em duas e trés dimensioes, diferentemente do resultado obtido
para o sistema unidimensional [60]. Posteriormente, este problema foi analisado por
Wortis que, contrariando os resultados obtidos por Dyson, verificou a existéncia de
estados ligados de méagnons, independentemente do valor do spin e da dimensiona-
lidade do sistema (d < 3). Uma revisao sobre este tépico pode ser encontrado na
Ref. [39].

Por outro lado, Tjon e Wright [61] estudaram os sélitons dinamicos do modelo
de Heisenberg ferromagnético unidimensional. O séliton dindmico é uma solugao
das equacoes dindmicas de movimento, localizada no espaco, com carga topoldgica
nula e cuja energia total, momento total do campo e componente z da magnetizagao
total,

M? = /dx S*(z),
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sao constantes de movimento. Escrevendo as componentes do operador de spin como
ST 44iS8Y = Se?sinf e S* = Scosh, onde S é o spin total do sistema, a forma geral

do séliton dinamico pode ser escrita como [45]

0 = O(r—vt),

¢ = wt+ ¢(r—vt).

Aqui, v é a velocidade translacional do séliton e w é a frequéncia de precessao da
magnetizacdo em um sistema de referéncia que se movimenta com o séliton, i.e., um
grau de liberdade interno da solugao.

Uma possivel relacao entre o séliton dinamico e os estados ligados de n-mégnons
do modelo de Heisenberg foi discutida por Schneider [62]. Para o modelo isotrépico,
a solugao tipo séliton dindmico de Tjon e Wright [61] foi quantizada semiclassi-
camente através da condicao de Bohr-Sommerfeld-de Broglie. Seguindo este pro-
cedimento, a componente z da magnetizacao total assume apenas valores inteiros.
Como consequéncia, a frequéncia de precessao w também é quantizada [62]. Para
spin S = 1/2, foi verificada uma correspondéncia entre os espectros de n-magnons e
do séliton dinamico. Este resultado implica que o séliton dinamico do modelo de Hei-
senberg ferromagnético pode ser considerado como um estado ligado de n-magnons.
Esta analise também foi estendida para os modelos de Heisenberg de eixo-facil e com
anisotropia de troca, entretanto a correspondéncia entre os dois tipos de espectros
foi encontrada apenas no limite de grandes niimeros quanticos.

Estas caracteristicas sao analogas as solugoes do modelo de Sine-Gordon [46].
Duas possiveis solucoes das equagoes cléssicas de movimento sao o séliton topoldogico
(solugao estatica localizada) e a solucao tipo breather, que corresponde a um par
séliton-antisdliton oscilante (séliton dindmico) com carga topoldgica igual a zero
(para uma revisao sobre o conceito de séliton dinamico veja Ref. [45]). Apds a quan-
tizacao destas solugdes, o séliton topolégico corresponde a quasi-particula (férmion
do modelo de Thirring massivo) enquanto os graus de liberdade internos (modos de
oscilacao) da solugao tipo breather a estados ligados. Como o estado ligado de mais
baixa energia pode ser interpretado como um bdson elementar da teoria, os graus
de liberdade internos da solucao tipo breather correspondem a estados ligados de

n-bosons. O numero destes depende do valor da constante de acoplamento.



Capitulo 3. Bésons interagentes em 2-D 43

Como o método de bosonizacao para o 2DEG com v = 1 nos forneceu um modelo
bosonico interagente para descrever o 2DEG interagentes com v = 1, gostarfamos
de estudar os estados ligados de dois bdsons a fim de verificar uma possivel relagao
entre estes e o espectro de um par skyrmion-antiskyrmion ligados.

Como os momentos total e relativo de um par de bésons sao dados por P = p+q
e Q = (p — q)/2 respectivamente, o termo de interagdo do Hamiltoniano bosonico
(2.61) assume a forma

Hine = A N V(k)e ™2 sin (kA (P/2+ Q) /2)
k,P.Q

xsin (kA (P/2 = Q)/2)bh 151 qbbja_iiqbp/2rabpa—q-  (38)

Verifica-se facilmente que um estado de dois bésons do tipo |®) = blybh|FM)
nao é um auto-estado do Hamiltoniano total (2.61), de modo que serd necessério
considerar uma combinacao linear destes estados. A forma mais geral de um estado

de dois bdsons com momento total P pode ser escrita como
[®p) = > Pp(a)bhy, bhp, [FM). (3.9)
q

Aqui, o momento total do par também é um bom ntimero quantico, pelos mesmos
argumentos j& discutidos na Sec. 2.2. Lembre-se que um estado de dois bésons pode
ser considerado como dois pares elétron-buraco (sistema de carga total nula).
Para um valor fixo do momento total P, a energia do estado (3.9) ¢ dada pela
equagao de Schrodinger,
H|Pp) = Ep|Dp). (3.10)
Vamos analisar a ac@o dos termos livre (Hp) e interagente (H;,:) do Hamiltoniano

(2.61) sobre |®p) separadamente. Para o termo livre, temos que

Ho|Pp) = Z(I)P )[Ho, by 1p_ 1PJr J|FM)
—i—Z(I)p(q)bT%P 1P+ Ho| FM)
q

_ T

Ep(a)
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S
+Z<1>p Wip_bip. o Eru|FM)

= (Ep(a) + Erm)|®p). (3.11)

Note que Ep(q) ¢ a energia de dois bésons nao interagentes. Por outro lado, para o

termo interagente, apés um pouco de élgebra é possivel mostrar que

Hint|<I>P> - Zq)P 2nta TP 1PJr ]|FM>
Z@p Wip . Hint M)

= 2 Y Uk P,q)®p(q )lep +ka1P+q JEM), (3.12)
k#0,q
onde
2
Uk,P,q) = XV(k)e"”“‘Q/Q sin (k A (P/2 +q)/2)sin (kA (P/2 —q)/2).
Substituindo as expressoes (3.11) e (3.12) na equagao de Schréodinger (3.10) e fazendo

a mudanca de varidvel q — q + k, encontramos

Zcpp Q)+ Epm — Ep)blP 1P+ |FM)

+ Qk; U(k,p,q <I>p(q+k)bT%P 1P+ |FM).
0,9

Transformando a soma sobre momentos em uma integral,

AZ /471'27

encontramos o seguinte problema de autovalores
(¢ — Ep(a))®p(q / &’k Kp(k — q,q)®p (k), (3.13)

onde € = Ep — Ep)s e o nucleo da equacgao integral é dado por
€c e_lk_q|2/2

Kpk—q,q) = T k—aq sin((k —aq) A (P/2+q)/2)

xsin((k—q) A (P/2-q)/2). (3.14)



Capitulo 3. Bésons interagentes em 2-D 45

Na expressao acima, os momentos sao medidos em unidades do inverso do compri-
mento magnético, i.e., q — q/l.

Para o modelo de Heisenberg unidimensional, o problema de autovalores obtido
pode ser resolvido analiticamente, pois o niucleo da equacao integral resultante é
separavel [39, 63]. Entretanto, aqui, Kp(k — q,q) nao é separavel e, dessa forma, o
problema de autovalores (3.13) serd resolvido numericamente.

A solucao numérica do problema de autovalores acima pode ser determinada
utilizando a técnica de quadraturas [64]. Este método consiste em substituir a

integral sobre momentos por um conjunto de equagoes algébricas

(e — Ep(q;))®p(ai) = Y CjKp(q; — ai, i) Pp(q;), (3.15)
J#i
onde C; sao denominados de coeficientes da quadratura. O sistema de equacoes

pode ser simetrizado, multiplicando-se pelo fator /Cj},

(c — Bp(a)(C;*@p(a) = 3 C;*Kr (@) - ai,ai)C; (€} *@p(qy). (3.16)
J#i
Apos esta discretizacao, para um valor fixo do momento total P, podemos resolver
o problema de autovalores (3.16) através de técnicas matriciais usuais.

A escolha dos pontos q; e dos valores dos coeficientes C; dependem da para-
metrizacao adotada. Para problemas unidimensionais, hd um grande ntmero de
parametrizagoes, por exemplo, a quadratura Gaussiana [64] que possibilita o calculo
dos autovalores com muito boa precisao. Entretanto, para problemas bidimensio-
nais, hd uma pequena quantidade de parametrizagoes disponiveis e, assim, somente
é possivel encontrar uma boa estimativa para os autovalores.

A fim de resolver o problema de autovalores (3.16), foi considerada a parame-
trizacao que é utilizada para calcular integrais multiplas sobre uma regiao circular.
Neste caso, é necessario introduzir um corte para grandes valores do momento a fim
de definir a regiao de integracao. Todos os parametros desta quadratura, bem como
um conjunto de diferentes parametrizagbes para o calculo de integrais multiplas
podem ser encontradas na Ref. [65].

A Fig. 3.3 mostra a relagdo de dispersao para os autoestados de dois bdsons
em fungao do momento total P para um campo magnético externo B = 47. O

problema de autovalores foi resolvido utilizando uma quadratura de 61 pontos e
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[P

Figura 3.3: Relagao de dispersao dos autoestados de dois bdsons em funcao do
momento total P para B = 47T. Linha continua: estado ligado de menor energia;
area hachurada: banda de energia dos estados de espalhamento; linha tracejada:

energia do par quasielétron-quasiburaco [Eq. (3.17)] calculada por Rezayi [66].

somente bésons cujo momento total |ki| < 2 foram considerados. A linha continua
é o estado de menor energia enquanto a area hachurada corresponde a banda de
energia dos estados de espalhamento.

Como o estado de dois bdsons de menor energia estd abaixo do continuo de
estados de espalhamento, podemos concluir que aquele (linha continua) corresponde
a um estado ligado de dois bdsons. A distancia entre as linhas continua e o fundo da
banda de estados de espalhamento fornece a energia de ligacdo. De modo analogo a
relacao de dispersao de uma particula, para momentos maiores que um determinado
valor, |PI| > 4, a relacdo de dispersao torna-se constante. Ha ainda outros estados

ligados acima daquele mostrado na Fig. 3.3, entretanto, a andlise dos mesmos é
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comprometida pelo método numérico utilizado.

Como dito no inicio desta secao, gostariamos de comparar o espectro dos estados
ligados de dois bésons com aquele referente a um par skyrmion-antiskyrmion ligados,
devido a analogia entre nosso problema e o modelo de Heisenberg ferromagnético.
Poderiamos, em principio, comparar nossos resultados com aquele obtido através do
modelo de Sondhi e colaboradores para o skyrmion [Eq. (3.1)]. Entretanto, esta
comparacao nao é adequada, pois as excitagoes apresentam valores diferentes da
componente z do spin total (o bom nimero quéantico do problema). Enquanto o
estado de dois bésons apresenta S* = 2, em relagao ao QHF (estado fundamental
do 2DEG com v = 1), o par skyrmion-antiskyrmion descrito pelo modelo (3.1)
apresenta S* > 2. Lembre-se que o modelo (3.1) é vélido apenas no limite g — 0,
descrevendo assim uma textura de spins constituida por varios spin-flips.

Em um trabalho anterior aquele de Sondhi et al. [32], Rezayi [66] propds uma
familia de funcoes de onda para descrever as quasi-particulas do 2DEG com v = 1.
Através de célculos numéricos, foi mostrado que a energia (E7) do estado constituido
pelo QHF acrescido de um elétron de spin down é maior que a energia (E2) de um
estado formado pelo QHF acrescido de um elétron de spin down além de uma onda de
spin ligada ao elétron extra [veja Fig. 3.4]. No limite termodinamico, foi verificado
que E1 — Ey = 0.054¢?/el, indicando, assim, que a quasi-particula do 2DEG com
v = 1 nao seria apenas um elétron de spin down, mas um elétron ligado a um
determinado ntimero de ondas de spin. Estes resultados levaram Sondhi et al. a
sugerirem que a quasi-particula do 2DEG com v = 1 seria uma textura de spins.

Podemos comparar a energia dos estados ligados de dois bdsons com os resul-
tados numéricos de Rezayi [66]. Vamos considerar um estado formado por um par
quasielétron-quasiburaco suficientemente separados e por uma onda de spin com
momento |lk| < 1 ligada ao quasielétron ou ao quasiburaco. Observe que a compo-
nente z do spin total deste estado é S* = 2. Como a energia de um par quasielétron-
quasiburaco suficientemente separados é igual a \/7/2e?/el, o que correspende ao
limite de |lk| — oo da relagao de dispersao (2.62), temos que a energia do estado

descrito acima é

Beonesw = (y/7/2 — 0.054)% /el. (3.17)

A linha tracejada na Fig. 3.3 corresponde ao valor desta energia para um campo

magnético externo B = 4 T. Note que nossos resultados estdao de acordo com
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Figura 3.4: Quasiparticulas do 2DEG com v = 1 consideradas por Rezayi em [66]:
(1) QHF acrescido de um elétron de spin down; (2) elétron de spin down e uma

onda de spin.

aqueles de Rezayi ja que a relagao de dispersao dos estados ligados de dois bdosons
estd abaixo da energia F._j_g,. Assim, podemos concluir que os estados ligados de
dois bdsons sao adequados para descrever pares skyrmion-antiskyrmion no limite de
energia Zeeman grande, onde estas excitagoes sao formadas por um pequeno nimero
de spins-flips.

Deve-se mencionar que Cooper [67] estudou a solugdo tipo séliton dindmico com
carga topologica zero do modelo sigma nao linear, sem os termos extras encontrados
no modelo (3.1). O espectro calculado é qualitativamente andlogo aquele ilustrado
na Fig. 2.7. Para pequenos valores do momento, as excitagoes correspondem a
ondas de spin livres e, & medida que o momento aumenta, a relagao de dispersao
se aproxima continuamente do valor da energia de um par skyrmion-antiskyrmion
nao interagentes. Dessa forma, temos um limite inferior para a energia de um
par skyrmion- antiskyrmion ligados do modelo (3.1) devido & auséncia do termo

Coulombiano. Entretanto, este resultado é vélido somente quando ha um grande
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nimero de ondas de spin presentes, bastante diferente da andlise aqui realizada.

3.3 Bosonizacao e estados coerentes

Nesta secao, sera analisado o limite semiclédssico do modelo bosonico interagente
(2.61). Veremos que, partindo de (2.61), é possivel recuperar o funcional de energia
que descreve o skyrmion.

Como mencionado na Sec. 3.1, as excitagoes carregadas do 2DEG com v =
1 sdo descritas por um modelo sigma nao linear generalizado em termos de um
campo vetorial unitdrio n(r), que esté relacionado ao spin eletrénico. O skyrmion
corresponde a solugao estatica localizada deste modelo, com carga topoldgica nao
nula.

Por outro lado, Moon e colaboradores sugeriram um modo alternativo para es-

tudar o skyrmion [68]. Neste caso, este objeto é descrito por um estado do tipo
In(r)) = e~ ©|F M), (3.18)

onde o operador O reorienta o spin local da direcao Z para n(r), i.e.,

o - /d2rﬂ(r)-S(r)

Aqui, S(r) é o operador de spin, n(r) é o vetor unitario e (r) = 2 x n(r) define o
angulo de rotacao. Assumindo que Q(r) corresponde a pequenos desvios da diregao
2, Q7(q) — 0 quando |lg| > 1.

Neste limite de longos comprimentos de onda, foi mostrado que o valor esperado
do operador densidade de elétrons no estado (3.18) é igual a densidade de carga
topoldgica do campo vetorial n(r) [Eq. (3.2)]. Além disso, apds a projecao do
potencial Coulombiano no subespaco formado apenas pelo primeiro nivel de Landau,
verificou-se que o valor esperado deste operador no estado (3.18) é igual ao funcional
de energia derivado a partir da densidade de Lagrangeana (3.1).

Na secao anterior, vimos que ha uma relagdo entre a excitacao do tipo par
skyrmion-antiskyrmion e os estados ligados de dois bésons. Logo, se considerar-

mos o limite semicldssico do Hamiltoniano bosoénico interagente (2.61) do mesmo
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modo como feito em [68], podemos verificar se é possivel recuperar o funcional de
energia derivado a partir de (3.1).

Vamos assumir que a equagao (3.18) é uma boa aproximagao para descrever o
skyrmion. Substituindo as expressoes (2.42) e (2.40) em (3.19) e aproximando Sg
somente pelo termo linear no operador de destruicao bosonico, podemos escrever o

estado (3.18) em fungao do operador bosonico b como
|sk) = e N e | F M), (3.20)

onde o operador O é agora redefinido como

1
zzgﬁMﬁNﬁ/quXQ, (3.21)

e a constante N = fg;;? Jd?q QIQ~,. O valor da constante 3 aqui introduzida

2
serd determinado posteriormente. Observe que o estado (3.20) é um estado coerente

do boson b.
Transformando a soma sobre momentos em uma integral na expressao da re-

presentagao bosonica do operador densidade de elétrons px [Eq. (2.37)], o valor

esperado deste operador no estado (3.20) é dado por

1 N30

iz

(sklplsh) = i5 0

fwﬂ/ﬁwsm&AqﬂﬂﬂQék (3.22)

Na expressao acima, os momentos sao medidos em unidades do inverso do compri-
mento magnético I. Na aproximagao de longos comprimentos de onda (lembre-se

que Q7(q) é nao nulo apenas quando |lg| < 1), temos que
—k2/4 . ~ 2
e sintlk Aq/2)~kAq/2=2%-(kxq)/2,

e, assim, a equagao (3.22) pode ser escrita como

R iNZB o, B N
(shlplsk) = 5225 [ da 2+ ((a+ K950 x (@)
NGB [ o _iker
= _ﬁ/d re Tz (Vn® x VnY — VnY x Vn®). (3.23)

Na segunda etapa acima, foi utilizado o fato de que Q(r) = Z x n(r) e, logo, Q% =

—n¥Y, QY =n" e Q¥ = 0. A partir da Eq. (3.23), encontramos a transformada de
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Fourier de py,

pr) = (sklpelsk)

N23 1
—iﬁ—é (Vn® x VnY — Vn? x Vn"). (3.24)

Como estamos considerando que Q(r) corresponde a pequenos angulos de rotacao

do spin local, Vn® = 0 e n® ~ 1. Dessa forma, temos que

€aB? (Vn“ X Vnﬁ) R €qpnz- (Vn“ X Vnﬁ)

~ Pn.(dyn x dsn),

como feito na Ref. [68]. Além disso, escolhendo o valor da constante 3 = 472/N2,
vemos que a Eq. (3.24) estd de acordo com a definicdo da densidade de carga
topoldgica (3.2).

Seguindo as mesmas aproximagoes, podemos calcular o valor esperado da energia
do estado |sk) para o Hamiltoniano bosonico interagente (2.61). O valor esperado

do termo livre do Hamiltoniano (2.61) é dado por

2 )
(sHIMOlsK) = g5 / 2q w07 (3.25)

Considerando o limite de longos comprimentos de onda da relacao de dispersao
(2.62), i.e,

1
Wq = g + ZEB|ZQ|2a
a Eq. (3.25) pode ser escrita como
(sk|Holsk) =~ (Hz)+ (Hg), (3.26)

onde o termo Zeeman é dado por

l2 2 + _
<H2> = 4(277)3g/d q Qtiqa

e o termo de gradiente por
l2

4(2m)3

(Hg) = %B / d*q (19)*QF Qg
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Aqui, a constante eg estd definida no apéndice B.
Reescalando o momento por [~! e calculando a transformada de Fourier, verifica-

se que o termo Zeeman pode ser escrito como

_ 1 * i 2 z\2 Y\2
(sk|Hz|sk) = 59 MBB47T/d r (n%)* 4+ (n¥)

1, 1 9 .
—59 uBgfdrn-(zB)

%

1 1
Za*urB—
+29 HBB 5

No segunda passo acima, foi utilizada a identidade

Ny. (3.27)

n—22=n")?+0¥)?+n*-1)%2=2—-2n-2

e o fato de que, na aproximacao de longos comprimentos de onda |n* — 1| < 1. Por

outro lado, o termo de gradiente assume a forma,

(sk|Ho|sk) = ;ps/dzr [(VQI)QJr(VQy)Q}

~ %ps / &r [Va(r)?, (3.28)

onde pg é o spin stiffness como definido na Eq. (3.1).
Finalmente, para o termo interagente do Hamiltoniano (2.61), é possivel verificar

que o seu valor esperado no estado |sk) é dado por

Vk) _jp2/m . . _ _
(Hint) = Z 2./4(]\%6 1tk] /2sm(k/\p/2)sm(k/\q/Q)QkJFPQ:LkQ;Qq

%

s [ VO P02 (0 + 10900 x (95)

x( / g 2 (k- Q)Q5p_g) % (a0))

_ zlz / &r d2r' V(r —1')q(r)q(r), (3.20)

onde V(r —r') = e2/(e|r — r'|) é o potencial Coulombiano, ¢(r) é a densidade de

carga topoldgica como definido pela Eq. (3.2) e o vetor r é medido em unidades de
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l. Logo, o valor esperado da energia do estado |sk) é dado por

1 1, 1
(sk{HIsk) = 50§ [ dr [Va@)?+ 56" usBy Ny
1, 1 [,
—59 ,uB%/d rn-B
e? 2 o, 4(r)g(r’)
—i—Q—d/drdr e |

53

(3.30)

Observe que (3.30) é o funcional de energia derivado a partir da densidade de La-

grangeana (3.1) para uma configuragao estdtica do campo vetorial n(r), no limite

de energia Zeeman g — 0. Este resultado confirma o fato observado na secao ante-

rior de que o modelo bosonico interagente (2.61) pode ser utilizado para descrever

o skyrmion.

E importante mencionar que a escolha da constante 3, baseada no fato de que a

Eq. (3.24) deve ser igual a densidade de carga topoldgica (3.2) relacionada ao campo

vetorial n(r), forneceu o valor correto dos coeficientes dos termos de gradiente (3.27)

e interagente (3.29).



Capitulo 4

Espectro de fotoluminescéncia
do 2DEG com v =1

Neste capitulo, vamos estudar qualitativamente o espectro de fotoluminescénica do
2DEG com v = 1. Veremos como o método de bosonizagao desenvolvido no Cap. 2
nos permite calcular analiticamente a forma da linha espectral das radiacoes emitidas

circularmente polarizadas a direita e a esquerda.

4.1 Introducao

O experimento de fotoluminescéncia consiste em iluminar a amostra, neste caso
uma heteroestrutura de GaAs/AlGaAs dopada e sob campo magnético, por um laser,
cuja energia é maior que a energia do gap do GaAs e menor que aquela do AlGaAs,
que fotoexcita elétrons da banda de valéncia dos pocos quanticos para o 2DEG (Fig.
4.1). Apos a relaxagao do sistema, ocorre a recombinagao entre os elétrons do 2DEG
com o buraco da banda de valéncia, seguida da emissao de radiacao circularmente
polarizada. Dessa forma, a andlise do espectro de fotoluminescéncia do 2DEG com
v = 1 nos permite estudar as excitacoes carregadas deste sistema na presenca de um
buraco localizado na banda de valéncia.

Um resultado interessante é que os espectros de emissao das radiagoes cirular-
mente polarizadas a direita (RCP) e a esquerda (LCP) sao bastante distintos. A

figura 4.2 mostra os dados experimentais obtidos por Plentz et al. [58]. Enquanto o

LY
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Figura 4.1: Representacao esquemadtica da heteroestrutura de GaAs/AlGaAs e das
respectivas bandas de energia. A é o comprimento de onda da radiacao incidente e

d ¢é a distancia entre os planos do 2DEG e do buraco de valéncia.

espectro RCP é formado por um tnico pico, o espectro LCP também ¢é constituido
por um tunico pico, porém com uma cauda de baixa energia. O ponto comum entre
os dois casos é que as energias dos picos diminuem continuamente a medida que
o fator de preenchimento varia de v < 1 para v > 1. Além disso, apenas quando
v =1, o espectro LCP apresenta dois picos adicionais, localizados a 0.64 meV e 0.83
meV, respectivamente, acima e abaixo do pico principal. Estes picos adicionais sao
associados & presenca de excitons carregados no sistema [58]. Para as amostras con-
sideradas neste experimento, a distancia d entre os planos do 2DEG e o do buraco
da banda de valéncia foi estimada em d < [, onde [ é o comprimento magnético. A
distancia d é um parametro importante para o sistema, ja que novas caracteristicas
sao observadas no espectro de fotoluminescéncia quando a distancia d aumenta.
Osborne et al. [37] realizaram medidas andlogas em amostras formadas por um
tnico po¢o quantico sob a a¢ao de um campo elétrico externo (aplicado na mesma

diregdo do campo magnético externo), que polariza os elétrons e os buracos para
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Figura 4.2: Espectro de fotoluminescéncia do 2DEG com v =~ 1, obtido por Plentz
et al. [58]. (a) espectro de emissao RCP e (b) espectro de emissao LCP.

lados opostos do poco, aumentando assim o valor da distancia d. Para um campo
elétrico fraco, as caracteristicas observadas sdo andlogas aquelas descritas em [58].
A medida que o campo elétrico aumenta, as energias dos picos diminuem e ha uma
descontinuidade em v = 1, i.e., ocorre um deslocamento para o azul das energias
dos picos quando o fator de preenchimento varia de v < 1 para v > 1 [veja Figs. 4.3
e 4.4]. Além disso, note que had um aumento na largura da cauda de baixa energia
da linha espectral LCP, como mostrado na Fig. 4.5 (c).

Medidas andlogas também foram realizadas em amostras constituidas por dois
pogos quanticos, onde a distancia entre os centros dos dois pogos era d > [. Aqui, as
caracteristicas encontradas nos espectros relacionados aos pogos simples também fo-
ram observadas, porém amplificadas. Mais especificamente, denominando de proces-

sos direto e indireto os espectros relacionados a recombinacao de elétrons e buracos
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Figura 4.3: Espectro de fotoluminescéncia do 2DEG com v & 1, obtido para amos-
tras constituidas por um tnico poco quantico e sujeitas a um campo elétrico externo
de 10.1 kV/cm [37]. (a) espectro de emissao LCP e (b) espectro de emissao RCP.
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Figura 4.4: (a) Evolucao da energia do pico do espectro de emissao LCP em fungao
do fator de preenchimento, obtido para amostras constituidas por um unico pogo
quantico e sujeitas a diferentes campos elétricos externos; (b) intensidade integrada

do espectro de emissao RCP em fungao do fator de preenchimento [37].
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Figura 4.5: (a) Espectro de emissao LCP de amostras constituidas por dois pogos
quanticos; (b) evolugao da energia do pico do espectro de emissao LCP em funcao
do fator de preenchimento, para os processos de recombinacao direto e indireto;
comparacao da forma das linhas espectrais RCP e LCP para amostras constituidas

por (c¢) um tnico pogo e (d) dois pogos quanticos.

localizados em pogos quanticos iguais e diferentes, respectivamente, vemos que (Fig.
4.5) os dados relacionados aos processos diretos e indiretos sao anélogos, respecti-
vamente, aqueles referentes as amostras constituidas por um vinico pogo e sujeitas
a campos elétricos externos fraco e forte. Em particular, note que o aumento na
largura da cauda de baixa energia da linha espectral LCP é mais evidente. Além
disso, o espectro de emissao RCP também apresenta uma cauda de baixa energia,
diferentemente do caso d < I.

A descontinuidade da energia do pico do espectro LCP em fungao do fator de
preenchimento, observada quando ha um campo elétrico forte aplicado sob a amos-
tra (Fig. 4.4), pode ser compreendida como uma mudanga na natureza do estado
fundamental fotoexcitado (estado do sistema apds a fotoexcitagao, que segue ap6s o
processo de relaxacao térmica e que ird se recombinar com o buraco localizado na
banda de valéncia) a medida que o fator de preenchimento varia de v < 1 tov > 1
[37].

A natureza do estado fundamental fotoexcitado estd também fortemente relacio-

nada a distancia d entre o 2DEG e o buraco de valéncia. De fato, Cooper e Chklovskii
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[69] mostraram que, se d < [, o estado fundamental fotoexcitado é constituido pelo
primeiro nivel de Landau de spin up completamente preenchido e por um elétron de
spin down ligado ao buraco de valéncia, constituindo o chamado estado ezciténico.
Neste caso, o ferromagneto de Hall quantico permanece inerte apds o processo de
fotoexcitagao, pois a interacado Coulombiana entre o elétron de spin down e o buraco
é maior que a interacao entre os elétrons no 2DEG. Por outro lado, como sugerido
por Osborne et al. [37], para distancias d > [, a interagao entre os elétrons de spin
up e aquele de spin down aumenta, de modo que o estado fundamental fotoexci-
tado evoluiria para um estado formado por um skyrmion (a excitagao carregada do
ferromagneto de Hall quéantico) ligado ao buraco de valéncia, i.e., o estado skyrmion-
buraco. Apenas um estado fotoexcitado deste tipo poderia provocar o aparecimento
de uma cauda de baixa energia tanto no espectro LCP quanto no espectro RCP do
2DEG com v =1 [37].

Neste capitulo, vamos estudar o espectro de fotoluminescéncia do 2DEG com
v =1, nos limitesde d < l e d > [. O modelo adotado é andlogo aqueles considerados
por Schotte e Schotte para calcular o espectro de raios-X em metais [34] e por
Westfahl Jr. et al. para estudar o problema analogo no 2DEG com v > 1 [70].
Veremos como a forma da linha espectral pode ser obtida analiticamente, utilizando
o método de bosonizacao para o 2DEG com v = 1 que foi desenvolvido no Cap. 2, e
que os resultados obtidos sao qualitativamente comparaveis aos dados experimentais
aqui apresentados. Devido as limitagGes do nosso método sera necessario modificar

o procedimento seguido em [34, 70].

4.2 O modelo

O experimento de fotoluminescénica para o 2DEG com v = 1 esta esquemati-
camente representado na Fig. 4.6. Apds a fotoexcitagdo, um buraco é criado na
banda de valéncia e um elétron de spin down é criado no primeiro nivel de Landau.
[Fig. 4.6 (a)]. H& dois processos possiveis de recombinacao, como ilustrados na Fig.
4.6 (b). Se um elétron de spin down se recombina com um buraco de valéncia, cuja
componente z do spin é S% = —3/2, a variacdo da componente z do spin total do sis-
tema é ASZ = +1 e, assim, a radiacdo emitida é circularmente polarizada & direita.

Por outro lado, se um elétron de spin up se recombina com um buraco de valéncia
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Figura 4.6: Representacao esquemadtica do experimento de fotoluminescéncia para
0 2DEG com v = 1: (a) buraco de valéncia criado apds a fotoexcitagao e elétron
extra adicionado ao primeiro nivel de Landau do 2DEG; (b) emissao das radiagoes
circularmente polarizadas a direita (RCP) e a esquerda (LCP). VB é a banda de

valéncia e g é a energia Zeeman.

de spin 3/2, AS% = —1 e, como consequéncia, a radiacio emitida é circularmente
polarizada a esquerda.

Vamos estudar este experimento seguindo o mesmo procedimento adotado em
[34, 70]. Neste caso, ¢ necessario descrever o sistema em dois momentos distintos,
i.e., antes e apds o processo de recombinacao. Para o primeiro caso, o sistema é

descrito pelo Hamiltoniano

H; = HE +HY +HE (4.1)

int

Aqui, H® é o Hamiltoniano do 2DEG interagentes com v = 1, onde todos os elétrons
estao restritos ao primeiro nivel de Landau. Vimos no Cap. 2 que este Hamiltoniano

pode ser escrito na base dos niveis de Landau como

1 d*k
He = _igzzacinacma + Z / ) V(k)ps(k)ps (—k), (4.2)
g m g',g'/
onde CIM. é um operador de criacao fermiénico, que cria um elétron de spin ¢ no

primeiro nivel de Landau com centro de érbita m. O operador densidade de elétrons
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de spin o é dado pela Eq. (2.19),

po(k) = e~ lal*/2 Z Gmm/(lk)c,];wcm/(,.

g = g*upB > 0 é a energia Zeeman, onde g* é o fator giromagnético efetivo do
elétron, up é o magneton the Bohr e B é o campo magnético externo. V (k) =
2me?/(ek) é a transformada de Fourier do potencial Coulombiano em 2-D, onde ¢ é
a constante dielétrica do semicondutor.

O buraco localizado na banda de valéncia é descrito pelo Hamiltoniano,
HP = hawoh'h,

onde o operador h' cria um buraco na banda de valéncia com energia —hwyg (medida
em relagdo ao potencial quimico). Vamos assumir que a fun¢ao de onda do elétron
esteja localizada na origem do sistema de coordenadas e que possua simetria de onda
s. Dessa forma, a interacao entre o 2DEG e o buraco da banda de valéncia é dada

por um potencial de contato na origem
1nt - ‘/0 Z \I’T hTh

onde Ul (r) é o operador de campo fermiénico na origem [Eq. (2.14)],

W)=Y

— /272

eI Gl (—ir* /1)l (4.3)

Parar = 0, a funcao G, (—ir*/l) é nula exceto para m = 0, condi¢ao que simplifica
bastante os nossos cédlculos. Como o momento angular é conservado durante o
processo de recombinagao (lembrar que o potencial de interacdo elétron-buraco é
esfericamente simétrico), somente os elétrons com centro de érbita m = 0 poderao
se recombinar com o buraco de valéncia.

Apbs o processo de recombinacao, teremos apenas o 2DEG, agora com v = 1.

Assim, o Hamiltoniano do sistema é dado simplesmente pela Eq. (4.2),
Hy =H". (4.4)

A fim de descrever o espectro de emissdo a T = 0, é necessédrio calcular a taxa

de transi¢ao (h = 1),

Z’ (f194(0)]d)|*6(w — (wo + E; — Ey)), (4.5)
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onde |f) é o conjunto de todos os estados finais do sistema apds o processo de
recombinacao com energia E e |i) é o estado fundamental fotoexcitado com energia
E;. Substituindo a Eq. (4.3) na expressao (4.5), a taxa de transigao pode ser escrita

como

W(w) o< Y [{flem=ooli)Po(w — (wo + E; — Ey))
f

X [ e BB el ) (flen )
f —0o0
x Re/o dt e~ H(w=wo)t (i]emitcg se Mrteg Ja). (4.6)

e Mty oli). (4.7)

(e

x Re/ dt e~ (w—wo—Ei)t (i|c(T)
0

Aqui, 0 =1 e | se referem as taxas de transicao LCP e RCP, respectivamente.

Nas metodologias adotadas em [34, 70], a taxa de transicdo W (w) é calculada a
partir da expressao (4.6), utilizando os respectivos métodos de bosonizacao. Entre-
tanto, no nosso caso, vamos considerar a equagao (4.7) devido as limitagoes de nosso
método de bosonizacao para o 2DEG com v = 1. Como nao possuimos a forma
explicitada do operador fermionico em termos dos operadores bosonicos e como nao
é possivel escrever a forma bosonica do Hamiltoniano H;, que descreve o 2DEG com
v~ 1, a Eq. (4.6) ndo pode ser convenientemente escrita na forma bosénica.

Dessa forma, o Hamiltoniano H; nao sera considerado explicitamente, de modo
que a energia F; serd tratada como um parametro do modelo. Além disso, serd ne-
cessario escolher a forma do estado inicial fotoexcitado. Seguindo este procedimento
nao serd possivel calcular a energia do estado fundamental fotoexcitado, porém uma
vez conhecida a expressao do estado inicial |i), poderemos calcular analiticamente a
forma das linhas espectrais RCP e LCP.

4.3 Estado inicial excitonico

Inicialmente, analisaremos o caso onde a distancia de separacao entre o 2DEG
e o buraco localizado na banda de valéncia é pequena, i.e., d < [. Vamos comparar

os resultados aqui obtidos com aqueles de Cooper e Chklovskii [69] e com os dados
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experimentais de Plentz et al. [58] a fim de verificar que a metodologia escolhida é
adequada para descrever o espectro de fotoluminescéncia no limite considerado.
Como mencionado em [69], neste limite o estado fundamental fotoexcitado pode
ser descrito como um estado excitonico, o qual é constituido pelo ferromagneto de
Hall quantico, |F'M), acrescido de um elétron de spin down no primeiro nivel de

Landau e um buraco na banda de valéncia. Este estado pode ser escrito como
i) = cl, | |FM). (4.8)

Como o potencial de interacao elétron-buraco é esfericamente simétrico e assumimos
que o buraco esté localizado na origem do sistema de coordenadas, podemos escolher
m = 0 na expressao acima, como discutido na secao anterior.

Substituindo a Eq. (4.8) na expressao da taxa de transicio LCP [Eq. (4.7)],

temos que

00 . .
WPop(w) o Re/ dt e~ (W=wo=EDt (B0 lC(T) Te—ZHftcO TC(TJ EM) . (4.9)
0

Frep(t)

A funcao Frop(t) pode ser calculada facilmente através do método de boso-
nizacao para o 2DEG com v = 1. Vimos que o Hamiltoniano do 2DEG com v = 1,
H¢, é mapeado em um sistema bidimensional de bdsons interagentes [Eq. (2.61)].
Entretanto, aqui, H¢ sera aproximado apenas pelo termo nao interagente do modelo

bosoénico,
1
Hp=H" = —59Ny+ > " wqblbq, (4.10)
q
onde a relagao de dispersao dos bdsons é dada por

62 ™ 2
— 2 (1= e lalP/4 2
wq =g+ 75 (1= Io(lig*/4)) - (4.11)

A aproximagao acima implica que a interacdo elétron-elétron sera considerada no
nivel RPA [31].

Como o método de bosonizacao estd restrito ao espaco de Hilbert fermionico,
constituido por |F'M) e pelas excitagoes elementares neutras (pares particula-buraco)
sobre este estado, nao é possivel aplicar este método para o Hamiltoniano inicial H;
que descreve o 2DEG com v ~ 1 e na presenca do buraco de valéncia. Por este

motivo, a energia F; sera considerada como um parametro do modelo. Além disso,
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apesar de nao possuirmos a expressao do operador de campo fermionico em fungao
dos operadores bosonicos b, é possivel determinar a forma bosoénica de produtos de
operadores de criacao e destruicao de férmions, tais como CEL) 1€01- Dai o fato de
que apenas (4.7) pode ser adequadamente escrita na forma bosénica. Seguindo o

procedimento apresentado na Sec. 2.3, é possivel mostrar que

1
cjﬂ (e = ﬁ e_llq‘2/4Gm/7m(—lq)bg, (4.12)
q
1 2 67|lk|2/4
f — —lIkF /4y k)b — -
Crm 16m’ | € /(U)o — D 3/2
Vs pak N
1
x cos( ((k +p) A (p - Q)G ()DL, 4 DpDa (4.13)
1 4
chemr = 5m7m/—FZe“l(k_‘n‘2/46_2kAqu/7m(lq—lk:)blT(bq, (4.14)
¢ q
1 A
e em ) = Fd)Ze—”(’f—q)|2/4@’1‘A01Gm/,m(zq—lk)blﬁbq, (4.15)
k,q

onde k A q = I22 - (k x q). Observe que as expressdes acima sdo anlogas aquelas
obtidas para os operadores densidade de spin [Sec. 2.4].
Substituindo as Eqgs. (4.10), (4.12) e (4.13) na expressao (4.9) e usando o fato

de que |F'M) é o vacuo para os bosons b, a funcao Frcop(t) assume a forma

o—lial2/a—liq1?/4

Frept) = 3 T(Fque‘motbL,!FM)
9,9 ¢
(4.16)
—|lg|?/4—|lq'|? /4
— Z M& e~ t(watEf+Ern)
N q,9 ’
9,9’ ¢
onde Eppr = —gNg/2 é a energia do QHF. No segundo passo da expressao acima,

utilizamos a relacao
exp(—it Z wqbilbq)bl = bL exp(—itwy) exp(—it Z wqbgbq),
a q

que pode ser demonstrada através da férmula de Baker-Hausdorff [3]. Note que os

termos e~ 14*/4 na Eq. (4.16) implicam que somente as excitagoes de longo compri-
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mento de onda devem ser consideradas, de modo que podemos escrever a relagao de

dispersao dos bdsons como
wq ~ g +ep(lg)*/4, (4.17)

onde eg = \/7/2¢?/(el). Transformando a soma sobre momentos em uma integral
1 2
Iy [
A 472’
q
onde a area do sistema estd relacionada com o comprimento magnético e a degene-
rescéncia do primeiro nivel de Landau Ng por A = 2712 Ng [veja Sec. 2.2], é possivel

calcular a fungao Frcp(t) analiticamente,
Frop(t) = 2(4+ £2e4) " exp (—it(g + Erar)) exp (—ittan™ (tep/2)) . (4.18)

Substituindo a expressdo acima na equacao (4.9), é possivel também calcular anali-
ticamente a integral temporal e obter a taxa de emissao da radiacao circularmente
polarizada a esquerda
™ .
Wl%p(w) x - (1 — sign(w — wlocp)) exp (2(w - w?cp)/eg) , (4.19)

onde w?cp =wo+ E; — Eppy — g e sign(x) é a funcao sinal,

sign(z) = { 1 z>0
-1, x<0.

Como pode ser visto na Fig. 4.7 (linha tracejada), o espectro LCP é constituido
por um pico em w = w?cp com uma cauda de baixa energia, resultado que esta
de acordo com aqueles anteriormente obtidos por Cooper e Chklovskii [69] e com
os dados experimentais de [58]. A presenca de uma cauda de baixa energia no
espectro estd relacionada a onda de spin que é deixada no 2DEG apds o processo
de recombinacao (veja Fig. 4.6). Aqui, devemos ressaltar que a largura de linha
observada no espectro experimental estd relacionada a efeitos de desordem, como
mostrado em [69]. Dessa forma, a presenga da cauda de baixa energia é responsavel
pela assimetria observado no espectro experimental.

Seguindo um procedimento analogo, podemos calcular a taxa de transicao da
radiacao RCP,

oo . .
Whop o< Re/o dt e w=wo=E)t (B¢ lc$ ie_’HftcO lc$ | FM) . (4.20)

Frep(t)
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Figura 4.7: Representagao esquematica dos espectros de emissao das radiagoes circu-
larmente polarizadas & esquerda (linha tracejada) e a direita (linha continua) quando

o estado fundamental fotoexcitado é dado pela Eq. (4.8).

Reeordenando os operadores fermionicos, temos que
Frep(t) = (FM|(1=c} o)) e ™" (1= cf co,) [FM).

Como a expressao do operador cg (€0 | em termos dos bésons é uma combinacao

linear do produto b'd [Eq. (4.15)], verifica-se que
Frop(t) = e tEFML, (4.21)

Este resultado implica que a taxa de emissao da radiagao RCP é simplesmente dada

por
Whep(w) o 8 (w— (wh, +9)), (4.22)

ou seja, podemos concluir que o espectro RCP é constituido por um tnico pico, cuja
energia é maior que a energia do pico LCP. Diferentemente do resultado obtido para
o espectro LCP, a forma da linha espectral RCP nao é assimétrica.

Apesar do modelo aqui adotado nao permitir o calculo da energia do estado
fundamental fotoexcitado e, consequentemente, nao permitir a determinacao das

energias dos picos dos espectros LCP e RCP, o modelo reproduz qualitativamente
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as caracteristicas observadas nos espectros experimentais de fotoluminescéncia des-
critos em [58, 37|, onde o valor estimado para a distancia d era menor que o com-
primento magnético. Dessa forma, vamos estender nossa analise para o caso d > [,
a fim de verificar a hipétese de Osborne et al. [37] que apontam para a presenca de

skyrmions no 2DEG antes do processo de recombinagao.

4.4 Estado inicial skyrmion-buraco

Vamos considerar agora que a distancia entre o 2DEG e o buraco localizado na
banda de valéncia é d > [. Neste caso, a interacao entre o elétron de spin down e
os demais elétrons de spin up é maior que a interacao entre aquele e o buraco da
banda de valéncia (lembre-se que, quando v = 1, o raio da drbita ciclotrénica de
cada elétron é igual a l). Como consequéncia, o estado fundamental fotoexcitado é
modificado, sendo agora constituido por um skyrmion ligado ao buraco de valéncia
(estado skyrmion-buraco) [37, T1].

A modificacao na natureza do estado fundamental fotoexcitado, em relacdo
aquele discutido na secao anterior, pode ser facilmente incluida no nosso modelo.
Isto pode ser feito considerando que o skyrmion (excitagao elementar carregada do
2DEG com v = 1) pode ser descrito como um elétron de spin down ligado a um
determinado ntimero de ondas de spin. Esta idéia foi originalmente sugerida por Pa-
lacios e Fertig [72], mas somente Oaknin et al. estudaram este modelo em detalhes
[73].

Assumindo, inicialmente, que o skyrmion é formado por um elétron de spin
down ligado a uma tnica onda de spin com momento q, podemos escrever o estado

fundamental fotoexcitado como
i) = blycl, ||FM). (4.23)

Na expressao acima, foi considerado que, dentro da aproximacao do método de
bosonizagao, uma excitacao do tipo onda de spin do 2DEG com v = 1 pode ser
descrita aproximadamente como um bdson.

Substituindo a Eq. (4.23) na (4.7), a taxa de transi¢ao da radiac¢ao circularmente

polarizada a esquerda assume a forma,

Wrep(w) Re/ dt e~ (w—wo—Ea)t
0
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X (FM|en bch e eq bl [FM). (4.24)

Frcp(t)
Aqui, serd seguido o mesmo procedimento adotado na secdo anterior, ou seja, a
energia F; do estado inicial serd tratada como um parametro do modelo e a forma
bosonica do Hamiltoniano H serd considerada como na Eq. (4.10).
A partir da expansao de bL em termos dos operadores de criacao e destruicao
de férmions [Eq. (2.28)], verifica-se que [b:&, c:rn 1] = 0. Logo, podemos reordenar os
operadores fermibnicos na equacao (4.24) e, utilizando a representacao bosonica do

produto de operadores fermionicos ¢l ¢, o [veja Eqs. (4.12 e (4.13)], encontramos

que
1 . .
Frep(t) = FZff‘l’f‘Q/?c:m,O(lk)c;om(—uﬁ)eﬂt(%wwefztEw
¢ K
1 A A
+ﬁ6_|lq‘2/2Gm7o (19)Gom(—lq)e 2twae=Ern (4.25)
¢

Novamente, vamos transformar a soma sobre momentos em uma integral e expandir
wg como em (4.17). Assumindo que m = 0 (esta escolha serd justificada posteri-
ormente), temos que Goyo(m) = 1. Como consequéncia, a integral sobre momentos

pode ser calculada analiticamente,

Frop(t) = 2(4+4t2%) Y2 exp (—it(wq + g + Eryr))
X exp (—it tanfl(t63/2))

1
+~exp (—llg?/2 = it(2wq + Erar)) - (4.26)
Ny

Substituindo (4.26) em (4.24), encontramos que a taxa de emissao da radiagao LCP

é simplesmente dada por

4 .
Wiep(w) o . (1 = sign(w — wiep)) exp (2(w — wicp) /€B)
1 —g2/2
o W25 — (i + g = wq)) (427)
¢ %/_/

Wsw
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Figura 4.8: Representacao esquematica dos espectros de emissao da radiacao circu-
larmente polarizada a esquerda, quando o estado fundamental fotoexcitado é dado
pela Eq. (4.23) (linha continua) e pela Eq. (4.8) (linha tracejada).

onde wie, = wo + By — Epy — g — wq.

Como ilustrado na Fig. 4.8 (linha continua), Wrcp é formada por um pico
principal localizado em wj., com uma cauda de baixa energia. Lembre-se que estas
caracterfsticas ja haviam sido observadas em WP p. E possivel estimar a energia
E; do estado fundamental fotoexcitado [i) e mostrar que wie, < w?cp. De fato,
escrevendo a energia do estado (4.8) como EY e a energia de ligacdo béson-elétron de
spin down como Ej, temos que E; ~ E? +wq — Ejp e, assim w?cp —Wiep = Ep. A partir
desta anélise, podemos concluir que ha um deslocamento para o vermelho da energia
do pico principal de Wrcp em relagao aquele de WLOC p, € que este deslocamento é
dado pela energia de ligacao bdson-elétron de spin down. Este comportamento estd
de acordo com os dados experimentais [37], mostrados nas figuras 4.4 (a) e 4.5 (b).

Além disso, o espectro LCP também apresenta um pico secundério em wg, =
Wiep + g — Wq, cuja intensidade ¢ menor que a intensidade do pico principal. Observe
que o deslocamento para o vermelho da energia do pico secundario em relacao a
energia do pico principal de Wircp é dado principalmente pela energia do bdson
presente no estado (4.23).

A andlise acima pode ser generalizada para um estado fundamental fotoexcitado

constituido por m-ondas de spin ligadas ao elétron de spin down. Neste caso, é
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possivel mostrar que o espectro de emissdo LCP apresenta o mesmo pico principal
em wj., € um conjunto de n picos secunddrios, cujo deslocamento em relacao a wy, ¢
proporcional a energia de cada onda de spin. Logo, podemos concluir que a presenca
destes picos secundarios aumentarao a largura da cauda de baixa energia do espectro
LCP, como foi observado experimentalmente [veja Figs. 4.5 (¢) e (d)].

Finalmente, seguindo o mesmo procedimento, vamos calcular a taxa de emissao
da radiagao circularmente polarizada & direita. Neste caso, a Eq. (4.7) assume a

forma

Wgrep(w) Re/ dt e~ (w—wo—Eq)t
0

X (FM]cy, |bach e heq blich | [FM) . (4.28)

Frep(t)

Diferentemente de (4.24), aqui os operadores bosonicos e fermionicos nao comutam,

1 2
[bT ;Cn a] = _55,L7 €—|lq| /4Gn,m (ZQ)Cm Ts
4 VN ;

—liq?/4 _la)e!
a Gm,n( lq)cmTa

1
baschol = —0oi—m=D e
! m;

de modo que Frep(t) é escrita como

Frep(t) = (FMlew (cg 1bq + N(;l/g > e*|lq\2/4Gn70(—lq)cL T)

n

x exp(—iH ¢t)

~1/2 a2
X (bgCol + N¢ / Ze lla] /4G0,n’(lCI>Cn’ T) CjnﬂFM>

n/

4
= Z}-;%CP'
i

Vamos analisar separadamente os quatro termos acima.
Reordenando os operadores fermionicos, encontramos que a contribuigao do pri-

meiro termo é uma funcao delta,

Fhep(t) = (FM| (60—l jcm 1) bae™ 0] (60 = el co 1) 1F M)
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= Omoexp (—it(Erpym + wgq)) - (4.29)

Somente os termos resultantes do produto de fungoes d,,,0 sao nao nulos, ji que a
forma bosonica do operador cin 160 | é uma combinacao linear do produto bLbk/ [veja
Eq. (4.15)]. Este resultado justifica a aproximagao anteriormente considerada para
calcular Wreop(w), i.e., a escolha m = 0 na Eq. (4.26).

O segundo termo se divide em duas partes,

Frop(t) = Ny237e MG, (1)

n/

X (FM|(6m0 — b jcm | )bqe™ " e 1t | [FM), (4.30)

sendo que apenas aquele que apresenta a funcao delta d,,,0 ¢ nao nulo. Substituindo

cjn |Cn/ 1 POT Sua expressao em termos dos bésons [Eq. (4.12)], temos que

Frep(t) = —Nglefllqwﬁlz@*”kwllZGo,n'(ZQ)Gn',o(—lk)
k n’

x (FM|bqe™"Mrtb} | F M)

= =N, '6moexp (—it(Ery + wq))- (4.31)

O terceiro termo é andlogo ao segundo, de modo que aquele é igual a (4.31). Por

outro lado, o dltimo termo é dado por

Frep(t) = ng_le_“qw? > Gno(—19)Gou (lq)

X (F M |cp, lcl Te_mftcn/ chn ||FM).
Novamente, substituindo as Eqgs. (4.12) e (4.13) na relacdo acima, reagrupando as
funcoes G,y () € utilizando a propriedade (C.11), substituindo k — k + q, esco-
lhendo m = 0, transformando a soma sobre momentos em uma integral e reescalando

a variavel de integragdao k — [k, encontramos

Fhop(t) = Njle !(Frutwall / dk kexp(—(2k? + itegk?®) /4) Jo(klgte /2)

—i(lqtep)?
8t — 4tep

_2iN¢:16—i(EF1\4+wq)t

xp( ), (4.32)

teg — 21
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Figura 4.9: Representacao esquematica dos espectros de emissao da radiacao cir-
cularmente polarizada a direita, quando o estado fundamental fotoexcitado é dado
pela Eq. (4.23) (linha continua) e pela Eq. (4.8) (linha tracejada).

onde Jy(z) é a funcao de Bessel de primeiro tipo [41]. Considerando que o momento

da onda de spin é |lg| < 1, podemos expandir (4.32) e, assim,

Fhop(t) m —2iN e Frutua)t (1+0(|ig]*)). (4.33)

teg — 21

Substituindo Frep(t) em (4.28), apds a integragao temporal, temos que

Wrep(w) o< 6 (w— (wiep + 9))

+ sign ((wiep + g) — w) exp (—2(wiep + g — w)/ep) (4.34)

eBNy

A expressao acima estd esquematicamente ilustrada na Fig. 4.9 (linha continua).
Diferentemente de W3 p(w), aqui o espectro RCP ¢ constituido por um tnico pico
em wjp + g, porém com uma cauda de baixa energia (segundo termo de (4.34)).
Observe que ha também um deslocamento para o vermelho da energia deste pico em
relagao aquele de W2 p(w).

As expressoes (4.27) e (4.34) estao qualitativamente em bom acordo com os
espectros experimentais de fotoluminescéncia das amostras formadas por um tnico

poco quantico sujeitas a um campo elétrico forte e dos processos indiretos em pogos
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quanticos duplos [37]. Como mencionado na Sec. 4.1, nestes casos foram observados
um deslocamento para o vermelho da energia do pico principal dos espectros LCP e
RCP, em comparacao com os resultados obtidos para as amostras formadas por um
unico poco quantico sujeitas a um campo elétrico fraco, bem como um alargamento
na cauda de baixa energia do espectro LCP e o aparecimento desta estrutura no
espectro RCP [veja Fig. 4.5].

Logo, a nossa formulagao sugere que, de acordo com a hipdtese de Osborne et
al. [37], o espectro de fotoluminescéncia do 2DEG com v = 1, no limite d > [, pode
ser descrito pela recombinagao de um estado formado por um elétron de spin down
ligado a n ondas de spin com o buraco da banda de valéncia. Além disso, podemos
também concluir que este estado é um bom candidato para descrever a excitagao
elementar carregada do 2DEG com v = 1. Lembre-se que, no limite de d grande, o
efeito do buraco sobre o 2DEG é menor que quando d < [. Como consequéncia, apos
a adigao do elétron de spin down, o 2DEG relaxa para seu estado excitado carregado

antes do processo de recombinacgao
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Neste trabalho, foi apresentado um método de bosonizacao para o 2DEG com
v = 1. Vimos que, em certo nivel de aproximagao, as excitagoes elementares neutras
do sistema podem ser tratadas como bdésons. O Hamiltoniano do 2DEG com v =1,
os operadores densidade de elétrons e densidade de spin foram bosonizados. Foi
mostrado que a representagao bosonica dos operadores densidade de spin é analoga
aquela considerada por Dyson para estudar o modelo de Heisenberg ferromagnético.
Além disso, vimos que os resultados obtidos com o método de bosonizacao estao de
acordo com aqueles anteriormente encontrados através do formalismo da projecao
no LLL.

O método mostrou-se bem sucedido quando aplicado ao estudo do 2DEG inte-
ragentes com v = 1. O Hamiltoniano do sistema fermionico foi mapeado em um
modelo de bésons bidimensionais interagentes. Vimos que a relagao de dispersao
destes bdsons é igual aquela anteriormente por Kallin e Halperin em célculos dia-
gramaticos [31]. O ponto interessante é que o método de bosonizacao aqui apresen-
tado nos forneceu resultados além daqueles obtidos em [31], j4 que foi encontrada
uma interacao entre os bdsons.

FEm seguida, analisamos o modelo bosonico interagente, em particular, estudamos
os estados de dois bésons. Vimos que a interacao entre os bésons leva a formagao de
estados ligados de dois bésons. Nossos resultados estao em bom acordo com aqueles
de Rezayi, que estudou as quasiparticulas do 2DEG com v = 1 constituidas por um
pequeno nimero de ondas de spin. Através dos resultados de Rezayi [66], podemos
estimar a energia de um estado formado por um par quasielétron-quasiburaco sufici-
entemente separados e por uma onda de spin ligada a uma das duas quasiparticulas.

Verificamos que, no limite de grandes momentos, a relacao de dispersao do estado li-

74
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gado de dois bésons de mais baixa energia se aproxima do valor da energia do estado
acima descrito. Dessa forma, podemos concluir que, & medida que o momento total
do par de bésons diminui, o quasielétron e o quasiburaco se aproximam, aumentando
assim a interacao entre estes e a onda de spin e diminuindo a energia do estado de
dois bdsons, como mostrado em nossos calculos.

Além disso, a andlise acima também nos permite concluir que, no limite de ener-
gia Zeeman grande, o estado de dois bdsons mostra-se adequado para descrever pares
skyrmion-antiskyrmion, pois neste limite as excitacoes formadas sao constituidas por
um pequeno numero de spin-flips.

No limite de energia Zeeman g — 0, a analise do limite semiclassico do Hamilto-
niano bosonico interagente, nos permitiu recuperar o funcional de energia derivado
a partir do modelo sugerido por Sonhdi et al. [32] para o skyrmion. Este fato,
corrobora a afirmacao anterior de que nosso modelo bosonico interagente pode ser
utilizado para descrever o skyrmion.

O método de bosonizacao também foi aplicado ao estudo do espectro de fotolu-
minescéncia do 2DEG com v = 1, nos limites de separagoes pequena e grande entre
os planos do 2DEG e do buraco localizado na banda de valéncia. Foi considerado
um modelo anédlogo aquele adotado para o estudo do espectro de raios-X em metais,
onde a interagao entre os elétrons no 2DEG foi considerada como na aproximagao
RPA. O método de bosonizacdo permitiu o cédlculo analitico das linhas espectrais
RCP e LCP.

Para pequenos valores da distancia d (d < 1), foi utilizado o fato de que o estado
fundamental fotoexcitado pode ser descrito por um estado excitonico. Mostramos
que o espectro LCP é constituido por um pico com uma cauda de baixa energia, que
esté relacionada a onda de spin deixada no sistema apds o processo de recombinagao.
Além disso, vimos que a linha espectral RCP é constituida por um tinico pico estreito.
Estes resultados estdao qualitativamente de acordo com os dados experimentais.

Para grandes valores da distancia d (d > 1), foi considerado que o estado fun-
damental fotoexcitado é dado pelo estado skyrmion-buraco. Neste caso, o skyrmion
foi descrito como um elétron de spin down ligado a uma ondas de spin. Verificamos
que, além do pico principal, o espectro LCP também apresenta um conjunto de picos
secundarios, que podem ser associados ao aumento da largura da cauda de baixa

energia da linha espectral experimental. O espectro RCP calculado também apre-
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sentou uma cauda de baixa energia, novamente em concordancia com a experiéncia.
Além disso, ha um deslocamento para o vermelho das energias dos picos principais
em relagdo as energias dos picos dos espectros LCP e RCP obtidos no limite de d
pequeno. Vimos que este fato pode ser associado a energia de ligacao entre o elétron
de spin down e as ondas de spin. A partir dos resultados aqui obtidos, podemos con-
cluir que para descrevermos o espectro de fotoluminescéncia do 2DEG com v = 1,
no limite d > [, a presenca de skyrmions no 2DEG deve ser considerada.

Dentre os problemas e as limitagoes da técnica, foi mencionado o fato de que
o espaco de Hilbert bosénico é muito maior que o espago fermidnico, diferente-
mente do resultado observado no método de bosonizagao de sistemas unidimensio-
nais. Vimos que, apenas o subespaco fermioénico formado por |F'M) e pelos estados
constituidos por um tnico elétron de spin down é adequadamente mapeado pelo su-
bespago bosoénico constituido pelo vicuo e estados de 1-bdéson. Até o momento, nao
encontramos um modo sistemdtico para a solugao deste problema, que impossibilita
a aplicacao do método para o estudo de estados formados por n-bdsons. Para o caso
particular n = 2 aqui estudado, foram considerados apenas bdsons cujo momento
era menor que um determinado valor, fato que limitou o espaco de Hilbert bosonico.

Além do problema em relacdo ao tamanho dos espacgos de Hilbert bosénico e
fermionico, também nao foi possivel construir o operador de campo fermiénico ¥(r)
em termos dos bdsons b de modo sistematico como feito para o método de bo-
sonizagao unidimensional. Em principio, o operador fermiénico corresponderia ao
operador que, quando aplicado ao QHF, criaria um skyrmion. Apesar de nao termos
chegado a forma explicita deste operador, vimos através das aplicagoes do método
de bosonizacao que este nos permite descrever o skyrmion como um quasielétron ves-
tido por ondas de spin (bdsons). Esta abordagem para o skyrmion foi anteriormente
sugerida na literatura, porém pouco explorada. Um estudo mais detalhado do modo
como o skyrmion pode ser escrito em termos dos bdsons serd tema de investigagoes
futuras.

Paralelamente ao problema acima, vamos analisar sob quais condicoes nosso
método de bosonizacao pode ser estendido para o 2DEG com v ~ 1. A eliminacao
desta restricao, além daquela referente a forma do operador fermionico em termos
de bdsons, nos permitiria um célculo quantitativo do espectro de fotoluminescéncia

do 2DEG com v = 1. Mais especificamente, poderiamos calcular as energias dos
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picos observados nos espectros RCP e LCP.

Dentre as possiveis aplicagoes do método, destacamos o estudo da competicdo
entre os efeitos de desordem e a interacdo elétron-elétron no 2DEG com v = 1. A
introducao dos efeitos de desordem sao bastante importantes para descrevermos o
sistema Hall quantico. Acreditamos que nosso método de bosonizacao pode ser ttil
para estudarmos este efeito.

Finalmente, gostariamos de estender nosso formalismo para estudarmos o sistema
Hall quantico quando v = 1/3. Lembre-se que, dentro do formalismo de férmions
compostos, o efeito Hall quantico fracionario pode ser entendido como o efeito Hall
quantico inteiro de férmions compostos [74]. Dentre as vérias realizagoes do efeito
Hall quéntico fraciondrio, aquela correspondente ao ¥ = 1/3 nos é particularmente
interessante devido & analogia com o sistema Hall quantico com v = 1. Aqui, o
estado fundamental é spin polarizado (o analogo do ferromagneto de Hall quantico
para os férmions compostos), o sistema apresenta excitagoes elementares neutras do
tipo onda de spin [75] e excitagdes do tipo skyrmions também tém sido observadas
[76]. Dessa forma, acreditamos que um estudo no sentido acima seria bastante
interessante.

Resumindo, novamente mostramos que o método de bosonizacao nos possibilita

abordar efeitos fisicos que nao seriam tao facilmente descritos por outros métodos.



Apeéendice A

Bosonizacao em sistemas

unidimensionais

Vamos exemplificar a construcao do operador bosoénico no método de bosonizacao
para sistemas fermionicos unidimensionais através do modelo de Tomonaga. Consi-
deremos um sistema unidimensional constituido por N elétrons, sem spin, descrito

pelo modelo de Tomonaga, cujo Hamiltoniano é dado por
1 JUEA
H =2 echeq+ 57 > V(@)p(a)p(—q)- (A1)
q q
Aqui, €, ¢ a relagdo de dispersao dos férmions [veja Fig. A.1 (a)],

Gq = /UF‘Q|,

e p(q) é o operador densidade de elétrons,
pa) =D ng(k) =3 chgen. (A2)
k k

v é a velocidade de Fermi, L é o tamanho do sistema, V' (¢) é o potencial de interagao
entre os elétrons e o operador fermionico c}; cria um elétron com momento q.
Vamos, inicialmente, nos restrigir ao modelo nao interagente. Neste caso, o
estado fundamental do sistema, |F'S), é obtido completando-se todos os estados
de particula dnica de menor energia, ou seja, os estados com |k| < kp, onde kp

é o momento de Fermi. Note que, para sistemas unidimensionais, a superficie de
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(a) (b)

Figura A.1: Representagao esquemética: (a) relagdo de dispersao dos elétrons no
modelo de Tomonaga; (b) excitagdo elementar neutra (par elétron-buraco). kg é o

momento de Fermi.

Fermi é formada apenas por dois pontos +kp. As excitacbes elementares neutras
de baixa energia sao pares elétron-buraco, que podem ser obtidas a partir do estado

fundamental através do operador densidade [veja Fig. A.1 (b)],
(W) ~ p(q)|F'S).

Um fato importante observado por Tomonaga [2] foi que, apesar de operadores
densidade p(g) com momentos diferentes comutarem, os operadores pi1(q) e pa(q)
definidos como

pi(q) = an(k)’
k>0
(A.3)

ﬁ2 (Q) = Z nq(k)7
k<0
e usualmente denominados right e left movers, respectivamente, ndo comutam entre
si. Note que p(q) = p1(q) + p2(q)-
Vamos exemplificar a afirmagao acima, analisando a relacao de comutacao entre

os operadores p1(q). Neste caso, temos que

01(@0) ()] = D [ehsgtrcho_go]

k,k'>0
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= Z 9(k + q/)c.};+q0k+q/ — 9(]{3 + q)c.i];:+q+q10k.
k>0

Em particular, se ¢ = q,

[51(q), p1(—@)] = > _(no(k + q) — no(k)).

k>0
Como estamos interessados apenas em excitagoes de baixa energia e longos com-
primento de onda, k ~ kr e ¢ < kp [veja figura A.1 (b)]. Dessa forma, podemos
aproximar o operador numero ng(k) por seu valor esperado no estado fundamental
nao interagente |F'S) e, assim, a relacdo de comutagao acima assume a forma

[51(q), pr(—a)] = > _(0(kr — k — q) — 0(kr — k).
k>0

Substituindo a soma sobre momentos por uma integral, encontramos

L kp—q kp Lq
p h1(—q)] ~ — dk — dk) = ——. A4
pr(@. (-] = 5 ([ | =3 (A.4)
Consideragoes andlogas para o operador ps(q) nos permitem mostrar que
R 5 Lq
[p2(9), p2(=0)] =~ o

(A.5)
[p1(q), p2(—q)] =~ O.

Assumindo que as relagoes de comutacao (A.4) e (A.5) sejam exatas, é possivel

definir os operadores bosonicos em termos dos operadores densidade (¢ > 0) como

|27
b = — 1 (—
q qul( Q)a

b_g=14/—p
os quais obdecem & relagao canonica de comutacao
by, 1)) = 64,4 (A6)

O fato de que as excitacOes elementares neutras do modelo possam ser tratadas
aproximadamente como bdsons, nos permitem mapear o Hamiltoniano (A.1) em um
modelo quadratico em termos de operadores bosonicos, que pode ser diagonalizado

através de uma transformacao de Bogoliubov [3].



Apeéendice B

Escalas de energia e

comprimento para o 2DEG

Na tabela abaixo, sao mostradas as energias ciclotronica hw,, Zeeman g e Cou-
lombiana €. e o valor das constantes ep e pg em Kelvin, em funcao do campo
magnético B. O comprimento magnético | = \/hc/(eB) = 256/v/B é medido em
angstroms e o campo magnético B in Tesla.

Energy scales (K)
hw, heB/(m*c) 18.78B
g g upB 0.33B
€ e2/(el)  50.40v/B
€B VT[22  63.16VB
ps ee/(16+/27) 1.25vB

A massa efetiva do elétron nos pogos quanticos de GaAs é m* = 0.07m., onde

me € a massa do elétron e a constante dielétrica do semicondutor é € ~ 13.

81



Apéndice C
Propriedades da fungao G, ,/(lq)

Vamos calcular o elemento de matriz do operador e~*4T na base dos niveis de

Landau. Escrevendo ¢ = ¢, +iq, e r = x + iy, podemos expandir o segundo em

fungao dos operadores escada d e g definidos na Sec.: 2.1 [see Eq. (2.2)],
r=2="2Zy— —V =+2b-ad), (C.1)

We

Dessa forma, o elemento de matriz pode ser escrito como

(nmle @l m') = (nm]exp (—i/2(qr" +q'r)) |n' m) (C.2)

= (nm|exp [?/%l ((qb + q*bT) —(¢*a+ an)ﬂ |n' m').

Como os operadores escada d e g estao relacionados somente aos niveis de Lan-
dau e centros de érbita respectivamente, podemos utilizar as propriedades destes

operadores para escrever o elemento de matriz acima como um produto
(n,mle™" 90’ m") = exp(—|lg|* /2) Gon,mr (10) G (—1g7), (C.3)

onde as funcoes G,y (1q) € G, (—1lg*) s@o definidas como

G (lg) = (m|exp(—il/v2qg") exp(—il/v/2q"g)|m’),

G (—lg*) = (n|exp(il/V2q*d) exp(il/v/2qd")|n").
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Se considerarmos n = n’ = 0 na Eq. (C.3), encontramos o elemento de matriz do

operador e~*4T na base do primeiro nivel de Landau,
(mle”" 9 |m') = exp(—|lg|*/2) G e (1g)- (C.5)

No formalismo da projecao no primeiro nivel de Landau, a expressao acima corres-
ponde ao elemento de matriz do operador projetado e 9T (compare a Eq. (C.5)
com a equagao (25.1.11) da Ref. [24]).

Utilizando as propriedades dos operadores escada, é possivel mostrar que a
funcao Gy, (lg) pode ser escrita como uma combinagao linear de polindémios de

Laguerre generalizados L ™ (|1g|2/2), i.e

o / m! _ilq* m'—m yrm’'—m ‘ZQ‘Q
Gmm(lg) = 60(m'—m) m(ﬁ) Ly (T)

m'l —j ’ ’ 2
+0(m — m’)\/;( \/;q)m—m L (”Z'). (C.6)

A partir de (C.4) e (C.6), podemos mostrar que as propriedades abaixo sao

validas,

(i) relagoes entre a funcao e seu complexo conjugado:

G (lg) = m (—1q7)
= m(=1a) = Gy m(lg¥)

G (ilg) = ,(zlq*) (C.7)
= m(=ilg") = (=0)™ " G m(1q"). (C.8)

(74) Transformada de Fourier do produto de duas fungoes:

—|tq|?

e 2 Gm,m’(ZQ)Gn,n’(_lq*) = /dZT efiq-r <n/? m/‘r> <I"77,, m>

= 2ﬂ_l2/d27‘e are 212 (C.9)

ir —ir

XGn-ﬁ-m,n(T)Gn’,m’—&-n’(T)- (C.IO)
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(731) Soma do produto de duas funges: como os estados |n,m) formam uma

base completa, temos que

> Gi(l)Graw (k) = > (m|exp(—il/v2qb") exp(—il /v/2¢*D)[1)
l

l

x (llexp(—il //2kbT) exp(—il /v/2k*b)|m/)

]2 %
— exp ( lzq k) G (1g + 1K), (C.11)

(iv) Relagao de ortogonalidade: através das relagbes de ortogonolidade dos po-

linomios de Laguerre generalizados, podemos mostrar que

2

/ Ak e M 2G (k) Gy (Tex) = 3 OmnOm (C.12)

e,transformando a integral sobre momentos para uma soma,

Z€_|lq‘2/2Gm7m/(—lk*)Gn,n’(lk*) = NpSmnOm - (C.13)

(v) Trago: utilizando (C.9), o trago da fungao Gy, m(lg) sob os indices m é dado

por,
ellal®/2 2 _iq —ir ir
S Gunlle) = S 3 [ e Go (G0
e‘l‘J|2/2 d2 2 \7'|22 G 0 C14
= o [ e e Goo(0) (C.14)

1

= Nyi(q). (C.15)



Apeéendice D
O magneto exciton

Vamos considerar um sistema formado por dois férmions de cargas opostas e
massas iguais (elétron e buraco), que se movimentam no plano z — y sob a agao
de um campo magnético perpendicular constante B = Byz (para detalhes, veja o

apéndice D da Ref. [17]). O Hamiltoniano do sistema é dado por
H = HE+HE+H; (D.1)

62

1 e 9 1 e 9
= m(pe + CA(re)) + m (ph CA(rh)) |re — rh| :

Introduzindo as varidveis complexas V e Z como na Sec. 2.1 e utilizando a expansao
destas em termos dos operadores escada [Eqs. (2.2) e (2.2)], podemos escrever os

dois primeiros termos do hamiltoniano (D.1) como

1
Hy = hwe(dlde +3)
n P
Hy = —hwc(dhdh+§).
Seja Rop = (R§ + R{)/2 o vetor centro de massa dos centros de orbita das

particulas. Na notagao complexa, este é escrito como

1, . l
Zo = 5(Z5 + 25) = —5(9: + 9h): (D-2)
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Dessa forma, o momentum Py canonicamente conjugado a Zy é simplesmente dado
por (lembrar que, na notagao complexa, o comutador [Zy, PJ | = 2ih])
W2, 4

Py=— (95 — 9e)- (D.3)

O Hamiltoniano (D.1) comuta com o operador momentum Py, ja que [H§, Py =

[HE, Py] = 0 e o termo de interagio H; depende apenas da distancia relativa entre
as duas particulas. Assim, os auto-estados de P, constituem uma boa base para a

diagonalizagao do Hamiltoniano (D.1). Os auto-estados de Py sao dados por [17]

(@) = exp(=llg[*/4) Y G (Ig)ln+ pmspm’), (D.4)
sendo que
POWJn,p(Q» = hQ|¢n,p(Q)>- (D.5)

Aqui, o estado |n + pm;pm’) corresponde a um elétron no nivel de Landau n + p
com centro de orbita m e a um buraco no nivel de Landau n com centro de orbita
m/. A funcao Gy, v (lg) estd definida no Apéndice C.

A relacao (D.5) pode ser facilmente verificada, utilizando a representagao de Py
em termos dos operadores escada e as propriedades da funcao Gy, n/(z). Note que

P, atua somente sobre os centros de érbita do elétron e do buraco,

Poltnp@) = hv2exp(—l1a*/4) 3 Gonome(la)

m,m’

x(Vm/ +1ln+pm;pm/ +1) — V/m|n+pm — 1;pm'))

= ;h\@exp(—|lq|2/4) Z (me,m’—l(ZQ)

m,m’

—vVm+ 1Gm+1,m’(ZQ))’n+pm§pm/>~ (D.6)

Assumindo que m > m/, através das relacoes entre os polinomios de Laguerre gene-
)

ralizados [41], encontramos que

a1
VI G —1(1q) = Vi + 1G 1. (1g) = (—i) %Gm,m/(m),
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verificando, assim, (D.5).
Podemos também definir o vetor relativo entre os centros de érbita das duas

particulas, i.e, ro = Rf — Rg . Como sua representacao complexa é dada por
20 = \/il(g6 — g}l), (D.7)
a partir de (D.5), temos que

20[Unp(q)) = ilPq[tnp(q))- (D.8)

Os auto-estados (D.4) sao denominados magneto excitons [31]. Semiclassica-
mente |¢, ,(q)) corresponde a uma combinagao de pares elétron-buraco, cujo mo-
mento do centro de massa dos centros de drbita das particulas é q [Eq. (D.5)] e
cuja distancia entre os centros de érbita do elétron e do buraco é 1% [Eq (D.8)].
Considerando a base formada pelos estados (D.4) e supondo que as particulas nao

sofram transi¢oes entre niveis de landau, os auto-valores do Hamiltoniano (D.1) sao

dados por

E,,=(H) = nhw, — i/d% e”;2e—iZQ(kley—klem)Lp(“];P)Lner(|”;|2)‘
Logo, o operador

(@) = cap(laP/4) 32 Gonnr (19)€l, (0.9)

m,m’

pode ser interpretado como o operador que cria um par elétron-buraco em um estado

ligado.



Apeéendice E

Calculo do comutador [S_, S(;,]

A partir das expressoes dos operadores densidade de spin S;r e Sq em termos

dos operadores de criacao e destruicao de férmions ( Eq. 2.20 e 2.21), temos que

[53_7 S(;/] g e_|lQ\2/2—|lq’|2/2 Z ijm/ (ZQ)GTL,TL/ (lq,) [C;I-nTcm/ l’ CILLC”' T]

m,m’ n,n’

= o MlP2ENdE2 N G (1) G (16l ey

m,n,n’

—e P2 P2 N G (1) G ()€ e

m,m’n

= 6_(‘lq|2/2+|lq,|2/2)e_lQ‘l*q,/Q Z Gm,n<lq + lq/)c:rnTCnT

m,n

e WP ) B 02 5 G, 1 lg)el,

m,n

- l?ad” /2Nl ? /2 Z Gmn(lg+ lq/)CInTCnT (E.1)

m,n

2 1 % _ /|12
_ a2~ llg+iq'|?/2 3" Gnllg' + ZQ)CIanl-

m,n
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Comparando o resultado acima com as expressoes dos operadores densidade de

elétrons p,(q) (Eq. 2.19), podemos concluir que

[Sq’ S;,] _ 6l2qq/*/2pT(q 4 q/) o 612q/‘1*/2pl(q + q/) (EQ)
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