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. CAPITULO I =~ INTRODUGAQ

_ ,Lg_modelo a quarksl, introduzido p6r Gell-Mann ¢ Zwelg
em 1964, alcangou consideravel sucesso na classificagdio dos  ha-
drona e na descriggo de suas propriedades: nQmeros quinticos, eg
~pectro de massa, 1argurasrper interagBes fortes e eletromagnéti -
cas, decaimentos fracos, etc. A hipbtese bésica do moﬂelo & a de
gue os barions s8o considerados, dominantemente, estados ligados
de trés quarks, os mesons sendo estados ligados de um quark e um
anti-quark. HNs primeira‘faég do desenvolvimento do modelo, a di-
nimica interna dos quarks foi tratada nfo relativisticamente, as-
sumindofse, via de regra, forgas harmbnicas entre os constituin =
tes e simetria 5U(6) para os estados hadrbnicosa. Dessa maneira,
prevé-se para 0s mesons singletos e octetos de SU{3) e para os ba
rions singletos, octetos e decupletos, com spin e paridades defi—_
nidas, c¢omo & observado experimentalmente,

3

Os sucessos parciais do modelo” .motivaram, numa segun

L

da fase de seu desenvolvimento, a sua formulaqao relativistica™,

Como a pesquisa experimental dos quarks indica que sua massa

5

mz3% a 4 Gev, conclue-se que se deve considerar quarks pesados” e

consequentemente, os hadrons serac estados fortemente ligados.

O ponto de partﬁda da forﬁulaqgo relativistica, que

6

aqui consideramos, & a equaqEO de Bethe—Salpetef , como estabele

cida pela teoria de campos rélatiyistiqa. .Negxa dirquo, progres



2
sos consilderAveis foram obtldos recentemente -por Bohm, Joos e
Kramner7 { na hipbtese de quarks pesados de spin 1/2 ) para o8
mesons, tratados como um gistema relativistico quark-antiquark

8

em forte ligagao®.

Neste contexto os mesons sao descritos pela amplitu

de de Betha-Salpeter (B - 8)
W oty %) = <OIT Y, (%) PACORE> S ¢ B85

que & interpretada como o elemento o, 3 de uma matriz lll/ de
quatro linhas e quatro colunas, (e, @ = 0,1,2,3). Em {1.1),1B>
representa o estado ligado e % e % y o8 operadores de campo

doe quarks, ‘A transiormada de i-'ourier 2;‘ s da ampliitude %‘,'

JQ,,(P:JP:)= (_?Tr)%#% a,.‘lx.! S eiﬁ.z_‘-
L LOIT W) ypt)]B>  (1.2)

$ solugdo da equaqa'o de B-S lmllwgénéa9

(Yep,=om) Xlpyyp) (¥opytm) = SR pipi) -
S Xlp,pa)d b Ay (1.3)
,’/>
para ¢ sistema fermion-antifermion de massas m iguals. O kepr
“nel R en (1.3) ser& discutido posteriormente. V&-se que (1,3)

representa um sistema de 16 equaqa'ea integraiq acopladas - nos8

A (PP -

Introduzindo ¢ quadri-momento total P e 0 quadri=-



momento relative g do sistema

By ="§'+q ’ Py = %'_q . (1.4)

prode-se reescrever (].3),‘no gistema de repouso ( P=o0 ) do  es-

tado ligado de massa M, sob a forma

(Y .%1.4- X?_-m)xl’f‘?,ﬁl)(’ro ':q?‘ X?_f/ﬂ’l)
=(fRG-9) X(M,g) g (1.5)

onde, por simplicidade o0 kernel foi considerado do tipo convolu-
tivo B
R{q,q';P) = R(q-q') (1.6)

Neste caso a equaqﬁb {1.5) corresponde 4 chamada aprg
ximag8o de escada ("ladder approximation"), na qual o 'kernel con=-
tém apenas a contribuiqﬁo da troca de uma particula. Na sua for-

ma mals geral, o kernel pode ser escrito

£y __
Re-g1x = 2 2 Kq-9207 X1 (1.7)
onde '
P Gz{iigﬁj v) %’YZC ’ (1.8

Como & bem sabido'?, para resolver a equagdo (1.5) & -
conveniente fazer a chamada rotagdo de Wick, que consiste em efe-
tuar uma continuaqﬁb analitica na énergia relativa 2, tal * que

. ) 2 2
L PN - _iq# y 9 - “Qgucl (1.9}
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2 2 +2 ) S ’
onde ‘Ggyuc1= 9y + @ 2> O« A rotagHo de Wick & permitida gragas &
estrutura analitica das amplitudes de B-S e do kernel de intera-~
¢do na aproximagho de escada. Feita a rotacdo de Wick, pode-se

escrever

J.’
= [Raa-g) XM dg. (a0

(X-gL_L-rrn.f_ LQ,%)X(M,?.) (X'(?__L'rm_ t.g_y ):

Ea (1.10) g & um quadrivetor euclidiano q = (q!+ s 3) e
Yeq = th,_} + ¥.§ com Xq_ =Y e ¥ = -17

(] " Iprentz.

Apbs esta incursﬁb no campo matemftice bhsico do modg
1o, cabe indicar como resolver a equagﬁo (1.10), no caso em foco,
que corresponde a quarks pesados e forté ligaqu dos constituln -~
tes. Torna-se claro que a maneira mais conveniente & considerar
a aproximaqib en que a massa &0 estado ligade M & zero ("maxi~
mal binding"). As solugabs obtidas nesta aproximagio sa0 utiliza
das ent&o, para construir uma soluqﬁb perturbativa -de (1.10) pa-

ra M £ O ; sendo Mz/m2<3: 1, o parfmetro perturbativo.
Para M = 0, a equagdo (1.10) & escrita
Mg o em) Xe@) (g ~im) = [RG g X(g) G (1.11)

A equagﬁb (1.11) goza da seguinte importante propriedade: Ela qg‘
mite como grupo de invarifincia, o grupo Owc(u), :Lsto‘é, o grupo
de rotagles a quatro dimensﬁ?a extendido as reflexoes espaciais w
e & conjuga;go de carga 0.7 No seu trabalho, BJK, com base nes
ta propriedade, classificafam e exibiram todas as soluqabs da

‘eqanEo-(1.ll) usando extensivamente técnica§ de teoria de  gru-

T
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pos._ Para a dependincia dos momentos nos Ki(q)vque aparecem_ha
forma geral do kermel (1.7), baseados em consideragdes fenome-
nolbgicas, assumiram &les uma dependéncia suave ('smooth') da for
ma .)\l.ﬁq.‘—/u,")k “com k323, uma vez que para k = t ( "one
particle exchange" ), como jJ& era conhecido pelecs chlculos de
Paghamsnta1a, tem~-se soluqabs com espagamento muito grande entre
o5 niveis, proporcionais 4 massa do gquark m,omesmo acontecendo

para k = 2.

Ademais, para gquarks pesados em forte ligaqﬁo
(M2/4mf<< 1), e para "energias cinéticas" <q2> /ue <<1, o
7

kernel suave pode ser aproximﬁdo pela forma
K tg) = §q) (et~ 3.3) (1.12)
"' (f - ?') & (3(' ) - ¢

que corresponde 8 transformada de Fourier da aproximaqu harm8ni
ca, isto &, & transformada do "potencial" Vi(R)
. ¢ .
\/‘. (R) = OC‘. + F‘,R (1'13)
oncle '

£
R = fl‘!’xl ’ (1.“{-)

y
Fisicamente istc significa que os quarks estao se movendo no fug
/40 do potencial suave, o qual, nestas condiqSes pode ser bem a
_proximado por uma parabola. Além de constituir uma btima aprg
ximag8o para os estados mais baixos do sistema, a aproximagao
harmdnica reduz o problema de um sistema de equagles integrais a
‘coplédas, a um sistema de equaqSes diferenciais parcilais de_ 8e~
gunda ordem, permitindo a determinagdo das solugfes exatas no ca

so M= 0,
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¥o presente trabalho, abordamos o problema da deter-
minagio e classificagfc das solugGes da equagfo de B-S para o sig
_ tema quark-antiquark com base numa extensao do método de Delbour-

g0, Salam e Strathdea13

para 0 caso M = 0. Tal método tem a
vantagem de exibir, de u'a maneira direta, as propriedades das sg
luqses, advindas as ditas propriedades da invarifncia da equa-
gEo por rotaqﬁés a quatro dimensBes, No entanto, o "ansatz" em-
pregado por DSS & incompleto?, n¥o permitindo acﬂtengﬁo de todas

as sdluiﬁés .

£ um dos resultados maié relevantes deste trabalho a
extens3o do "ansatz" de DSS de modo a abterrtodas as, solugles da
equaqﬁo de B-S no céso M = 0, as quals 530 exatas na aproxima
qﬁo harmBnica. O mbtodo fol a seguir extendido para o caso M# 0
por um tratamento perturbativo da équagﬁo de B-S, a partir da=

soluq56§ exatas. obtidas no caso M = 0. Obtem~se fbrmulas de

massa gquadrfiticas e trajetbrias de Regge lineares.

Dessa maneira, o presente trabalho constitue um mé-
todo alternativo para a soluqﬁo do problema e serve para confir

mar os resultados obtidos por BJK, de maneira independente.

No desenvolvimento matemhtico do método aqui empre-~
" gado, obteve-se alguns resultados mateméticos interessantes, cgQ
mo por exemplo, a formula de gradiente para os hiperesféricos
harmdnicos a quatro dimensdes’®,

Finalmente, usando o mesmo método, fol resolvida a

equagﬁb de B-S para o caso em que 08 constituintes tem massas
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diferentes, obtendo~se fOrmulas de massa com quebra de su(3) pa -
ra ocs diferentes tipos de mesoﬁs]5, que aparecem relacionados és

representagﬁés do grupo de simetria G = SUI(E)@DUY(I).
O presente trabalho estk organizado como segue.
No €apitulo II apresentamos a extensao do método de

DSS para o caso de ligagdo maxima (M = 0), classificando e exibip

do explicitamente as solugdes (o0s chamados getores) com paridade

e C paridade definidas.

0 Capitulo III & reservado ao tratamento perturbativo
da equaqﬁo de B-S para o caso M # O , sendo obtidas as SOiques e

. formulias de massa para um kernel -b;_xifs (RX:-?\KB;_'A’ {_)_

No Capitulo IV adordamos o problema do sistema quark-
antiquark com massas diferentes dos quarks e derivamos as corres-
pondentes fbérmulas de massa com quebré da simetria SU(3).

‘0 Capitulo V & consagrado ds consideragﬁés e conclu -

soes finais relativas ao presente trabalho,

e ' Em Ap&ndice sao definidas as fungaes angulares neces—
ghrias ao desenvolvimento do método de DSS, e sao apresentadas as.

propriedades mais importanted daquelas fungSes.



CAPITULO II - SOLUGOES DA EQUAGAC DE B-$ NO
CASO DE LIGAGAO MAXIMA

Como j& foi dito anteriormente, estudaremos neste Ca
pitulo ae solugdes da equagdo de B-S para o sistema quark-antl -
quark de massas iguais m, no caso em que a massa M do estado
ligado & nula (maximal binding). O método agui empregado dife-
re daquele utiliz&do por BJK, que fizeram uso extensivo de técni
cas de Racah, conhecidas na teoria de grupos, para 0 grupo
dwc(h) que deixs invariante a equaggo de B.S no casoc M = 0.Con
siste o presente métgdo numa extensac de um trabalho de Delbour-
go, Salam e Strathdee13 que néo requer as técnicas mals sofisti-
cadas usadas por BJK, sendc matematicamente mais simples, além
de ex1b1£ de uma maneira mais direta, a iniariﬁncia da equaqu

por rotagBes quadridimensionais.

Conforme a discussfip introdutéria do Capitulo I, o

ponto de partida & a equano de B-S no espago dos momentos,apbs

é;etuada a rotagdo de Wick16
. . , R &
(f-cm)Xiq)(ff-Com) = [Rig-g'3 X(g) (2.1)
0’ I X - L ) 2.2
Rég-g') X _§‘ A K tq-g) P X (2.2)

mv ) E )

/j:{i,%,o- Yy ’{'}4 (2.3)



Com /gfsi.q-.-%?‘_L:a;gq-rF-@.'

Definlindo :

ASKJ = )ih‘;+‘/)i1l<z+i.2, MK T quKﬁ'-f)% Ig_

7‘va = >\5K4*.z>\é}<8 - .2A7Kq - AgK;

AT,KT = A K "fkko +)\5KA_ (2.4)
An Ky = 2K rEAK, FEAK, T K, '
K

PP

= A K AN K HIAK YA K + A K

e os operadores de projegdo:

c :
e
/J 2 2 1 -2 2 x4
. v
i § -4 o -4 -3 ¥ x4 (2.5)
il e
=4 | 4 - o
ﬁ:“ 3 £ o 2 12sr 2;, y/w
b4 ] o 4 - L
% Lasg
< -2 4 4 2 J‘;_ x 3;. A
H A
. 9 ~ =
tais que: 3;_/{’,. {:_/J“’ , g { =0, P
pode-~se escrever (2.2) do seguinte modes
R(g- ')‘x—zg_ > K. tg-qn P x (2.6)
#-¢ T i Ak #-¢) ’
com k= 1,2,..5 correspondendo a S, V, T, A, P, respectivamen-

te,

Na aproximagEo harmdnica temos:
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4 L '
)\A/i(c,z) = J(q) (- @, a) (2.7
onde stignifica o operador laplaciano a quatro dimensdes e °<k’

@'k sd0 parfmetros que caracterizam os kernels harmbnicos.

Visto que X {q) possue 16 componentes,as equagdes
(2.1) = (2.7) constituem um sistema de 16 equagles diferenciaks’ '

parciais acopladas de segunda ordem,

- Por outro lado, da invariéncia de (2.1) por refle
Xx0¢s espaciais e por conjugagdo de carga, Segue, como fol mos-
trado por Kéam‘?, que. as amplitudes de B-S, X (q),se tranformam
por estas operagles (respectivamente designadas por operadores

e £ ) aa moneira seguinte:

Q

X(g) = a; X (-, ?v).«); {2.8)
e »
BXg) = CX't-g)C (2.9)

onde ¢ designa a bem conhecida matriz 4xk de conjugagao de

carga que goza das propriedades

-1
= C=- ¥¢C = - . 2.10
C=¢ c , C- 3C 5, (2.10)
As propriedades (2.8) e (2.9) permitem obter solugdes com pari-
dade T e conjugagao de cargas C bem definidas.
[ Cd
Estamos, agora, em condigoes de indicar qual &opri
meiro PBHBBO18 para resolver (2.1) a partir de um "ansatz" geral

rd
-
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da forma
5
Z(‘?J :DZ-AI—;J %(?)
s[g@nggqn g,g,rg;h}r%&,?hegg@j (2.11)

que c¢onsiste numa expansac de X (q) na base de Dirac das 16 ma

trizes 4x4 euclidisnas:

+ 3
{i _,/_“, K 5/“') Y} Cam /; = rj') R
Substituindo (2.11) em (2.1) com (2.6) tem-se
. ' r r Y‘l
%(;?f-c.m)l;g(%-cma):%/?\p beq.-gjf;g(?.Jd?. (2.12)

Multiplicando ambos os membros a esquerda por /; e tomando=se 08

tragos tem-se

S T L1y i iom) I (g =com) ] g, =

D
= % 1‘{_ T I; G_/)p Kp(c,c-?')/(érq") c/"f}’ ‘(2.13)
Definindo ' .
,;, Tn%_[g(j—[rm);{}f-r'nw)ji])lp
o ‘
Tx L l; f’,', = 7;8 (2.14)
tem~se .
55 B =5 T ke ngandty 09

que s80 as equagles que satisfazem ﬂD(q) (P =1,2...,5)em ter

-
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mos dos tragos {2.14) cujo chlculo & feito pela técnica bem co-

nhecida19 que permite computa-los sem maiores dificuldades,

Posto isso, observamos gue da invarifincia de (2.1)
por transformagbes de SO(4) (q' = Oq, 00 = 0F = 1, det 0 = 1) se

gue que as solugOes devem depender dos hiperesféricos harmbnicos

a quatro dimensdes, que s3o bases de representagfes irredutiveis

de SO(4), o que permite, utilizando as propriedades dos hiperes~
féricos harmbnicos, resolver (2.1) por separagﬁo de varifveis.
Se os constituintes fossem de spin zero (qﬁarks escalares),teria
mos o Mansatz!" segulnte: ’ ' '

X(a) = Fpla®)Y, | (&)  (2.16)

yl,m

onde Fn(qz) representa a fungdo hiper-radial e Y, ; ,(4) o hi
LR ]
peresférico harudnico em %hz %wﬁf 9u.= 1,2,3,4), com n = 0,1,2..

1=0,1,2...n; m =21, 1el,,,..,=1l+1,~1.

No caso de guarks com spin 1/2 , o "ansatz" corres -
pondente a (2.16) &, obviamente, muito mais complicados = Delbour

go, Salam e Strathdee‘j propuzeram um "ansatz" construido a par-

~ L]
tir dos guadrivetores euclidianos disponiveis, que sao, no caso,

o momento relativo do par de constituintes q e sua deriva

/u..

da = 97?9?%3

3.
- )
X =Csigr v Vg + W Br Bl a
o @ 0, .
tH (gl g + T 49, a9t .

et . z 73
+7 99 ¢, 4491 Lay ] Xgm (4 (2.17)

]
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No entantoc, vB-se claramente de (2.17) que 0o '"an-

satz" de DSS & imcompleto, poiés sendo X {q) representado por
u'a matriz 4xi4 , deveria depender de 16 funéia'es hiper-radiais e
ndo apenas das 8 que aparei:egigm (2.17), a Baber: ‘S' ((?_")J 14:‘}(:;.’.1,

& 1) .
Vi, B, B, T, T 09, Pgt).

A solugdo desta qu;astio _;159 & .6bvia pois, aparente -
mente, s0 dispomos dos 7}.‘ e /QM . Arcl_;,ave do problema pode ser,
porém, encontrada nsa obse’rvaqioeo de que, para "M = 0 , se pode
dispor também da grandeza -KM"—p no limite M —» 0 , onde P
designa o momento total do par de constituintes., Como .estamos,
considerando o sistema em que P = 0 , segue que '

Y.p
1i .T' = ¥
M-'-»g b

A aparigé.'o de 3'4 faz prever para os termos adicionais, que esta
mos procurando, expressoes nao covariantes, como alids foram ob-

tidas pér BJK, nas quais o indice 4 aparece explicitamente.

A seguir vemos desenvolver sistematicamente ¢ método
agui empregado e que permite completar o "ansatz" de DSS e obter :

todas as solugBes no caso M = O,

Inicialmente, construimos a "ansatz" (2.17) a partir
das grandezas covariantes disponiveis, no sistema B - 0, M= 0,
ou seja, a partir de 1, Y, N g{,z . Para as componentes rd.l .

X5,Q5, ,b:/ﬂu’ 13/5; %ude (2.11) tem-se imediatamente:
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(2.18)

NpIEY 2) -~ .
onde r‘uf)e Z‘u}) sao os hiperesféricos generalizados vetoriails

definidos por DSS.

Para a construgao da _componente g‘-v}é‘y de (2.11)
d_evemos considerar as seguintes exXpressies covariantesa1:

1)
ALY @=Y, @

(2} - v .
FoV =8 Y,.@ ¢ % 43V

v

o - ) . 2
FALY AL Y,

(2.19)
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. i1 Co. “
?_IJHJ’B’Y G = -«'{T('/f,zya,,));!”(?)u_ﬂy ‘fau.{,, ?u % Y,,,,,,,.,“i’J

v @ 2) .
cfﬂ‘ SXy Y (¢) = ""Y?'v v Za (g ,9: fquﬂ ?’neaﬁ. \:-hm(?')

Pela propriedade %‘é)“ Yz ¢} =0 , (4.8) v8-se que
7 L7

as duas Gnicas possibilidades para [ /% 580

(1) )
sendo ):y e -\{;‘V 05 hiperesféricos generalizados tensoriais
definidos por DSS.

Portanto, neste caso particular, o Mansatz" (2.11) &
escrito, em termos dos hiperesféricos gemeralizados definidos em

(2.18) e (2.20), da maneira segulnte:

, . ‘ (2}
X = S, Y, @+ LYY ) + Vg Y, @]+

- ay e @ ), @ A
iL(‘*’)Z,ﬁ) t cg’% L'n‘?nzq}\fu@) + A, ‘9")..’ @)1+

(1) . ey @
<, [T g9 /thg_)_ + T (cf)/\:y )] (#.21)
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Todas estas componentes de X tem W paridede e con
jugagdo de carga. € definidas, como pode ser facilmente verifi

cado através de (2.8) e (2.9), e das propriedads (A.57) e {A.58).

Como j& foi ditc anteriormente, para a construq'a'o
das restantes soluq‘b’es dispomos da grandeza -KE—P = Xq ( no
sigtema '13’=' 0), e portanto as restantes componentes de X nfo
serao mais covariantes. Com as grandezas disponivels vamos cons-
truir as restantes componentes de X , lembrando que as mesmas dg

vem ter W paridade e conjugagdoc de carga ( definidas:

A5 expressSes mails gerais, construidas a partir de
X’-}’ o e] , que contém )Y“ e X5§‘_ e que satisfazem as corlld;l_.

¢Oes anteriores s30:
SAPAPY = € 0 % 0 0% 7]

FFAF P A7) = €l bl B 7 -
T Sispe Cosup ;Yu 9 % 4096 %~ o) (2.22)

LAl = €

J‘fff/j({l%}*%;a‘:) = g?u-lpj’;[%"—aﬂq?Pa")-

YL 529,9) (g gpd) -

J-?Tfmffﬁ' 6:icf=<p 3/‘



17
Tem-se, consequentemente, o0s seguintes termos adi-

tionais para }")?u e 1 Ys)yx

*

o

?:Lsz‘u’: V(?)t)/ (r)’%ﬂ-r%/da)’) mum(@) =

o

= ?)3/ € (7-“{ 3))/ (§)

M gue e (2.23)
)
= Vm(qf) 9: Y”{cﬁ)

4 = 'Z(q()g')az (- Y g A+ gAN)Y,, 4) =

(q’)}‘/‘ MLpe 65‘{«;3 ?S‘arw?r(??)(?“%-?(&an) ,y,..za,.{f'J

]

Hf

V% ¥ v e ' (2.24)
A

r

- /_—LJ'(?I)"{X € (?'ua ? )Y (é‘.)

m it

. 3)
N RN TS (@25)

g{‘/{'.;ém . r'ffcf_‘).acf(! /,f;f)(a’}f/& F,/J,)!un(?) =

/“
1) r / ; - Py
=44 }’u /Eucf’;a‘ 67;,((3 (7f%—?rc},)(?“ % ?‘ﬁa"‘)g.‘m{q)
) A ) N
= . - 2,26
. -4@«;‘{){‘!;(91 (2.26)
_'/’ .
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Definimos, assim, dois outros hiperesféricos genera-

lizados vetoriais waé‘.) e YI?Q‘J , em cujas expresstes apare=-
ce explicitamente o 4indice 4. 4

A partir destes dois novos hiperesféricos generaliza
dos vetoriais construimos os hiperesféricos generalizados tenso-

riais, considerando expressdes anilogas 4 (2.19), ou seja:

9!’ ) %’5 %‘) X,,,,..(q’)

i
k!ﬁ_
9

y
= o Y
Z AV our
t/YYU) -16'.6 € g (a,0 -q d)Y (&)
% 5 vy Z A uvap qpf_a'(ht Fe Fr P! Lorm T
TN
. ) .
?-’J‘{A:Yv %'g:v,uu-zpe?pfr?a 773 ?'cr‘i‘)Y 4)
I3
= éfv !;V (?J (2.27) .
.
¢ (43,-4,%). .

J z L. T
5/#%, Xz v wfa-(er«pr%“ fuup#?'

. . ‘”,.
=PRI A2
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S
¥
w =
<
L
3
ol

a ,94-»* elia. pr(evnc(a.r cf'/a“_ fue,ar‘f%)(‘ﬁaa{?'raﬁ)

mRm

(?'frq'o' )Y (?JE

/q{”},’;a; Y’ = '%{,‘:v i#qpel’JAp dpok Q—,,‘ (?fa ?'d'

%}’céényy el 54}1.,4(3 er:u,,@ E-,«fo-h +% %% %)

(?'fau-' Cftraf ) erem 4) =

o) |

= e Y ¢).

AV }Ly

Estes oito hiperesféricos generalizados tensoriais

nao sio independentes pois, como pode ver-se femc:l.lnuente22

) ¢
Y? sy vy
. ’uv /41

Jal
3) . 5 ¢)
Y :-JI(fan)fnY *I’Y‘ ]
/IV 8 MV /w
) ) ) (2.28)
3 9,
Y = -2['\/ i+ Y ]
MY ap A

140} (3) )
Y --C[m(mfZ)Ya y }
v .

pav
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Assim teremos apenas quatro termos adicionais para

) t) R4
T = f"l“”(c,;") y' {7) + '71 (q)Yi G

Py ’uu

(&) ] (2'29) E

TT”(;*)Y ) 1T n;’)Y,rc;_]

As fungles angulares definidas em (2

(2.27) devem ser ortogonais, no seguinte sentidofii; )

(731 i , ’ ‘
fYa;i Y(qJ dn =0 'y (2.30)

" _
"@J dn =0 -y (2.31)

S eri;;)Y
(onde subentende-se a soma para indices repetidos), g fim l de
que seja possivel a obtengﬁo dasg gquagﬁes radiails para as dife -
rentes componentes. A condigdo (2.30) & satisfeita pelas fungdan
Y’c (i 3,4), enquanto a condigdo (2.31) néo & satisfeita pelas
funpses I;: (1 = 3,4,5;6), dail, construirmos quatro outros hi
peresféricos generalizados teirsoriais, cnmbinapaes.lineares de

Y™ (1 - 3,4,5,6), que satistagan (2.31):

/UU
- 3, LY,
Ytj) f=rs ] Y‘) + Y‘ )

g A sV
s/, T t«)
Y = ()Y - Y
Iy AV PR
—(5) .
(5 %)
= mY + Y (2.32)
M /ulr’ ’“V

~ (6} P R
Y 'z naY

A av P
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Definimos também outros dois hiperesféricos generali

(ﬂ
zados vetoriais em substituigdo a Y

)
; , a fim de simplifi -
car as equagdes radiais, como mostram as propriedades (A.38) e

(A.39)23 :

o) 1} )
Y Y +Y
ot S Ve

L

(2.33)

<
Il

4) w2}
(m12)Y =Y
M

Podemos agora escrever o "anéatz"_ completo para X :

-

Xegi= 5,9, (3 + LRG@Y, @+
.4 1), ) | 1) A3 3)_ 1, /)
-r/{ Lv @9):(?”\,/“ (7)5@) +V (cp:‘(‘ @JHA(«;)):(@}]
R (1) {11_ ,,;. ), 3)1 (3?* ofl lv)d
+4§}" [A )Y @+ i(ﬁ‘/{ (e i(?)/}j G+ #'7_((?)): ¢y]
tq, [T%Y, TV )+ T % oY, o+

s}

)Y (q,)f-‘T 7’)Y (9)‘? T [q’)w(cf)] (2.34)

onde aparecem 16 fungdes hiper-radiais. As definigdes e proprig’
dades doe hiperesféricos generalizados encontram-se no Ap&ndicg,

onde adotamos a notaglo sem barra para Y = 1,2) e para

qu (L = 3,4,5,6), notagao esta que adotaremoa até o final dotra
balha.

Devido 4s propriedades de invarifincia da equagao

(2.1), solu;:ﬁes con 7 paridade ou conjugagio de carga C diferen
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tes nioc estao acopladas, o mesmo acontecendo com as solugdes cQ
variantes @ ndo covariantes. Isto nos permite agrupar as solu-

g¢des nos chamados setores, como aparece na Tabela I.

Substituindo o "ansatz" (2.34) na equagdo (2.15) e
calculando os tragos do primeiro membro de (2.15), obtemos aB
equagaes da Tabela II para os setores da Tabela I. Temos equa
9695 acopladas em apenas guatro setores, com tr&s equagles em ca
da um dos mesmos. Nestes setores, com equagdes acopladas, fizg

mos uso das relagfes (A.50) a (A.53), que nos permitem escrever

3) ) 2)
os hiperesféricos Y s Y' , Y Y em termos dos hi-
1, ) miom
peresféricos Y '+ Y™ Y7y Y"J “ Y"' Y“’ , respectiva-
o DIRER N e ,ul’ 3 u

mente. Assim, observamos gque u'a maneira simples de degacoplar
as equagdes dos setores (S-V) e (T-A) consiste em considerar as

seguintes relagdes entre as componentes - ver (A.54) a (A.56) :

) &) , (2, Y 14 w
—f;%?” RN J]——;m;[v )chm,/“(q-);‘@]
Iﬂgy/ V(3 %cry “?) - {?)] %, fn“t)qf)y G+ q (q’)Y(q,J]

ann_ﬂve
, o {2.3%)
3 ye . tx) & @\ i)
A, (m 7] = o 94+T 7
??%Ei reps ¢,L t%-!- Zp(q):’ &€, yxp‘f'y['l:“f)rp“?)* T (gr')}:p(qﬂ

ot

o4 . . et ¥ " U3
[).: ) - Yp(q)] s o ¢, 0T 19‘9\:{3(7) 1749 Zﬂrc,)]

ng?_ /«-V‘zp ?y
Teremos, com estas relap&es, as equapaas seguintes

para os setores (S-V)} e (T-A) :
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Separagéo das componentes de X em setores
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Setor

Componentes de

.

{' i (?‘.) Yﬁl.m. (é‘.)

s-V

Y @)

mALat

~
-.g«
~

) 2 Y(i) -
(
/(g% L ¢)

9 Vi@

%
&

Yo N NG}
=<
i

7% \;‘:' (3)

%

RS

Hﬁ) . L2 )
(¢ Y, (§)

) t2)

(7?) z; (@)

0,5
g

Y4 A

& M4 m

~

mitd

()

mtd

{(-)

()
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TABELA II

quag’éea para as cdmponentes de X , separadas em setores

Setor

EquagGes

(" F‘J_ r»l'zj ﬁ(?.q} ZJ’"{?‘) = XP/KPf(?w) K!m[é") a’y?'

$-v

(¢-m") S0 g [Y@va DR 2 b, [v(wY@) +

.2 (ﬂH‘J)

+v(¢)Y@ﬂ )\/K%q Cy, (¢)+Y(?:,)]d9
¥

(- 9‘m’)[V{9‘JY(q.)+V(?9Y (q,)]'l--\?? 4. [V (})Y(?J-P

%))

V7 ‘)Y@)] -2 LWlg) g g [Y @)+Y(?J]-

2q (mtd)

v Ve N VLN g,
= )\//( [Z(q*jﬂ(c;h“'l}/ﬁ(q")/ya(?)] cl‘f'

(- ?-m")T(g‘)Y ) = A/K T r:;"JY 5 of g

(7- ﬂ)

d}_ 2)
(C]- ~on’ I(glz € Savag ?._‘L-Y Gy.) Y‘ (?3]*

12)
+ om € vncp?'u[ﬁ (c;.)Y (9)19 (?")Y (g.JJ =
(-?)
= N /[«" .,,_@7_ /“NF%LY - @] dy

(g'- ,mt)iﬂc?‘)‘/ (t,LHn‘T‘ kf.“) Y {q)J «Zg, 2. El?m )thﬂq‘}'f'

TH(fJJY (9,)] 2 n Z; g:)/“‘ﬂ'\ .7.)‘ e ip a_g.f[‘f (zf) Y(?)}

= X[ard o Y e Aqu Y (3] 4%
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TABEIA II - Continuagdo

Equag'b'es‘ para as componentes de A, separadas em setores

Equagdes _""
vE | egmo g Y @ = XKy ) Y a0 o4
M
; T 7
VE (,L"/M'z) V”(C}’JY (§)= Af!( V(c,t") Y(V(t}')a/'{f.‘
(T'R) (?. Jyﬂa{:;_f] ﬁdpu?’v[dp(‘i’)fw(q')]‘hz‘me-zpucf'u[m

5}

(6!
Y (9.)1' )Y( (gﬂ A/K’ e {m“) wpr 7»[Yp“}')+!,f4'ﬂdgf'

-

IRV . s, 18) ¢)
(F- T Yt Ty - 24, 4 LT @,

A6 : g, 18) ! ¢)
ﬁy (c;.}] ~d%.9, [ﬁ%ﬁ’) Z’Maﬁ) + Zl?q‘)rd@ ?]f‘um_ﬂﬂgﬂ_

ﬁmwﬂ”“

k éaefvr?;' e ‘?)"'V(?)J A_/K[Tm’.)y(:f’)'fﬁ(ﬁ)}/ (?,)Jc]?

Fy

o-a®

&)

(g> 4)1&1:.@ N{sqvf\’ (cf) Y (q)j -3um€ P?.y[ {)Y(q)

()

' 2
+’7’r¢)Y (c,uJ = ffh’ E.,._g:ﬂ/uw y[)::éc;')- 5::25:'11 Jd%’

(E/_ ,,,.,-2)[7' (q.')Y (:}J'frf (9‘))/(7,)7 2?_ % [’T{ )Y (?H'T(q')

. 3 , . - . )
Yil-24.9, [0 Y+ T K] - ‘f'"%fz” Eener

3 V5 _Fre . , 4l ,
?’A €ufﬂ‘! ?l‘ [};tr(?)_zr(?)‘}-)‘ﬁ I[’T )Y (q)'*’r(?")y (?’jd‘é'
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. s ) o) TRV
"L {-q.‘-fm‘ + A/KS} P (\fn’(?‘J)’“ (§)+ \,/:(q.)x (q)) = o (2.36)

3 2 vV 1] 4 ) (2) ‘
-at-mt- ’ 2 * 2 - 2.
{9_ o 7\/K }(V(q)Y(cﬂ-f-V(cr)Y{?))_ o (2.37)

K] i T (1 HJ..
{.-?4_”" + XTI E 0 2 (A G G A Y (2.38)

& m =0

. ] )
[~¢" -~ A”/k foa, ’(cﬁ) Y(rc,)+H /le”ap): o (2.39)

. ! a7 A %] 187 . (c) «) o).
A g X[k [ € F (T (q*JZp{g.h-T,(qf)tp(?l)—o (2.40)

. $3 .\ t5) |
{q?z_mx_ f/KT}(T“‘ (49 /Yuy 3+ 'Tj%r:ﬂ(ﬁ)) =0 (2.41)

-. a IRV o, 1 ‘
Lt XK idpy‘%y(‘ll‘f?’)zﬁ@“fn Y pt)) = 0(2.62)
{? m? )jK JI(T“J )Y (q,)-f- 'T(} ")Y (7)) = (2.43)

Finalmente, utilizando as propriedades de ortogonali-
dade dos hiperssféricos generalizados-~ (A.25) a {A.30) -~ obtemos
1‘6 equagdes hiper-radiais desacopladas, como mostra a Tabela III

onde o simbolo X K (¢ = P,5,V,A,T) deve ser entendido como
. m .

&L s
K° FeaY = Ftat) = . NFla a3da’ 2.
A K FgU= % . (g )\o/lf"!g,gz) G q dy ,  (2.44) |

L]
e resulta da expansio do kernel, tipo convolutivo, em hiperesfé-

ricos harménicos, ou sejaal"

b
d ¢ . < l'. » * -y -
2K rg_-q; =XE K (4.¢) Y, @ Yo (4 (2.45)

-
P
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EquagSes desacopladés para as 16 componentes hiper-radiais de X

Setor

Equaq_a’as hiper-radiais

P

(-

(s-v)

{—q-l'-/m" + X f{: }‘rf. [m l,{;”{‘q’) + (m+1) \’/“"’(?*!)} -0

(—9_’-”“‘ - ’5:4 } l//“m((,ﬂ) =0

2 AV 4 W)
[t 7, T =0

{”?—“M!—‘A'FK:} 7;(4)(?}) =o )

-5

'{'-9 ot N 1(7’] ?[ﬂ (¢’ - HW(‘F’)} =

frotm® AL JR G0 = 0

f-a om0 A =0

\/I

f__q:_rmz_)\y K;] ‘{””j(?f)

=0

{‘?I"rmz— N K,:] V':Q)(q‘) =0

(-

(ot X2 g (21T = 0

[

2. X /("' T =0
f-¢"-mt- X KT 3T = o
oF [-q'-mt e XK 00 L7 -T ) =0
1Al |

e A LL I

{‘qz-/m‘z— A

K7

mtd

J

,r,lv}

m

{q.’., =

o
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Até aqui, o tratamento da egquagdo (2.1) é vAlido pa
‘ra qualquer tipo de kernel comvolutivo e suas solugdes sic deter
minadas resolvendo-se as eqquébs hiper-radiais desacopladas da’
Tabela III, Neste trabalho determinaremos as solugUes para o ker
nel harmBnico (2.7). Para este tipo particular de kernel, as g
quapSee hiper-radiais se reduzem a equapaes diferencials de se-

gunda ordem, pols neste caso, X K;p?) é dado por

AK () = “'(’(c%; +igs- m{_;%m)a(x-pu; ) (2.46)

como pode ser visto pela propriedade (A.7) dos hiperesféricoshar

mbnicos.

Discutiremos apenas as equagdes do setor S-V pols as
solugdes das demais equagdes Sdo obtidas semelhantemente, Para

este setor temos as equagBes dife;enciaisaE:

It

(-g =t~ o+ @'0,) ‘f::i(gﬂ o (2.47)

(-qt-m®-"+@0 )V (¢ =0 (2.48)
écf-/m‘ PR (3s LT,,.J?- (m Iﬁh (m+1) \’/"”(ch;) (2.49)

Estas equagfes podem ser transformadas em equagaas
confluentes hiper-geométricas, e existem solugSes exatas para as
equagdes (2.47) e (2.48) se <" o (3" satisfizerem a seguinte re

1&;’5026 :

o<"=—nn’-,z(m+.zn+z)fﬁ‘7'; {2.50)
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Neste caso as solucles sdo!

) ’ < y'v'
al ) mid - ?-/5 (4
2 L 4 rt z f v
\t{'H:l ¢f =ya-¢(q')= F LA (¢7/) €
(2,51)
m=0,4,7,3.... 2= 0,1,2..-
de [™roiri) ea lindmios de La .
onde Lﬂ (¢ @) sdo os polindmios de Laguerre

Come a equagho (2.49) apenas difere das equagoes

(2.48) e (2.47) nos autovalores (ots,f?,s ), s0 serh satisfeita se

n ) (1) ©a)
g Lho Vs 4 Vg d=V g0 = V (g9 (252)

con
v 5
@ = -0
(2.53)
s
e o 2 lm t2n ) e,
e Ky Ky duas constantes a ser determinadas.
Pelas propriedades dos poiinamios de Laguarre27 pods
mos escrever:
. .
(1) mri mrd - (’_% [
G-l Ll ¢V im) - L )] e ¢ 2,
G V= g [L 7 @)=L Y% )] (2.54)

) mtd iy
G K'M(g.") = g g [ tme+n"+2) Ln:(?."ﬂﬁ?") - (n"td) [7!:4(‘;%,?')]‘: (2.55)
l € ?%"? - |

De onde concluimos qﬁe (2.52) & asatisfeita para‘



E I

rier+1 ecom ky=1, k = lf(gplm-h?)(ﬂffﬂ”h?}/h

Ky = (me)(r"s0) VF S .

Na Tabela IV encontram-se todas a solugdes com

respectivos auto-valores,

30

ou

[o15]
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-
TABELA IV
Solugles exatas da equagdo de B-S, com M = O e
com interagio harmdnica
Setor Solugdes 'Auto-valores
T e oSt 2a m)i’(?
nid ) " 7 :
Yd=8R ey, & MEO 1. .
U =0 4,2 20
4} . ' m+d N S : ey
/(? =L (M+2)(m+l) Irpv'f‘; (4 /F)Z,M(q) o= @J+2(n|43£l+JJlﬂv
S- V . n(v_-—_ —m‘e-,z[’ﬂ +.ini'i)r]§p
¥ ¢ = a’[R (*,rpVJY(qH F=-p"
’ m=1,2,3
— NE -
+ tutdorasd) VA" N {q VF} Y (il n=0,1,2. .
m .
*’-) . — '?m Y 4 z o]
gf = b (et 2) (ned) i R (g’ ip") (q.l oz o+ Mot Int@Np3
d‘i—-ﬁn"—.&(mdnr.’v)ﬁ
Y Rm” ad +
Pl /¢“ ;)u/ E s Y (q) ps:-@v
(1) mz=1,%,3,.,
+ (mﬂz(l +1) V" ta? | Y [“J] 7
TR LG w=0,4,2,
aJrF: w2 + 2 h’)'ﬁ?
T g, ?iv =, Rﬂ et i r‘rvY @) me 4,2,3...
— ST = 0,1,4--‘
T ) o'’ it tpnian eV
+ i 13, (%
Vv Y = "t g = .
/19. /{Rﬂ {q,fﬁ")): (g) m=1,23..

M= 0;4;2""
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SolugBes exatas da equagBo de B-S, com M= 0 e

com interag&o harmbnica

Setor Solugdes . Auto-valores
3] . 3)
<, /Fj,' =L, (m1) lﬁ?ﬁ’: AT /Y“: ig) ol = 't 2tmra nelgT
;3
-l oL ot 2(mean )PP
Ny m2 = A ¥
YL P = L LIRS @ | f e
mz 0,4,2...
(1)
~(m+rr V" &m(q", lfﬁ?)\; ¢ A 01,2,
2) oy @ |
/q:y;ﬁy -.;‘;n 3: (mra) V@@ R {4‘3#?)/{”,((;) o'z coite g otanr ) (Y
o B YR T
te)
_ K prd _ R__ m
z%iﬁ_t{%[:.‘? {qt(i)rqﬂi) JCRERY
m = O,J,.?...
t .
- (a+)VpT R::J (qf:i/ﬁ?)‘fu(q)] R=0,4,8,.+
1 * 14)
}Wﬁ!: 9«:? [R/” (g /_")i/ugq‘-l‘f‘ o(‘!-«mﬁz{munfz)rp?ﬁ
(7- H)ﬂ- o Moo g (mezaet) (@
[} -
fmwz-u)l‘f—"l? & fa )Yﬁfj _“3;-(5'
. m= G, 1“,?’,.. ]
Y vy . = mtd 3 4
¢ %_’;)u’ ;é/u =t :{J‘: [:~;:'.ﬁ(.nufl‘§' RR'(q‘,erq[ = 0,4,2,..
.2) 1l A 2 _—
g:" é' = [Rn Q- )Y (‘f)+ o/ :rmf.!(mi‘!ni!}f(—s’n
u'f':_,mz_ .?[mf!n-fJ)fr‘:"’". '
—_— M
Flar0) i " f\;” CA Y (q,)] {3R='(5W ]
3 msz= 0O, f,2..
. . ) t t
¢ %}é/ u‘)f/é’“[-,_’(”_(mri)el?:(q’,/ﬁ*ﬂ]lﬁ"x {.f);l =0 1,3,
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SolugBes exatas. da equagao de B-S, com M = C e

com interag¢do harmbnica

Setor SolugBes Auto-valores
-’) m+d 4 ,f—ql' £/ . A :
j,{',,},d,, =, LR (a5 p )Zw i) - oo s 2lmt2ar ) (T
- ) . o(r'; o= 2(mtan N)I’FF'
3)
CT—H) “{m+a+l) Wﬁﬂn[qﬁ e X" {4‘)] pH: - (3"'
ms 3 3.
B Y - . o M1 o : (")A .
¢§%gd_t§;{[%_(mu}ﬁsm& (Q,Iﬁr’)\/{‘[q.ﬂ A2 0,4, 2,...
9 - r Rm-f«t _,‘,-?-,) Yw}(,.) A P ﬁ,
Ay gy = /aq_-y e (G40 v ¢/ - o= e+ E (s 2ar2) V3

m =
0= o= A mr 2t V@

o % 7 = K”;.
“lneig” R (G iF) ‘/fw(q)] ple-a"
ms 1,7.3..,
. v . Ly — <)
( J‘;;{%ﬂ = %/{[%(m_ﬂ)ll?:m& *{’?‘: I;d")Z‘réﬂ n=01,2,..
" P - 9%
R ) = o L) & ™7F
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CAPITULO IIT - SOLUQGES DA EQUAQKO DE B-S PARA
ESTADOS LIGADOS COM MASSA M

Determinaremos as solugBes da equagdo de B-5, no sie-
tema de repouso, com as hipdteses do modelo a quarks pesados. Is
to &, os estados ligados mais baixoa s8o estados fortemente liga
dés e portanto usaremos a aproximagac harmbnica para o kernel e
consideraremos termos até a ordem M>/m>. (M = massa do estado 11
gado) Dentro deste contexto também justifica-se considerar que

<g?> /ml < 17,

Dentre as possivels estruturas spinoriais do kernel ,
que ddo resultados andlogos acs do modelo a quarks ndo relativig
tico7, consideraremos apenas o kernel do tipo - sz:35 , Ou usan
do os operadores de projegﬁo definidos em (2.5), um kernel do ti
po S5~ V+ T - A + P, Esta escelha justificg:—se atravésdo pgg
blema de saturagEo das forgas extremamente fortes, que sd & re-
solvido por este tipo de kernel28 e também atravée dos resulta -
dos obtidos com aplicaqﬁés da funqgo de onda do meson w29 e do

meson F 7.

Por um kernel ~‘X5xﬁx5 y entendemos que o termo domi
nante do kernel & deste tipo, enquanto os outros termos dio uma
- v P T
contribuigio tal que ot~ a¥ A mpmt ;o ~ o oS

‘\ (ver(2.4))
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2

A ‘
oL 2 o(v devem ser aproximadamente iguais a -~ m~ para se obter

estados fortemente ligados e alnda devemos ter

o=t 2 (Famtc<t)
para que os singletos e tripletos nac estejam degenerados, como
pode ser ‘u.'isto pela Tabela VI, Portanto, os estados ligados,neg

te modelo, sao descritos pelas amplitudes }ig}t 2 < {.}iﬁ_ﬂ_ .

A equaqé’xo de B-S, no sistema de repouso, apds a rota

¢80 de Wick & escrita:

()yf* c‘mwc‘_/;L{’,)x(?,m(ﬁf-:'mﬁc%{) =

:/R(q-g_‘)X/?:M)a’yq.' . (3.1)

Como as solugdes sdo encontradas através do método
perturbativo, tomamos o mesmo "ansatz" (2.34) para X e escreve

mos (3.1) do modo seguinte:

()X (gf-com) = [R(3-g) X dg =

£ . . . . -
= -%1_ a’;,nq ,,;;%4_(34;- A’Jq)—ng,{;{mq—a;xﬂc) . (3.2

Usando a té&cnica dos tragos, obtemos, a partir de
(3.2), cinco equagGes acopladas para #;, .ﬂ5. ﬂ}x’ 255}‘_ e ,0}”. As
amplitudes ﬂl . ﬂ5 e ﬂ)“ devem ser pequenas, uma Vez que has
equagaes para estas amplitudes a: mmssa dos quarks nao & compen
sada pela profundidade do potencial (o¢ ), que nestes casos &
fegulsi.vb. Entdo, nas equagdes para ﬂ‘ , 255, ewdesprezamc's
i 2

o8 termos de ordem superior a M/m, e consideramos o= 2 m

(i= 5,P,T). Teremos assim, as seguintes equagles para as Gin-



co amplitudes:

-;é_s-c__r;gﬂ_%u <, (3.3)
gué‘-}%’m— ?Agumagd*ﬁ%[go;&-ﬁ%yj (3.5)
- , v s
(q‘h—m";ﬁf«?%‘ ?_“g“—,zcm %4/?—% K(q.—q)//?/dg =
2 ) . . .
:%g—f}é{"?ﬂ T'tMm[%cf” £,4,T+ME  a B __‘.(3 6)
. ) _ Af A L v 5
(?‘-‘_Mi)@‘éi_ﬂ?’g_y"-fc/m}i“fa_ ?“;Jéo_ Ak Cf)g/_udq =
ot A M - . (3.7
- _/z\;,;dé/_“%gfyc{’a/;u 4m/vg<§u+M§mm % %
Substituindo &, ﬂs, guv dados por (3.3) a (3.5)
nas equagdes {3.6) e (3.7) obtemos
o 2 RN a7 SO v o ot
(G emts g = X [Kg-q) £ = zqig{ (3.8)
= = (3.9)

‘(g‘"f nn't),gu— %H/Kn((f‘qﬁ')g“ aw?' -_%1_

'

‘?&

E interessante notar que com as aproximagﬁes feitas o

filtimo terma de (3.2) (termo de acoplamento spin-brbita) ndo con_

tribui para a déterminagao das amplitudes dos estados ligados, e

portanto, as .equa.g'()'es para 555/1_ e g; nic estdo acopladas,

Ll
-
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Sendo a equagé’o (3.1) invariante por reflexdes espa
ciais, as soluq'c?es com paridade diferente permanecem em gsetoresdi
ferentes, o que nes permite escrever as equaq“o’es radiais, utili -
zando as propriedades de ortogonalidade dos hiperesféricos genera

lizados - (4.25) a (A,27) - . Temos entdo, para um kernel harmd~

i~ 0y -
nico as seguintes equagdes para V‘n(qa) (1 = 1,2,3,4), idé&ntd

cas ds equagles para Aﬂn’(qa) (i = 1,2,3,4) :
(-q_‘-m‘-dv*‘ﬁvﬂ ) '\/m() ) = -M Y {q°)
m-4 -~ i g 0~

(.-?'-/mz-xv-r- ﬁv Um”) \f‘d)(qf) = -M \f/‘ )
‘ ' (3.10)
) )
(‘?!;n—nz VAN pv a, ) \'/na(cf’) = -JL;L"' 'l’/nra(q.’}

(*q.e'-anz-odv-f(évﬂm) \{”(q}(?_‘) = —1};15%

)

As solugles destas equagdes sdo idénticas as solugdes
das equagdes (2.47) e (2.48), e teremos agora, restriges sbbre os
valores de. M , ou seja:

. p m+d g rp”
&= Y (gL (ghT)e AT,
e

Vo

-

i) ) a) { p
Y c@)r/‘/u:’m(cﬂfY (§)+Yv)[rq* )(3.11) -

AymiS L om 8 S mdt dyud Lem

com
Mzz 7(°<V+aﬂz+n2(m-h2nf.2“5‘7) (3.12)

M= O 4,2,3. .

/1:0’1,3,3.-.

Analogamente, ﬁ5,;. & dada por:



.\'- t)/y ¢ = (yl}/ (?_ L ?/f{ﬂ [= / )‘
& oM /5' ot 1 { )

1)

(Y,mu{?,,,, iy ‘f’mf]‘?-)‘*y (q)*y m(c?))(}.l})

sendo que ME deve satisfazer a relagdo:

2
M = 4 (Bt ot 4 Glm+ 2n+2) Vph) (3.14)
= 011’42’3.-1

Mz 0 4,2,3 -

Finalmente, podemos escrever a amplitude de E-S do sg

guinte modo:

Xrg)zxo—j:ﬂ{}]_gzgh-r#ﬂ[ﬂa(f,zgj (3.15)
onde

2.;:%9‘(?)1'({_ 55(91),

@ 5)“ . ¢5/* dados por (3.11) e (3,13) respectivamente.

0s doie iltimos termos de (3.15) gao as amplitudes

24 Z’sﬂB, a, ﬂ . ‘dadas por (3.3) a (3.5), uma vez quea1

{z‘f:ﬁ:fgf = i?f‘ﬁ—
[ R = G S B (3.16)

] = (‘ﬂ:v Eﬁjv d;m—ﬁo;yj .

-
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Tendo determinado as soluqﬁea da equaqio (3.1), pode
mos identificar as particulas descritas pelas amplitudes (3.15)

Evidentemente teremos mais estados do que os previs‘-‘
tos nio relativisticamente, pois, por exemplo, M depende de 2 nii
meros quinticos, n e r. Eliminamos alguns desses estados, des
prezando as amplitudes com norma negativa, supondo que as mesmas

nao representam estados fisicos.

A amplitude de B-S, com a rotaqu de Wick, deve satisg

fazer & condigdo de normalizaqﬁoé, para um estado ligado com mas

sa MB:

o8 7 »f e L
2 (

Lo
Y R 4 )
(-Tﬂ'_)T ULJuq' .rz’((f’hdnif‘_% ’m‘”}}n ‘}f- Téla frm) =

= - D%ﬁf]%rﬂ, (3.17)

onde

- . .
i) = ¥, X' g E M,

Como no caso em estudo )&4' M;’ £ 0 - ver (3.12) e
' A
(2.14) - vamos pois eliminar as solugOes tais que o primeiro mem=-
bro de (3.17) tenha sinal negativo, ou seja, as solugaés com nor-

ma negeativa,

Escrevendo ,'f?‘q,m) = (-1(5.)¢ l’(q.,ﬂ))“c , usando. as
propriedades de ortogonalidade dos polindmios de laguerre e dos
hiperesféricos generalizadosv e ainda lembrando que ad';u -
(¢ = #,V), podemos determinar o sinal do primerio membpode(5.17)
e construir a Tabela V , para os termoa dominantes da amplitude

= p e

- P
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de B-S, onde sao indicados os estados eliminados.-

TABEIA V

Eliminag‘éo dos Estados com norma negativa

Sinal da] Estados
Componente de X T c norma _eliminados
artd D) 2} 4} 2 med] fimd
YR™TY +Y 1 T e | @™ 2wy,
M T At o Mg o e Lo ‘ ’
. +4 (3) P44 !
}u/ R Y™ T ' i IS Ml I S
T /u, m m
) @ ) 4y
. y;/:\m EY TY ‘._V (') Lr”)m (‘/‘Iim .é.‘z m-.i,m-_? e
SH /A,m-rj‘l,,m Myaed fm L am ’
patd | A3 £ Lot d
YR Y o Rl IS S B o R IV SO i
A pMm

0 momento angular total, ou spin (estamos no sistema
centro de massa), das particulas descritae pelas amplitudes
(3.15), & determinado aplicando-se cs operadores de momento angu
lar total’® (J2 e JB) as partes dominantes das amplitudes. No

| entanto, comc as solugﬁés da.equaggo de B-8 foram obtidas apli -
cando-se grandezas covariantes, ou grandezas que se comportém <9
mo a quarta componente de um vetor, acs hiperesféricos harmdni =

cos »/1 (4), concluimos que j (momentc angular total) deve ser
n L
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igual a 1 e 33_ igual a m.

0 momento angular orbital também & de interesse, 'por
motivos de comparagio com o modslc nBo relativistico. A determi-
naqio do momento angular orbital & conseguida, ao escrever-se a
forma explicita dos hiperesféricos generalizados definidos por
(A.13) a (A.22), em termos dos hipereaféricos harmbnicos I;LLQ)
Isto &, apbds detefminar o efeito dos operadores sdbre os hiperes
féricos harmdnicos \itm(ﬁ).

Na tabela VI encontram-s8e os possiveis estadoﬁ, com
seus respectivos nlimeros quﬁnficos (3™ °) e o ntmero quéntico mo
mento angular orbital, cuja determinaqﬁo foi feita através das re
lagBes (A.B1) a (A.63). Os estados foram agrupados em singletos
o tripletos.

0 modelo a quarks nfc relativistico prevé um acopla =

mento do spin dos quarks com ¢ momento angular orbital, do seguin~

te tipo :
Momento angular Spin dos "e
orbital quarks h|

0 ot '

0
1 177
0 1+

1
1 O++, ++’ 2++

" ese
 was =




TABELA VI

Estados descritos pelas amplitudes X (q)

Mom. ™
X (a) 37 e Ang.
Orb.
tf)m . 14 e[ 1} -
¢ (‘);e)’:, 2y = C%{J‘;Rﬁ (g,rp )[ \:’m”}’,'h(q) +
2} w)
+’;m Ly ) Xf,m,i.r q)]
et G-t .
ot R [q,VEﬂ')Y SN oM WA AR ¢
m=0,47... "= ©e,3.- }', = m,M’J).“-
L g ”': R ILs ¢ %y @)
=T IR, vf,-_,mﬂi;\;}-eq
2} %)
. @+Y @)l
=33,m-d, ¥, 45 ¢ S5 by 4)
m—u" . . L.
< K (?’f';ﬂ)(g);;(15:'}'3’*1'4’3'53!#'3’3)’
A -+ - t+4 .
m, 4, j:'ssfq) * o "j ,-2 ' f}*i
'%);J(iss;d’ «'J'.j 3’}“}3):
N R PR A .
Y’”J-’,J’J'S (?)) ’ ‘7!1
¥ ¢ = e Vi) s
Ve g" qll r l/“i"\(oq-‘lf* y,
. . . + - . .l
°<f% Llasgibiratin)y, PR Ty B AV R
10 2,8, ﬂ:qj,-‘!..,‘

7 J:‘:/)?n“f,m-.‘ll .




TABEIA VI- ContinuagRo
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Estados descritos pelas amplitudes X ()
o ﬁom.
i ng.
X (q) J Orb.
,:I:‘ nt!, ¢ — ! Jl’ ¥
J‘;Fé/ =5k ‘{?’{’3 )[y;,mu,j,j; “
12} 4}
+Y v Y ]
"."’"-".}.J—?’ LEIPTY B t
mei +t = =
MJ{IRA[ JY,,, 0", 1 .Zr}.
M= 0,1,2,... n=04i. [= el med, ..
5 SJ 3 - -SJ L (1) * '(“] T
(3;{() ;_é_SJ = ¢ .};é:: )g{) (Y__“'_'”:,},‘i}_3+
Y ra) tY W R )
e I C R ,Maj n AP
. atd
L YR (c,;,/_"’)(Z((J St beS A
2y S+ gt .
x ﬂ)",i”’iz_%m)j [/ S S R
)—‘Y{'“ }J,&,H}},Jr
x “ - -1 .
Lo | et
. ) Lmtd . * ) )
¢ A;_/J: ;é/“ = R g ) ¥y j/“,mq,i,rm(‘“
med 7 - L. L.
o K (‘fhff?j‘f’;g:fsf“siJuJ.s'ss'H’s)'
mz A, 2., '
n=0,4 4. . a(_:'m ',mfﬂ.,... « Y (g) j-+’ 21 J’

ftm,, ):1 }-1
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Pela Tabela VI observamos que a mesma estrutura & ob-

tida relativisticamente, sendc estes eatados (jfrc) descritos pe-

. el - Sj ¢4/ % 1)
las amplitudes ¢ {_&’y /é,‘/ 3 ')s_,(“) 5_553 5 f)u ;/é g

Observames também que com o "ansatz" incompleto de

2

DSS n3o & possivel reproduzir todos os estados previstos ndo rela
tivisticamente, uma vez que em (2.17) n3o aparece a componente nao
covariante ji gg# , que descreve os estados I++, 277, ae .Ndo
temos neste caso, os singletos e tripletos caracteristicos do acg

plamente do spin dos quarks com o momento angular orbital.

Na formulagzo relativistica, apesar da'eliminaqﬁo dos

- at
estados com norma negativa, surgem estados sem analogos nac rela-~
.\.l 11

J
)ﬁ que possuem momento angular anfmalo, e os descritos pelas

tivisticos. S0 8les os estados descritos por J ﬁé
amplitudes ¢ J’J’;ﬁ‘v s que sa0 o8 exbticos de segunda espécie,

Evidentemente nesta formulag3o os estados ligados
descritos pelas diferentes amplitudes, vao depender da estrutura
spinorial do kernel considerado., Além do kernei aqui em estudo,
ha outros gquatro tipos de kernels que dio lugar a uma estrutura
de espectro de massas em singletos e tripletos, como & mostrado

“por BJK. S&o &les, segundo as definigdes (2.5) :

A P+V -5 ket -77) ]

B) P+ T~ A ,
(3.18)

C)P+T-A-V+S

DY A - T.+ V-8
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Os modelos B e D dgp lugar & trajetbrias ndo degene=-
radas para singletos e tripletos, e portanto, pao reproduzem, no
limite .{d” > 0), os resultados do modelo a quarks nic relativisti

co com simetria SU(6).

Finalmente, cabe aqui mencionar como & possivel obter
as amplitudes de B-S num sistema 3'¥ 0 . Inicialmente, como as
amplitudes (3.15) est3o na forma "rodada", deve-se fazer a conti-
nuaqgg analitica qﬁ—a»iqo e posteriormente, deve-se Aplicar o

boost de Lorentz?:

cof M N
/

\z / \lE;-g;;.PMt?PﬂZ) P LV -G E(r)
M( t 1 (3.]9)
¥, £ Mfi
Chp) = =
Y ¥- (Lamk) P y(P)
MEH+P)

Nas amplitudes, esta transformaggo resulta nas seguln

tes substituigdes:

F[q'fj t?o) —b F(?f_' iqﬁf_’)

’/(iﬂé—’) — Y(E*!PJ)
(3.20)
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A continuagdo analitica da parte radial exp('qiéﬁfl
para valores reais de 4, , darh amplitudes exponencialmente creg
centes. Consequentemente, estas amplitudes 56 serZo aceithveis ,

dentro do modelo, para valores prdximos dos ponitos
2 pad 2
Beuel= Uy *q" > 0 .

Na Tabela VII apresentamos as solqués completas, com

as substituigBes (3.20).
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TABELA VII

Solugdes da Equagdo de B-S para M £ 0

X (g,P) = X((;,Ph E,ngolig_{%)l’}

mti

3,0 = o LR (gl 4 V) e 4

[ i1 ) " 84
x + . ..
1 yﬂud J’J‘S -‘Z_q,m__g“!‘}a 4 '-i,m,kj.a

Miz o Eo(q+ P+ 3 tmran +2) I'FJ

m=0 19 .. n_g, 1/.2,..—. c}':m'.w—,?l..
4) - 2 +4 - s,
X (q,F) = .z_‘ );(P) R (‘i‘ma”?) [ShN
&) 13)
x['é Y 'f'/é Y T oy

+
'S_,’mfi} i3 )S -5, , M- 13,,,3 3 -S"m’,J,j.Jrs

Y &7

Sumsas'

7 .
M- 4 °4V+nn1+.?(frl+n?ﬂfi)ﬁ3_vl]

MmO 43, .. s = 0,\-1,2,.-, dn"mfi,m'ﬂ..-

~

‘o 4
m =20 1,8... } = m,m-2, ..



TABELA VII ~ Continuagdo

SolugBes da EquaglBo de B-S para M # O

1) v

Xm)(q'f’) _ %E R: .'?")[ZY'” . ]%

t L. 1 .
(=} 11(’711.{'3.#3 1"/,01-4,*)3 oy

, .
M2 4Lt tom® t & lmitns i)V )

m= L& n=0 L1,2.. F = ,m-:f)na.f3,..

K, = Y5 T B T OV TA v

3 =55, m+, ,“.5
3/ )
+A Y vk Y ., tkY 1K
2 gmdhy s, m Y o-%,m, 1 3
M2y [t" 4om? 2 2 (mr2ns2) I
N= 4,2,3... O B S R
m'-_eé‘;’.’._, J':m"-.ilm'-a,..
mr 1 - hust
R4 i) = ey g, ‘[]% ™ e e
7 q}“d J—wP VF’ (mim-l){ [
//Mf’)(Mf,lhd)(m 1) ﬁ sl th )= £)
(22¢4) (ent+d)
-f T pat 2
ks sVartea)” Az -eVertr)

-4 ] j/
K = [15:.2(.:»1}011-4)-!- ‘&:mmﬂt)a& t lj_{é(m”)f{fﬂ)] 8
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CAPITULC IV - QUEBRA DA SIMETRIA SU(3)

No Capitulo antericr, os kernels de interagdo entre
os quarks foram supostos invariantes por S5U(3). Assim sendo, tg
dos os mesons de um mesmo multipleto de SU(3) encontram-se degg

nerados na massa. _ Lo

Neste 6apitulo. tentaremos levéntar esta degeneres-
céncia da maneira mais simples possivel? isto &, supondo que os
quarks estranhos ( A, X) sBo mais pesados que os quarks nao eg
tranhos (p,p,n,n) :

an_ > om
A

P
- o1
m, = e (4.1)
WP=MF=MM=WE -

Para isso devemos também resolver a equacdc de B-S

para um sistema quark-antiquark com massas diferentes.

Se fizermos a hipdtese de que a diferenga de massas
dos quarks & muito manoi do que a massa dos guarks, poderemos
. tratd-la perturbativemente, na equagﬁo de B-S, de modo anilogo
ao que foi feito no Capitulo III, e na mesma ordem de Ma/mz,

como veremos adiante. ) .

Embora nao tenhamos mais SU(3) como grupo de sime -
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tria, o casc de massas diferentes (4.1) apresenta como grupo de
simetria um subgrupo de SU(3},'a saber o grupo15

G = SUL2)@UL1) (4.2)

produto direto do grupo SUICZ) gerado pelo spin isotdpico I, Pg
lo grupo unitério UY(I) gerado pela hipercarga Y. Neste caso
os estados de quark Jq> e antiquark 13> podem ser escritos co-

mo & soma direta dos estados [ IT Y‘)’de G :

2
l ,13,3> ®lo,0, - 2>
I —? @|00.3>

a>

' (4.3)
3> 4.3

o= Nl=

Portanto, para obter oS MeESONS, basta efetﬁar 0 pro-
duto direto '
- r.1'1, - _r o
a@i =L (%.'3) @, - old-pewdl -
- (1,0 80,0 @ @ (-1 @ (0,07 (k)

Para cada representagio irredutivel de G = contidaem
(4.4), & fdcil construir os correspondentes estados que estdo
dispostos na Tabela VIII, juntamente aos correspondentes estados

fisicos dos mesons pseudo-escalares e vetoriais.

V8-gse na Tabela VIII que temos nove estados corres -
pondentes ao octeto mais o singleto de SU(3). Us estados (O,O)1
e (O,O)2 nioc s30 degenerados na massa, o0& estados (%,t‘l) 880
mais pesados que os estados 61,0), porém (1,0) e (O,O)1 contl -

nuam degenerados.
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TABEIA VIII

Representagdes Irredut{veis de G e os vor
respondentes estados fisices

Estados fisicos

Rep. de G Estados (qq) Fesons ps  Mesons vet
. P'ﬁ ‘]T"‘ Jo-p—
(1,0) .,-'—%,.(faﬁ-mrﬁ) r fo
mp A f;'
(0,0 2 PP+ mA) m w
] _F'i K+ K*‘f
(§,+1) A K° Kvo
1 »po K~ K
(E’-T) AT KO R*o
(0,0)° S o’ 4

£ interessante comparar os estados (0,0)] e (0,0)2
acima com os correspondentes esfados utilizados no mode-
3

lo a quarks baseado em SU(3), isto &, com os estados

}e{z_.%__(l)fj ‘f‘f!r’ifhx)

) « (4.5)

%:Ti"(/)f;'r @rﬁ‘.zh).)
que sio isosingletos pertencentes ds representagdes 1 e
8 de SU(3). Tem-ge:

1 . -
(0,0} % ulrss % sem 6 (l+,6)

% SA;J):G + % s 8 ¥

(0,0)%

P
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ﬁz ? .
com © = arctg = X 35", Isto significa que, gdmitindo G co-
mo grupo de simetria; temos o caso de"mistura ideal", com o &ngu
lo de mistura 9;:359 ("ﬁﬁgulo de mistura ideal"). £ interessan
te notar que para os seguintes nonetos considerados gstabeleci -

31,

dos , tem-se os seguintes fAngulos de mistura” :

wc

j Membros do noneto e
) ?

W’,K,’?,‘"{ 10

ot ou

Tr,K)'TZj E ._64
- * o
1 ok, B w 39"
++ . s
2 A, , K e20), lﬁ;f_ 317

V&-se que os mesons vetoriais e tensoriais aproximamn
se bastante do &4ngulo ideal de mistura, o mesmo ndo ocorrendo pa
ra o5 mesmos pseudo-escalares. Segue que o presente tratamento &
aceitivel para agueles mesons, dando porém resultados pobres pa-

ra os mesons pseudo-escalares.

Para os estados das representagfes (1,0) e (O,O)I, a
equagio de B~S & a mesma que a considerada no Capitulo III, equa
¢80 (3.2). Para o estado (O,O)2 tem-se também a mesma equag8o ,
porém a massa dos constituintes & maior do que no caso ante -

rior. Em lugar de (3.12) e (3.14) temos agora

M'!: g (™t /m; +-8!m+-‘!rf+-?.)V(?? ) . (4.7)
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Como nesta expressgo para Hz a massa do quark apareg
ce ao guadrado, Jjustifica-se a definiqﬁo do parfimetro de quebra

de SU(%) com dimensfioc de massa ao quadrado.

Assim, definimos

(1 + €/m°)

n = m
A A

onde (4.8)
m = mp = mn - mr = mﬁ -

Consequentemente, consideraremos os termos de quebra até a or-

dem E/n:‘-2 .

Substituinde (%4#.8) em (4,7), obtem-se o seguinte

para a masga do astado 11

ME; ‘f(oiﬂ'b;-,m'g t2€ tE(ntdn 12”7?7') (4.9)

Para as amplitudes que descrevem os estados da re -

presentaggo (0,0)2, teremos, em lugar de (3.15)

X - 2:9_'5;:)‘ ij ,l’off + ‘—fi’?).EM{’ J,};] . (4.10)

Portanto, como X, ndo depende da massa dos quarks, o pardmetro
£ gb aparece nas componentes de ordem superior da amplitude, e
como . por hipbtese E{/m2<< 1, a amplitude para_oé estados de
(O,O)2 geri id8ntica 4 amplitude para os estados das representa

g¢des (1,0) e (0,0)].

Para os estados das represcntacoes C%,i 1) devemos
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resolver a equaqé’o de B-S com massas diferentes, que apbs efetua

da a rotagdo de Wick, pode ser' escrita:

(4 - Com + M, Xq YXlq, M) (g - omy- L'-M‘f,"],)—-—-

(4.11)
= fRig-g) X (g, M) dy
onde m, & a massa do quark, m, a massa do anti-quark, e
‘ m ' n
1. 2
7 I ° = —=— (4.12)
. 17 1 m, +oy Tla .m1+m2

Na representagéo (% ,+1) o anti-quark & a particula

mais pesada e portanto, usando (4.8), pode-se escrever a equagdo

(;;f'- Som + c'%’f_ aj, Y X¢q,M) (;{ ~Cm(d+ é/,’,;r')— 143:‘).__
= [Reg-q1 X, M (4.13)

onde deéprezamoa termos de ordem superiorx.

Analogamenté, para os estados da representaq‘a'o(%,-ﬂ

teremos

[# -¢m (4 + E/m‘)“ft'%ﬁ.x;] 1’(7.,”)[ -dm - (4{,] =

= [Rq-qIX(qM) (b 1)

Portanto temos equagdes idénticas para os estados de ambas as 'r.e_ '
presenta¢Bes. Podemos agora resolver a equagao (4.14) supondo o
mesmo “ansatz" (2.34) parai)(.' A equagdo (4.14) pode ser esecri

ta do seguinte modo:



: 55
(/(%—c'rm))’(%-c'nn) —fﬁ'(q.'ﬂ]_') Xc/‘/c}':

= -af{ya; -mgua;x-m;)u'g_(;gxa;- é;x;]()‘t £X (4.15)

Esta equagao & idéntica 4 equagao {3.2) , a menos do
filtimo termo £ X . Como ¢ nao tem dependdncia spinorial, pode
mos absorver € X no termo ., Xque aparece no primeiro memdro de
(4.15). Obtem-se,pois, as mesmas amplitudes (3.15) para os esta
dos ligados, com o8 novos auto-valores, validos para os estados

de (%,+1) e (%,-1):

o

Moz g (€ 4 2tme2n+ 2 (@) L (416)

Para os estados de {1,0) e ('O.O)1 as formulas de

massa sac (3.12) e (3.14)
M g (L 4t 4 B mrzae DI ET ) (4.17)

Fazendo uso das formulas (4.16) e (4.17) para os me-
sons peeudo-escalares, vetoriais e tensoriais, pode-sé mostrar

facilmente que

2 <

< 2 <
M-M :M,"‘M =M - = Y€ (4.18)
K T X r Kaszo)  Hy
Experimentalmente, temoaj1
2
Mz-M’r = 0.23 Gew?®
K
2 . (4.19)
M,(v"Mf = 0.21 Gev?
14 2

. "M = .30 G‘f'/z.
K (4120 ﬂb
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Obtem-se um acordo razohvel tomando para € o valor

€z 0,06 Geva. Com este valor de € , pode~se determinar a massa

dos estados da representagao (O,O)2 através de (4.9) e

as seguintes relagdes:

M'Z-MizM .-M: =~ O0.48 Gev?

w
-

~
N

que devem ser comparadas com os valores experimentaisjl:

PR '
M, - M = O. 45 Ger?

¢ 'y o

< B : .

M: <M 2057 Gevt

FooH

obter

(4.20)

(4.21)



CAPITULO V - CONCLUSOES

Neste trabalho dasenvolvemos um método alternativo
a0 método de BJK para determinar as solu?ﬁes da equag¢do deB-S
no limite de extrema ligagao (M = 0). Com a rotagio de Wick
a eqﬁaqﬁo de B-S, #eate caso, & invariante por franformaqﬁéa
do grupo 0"‘(4}, e fagendo uso das propriedades da anplitu
de de B-S por transformaqS@é deste grupo, construimos o "an-
satz" geral para a amplitude de B-S, extendendo o método  de
DSS, BEste "ansatz" geral e as equagﬁes radiais desacopladas
da Tabela IIX s80 independentes do kernel usado. Pelo métqdo
aqul desenvolvido, as solugGes da equagio de B-5 sdo obtidas
em termos dos hiperesféricoé generalizados, que mostram ¢lara
mente as propriedades de transformagio das referidas solugles
Devido &5 propriedades desses hiperesféricbq generalizados ,
indicadas no Ap8ndice, tornam-se relativamente simples os cll
culos para obtengdo das referidas solugles, que s3o exatasna
aproximagio harmbnica. Fsta aﬁroximaqﬁo & fisicamente plau -
gfvel nas condiqabs do nbsso protilema, para os estados nmails
baixos, pois consiste em aproximar o potenclal suave, por uma

par&bola, nas proximidades da origem.

nd i . . ’
As solugdes encontradas para os estados mesdnicos
(M # 0), sfo caracterizadas por um nOmero quintico 1 que cor-

P N -
. - B .
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responde ao spin dos mesons; um hnfimerc quintico n de SO(4),
que correspondé a oscilagdes temporais, e pelo nfimero quinti-
co r correspondendo a excitagoes hiper-radiais andlogas de
excitagﬁes radiais ndo relativisticas. Além das éolﬁ;Ges do
modelo n3oc relativistlco, surgem ocutras, caracteiisticas da
equaqio de B-S e relacionadas &s oscilaqﬁes temporais. Estas
s30 as solugGes ditas abrormais, e na Tabela VI sio as solu -
¢Bes com j menor do que ] mAximo para um dado n, e péra um
dado hiperesférico geBeralizado.

Temos também solugaes com norma pogitiva, que cor -
responden aos chamados estados exbiicos de segunda espécie, ou
que tem momento angul&r andmalo em relagaoc ao modelo néo rela-

tivistico. 530 as solugdes

. 5 N TC I W g

(a‘;g‘_g_# “Uq% J‘a&’{,k) Wé‘,-&"
da Tabela VI, respectivamente. E interessante observar que o
termo dominante da amplitude ndoc depende da massa dos quarks,o
que & uma propriedade caracteristica de 1igaq§o forte com po-

tenciais suaves.,

As magsas dos estados 1igédos dependen de ¥, (>3, n e
r, e com a quebra de SU(3) dependem também do parfmetro € , c5
racteristico da diferenga de massa entre os quarks., Uma .vez
que dispomos de dois parﬁmetfos o” e °¢v, a degenerescénciaen
tre os mesons pseudo-escalares e vetoriais & levantada.

Através do espectro de massas dos mesons, 880 deter
winados os parfmetros (C<;+tﬁf),'(36 €., Para 0s mesons pseu-
do-escalares, 0s resultados sugerem que deva ser tentada outra
forma de quebra de su(3), épesa: dos bons resultados obtidos pa

-
s
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32

ra os mesons tensorims e vetoriais .

Estes resultados foram testados por BJK para o decal
7

mento lepténico de mesons peeudo-escalares e vetoriais’, porém
sem quebra de SU(3). Pode-se verificar, com os resultados do
Capitulo IV do presente trabalho, que o paradoxo de Weisskopf -
Van Royen33 86 & resolvido no modelo A - definido em (3,18) -
proposto por BJK. Enquanto que, tanto o modelo E(-};x {_ ) co-
mo o modelo A d&Zo resultados aéeitéveis para as constantes de

dacaimeﬁto dos mesons vetoriais.

Um dos sucessos deste tratamento relativistico foi a
previsioc da existéncia de uma familia de mesons vetoriais
("= 177) i pop'ess com n=0 e r=0,1,2., . Fara csg
gundo membro desta familia, prevé-se ﬂp,z !600 Mev, de acordo
com a experiﬁnciajh. A teoria permite assin, a Iormulagﬁo dé
uma dominfncia vetorial generalizada7, visto que este p’ Be acg

pla com o foton como 0 meson £ .

Igualmente bem sucedidos foram os chlculos das largy
28

ras das ressonfncias mesdnicas™”, por decaimentos fortes. Neste
caso o Modelo E permite obter constantes de interaqﬁo modera=
damente fortes entre 08 Mesons, a partir das forgas extremamen=-
te fortes entre os quarks (saturagdo das forgas extremamente

fortes), devido ao fatc de que as amplitudes dos processos en =

.volvidos independem da massa dos quarks,

Finalmente, gostariamoe de fazer as seguintes obser-

vaqSes. A primeira, sbbre o chamado "quark puzzle' e a segunda
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sbbre a extensfo do presente formalismo para o caso dos barions.

(Trés quarks de spin 1/2, em forte ligagao).

0 chamadc "quark puzzle" & devido 4 situagso em que
se tem um modelo fenomenologicamente satisfatdrio, no qual, po-
rém, os constituintes (quarks) nao s3o observados como particu - -
las livres. VArios mecanismos foram recentemente propostos, em
que o0s guarks n#o aparecem como particulas livresss. Optamos,
neste trabalho, pela exist&ncia de quarks pesados, para os quais
as segBes de choque para a produgaoc de q e §, por exemplo, pe-
lo processc p +P +» D +P + q + g, & extremamente pequena ,
conforme as predigdes do modelo estatistico de Hageddrn36 &0

nZ 3 =4 Gev.

Quanto ao problema da dinimica interna dos barlonms,

I

penas alguma coisa fol feita para quarks escalarss na aproxima
gao harmﬁnicaa. 0 tratamento do problema de trés quarks ferml =~
8nicos, de modo andlogo.ao tratamento aqui feito para um quark e
um antiquark, & bastante dificil e ainda ndo fol resolvido., So-
mente a sua solugdo permitiréd uma discusslio mais profunda de ques
tBes como a da validade de SU(6) e da estatistica de Fermi para

os quarks. . ; ¢
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APENDICE

%ste Apéndice, de carater matemhtico, intreduz a dg
finigdo e propriedades dos hiperesféricos harmbnicos a 4 dimen
sBes, das fun¢des hiperesféricas generalizadas, bem como de algu

mas outras propriedades importantes usadas no texto principal.

1 - Hiperesféricos harmdnicos a_guatro dimensGes

Os hiperesféricos harmdnicos sblidos a & dimensdes
1}M‘d”(x1}x2,x3,x4) sio polinomios homogéneos e harminicos de grau
n, que formam uma base para uma classe de representagdes irredu
tiveis do gfupo 50(4), na cadeia SO{4) 2 S0(3) 2 50(2).

37

Podem &les ser expressos sob a forma

‘y’au’ m(z“ I'JZJ3 x‘l) = C(m,d.’) 6411-(R"x‘1) %M‘x""x",lj) (A. ! )
i
i o2 &2
onde r designa a hiperdistéincia, R _‘g x; , o8 %m(xvxz,x})

sao os esféricos harm8nicos ﬁblidos a 3 dimensles, e Gnl(R'xk)

sdo fungles dadas por

i £ 24
] — l’ \ ! .
G, R = 4y (50 w

£ o - . -
onde N sa0 polindmios de Gegenbsuer. Para um dado valor de
AV P .. - “' - .



62

n (inteiro nEo negative), 1 assume os valores 0,1,2,...n.

Os hiperesféricos harmdnicos de superficie om sim

plesmente hiperesféricos harmpnicos gao definidos por
- -7 X .
Y, #=Y e n =R"Y  (z,%,2,4) (43

onde 8, ¥ e ) sdo os &ngulos polares da seguinte parametrizagéo

do espago euclidiano quadridimensional:

= Reen )\ sen®cosd

x, = Reen A senfseng

Xz = Rsen hcoB@ -
X, = Rcos A

onde O £ agl, 0ge<T e 0L gg2T.

A normalizag@o de (A.2) na hiperesfera unitéria re-

sulta em

- : iz
Clmt) = &7 (i) [2pr-)] ] (At
T (meL+2)]
segue gue 08 \CNM{R) podem ser escritos na forma

i 4 ry
Y. (& =-20) RCINICRTY Y (ag)serts € (nn)  (A5)
W tmed+d)! L met ‘

Os \(u (%) assim definidos sBo orto-normals na hiperesfera uni-

thria (R = 1):
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* A “
frn‘xnn(x,}:ﬂ'l‘m\'(x, da = d;. 9, 9, . (“A-G)

me 2t Smom
onde
dﬂ...—. SI”_‘IEACIX Wedadﬂ .

Da homogeneidade & harmonicidade dos (X X5, %2,X, )
ram 1272105370

decorrem as seguintes propriedades dos Y (%), respectivamente

mim
(%u =34:5u):
%%YMM(:‘E; = —,mj_;.?_-bz) Yn‘m(:’c‘) (4.7)
x oY, (2 = O. A (8.8)
P Pl ﬂl.’l)f‘lv A

2 - Fbrmula do gradiente para os \;lm(ﬁ)

E conveniente mencionar as propriedades seguintes:

. y '
/xy/,qﬂ:zm(i) = _i._[(m:_tﬂ_um_‘f_{'_-ﬂ ) Y (x)

tmed){m+2) mis, 4, m

+%[(g-12(«n+l+-1] - zm £2) (A..9)

mimed}
—ife
Ro Y (2) =-g[ludst)msdra) Y (%) '
4 mim < frr+4) (m + 32} mid L,m

4[,_ -
it Ll
+c_r_) fm- zzcm+1r4)] Ym—i,t,m () (aa0)

a(mad)

Lx /R)Y tx) = L ﬁ%] [(mf-,ff.iz(au,ﬁfl!] (,l’/m 1?.IF+1 mrq.)Y

(X)
(mi)imee} med ’f.fm!f?

-4 {in-feaitm-£+4 cbm 1g 184, mt )Y (%)
:u [ (mtd) (mre2) J # # ned, bd mrq
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x)

‘””] [rmg[(m 1-1)} (L om J(;Iiuemfg)yt £, M‘fq-

()
.,.4. ] (mplsd){mtl} %(Imﬂ_,.‘k,\dll m'r'rgt.)Y (%)
L J -1 mim+4) -4,£-4,0m11
(A.11)

(%)

“~vY (x)._- (m L )meLr2 ]
. Pl [aetyiomst] Com s 0o meY,

¢+ mirm

(m-d+2)(or~£14) (1 g -1, 0mt )Y (%
zf I} [ l'mfd){::-r!) it # ney,0-2,m1q )

- /- N
ha] [(dr 2 -4 x)] (L, 191044, Mf?')rn".i L ®

M{m+4)

: -emz![

2.

{m22) ! - %
+lag -5%:2—] [(ﬂ%ﬁx_{g (Lom, 1ql2-1 m"?')YJ o MN}(:)
: (a.t2)

Em particular, (A.10) e (A.12) constituem a férmula do gradiente
14
td

para os hiperesféricos harmdnicos quadridimensionais

T{f{%-} a) q,-f."
onds V‘}g 33 g=0
ai_i(a"'d:a&) . ?—:'1

An&loga & a definigdo de xq em (A.11).

3 - Funglee hiperesféricas geﬁeralizadas

As seguintes fun¢6¢s hiperesféricas géneralizadas fo-

ram utilizadas no texto e sdo assim definidas:



-

-.p,
-~
il

)

..\_.
-y
—
Kl

i~
H

N

"

v(:ﬁ) =z

)
j -y
i

g VBt Y.

(mt2) G, Y (81~ 952‘ Y, .3

Gy~ G € 2)
%u.ap fq_“ 6(3 ?'13 “)Zm:(?'

(a3

v [4 -7-1'/3”- ) K!«m (?J

g
@4) = fua‘fa- 6&:&(3 (?f%-_cf‘o-af)(ﬁ %3_71?3 %’ mion

-

vy (Tt Tp ) Taim @

ml

+[g§u€y

7 € -g €
q)‘ Yy pp Fv Huot (3

Vel (3 - 7'31/ epa-t

109,249 2.7 X oo ®

pu e

ﬁjlf%‘aﬁ-? 1Y 13)

a 2 - g}
el g €, "% Ggﬂ_‘ﬁ_j[ 2.9, 9‘5%] ‘fmmr‘}

- - o
e €rvan” 9 Ev/uraj[%"}a Tadd | L%

= €
€uv-<¢ qppa

€ €
Savufd 4T

[nd, 93, 109,3,4,51),, (&

[(m”)é:q--? % ][4-_7?3“_- ?'r‘%‘ ] Z‘ lnn(é:)
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(A.13)

{a.14)
(4.15)
(A.16)
(4.17)

(A.18)

(4.19)

(4.20}
(A.21)

(A.22)
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P fnd ~

Nas formulas acima ¢, =‘7'/u/9‘ . 08 €uv-¢p sao os simbg

los de Levi-Civita gquadridimensionais ( 6“3” = +1). E clarcque

os primeiros membros de (A.13) a {A.22) dependem também dos indi

¢ces n,l,m que, no entanto, sBo omitidos para simplificar a nota

gfa’o. Explicita-los~emos apenas quando necessério.

Os hiperesféricos generalizados definidos em (4.13),.
vess(A.22) satisfazem as seguintes propriedades de ortogonalidade
e normalizagfo, na hiperesfera unitaria a quatro dimens3es,

Definindo

wr o TR
SYT @Y grdn= I : (A.23)
A m Rem Ay’ Lom m Lo, 'L’
(¥ (i ¥
VAN Grda = J , (a.24)
AV 1 £ om ME o’ K, mLlam
tem~se
52 . Y
=T =0 (A.25)
m L, gl d'om? mLon, m A’
4,49 ey 4l '
= =0 <A‘26)
ML A m? mLom, m L am’
L)
(24 .2 ’ '
=1 = 0 (A.27)
m 2an, 02 m' N,
R 3,2} :
= J -0 (A.28)
ek o’ Lo, o’ Lot .
(3,4} 43 ‘
= =0 (A‘ag)
m.ﬂ‘rm‘m‘_('m-.' m A an, PR S .
(5, 6/ 6,5}
Y3 Cm =0 (A.30)

b em, LU SRS oL



1,4} T
= Lamimrd) &
m A, 2! R ML, m’Lom!
(3,2) 7
! = ElmtsMmra) J
Lm0 Eam'

Ao, L
3.3
= Huacest) &
M Em A N, m’'d om*

(‘1,'1)
= J6(mra) L0410
m i,

m Lo, £ et

o3t R
= Larmrd) o
L om, m' L m’ MM, !

(2,2) )
= Fmim+2} 4
AN, R

mAm, 't ilm?
¢, <)
ML, ' lim?
-
J o o=d 4

Kas fbrmulas acima,
mEmn 'l mm’ Xg’

=9 ):
"é‘:}:)‘

ferenciais (¢,
) .

: F’Yw“ =Yu‘ ¢y )
‘2:5),([ (q.)/u (9)] /a"?"{[j’? é..g%

L)
Ca g, Fe)

4

@ - ) R
9,9, LFgy @l =Y ) g Flg
(3)
) O Fig’)

i
<

2,9, [Fgy] =

~

) -
Y (4) D]F(q.')

o Y.
JMBMEF(Q-)I:(Q}] Y.

'l

= 46 {m'u)'zf(fu) d
mEem, AL o

q.
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(A.31)

(4.32)
(A.33)
(h.34)
(4.35)
(4.36)

ez 345e)  (A3T)

(o]
Mo’

Sao vAlidas igualmente as seguintes propriedades di—

Mﬂf&a\.{_ﬂ]ﬂq’)}
g .

2

(4.38)

(A.39) -
~ (A.40)

(a.41)
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3.3 LFg Y] = \//h‘:’(ga) . Figh : (A.42)
9.9 [Figy \:f:’(@:] - ;‘:’(5_} 0, Fle') (A.43)
9.9, [Fe fY”rm ,/f t¢$am,irzq=1 | (A4l
9,9 [Fay \;‘:)rgz)l = Z::)“P o, Fa | (.45)
agau[F@i)/Y“f)n;)] = 1/“{:)14) a_ Fl4) C o (A.46)
d.d fF(:?’);Y:‘%JJ = /\::,{71) llJmHF'(q.‘J | (A.47)
4.9, _Yﬂ“.:r;u <o . c- (1,2,3,4) (4.48)
2.9, /Yu(:)({rl = O ¢ = (1,3,...,6) (A.49)

Explicitaremos agora algumas relaq'aee entre os hiper-

esféricos generalizados, que foram utilizadas no texto.

ol £2)
c;u(f‘ (g) + ; (§1] = 2n+ g ):M(m (A.50)
Y% - Y f = Y (A.51)
/““r*%‘{ $) (q) =9¢Y,4 .
@ “)4 r4)
S;«pa’?'r{y g.) Zm((“} = 2(71); g) ) (&-52)

Su«'nx % { Y:,a“*“Y 41} = ""H’”'-”Y ffﬂ (A.53)
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(ﬂ

Eudp)?.hfdﬁfﬂ'?.f Y )} =

= g, a, (4 -ty "+ v ) (A.54)
a ('t)

SAV.,(_;\?'A{ -tf!r'.)’cfx f'a’+ )}

@ 4 3 @)
= .294(}:‘, -*/Kv ) -J?ygj(;)1;)Jazfu?A(iy+tvJ(A.55)

il

5) )
g-‘b'o(h?“ { “f'”' ?.3' er Yfﬂ')}

) )
<2 qt(Y, +Y ’)-29,8,0, +Y 9)- zH(Y‘w“) (A.56)

4 - Outras propriedades dos ﬁ:l;n(a) utilizadas no texto

Para o é&lculo das paridades W e ( dos diferentes

setores, & fitil menclonar as propriedades seguintes:

; AY o~ 3 o~ ‘ +
Y 3,30 = <) sz F,4,) (A.57)
AL 2 B LS (A.58)

Na Tabela VI do texto utilizamos as propriedades(A,9)
a (A.,12) para determinar o momentd angular dos estados descritos
pelas amplitudes J4 # e iX.d @. Devemos pois reescreve - las
P Yy 5 u P

do seguinte modo:
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(= ' ) 5
onde —r‘_:_(a;“'z_f?J .sa=+-4 _
Js,"'{ 5, 5° (.59)
- L.f!?_(a;-c'ég) s = -4 ‘ '

(A.60)

Com as propriedades dos coeficientes de Clebsh-CGor -
danjs, e ainda lembrando que 1l = j, m = 33, podemos escraver, ul

tilizando as propriedades (A.9) a (A.12):

4} )
(YY" @Y K g+ Y? @) (3) (4.61)

dm+d, 1,i3 b Y ¢ Yt o} U ‘"-J I U

(¥ . 12) v vt

-2 {Y A @)+ Ys,.m ) “3(9) e miis (§)) o

(15,15 1§ §) m}uhf(q)f(l ITERTEATEN Y’& b (@ (a.62)

5 A “ e A o »
- Y%'m,j'h (§) ot (13,1 b -5 b k) );'},}3_%(?) (8.63)
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