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Resumo

Entre os diferentes métodos alternativos a indugao, para sustentagao e/ou geragao de cor-
rente em plasmas confinados magneticamente, com o objetivo de se obter o funcionamento
continuo de um possivel reator de fusao, foi estudado aquele associado a campos magnéticos
viajantes produzidos por bobinas helicoidais alimentadas por correntes de radiofrequéncia
defasadas (double helixz current drive). O método permite compensar as perdas de carater
resistivo em configuragoes toroidais de plasma, como os pinches de campo reverso (reversed
field pinches - RFP). O problema pode ser reduzido ao estudo dos estados estacionéarios de
uma coluna de plasma sujeita a campos de radiofrequéncia produzidos por bobinas helicoi-
dais externas. Desprezando efeitos de gradientes de densidade e temperatura, o modelo é
regido por um sistema de equacgoes diferenciais ordinarias de segunda ordem nao lineares
acopladas, reguladas por quatro parametros adimensionais de interesse fisico, que foram re-
solvidas numericamente usando o programa Mathematica. Estudou-se a eficiéncia do método
em relacdao as aplicagoes em RFP, para os quais o campo magnético longitudinal apresenta
uma inversao no interior da coluna de plasma. Isso implicou considerar regioes ainda nao
bem exploradas para os parametros de interesse. Os resultados numéricos sao apresentados

para configuragoes de campos magnéticos com simetria dipolar e quadrupolar.
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Abstract

Among the different methods, alternative to induction, to drive current in magnetically
confined plasmas, with aim to obtain a continuous operation of a possible fusion reactor, we
have studied the one associated to traveling magnetic field produced by helicoidal coils car-
rying out of phase radiofrequency currents (double helix current drive). The method allows
compensating resistive losses in toroidal plasma configurations, like reversed field pinches.
The problem may be reduced to the study of stationary states for a plasma column sub-
jected to radiofrequency fields produced by external helicoidal coils. Neglecting density and
temperature gradients, the model is governed by a system of coupled nonlinear second order
ordinary differential equations, which depend on four dimensionless parameters of physical
interest and can be solved numerically using the software Mathematica. We studied the ef-
ficiency of the method with respect to applications in reversed field pinches, for which the
longitudinal steady magnetic field shows an inversion inside the plasma column. This implied
considering not yet well explored regions of the parameters of interest. Numerical results are

presented for magnetic field configurations of dipolar and quadrupolar simmetries.
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Capitulo 1

Introducao

A crescente demanda energética tem estimulado o estudo e desenvolvimento de mecanismos
alternativos de geracao de energia. A fisica de plasmas aplicada a fusdo termonuclear con-
trolada tem sido nas ultimas décadas objeto de constantes estudos devido ao interesse em
desenvolver reatores capazes de produzir energia limpa e até certo ponto, inesgotéavel [1].
Entre as maquinas baseadas no confinamento magnético dos plasmas, o conceito tokamak é
atualmente considerado o principal candidato a obtenc¢ao de energia por fusdao nuclear e por-
tanto, o mais estudado e o que mais recebe investimentos. O tokamak, no entanto, apresenta
alguns empecilhos, tais como a natureza pulsada do reator e sua ineficiéncia no aproveita-
mento da energia magnética, que poderiam ser decisivos para um eventual insucesso desse
tipo de configuragao. Um dos assuntos de maior relevancia na pesquisa atual em fusao nu-
clear estd diretamente relacionado a um eficiente mecanismo para gerar e manter corrente
elétrica no plasma, que permitisse o funcionamento do reator por tempos cada vez maiores
[1]. Os métodos indutivos de geracao de corrente, nos quais a corrente é gerada por indugao
de Faraday (onde o plasma atua como o secundario de um transformador), sdo necessaria-
mente pulsados e apresentam limitacoes ao tempo de confinamento dos plasmas, ja que a
corrente ¢é sustentada por variagdo temporal monotonica do campo magnético. Um grande
problema esta relacionado a alta tensao mecanica que os componentes do reator estao sub-

metidos. Pesquisar mecanismos que minimizem tal efeito se faz oportuno no estagio atual do
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desenvolvimento cientifico da fusdo nuclear controlada. Os métodos nao indutivos oferecem
essa vantagem, dada a possibilidade de que poderiam permitir um funcionamento continuo
e nao pulsado de um eventual reator de fusao.

Nesta dissertacao, estudamos a sustentacao de corrente por meio do método nao-indutivo
conhecido como “onda viajante”. A definicdo desse termo é bastante ampla, mas no contexto
de geragao de corrente em plasmas, considera-se em geral “onda viajante” como um termo que
usualmente designa campos eletromagnéticos que se movem por acao de correntes de radio-
frequéncia em uma variedade de configuracdes com condutores externos que envolvem o toro
de plasma. Em um trabalho de destaque, Thonemann, Cowhing e Davenport [2] explicaram
que a geragao de corrente eletronica devido a interagao entre campos magnéticos viajantes
e gases ionizados pode ser entendida macroscopicamente da seguinte forma: a corrente os-
cilante que percorre os condutores externos ao plasma (comumente chamados de bobinas),
estd associado um campo magnético variavel que induz correntes no plasma responsaveis pela
blindagem. Esta é uma manifestacdo da Lei de Lenz, pois o plasma tenta se opor aos efeitos
do campo externo no sentido de tentar minimizar as variagoes do fluxo magnético por ele
provocadas. Tais corrente de blindagem por sua vez interagem com os campos das bobinas
externas, produzindo uma forca (de Lorentz) na mesma dire¢ao de propagacao dos campos.
O método de geragao de corrente usando campos magnéticos viajantes requer interacoes de
carater onda-particula para que exista transferéncia de momento e energia, porém diferen-
temente de alguns outros métodos, como por exemplo o uso de ondas de Alfvén, no qual a
absorgao por parte dos elétrons s6 ocorre em um intervalo seletivo (regido de ressonancia)
[3], o método das ondas viajantes atua sobre todo o espago de fase dos elétrons, garantindo
que todos responderdo aos efeitos do campo.

Neste cenario se inserem os métodos de geragao e sustentacao de corrente associados a
técnicas envolvendo campos magnéticos de radiofrequéncia. Nesses experimentos, o campo
magnético é induzido por dois pares de bobinas (defasadas de um quarto de ciclo um em
relagdo ao outro) de tal forma que o campo rode com frequéncia constante numa secgao
transversal da cAmara. Conforme descrito no paragrafo acima, os elétrons tenderdao a acom-

panhar esse giro do campo (na realidade eles estao sempre atrasados em relagado ao campo e
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s6 estarao em fase no caso de penetracao total dos campos no plasma) de tal forma que no
referencial dos elétrons, o campo gira com frequéncia menor do que no referencial do labora-
torio. Com isso, os campos externos, que numa situacao com o fluido estatico, penetrariam
pouco, apenas através de uma distancia caracteristica em geral muito pequena (comprimento
classico de penetracao - skin depth- \/,E)Iw ), podem penetrar no plasma por distancias muito
maiores. Esse mecanismo, que ¢ a ideia-base do método de geracao de corrente descrito nessa
dissertacao, é denominado penetracao anomala.

O objetivo do método de geracao de corrente é sempre maximizar a geracao de correntes

estacionarias no plasma, que é possivel ao se calcular a média temporal sobre um ciclo da

Lei de Ohm:

J=—enu= E (E - JXB) (1.1)
n en

O agente responsavel pela geragao da corrente estaciondria (nao oscilante) é a média do
termo poderomotivo ou termo de Hall (J x B). A média temporal de uma quantidade osci-
lante é sempre igual a zero. Porém, o acoplamento entre duas quantidades oscilantes, quando
mediado através de um ciclo, pode dar origem a quantidades estacionérias, conforme descrito
em detalhes na secao “A média sobre a Lei de Ohm”. Em outras palavras, a geragao de cor-
rente ocorre da seguinte forma: campos oscilantes nas bobinas geram correntes oscilantes no
plasma. O acoplamento entre estas duas quantidades ciclicas prevé a existéncia de correntes
constantes no tempo.

Poderia-se pensar que, como os elétrons adquirem velocidade devido a interacao com os
campos, entao pelas colisoes elétron-ion, parte da energia e do momento seriam transferidos
aos ions, sendo portanto colocados em movimento e o sistema evoluiria para um estado
estacionario, onde as duas espécies se moveriam em fase com o campo, fazendo com que a
densidade total de corrente se anulasse. No entanto, na pratica, tal evolugao pode acontecer
em tempos muito longos se existem mecanismos adicionais para a perda de momentum dos
fons (interagao com as paredes, sistema de reabastecimento de particulas, difusao, etc.) [4].

No contexto de geragao de corrente usando campos magnéticos rotantes foi proposto um



CAPITULO 1. INTRODUCAO 4

esquema [5] que consiste em dois conjuntos de bobinas cujas correntes sempre se movem em
sentidos opostos e com frequéncias relativas convenientes de tal forma que um conjunto se
encarrega de sustentar o movimento de elétrons e o outro, de ions. Com isso, ao invés de a
corrente diminuir por efeito das colisdes, a corrente pode ser potencializada pelo fato de que
as duas espécies passam a se movimentar em sentidos opostos. Tal esquema evitaria invocar
hipdteses para o mecanismo de relaxagao dos ions que, em alguns contextos experimentais,
sao artificiais.

Este método nao-indutivo oferece a vantagem de o efeito ponderomotivo associado (resul-
tante da acdo média da forga de Lorentz sobre os elétrons) atuaria sobre todos os elétrons do
plasma confinado e ndo em regioes seletivas do espaco de fase!, compensando assim perdas

de carater resistivo.

1.1 Campos magnéticos rotantes - CMR (rotating mag-

netic field - RMF)

Os campos magnéticos rotantes (rotating magnetic field - RMF) sao produzidos por duas bo-
binas de Helmholtz perpendiculares e alimentadas por correntes alternadas de radiofrequén-
cia defasadas de m/2. Este método é utilizado com sucesso na sustentagao de correntes em
sistemas onde nao é necessario produzir corrente na diregao axial (longitudinal), como em
configuragoes de campo reverso (field reversed configurations - FRC), nos quais é necessario
apenas gerar corrente azimutal. Um esquema experimental desse tipo de maquina pode ser
visto na figura (1.1). Note que nessa situa¢ao, o campo magnético roda ao longo da secgao
transversal da coluna com frequéncia angular constante. Esse tipo de maquina é em geral
muito eficiente no aproveitamento da energia magnética®?. Uma caracteristica dessas maqui-
nas é que ocorre uma inversao no sentido do campo magnético axial préoximo do eixo de

simetria em relagdo ao campo magnético aplicado externamente.

Tsto é, a geracdo de corrente ndo estd associado & ressonancia, fazendo com que os elétrons em todo o
espaco de fase sejam colocados ou mantidos em movimento por campos magnéticos externos.
2Isto é, apresenta altos valores de 3 = %, em geral muito préximos da unidade.



CAPITULO 1. INTRODUCAO 5

driven electron current rotating field B
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Figura 1.1: Vista esquemaética de uma configuracao de campo reverso (FRC), do Laboratério
de Fisica de Plasmas Redmond (Universidade de Washington), em Seattle (Estados Unidos).

Um outro tipo de configuragdo que utiliza a técnica RMF na geragao/sustentacao de
corrente é o rotamak (figura (1.2)). Esse conceito de maquina foi desenvolvido na década de
1980 na Universidade de Flinders, na Australia. Tal maquina tem a interessante vantagem
de poder ser operada de duas formas distintas: (i) como um FRC ou (ii) como um tokamak
esférico. Neste ultimo caso é necessario um condutor passando pelo centro da configuracao e

portanto, deixa de ser um toro compacto.

1.2 Esquema de dupla hélice (double helix current drive)

No caso de plasmas toroidais, como os tokamaks e os pinches de campo reverso (reversed
field pinch - RFP), é necessario gerar no plasma densidade de corrente com diregoes toroidal
e poloidal (axial e azimutal, respectivamente). Isso ndao pode ser obtido utilizando RMF
(usado para configuragoes que necessitam apenas de corrente azimutal) mas sim utilizando
campos magnéticos viajantes produzidos por dois ou mais conjuntos de bobinas helicoidais

que envolvem o toro, conforme a figura (1.3) (campo helicoidal dipolar rotante) e a figura
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Figura 1.2: Foto do rotamak da Universidade Prairie View A&M (Texas, EUA). Pode-se
observar os dois conjuntos de bobinas de Helmholtz ortogonais envolvendo a camara.

(1.4) (campo helicoidal quadrupolar rotante):

Figura 1.3: Vista esquemdtica de Dutch et al [4, 6] onde é mostrado um corte transversal
no qual estao evidenciados os dois dipolos defasados de /2 um relagdo ao outro, que tém
o efeito de fazer o campo girar. Um dos dipolos é denotado na figura por 1 e 1’ e o outro é
denotado por 2 e 2'. A presenga (auséncia) do supra-indice “ ’ ” indica que a corrente estd
direcionada entrando (saindo) da pagina. O campo com essa simetria é chamado dipolar
rotante ou campo m = 1.
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Figura 1.4: Esquema experimetal de Kikunaga et al [7]. E mostrado um corte transversal
onde estao evidenciados dois quadrupolos (indicados por 1 e 2) defasados de 7/2 um relacao
ao outro, que tém o efeito de fazer o campo girar. A presenga (auséncia) do supra-indice “
" 7 indica que a corrente estd direcionada entrando (saindo) da pagina. O campo com essa
simetria é chamado quadrupolar rotante ou campo m = 2.

O esquema de duplas hélices é considerado uma extensao natural do método de RMF
para plasmas toroidais, ja que além de sua projecao sobre uma secgao circular reta rodar
com frequéncia constante, o campo também se move ao longo da dire¢ao axial (longitudinal),
como se caminhasse se torcendo constantemente. Nesse caso, os campos sao produzidos por
dois ou mais conjuntos de bobinas helicoidais alimentadas por correntes de radiofrequéncia
defasadas de 7/2, que envolvem externamente a cadmara de plasma.

O esquema double helix foi inicialmente direcionado para pesquisas relacionadas a maqui-
nas do tipo tokamak [4, 8]. No seu notoério trabalho de 1988, Bertram [8] estudou os casos
representativos de plasmas fracamente e fortemente resistivos. Ao final do trabalho, concluiu
que fortes campos toroidais resultam necessariamente em reducoes substanciais na quanti-
dade de corrente que pode ser sustentada, sendo bastante pessimista em relagao a aplicagao
do esquema, double heliz aos tokamaks. No entanto, na tltima década foram publicados dois
trabalhos sobre a possivel conveniéncia de se utilizar tal esquema no caso dos RFP, configura-
¢ao na qual os campos toroidal e poloidal tem essenciamente a mesma ordem de magnitude,
diferentemente do tokamak. [9, 10]

Dutch e McCarthy [4, 6] realizaram os experimentos Rythmac-2, com dois conjuntos de

bobinas helicoidais criando uma onda viajante com m = 1, com vista esquematica simplifi-
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| Parametro | Valor |
Amplitude do campo estaciondrio externo aplicado Bj 300G
Frequéncia das correntes nas bobinas f = w/2m 330kH 2
Passo das bobinas helicoidais b 40cm
Raio maior R 25cm
Raio menor a acm
Frequéncia ciclotronica para ions de argdnio €2; 12Hz
Amplitude do campo no eixo na auséncia de plasma B, 150 — 200 G
Frequéncia ciclotronica para elétrons (2. 420 — 560 M H z
Corrente integrada gerada ~ 900A
Frequéncia de colisoes elétron-ion v,; ~ MHz

Tabela 1.1: Pardmetros experimentais da maquina Rythmac-2, de Dutch e McCarthy [4, 6]

cada mostrada na figura (1.3), e Rythmac-3 (figura (1.5)), com uma superposi¢ao de bobinas
comm =1em = —1, com a qual se podia controlar as amplitudes toroidal e poloidal relati-
vas (e.g., com correntes iguais em cada bobina obtém-se apenas corrente toroidal no plasma).
O tratamento tedrico do ultimo caso é mais complicado por nao se poder tirar vantagem da
simetria do sistema, dado que ha bobinas se cruzando, ou seja, a corrente que as percorre
nao aponta sempre na mesma dire¢do, como no caso de uma configuragdo com um unico
valor de m. Nesta dissertacao, nos focamos na modelagem tedrica da maquina australiana

Rythmac-2, cujos dados e parametros experimentais estao mostrados na tabela 1.1.

Figura 1.5: Foto da maquina Rythmac-3, de Dutch et al [15].

Esta dissertagao é estruturada da seguinte forma:
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No inicio do Capitulo 2, sdo mostrados em detalhe as suposi¢oes usadas no tratamento e
na modelagem tedrica do problema fisico, seguido da definicao das coordenadas helicoidais,
que simplificam o tratamento pelo fato de se usar a simetria para reduzir a dimensionalidade
do problema. Na continuac¢do, as equagoes que regem o problema sao deduzidas passo a
passo a partir da média sobre a Lei de Ohm, tomada sobre um ciclo, que possibilita a
existéncia de corrente estacionaria gerada por campos oscilantes, através de sua interacao
nao-linear com as correntes oscilantes do plasma. No fim do Capitulo 2, é mostrada a
relacdo entre o campo magnético oscilante como funcao direta da amplitude das correntes
helicoidais que o geram. Tal desenvolvimento ¢ necessario para uma comparacao consistente
entre a eficiéncia na sustentacao de corrente em configuragoes de diferentes geometrias. Sua
aplicagao a modelagem do método de dupla hélice é inédito e se faz presente no sistema como
uma condi¢ao de contorno nao-trivial.

No tratamento tedrico aqui adotado, usamos os trabalhos de Bertram [8], Clemente e
Farengo [9] e Farengo e Clemente [10] como ponto de partida. Este tltimo [10] mostra
simulagoes numéricas para simetria dipolar usando um cédigo escrito na linguagem Fortran, o
qual evolui temporalmente o conjunto de equacoes que modela o problema, considerando que
as correntes nas bobinas externas sao aumentadas aos poucos até seu valor maximo na mesma
escala de tempo tipica das ondas de radiofrequéncia. Tal codigo mostra a possibilidade de
geracdo e nao s6 de sustentagdo de corrente usando o método de dupla hélice. O programa
numérico desenvolvido durante o presente trabalho de mestrado foi escrito na linguagem
do software Mathematica, considerando a situagdo estacionaria, na qual as quantidades de
interesse fisico podem ser decompostas em componentes que sao estaticas e outras que oscilam
no tempo. A légica do algoritmo é descrita no Capitulo 3, onde também sao definidos os
parametros fisicos adimensionais através dos quais os resultados sdo expressos.

Nesta dissertagao, os resultados sao apresentados em forma grafica, mostrando os perfis
do campo magnético, da densidade de corrente e de fungoes escalares através das quais o
tratamento é simplificado. Além disso, sao mostrados os comportamentos dos pardmetros de
eficiéncia e sincronismo, indicativos da qualidade e da eficacia do método de sustentagao de

corrente, que serdao definidos no Capitulo 4. Os resultados numéricos para o caso de simetria
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dipolar sdo comparados com resultados da literatura [10], como uma forma de verificagao do
c6digo numérico desenvolvido durante o presente trabalho, e depois mostrados para regioes
de parametros ainda nao bem exploradas. Em seguida, sao exibidos resultados inéditos para o
caso de uma configuragao de dupla hélice com simetria quadrupolar (com o dobro de bobinas
envolvendo o toro em relagao ao caso dipolar usual). Estudos sobre a simetria quadrupolar
nunca foram reportadas na literatura, sendo apenas estudadas para aplica¢cdes mais simples,
em maquinas do tipo FRCs [14]. Tais resultados e suposigdes do caso de geragao de corrente
em FRCs utilizando RMF sao usados como ponto de partida para a extensao de resultados
aqui tratada.

No Capitulo 5, sao discutidas as vantagens e desvantagens das configuracdes com as sime-
trias estudadas, principalmente em relacao a aplicacdo em RFPs. A comunidade internacional
que trabalha com a maquinas RFP tém buscado regimes de descargas que otimizem, atra-
vés de mecanismos externos, a geragdo de corrente poloidal (azimutal) grandes o suficiente
proximos a borda do plasma, tal que se minimize a turbuléncia gerada durante a relaxacao
do plasma para o estado de minima energia magnética (Estado de Taylor), no qual o campo
magnético toroidal (longitudinal) apresenta uma inversao de sinal préximo a borda. Este
artificio de se criar uma alta corrente poloidal com distribuicao oca age de tal forma como
se auxiliasse o plasma a inverter o sinal da componente toroidal do campo durante sua re-
laxacdo. A configuracao quadrupolar se mostra de fato promissora em relagdo a aplicacoes
em RFP por exibir os padroes de interesse experimental corroborados pelas simulagoes nu-
méricas. A simetria quadrupolar é também analisada em termos da instabilidade kink, que
¢ muito perigosa, por poder ser responsavel por uma eventual dobra da camara de plasma.

No sentido de complementar a teoria e o trabalho numéricos desenvolvidos, encontra-se
no Apéndice A a dedugao e implicagoes fisicas das Regras de Regularidade, que sao restrigoes
naturais as poténcias da variavel radial de uma série de Taylor, que aparecem ao se trabalhar
em coordenadas cilindricas e ao se impor que as quantidades fisicas sejam bem comportadas
em torno de r = 0. O Apéndice B traz o cédigo numérico desenvolvido, na linguagem do
software Mathematica, que resolve numericamente o sistema de equagoes diferenciais nao-

lineares acopladas que descreve o problema fisico. Por fim, no Apéndice C, esta a deducao
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das correntes estaciondrias maximas possiveis de se obter com o método proposto. Tais
correntes maximas sao usadas na definicdo do parametro de sincronismo, o qual por sua vez
¢ usado para se analisar a eficaicia do método de sustentacao de corrente.

Salvo quando explicitamente mencionado, usaremos na sequéncia apenas unidades no

Sistema Internacional.



Capitulo 2

Modelo teoérico

No trabalho aqui apresentado serao deduzidas em detalhe as equacgoes e condi¢oes de contorno
que modelam o problema de geracao de corrente no plasma por meio de campos magnéticos
viajantes devidos a correntes oscilantes nas bobinas helicoidais com dependéncia na forma
explim(0 + kz — wt)]! onde o fator multiplicativo m d4 conta da simetria do campo aplicado;
k é o nimero de onda angular, relacionado com o passo da hélice nas bobinas externas b por
k = 27 /b; mw é a frequéncia de oscilacio das correntes nas bobinas? e 6 e z sdo coordenadas
cilindricas usuais. No problema, ha um vinculo entre # e z, portanto sdo utilizadas coorde-
nadas helicoidais de modo a se eliminar uma coordenada (varidvel ignoravel, i.e., nenhuma
quantidade fisica depende dessa coordenada), o que leva a consideraveis simplificacoes, por se
reduzir a dimensionalidade do problema. Assumiremos, seguindo a literatura [8], que todas
as quantidades fisicas relacionadas ao problema podem ser escritas como uma soma de um

termo estacionario e um oscilante, da seguinte forma:

Q(r,0,z,t) = Qo(r) + Qu(r) explim(0 + kz — iwt)].

INa tltima secdo deste capitulo, serd mostrado o porqué de se assumir apenas esta dependéncia.

2Seguindo a referéncia [14], usamos a frequéncia igual a mw com a finalidade de se trabalhar com compos
oscilatorios cuja projecao sobre uma secgao reta do cilindro rode com mesma frequéncia w, independente do
valor de m.

12
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2.1 Hipodteses simplificadoras

O mecanismo de geracao de corrente estudado é formalmente descrito pela Lei de Ohm
generalizada (mais particularmente pelo termo de Hall, como veremos a seguir), que em sua
forma completa, se escreve:

me 0J 1

1
— = —V- —JxB=E B-—-nJ 2.1
ne? Ot neV p—l—ne 8 v 1 (2.1)

Os estudo tedricos realizados sobre o esquema double helixz tém se baseado nas seguintes

aproximacoes:

» Aproximagao cilindrica ou de grande razao de aspecto (razao entre o raio maior R e o
raio menor a do toro de plasma), na qual o plasma é considerado um cilindro infinito
de secao transversal circular. Tal aproximacao é melhor justificada no caso dos RFP
do que no caso dos tokamaks, ja que seus valores tipicos giram em torno de R/a > 6 e

3 < R/a < 6, respectivamente.

o lons iméveis. Para tanto, a frequéncia ciclotronica dos fons Qg (calculada com respeito
ao mddulo do campo helicoidal) deve ser muito menor que a frequéncia w das correntes
que percorrem as bobinas helicoidais de tal forma que os ions nao conseguem responder
ao campo aplicado. E interessante perceber que a velocidade média do fluido v é
calculada através da média ponderada pelas densidades de massa de fons e elétrons.
Pelo fato de os fons serem muito mais massivos que os elétrons, v — 0 se os ions estao

parados. Isso é responsavel pela eliminacao do termo v x B da Lei de Ohm.

o % ¢é desprezado frente aos outros na Lei de Ohm. Isto é bem justificado se

e O termo
a frequéncia v,; de colisdes elétron-ion for muito maior que a frequéncia w de oscilagao
associada ao campo magnético externo. E imediato notar essa conclusao ao se comparar

o primeiro e o ultimo termo da equacao (2.1).

o A corrente de deslocamento da Lei de Ampere-Maxwell é desprezada. Tal aproximacao

é bem justificada na regiao de vacuo se a velocidade de fase das ondas viajantes for muito
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menor que ¢ e na regiao de plasma se a resistividade 7 e a frequéncia da onda w nao
forem grandes o suficiente tal que eqwn < 1. Isto é bem satisfeito levando-se em conta os
parametros experimentais. Foi feita uma estimativa usando a densidade reportada por
Hotta el al em seus experimentos [11], da ordem de 10'%m 3. Consideramos a frequéncia
de colisao elétron-ion v,; da ordem de centenas de M H z, tipica de um plasma neste tipo
de experimento [12]. Usando a relacdo n = "< [13] obtém-se n ~ 107*Qm. Usando
w ~ MHz, pode-se verificar que eqwn é da ordem de 1079, satisfazendo portanto o

requerimento de ser muito menor que a unidade.

e A temperatura eletronica e a densidade das espécies sao aproximadas como constantes
e uniformes no plasma. Com isso, o termo que envolve o gradiente de pressao na Lei

de Ohm é desprezado.

e O plasma é considerado como sendo totalmente ionizado e eletricamente neutro.

A resistividade 7 é escalar e constante.

o Quaisquer efeitos de dissipacao de natureza radiativa ou viscosa sao desprezados.

Com todas as aproximagoes levadas em consideracao, a Lei de Ohm passa a ser escrita da

seguinte forma:

J:—enuzl(E—JXB) (2.2)

5 en

2.2 Coordenadas helicoidais

Um problema com simetria helicoidal pode ser descrito em termos de coordenadas helicoidais
adimensionais definidas a partir das coordenadas cilindricas usuais r, 6 e z da seguinte forma:
ry =z =r/a (onde a é o raio do plasma), xo = 6 + kz e x3 desconhecida e ignoravel, pois
nenhuma quantidade fisica do problema tem dependéncia em x3. As constantes m e k

representam respectivamente o indice do harmonico da onda®. Como as varidveis oscilantes

3No trabalho, consideraremos m = 0 (caso estacionério), m = 1 (campo dipolar rotante) e m = 2 (campo
quadrupolar rotante).
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tém dependéncia temporal na forma exp[im(0 4+ kz — iwt)], as derivadas f)axg e 5 quando
aplicadas a qualquer quantidade fisica oscilante, podem ser substituidas por im e —imw,
respectivamente. Os vetores unitarios sao definidos como é, = é,, és = (ég+hxé,)/ V1 + h2a?
e é3 = (&, — haéy)/vV1+ h222 onde h = ka. O versor é; ¢é definido na direcao das correntes

que percorrem as bobinas externas a coluna de plasma.

Nesse sistema de coordenadas, um vetor genérico pode ser definido como

Fyey + Fsés
V1 + h2x?

onde Iy = F,, Fy = Fy+ haF,, F3 = F, — hxFy (sendo F,, Fy e F, as entradas de um vetor

F = Fé + (2.3)

genérico em coordenadas cilindricas) seriam pseudo-componentes geralmente chamadas de
componentes quase-helicoidais. O uso das componentes quase-helicoidais apresenta conside-
raveis simplifica¢oes no tratamento do problema pois o termo /1 + h?z? é muito recorrente
nos calculos.

Pelo fato de nao se conhecer x3, ndo se pode construir o versor é3 da forma usual (&; =
hiV(z;)). Com o intuito de se trabalhar com um sistema ortogonal de coordenadas define-se
portanto é3 = é; X é;. Com isso, V X é3 =V X (&1 X &) = &1(V.é3) + (62.V)é; — é2(V.é1) —

(é1.V)és. Calculando separadamente cada um dos termos em coordenadas cilindricas, tem-se:

01(V.6y) = & lgéjLﬁL _ (2.4)
N AV e =T P o) B '
1 10 0 1 €g
5 .‘7 5. — - — = - 2
(&V)& 1+ k2r2 lr o9 +kr8z] o 1+ k22r (2:5)

N R ég + k??“éz 1
62(v.€1) = W; (26)

0 [ ég + kré, ] k(e — kréy) (2.7)

T or |VItkee] (14 k2r2)3

Assim, juntando os quatro termos, obtém-se
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—]C(Qég + kTég)
1+ k2r2

V x &3 = (2.8)

portanto V X é3 tem componentes nas diregoes é; e é3. Por nado ser definido da maneira
usual, o rotacional de é3 nao respeita a forma geral presente nos livros [16, 17]:
1 O(hnAyn)  O(hmAn)

A=—F")> he — 2.9
VX h1h2h3l’%’:n el 3:1:m @xn ( )

com [,m,n = 1,2,3; 2,3,1 ou 3,1,2. Novamente, calculando em coordenadas cilindricas,
obtém-se a expressao geral para o rotacional de um vetor genérico F em coordenadas heli-

coidais?:

10F; 1 OF3
VxF=- e — e 2.10
o $3$2€ V1 + h222 Ox 2t ( )
i 1 1+h2$2 8F1 i 1—}7,233'2 F2 +8F2 2hF3
— —= — é
V1 + h2x? x Ors 1+ h222 2 ox 1+ h2g2| 3

que também foge a forma usual (j4 que a componente 3 do rotacional depende da entrada 3
do vetor genérico), estando relacionado com a tor¢ao das linhas coordenadas. Um resultado
semelhante foi apontado no estudo de fluxos estaciondrios em tubos com simetria helicoidal
[18].

E possivel efetuar o cdleulo dos fatores de escala hy e hy seguindo a definicao

V) @) GG G ()] e

. V4 T ~ 7 Vd ~
Assim obtém-se hy = 1 e hy = ————. Nao é possivel obter hz por nao se conhecer

V1+ k22

a coordenada x3. Por isso, todos os cédlculos de rotacionais e divergentes nesta dissertacao

foram efetuados em coordenadas cilindricas para depois transformados para quase-helicoidais.

4Tal rotacional é calculado em coordenadas cilindricas considerando o vetor F formado por suas pseudo-
componentes, e nao pelas verdadeiras.
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A varidvel x3 ndo pode ser obtida a partir do versor é; usando a relacdo é; = h3V(x3) pois
¢ impossivel integrar analiticamente tal equacdao. No entanto, o valor de x3 poderia em
principio ser obtido ponto a ponto integrando numericamente a equagao. Porém tal esforco

nao é necessario no tratamento do problema ja que é suficiente ter uma direcao 3 definida.

2.3 O campo magnético e a densidade de corrente

Aproximando o toro de plasma como um cilindro, podemos reduzir o problema a considerar
uma coluna de plasma de raio a sujeita a um campo magnético externo longitudinal constante
BY na diregao é, 5, além da acdo de um campo eletromagnético produzido por dois pares
de bobinas helicoidais externas alimentadas com correntes de radiofrequéncia, sendo que a
corrente de um par esté defasada de 7/2 em relagao ao outro e as correntes das bobinas de um
mesmo par possuem modulo igual porém sentidos opostos se estdo diametralmente opostas
(ver figuras (1.3) e (1.4)). Nas bobinas, as correntes de radio-frequéncia tém dependéncia
temporal na forma exp[im(0 + kz — wt)].

Como a coordenada x3 ¢ ignoravel, o campo magnético no plasma associado as bobinas

pode ser expresso na forma mais geral por

s
N

onde a e f sao fungdes arbitrarias complexas. Tal expressao é construida tal que V.B = 0

B = |Va(z) x + B(x)és| explim(0 + kz — wt)] (2.12)

seja satisfeita automaticamente. Calculando em coordenadas cilindricas e projetando em

quase-helicoidais, temos:

Bz(l Jda | 1 Jda | 15}

— r— —_— —_—¢ m(0 + kz — wt 2.1
a:caxze a\/1+h2x28x62+\/1+h2x263> caplim(f ke = i) (2.13)

Usando a lei de Ampere-Maxwell sem o termo de corrente de deslocamento, V x B = pgJ,

obtém-se a seguinte densidade de corrente

5Aplicado externamente para proporcionar estabilidade.
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y_ Ll (108, 1 a8 . 1 AQq N 21
== — —_— er —_ 76 J—
1o \ ax Oxg av' 1+ h2x2 Oz 2 av'1+ h2x? a 1+ h2x2

] é3> explim(0+kz—wt)]
(2.14)

onde

P LA S0 N S ol N St i WY B

dx2 ' 14+ h22xdx 2 Oz 012 1+ h2?zdr T

é um operador diferencial de segunda ordem. Novamente, calculando em cilindricas, obtém-se

V.J =0, uma vez que a corrente de deslocamento esta sendo desprezada.

2.4 A solucao no vacuo

A solucao na auséncia de plasma deve satisfazer J = 0, ou seja, 3 =0e

ABn =0

que tem por solugao [19]

Qint(2) = dymhal (mhz) (2.15)

onde I,,é a fungdo de Bessel hiperbdlica (ou modificada) de ordem m e o supra-indice “’

” denota derivada com respeito ao argumento. Outra possivel solugdo seria dyhz K, (mhx),
porém esta diverge na origem e nao ¢ fisicamente plausivel. A determinagdo da constante d;

¢é arbitraria. 6

6No trabalho de Bertram (m = 1), tal escolha vem de se impor que no vicuo, a componente radial do
campo magnético oscilante em x — 0 seja igual a unidade, i. e.,

dy = —2i/h. (2.16)

Como a componente 2 do campo magnético estd sempre defasada de m/2 em relacdo & componente radial,
entdo no vicuo, B2(x — 0) = . No caso m geral, expressamos o campo magnético em fungio da amplitude
da corrente nas bobinas. Tal normalizacao é mostrada em detalhes na se¢ao sobre a normalizagao do campo
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Utilizando a lei de Ohm generalizada

1 B
Jz(E—JX ) (2.17)
n en
e a lei de inducao de Faraday
0B
E4+—=0 2.18
V xE+ oy ( )

é possivel eliminar o campo elétrico das equagoes, mas antes é necessario observar a regra de
média, com a qual se calcula as pseudo-componentes da densidade de corrente de ordem zero,
que sao resultado do acoplamento entre a corrente e o campo magnético presente na lei de
Ohm. Atribuir a média do termo ponderomotivo as correntes estacionarias é bem justificavel
para experimentos que duram muito mais que o periodo de oscilacao da onda viajante, que

¢ aproximadamente 3us no caso da maquina Rythmac.

2.5 A regra de média

Vamos definir a média sobre um periodo 7' = 27 /mw como

()= ;/t Lt (2.19)

Sejam P e () quantidades fisicas complexas com dependéncia arbitraria na variavel radial

e com dependéncia temporal da forma exp[im(zs — wt)], entao

(e [P Re (O) — <p+p*g+@*> ) <P@*+P*@> _ <R[P@l> _ Re [P@*}

2 2 4 2 2
(2.20)
ja que (explil'wt]) = 0, com I' € Z. A média de uma grandeza oscilante é sempre zero porém

a média de um produto de quantidades oscilantes nao necessariamente é nulo.

magnético.
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2.6 A média sobre a Lei de Ohm

A partir desta secao utilizaremos a seguinte notacdo: o primeiro algarismo do subindice
denota a ordem do harmoénico (0, 1 ou 2) e o segundo denota a coordenada a que se refere
(1, 2 ou 3 para x(z1), x2 ou x3). Nas quantidades o e 5, que possuem apenas harménico
de ordem m, ndo usaremos nenhum indice por simplicidade. E muito importante notar que
nos célculos a seguir, nos valeremos do fato de que as componentes Jy; e By devem ser
necessariamente iguais a zero em todo o espaco, que pode ser entendido pelos argumentos a
seguir. Analisando a equagao da continuidade em ordem zero (quando nenhuma quantidade

fisica depende de x5 ou z3)":

dpo .
ot +V.Je=0

pode-se perceber que para a hipétese de densidade constante ser valida &, é necessario que

P30 0 LT
r dr

ou seja, a componente radial da densidade de corrente, Jy;, deve ser proporcional a 1/z.
Porém, para que nao divirja na origem, Jy; deve ser identicamente nulo em todo o dominio.
Além disso, a equacao V.B = 0 deve ser satisfeita separadamente em ordem zero e em ordem

m. Em ordem zero, pelo mesmo argumento descrito acima, By, deve ser identicamente

nulo em todo o dominio. J4 em ordem m, existe dependéncia em x e em x5, portanto

1 d(IBml) + 1 d(BmQ)
x dx xr  dxo

m (2.13).

= 0, o que ja estd embutido na expressao do campo magnético de ordem

Como o método de geragdo de corrente utilizado é nao indutivo (i.e., o campo elétrico
nao ¢ gerado por inducao de Faraday a partir de variagao temporal monotonica do campo
magnético), o campo elétrico nao deveria possuir componente de ordem zero (nao oscilante).

Porém, analisando a projecao em é; da Lei de Ohm (2.21) em ordem zero e tirando sua média

"A densidade de carga elétrica foi representada com subindice zero pois, por ser constante, esta possui
apenas componente de ordem zero.
8Se p ndo fosse uniforme, mais um termo teria de ser considerado na expressio da Lei de Ohm.
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sobre um periodo, temos:

Jo1 = 717 (E(n - <JXB>°1> (2.21)

en

Como Jy; = 0, é possivel ver que deve necessariamente existir um campo elétrico radial
nao oscilante para balancear o termo ponderomotivo (J x B),,. Entende-se Ey como um
campo devido a polarizacdo de cargas, porém mantendo constante a densidade de carga
p dentro do cilindro. Esta parte radial do termo ponderomotivo ¢ apontada por Dutch
e McCarthy como tendo a importante funcao de confinar e estabilizar, bem como sendo
importante no equilibrio [6].

A existéncia de componentes 2 e 3 do campo elétrico estacionario poderia ser pensada da
seguinte forma: a existéncia de um campo elétrico pode estar associado a um gradiente de
um potencial (isso implica necessariamente separagao de carga) ou associado a um potencial
vetor magnético dependente do tempo. A primeira possibilidade é eliminada por nao fazer
sentido imaginar uma separacao de cargas ao longo de dire¢oes definidas por uma hélice e a
segunda possibilidade é eliminada pelo fato de que o campo elétrico gerado por um potencial
vetor oscilante também é oscilante (nunca estacionario).

Projetada nas diregoes é; e é3, a média da Lei de Ohm pode ser escrita como

J02 — _ <Jm X Bm>02
nen

J03 — <Jm X Bm>03
nen

Outras combinacoes do produto vetorial do termo ponderomotivo, bem como o campo elé-
trico de ordem m possuem média zero. Para os calculos de Jys e Jyz, usaremos as pseudo-

componentes helicoidais ja apresentadas
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Bm1—E, BmQZ_é%; Bz = 5;
imf 1 (A®q 2h8
Tt = D Jmy == T = — 2.22
1 MOCLI" 2 woa oz 3 Lo ( a + 1 + h2:132 ( )
Entao
1 1 0By
Joo = ——— (Jm3Bm1 — Jm1Bms) = ——— 2.23
02 nen (Jm3Bmi 1Bm3) loa O ( )
p m_ AQq . o2hB \ ia* BB (2.0
=——Re — )
02 2/pnena a 1+ h2%2? ) ax x

O tltimo termo é zero, ja que Re[i|(]?] = 0. Abrindo em termos das partes real e imagindria

de a e :

2h

m 111
T — 2 2 (apARar — ar AQ = - 2.25
2= 5 nend® z LL(OéR ar —arANPag) + 1+ h2a2 (Brag 51%0[1)1 (2.25)
Da mesma forma, para Jps, fica:
1 1 8302 1-— h2$2 BOQ 2h
Jos = ——— (Jm1Bm2 — Jm2Bm1) = — B 2.26
0 ne77< Hom2 2B LoQ ( Ox + 1+ h22? x 1+ h2a2 "% (2:26)
Jog = ™ Re _iB0a” _ 0OBia” ___ " lIm 9o’p
2pgnena? x dr Or wx 2ugnena? x Ox

(2.27)
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2.7 A componente oscilante da lei de Ohm

Calculando a primeira pseudo-componente em ambos os lados da Lei de Faraday, obtém-se

E,3 = imwa

Com isso, é possivel obter a terceira pseudo-componente da Lei de Ohm em ordem m:

A®Qq 2hp o

a +1+h2:v2_ n

1
[imwa — %(JmlBog — JogBm1>:| (228)

podendo ser reescrita na forma do trabalho de Bertram:

A®Qq 2hp JIne, 1
=1im | — Boo — Ji 2.29
a * 1+ h22? ( n ot nenx(ﬁ 02~ HotJoz) (2.29)
Abrindo a equacao em partes real e imaginaria e usando a componente 2 da Lei de Ampere
de ordem zero Jy; = —ﬁ%:
A®OzR QhﬁR Hoaw 1 ay 8B03
_ _ B -+ 2.30
a 1+ k22 n Oq nenz (BrBo2 + a Or ) (2:30)
A®O{] QhB] Hoaw 1 apR 6303
=— — B — 2.31
a * 1+ h2x? " n ar nenx (B Bo2 + a Ox ) (231)

2.8 A componente oscilante do rotacional da lei de

Ohm

Para se obter uma segunda equacao relacionando « e (3, é necesséario calcular o rotacional da
Lei de Ohm e projeta-lo sobre o versor €3, correspondente a coordenada ignoravel x3. Vamos
utilizar novamente a expressao geral calculada para o rotacional em coordenadas helicoidais

(equacao (2.10)). Calculando primeiramente V x J e usando (2.28):
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LoQ 1+ h2a? a 1+ h2x2

aV1+ h223(V x J).é3 = b lA‘X)ﬂ 2h <A®O‘ L _2hB )] _

2hppa

_ 1
= O i [ OB ]| 232

Para V x (JxB) :?

1+ h?z? B3 — B By — JosB
VT T TB(Y x (IxB)) &3 = —im T 10) JoeBis = JaBon & B = JuaBo)

x 1+ h22?
(9 1-— hQIQ (JogBml — JmlBog) 2h
+%(J033m1 — Jin1Bos) + 1+ h2a? - T1x h2x2(JmlBO2 — Jo2Bm1)

Com isso e com o auxilio da terceira pseudo-componente da Lei de Faraday,

0B

v xBhat (%

> =0= (VX E),3 =imwp
m3

o rotacional da Lei de Ohm

V><J:1
n

VXE_vX(JXB)]

en

projetado sobre é3 toma a seguinte forma (multiplicando ambos os lados por ppa?):

2hpga Cw 1 C wipa®
~A®5 + . +'l;;;x2 [—zmna + %(JmlBoz - J02Bm1)] =m lj;) g
. (JooBms — Jm3Boo + JmaBos — Jos B 0
_ Ho@ —zm( 02Pm3 3D02 2503 03 2) 4 (J033m1 _ Jm1Bog)+
nen x Ox
1-— h2l‘2 (J[)gBml - JmlBog> 2h
1+ h2z2 - BN (Jm1Boz — Jo2Bm1)|  (2.33)

9Note que, em ordem um, o pseudo-vetor JxB pode ser expresso por:(Jo2Bms — Jm3Bo2 + JmaBoz —
JogBmg)él/(l +h2fﬁ2) + (JogBml - JmlBog)ég + (JmlBOQ — JOQB"ll)é37 ja que Jp1 = Bgy = 0. O denominador
(1+ h22?%) aparece na primeira entrada pois as entradas 2 e 3 de J e B sdo pseudo-componentes ao passo que
a entrada 1 do pseudo-vetor JxB é uma componente verdadeira. A forma geral de um vetor em coordenadas
(quase-)helicoidais é dada pela equacao (2.3).
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Os dois termos com (Jp,1 Boa — Jo2Bm1) se cancelam. Substituindo as expressoes dos termos
de ordem um J,,,1, Jim2, Jms, Bmi, Bma € Bpg de (2.22) e Jyo = —ﬁ% de (2.23), os termos
dentro do colchete do lado direito da equagdo (2.33) podem ser abertos da seguinte forma (a

menos de um fator multiplicativo im):

6 8303 _ B02 <A®Oé QhB ) B03 85 Jog Oa i gaj()g i @8@

foaxr Or  poax a 1+ h2x? poar Or  ax dxr  ax Ox ax Oz
N— ———

_J030é B B 0Bys - Bys 0B B33 1 — h2z? (M0J0304 - 5303)

ar®  poaxr O0r  poax 0x  poaxr? 14 h2x? ajior?

onde os termos sublinhados de cancelam mutuamente. Rearranjando os termos restantes, a
pseudo-camponente trés do rotacional da lei de Ohm (2.33) pode ser escrita de maneira mais

sucinta como:

2 2h LoQ 1 [(A®q 2hp
AR — whoa™ , . WHoa 2 0 B
b o f—im n 1+ n2g2” Zmnenx o a + 1+ h2z?
(1 + h2$2) 0 < J03 ) 2h21‘ 5
— — — B3 ((2.34
a Oxr \1+ h2z? 1+ h222 poa (2:34)

Com isso, podemos abrir a equagao (2.34) em partes real e imagindria:

2
Wl wpoa  2h Lo @ 1 (A®q; 2h0;
A®gy, = — B
O =m frtm 1+h2x2a1+mnenx [ % a ( a + 1+ h2ax?
(1 + hzl‘z) 0 ( J03 > 2h2:c B[
— — — B3 [(2.35
a[ a Ox \1+ h2a? 1+ h2a? poa (2.35)
2 2h @ 1 (A®a 2hp
ARpg, — _ W@ . Whoa _ 0 B R R
b " n Pr—m n 1+ h2x? R mnenx % oa a - 1+ h2x?
(1 + h2l’2) 0 ( J03 > 2h2$ BR
— — — Bz [(2.36
R a Ox \1+ h2x? 1+ h2a? poa (2.36)
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Onde, usando a equagao (2.27), temos:

N TR T Y T A
Ox \1+h2z?2)  2ugnena® 0x \ 1+ h2z?x " ox re rr ap N

—m 1 1 5 aQOéR —B 82a1 Ta 826] 8253 28&3 80&[ 286[ 8aR
2ponena? x 1+ k22 \ 922 R

0x? R ox2 M o2 dr Oz 0r Oz
m 1 (1 + 3h2£(]2) Oag ooy 0B 00r
2ponena? 22 (1 + h2x2)? br or Pr Oox TR o oz (2:37)

2.9 O campo magnético como funcao da corrente nas
bobinas

A comparagao entre o método de geragao de corrente com simetria quadrupolar (m = 2)
e dipolar (m = 1) ndo ¢ facil de ser realizada pois hd uma diferenca fundamental entre
a topologia dos campos nos dois casos, que é descrito no Apéndice 1 sobre as Regras de
regularidade na origem, pois no campo quadrupolar, a densidade de corrente estacionaria
e o campo de vacuo sao iguais a zero ao longo do eixo z. Isso dificulta o tratamento ja
que até entao o campo era normalizado com o valor do campo de vacuo sobre o eixo. Isso
nos obriga a formular uma alternativa de tal forma que a eficiéncia e o sincronismo sejam
expressados em func¢ao da amplitude de corrente nas bobinas. Nao hé uma relacido analitica
simples expressando o campo de vacuo como funcao das corrente nas bobinas.

Seguindo a referéncia [20], pode-se deduzir uma expressao analitica para o campo magné-
tico de vacuo devido a um conjunto de condutores helicoidais que revestem um tubo cilindrico
reto. Durante os calculos, é usada uma expressao conveniente da delta de Dirac em termos de
uma soma infinita de cossenos e assim, obtém-se solugdes para as regioes interna e externa as
bobinas no caso sem plasma (vacuo) tal que o potencial escalar magnético satisfaz a Equacao

de Laplace:

V20 =0 (2.38)

com o seguinte potencial escalar magnético para a regiao delimitada pelas bobinas helicoidais:
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o = i al ILn(mkr)sen[m(6 + kz)]sin[—muwt] (2.39)

m=0
Os coeficientes a!, sdo determinados a partir das condigdes de contorno do eletromagnetismo
sobre as correntes superficiais (associadas aquelas das bobinas). Com isso, o m—ésimo termo

do potencial pode ser escrito como

P! = 2MolklK,'n(mkl)[m(mkr)sz'n[m(@ + kz)|sin[—muwt] (2.40)
m

Tal representacao para o potencial recobre as nossas equagoes para o campo de vacuo, con-
forme serd mencionado adiante. Usando a espressao de Morozov e Solov “ev para o potencial

escalar, podemos calcular o campo magnético como fungao da corrente I das bobinas:

210l >
B(x,x3) = WZNK]’V(NICZ) {IN(Nkr)ksen|[N (0 + kz)]é,+
p=0

N In(Nkr) (14 Kk*r?)
VItkn? o7

cos[N (6 + ku)]ég} sin[—muwt] (2.41)

onde N = (2p + 1)m e o fator 1/4/1+ k272 indica que a segunda entrada do vetor é uma
componente verdadeira (ndo é pseudo-componente). Denotamos I para a amplitude da cor-
rente nas bobinas e [ para o raio no qual as bobinas estao localizadas (e nao o raio da
camara que eventualmente contém o plasma, que é denotado por a). Eq. (2.41) é con-
sistente com a equacao (5) de Bertram [8] para suas condi¢bes para o campo de vicuo:
B=0ev = (const.ymkrI (mkr). E interessante que, usando a hip6tese comumente usada
de que as bobinas se localizam longe do plasma, o efeito de harmdnicos mais altos pode
ser desprezado!®. Com o intuito de investigar tal afirmativa, foram plotados os primeiros
termos da soma, apenas para a parte radial, uma vez que as dependéncias em 6, z e t
sdo meramente oscilantes. Os gréficos (2.1) e (2.2) se referem as componentes 1 (radial)

e 2 do campo oscilante para o caso m = 1. As curvas preta, verde e azul correpondem a

07sto ¢ mencionado na nota de rodapé da pagina 43 de [20].



CAPITULO 2. MODELO TEORICO 28

p=0(N=1),p=1(N=3), p=2(N =5), respectivamente. Os graficos (2.3) e (2.4) se
referem as componentes 1 (radial) e 2 do campo oscilante para o caso m = 2. As curvas preta,
verde e azul correpondem a p =0 (N =2), p=1(N =6), p =2 (N = 10), respectivamente.
Excepcionalmente para esta andlise, a variavel radial r estd sendo normalizada com o raio
[, no qual estao dispostas as bobinas helicoidais, e nao com o raio a ocupado pelo plasma,
como a varidvel radial é comumente normalizada. Os graficos (2.1) a (2.4) mostram que o
harmonico mais baixo é de fato o modo dominante se nos restringirmos a uma regiao longe
das bobinas, i.e., a regiao correspondente a um cilindro de raio r que engloba o eixo z tal
que r < [/3. Tais graficos mostram que realmente manter apenas o primeiro termo da série
¢ uma excelente aproximagao se [/a > 3.

E instrutivo mencionar que pode-se inferir dos mesmos graficos que apenas a configuracio
dipolar (m = 1) apresenta campo magnético de vdcuo nao-nulo sobre o eixo z (ou seja,
em r = 0), conforme mencionado no inicio desta se¢do como motivagdo para os cédlculos
necessarios para se espressar o campo devido unicamente as bobinas (ou campo de vacuo)
como funcao direta da amplitude da corrente que as percorre. Conforme mencionado, apenas
a parte radial estd plotada, ja que as demais dependéncias sao oscilantes. Com isso, pode-se
notar que apds um quarto de ciclo, a componente 2 do campo magnético dipolar (figura (2.2))
tera valor diferente de zero sobre o eixo e a componente radial (figura (2.1)) serd igual a zero
no eixo. Pode-se ver que, pela equagao (2.13), de fato as duas componentes estao defasadas
de m/2.

Com apenas o primeiro termo, a equagao (2.41) fica

2
B(z,15) = MKJH(me) {1, (mkr)ksen[m(0 — kz)|é,+
7r
/ 2,2
—l—[m(mkr)ﬂcos[m(ﬁ — k‘z)]ég} sin[—muwt] (2.42)
r

Seguindo a abordagem teérica de Bertram [8] descrita no inicio deste capitulo, no caso

de m geral temos:
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-0.2¢
Amplitude

do campo
(em unidades —( 4}
arbitrarias)

~0.6} D=0

1/l

Figura 2.1: Componente radial do campo magnético oscilante no caso dipolar (m = 1). As
curvas preta, verde e azul correpondem a p =0 (N =1), p=1(N =3), p =2 (N =5),
respectivamente, onde N = (2p + 1)m.

Amplitude —0.2¢
do campo
(em unidades

arbitrarias) _o04l

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1/l

Figura 2.2: Segunda componente helicoidal do campo magnético oscilante no caso dipolar
(m = 1). As curvas preta, verde e azul correpondem ap=0(N =1), p=1(N =3), p =
2 (N = 5), respectivamente, onde N = (2p + 1)m.
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-0.2¢
Amplitude

do campo
(em unidades —( 4}
arbitrarias)

-0.6}

1/l

Figura 2.3: Componente radial do campo magnético oscilante no caso quadrupolar (m = 2).
As curvas preta, verde e azul correpondem ap=0(N =2), p=1(N =6), p=2 (N = 10),
respectivamente, onde N = (2p + 1)m.
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Figura 2.4: Segunda componente helicoidal do campo magnético oscilante no caso quadrupo-
lar (m = 2). As curvas preta, verde e azul correpondem ap=0(N =2), p=1(N =6), p=
2 (N = 10), respectivamente, onde N = (2p + 1)m.
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B:<18aA 1 O B

— r— —€y + ——=¢ m(0 + kz — wt 2.43
xaxf T O é + T 63> explim(0 + kz — wt)] (2.43)

1 (105 . 1 ap . 1 2hp . )
= (;,; Y ey roF, LYy e [A‘X’O‘ i Hh:c] ) eaplim(§-+kz—wi)]
(2.44)
onde

2 2.2 2,2
A@ga +1 hxlg_mQI—i-hx
or? 14+ h222z20x 2

a solugdo para a regiao de vacuo intermediaria (entre o plasma e as bobinas, i.e., a < z <)

¢ 8=0e¢A®a =0 tal que [19]
a(z) = dymhaI] (mhz) + domhx K], (mhx) (2.45)

Note que o primeiro termo da equagdo (2.45) é sempre um modo crescente e o segundo é

do d te'’. Por est a imeiro t 6 exclusi te devido
sempre um modo decrescente' . Por esta razao, o primeiro termo é exclusivamente devido a
corrente nas bobinas e o segundo ¢ exclusivamente devido as correntes no plasma. Substi-

tuindo (2.45) em (2.43) para o modo crescente, temos (para 5 = 0):

V14 h2x?

T

B = {idlmzhﬂn(mhx)ér —dym? Im(mhx)é2} explim(0 + kz — wt)] (2.46)
A expressao de Morozov e Solov ev diz respeito ao potencial magnético escalar de um

conjunto de 2m bobinas helicoidais com sentidos alternados de propagacao das correntes

(campo m-polar). Em nossa andlise, estamos interessados em uma configuracao que consista

1A expressdao modo crescente (growing mode) significa que todas as componente do campo magnético de
vacuo (a primeira e a segunda, ja que a terceira é sempre zero em regides sem correntes) aumentam a medida
que x aumenta. A mesma explicagdo vale para o modo decrescente (decaying mode): a amplitude do campo
diminui se « diminui.
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em dois conjuntos (cada um com 2m bobinas) defasadas de um quarto de ciclo no tempo. Note
que cada bobina é posicionada com separacao azimutal de um adngulo ¢ = m/2m com respeito
a bobina adjacente do outro conjunto. Entdo, tendo em mente as equagoes (5.58) e (5.59) de

[20], a expressdo para o potencial escalar magnético ¢ uma soma de duas contribuicoes:!'?

_ 2pelkmi
N T

P, K/ (mkl) I, (mkr) {sin[m(0 + kz)]sin[mwt] + sin[m(0 + kz + 7/2m)]cos[mwt] }

(2.47)
onde, novamente, usamos a hipétese de que o raio das bobinas [ é ao menos 3 ou 4 vezes
maior que o raio do plasma a tal que apenas o primeiro termo da expansdo é retido. A

equagao (2.47) pode ser escrita de forma mais simples:

_ 2,&0[]{5771[ K,

P, - v (mkl) 1, (mkr)cosim(0 + kz — wt)| =

N ™

K| (mkl)I,(mkr)Re {exp[im(0 + kz — wt)]}

Como B = —V®,; para ambas as partes real e imaginéria:

2 (pol 2
B(z,29,t) = (1ol /) b l/aK,’n(mhl/a) {I,,(mhx)hé,+
7T

—i—z’[m(mhx)HWéQ} explim(zy — wt)] (2.48)

T

Casando as expressoes (2.46) e (2.48):

—2i I

di = —2 (1/a) (“0> WK (mhl/a) (2.49)
™ a

A obtencao desse coeficiente nos permite estabelecer consistentemente duas das condic¢oes de

contorno na borda do plasma, como sera mostrado a seguir na se¢ao “Condigoes de contorno”.

12A dependéncia temporal é escolhida de forma a se manter consisténcia com a notacdo ja utilizada. Em
outras palavras, seria possivel escolher exp(imwt) ou exp(—imwt). Estamos escolhendo a segunda opgao.



Capitulo 3

Resolucao numeérica

3.1 Normalizacao

Para simplificagao, é conveniente introduzir variaveis adimensionais. O campo magnético sera
normalizado com B,,, uma amplitude do campo caracteristica na auséncia de plasma (funcao
direta da amplitude da corrente nas bobinas), o potencial vetor com aB,, e a densidade de
corrente com B, /apug. Consequentemente, as fungoes escalares normalizadas serao

6] Q@

a =

B,’ aB,,

B =

Além disso, sao introduzidos os seguintes pardmetros adimensionais:

V= — = Do, (3.1)

a Low
A= o=a | 2

O pardmetro A é a razao entre o raio do plasma a e o comprimento classico de penetracao

(skin depth &) e  representa a capacidade de penetragao do campo externo, sendo definido
como a razdo entre a frequéncia ciclotrénica dos elétrons .. = eB,/m., calculado com

respeito a amplitude do campo oscilante externo, e a frequéncia de colisoes elétron-ion v,;.

33
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Pode-se perceber, da Lei de Ohm generalizada, que quanto maior o valor de ~, mais o termo
JxB
de Hall (

en
quantidades normalizadas aparecerao acompanhados de um til.

) ird se sobressair em relagdo ao termo resistivo (nJ). A seguir, todas as

Para se ter uma ideia de parametros experimentais reais, supondo resistividade classica,
os valores tipicos de 7 e A para a maquina Madison Symmetric Torus, girariam em torno de
10* e 103, respectivamente, considerando w = 410°Hz [10]. Porém, dado o incremento na
resistividade devido a turbuléncia, a resistividade anémala, que pode ser muito maior que a
classica, teria o efeito de reduzir os parametros v e A\, dado que ambos dependem inversamente
da resistividade. Contudo, ndo é possivel prever o quao andmala serd a resistividade num
plasma sustentado por campos helicoidais viajantes [10]. Neste trabalho, devido a dificuldades
numéricas, nao trabalhamos com valores muito altos dos dois parametros recém definidos.
Este tipo de problema, relacionado a instabilidades numéricas, ¢ muito comum em simulacoes

em RMFs e esquemas de dupla hélice.

3.2 Equacoes a serem resolvidas

Para trabalharmos apenas com equagoes diferenciais de primeira ordem, definimos:

(1) i
863(51;)

i) = =5 (3.3)
(ii) N

d(z) = aﬁéf) (3.4)
(iii) .

() = a;gfx> (3.5)
(iv) N

i(x) = Q) (3.6)
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As outras equagdes (normalizadas e decompostas em partes real e imaginaria) que efetiva-

mente entram na resolugao numérica do sistema, juntamente com as quatro de cima, sao:

(v) Componente dois da parte estacionaria (ordem zero) da lei de Ampére

OBy  myl s o~ = l—h%?l 2h -
e e C U e Rt e R w2 S G

(vi) Componente trés da parte estacionaria (ordem zero) da lei de Ampére

0Bus __myl [ (00 + L= — I 1U—m271+h2x2d
or 2 x| "\or 1+ h22z 2 !
_ (0 1—h*2*1_ o1+ h2z? 2h = -

(vii) Parte real da componente trés oscilante (ordem m) da lei de Ohm

ox

ot — h22? 1 o1 + h2z? 2hfg ey [+ -
Y A — o\, + — 3B ~
oz + 1+ h2a2x Lum 2 Rty T prg2 A T BrBoz + &y

] (3.9)

(viii) Parte imaginaria da componente trés oscilante (ordem m) da lei de Ohm

8~ 1—h2 21 1 h22 2h~ ~ o~ 8B
v T s _m? - ar+ Bi :—2m)\20~43+? [53302‘?@128?1 (3.10)

Ox + 1+ h2222 2 1+ h2x2

(ix) Parte real da componente trés oscilante (ordem m) do rotacional da lei de

Ohm

oc  1—h*?1 o1+ h2z? ox  AmN*h
T e e i T v el
my (00 1 —h?z%1_ o1+ h2z? 203, - 2myh?
x \ oz 1+h2:1:27@_m x? CYI—Ipl—l—thz 2 1+ b2 25] 03
m2~? 807 oc
gu _ 9 _ 5,5 9 4 2d
5 (51 BR Gpp— — Grg — 200 + u)

_m*y*ay (1+3h2x2) (B

2 23 (1+ h22?) ﬂ—ﬁthLde—dfé) (3.11)
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(x) Parte imaginaria da componente trés oscilante (ordem m) do rotacional da

lei de Ohm
od 1—h%21 - 1+ h%2? - . 4mA2h
— 4 Cd—mP—— B, = - 2m\N [ — ————a@
ox + 14+ h222 m 2 br mA" B 14 h2x2 AR
my (Ot 1 —h%2%1 _ o1+ h2x? _ 2hBr ~ 2myh? -~ -
ey, ey 2. 22 TR _ PR il A 1 -
T (81: + 1+ h2x2 xu mn 2 R 1+ h2x2 0z + 1+h2x26R 03
m2y2ag [~ 0u  ~ OV od oc -
— L TR B 2 Bt + g — Gy — 260 + 2dil
2 x? br oz 6R8:E +ar ox A ox Cv T+ du

m2~% ag (1 + 3h%2?)
2 23 (14 h2a?)

(Brit — Brd + dpd — &/8)  (3.12)

3.3 Condicgoes de contorno

As dez condic¢bes de contorno, com suas respectivas justificativas fisicas, sao:

(i) Para que o campo By, de dentro do plasma coincida em r = a com o campo By, de
fora (continuidade de B), é necessério que

Bos(1) 4+ hByy(1) = (14+h?)BY, onde B? é o campo toroidal estacionario externo aplicado.

(ii) Quando z — 0 = Bys — Byg. Pelas Regras de Regularidade mostradas no
Apéndice, By (0) = 0. Outra forma de pensar é que em z = 0 a direcio azimutal nio é bem
definida.

@(0) = 0 para que By, nio divirja na origem. Entéo

(iii)ar(0) =0 e

(iv)as(0) = 0.

3(0) = 0 para que J,,; nio divirja na origem. Ou seja,

(v)Br(0) =0e

(Vi)BI(O) = 0.

Entre o plasma e as paredes da cAmara externa, temos a seguite solugdo (na regiao de
VACUO): Qegt(x) = dymhxl] (mhx) + domhax K] (mhz).

Usando as relagoes I)(z) = I,+1(2) & 21,(2) e K (2) = —K,+1(2) £ “K,(2) para as

derivadas das func¢oes de Bessel hiperbdlicas, pode-se calcular a derivada de é.,¢ com respeito
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axemax=1:

(djft> = m(1 + h?)(di Lu(mh) + do I (b)) (3.13)

Multiplicando os dois lados do wronskiano K (mh)I,,(mh)— K,,(mh)I' (mh) = —1/mh
da pégina 375 de [21] por di(1 + h?) e depois somando e subtraindo dy K} (h)K;(h) do lado

esquerdo, obtém-se

(1+ h?)
h2
(3.14)

KR+ BTy (k) + dol (1)) — 2h2>

Ki(h)(dyhIi(h) + doh K1 (h)) = —dy
Tal artificio elimina a constante dy das equagoes, o que é muito representativo na analise,

pois o campo das bobinas é responsavel apenas pela componente associada a d; (equagao

(2.49)), o que nos permite calcular a eficiéncia do método em termos do campo magnético

externo (e portanto da corrente que passa pelas bobinas) que o plasma tem a sua disposicao.
Identificando os termos do lado esquerdo, tem-se:

K’ (mh) (Z‘;‘) =) e )l = —zi(lh:ﬁ )

. (3.15)

No caso dipolar (onde m = 1), a condi¢ao acima retoma a condigdo deduzida por Bertram,
que nao ¢ calculada como fungao da corrente nas bobinas, mas sim impondo que a componente
radial oscilante do campo magnético tenha amplitude igual a unidade no centro da coluna
de plasma (z = 0).

vil) K7, (mh) (%2)  —m @K, (mh)as(1) = 0 e

dx h
viil) K, (mh) (45) = m UK, (mh)ar(1) = —2ib)

Note que no limite h — 0 (caso RMF) nao hé problemas devido a divergéncias pois ambos
os lados das equagoes acima tém dependéncia em h com a mesma poténcia. Para visuali-
zar tal propriedade basta ter em mente o seguinte limite assintotico, valido para pequenos

argumentos:
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K (mh) ~ F<2m> (”?) h (3.16)

onde me N*. Com tal restri¢ao sobre o valor de m, pode-se escrever I'(m) = (m — 1)!.

Além disso, pra que ndo exista corrente de ordem um na dire¢do é; na borda do plasma:

A1) =0
ix) Br(1)=0c¢
x) f;(1) = 0.

3.4 Métodos numéricos

Um programa foi desenvolvido usando o software Mathematica para resolver o sistema de
10 equacoes diferenciais nao-lineares acopladas de primeira ordem que modelam o problema
(3.3) a (3.12), separadas em partes reais e imaginérias, para os casos m = 1 e m = 2. Pelo fato
de as equagoes terem termos que divergem na origem, a integragdo numérica deve comegar
em uma distancia radial nao-nula em relagdo a origem, x = ¢, sendo € um parametro muito
pequeno, que nao compromete a precisao da resolugdo numérica do sistema de equacoes. O
primeiro termo da expansao em torno da origem das fungoes o e 8 é 2™. Em funcao disso,
escolheu-se convenientemente € = 1072 para m = 1 e € = 1072 para m = 2. Pelo fato de
se poder comecar a integracao com um € maior, a convergéncia do caso m = 2 é, em geral,
mais rapida que com m = 1 . A resolucdo numérica é feita varias vezes, variando os valores
de a;, ag, B, BR e Bys no centro da coluna a fim de se gerar listas com esses pardmetros
juntamente com as condigoes de contorno na borda do plasma, que serao zero se os parametros
forem devidamente escolhidos (Shooting method). A partir disso interpolam-se as listas e
usa-se a rotina FindRoot para selecionar, para cada combinacao de v, A e h, conjuntos de
condicoes iniciais que satisfazem todas as condi¢ées de contorno na borda. Partindo de um

ponto previamente conhecido é possivel usar a rotina Dol para variar lentamente um dos

!Esta rotina realiza automaticamente iteracdes para o refino das funcdes interpoladas. O resultado da
iteragao anterior é usado para alimentar a seguinte e com isso, ir buscando, com cada vez mais precisao, a
solugdo numeérica dentro do espago 5-dimensional de pardmetros.
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parametros, e com isso ir obtendo solug¢bes para um alcance razoavel dos parametros de

entrada.



Capitulo 4

Resultados, analise e discussoes

Antes de apresentar os resultados, sao definidos os parametros adimensionais de sincronismo

e eficiéncia, através dos quais os resultados sao apresentados e interpretados:

4.1 Sincronismo

Quando se trabalha com campos helicoidais, define-se os parametros de sincronismo longi-
tudinal (toroidal) e azimutal (poloidal) como a razao entre a corrente gerada e a corrente
méaxima possivel (obtida quando todos os elétrons do plasma se movem em fase com o campo

de RMF, i.e., no caso de penetragio total):!

L = 4.1
C Iz,max ( )
Iy
= 4.2
Ce [G,max ( )

onde I, 4z € lgmas Sa0 as correntes maximas possiveis nas diregoes toroidal e poloidal,
respectivamente, obtidas integrando as densidades de corrente no caso de penetracao total

dos campos, i.e., 7 — 00, com respeito as areas superficiais pelas quais fluem [8, 9]:

IDiferentemente do modelo de dupla hélice que tratamos nessa dissertacdo, em modelos que envolvem
geracao de corrente por RMF no contexto dos FRCs, se usa esta mesma defini¢do para a eficiéncia e nao para
o sincronismo. Neste trabalho, a definicdo de eficiéncia sera dada em seguida.

40
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@ enwha 3 h
L mar = _/o 27rr2 yy dr = —menwa CERE (4.3)
@ enw enwa?
Iy maz = — 2r———dr = — , 4.4
° /0 "y m T o (44)

onde I 45 € calculado por unidade de comprimento na direcao z. Na dedugao das correntes
maximas, usa-se um resultado bem estabelecido da teoria MHD ideal: no caso de resistividade
nula, os elétrons do plasma estdao grudados nas linhas de campo magnético [22]. Neste
trabalho consideramos os efeitos da resistividade, porém no caso especial de penetragao total,
a condicao 7 — oo é equivalente a condicao n — 0, ou seja, o limite MHD ideal. Além
disso, na situagao extrema na qual os elétrons estao em fase com o campo rotante, considera-
se o estado estacionario de rotagdo rigida dos mesmos. A deducao das expressoes para as
correntes maximas estdo no Apéndice.

O sincronismo mede o quao proximos da fase estdo o campo aplicado e os elétrons. Utili-
zando a Lei de Ampere para eliminar as correntes em favor do campo e adimensionalizando,

obtém-se:

¢ = _vBoe(lh)g +h?) (4.5)

2)2

4.2 Eficiéncia

O custo energético do método para garantir a poténcia necessaria para geracao de corrente
cresce com B2. Portanto, talvez nio seja vantajoso aumentar B,, indefinidamente até préximo
da situacao de maximo sincronismo. Neste ponto é conveniente definir a eficiéncia como a
razao entre os campos produzidos e o médulo do campo magnético no centro da coluna, na

auséncia de plasma:
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€, = BOG(1> (47)

€9 = Bo-(1) — Bo.(0). (4.8)

Os campos que aparecem nas equagoes (4.7) e (4.8) sao obtidos através da Lei de Ampere-
Maxwell sem o termo de corrente de deslocamento e lembrando que By = 0 para que

V.B =0.

4.3 Analise da poténcia depositada

O fluxo de energia por unidade de tempo, definido como vetor de Poynting, S = %E x B,
pode ser usado na andlise da poténcia P = ¢ S.da depositada no plasma pelos campos devidos

as bobinas externas. Portanto, a poténcia média injetada pode ser escrita como

(P — ; /t - §1§ S.da dt (4.9)

O fluxo de energia penetra no plasma somente pela direcao 7, uma vez que da s6 tem
direcao radial e é orientada para fora. A superficie é o lugar geométrico que satisfaz z = 1.
Os campos externos s6 possuem harmonico de ordem m, ja que sao produzidos por corrente

alternada com dependéncia no mesmo harmoénico apenas. Com isso a poténcia média é

1 et 2radzdt’

P)=—= Er3Be — EnoBinsla— 4.10

R A (4.10)

Como B,3(x = 1) = 0 devido a condigdo de contorno f(z = 1) = 0, E,3 = imwa e
B = —g—‘;, a poténcia média por unidade de comprimento z é
I 2radt’

P)y=—=— EsBrsli—1—= 4.11

Py =7 | BBl 5 (4.11)

Usando a Regra da Média mostrada anteriormente e substituindo os valores de E,,3 e

Bm2 .
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_ mwabB?
o (1+h?)

(P) [Im(a*a)]e=1 (4.12)

4.4 Resultados

Mostramos a seguir perfis das funcoes escalares complexas @ e § (em termos das quais o
campo oscilante é expresso), além das componentes do campo By, Bos, Bo.e Bgyy. Todas as
quantidades fisicas que aparecem com o til estao normalizadas, conforme explicado na secao

3.1.

4.4.1 Simetria dipolar

As figuras (4.1), (4.2),(4.3) e (4.4) ilustram os perfis de &, 5, Boy, Bos, Bo.e Bgg para um
caso especial, no qual BS =—1.0,vy=13, h=1¢e¢ A = 10. Este caso estd sendo usado como
ponto inicial para depois variar o valor de v para se obter as curvas do sincronismo ( e da
eficiéncia e. Dos graficos (4.1) e (4.2) nao é possivel extrair informagao fisica consideravel, ja
que sao apenas fungoes escalares auxiliares, que servem para se simplificar o tratamento. No
entanto, elas sao mostradas para que se possa verificar que as condigoes de contorno impostas
sobre elas estao sendo satisfeitas com consideravel precisao. Os gréaficos (4.3) e (4.4) mostram
as componentes estaciondrias do campo magnético. Pode-se apreciar da figura (4.4) que a
componente longitudinal do campo nao apresenta uma inversao de sinal, nao sendo portanto

um padrao que possa ser aplicado aos RFPs.
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Figura 4.1: Gréfico das partes real e imaginaria de 3 como funcio de x, para BS = —1.0,
v=13, h=1e X = 10.
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Figura 4.2: Grafico das partes real e imaginaria de & como fungdo de x, para B(Z) = —1.0,

y=13, h=1ec\=10.
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Figura 4.3: Gréfico das compontes 2 e 3 do campo magnético de ordem zero como fungao de
x, para B = —1.0, v =13, h=1e X = 10.

X

Figura 4.4: Gréfico das compontes 6 e z do campo magnético de ordem zero como fungao de
x, para B = —1.0, v =13, h=1¢ A = 10.
Comparacgao de resultados da literatura

Para efeito de comparacgao, foram obtidos resultados com parametros idénticos aos reporta-

dos na literatura (gréficos (4.5) a (4.10)). O trabalho de Farengo e Clemente, sobre a geragao
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de corrente aplicado aos RFP [10], usa uma programagcao numérica (usando um cédigo ela-
borado na linguagem Fortram) bem diferente da usada na presente dissertagdo. No artigo,
os autores empregam um cédigo que deixa as fungoes o e  com dependéncias arbitrarias
nas variaveis x, e t, i.e., em principio tais fung¢oes sdo um combinac¢ao de infinitos harmoni-
cos. Isso requer criar uma malha de integragdo bem mais complexa (bidimensional) e fazer
as equagoes evoluirem temporalmente. Nesse caso, nao se tem expressoes analiticas para
as componentes estacionarias da densidade de corrente Jyo e Jy3, como nesta dissertacao.
Com isso, tais quantidades nao-oscilantes sao obtidas calculando numericamente a média dos
acoplamentos das quantidades oscilantes correspondentes sobre a variavel xo. Nesta disserta-
¢do, a dependéncia exponencial exp[im(6 + kz — wt)| é assumida desde o inicio dos calculos,
permitindo a obtencdo das expressoes (2.25) e (2.27). E interessante mencionar que mesmo
com tal hipotese e com a logica numérica diferentes, os resultados apresentam o6tima con-
cordancia, mostrando o quao boa ¢ a aproximagao de se manter apenas o harmonico mais
baixo (dominante), podendo ser m = 1 ou m = 2, a depender da simetria e da topologia dos
campos. Conforme mostrado nos calculos do campo magnético devido a uma distribuicao
helicoidal de corrente, tal aproximacao é tao eficaz quanto maior for o raio das bobinas em
relacao ao raio do plasma.

Os resultados numéricos (graficos (4.5) a (4.8)) reproduzidos da referéncia [10] para o
caso de campos caracteristicos de um RFP, usam os seguintes parametros: B? = 0.5, h =
1, A=5, v=3.5.

Espera-se que para alguma regiao de parametros de entrada, a curva do sincronismo (
em funcao de 7 seja em forma de “S”, semelhante a figura 1 de [23]. Tal aspecto é devido a
natureza nao-linear das equagoes diferenciais que modelam o problema, o que da origem a
mais de uma solu¢ao para um dado conjunto de parametros e por isso ¢ dificil obter a curva
do sincronismo. A parte intermedidria da regido multivaluada dos gréficos (4.11) e (4.12) é
numericamente muito instavel, sendo muito dificil fazer com que o programa convirja nessa
regido. Experimentalmente, em FRCs, tal parte intermedidria praticamente nao é observada:
normalmente ao se variar v continuamente, o plasma pula abruptamente para uma regiao

estavel e nela permanece.
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Figura 4.5: Perfil da fung¢do complexa « obtido usando o mesmo conjunto de parametros de
[10]:B = 0.5, h=1, A\ =5, v = 3.5.
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Figura 4.6: Perfil da func¢ao complexa [ obtido usando o mesmo conjunto de parametros de
[10]:B% = 0.5, h=1, A\=5, v = 3.5.
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Figura 4.7: Perfil dos campos estaciondrios toroidal e poloidal obtidos usando o mesmo
conjunto de pardmetros de [10]:B% = 0.5, h =1, A =5, v = 3.5.
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Figura 4.8: Perfil das densidades de corrente estacionarias toroidal e poloidal obtidas usando
o mesmo conjunto de pardmetros de [10]:B% = 0.5, h =1, A =5, v = 3.5.
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Figura 4.9: Perfis das eficiéncias em 0 e z obtidos usando o mesmo conjunto de parametros

de [10]:B2 = 0.5, h=1, A = 5.
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Figura 4.10: Perfis dos sincronismos em 6 e z obtidos usando o mesmo conjunto de parametros
de [10]:BY=0.5, h=1, A =5.
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Figura 4.11: Perfil dos sincronismos em funcdo de v para os seguintes paramentros: h =

17 Bm,t(o) - 0, A= 10.
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Figura 4.12: Perfil das eficiéncias em fungao de 7 para os seguintes paramentros: h =

1, Bint(0) = 0, A = 10.
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4.4.2 Simetria quadrupolar

Nesta secao, sao apresentados resultados inéditos da aplicagao do método de dupla hélice a
configuragoes com simetria quadrupolar. Sao exibidos resultados para um caso de baixa e
um de alta penetracdo dos campos externos (valor de v pequeno e grande, respectivamente).
As figuras (4.13) a (4.16) mostram os perfis das componentes azimutal e longitudinal da
densidade de corrente e do campo magnético estacionarios nos dois diferentes regimes.

Consideramos desde o inicio a frequéncia dobrada no caso quadrupolar em relagdo ao
dipolar, seguindo a literatura [14], para que o campo magnético projetado sobre uma secgao
transversal do cilindro gire com a mesma frequéncia angular do caso dipolar e com isso nao se
modifique as correntes maximas possiveis no caso da penetracao total dos campos externos.
O fato de se trabalhar com diferentes frequéncias nao atrapalha a comparacdo em termos
da poténcia dissipada, pois a frequéncia tem efeito apenas na indutancia. Consideramos o
indutor associado ao circuito externo que injeta poténcia no plasma como sendo um indutor
ideal, portanto nao apresentando resisténcia ou capacitancia, i.e., apenas armazena e libera
energia, nunca a dissipa.

A sustentacao de corrente utilizando bobinas com simetria quadrupolar exibe um padrao
oco para a densidade de corrente (hollow profile), mesmo no caso de alta penetragdo dos
campos externos, conforme pode ser apreciado nas figuras (4.13) e (4.15). Isto se deve ao
fato de que o campo magnético externo e Jy, se anulam no eixo axial de simetria, o que
apresenta uma série de implicacoes fisicas. Uma delas é que os campos oscilantes em geral
(dentre os quais se inserem os de radiofrequéncia) sdo conhecidos por destruir superficies de
fluxo magnético, gerando sérios problemas para o confinamento do plasma. Se os campos e
as correntes se concentram na parte mais externa da coluna, os campos de radiofrequéncia
nao perturbam a parte interna do plasma. Além do mais, se a densidade de corrente fosse
concentrada na regiao central (proxima ao eixo de simetria), a coluna estaria muito propensa
a desenvolver a instabilidade kink, o que poderia provocar uma eventual dobra na estrutura
da cadmara. A comunidade de RFP tem buscado métodos de controle sobre a geragao de

corrente para que ela possua tais propriedades apresentadas pelo padrao quadrupolar.



CAPITULO 4. RESULTADOS, ANALISE E DISCUSSOES 52

O.
—0.1}
JOz
—02}
—0.3}
Joo
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

Figura 4.13: Perfis das componentes nas dire¢oes azimutal e axial da densidade de corrente
estaciondria, para os parametros:BY = 0.5, h = 1, A = 5, v = 3 (caso de baixa penetragio
dos campos).
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Figura 4.14: Perfis das componentes nas dire¢oes azimutal e axial do campo magnético
estaciondrio, para os parametros:BY = 0.5, h = 1, A = 5, v = 3 (caso de baixa penetragio
dos campos).

No caso do quadrupolo, para uma mesma amplitude de corrente percorrendo as bobinas
externas, o campo oscilante de vacuo “a disposicao” do plasma é menor que no caso do

dipolo (como o quadrupolo é composto por mais bobinas simétricas, o campo tende a se
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Figura 4.15: Perfis das componentes nas dire¢oes azimutal e axial da densidade de corrente
estacionéria, para os parametros:B? = 0.5, h = 1, A = 5, v = 40 (caso de alta penetragio
dos campos).
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Figura 4.16: Perfis das componentes nas dire¢oes azimutal e axial do campo magnético
estacionario, para os parametros:B? = 0.5, h = 1, A = 5, v = 40 (caso de alta penetragio
dos campos).
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Figura 4.17: Perfis dos sincronismos em 6 e z obtidos usando o mesmo conjunto de parametros
de [10]:BY = 0.5, h =1, A =5.
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Figura 4.18: Perfis das eficiéncias em 6 e z obtidos usando o mesmo conjunto de pardmetros
de [10]:BY=0.5, h=1, A =5.
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cancelar mais, tornando a amplitude do campo liquido no centro da configuracao menor
que no caso dipolar). Tal propriedade pode ser inferida diretamente do comportamento
das fungoes de Bessel modificadas que descrevem o campo oscilante na auséncia de plasma.
Isto pode explicar em parte o fato de a eficiéncia no caso quadrupolar ser menor que no
dipolar, porém a analise ndo pode ficar restrita a isso ja que a intensidade da corrente total
integrada ¢ produzida por interacao nao-linear entre o campo magnético e densidade de

corrente oscilantes.



Capitulo 5

Conclusoes e perspectivas futuras

A ideia de se gerar e sustentar corrente em plasmas toroidais usando estruturas condutoras
helicoidais envolvendo o toro, nas quais se passa correntes de radiofrequéncia defasadas, que
surgiu na década de 1980, na Universidade de Flinders, na Australia, se mostrou no inicio
muito promissora pelo fato de se compensar perdas resistivas usando um método nao-pulsado
de transferéncia de momento e energia para o plasma. Uma série de experimentos conduzidos
por Dutch e McCarthy, embora com dimensoes reduzidas, mostraram a viabilidade experi-
mental desse tipo de configuracdo. A ideia inicial era aplicar o método a grandes reatores,
porém desde o trabalho de Bertram e suas conclusoes pessimistas [8] em relacao a aplicacao
do método de dupla hélice a um tokamak de grande porte, pouco se pesquisou sobre o mé-
todo. De fato, numericamente se verifica que fortes campos magnéticos toroidais reduzem
drasticamente a eficiéncia na geracao de corrente, mesmo que a eficiéncia nao dependa expli-
citamente do campo toroidal aplicado. Recentemente, os trabalhos de Clemente e Farengo
[9, 10] direcionaram a aplicacao do método de dupla hélice a configuragoes do tipo reversed
field pinches - RFP, nos quais o campo toroidal é bem menor que no tokamak. Os campos
toroidal e poloidal sdo da mesma ordem de magnitude no RFP, ao contrario do tokamak, no
qual o compo toroidal é bem maior - o campo poloidal é gerado como resultado da corrente
toroidal dentro da camara. Padroes de campos semelhantes aos campos tipicos de um RFP

foram obtidos com valores razoaveis dos parametros de entrada, mostrando a verdadeira

o6
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possibilidade de se aplicar o método a essa maquina.

Foi utilizada a teoria de Morozov e Solov “ev [20] pela primeira vez na modelagem tedrica
deste tipo de problema com o intuito de se obter uma expressao analitica para o campo
devido a dois pares de m bobinas helicoidais com corrente em sentidos alternados e com um
par defasado no tempo por um fator de m/2. Com isso, foi possivel expressar os resultados
numeéricos em termos da amplitude de corrente nas bobinas e a partir dai, abriu-se caminho
para uma comparagao consistente entre configuragoes com diferentes simetrias. Até entao,
nos resultados apresentados na literatura, normalizava-se o campo com o valor do campo de
vacuo na origem, sem qualquer mencao as correntes externas, que de fato sao o indicativo da
poténcia dissipada pelo circuito externo.

Como forma de verificagao do codigo numérico desenvolvido durante o presente trabalho,
foram obtidos resultados utilizando os mesmos parametros de entrada de resultados repor-
tados na literatura, que usam légica numérica bem diferente. O cédigo empregado em [10]
usa uma malha bidimensional e evolui numericamente o conjunto de equacgoes diferenciais
nao-lineares acopladas que modela o problema. O codigo automatizado desenvolvido neste
trabalho ja usa como suposicao que apenas o primeiro harmoénico das quantidades oscilantes
¢é retido, uma vez que foi mostrado ser uma boa aproximacao se o plasma nao se encontra
proximo as bobinas. Verificou-se entao que os resultados apresentaram étima concordancia,
dentro de uma pequena margem de erro, que era esperada.

Os campos oscilantes apresentam a desvantagem de atrapalhar o confinamento pelo fato
de destruirem superficies de fluxo magnético. Verificou-se que a configuracao magnética
quadrupolar poderia ser vantajosa nesse sentido pelo fato de exibir um padrao oco para a
densidade de corrente (hollow profile), vide figuras (4.13) e (4.15), o que em principio, mini-
mizaria os danos ao estado de equilibrio, inibindo também o aparecimento da instabilidade
kink. Se os campos e as correntes se concentram na parte mais externa da coluna, os campos
de radiofrequéncia nao perturbam a parte interna do plasma. Tais propriedades da configu-
racao quadrupolar poderia ser mais atrativa a comunidade de RFP, que tem exaustivamente
buscado melhores regimes de confinamento.

Uma curva do sincronismo ¢ em func¢ao de ~ exibida apresentou um padrao semelhante
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a letra “S” (figura (4.11)), sendo multivaluada na regido intermediaria. Esse tipo de com-
portamento pode existir pois o conjunto de equagoes resolvido é nao-linear e nao respeita o
Teorema de Unicidade. Tal resultado nao ¢é facil de se explicar fisicamente, podendo estar
relacionado a um estado de minima dissipagao ou a histerese. A regiao intermediaria é muito
sensivel e numericamente instavel. Para se tomar uma curva desse tipo é necessario se tra-
balhar a cada iteracdo com variagdoes muito pequenas dos parametros. Nos experimentos em
maquinas do tipo FRC conduzidos na Universidade de Washington nao se observa o plasma
em equilibrio na regiao de jungdo entre as duas ramas estaveis (parte de cima e parte de
baixo). Se o plasma se encontra em uma das ramas e tem seu parametro ~y variado de forma
a atingir a regiao do meio, ele sofre uma transicao abrupta para a outra rama estavel.

Nao estao bem entendidos os comportamentos obtidos para o sincronismo no caso qua-
drupolar, que segundo as simulacoes numéricas, apresenta um pico e depois decai a medida
que se aumenta o valor do parametro 7, ou alternativamente, a corrente nas bobinas. Fo-
ram realizadas diversas verificagoes, porém até agora inconclusivas. Intuitivamente, o valor
do sincronismo deveria aumentar com 7, tendo seu valor assintético em 1. Porém, algum
processo nao-linear ou de histerese poderia ser o causador de tal comportamento atipico. No
entanto, sera necessaria ainda uma investigacao meticulosa para saber se trata-se de um erro
numérico ou de um processo ainda nao contabilizado. Os padroes de sincronismo no caso
dipolar estao em bom acordo com resultados ja obtidos na literatura, o que confere alguma
credibilidade ao cédigo desenvolvido neste trabalho.

Seguindo a teoria MHD de relaxacao do plasma, originalmente proposta por J. B. Taylor
em 1974 [24], uma eventual corrente poloidal alta e concentrada préxima a borda do plasma
auxiliaria o plasma a inverter o sinal do campo toroidal proximo a parede, reduzindo assim
o aparecimento de turbuléncia. Isto foi realizado experimentalmente no RFP Madison Sym-
metric Torus, MST, nos EUA, com resultados promissores [25]. O controle sobre o perfil
estacionario da corrente fez com que o transporte anéomalo devido a turbuléncia fosse signifi-
cativamente reduzido e consequentemente o confinamento fosse melhorado. A possibilidade
de se controlar a corrente poloidal usando o campo quadrupolar viajante se mostra promissor

para a func¢ao descrita.
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Como trabalhos futuros, poderia-se considerar incluir no modelo de dupla hélice, efeitos
associados a densidade e temperatura nao uniformes. Isto implicaria reter na Lei de Ohm
generalizada o termo associado ao gradiente de pressao. Esta generalizacao foi realizada no
estudo de sustentacao de corrente por RMF em FRCs [27]. Outra possivel generalizacao
do modelo poderia ser a tentativa de se remover a hipotese simplificadora de ions imdveis
e empregar no método as ideias contidas em [5] para usar dois conjuntos de hélices com
frequéncias e amplitudes relativas convenientes de tal forma que um deles atuaria no sentido
de manter o movimento dos elétrons e o outro, o movimento dos ions. Porém nesse caso,
espera-se que o modelo teodrico exija uma quantidade muito grande de equacgoes e parametros

para se descrever o método e com isso, se torne inviavel a sua aplicacao.
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Apéndice A
Regras de regularidade na origem

Mostramos a seguir uma propriedade restritiva muito interessante que surge ao se trabalhar
com coordenadas cilindricas. Sao regras muito sutis do comportamento de fungoes na origem
que vém naturalmente ao se pedir que todas as suas derivadas sejam bem comportadas na
origem. As propriedades exibidas abaixo decorrem unicamente do sistema de coordenadas
(e nao de vinculos fisicos). Uma das condigdes de contorno que trabalhamos é consequéncia
natural dos calculos a seguir.

Seguindo a abordagem de Schalit [26], vamos primeiramente trabalhar com uma fungao

escalar para a partir dela estender o resultado para uma funcao vetorial.

(e 9]

9@ y) = > gn= > (af' +alr+ayr® + .. )™’ (A1)

m=—0oQ m=—0oQ

Sendo z = x + iy com |z| = r = /a? + y?, podemos escrever

e = [cosh + isenf]™ = [x - zy} (A.2)
roor

Omitindo o supraindice m dos coeficientes para simplificar, a expansao de g,, pode ser

escrita como

Gm = (ag + ay|z| + az|z|* + ..) 2" |z|™ (A.3)
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Tomando-se o k-ésimo termo da expansao, temos

gr = ap2m |z (A.4)
Vamos considerar trés casos em separado (com p € N):
Caso 1: k—m=2p
Caso 2: k—m=2p+1
Caso 3: k — m =inteiro negativo

Note que no primeiro caso

Im = 2™ |2 = a(z + iy)"™ (2 + y?)? (A.5)

que por ser um polindmio, é analitico em todo o dominio. No segundo caso

gm = {anz"1217} 12 (A-6)

o termo dentro das chaves é idéntico ao do caso anterior e portanto sempre analitico. Porém
quando multimplicado por |z|, a fungdo apresenta um “bico”, onde a primeira derivada (e
consequentemente todas as outras) nao é definida. Considerando agora o caso 3, tememos m

derivadas com respeito a x:

d"gy,
dx™

= apm!|2|*"™ + outros termos (A.7)

O primeiro termo sempre diverge na origem no caso considerado (de o expoente k —m ser

inteiro negativo). Com esses argumentos, podemos escrever a expansao na forma mais geral

Gm = 1™ (co + car* + c4r4)eim9 (A.8)

Conforme muito bem observado por Schalit, a expansdo de Fourier-Bessel Y ¢y, J,, (1)e™™?

automaticamente satisfaz essa condicdo. Além disso, é interessante notar que a solugao por
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nos obtida para o caso na auséncia de plasma (. (z) = dihal] (mhz) + dohx K] (mhz))
também ¢ satisfeita.
Seja f = f(z, y)e™? uma funcio vetorial definida num dominio que compreende a origem

do plano cartesiano. Tal vetor pode ser escrito em coordenadas cilindricas:

£(z,y) = (£(r)7 + fo(r)0 + f(r)2) €™ (A.9)

Para que seja bem definida na origem seus coeficientes nao podem divergir em r — 0.
Usando 7 = cosft + senfy e 6 = —senfx + cosfi, expandindo em exponenciais e impondo

que a Regra de Regularidade (A.8) para cada uma das componentes do vetor, temos por fim:

gr =" 0 +yr? +urt + ) m > 1 (A.10)
gr =r(y0+p2r? ' +..); m =0 (A.11)
go = ™ H(ivo + Bor? + Burt + )y m > 1 (A.12)
go = 1(Bo + Bor® + Bar* + ...); m =0 (A.13)
g, = 1" +agr? Fagrt+..); m>0 (A.14)

Discussao das implicagoes fisicas das regras de regularidade:

O mecanismo de geracao e sustentacao de corrente em plasmas trabalha sempre no sentido
de maximizar a corrente axial (toroidal) estacionaria (de ordem zero). Conforme explicado
durante as deducoes, a existéncia da corrente axial estacionaria se deve a projecao da média
temporal sobre um ciclo do termo de Hall (J x B) da Lei de Ohm generalizada sobre a

diregao 2. Note que o primeiro coeficiente (aqueles com sub-indice zero) das expansoes da
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parte radial e azimutal acima somente sao nao nulos em r» = 0 no caso do modo m = 1.
Isto traz uma importante consequéncia: somente existe corrente axial no eixo de simetria no
caso de um campo viajante dipolar (m = 1). E importante notar, no entanto, que isso nao
quer dizer que a quantidade total de corrente gerada nesse caso é maior que nos outros (para
condigbes iguais de corrente nas bobinas externas). Dutch e McCarthy inclusive mencionam

em [6] que a priori ndo existe razdo fisica para se querer gerar corrente axial préxima ao eixo.



Apéndice B
Cédigo numeérico

Um cédigo numérico iterativo foi desenvolvido para pesquisar raizes que satisfacam as condi-
¢oes de contorno varrendo o espago dos parametros. Tal codigo foi elaborado na linguagem

do software Mathematica e se encontra reproduzido nas paginas seguintes.
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Clear|[A, €, cl1, c2, c2, c3, c4, x, x2]
Do[Do[Do[A = 5;

it =1;
¥ = 40 + .1 contador;
e =0.001;
m=2;
b00 = .5; (*campo externo aplicadox)
h=1;
h2 =h+h;
X2 = X * X;
fl =1-h2 *x2;
f2 = 1+h2 *x2;

factor = .005;
ratio = 3; (¥a razdo entre o raio das bobinas e o raio do plasma ratio=
l/a deve ser especificadax)

cl = 2 factor;
c2
c3
c4 = 20 factor;

c5 = 10 factor;

2 factor;

8 factor;

al = z1;
a2 = z2;
bl = z3;
b2 = z4;
b0 = z5;
(*al=.1;
a2=.1;
b1=0.02;
b2=.2;
b0=0.1; *)

tl = TimeUsed[];
Clear[Ll, L2, L3, L4, L5];

Ll ={};
L2 = {};
L3 ={};
L4 = {};
L5 = {};

imax = it;
jmax = it;
kmax = it;
nmax = it;

lmax = it;



2 Untitled-4

Do[Clear[Ar, Ai, ar, ai, aar, aai, u, v, U, V, Br,
Bi, BO, br, bi, bbr, bbi, ¢, d, cc, dd, bz, bbz, b02, bb02, K1, K11];
Ar = (e“m) (al+cl (i) / imax);
Do[
Ai = (e”m) (a2 +c2 (j) / jmax);
Do [
Br = (e“m) (bl +c3 (k) / kmax);
Do [
Bi = (e“m) (b2 +c4 (n) / nmax);
Do [
BO = b0 +c5 (1) / 1max;
eql = ar ' [x] = u[x];
eq2 = ai'[x] = v[x];
eq3 =b03'[x] == .5my (ai[x] (u'[x] + flu[x] / (x £2) - (m*2) f2 ar[x] / (x * x) +
2hbr[x] / £2) - ar[x] (v'[x] + £1v[x] / (x £2) -
(m~2) f2ai[x] / (x*x) +2hbi[x] / £2)) / x; (*modificadax)

eq4 =u'[x] = -flu[x] / (x£f2) + (m*2) f2ar[x] / (x*x) -2hbr[x] / £2 +
2mA*2ai[x] -myb03'[x] ai[x] /x-mybi[x] b02[x] / x; (*modificadax)
eqg5 =v'[x] = -flv[x] / (x£f2) + (m*2) f2ai[x] / (x*x) -2hbi[x] / £f2 -

2mA*2ar[x] +myb03'[x] ar[x] /x+mybr[x] b02[x] / x; (*¥modificadax)
eqg6 = b03[e] == BO;
eq7 = ar[e€] = Ar;
eq8

aife] = Ai;

eq9 = uf[e] ==mAr/€;
eql0 = v[e] ==mAi/€;
Eql = br'[x] == c¢[x];
Eg2 = bi ' [x] == d[x];

Eg3 =b02'[x] == -.5my ((d[x] ar[x] +bi[x] u[x] - c[x] ai[x] - br[x] v[x]) / x) -
£1b02([x] / (x£2) + 2h b03[x] / £2; (*modificadax)
Eq4d =c'[x] (1+ (m*2) (y/x) (.5¥/x) ai[x] ai[x]) == -flc[x] / (x£2) +

(m~2) f2br[x] / (x*x) +2mA*2 (bi[x] +2hai[x] / £2) +m (¥ / x)
((v'[x] + f1v[x] / (x£2) - (m*2) f2ai[x] / (x*x) +2hbi[x] / £2) b02[x] +
ai[x] (.5my/x) ((c[x] ai[x] +br[x] v[x] -d[x] ar[x] -bi[x] u[x]) /x+
(d'[x] ar[x] +2d[x] u[x] +bi[x] u'[x] -2c[x] v[x] -br[x] v'[x]) +
(2h2x/ £2) (c[x] ai[x] + br[x] v[x] -d[x] ar[x] -bi[x] u[x])) -
(2h2 x/ £2) bi[x] b03[x]); (*modificadax)
Egq5 =d'[x] (1 + (m*2) (y/x) (.5¥/x) ar[x] ar[x]) = -£f1d[x] / (x £2) +
(m~2) £2bi[x] / (x*x) -2mA*2 (br[x] +2har[x] / £2) -m (¥ / x)
((u'[x] + flu[x] / (x£2) - (m*2) f2 ar[x] / (x*x) + 2hbr[x] / £2) b02[x] -
ar[x] (.5my/ x) ((d[x] ar[x] +bi[x] u[x] - c[x] ai[x] -br[x] v[x]) / x-
(2d[x] u[x] +bi[x]u'[x] -c'[x] ai[x] -2c[x] v[x] -br[x] v'[x]) +
(2h2x/ £2) (d[x] ar[x] +bi[x] u[x] - c[x] ai[x] - br[x] v[x])) -
(2h2 x/ £2) br[x] b03[x]); (*modificadax)
Eg6 = b02[€] == .5€ (-.5ym ((d[e] ar[e] +bi[e] u[e] -c[e] ai[€] -
br[e] v[e]) /€) +2hb03[€]); (*modificadax)
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Eq7 = br[e€] = Br;

Eq8 = bi[e] = Bi;

Eq9 = c[e] ==mBr /€;

Eql0 = d[e] =mBi/€;

sol = NDSolve[{eql, eq2, eq3, eq4, eq5, eq6, eq7, eqg8,
eq9, eql0, Eql, Eq2, Eq3, Eq4, Eq5, Eq6, Eq7, Eq8, Eq9, Eql0},
{ar, ai, u, v, b03, br, bi, ¢, d, b02}, {x, €, 1}, MaxSteps -» 50000];

aar[x_] := ar[x] /. sol;

aai[x_] :=ai[x] /. sol;

U[x_] :=u[x] /. sol;

V[x_] :=v[x] /. sol;

bb03[x_] := b03[x] /. sol;

bb02[x_] := b02[x] /. sol;

bbr[x_] :=br[x] /. sol;

bbi[x_] :=bi[x] /. sol;

cc[x_] :=c[x] /. sol;

dd[x_] :=d[x] /. sol;

Kml = BesselK[m, mh];

derivKml = -BesselK[m+ 1, hm] + (BesselK[m, hm]) / h;
AppendTo [Ll, {Ar/ (¢“m), Ai/ (¢”m), Br/ (e“m), Bi/ (e”*m), BO,

(((m)#(m)) ((h)*(m+1))) (-aar[1l] (1 +h2) mKml /h+derivKml U[1])}];

AppendTo [L2, {Ar/ (¢”“m), Ai/ (¢”m), Br/ (€“m), Bi/ (¢”m), BO, (((m)* (m)) ((h)*(m+1)))

(derivKml V[1] -aai[l]m (1 +h2) Kml /h-2 (0.056066) (1+h2) /h*(m+1))}];

AppendTo [L3, {Ar/ (¢”m), Ai/ (e”m), Br/ (¢e“m), Bi/ (e”“m), BO, bbr[1]}];
AppendTo [L4, {Ar / (¢e”m), Ai/ (e”m), Br/ (¢e“m), Bi/ (e“m), BO, bbi[1]}];
AppendTo [L5, {Ar/ (¢”m), Ai/ (¢”*m),

Br/ (¢e”m), Bi/ (e“m), BO, (bb03[1] +hbb02[1]) / (1 +h2) -b00}]
, {i, -imax, imax, 1}], {3j, - jmax, jmax, 1}], {k, -kmax, kmax, 1}],

{n, -nmax, nmax, 1}], {1, -nmax, nmax, 1}];
t2 = TimeUsed[];

t2-t1
MemoryInUse []

Clear([x1, x2, x3, x4, gl, g2, g3, g4]

Dimensions [L1];

Dimensions [L2];

Dimensions [L3];

Dimensions [1L4];

gl
g2
g3
g4

Dimensions [L5];

Interpolation [Ll, InterpolationOrder - 2];
Interpolation [L2, InterpolationOrder - 2];
Interpolation [L3, InterpolationOrder - 2];
Interpolation [L4, InterpolationOrder - 2];

bext = Interpolation [L5, InterpolationOrder - 2];

Print ["y=", ¥]

3
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Print [eigen = FindRoot [ {gl[x1, x2, x3, x4, x5] == 0, g2[x1, x2, x3, x4, x5] =0,
g3[x1l, x2, x3, x4, x5] == 0, g4[x1l, x2, x3, x4, x5] == 0, bext [x1, x2, x3, x4, x5] ==
0}, {x1, al, al-cl, al +cl}, {x2, a2, a2 -c2, a2 +c2}, {x3, bl, bl -c3, bl +c3},
{x4, b2, b2 -c4, b2 +c4}, {x5, b0, b0 -c5, b0 +c5}, MaxIterations -» 200]];
Clear[zl, z2, z3, z4, z5]
zl = x1 /. eigen;
z2 = x2 /. eigen;
z3 = x3 /. eigen;
z4 = x4 /. eigen;
z5 = x5 /. eigen;

gl[al, a2, bl, b2, b0];
g2[al, a2, bl, b2, b0];
g3[al, a2, bl, b2, b0];
g4[al, a2, bl, b2, b0];
bext [al, a2, bl, b2, b0];

Print [gl[zl, z2, z3, z4, z5]]
Print [g2[zl, z2, z3, z4, z5]]
Print [g3[zl, z2, z3, z4, z5]]
Print [g4[zl, z2, z3, z4, z5]]
Print [bext [zl, z2, z3, z4, z5]]
ol = o;
If[Abs[ gl[zl, z2, z3, z4, z5][[1]]] + Abs[g2[zl, z2, z3, z4, z5][[1]]] +
Abs[g3[zl, z2, z3, z4, z5][[1]]] +Abs[ g4[zl, z2, z3, z4, z5][[1]]] +
Abs [bext [zl, z2, z3, z4, z5][[1]]] <10~ (-12), Break[]];
» {0, 150}]
Print["no. de iteragdes para refino das fungdes interpoladas é ", ol];
Ar = (e) ~ (m) (z1);
Ai = (e) ~ (m) (z2);
Br = (€) * (m) z3;
Bi = (€) * (m) z4;
eql = ar'[x] = u[x];
eq2 = ai'[x] = v[x];
eq3 =b03'[x] == .5mYy
(ai[x] (u'[x] + flu[x] / (x£2) - (m*2) f2ar[x] / (x*x) +2hbr[x] / £2) - ar[x] (v'[x] +
flvx] / (x£f2) - (m*~2) f2ai[x] / (x*x) +2hbi[x] / £2)) / x; (*modificadax)

eqd =u'[x] = -flu[x] / (x£2) + (m*2) f2ar[x] / (x*x) -2hbr[x] / £2 +
2mA*2ai[x] -myb03'[x] ai[x] /x-mybi[x] b02[x] / x; (*modificadax)
eq5 =v'[x] == -flv[x] / (x£f2) + (m*2) f2ai[x] / (x*x) -2hbi[x] / £f2 -

2mA*2ar[x] +myb03'[x] ar[x] /x+mybr[x] b02[x] / x; (*modificadax)
eqg6 = b03[e] = z5;
eq7 = ar[e] = Ar;
eq8 = aife] == Ai;
eq9 = u[e] =mAr/¢€;
eql0 = v[e] ==mAi/€;
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Eql = br'[x] == c[x];
Eg2 = bi ' [x] == d[x];
Eq3 =b02'[x] == - .5my ((d[x] ar[x] +bi[x] u[x] - c[x] ai[x] - br[x] v[x]) / x) -
£f1b02[x] / (x£2) + 2hb03[x] / £2; (*modificadax)
Eq4 =c'[x] (1+ (m*2) (y/x) (.5y/x) ai[x] ai[x]) ==
-flc[x] / (x£2) + (m*2) £2br[x] / (x*x) +2mA*2 (bi[x] +2hai[x] / £2) +
m(y/x) ((v'[x] +£flv[x] / (x£f2) - (m*2) f2ai[x] / (x*x) +2hbi[x] / £2) b02[x] +
ai[x] (.5my/x) ((c[x] ai[x] +br[x] v[x] -d[x] ar[x] -bi[x] u[x]) /x+
(d'[x] ar[x] +2d[x] u[x] +bi[x]u'[x] -2c[x] v[x] -br[x] v'[x]) +
(2h2x/ £2) (c[x] ai[x] + br[x] v[x] -d[x] ar[x] -bi[x] u[x])) -
(2h2x/ £2) bi[x] b03[x]); (*modificadax)
Egq5 =d'[x] (1 + (m*2) (¥y/x) (.5¥/x) ar[x] ar[x]) =
-fl1d[x]/ (x£f2) + (m*2) £2bi[x] / (x*x) -2mA*2 (br[x] +2har[x] / £2) -
m(y/x) ((u'[x] + flu[x] / (x£f2) - (m*2) f2 ar[x] / (x*x) + 2hbr[x] / £2) b02[x] -
ar[x] (.5my/x) ((d[x] ar[x] +bi[x] u[x] - c[x] ai[x] -br[x] v[x]) / x -
(2d[x] u[x] +bi[x] u'[x] -c'[x] ai[x] -2c[x] v[x] -br[x] v'[x]) +
(2h2x/ £2) (d[x] ar[x] +bi[x] u[x] - c[x] ai[x] - br[x] v[x])) -
(2h2x/ £2) br[x] b03[x]); (*modificadax)
Eg6 = b02[€] == .5€ (-.5ym ((d[e] ar[e] +bi[e] u[e] -c[e] ai[e] -br[e] v[e]) /€) +
2hb03[e]); (*modificadax*)
Eq7 = br[e] = Br;
Eq8 = bi[e] = Bi;
Eq9 = c[e€] =mBr/c€;
Eql0 = d[e] ==mBi/€;
sol = NDSolve[{eql, eq2, eq3, eq4, eq5, eq6, eq7,
eq8, eq9, eql0, Eql, Eq2, Eq3, Eq4, Eq5, Eq6, Eq7, Eq8, Eq9, Eql0},
{ar, ai, u, v, b03, br, bi, ¢, d, b02}, {x, €, 1}, MaxSteps -» 20000];
aar[x_] := ar[x] /. sol;
aai[x_] :=ai[x] /. sol;
U[x_] :=u[x] /. sol;
Vix_] :=v[x] /. sol;
bb03[x_] := b03[x] /. sol;
bb02[x_] := b02[x] /. sol;
bbr[x_] :=br[x] /. sol;
bbi[x_] :=bi[x] /. sol;
ce[x_] :=c[x] /. sol;
dd[x_] :=d[x] /. sol;

Print [Abs[-aar[1][[1]] (1 +h2) mKml /h +derivKkKml U[1][[1]]]]
Print [Abs [
derivKml V[1][[1]] -aai[1][[1]]m (1 +h2) Kml/h-2 (1+h2) (0.056066) /h* (m+1)]]

Print [Abs[bbr[1][[1]]1]]
Print [Abs[bbi[1][[1]]1]]
Print [Abs[ (bb03[1][[1]] +hbb02[1][[1]]) / (1 +h2) -b00]]
If[Abs[-aar[1][[1]] (1 +h2) mKml /h+derivKml U[1][[1]]] +

Abs [derivKml V[1][[1]] -aai[1l][[1]]m (1 +h2) Kml/h -



6 Untitled-4

2 (1 +h2) (0.056066) /h~ (m+1)] + Abs[bbr[1][[1]]] +Abs[bbi[1][[1]]] +
Abs[ (bb03[1][[1]] +hbb02[1][[1]]) / (1 +h2) -b00] < 5x 10~ (-4), Break[]];
o2 = kkk, {kkk, 0, 2000}]

Print["no. de iteragdes para refino das condigdes de contorno é ", o2]

b0z[y_] := (bb03[y] +hybb02[y]) / (1+h*2y*2);
bOtheta[z_] := (bb02[z] ~-hzbb03[z]) / (1+h*22z*2);
sincrz = -y bOtheta[l] (2+h*2) / (hA*2);
sincrtheta = ¥ (b0z[1] -b0z[e]) (2+h*2) / (2A72);
etheta = (bb03[1] + hbb02[1]) / (1+h*2) - (bb03[e] +hebb02[e]) / (1+e*2h”*2);
€z = (bb02[1] -hbb03[1]) / (1+h*2);
AppendTo [lista, {m, h, A, ¥, b00, z1, z2, z3,
z4, z5, etheta[[1]], €z[[1]], sincrz[[1]], sincrtheta[[1]]}];
Print[{m, h, A, ¥y, b00, z1, z2, z3, z4, z5, etheta[[1l]],
€z[[1]], sincrz[[1]], sincrtheta[[1]]}]
, {contador, 0, 300}]



Apéndice C
Deducao das correntes maximas

Neste apéndice, sao apresentados os desenvolvimentos e hipoteses que levam as expressoes
das maximas correntes possiveis, que somente sao possiveis no caso de penetragao total dos
campos enternos, i.e., quando a amplitude da corrente nas bobinas externas é extremamente
grande (7 — o0). Inicialmente, assume-se que na situagdo na qual os elétrons giram em
fase com o campo externo, os campo de resposta do plasma sdo muito menores que o campo
externo aplicado [9], i.e., |5,.i| < |a,4|, tal que |J13] < |J11], | /12|, ou seja, a corrente alternada
nas bobinas externas (que flui na diregao é3) é tao grande que a densidade de corrente gerada
no plasma na mesma direcao ¢ infima se comparada as componentes de corrente ortogonais
a ela.

Pode-se notar que os argumentos apresentados implicam |Jos| < |Jo2| (veja equagoes
(2.25) e (2.27)) e portanto Jog =~ Joz. Usando Jog = —envgy e Jop3 = —envpg e assumindo

rotagao rigida (solugdo padrao do rotamak), tem-se:

Voo
O=— C.1
= (C.1)
e
Vo2
= = C.2
w==-2, (C.2)

onde €2 é um parametro auxiliar.

Entao, tendo em mente as defini¢oes das pseudo-componentes helicoidais em termos das
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componentes cilindricas do Capitulo 2, pode-se definir

Vg2 = axf) + havy, (C.3)

Vo3 = Vo, — hx(az) (C4)

Antes de prosseguir, é necessario mostrar um resultado que sera 1til nos calculos seguintes:
no ambito do modelo MHD ideal, o fluxo magnético através de qualquer contorno que se
move com o fluido é constante no tempo, i.e., as linhas de campo magnético se movem
acompanhando o movimento do fluido. Para mostrar isso, utilizaremos a Lei de Ohm em sua

forma

J=0(E+v xB) (C.5)

Tirando o rotacional de ambos os lados da equagao acima, temos

VxJ=0VXxE+0oV x(vxB)

Usando as leis de Faraday e Ampere, além da identidade V x VxB =V (V- B) — V*’B
e V-B =0, temos
0B

_ 1 2

O tltimo termo se anula se o plasma for ideal (condutividade ¢ — o0). Nesse caso,
integrando sobre uma superficie qualquer dentro do plasma e usando o Teorema de Stokes

para o lado direito da equacao:

;/B-ds:/(va)-dl

Tendo-se em mente a identidade vetorial A- (B x C) =C - (A x B):
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(gf—i— B:-(vxdl)=0 (C.7)

O primeiro termo representa a taxa de variacao do fluxo através de uma superficie fixa
enquanto o segundo é o incremento adicional varrido por unidade de tempo pela periferia se
movendo com a velocidade local do fluido v. A soma dos dois termos é a variacao do fluxo

através de uma superficie “material”, fixa em relagao ao fluido (que se move junto com ele).

Tal equacao mostra a constancia do fluxo em um fluido ideal:

do _
dt

0 (C.8)

Isto implica que elementos de fluido adjacentes, continuarao adjacentes em qualquer ins-
tante de tempo. Nao ¢ permitido que os elementos de fluido se quebrem ou se separem.
O conceito de linha de forca magnética é uma abstragdo. Num campo que varia, as linhas
em principio nao poderiam ser rotuladas. Porém no caso ideal, o conceito individual das
linhas pode ser significativo. Nesse caso, pela equacao acima, pode-se dizer que no caso de
resistividade zero, as linhas de campo estao “congeladas” em relagdo ao plasma. Qualquer
superficie coberta por uma linha de campo magnético é chamada superficie magnética. Uma
linha de campo cobre ergodicamente uma superficie magnética se ela passa arbitrariamente
proxima a qualquer ponto da superficie.

A condigao descrita 0 — oo é equivalente ao caso de penetracao total, ja que v —
oo = n — 0. Vamos agora procurar a classe mais geral de solugoes que preservem o fluxo.
Consideraremos que em principio, B = B(r, z3,t) porém considerando apenas a densidade
de corrente estacionaria, a qual é objeto da presente analise. Tendo em mente os vinculos
V-B =V -J =0 pode-se notar que a componente radial de J é zero e pode-se abrir o termo

V x (J x B) da seguinte forma':

Vx(IxB)=B-V)J-(J-V)B

L Aqui foram utilizados a identidade vetorial V x (A x C) = A(V-C)+(C-V)A-C(V-A) - (A-V)C,
além do fato de que o campo magnético tem divergéncia zero e o operador divergente aplicado ao rotacional
de qualquer vetor é zero.
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(B-V)J =B, 4 _ Bodus,

"dr r

Jog\ OB BylJ, B, J
(J-V)B = (kJOZ 09) 000, 4 Zrig, (C.9)
8x2 r T
Devido a dependéncia exponencial assumida desde o inicio do trabalho,
0B 0B
— = C.10
Oy  OT’ ( )
onde 7 = wt. Assim, substituindo em <2 =V x (J x B), encontra-se
B d dJo
0 ( + kJo, + ‘]09) p (Lo Ao g g g (C.11)
83:2 r dr dr

dgj e B, nao se anulam, obtemos a classe mais geral de

Considerando que em principio
solucoes para as componentes da densidade de corrente estacionaria que preservam o fluxo

magnético:

1+ kJo, + @ =0 (C.12)
Jog  dJos

T = 1

r dr 0 (C.13)
dJy,
= 14
ar 0 (C.14)
que admite como solugao

J=-r (1 + k]Oz) éQ + jOzéza <C15)

onde jo, ¢ uma constante arbitraria. Essa solu¢do mostra que na situacdo de maxima pe-
netracao dos campos, a corrente poloidal é linear na variavel radial e a corrente toroidal é

sempre constante. Usaremos esse resultado na continuagao da deducao.
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Agora, é necessario encontrar uma relagao entre €2 e w. Para isso, pode-se usar a seguinte
relagdo, deduzida a partir do tensor das tensoes de Maxwell e com a qual Bertram [8] mostra
que ha transferéncia de momento da onda para o plasma ao longo da dire¢do ignoravel (ao

contrario do que foi postulado por Dutch [3]):

1
/ zvggde = 0 (C.16)
0

Integrando e ja usando o fato de vy, ser constante, obtém-se

ha$2
Vo, = —=F (C.17)
2
que substituida na expressao de vy, implica
2w
Q=—— C.18
2+ h? ( )

O conhecimento dos parametros auxiliares vy, e {2 permite que se escreva as expressoes

para as densidades de correntes maximas:

Jog = —enazw (C.19)
1 — 222
Jog = —enahwﬁ;2 (C.20)

Ambas sdo relagoes lineares em w, conforme esperado. As componentes Jyg € Jy., podem

ser calculadas diretamente usando a definicao das pseudo-componentes:

Jog = —2enaxw (C.21)
—enahw
e .22

Tais componentes sdo usadas na definicdo do sincronismo.



